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1. Transmission d'information
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Un canal est défini par la donnée de la probabilité d'obtenir la sortie y connaissant I'entrée x :

Pr(ylx) = Q(y|x)

Par ailleurs :
n
Py = | [ ool
i=1

Exemple (BSC Canal binaire symétrique)
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Ce canal est défini par: Q(y|x) = { et peut se schématiser comme suit :
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Définition (Capacité d'information)

Etant donné un canal Q(y|x), on définit sa capacité d'information : C = max, ) [(p(x). Q(y|x)). Cette
définition formelle prendra sens lors de 1'énoncé du théoreme pour le codage de canal.

Propriétés.

e (C=>0
e C < minf{log |X|,log |Y|}

Exemple (Cas du BSC)

I(X;Y) =H(X) — H(Y|X) et,de plus H(Y|X) = Hy(¢) ; enfin H(Y) <log(2) = 1.DoncI(X;Y) <1 -—

Hy () et1'on a égalité dans le cas ou X suit une loi de Bernoulli de parameétre %

On en conclut alors que : € = 1 — Hy(¢).



Exemple (Cas du BEC : Canal binaire a effacement)

Ce canal permet de modéliser la perte de paquets sur Internet et se schématise comme suit :
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1(X;Y) = H(Y) — H(Y|X)

= H(Y) — Hy ()

= H(Y,E) — Hy(¢)
= H(E) + H(Y|E) — Hy(¢)
= Hy(€) + H(Y|E) — Hy(¢)

= H(Y|E)
= H(Y|E = 0).P(E = 0) + H(Y|E = 1).P(E = 1)
= (1 —¢). Hy().
avec = P(X = 0).

La valeur maximale de I(X;Y) est obtenue pour H,(m) = 1. On en déduit: C =1 — «.

2. Modélisation d'une chaine de transmission

Soit W € {1,2, ..., M} un message. On fait I'hypothése que W suit une loi uniforme.
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Définition ((M,n) — code)
Un (M, n) — code pour le canal (X, Q(y|x),Y) estla donnée :

e d'unalphabet{1,2, ..., M}

e d'une fonction d'encodage X™: {1,2, ..., M} = X" renvoyant les mots-code x™ (1),
x"(2), .., x™(M).

e d'une fonction de décodage g : Y™ — {1,2,..., M} déterministe.

Définitions (Rendement et Probabilité d'erreur)

La performance d'un (M, n) — code est donnée par :

log M
e sonrendement:R = i ;

e saprobabilité d'erreur : P(W * W). Comme W suit une loi uniforme, on a:

M
. 1 .
P(W;tW):MZ P(W=W|W =w)

w=1
Définition (Atteignabilité)

R est atteignable si pour tout € > 0, il existe (M = 2™k n) tel que P(W * W) <e
Donc R est atteignable s'il existe une suite de codes a taux constant {(M = 2" n),n > 1} telle que
P,(W# W) - 0.

Théoréme pour le codage de canal.

e R < (C estatteignable
e R > (Cn'estpas atteignable

Autrement dit, C (la capacité) est la borne ultime de transmission fiable. Pour R = C, cela dépend du
canal.

La preuve s'appuiera sur les 3 lemmes suivants.

Lemme 1 (Data-processing inequality)

(X,Y,Z) forment une chaine de Markov, notée X = Y — Z,si P(x,y,z) = p(x).p(y|x).p(z|y). Alors
danscecas: I(X;Y) = I(X; Z).

Preuve.

. ey . v = PEAY) 1o i ey _
1(X; (Y, Z)) = [(X;Y) + I(X; Z|Y). Comme I(X; Z|Y) = E [logp an (z|y)] 0, il vient : I(X; (Y, Z))
1(X;Z) + [(X; Y]Z). On en déduit [(X; Y) = I(X; Z).



Lemme 2 (Fano).

Soient (X,Y)~p(x,y) etX > Y —» X = g(¥) t.q. X € X et X est interprétée comme l'estimée de X surla
base de Y. Alors :

H(X,Y) <1+ P(X # X).log |X|

Preuve.
On pose: E = {é 2;2 ’ § , de sorte que Pr(E = 1) = P(£ # X).
Ona:

H(E, X|X)=H(E|X) + H(X|E,X) = H(X|X) + H(E|X, X)
De plus :

H(X|E,X)=H(X|E =0,X).P(E=0)+H(X|E =1,X).P(E =1) <0+ log|X|.Pr(E = 1)
et: H(E|X) < 1.
Donc: 1 +log|X|.P(X # X) = H(X|X).Or:I(X;Y) > I(X; X) (Chaine de Markov), i.e. :

H(X) — H(X|Y) = H(X) — H(X|X), soit: H(X|X) = H(X|Y). D'ou le résultat.

Lemme 3.
Soient I(X™; Y™) I'information entre I'entrée et la sortie du canal et C sa capacité.
Alors : I(X™;Y™) < nC.
Preuve.
n
(XY™ = H(Y™) — HY™MX™) = H(Y™) — Z H(Y;|YE1, x™)
i=1
n
= HO™ = Y HGIX)
i=1
n
< ) (HO - HEGIXD)
i=1
car le canal est sans mémoire. Enfin : H(Y;) — H(Y;|X;) = I(X;;Y;) < C, ce qui démontre le lemme.
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