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Chapitre 2

M ethodes markoviennes en traitement
d'images

Chapitre rédigé par FlorenceJPIN et Marc SGELLE

Linformation v&hiculée par une image va bien au-deldadseule donnée des niveaux de gris en chaque site
(pixel), et la description se fait en termes de zones, cosjatructures définis par les contrastes, textures, eic. g
peuvent étre présents dans I'image. Le niveau de gris esiteim’est donc souvent pas significatif en lui-méme,
mais dans ses relations et interactions avec les pixelmgois

Cette propriété des images, a savoir les interactiooalés entre niveaux de gris voisins pour définir les
différentes régions de lI'image, va nous permettre dadil un formalisme markovien dans de nombreux traite-
ments, qu'il s'agisse de restauration, de segmentationlusitprd d’analyse compléte des images. Le principe
est de définir des énergies locales entre groupes de sftetant les interactions entre niveaux de gris. L'érergi
globale est alors reliée a la probabilité d’apparitiel’dnage dans le cadre des champs de Gibbs.

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord de fagtuitive la notion d’énergie locale avant de définir
plus formellementun champ de Markov et d’énoncer le théar d’équivalence entre champs de Markov et champs
de Gibbs. Les algorithmes d’échantillonnage d’'un chamMedekov (échantillonneur de Gibbs et algorithme de
Meétropolis) sont ensuite présentés, ainsi que les mesdaarkoviens les plus courants. Lutilisation des champs
markoviens en traitement d'images dans un cadre bayésietrela nécessité de pouvoir accéder aux configura-
tions les plus probables d’'un champ markovien et nous amdsm@résentation du recuit simulé. Dans les parties
suivantes, nous abordons les différents estimateurs (MR, TPM), le probleme de I'estimation des parametres
du champ, les processus de bords, avant de mentionnern¢apgh de la modélisation markovienne a des graphes
de primitives de plus haut niveau que les pixels.

2.1 Deéfinition et simulation d’'un champ de Markov

L'image est formée d’'un ensemble fifiide sitess; correspondant aux pixel$. est donc essentiellement un
réseau discret fini, partie d&?, si on noted la dimension de I'espace (2 le plus classiquement, 3 powolesnes,
etc.).A chaque site est associé un descripteur, représenédat tu site et qui peut &tre son niveau de gris, une
étiquette, ou une information plus complexe, et prenasvateurs dang.

La notion d’interactions locales nécessite de structeerelations spatiales entre les différents sites deanes
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34 CHAPITRE 2. METHODES MARKOVIENNES EN TRAITEMENT D'IMAGES

Pour ce faire, on munif d’un systeme de voisinagedéfini de la facon suivante :

_ 5¢Vs
Vs{t}telsque{ teV. = se,

A partir d’'un systeme de voisinage, un systeme de cligees @tre déduit : une clique est soit un singleton de
S, soit un ensemble de sites tous voisins les uns des autrésn&ion du systeme de voisinage utilisé, le systeme
de cliques sera différent et fera intervenir plus ou moimsites. On noterd I'ensemble des cliques relatifia et
Cr 'ensemble des cliques de cardirtal

Les interactions locales entre niveaux de gris (ou desarip) de sites voisins peuvent alors s’exprimer comme
un potentiel de clique. Soitune clique, on lui associe le potentiél dont la valeur dépend des niveaux de gris
(ou descripteurs) des pixels constituant la clique. En g@uant ce raisonnement, on peut définir I'énergie glebal
de I'image comme la somme des potentiels de toutes les slique

v=3u.
ceC
et I'énergie locale en un site comme la somme des potediggisutes les cliques auxquelles il appartient :

U = Z U,

ceC/sec

2.1.1 Mocklisation probabiliste de 'image

La définition des champs de Markov qui sera donnée dansclipsesuivante nécessite une modélisation
probabiliste de I'image. Ainsi, 'image dont nous disposea &tre considérée comme une réalisation d’un champ
aléatoire. Soit un site de I'image, on peut en effet lui associer une varialiatoire (v.a)X; prenant ses valeurs
dansE. Le niveau de gri:, ens n’est ainsi qu’une réalisatidrde la v.aX,. On définit alors le champ aléatoire
X = (X, X;,..) prenant ses valeurs dafis= E!S|. On trouvera aussi le terme de processus aléatoire Jjqur
en toute rigueurg processus devrait &tre réservé au cas d'un ensemble d’indexatorircu, et champ au cas
discret.

Dans ce cadre probabiliste, I'image considérée est imeht une réalisatiom du champ. La probabilité
globale dex, P(X = z), permet d’accéder en quelque sorte a la vraisemblancéntgk, et les probabilités
conditionnelles locales d’une valeur en un site permetterthesurer le lien statistique entre un niveau de gris et
le reste de I'image. Lhypothese markovienne permetali@sr ces quantités.

2.1.2 Champs de Markov - Champs de Gibbs

Définition d’un champ de Markov

Considérong la valeur du descripteur prise au sitetxz® = (z):.s la configuration de I'image excepté le
site s. La définition d’'un champ de Markov est alors la suivante :

X est un champ de Markov ssi la probabilie conditionnelle locale en un site n’est fonction que de la
configuration du voisinage du site consiéré

ce qui s’exprime de facon formelle par :
P(Xs=u2,/2°)=P(Xs =25 [ x,t €Vs)

Ainsi, le niveau de gris en un site ne dépend que des niveagxisl des pixels voisins de ce site.

10n notera généralement en lettres majuscules les vesialtdatoires et en minuscules leurs réalisations.
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Equivalence entre champs de Markov et champs de Gibbs

La modélisation markovienne prend toute sa puissaneegrathéoreme que nous allons voir maintenant. En
effet, celui-ci permettra d’accéder aux expressions dasgbilités conditionnelles locales. Il nous faut augtable
définir un certain nombre de notions relatives aux mestureisaamps de Gibbs.

Définition d’une mesure de Gibbs : La mesure de Gibbs de ifmmdiénergie (ou d’hamiltonierly : @ — R
est la probabilité” définie sur par :

P(X =) = - exp (~U(x)
avec
Uz) =Y Ud(x)
ceC

ouC est le systeme de cliques associé au systeme de voisindgg .

Z = Z exp(—U(z)) est une constante de normalisation appelée fonction diéqade Gibbs.
zeQ

Nous pouvons maintenant définir le champ de Gibbs de peteagsocié au systeme de voisinade c'est
le champ aléatoireéX dont la probabilité est une mesure de Gibbs associée adnsgsle voisinag®’, ce qui
implique :

1 1
PX =2) = 70 (-Uw) = 7 ep (-3 Uex)

L'énergie globale d'un champ de Gibbs possede donc larfitépde se décomposer sous forme d’'une somme
d’énergies locales, qui comme on le verra par la suite peromt d’accéder aux probabilités conditionnelles lo-
cales.

Le théoréme de Hammersley-Clifford [4] &tablit alorsésultat fondamental suivant sous les hypothéses :

— S fini ou dénombrable,

— le systéeme de voisinagéest borné,

— l'espace des étafs est discret

X est un champ de Markov relativementa V et P(X = z) > 0 Vz € 2 si et seulement si X est un champ
de Gibbs de potentiel assoéia V.

Le théoreme de Hammersley-Clifford, et la forme bienc#figue de probabilité d& qui en résulte, va per-
mettre de lier les probabilités globales et locales commesmallons le voir maintenant.

Définissons I'énergie localg, par :

Us(xs /l’t,f € V&) = Z U(;(.I'S,I't,t € V&) = Z Uc(ws; Vs)

ceC/sec ceC/s€ec
en notant/; = (z:,t € V). Cette énergie locale ne fait donc intervenir que lesinsides.

P(Xy=a, | X =a?) = Pz [V2) (2.1)

Z eXP(*US@S/VS»

rxs € FE

L'expression obtenue, qui ne fait intervenir que les patdntles cliques contenant le sik€ce qui nous permet

de retrouver au passage I'hypothése markovienne) essiniportante. En effet, autant il n’est pas possible partan
d’une configuratiorr d’accéder a sa probabilité a cause de la constante deatisation, autant il est possible de
calculer en chaque site la probabilité conditionnell@lecCette expression sera a la base de tous les algorithmes
de simulation de champs markoviens que nous verrons daestlarssuivante.

2|l est toujours possible de trouver un systéme de voisinagermettant de decomposgr; le cas extréme correspondant a des sites tous
voisins les uns des autres.
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2.1.3 Echantillonnage de MRF

Le probleme qui se pose alors est, étant défini un champatk&dw, comment pouvons-nous réaliser le tirage
d’une configuration (une image ici) en suivant la loi de phulit® de Gibbs caractéristique de ce champ ? Deux
algorithmes ont été proposés pour synthétiser ddisaéians d’'un champ de Markov qui sont :

— I'échantillonneur de Gibbs,

— l'algorithme de Métropolis
que nous allons décrire maintenant.

L’ échantillonneur de Gibbs

Cet algorithme, proposé par Geman et Geman [19], repoda sanstruction itérative d'une suite d'images. A
la convergence, i.e aprés un nombre d'itérations suffi$amimages construites sont des réalisations tirdes se
la loi de Gibbs globale.

La méthode de construction de I'image a I'itératiorpartant de I'image a l'itération — 1 se fait par mises a
jour successives des sites de I’ima.éd’.'etapen :
e choix d'un sites;;
e au sites, selon la configuration des voisis pour 'imagez("—1), calcul de la probabilité conditionnelle
locale :
exp(=Us(zs | Vs))

D (exp(=Us(€ | V2))

§€E

P(Xs = | V;) =

e mise a jour du site par tirage aléatoire selon la 161( X, = z, | V).
On considere que I'algorithme a convergé apres un grambne d'itérations ou lorsque le nombre de changements
est faible. Le choix du siteconsidéré a I'étape peut se faire de n'importe quelle fagon a condition deyeltous
les sites un trés grand nombre de fois (théoriquement otbn@infini de fois). Les méthodes usuelles consistent
a tirer un site selon une loi uniforme, ou effectuer un baggyclassique, ligne par ligne, de I'image.

L'algorithme de Metropolis

L'échantillonneur de Gibbs est un algorithme tres wilen traitement d’'images pour la synthése de champs
de Markov. Néeanmoins, un algorithme antérieur et issuadehlysique statistique avait €té mis au point dans les
années 50 par Metropolis [36].

Cet algorithme repose sur un principe similaire a I'ed¢hlanneur de Gibbs, et il s'agit également d’'un algo-
rithme de relaxation probabiliste. Le principe est la eeade construire une suite d'images qui seront des tirages
selon la loi du champ de Markov aprés un nombre suffisamnrantg!’itérations. Mais la mise a jour en un site
s'effectue de facon différente. Ainsi a I'étape

e choix d’'un sites

e tirage aléatoire d’'un descripteNrdansFE selon une loi uniforme;

e calcul de la variation d’énergie pour le passage du labesitds de:z:ﬁ"*l) ai:

AU = U\ | VD) U (2D [ v )

e deux cas sont alors possibles :
1. AU < 0, le changement est acceptég?) =A;

2. AU > 0, le changement est accepté ou refusé par tirage selorolealglitts) = exp(—AU) etl —p.
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2.1.4 Le recuit simuke

Nous avons vu dans les paragraphes précédents comniamtiionner selon la loi de probabilité de Gibbs
associée au champ de Markévchaque application des précédents algorithmes, uneatieuéalisation est obte-
nue. Il peut étre utile également de pouvoir calculer ldesuconfigurations les plus probables qui correspondent
aux états d’énergie minimale. C’est I'algorithme du riesimulé qui permet de trouver ces réalisations.

Avant de présenter cet algorithme, nous avons besoin dgqupserésultats sur les distributions de Gibbs avec
parametre de température que nous présentons maintenan

Distribution de Gibbs avec temperature

Une distribution de Gibbs avec parametre de températingne probabilité qui s'écrit :

Pr(X =) = iz expl~ )

U(x)

avecZ(T) = Zexp(fT) etT > 0. Le terme de température provient de I'analogie avec lssiofoe

statistique.

Il est intéressant d'étudier le comportement de cett&idigion pour des valeurs extrémes du parameétre de
température.

o —o00:
U(x) .
On aexp(——=) — let commez Pr(X =z) =1, on obtient
T x
Pr(X =)~ oo
= —
’ * Card(2

Donc Pr converge vers la probabilité uniforme $uri.e pour une température infinie tous les états sonpegbables.
o' —0:

NotonsU* I'energie minimale ef2* 'ensemble des configurations atteignant 'énergie malefY* = {x1,...., i}
(1, ...xx sont les minima globaux de I'énergie). On peut écrire :

U(x) U(x)-U*
Pr(X=1) = M — P~ T )
Zexp(—@) Zexp(_U(y)T— U,
U(z)-U*
_ eXP(*#)
Z exp(—[](y)%) + Z 1
ygQ* yeqQr

oSiz ¢ Q,onal(x) —U* >0 eteXp(M) — 0 pourT — 0. Donc Pr(z) — 0 siz n'est pas un
minimum global de I'énergie.
oSiz € O, ona:Pr(z1) = Pr(z2) = ... = Pr(zy) = 1 (il y a une somme finie de termes qui tendent vers 0
au dénominateur).

Ce qui signifie que lorsque la température est nijleest uniformément distribuée sur les minima globaux de

I'eénergie, i.e sur les configurations les plus probabléssiCe résultat qui est a la base de I'algorithme de recuit
simulé.
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Algorithme du recuit simul &

Cet algorithme est dédié a la recherche d’'une configuratienergie minimale d’un champ de Gibbs (on ne
cherche plus ici a échantillonnner contrairement &Zpdemment). L'idée d’intégrer un parametre de terapée
et de simuler un recuit a été initialement proposée peggsitrick [31] et reprise par Geman et Geman [19] qui ont
proposé l'algorithme suivant.

Comme les algorithmes de simulation, c’est un algorithiettf qui construit la solution au fur et a mesure.
Le déroulement de I'algorithme est le suivant (en notale numéro de l'itération) :
e choix d’une température initial8(®) suffisamment élevée
e choix d’une configuration initiale quelconqué”
e al'étapen
— simulation d’une configuration™ pour la loi de Gibbs d’énergigTE—:)) a partir de la configuration
2(»=1); la simulation peut se faire par I'echantillonneur de Gilshu I'algorithme de Métropolis ; on
réalise en général un balayage complet de 'image angpéeaturel’ (") ;
— diminution lente de la températur@™ > —
log(1+n)
e arrétlorsque le taux de changement est faible.
La décroissance logarithmique de la température estthmeytres lent ; en pratique des décroissances geaueési
sont utilisées, souvent sans dégradation notable dekaés obtenus. La constamtimtervenant dans la décroissance
dépend de la variation énergétique globale maximaléespace des configurations.

Notons que contrairement aux algorithmes de I'échantilbur de Gibbs et de Métropolis qui échantillonnent
selon la loi de Gibbs et qui sont en mesure de donner toutesidgjurations possibles, les images obtenues par
recuit simulé sont uniques et doivent en théorie corredpoaux minima globaux de I'énergie.

Il existe une preuve de convergence de cet algorithme, gosea nouveau sur la construction d’'une chaine
de Markov, mais qui est hétéroggéne cette fois-ci aeaesa variation du parameétre de température [19]. Intui-
tivement, le recuit simulé permet d’atteindre un optimuobgl, car il accepte des remontées en énergie. Avec la
décroissance de la température, ces sauts énergeqoeprogressivement supprimés au fur et a mesure qu’on
se rapproche de I'optimum global. La descente en tempérdtit donc se faire suffisamment lentement pour que
I'algorithme ne reste pas piégé dans un minimum local &edigie.

Algorithme des modes conditionnels irés (ICM)

Malheureusement, I'algorithme du recuit simulé estlwasd en temps de calcul puisqu’il demande la génération
d’'un grand nombre de configurations au fur et & mesure qeerlpérature décroit. Des algorithmes sous-optimaux
sont donc souvent utilisés en pratique. Besag [5] a aimgigeé un autre algorithme, beaucoup plus rapide, mais
pour lequel nous n'avons pas de preuve de convergence varsrmmum global. Il s’agit de I'lCM,Iterated
Conditional Mode que nous allons présenter ici.

Cet algorithme est un algorithme itératif modifiant a ara@tape les valeurs, de I'ensemble des sites de
I'image. Mais a la difféerence de ces algorithmes quiédtastochastiques par essence, la modification d’une valeur
se fait ici de fagon déterministe.

On construit donc, partant d’une configuration initial@), une suite d'images(n), convergeant vers une
approximation du MAPRZ recherché. Soit un tour la visite de tous les sites de I'iepag parlera dans la suite
d’itérations a chaque mise a jour d'un site et d’étamphagque mise a jour de toute I'image (i.e accomplissement
d’un tour).

Le déroulement de I'étape s'effectue de la fagon suivante : on parcourt tous les siten chaque site, on
effectue les deux opérations suivantes :
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1. calcul des probabilités conditionnelles locales, goutes les valeurs possibles dlelansE du site :
P(Xs=X/2.(k),r € Vy)

(en pratique, calcul plus simplement des énergies camdiélles locales)
2. mise a jour de la valeur par lemaximisant la probabilité conditionnelle locale :

Zs(k+1) = Argmax, P(X, = X\ / &.(k),r € Vy)

(ou de facon équivalente, minimisant I'énergie cormditielle locale).
Le processus s’arréte lorsque le nombre de changemenmis @tape a I'autre devient suffisamment faible.

On peut montrer que I'énergie globale de la configuratidiminue a chaque itération. Cet algorithme, contrai-
rement au recuit simulé, est trés rapide (une dizaine teybdges permettent d’arriver a convergence) et peu
coliteux en temps de calcul puisqu’il ne nécessite queldellades énergies conditionnelles locales. En contrepar-
tie, ses performances dépendent trés fortement dedlisation (par rapport a la forme du paysage énergéjiqu
puisqu’il converge vers un minimum local. L'ICM s’apparefit une descente en gradient (on fait baisser I'énergie
a chaque itération) ou a un recuit simulé gelé a teapéee nulle, et peut donc rester bloqué dans le minimum
énergétique local le plus proche de l'initialisation.reeuit simulé, au contraire, grace au parametre dedeatpre
et aux remontées en énergie qu'’il autorise permet didexcéu minimum global.

Notons qu'il a également &té proposé d'utiliser la peagmation dynamique pour estimer le MAP [12]. Mais

il est alors nécessaire d’'étre dans une configurationlsigg segmentation (peu d’étiquettes, dimensions raison-
nables) et seule une approximation peut étre obtenue.

2.1.5 Quelgues MRF fondamentaux

Nous présentons ici quelques uns des champs de Markowlesifilisés. Comme indiqué précédemment, ces
champs sont définis par leur voisinage et leurs fonctiorpsodentiel. lls sont illustrés par le tirage de réalisasio
selon I'echantillonneur de Gibbs.

<& Modele d'lsing :

Ce modele est le plus ancien (1925 [29]) et a été déveéldgns de I'étude du ferro-magnétisme en physique
statistique. L'espace des descripteurs est celui des@tatspins, i.& = {—1,1} (espace binaire), et le voisinage

est constitué par les 4 ou 8 plus proches voisins dans ucegpdimensionnel. Les potentiels sont des potentiels
entoutourien:

Uc:(s,t) ($57 xt) = 76 Si Ts = Tt
+06Sixs # x4

Ce qui s’écrit égalementf,_ ;) (25, z¢) = —Br2;.
Les potentiels des cliques d’ordre 1 (clique constituéaipaeul spin) sont de la formeBux,. L'é€nergie totale

s'écrit :
Ux)=- > Bza,— Y Bu,

c=(s,t)eC seS

0 est la constante de couplage entre sites voisirfs etprésente un champ magnétique externe. Lorggest
positif, les configurations les plus probables (i.e d'gnes plus faibles) sont celles pour lesquelles les spins son
de méme signe (ferro-magnétisme), alors que dans le casndgatif, au contraire, on favorisera I'alternance
de spins de signes opposés (anti-ferromagnétisme). leanvgsigne et valeur absolue) deconditionne donc la
régularité du modele d’Ising. Quant au champ magnétepierne relatif au potentiel d’ordre 1, il favorise a prior
par son signe un spin ou un autre.
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< Modeéle de Potts :

Il s’agit d'une extension du modéle d’Ising [60] pour un aspm-aire, i.e.E = {0, m — 1}. Il peut s'agir
de plusieurs niveaux de gris, mais plus souvent pour ce lpd&tiquettes (labels) pouvant représenter une
classification de I'image (par exemple les classas, foét, champ, villg Le voisinage considéré est 4- ou 8-
connexe et les potentiels sont comme précédemment eoueign mais définis seulement pour les cliques d’ordre
2:

Uc:(s,t) (xsv xt) = _ﬁ Si Ts = Tt
= +p3 Si z; 7& Tt

Lorsques est positif, les configurations les plus probables cornedpot a des sites voisins de méme niveau de gris
ou descripteur, ce qui donne des réalisations consfitp@edes larges zones homogenes. La taille de ces regions
est gouvernée par la valeur ge

Il est possible de définir des modeles utilisant des pratitins différentes en fonction des directions des
cliques, et de privilégier ainsi certaines directions.

Ce modele permet également de prendre en compte difé&reglations entre les régions (i.e. entre differentes
valeurs des descripteurs). On peut par exemple définir dedgpationss(es, e;) poures, e; € E. Dans notre
exemple de classification en 4 étiquetézsl, foet, champ, villeune configuration de sites avec les étiquettes
champ / fotpeut étre supposée plus probable qu’une configursiilen forét, d'ou des valeurg(champ, forét)
etS(ville, forét) differentes [50].

<& Modele markovien gaussien :

Ce modele est réservé aux images en niveaux defgrs {0, ..., 255} et ne convient pas bien aux images
d’étiquettes. Le voisinage est 4 ou 8-connexe et I'émeegt de la forme :

U(x) =4 Z (xs - zt)2 + O‘Z(xs - /L5>2

c=(s,t) ses

Le premier terme correspondant aux cliques d’'ordre 2 esietme de régularisation, qui favorise les faibles
differences de niveaux de gris entre sites voisins gpus 0. Le second terme peut correspondre a un terme

P N N . . . « <
d’'attache aux données dans le cas ou on posséde une iraatpndées extérieures. Le rapp%rtpondere les

influences respectives de I'attache aux données et degldarésation, et les valeurs absolues des parametres
caractérisent le caractere plus ou moins piqué ou épaiti au contraire de la distribution.

2.1.6 Applications : restauration et segmentation
Cadre bayésien

Pour ces deux applications, on peut modéliser le probléares un cadre bayésien de la fagcon suivante.
Nous disposons d’une certaine donnée (image) que nousonstget que nous pouvons considérer comme une
réalisation d'un champ aléatoifé. Nous cherchons une réalisatiende I'image restaurée ou segmentée, que
nous pouvons modéliser comme un champ de MatXow est le champ des étiquettes (labels) dans le cas de la
segmentation, le champ des intensités dans le cas de dar&tsbn. Les espaces de configurations ne sont donc
pas nécessairement les mémes poat Y. Ces deux champs sont liés par le processus d’acquisiédimthge,
qui conduit du champ idéaY, le processus image originel que nous cherchons, au chantp Brque nous ob-
servons. La restauration ou la segmentation ont pour abgBtverser le processus et donc de remonter a une
réalisation deX a partir de I'observation des données bruitge®n parle dans ce contexte de champ de Markov
caché poutX, ou de données incomplétes puisgugest pas une réalisation deé.
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On peut par exemple utiliser le critere du maximum a postieet rechercher la configuratidnmaximisant la
probabilité deX conditionnellement a la donnge.e P(X =« /Y = y). Or la regle de Bayes permet d’écrire :

PY=y/X=2)P(X=x)
PY =y)

PX=x2/Y=y)=

Expression dans laquelle il s’agit alors d’analyser chatesiterme (Y = y / X = z) et P(X = z), sachant
que P(Y") est une constante (indépendante de la réalisatjoie premier termeP(Y = y|X = z) décrit
justement le processus d’observation et d’acquisitionddemées. L'hypothése la plus courante (dont la validité
reste a justifier) consiste a supposer I'indépendaneditionnelle des pixels (bruit non corrélé par exemple) :

P(Y:y/X:x):HP(Ys:ys/Xs:fps)

Cette écriture n’est plus valable lorsqu’il y a une contiolni par la fonction de transfert du systeme d’acquisition
mais on peut montrer que le champ a posteriori reste mankovie

Par allleurs, on fait sur le cham¥ recherché une hypothese markovienne selon un voisiiagein modele
donné dépendant de I'application. On peut alors écrire :

exp(=U(z))

PX=x)= 7

Si on revient maintenant a la distribution a posteriorilecei s’exprime par :

PX=2/Y=y) x PY/X)PX)xtPY/X)-Ul2)

w U/ Y)
avec .
U [y) =Y —Tnplys [ zs) + > Uelx) (2.2)
SES ceC

Par conséquent, sous les hypothéses précédentesnstateoque la distribution a posteriori est une distribbutio
de Gibbs et que donc le chanip conditionnellement & est également un champ de Markov (théoreme de
Hammersley-Clifford). Ainsi, il est possible de simuleisdéalisations de ce champ a I'aide de I'échantillonneur
de Gibbs ou de l'algorithme de Metropolis. Mais la configinatz qui nous intéresse est celle maximisant la
probabilité a posteriori, donc la réalisation la plusmble du champ de Gibbs, ou encore celle qui minimise
I'energiel/ (x / y). L'algorithme du recuit simulé décrit plus haut permeadttindre ce (ou ces) état(s) d’énergie
minimale.

Cas de la restauration

Reprenons la démarche précédente et exprimons plustaitsd’énergid{(z / y) dans un cas particulier de
restauration.

Dans le cas ou le processus d’acquisition entraine ugeadation de I'image sous forme d’un bruit blanc
gaussien de variane€, on a la probabilité conditionnelle suivante :

2
Ts—y
p(yS/xS) = \/%0_ epr( 520.25)

La probabilité a prioriP(X = z) permet d'introduire les contraintes que nous souhaitop®#ar a la solu-
tion (i.e. que nous supposons pour le processus origineljaigant I'hypothése qu& est markovien nous nous
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restreignons a des contraintes locales, le plus souvelgisarité entre sites voisins. On choisit frequemment
modele avec des potentiels d’ordre 2 :

P(X =z)= %exp(fﬂ > blzs— 1))

(s,t)€C2

On a alors I'énergie suivante correspondant a la didinhude Gibbs du champ a posteriori :

2
U (1) =Y C B 5 S o (2.3)
s€S (5,t)E€C2
Le champX conditionnellement g est donc un champ de Gibbs pour le méme systéme de voisipage. La
constantes pondere l'influence entre le terme d’'attache aux donrné@emes d'ordre 1) quiimpose des niveaux de
grisz de I'image restaurée proches de ceuxie la donnée bruitée, et le terme de régularisationyebgl’ordre
2) qui impose une solution constituée de zones homogérenodele poutX peut &tre soit markovien gaussien,
soit plus adapté a la restauration des contours avec unotida ¢ appropriée. En effet, le modeéle gaussien qui
correspond a un fonctiofi quadratique favorise des niveaux de gris proches pour aesspioisins dans tous
les cas. Or si on considére une image naturelle cet aspecéfsste a proximité des contours car il favorisera
la présence d’'un dégradé. Aussi, de nombreuses foiscii@mt été proposées pour modéliser les potentiels des
cligues d’ordre 2 U,—(, ;) = ¢(xs — ;). L'idée est de supprimer la pénalisation lorsque la vmade niveaux
de gris est supérieure a une certaine valeur consid@r@ene représentant un contour. La partie 2.4 détaille ces
aspects.

Cas de la segmentation

Dans ce contexte, le champ markovigrest défini sur un autre espace de configurationsiqaar seulement
quelques étiquettes sont considérées= {1, ...,m — 1} (correspondant aux différentes classes cherchées}. Dan
ce cas le processus de passageXdéchamp des labels) & ne décrit pas tant le processus d’acquisition que
I'apparence des classes dans I'image. Le tefi¥ = y / X = z) traduit donc la probabilité de réalisation
d’'une configuration donnée connaissant son étiquetagecfinnaissant la classe de chaque pixel). En supposant
I'indépendance des sites les uns par rapport aux autres, ipposant que le niveau de gyisen un sites ne
dépend que de I'étiquette, en ce site, ona:

P(Y=y/X=u)=]]Plys /)

Les valeurs des probabilités conditionnelles sont deapér I'histogramme conditionnel des niveaux de gris pour
une classe donnée. Par exemple, si on suppose que chasges elane distribution gaussienne de moyeppet
d’écart-types;, ona:

1 (ys - ,ui)Q
exp(—2F——~4
o p( 207 )

Si comme précédemment on fait une hypothése markovemme et qu’on se limite aux cliques d’'ordre 2, on a :

P(ys/ws:i):

P(X =z)= %exp(fﬂ > blzs— 1))

(s,t)EC2
D’ou I'énergie a posteriori :
_ (ys — MIS)Q Vor
Uz [y) =Y =g +logVamow, + 8 D ézs,m) (2.4)
s Zs (s,t)eCa
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Le champ des étiquettes conditionnellementest markovien et d’énergie de Gibldéx / y). L& encore, comme
pour la restauration, le terme d’ordre 1 exprime le respestabnnées (le niveau de gris doit correspondre a la
classe), et le terme d’ordre 2 la contrainte de régulaoisantroduite. On choisit souvent un modele de Potts pour
X, ce qui donne une image segmentée avec de larges zonesémmesog

La figure 2.1 montre un exemple de segmentation d'une imagdlitsare obtenue par le radar a ouverture
synthétiqgue ERS-1. L'utilisation du modéle de Potts peuerme d'attache aux données donne des régions com-
pactes.

Dans les deux applications précédentes il est nécesdaipouvoir déterminer le ou les états d’énergie mi-
nimale qui correspondent au maximum de la probabilité @mamp markovien. L'algorithme du recuit simulé
présenté permet de trouver ces configurations. Nousmereas sur ce point en présentant d’autres estimateurs de
la solution dans la section suivante.

2.2 Estimateurs dans un cadre markovien

2.2.1 Introduction

Nous avons vu précédemment comment il était possiblglider le formalisme markovien a des fins de res-
tauration et de segmentation. On se situe alors dans le dadtennées incomplétes (on parle aussi de champs de
Markov cachés) car la réalisation dont on dispose est @alésation bruitée (ou plus généralement vue a teaver
le systeme d’acquisition) du champ de Markov originel. BtantY le champ dont on observe une réalisation, et
X le champ initial, I'objectif est alors d’obtenir la meilleuréalisationt de X connaissant I'observation au-
trement dit, reconstruire de maniére optimale vis-a-vis d’'un certain critere. Bénprécédent paragraphe, nous
nous étions intéressés a la réalisation maximisaptdaabilité a posteriorP(X = =z / Y = y), et nous avions
vu un algorithme permettant d’'obtenir cette réalisatimrecuit simulé. En réalité d’autres choix sont posssbl
auxquels correspondent d’autres méthodes de résoletiopie nous allons aborder dans ce chapitre.

2.2.2 Mocklisation bayésienne et fonction de cat

Si nous reprenons rapidement le raisonnement effece@&gemment, on peut écrire, en appliquant la regle
de Bayes :
PY=y/X=x)P(X =x)

PX=z/Y=y) = P =)
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b. Image segmentée en régions

FiG. 2.1 — Exemple de segmentation markovienne sur une imagelRS-levoland.
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On montre alors que sous certaines hypothéses (indépemdies sites dans la probabilité conditionnelle
P(Y / X) et hypothése markovienne pour le chaiip la distribution a posteriori est une distribution de Gibb
et donc que le cham§i conditionnellement a la donngeest markovien. Cette propriété n’est pas nécessaire pou
les notions suivantes, mais elle sera primordiale pourltgsithmes de résolution.

Le probleme est alors de déterminer une estimatiasptimisant un certain critére, afi est une fonction
déterministep de la donnég :
= ¢(y) aveco : Q — Q

L'estimation bayésienne procede alors comme suit. Oreaelune fonction de colk, définie de2 x 2 dans
R, quireprésente le colit de remplaegar¢(y), et qui possede les propriétés suivantes :

Vo, o' € A x Q:
oL(x,2") >
ol(r,2)=01=2a
L'estimateur optimal, i.e la fonction optimale est alors la fonction minimisant I'espéranceted”[]) du colt,
c'estadire:
BE[L(X,¢(y) /Y =yl = > L(x,6(y))P(z / y)

zeQ

La fonctiong®Pt minimise donc I'erreur moyenne conditionnellemept at 'estimateur optimal est = ¢°PY(y).
Suivant les fonctions de co(it envisagées, on obtier#diffts estimateurs et differentes méthodes de résolut

associées.
2.2.3 Estimateur MAP
Considérons la fonction de co(t suivante :
L(z,2') = 1siz#a
L(z,2’) = 0sinon

Cette fonction consiste donc a pénaliser toute difféeegntre deux configurations, et ce, quel que soit le nombre
de sites en lesquels elles different. Nous pouvons alomseé

> L(w,é(y)P(x [ y)

€N
= 1-P(X=9)/y)

E[L(X, 6(y)) / y]

Par conséquent, la foncti(qzr?pt minimisant I'espérance pour cette fonction de colt e cgii maximimise
la probabilité a posteriori :

i = ¢OPl(y) = Argmax, [P(X = ¢(y) / y)]

Il nous faut donc trouver la réalisatian fonction dey, maximisant la probabilité a posteridfi(X / y). On
parle de I'estimateur MAP (maximum a posteriori) ou de maximde vraisemblance a posteriori.

On retrouve donc, avec cette fonction de colt en tout oy letémarche intuitive que nous avions présentée
dans la partie précédente 2.1.6 a savoir chercher lagroation maximisant la probabilité conditionnellemant °
la donnée disponible.

Les solutions algorithmiques associées a cet estimateile recuit simulé et 'lCM que nous avons présentés
dans le paragraphe 2.1.4, utilisés avec la distributioostégpiori avec parametre de température.
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2.2.4 Estimateur MPM

Considérons maintenant la fonction de colt définie par :

:E:‘L Ts, T }E:]m #x!,

seS sES

La fonction de co(it pénalise cette fois-ci une configaeraproportionnellement au nombre de difféerences entre
deux configurations. Elle parait donc plus naturelle qderiation de colt en tout ou rien précédente.

Dans le cas d’'une fonction de colit définie comme somme dis @ chaque site, on peut montrer le résultat
suivant :

BIL(X,¢(y) /Y =y] = > L, (x/y)
zEQ
D> L(za 6(y)) Y P, zs /)
SES Ts fuad
Or ZP 2, xzs /| y) = P(Xs = zs / y), donc on peut faire apparaitre les probabilités conulitedles et

esperances en chaque site

BIL(X,¢() /Y =yl = D> > L, ¢(y)s)P(Xs =4 /)

sES ws

= S BIL(X.6()s) /

ses

On passe donc de la probabilité conditionnelle globaleé’configuration a la probabilité conditionnelle en un
site. Il s’agit d'une somme de termes positifs, et par cqoseat la fonctionp optimale minimise en chaque site
I'espérance conditionnelle du colt loda|L (X, ¢(y)s) / y]. Ce résultat est valable pour toutes les fonctions de
colt définies par une somme de coiits en chaque site.

Dans le cas de la fonction définie ci-dessus, on a alors copnéo&demment :
ElL(Xs,9(y)s) /y] = 1-P(Xs=9(y)s /y)

Ainsi, la valeur optimale de(y) ou dei en chaque site est telle que :

i = ¢OPYy), = Argmax,[P(X, = ¢(y)s / y)]

i.e. on maximise en chaque site la marginale a postefigk; / v).

On obtient donc des estimateurs du maximum a posteriorulg@acalculer en chaque pixel contrairement a
la recherche précédente qui était globale. L'estimeagstiappelé maximum de vraisemblance a posteriori local ou
maximum posterior marginal (pour maximum a posteriori deéaginale) abrégé en MPM.

D’un point de vue algorithmique, la taille de I'espace desfigurations2 ne permet pas un calcul direct des
quantitesP(z, / y). Aussi réalise-t-on en pratique des approximations de Mpnte-Carlo. En effet, supposons
que I'on soit capable de tirer des réalisationsidgelon sa loi conditionnelleg et notons les: (1), ...., z(N). Il est
alors possible de calculer une approximation de I'estiomd#PM. Le tirage des réalisations ne pose quant a lui pas
de probléme particulier car nous avons vu dans le paragmpeiitédent 2.1.3 comment tirer des réalisations d'un
champ de Gibbs avec I'echantillonneur de Gibbs et I'alpone de Métropolis. Or sous les hypotheses rappelées
en début de la section 2.2.1, la probabilité a posteRdX’ / y) est une distribution de Gibbs.
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Supposons donc que nous disposionsVdéchantillons deX tirés selon la loi a posteriori et que nous cher-
chions a estimer la distribution conditionnelle en chasjteP(X; = A / y) VA € E. Nous allons estimer cette
quantité par la frequence empirique bau sites dans les échantillons(k) de X, i.e :

N
~ 1
P(Xs=X/y)= ~ E Lo (k).=x
k=1

L'estimation au sens du MPM est alors donnée en chaquersith@sissant la valeur de, dans2 maximisant
P(Xs/y).

2.2.5 Estimateur TPM

Considérons maintenant la fonction de colt définie par :

Liz,a’) = |lz —2'|* = Y (s —})”

ses

Il s'agit de I'erreur quadratique et elle pénalise cettis4a directement la somme des différences entre les deux
configurations. Elle peut donc étre plus adaptée danainsitas que les précédentes, puisqu’elle tient compte no
seulement du nombre de difféerences comme le MPM, mais dadsurs valeurs.

Dans ce cas, on a en utilisant le résultat établi précédent :

EIL(X,6(y) /Y =y] = Y E[(X:—6)s)*/l

ses

On cherche dong, telle queE[(Xs — ¢(y)s)? / y] soit minimum. Nous allons écrire cette espérance sous une

nouvelle forme en utilisant la moyenne conditionnelle d& siz; = E[X, / y] = Z xsPlxs [ y):
rsEE

B[(Xs—6)s)* /y] = Y (2 —T)*Pls /y)+ Y (T — d(y)s) Plas / y)

T, €ER T, €ER

= K+ (@~ d(y)s)?

ou K est une constante ne dépendant pag denc n’intervenant pas dans la minimisation. Par congéglee
minimum de I'erreur est atteint pour la fonctigrtelle que :

¢°PYy), = E[X, / 4]

Cet estimateur consiste a prendre en chaque site la mogendgionnelle locale donnée par la loi a posteriori,
d’ou le nom de TPMThresholded Posteriori Mean

D’un point de vue algorithmique, la démarche est similaicelle effectuée dans le paragraphe précédent pour
le MPM. On approxime I'espérance conditionnelle en chasjteepar la moyenne empirique en ce site @dés
échantillons tirés selon la loi a posteriori :

N 1 &
E(Xs/y) = N Zx(k)s
k=1

Lestimation au sens du TPM est alors donnée en chaque aitegpmoyenne empirique. Remarquons que cet
estimateur est mal adapté a une problématique de segtioerntar la moyenne des étiquettes n'a alors aucun sens.
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2.2.6 Comparaison des estimateurs MAP, MPM, et TPM

Nous comparons dans cette section les trois estimateusdelaadre de la restauration. Dans le cas du MAP,
les résultats sont obtenus par ICM et par recuit simul@age a restaurer (figure 2.2.a) est une image bruitée par
un bruit blanc gaussien. L'énergie a posteriori utilis&erit :

U [y) = (%;72%) + > +B¢(x, — x5) avecs > 0

s ceC

U2

ool =T

Comme indiqué dans le paragraphe 2.1.6, cette fonctiongtate seuiller les pénalités imposées par le terme de
régularisation en présence de contours dans I'image.

Les parametres utilisés sont fixés aux valeurs suivantes 28 (écart-type du bruit)) = 10 (saut en amplitude
a partir duguel on consideére qu’il y a un contou#)= 0, 5 pondération de I'influence relative des deux termes).
Linitialisation est donnée par I'image a restaurer. Pmws les estimateurs, on réalise 600 itérations. Danade
du recuit simulé, la température initiale est de 6. Lasiltats sont montrés sur la figure 2.2.
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a. Image originale bruitée.

b. Résultat de la restauration avec
I'estimateur MAP et I'algorithme
du recuit simulé.

c. Résultat de la restauration avgc

Reésultat de la restauration avec

I'estimateur MAP et I'algorithmel’estimateurTPM

ICM.

FIG. 2.2 — Comparaison des algorithmes ICM, Recuit Simulé &1 €R restauration.

49
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On constate visuellement que le meilleur résultat estrabpear le MAP du recuit simulé. Comme l'image
originale est une assez bonne initialisation, il 'y a pagmndes differences entre les algorithmes de recuit
simulé et d'ICM pour I'estimateur du MAP. Ce n’est pas vrasdjue l'initialisation s’@carte du résultat & obtenir
et les differences avec le recuit simulé peuvent ége importantes. Par ailleurs, on constate que I'estimateur
TPM, qui est par définition plus local, donne un résultasgbruité et moins régularisé. Cette analyse visuetle es
confirmée par I'étude statistique qui peut étre effeetsilir des zones homogenes de I'image. Le tableau ci-dessou
donne les statistiques d’'une zone sombre et d’'une zone deifimage originale et pour les différents résultats
de restauration. Les écarts-types les plus faibles saahab pour I'estimateur MAP.

Statistiques sur I'image originale
zone 1 135.7| 27.8
zone 2 90.9 | 27.1
Estimateur MAP ICM
zone 1 136.7| 11.5
zone 2 91.6 | 6.9
Estimateur TPM
zone 1 136.2| 11.3
zone 2 91.6 | 6.9
Estimateur MAP recuit simulé
zone 1 136.2| 10.3
zone 2 919 | 6.1

TAB. 2.1 — Statistiques sur des zones homogenes pour lesetifferésultats de restauration

On notera également que des points isolés de faible ounifiggau de gris subsistent dans I'image restaurée.
Cela est lié a I'utilisation de la fonction qui ne régularise plus au-dela d'un certainlsentrolé par la valeur de
J.

En ce qui concerne les temps de calcul, les méthodes setisgpat comme suit : I'algorithme le plus rapide
pour converger est sans conteste I'lCM, les algorithmesedeitr simulé et de TPM (ou MPM) étant a peu pres
equivalents. En effet, plus le nombre d’itérations eangl, meilleure est I'estimation de la moyenne a posteriori.

Les conclusions qui sont données ici ne sont pas nécessait valables pour une application en segmentation.
L'estimateur du TPM peut en effet dans certains cas donneraiéeurs résultats que le MAP. Par allleurs, I'ICM
peut s’avérer trés utile lorsqu’on connait une configareproche de la configuration optimale.

2.3 Estimation des parangtres

2.3.1 Introduction

Le probleme de I'estimation de paramétres (encore agpgelperparametres dans la littérature), revient tres
frequemment en traitement d'image par champs de Markornbos-en plusieurs exemples :

1. On se donne une réalisation d’'un champ de Markov associBodele d’'Ising, mais on ne connait pas ses
parametres. Quels sont-ils ?

2. On veut généraliser ceci a une image de texture dotméeon connait le modele sous-jacent (par exemple
un modele gaussien en 4-connexité ) mais pas les pamsngtri sont du type : moyenne locale, variance
locale, poids de la régularisation locale. Quels sor?-leur connaissance pourrait bien en effet servir a la
classification d'images composées de zones texturéesleasant sur I'estimation locale de tels parametres.
On classifierait alors selon les valeurs de ces attributaiboc
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3. On veut segmenter une image, et pour cela apprendre Engties de chaque classe, ainsi que le coefficient
optimal du modele de régularisation adapté a cettetd®n sait en effet que le résultat d’'une segmentation
par estimateur MAP par exemple dépend fondamentalemepids respectif de la régularisation par rap-
port & celui de I'attache aux données. Il faut donc la iseistsmer ce poids d’une fagon optimale dans un
sens a définir.

L'ensemble forme un probleme réputé difficile. Nous rmenéhtirons pas ici la difficuté de ces problemes, ac-
centuée par le fait que de tres nombreuses variantest®@miges au point dans la littérature pour le résoudre.
Certaines tentatives de comparaison de ces approchegjonétd” effectuées [41]. Nous exposerons ici les va-
riantes les plus frequemment utilisées.
Elles se decomposent en deux classes fondamentales :
¢ le cas des données dites complétes, correspondant aupagniers problemes cités plus haut : un échantillon
d’'une distribution de Gibbs est connu. Il s’agit de remoaiex parameétres de cette distribution.
e le cas des données dites incomplétes. La non seulemegguétat de traitement est inconnu, mais les pa-
rametres sont également a estimer.

2.3.2 Donrees compktes

Notons dans ce qui va suivreune configuration observée relativement a une distobutie Gibbs donnée
Py dont I'énergie associée puisse s'écrire sous la fornuaelfonction linéaire d'un parameétée par exemple
U(z) = 6 ®(x), ou ® est un potentiel donné. Un principe naturel en vue de laeetie ded est d’écrire la
vraisemblance de la donnge

exp — 0 ®(x)

L(6) = Po(e) = ZE—

et de chercher par exemple la valeur de I'hyperparanfétneximisant cette vraisemblanégd). Le probleme
essentiel est que I'on ne sait en général pas calculerteaxant la fonction de partitioy. Méme pour des
modeles aussi simples et fondamentaux que ceux d’lsing Eotts, le résultat (analytique) est obtenu apres des
calculs excessivement compliqués [39, 33]. Dans les swatie on sera donc ameneé :
e soit a effectuer des approximations de la fonction de fi@mtglobale au moyen des fonctions de partition
conditionnelles locales (codages paragraphe 2.3.2, pseaisemblance paragraphe 2.3.2)
e soita employer des algorithmes itératifs (gradientiséstique paragraphe 2.3.2) a partir de la vraisemblance
exacte, mais dont il s’agit alors de prouver la convergeims que le type d’optimum trouvé (local, global).

M éthode des codages

Le principe de la méthode des codages [4] est le suivantfaindéfini un systeme de voisinage pour un champ
de Markov, nous sommes capables de définir un certain nodds®us réseaux, chacun formé de sites/pixels
indépendants les uns des autres : chacun de ces souscéseappelé un codage. Par exemple avec un voisinage
en 4 connexité il existe deux codages comme le montre ladfigidessous (a gauche), et 4 codages differents dans
le cas de la 8-connexité (a droite) :
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2 1 2 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 3 4 3 4 3
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

Nous allons poser le probleme d’estimation dans le cadihdque codage. Pour un codage donné les difféerents
sites/pixels le constituant sont indépendants les unsuess puisqu’ils ne sont pas des voisins pour le champ de
Markov de départ. La probabilité globale d'un codagesevera donc étre le produit des probabilités individesll

de chacun des sites du codage. Or du fait de la structure deMdn champ de départ cette probabilité individuelle
se trouve &tre la probabilité conditionnelle locale de/pixel dans le champ de Markov. Pour un codage,Cod
donné nous pouvons donc écrire :

PO({X ms}éeCOdn / {X = m? ¢C0dn H P@ = Ts / Vi) (2.5)
‘sECOdz

Etant donné la structure des probabilités locales tejieslles ont été décrites dans les chapitres prédédan
fonction de vraisemblance devient calculable, puique déegtions de partition conditionnelles locales le sont.
Dans le cas ou la dépendance des énergies locales eairdinjis-a vis des parametres, la log-vraisemblance
associée,

log Py({Xs = #.},ccod, / {Xr = 2 },4C0d,) = —0 D Uclw) = Y log(Zy)
ceC SGCOdn

est une fonction concave du (des) parametre(s), car sorafmandtions concaves [51]. Elle se préte donc bien a la
recherche d’'un optimum par une méthode classique de tyguhagt. On peut également montrer qu'il s’agit dans
ce cas d'un simple probleme de moindres carrés [13].

Pseudo-vraisemblance

Il apparait en fait expérimentalement que la méthodecddages n’est pas fiable. La méthode du maximum
de vraisemblance vrai parait quant a elle incalculabts Blgorithmes ont cependant été étudiés pour tenter de
résoudre ce probleme [61], voir paragraphe 2.3.2. Eméais allons utiliser une méthode intermédiaire qui aera d
bonnes propriétés : la méthode du pseudo-maximum dsardilance [23]. Du maximum de vraisemblance vrai,
nous allons prendre 'idée de travailler sur 'ensembléidege et non séparément sur des réseaux indépendants
De la méthode de codage, nous conservons l'idée de manipoé fonction de vraisemblance produit des proba-
biliteés locales de chacun des sites/pixels. Cette fonci@ra appelée pseudo-maximum de vraisemblance, et elle
s'écrira ;

PLy(X =[[P(Xs =2/ Vi) (2.6)
ses

ou, encore, en considérant le logarithme de cette foncgbiexpression de la probabilité locale de chaque
site/pixel :

log PLg(X =0 Ucz)— Y log(Z) (2.7)

ceC ses
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Maintenant I'expressior log(Z,) devient calculable, puisque reliée & la fonction de ndigaton de la probabi-

lité conditionnelle locale telle qu’elle a été décudi@ns le paragraphe 2.1.2. Donc un raisonnement identicgiaia

du paragraphe précédent conduit au fait que la log-psetaieemblance est une fonction concave des paramétres
lorsque I'énergie en dépend de facon linéaire. Lesrélynes usuels de type gradient ou gradient conjugué s’ap-

pliquent donc aussi ici naturellement a la recherche datitloum (qui est unique comme précédemment).

Il s’agit alors de qualifier la valeur des parametres olsguar cette méthode par rapport a la valeur vraie. Des

résultats théoriques importants ont été obtenus auje 3, 24] : la méthode de la pseudo-vraisemblance est

consistante et convergente.

Algorithme du gradient stochastique

Partons de la vraisemblance exacte du parametre. Etdetdéen sir :

exp — 0 ()

L(0) = Py(z) = 7

La valeur de I'hyperparametre satisfaisant au principendximum de vraisemblande = arg max Py(x) doit
donc vérifier I'equation :

Olog Py(x) Olog Zy
— — O(g) — = 2.
( 20 ), (@) 00 ); " (2:8)
Comme E[®] = — (c’)h;g@ZQ) _[51], cette valeur optimale est donc unique et doit satisfi@quation suivante :
0

E;[®] = &(x) (2.9)

Il s'agit Ia de ce que I'on appelle une équation stochasti€omme remarqué en introduction de la Section 2.3.2

cette équation ne peut étre résolue exactement, poaiserr que &[], qui dérive de la fonction de partitiafy,

ne peut en général étre calculé de fagon analytiquetex@n est donc amené a employer des algorithmes basés su
un schéma itératif de type Newton-Raphson, mais adapéecadre stochastique. Un schéma rigoureux conduirait
a chaque étapen) a:

s = 0, - EulB = 2(2)
00 0
c'est-a-dire au schéma itératif : Eo [®] — ®(x)
_ Fo0.1%] — 2W)

Ont1 = On + varg, (®)

L'idée est alors de remplacer les grandeurs statistiqusssnen jeu par leurs valeurs empiriques approchées. Ainsi
pour I'espérance du potentiel de régularisatigron prendra sa moyenne empirique au cours d'une seulédt@ra
(c’est a dire la valeur effective obtenue!) d'un échdoiheur de Gibbs ou de Metropolis mené avec la valeur
courante du parametre. Quant & la variance de ce potemtidlestime encore plus crilment par une grandeur
positive fixéeV' ! On peut montrer que le prix a payer pour cette approxinmagist I'introduction d’'un terme

correctif supplémentaire en? dans le schéma itératif a l'itératiqm). C’est le principe de I'algorithme de
n
gradient stochastique [61] :

. (n)y _
{90 arbitraire @) = 2@) ourn > 1 (2.10)

+©  treauhasard Ot =0t (n+1)V

Il est trés important de noter ici qué™ (n > 1), échantillon de la distributio®s, obtenu par une dynamique de
Gibbs (ou de Metropolis) associée a la valeur couranteaglarpetre,,, est généré a partir de I'echantillefi*—1)
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obtenu a l'itération précédente (c’est a dire lorsaledleur précédente du parametre). On peut alors mayueer
cet algorithme stochastique converge presque slrentetgrraes de probabilité, vers la valeur optimalersque
le coefficientl est choisi suffisamment grand.

2.3.3 Donrees incompétes

Dans cette section, nous abordons le probleme de I'estimdes parameétres dans le cas des données in-
complétes dites encore manquantes.

Dans ce cas nous connaissons une observatiechantillon de la v.&", mais elle est appelée incompléete (ou
dégradée), car reliee a une scene originaleon-dégradée, dont le champ aléatoire corresponéaatrmteX .
La relation entregy etz s’effectue via une loi de probabilité conditionnelle repentant I'attache aux données (cf.
2.1.6) dont nous explicitons la dépendance p.r. a un petrark positif :

exp —Ux(y / x)

PY =y /X =a) = 222

Ainsi, dans le cas d’'un bruit blanc gaussien additif en resti#gon ou en déconvolution et I'approximation discrete
finie,on a:
exp —Al||y — Rz ||?
Zx
ou R est la matrice associée a la réponse impulsionnelle denletion de flou (I'identité en restauration) et

P(Y =y /X =)=

|S]
Zy = < %) . On notera que la fonction de partitidfy, = Z exp — Uyx(y / x) est ici indépendante de
Sy

la variable cachée.
On suppose aussi que I'on dispose d’une connaissance aguridet scéne a retrouver que ce soit en segmenta-

tion ou restauration, via la distribution de Gibbs suivante
exp — 0 O(x
Py ()22 Z (z)
0

Nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre d’utilisgisteibution de Gibbs a posteriori :

exp —Un(y /x) — 0 ®(x)

PoaX=z/Y =y)= Zo

de fonction énergié/(x / y) = Ux(y / z) + 0 ®(x), et de fonction de partition associ&g .

Nous commencerons par généraliser, dans un cadre de Maxia Vraisemblance (MV), la méthode de gradient
stochastique vue au paragraphe précédent lorsque laolosetvation (attache aux données) est completement
connue, c’est-a-dire que nous nous focaliserons suirtiasibn du meilleur parametre de régularisatibriPuis

nous comparerons cette méthode a des variantes impestsimilaires répertoriées dans la littérature.

Nous aborderons ensuite I'estimation des parametretadte& aux données, en particulier dans le cadre de la
segmentation d’'images. Cela nous permettra de décritgteria seconde grande classe de méthodes adaptée a
I'estimation des parametres : I'EM (Expectation-Maxiatien).

Gradient stochastique gnéralisé [62]

On va prouver dans cette partie que I'estimation du pananaét régularisation connaissant la forme du poten-
tiel a priori ne peut étre dissociée dans la plupart desleda forme de I'attache aux données, supposée connue
ici par simplicité, c’est a dire qug est connu. On suppose accéder par exemple d'une facoruoe dutre a la
variance d’un bruit gaussien en restauration d'image &euiet a la réponse impulsionnelle du flou si I'on est en
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déconvolution).

Dans le cas supposé ou aucune informadipniori sur le parameétre de régularisation n’est disponiblestezedire lorsque
0 suit la distribution uniforme suR, la vraisemblance de ce paramétre est la grandeur ad&gy@adier connais-

sant I'observation incomplétget le paramétre. Elle peut se calculer de fagon élégante [40] en remauioppze

la loi jointe de I'observation et des variables cachéesrit'*

Porx(X =Y =y)=P\(X=a/Y =y)Py(X =x)
_exp —Us(y/z) exp —0P(x) exp—Ui(y/z)—0(z)

7 ' Zo 7 . Zg

Si au moins une valeur den’annule pa?(Y =y / X = x), on en déduit que :

Pg,\(Y:y,X:m) ZO/\
L(O) = Ppa(Y = y) = =2 = 2.11
( ) 0,)\( y) ng)\(sz/Y:y) A ( )

Toute valeur optimale du parameétre de régularisatieatisfait donc I'equation suivante :

(2520

L) —glo] (0]~ 0 1] — 5, 0 @12

ou I'on rappelle que K.] est I'espérance d’une v.a. sous la distribution de Gibhscaipl’énergied ®(x), tandis
que B[] signifie 'espérance statistique sous la distribution deb& a posteriori. Notons également que les
deux grandeurs statistiqueg H®] et Ey[®] sont des fonctions monotones décroissantes de qui implique que
plusieurs valeurs optimales de I'hyperparametre peumester (voir fig.2.3.3).

FIG. 2.3 — Valeur(s) optimale(¢)du parameétre de régularisation en données incomplétes

Impl émentation :  Si I'on applique un schéma de Newton-Raphson a I'équattochastique (2.12) on obtient
directement :

. Ey, [®] — Eg, A[P] B Eo, [P] — Eg,, A[D]
Ont1=0On (8(E9n [®] — Egm/\[@])) = Ot var, (®) — var, A(P) (2.13)
00,,

Il faut d’abord noter que dans ce schéma le dénominatedecthier terme peut étre de signe quelconque contraire-
ment au cas des données complétes (2.10), ce qui esh tedidstence de plusieurs solutions possibles en dannée
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incomplétes. Maintenant, en s’inspirant du raisonneraéfiattué pour le gradient stochastique pour les données
complétes, on s’apercoit qu'il est nécessaire d'apimex des quantités statistiques (moyenne, variance®li
aux distributions a posteriori et a priori. On a donc besdatllantillonner deux champs de Markov en général :
celui lié a la régularisation pure (champ a priori) etf@mp de Markov postérieur comprenant I'attachement aux
données. Le schéma empirique qui en résulte naturefieest donc le suivant [62] :

un échantillon:(") généré paP, (distribution a priori)

un échantillonz(™) généré paP,,, , (distribution a posteriori)
avec la procédure d’évolution de I'hyperparametre :

1 O(z™) — (™)
i1 =0, + — .
n (<van, () > — < varp, A(P) >)

Il faut noter en particulier la présence des estimateursirgguies des variances varn, (®) > et< var, »(®) >

(qui nécessitent donc en fait au moins deux échantillang ghacune des distributions et a chaque étape du
schéma d’évolution de I'hyperparametre). Ainsi en segtation, on doit échantillonner aussi bien la distribti

a posteriori, ce qui sera par ailleurs utile en vue de la satgtioen a convergence des parametres par I'un des
estimateurs MPM ou TPM, que la distribution a priori qui @spond au modele de régularisation pur : modeles
d’Ising, de Potts, généralisation, et ceci pour la vatmurante du (des) hyperparameétre(s).

La convergence de cette méthode est a montrer dans le gadégal des algorithmes stochastiques [35], qui

dépasse largement I'objet de ce chapitre.

Comparaison avec d’autres variantes d’estimation

Dans ce paragraphe on présente d’autres méthodes ssiieltimation des hyperparametres en données in-
complétes, qui sont en fait reliées a d'autres estimatgue le maximum de vraisemblance. Toute la subtilité
réside ici dans le choix de la fonction de type vraisemt#adnenaximiser. On va voir en effet que de trés legéres
differences conduisent a des formes fort differentégjdations stochastiques, et donc des résultats d’egiime
priori fort différents.

On suppose dans les deux premiers cas qu’un résultat ” afgtide restauration (ou segmentatiarf) est connu
a I'étape d’estimation ou I'on se situe.

Une premiére approche consiste a utiliser la loi jointd’dleservation et du résultat connaissant la valeur

courante des hyperparametres[32, 16]. On peut aloneé&gie le parameétre optimal doit satisfaire :

0= argmgng,,\(X =2", Y=y

En utilisant comme précédemment le fait que 'attache dannées (resp. la régularisation) est indépendante de
I'hyperparametréd (resp. de\), on obtient :

PrxX=2",Y=y)=P (Y =y/X=2"Py(X =2")

Et comme le premier terme (attache aux données) ne dépamkp,

. —0 O(z*
0 = argmax Pp(X = a*) = P (z)
0 Zo=3 exp —09()]
€N

On retombe alors sur I'estimateur au sens du maximum deevndiilance pour le champ de Markov a priori
d’énergied ®(x) et pour la donnée ici complete, c'est a dire : B[®] = ®(z*). On peut donc utiliser une tech-
nique de gradient stochastique classique pour estimerraengtre (cf. paragraphe 2.3.2). On peut ensuite itérer
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en effectuant le traitement désiré (restauration, segatien) avec les nouvelles valeurs des hyperparaméires o
tenues. On obtient donc une nouvelle configuration optirglartir de laquelle on peut re-estimer les parameétres,
et ainsi de suite [30, 64]. La méthode est théoriquememie@mente vers les valeurs optimales des parametres et
de la configuration.

Une seconde approche consiste a utiliser la probabilitéédultat conditionnellement & I'observation et aux
hyperparamétres. Dans ce cas, le parameétre optimal &idfiiev

6= argmgxngy)\(X =z*/Y =y

En appliquant la seconde formule de Bayes et en utilisan@emenargument d’'indépendance des différentes lois
de probabilités vis-a-vis des différents hyperparae®mis en jeu, on obtient :
- exp —AU(y /z*) — 0 ®(x*)

0 = argmax
¢ [Zon =Y exp =AUy /z) — 0 D(x)]
TES

On tombe cette fois sur I'estimateur au sens du maximum dseerrlance pour la distribution de Gibbs a pos-
teriori d’énergied ®(z) + A U(y / =) et pour la donnée complet€, c'est-a-dire : E ,[®] = ®(z”). Les deux
méthodes aboutissent donc a I'estimation d’un paramétique, et peuvent donc &tre implémentées avec une tech
nique de gradient stochastique classique [61, 30]. Noasoris également I'alternative des méthodes MCMCML
(Monte Carlo Markov Chains Maximum Likelihood) [16].

Il esttrés intéressant de comparer les deux résultategdents avec le véritable gradient stochastiquergéiaé
vu précédemment. On rappelle que celui-ci permet de maginta probabilité du parameétre de régularisation
conditionnellement a I'observation uniquement [62] :

6= argm{gmegﬂA(Y =)

En toute rigueur, il est I'estimateur exact au sens du MV dap&tre de régularisation. Les deux autres cités
précédemmentont essentiellement I'avantage d'étrenalpides, car ne nécessitant qu’un échantillonnabague
étape, et permettant de faire alterner le traitement djgrdesiré avec I'estimation des parametres.

En pratique, les trois estimateurs cités aboutissens&aleurs du parametre de régularisation semblablesjice q
provient du fait que les modeles adoptés pour I'attachkedamnées et pour la régularisation sont souvent choisis
en cohérence avec l'observation fournie.

Estimation des hyperparanetres d’attache aux donrees : le cas de la segmentation

Supposons que 'on veuille estimer également les parasgttervenant dans l'attache aux données, que nous
regrouperons sous une variatleAinsi, dans le cas important de la segmentation ou le nivEagris de cha-
cune desn régions d’une image est supposée suivre une loi gaussigamoyenne; et de variance?, \ est
'ensemble{o;, p;}i=1,m. Nous étudierons ici I'estimation de ces paramétres tipas gaussien par raison de
commodité. La probabilité des observations conditimeént aux labels s'écrit donc :

1 1
PY=y/X=x)=]] = exp—55 s — pt.)’
Co V2mog, 203,

On peut écrire la distribution a posteriori sous la forme :

exp —Woya(z /y)
Z9 A

ng)\(X:x/Y:y):
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avec comme définition de la fonction énergie a posteritecéve :

Waste /) = 3 (5 (= pa )+ o, ) +00(a) 214

seS Ts
et comme fonction de partition a posteriori assodigg, . La vraisemblance des parametres d’'attache aux données
s’écrit donc selon le méme principe que précédemment
Z9 A
IS
(\/ 27‘() Zg

Intéressons nous a maximiser cette quantité vis-aia des parametres dg. Il faut remarquer ici que les
fonctions énergie mises en jeu dépendent de facon méaitie de 'ensemble de parameéties {\;}. D’ou I'on
déduit pour chacun des parametikes

Olog L(\)  0Olog Zy OWe.\
= =—Eg]

O\ O\ O
Précisons qu'il s’agit bien de I'espérance a posterfeour analyser la dépendance précise de I'énergie arste
vis-a-vis des paramétrds;, u;}i=1m, il est commode de re-écrire la formule (2.14) en employemfonctions
caractéristiques d’appartenance a chaque classe :

L(A) = Ppa(Y =y) =

]=0 (2.15)

i 1
Worlz /y) = > [Z <2—02 (ys — pa)” +10g01-> =i| +02(2)
i=1 LseS i
Il en résulte des formules importantes pour la suite :

GWQ,A x/y) 1

% = 2 > (= ys) L=
v v oseS (2 16)

Worlx/y) _ 1 Z — (ys — p1s)? c1) 1 '

do; o = o? ot

e Examinons d’abord le cas d’'un parameétre de moyenrdonné. On peut montrer que (gi < +o0) :

Zys P@,X(Xs - 2)

Vi€ [l.m] , u; = s€S (2.17)
> Pya(X.=1)

seS

Linterprétation physique en est claire : on obtient leyloantre des observations en chaque site de I'image
pondérées par la probabilité a posteriori d'avoir ursssé déterminée.
e De la méme facon, on obtient pour les variances de chagsset

D (s — ) Poa(Xs =)
Vie[l.m] , o2 =2 (2.18)

' > Pya(X, =1)

seS

les i; pouvant étre calculés par la formule (2.17). Le résudsdtsimilaire a une variance empirique, mais avec
pondération en chaque site par la probabilité a posteyigr ce site ait le label étudié.
En définitive on aboutit donc & des équations (2.17) d8Pauto-cohérentes, de forme bien plus complexe que

celles des gradients stochastiques simple et gén&r@lisaimerait pouvoir les remplacer par des formes itésiti
simples : c’est ce qui va justifier 'emploi des méthodesygetEM, & adapter dans le cadre gibbsien définiici.
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Expectation-maximization (EM)

Récapitulons les résultats précédents obtenus coagelestimation au Maximum de Vraisemblance des hy-
perparametres dans le cas des données incompletes :

e pour I'hyperparametre de régularisation nous sommegsara I'équation stochastique :

Ey[®] = E; ,[2]
e pour les parametres d'attache aux données en segmendé&iom classes nous sommes arrivés au systeme
d’équations :

Zys PO,/\(XS - 2)

i = sesS
> Poa(Xs=1i)
Vi e [l.m] , €S
e D (s — m)” Poa(Xs =)
2 _ seS
' > Pya(X.=1i)
ses

Nous en avons conclu qu'il serait désirable de résoudseegeiations de maniere itérative. Par exemple si les
probabilités a posteriotP, »(.) étaient connues (ou apprises) a une étape donnée orajtdes injecter dans

la premiere équation a condition de pouvoir estimer goute valeur d& I'espérance a priori du potentiel de
régularisation ainsi que dans le deuxieme systeme. €es arguments vont nous fournir les principes de I'EM,
avec un certain nombre de résultats théoriques tresgmiis a la clé.

La méthode EM est par essence itérative. Des résultatsitfues tres généraux montrent que la vraisemblance
des parametres estimés croit a chaque itération tgofithme associé [3, 42]. On pourra également consulter
en particulier [9] pour une présentation claire de cetihnde. De plus cette méthode permet d’'une certaine
facon 'optimisation séparée des hyperparametresatihe aux données et de celui de régularisation. Eneféet
considere essentiellement la probabilité jointe dedtvation et des données cachées (un étiquetage dgéima
par exemple), c'est-a-dire le produit de la loi d’obseisaet de la probabilité a priori.

Supposons que les parametig®t \,, soient connus a I étape couramteOn suppose aussi que I'on a accés d'une
facon ou d’'une autre aux statistiques liees a la loi agyasi des données cachées courantes (ppaExrjectation
de I'EM, voir plus loin). On définit alors la notation :

QO, A, 00, An) = Ep, 2, [log Bpa(X =2, Y =y)]

La partie optimisationNlaximisatior) de I'EM consiste a rechercher :

(9n+1;>\n+1) = a’rgn‘glaiXQ(eaAvanaAn)

Du fait de la séparabilité de la loi jointe, la fonction ebiif Q (6, A, 0,,, \,,) S'écrit :
QO, X\, 0, M) =Eg A, [logPA\(Y =y / X =2) +log Pp(X = z)]
Cela correspond donc a I'optimisation séparée :
Ony1 = arg max Eo, . [log Po(X = )]
{ Ant1l = arg max Eg, »,[log PA(Y =y / X = z)]

On rappelle que la vraisemblance des paraméi(@s, ),,) croit en fonction de l'itératiom par cette méthode ce
qui aboutit a terme a un optimum local pour les valeurs deampetres.
Examinons plus précisément ce qui se passe pour chacamai@gories de parametres :
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e en ce qui concerne le parametre de régularisation, celasondra a :

Olog Py(X = x) Olog Zy
= — (b — =
Eo,, 20 ] =Ep, .l 50 1= 0
c’est-a-dire en vertu de résultats supposés mainteayuiis :
E9n+1 [(I)] = Een-,/\n [(I)] (219)

Supposons que I'on sache d’'une maniere ou d’'une autrelealou estimer I'espérance a posteriori du potentiel
de régularisation pour la valeur courante des paraméiiasi, en pratique, on approxime cette quantité par sa
moyenne empirique au cours d’'un échantillonneur de Gibbsdeé Metropolis) pris pour la valeur courante des
parametres . On est alors ramené a un probléme d’estimation du petrandle régularisation pour la donnée
compléte B, 5, [®]! On peut donc appliquer la technique du pseudo-maximum dsemblance [8] ou bien
encore celle du gradient stochastique [63] pour re-estianeouvelle valeur du parametre de régularisation.

e pour les parametres d’'attache aux données, on a vu plashau

OlogPA(Y =y / X =) 78W97)\(x)

Le principe EM s’écrit donc
- pour les paramétres de moyenne :
oW, )
Eo, x. [ 3 22 = P Z —Ys) Po, 2, (Xs =1) =0
Hi T es
Z Ys Po, A, =1)
=Vie[l.m] , pi(n+1) = =2 (2.20)
> Poa (Xe=1)
ses
- pour les paramétres de variances :
OWe » — (ys — pi)? .
Egm)\n[ aai ] == Z(T +1 Pgny)\n(XS:Z):O
seS g
D (s = mi(n +1))* Po, 5, (X, = i)
=Vie[l.m] , oi(n+1)? = s€8 (2.21)
Z Penakn (X5 = 2)
ses

Deux remarques insistantes :

1.Ce sont bien les distributions a posteriori qui sont misge@dans I'estimation itérative (egs. 2.20 et 2.21). Elles
sont donc a re-estimer a chaque itératiotUne maniére bien naturelle est de remplacer ces protéshdlil'étape
courante du processus EM par la frequence empirique draigpedes labels lors d’une série d’échantillonnages
de la distribution de Gibbs a posteriori courante menéaidd d’'un échantillonneur de type Gibbs ou Metropolis
[8]. Notons pour celav le nombre d'itérations effectué avec I'échantillonnainsi sélectionné :

3Ceci correspond & I'etape Estimation de I'algorithme EM.
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Notons égalemen¥, (i) le nombre de fois que le labék été tiré en un site au cours de I'ensemble de cas

échantillonnages. On peut donc écritgy;, », (Xs =1i) = %
parametres de moyennes et de variance de chaque classe :

, et il en résulte les estimations empiriques des

> s Na(i)
pwiln+1) = €5
> N(i)
Vi€ [l.m] , €S _
D (s — paln +1))* Ny(i)
O’i(n+1)2 _ seS
N (i)

De la méme fagon, notons™ (k) la série d'images échantillons ainsi obtenue pout 1..N. On obtient pour
I'espérance a posteriori du potentiel de régularisation

Eo,.,[] ~ 1 l2¢<x<n><k>>]
k=1

C’est donc ensuite que I'on procéde a I'étape d’'estiomEM comme indiqué plus haut, a partir de ces valeurs
empiriques a posteriori.

2.0n retrouve le caractere itératif que nous voulions greita propos des équations plus haut. La aussi, a conver
gence, on doit satisfaire a la forme exacte des equatihag) et (2.18) obtenues par le Maximum de Vraisem-

blance.

Variantes Une variante importante, appelée ICE ou lterative Coodd#l Estimation est la suivante [41].
Considérons lesV échantillonsz(™) (k) obtenus précédemment & une étape courarde 'EM. On pourrait
songer a estimer moyenne et variance des classes poumcti@ux considéré comme segmentation courante,
puis prendre la moyenne empirique (arithmétique) deauvalainsi obtenues

L Zy L =i

vy - L[S

k=1 Z L (k)=i

. sES
Vi € [1.m] , o z; (s — p(n +1))° Lo s

Ui(n+1)2 —_ N Z s€

k=1 Z Lo (k)=

sES

Cette estimation est difféerente de 'EM. On peut montréetigicorrespond en fait a I'estimateur de la moyenne a
posteriori des parametres.

Conclusion pour I'estimation en donrees incompétes

On voit donc au terme de cette partie que I'estimation en @esrincomplétes se préte a un nombre trés
riche de variantes. On pourrait ainsi parfaitement jugéfgrable d’estimer certains types de paramétres comme
moyenne et variance par I'EM, tandis que I'on adopterait &hnde de Lakhsmanan-Derin pour le parametre de
régularisation, ou réciproquement! Ces variantes te@riencore d'étre examinées et comparées entre elles de
facon exhaustive, dans la lignée de I'approche suivies ¢éd.
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Il faut aussi préciser que les méthodes utilisant un @fennage de la distribution a posteriori (comme I'EM)
permettent en méme temps de fournir une série de confignsatchantillons se prétant favorablement a la seg-
mentation ou a la restauration dans le cadre des estinsadeurype TPM ou MPM, lorsque la convergence des
parametres vers leur valeur optimale est supposéetattein

2.4 Processus de bords

L'un des grands domaines d’application des modeles make\est la restauration comme nous I'avons men-
tionné au paragraphe 2.1.6. Connaissant une réalisgtmmcherche une solutionminimisant le critére :

Uz [ y) = Ui(z,y) + BU2(z)

Le terme de régularisatidi; () permet alors d’agir directement sur les dérivées de latisol cherchée. Dans le
cas d’'un potentiel quadratique, il s’agit d’une régulatisn de Tikhonov qui entraine un fort lissage de la sotutio
au détriment des discontinuités souvent naturellemegsgmtes dans I'image.

De nombreux travaux ont porté sur l'introduction de dideuités et sur les avantages potentiels que cela
impliquait dans la recherche de la solution. Nous nousdiroits ici a des cliques d’ordre deux, c’est-a-dire a I'in
troduction de contraintes sur la dérivée premiére deliation cherchée. Nous mettons en évidence I'équivaden
entre processus de bords et certaines fonctions avanederier quelques algorithmes déterministes d’optimisa-
tion.

2.4.1 Processus de bords explicites et implicites

Des I'article fondateur de Geman et Geman [19], l'intraiitucde processus de bords permettant de désactiver
I'effet de lissage entre deux sites est envisagé. Celuinoe nous noteron® dans la suite est défini sur une
grille duale de celle de I'image et est souvent decomposieeix sous champs, I'un représentant les interactions
verticalesB" et l'autre les interactions horizontal&? . Il s’agit souvent (mais pas nécessairement) de processus
de bords booléens, prenant la valeur 1 en présence dentliiagites et 0 en son absence. Le terme de régularisation
s'écrit alors [6] [18] :

Us(,b) = Y [(ws —2)*(1=b%) +90%) + Y [(ws — o) (1= bly) + b (2.22)

(s,t)ecy (s,t)ech

D’une fagon intuitive, en I'absence de discontinuités,ah,; = 0 et on retrouve un potentiel quadratique
visant a lisser la solution. En revanche, en présencestmuiinuité §,; = 1), la pénalité est arbitraire et vaut
~* de fagon a limiter le nombre de discontinuités introdsipar le modele. Ce modele (modele de la membrane
mince weak membrangest trés simple et n’introduit pas d’interactions em¢ieéléments du processus bords.

En réalité, il n'est pas nécessaire d'introduire exfgiment un processus de bords et un choix de fonction
judicieux peut procurer le méme résultat. En effet, netot(zs, z+, b2, le terme(zs — x4)?(1 — b2,) + b2, (et
de méme poup”), alors on cherche la solutidn, b) telle quelz(z, b) soit minimale. Or :

min Us(z,b) = mln Z @Y (x5, x4, bop) Z o™ (x5, 24, b1)

() @) ecr (s,t)ech
_ . . v v . h
= ng}n Z I?gltn(b (s, e, b3y) + Z I?hln¢ (s, e, bgy)
(s,t)ecv (s,t)ech =t

= mln Z (zs —x) + Z Y(rs — 1)
CU

(s,t)en

4Ce parameétre peut varier pour des modeles anisotropesrostationnaires (on a alorg), etvgt).
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en notant :
P(u) = min(uQ, v)

Par conséquent, la quadratique est remplacée dans oglemuat” une quadratique tronquée (figure 2.4). Lutili-
sation d’'un processus de bords explicite est dans ce cagénte a |'utilisation de la fonctiom (on parle de
processus de bords implicite). La valeur gelétermine a partir de quelle valeur du gradient on inth@dune
discontinuité.

u

FiG. 2.4 — Fonctions quadratique, quadratique tronquée eirietibn de régularisation proposée par Geman et
McClure préservant les discontinuités.

Un tres grand nombre de fonctions de régularisationguv@sit les discontinuités ont été proposées et éasdi”
(on pourra se référer a[10] pour une étude comparatiegfpnction suivante, qui présente I'intérét d'étéristable
partout, est tres utilisée en restauration [20] :

U2

A

Notons qu'il est intéressant d’utiliser des fonctionasltonvexes pour la recherche de la solution, mais la prise en
. . ., /
compte des discontinuités repose sur le comportemeﬁ;}ﬁe

Le choix d’un processus de bords implicite ou explicite vartkr lieu a différents algorithmes de minimisation.
En effet, le recuit simulé permettant d’accéder au minimglobal de I'énergie est un algorithme long et colteux. Il
peut dans de nombreux cas étre remplacé par un algoritetesginiste pour accélérer la recherche de la solution.

2.4.2 Algorithmes de minimisation

Nous donnons ici le principe des quelques algorithmegchétéstes :

— GNC [6] : Blake et Zisserman ont proposé un algorithmeigginiste appelé le GNC (Graduated Non
Convexity) pour I'optimisation du critere (sous sa formapiicite). Le principe de I'algorithme consiste a
approximer le critere par une fonction convexe qui perneetléfinir une bonne solution initiale (calculée
par une descente de gradient par exemple, puisque la sokgtodans ce cas unique). Puis le critéere est
modifie graduellement perdant sa propriété de coneexitir se rapprocher du critére initidd. chaque
étape une solution est trouvée de fagon déterministatiésant pour initialisation la solution donnée par
I'eétape précédente. Si des preuves de convergenceekive obtenues dans certains cas particuliers, cette
démarche n'assure cependant pas de trouver le minimuralgdolr toutes les fonctions d’énergie.

— MFA [18] : une autre approche est le recuit par champ moyeA [iWFean Field Annealing) qui utilise
cette fois un processus bords explicite. L'algorithme nmeteivre une descente de température au cours de
laguelle a chaque étape une solution (image restaur@®etssus de bords) est estimée au sens du champ
moyen. On a des expressions explicites pour le processusdg tandis que est estimée de fagon itérative.

— Artur et Legend [11] : Charbonnier a également proposé& @dgorithmes déterministes appelés Artur et
Legend pour I'optimisation. Il utilise un processus de tsoggplicite et exploite le fait qu'afixe, le critere
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est quadratique en (donc convexe et minimisable rapidement par une descentgpdagradient), tandis
gu'az fixée, il existe une expression analytique du processusdisb
Malgré de nombreuses difféerences (notamment sur lesigtép de convergence et sur leur généralité), ilis’ag
toujours d'algorithmes itératifs minimisant des suitesngrgies (GNC ou MFA) ou faisant varier les variables
auxiliaires (le processus de bords pour Artur et Legend)aauscdes itérations. Une comparaison est effectuée
dans [11] et [65].

2.5 Quelques applications des champs markoviens

Cette partie présente quelques applications des cham®wiens en traitement d’images pour illustrer les
potentialités de ce domaine. On s’intéressera dans unipréemps a des applications de bas niveau (analyse
de textures et segmentation) avant de présenter des apii€ manipulant des graphes construits a partir de
primitives plus complexes (régions, segments).

2.5.1 Applications sur le graphe des pixels

Cette premiere partie présente trois applications denbasu, i.e qui travaillent sur le graphe des pixels :

— La premiere est une analyse de textures s'appuyant sumdelmmmarkovien; elle permet de discriminer
differentes textures de I'image a I'aide des paramétreshamp extraits ; un exemple d’applications pour la
détection des zones urbaines en imagerie satellitairdoeste ;

— La seconde est un simple exemple de segmentation applejuémagerie radar mettant en évidence la
souplesse de ce modele pour prendre en compte des stedsstig@s variees dans les images et détaillant
quelques aspects pratiques de segmentation; on se plareaid cadre supervisé pour le parametre de
régularisation, c'est a dire que celui-ci sera fixé d@faempirique ;

— La troisieme application présentée est un schéma sierfunarkovien, relativement général qui permet
de combiner plusieurs sources d’'informations; un exemgpledenné dans le cas de I'analyse d'images
satellitaires NOAA dans plusieurs bandes spectrales.

Analyse de textures

Nous nous intéressons dans cette partie a I'utilisatesndodeles markoviens pour discriminer difféerents types
de textures dans les images. L'idée est de se placer daas eadonnées complétes, i.e de faire I'hypothése que
I'image dont nous disposons est la réalisation d’'un chamagkavien, et d’extraire les parameétres de ce champ. La
variabilité des parametres en fonction du type de testdevant alors permettre de réaliser une classification de
image.

Nous avons déja vu au paragraphe 2.3.2 un certain nomhtecteiques (méthode des codages, maximum
de pseudo-vraisemblance, gradient stochastique) potuleales parameétres d’un champ markovien. Toutes ces
méthodes, qui ne présupposent pas de modele pour le ¢clsampassez lourdes a mettre en ceuvre. Nous allons
supposer ici que nous nous situons dans le cadre d’'un chankpvien gaussien pour lequel nous pouvons obtenir
une expression exacte des parametres. Dans le cas d’up charkovien gaussien, nous pouvons écrire I'énergie
U(z) sous la forme :

1 2 2
U= T )‘Z(xs - )+ Z (zs — w¢)
sesS c=(s,t)eC

Avec cette écriture, les parametres caractérisantdepret que nous cherchons a estimer sont donc la temp&ratur
T (correspondant a une sorte de “variance généraliskefjoyenneu et la pondération du terme d’'attache aux
données de I'énergie,
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La méthode des queues de costes La méthode que nous allons voir a été proposée dans@bisidérons la
probabilité conditionnelle en un site :

P(Xs =2,/ xs,t € V) = % exp{—% (A(ms — )+ Z (s — xt)2)}

teVs

En notantn le nombre de sites voisins de et m, la moyenne locale des niveaux de gris des voisins dussite

>

teVs ’ .
mg = , on peut montrer quona:
n

1 n+ A 2
PXs=uxs/z,t €Vs) = exp{— <xs iy )\(nms + )\u)> }

I

3
>3
|

o

3

On a donc remplacé le conditionnement local par I'enserdbtevoisins de, par une seule variable condi-
tionnantem, ce qui améliorera la robustesse des estimateurs. Enleffeimbre de sites concernés par un condi-
tionnement pafn, sera bien plus grand que celui des sites concernés par ofigwationV, = (z;,t € V) du
voisinage.

Nous constatons que(X; / m,) est une loi gaussienne, de moments (moyenne et variangajui

nMms + Al

B /) = =0
T

varXs /ms) = 3Ny

L'espérance et la variance d€; conditionnellement an étant fonction des parametrasT et ;. que nous
recherchons, il nous suffit d’estimer ces moments de fagguirgque. La variance ne dépendant pas de la valeur
conditionnanten,, on notera le moment théorique p&r. Pour faire ces estimations, on construit 'image dite des
“queues de cometes” en raison de son aspect, qui est siraptéimage des frequences normalisées des niveaux
de grisx, conditionnellement a la moyenne, du voisinage. Si on met les valeurs ae en colonne et celles
de z, en ligne, chaque ligne de I'image des queues de cometessergel (X, / ms), i.e une gaussienne de

nMs + Al . T
moyenne———— et de variance———.
n+ A 2(n+A)

On considére alors pour la variance, I'estimateur suivant

02 = P(m,Var(X, / my)

me

en notanwar( X, / m,) I'estimation empirique de la variance faite selon une liges queues de cométes. Cet
estimateur permet d’accorder a chaque probabilité ¢mmaielle locale une importance proportionnelle au nombre
d’échantillons qui la constituent et entraine une plusge robustesse de I'estimation.

En ce qui concerne I'espérance, nous avons la relatioasigv

n p
B(Xs /ms) = n+)\m8+n+)\
= ams+03

Par conséquent, les espérances des probabilités icomdilies se situent sur une droite. L'estimation empuieiq
des moyenneB(X, / m ) permet de faire une estimation aux moindres carrés dempgtnes et 5 de la droite.
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Une fois estimés empiriqueme}ﬁ, Q, B on peut déduire, i, etT par les relations :

- T
ag = — =
2(ns +A)
~ Ns
« =
ne + A
~ i
B = =
ne + A

En explicitant I'estimation aux moindres carrés des pataes de la droite, on peut exprimer directemgnt
i, etT en fonction des moments d’ordre 1 et 2, conditionnés ou @orretrouve dans ce cas pqurla moyenne
empirique deg:;.

Application a la détection des zones urbaines

Cet exemple d’application est &éirde la tiese de X. Descombes [14]

On peut utiliser les résultats précédents pour analgseiextures présentes sur une image satellitaire SPOT.
Limage étant par essence non stationnaire (sinon I'aeedyrait peu d’intérét!), le calcul des paramétresise fa
localement, sur une fenétre glissante centrée en chaxglelpa fiabilité des estimateurs s’accroit avec la ¢adle
la fenétre, en méme temps, et de facon antagoniste, giselee de considérer des mélanges de textures diff&gent
a l'intérieur de la fenétre d’étude. Une solution poemédier a ce probleme peut étre de ne considérer que les
échantillons les plus représentés. En cas de mélaeg@chantillons appartiendront a la texture la plusegrées
dans la fenétre.

Le parametre de température, est un bon indicateur deumilrbain qui se présente sur une image SPOT
sous une forme assez texturée, type “poivre et sel” avemalhce de niveaux de gris faibles et forts. En effet, ce

parametre qui mesure en quelque sorte le chahut de la zdes waleurs plus élevées dans les régions urbaines. |l
permet d’obtenir une bonne discrimination du milieu urbain

2.5.2 Segmentation

Nous allons aborder dans cette partie une applicationctessique des champs markoviens qui est la seg-
mentation. Nous commencgons par rappeler le principe degmsntation markovienne en prenant 'exemple des
images radar [53], puis présentons une méthode de fusiasiuh cadre markovien [14].

Segmentation d’'une image radar Cet exemple d’application est&ide la tlese de F. Tupin [53].

La modélisation est similaire a celle qui a été présemtans le paragraphe 2.1.6. Ecrivons a nouveau les deux
termes intervenant dans la probabilité a posteriori. Paprobabilité du champ des observations conditionnelle-
ment au champ des étiquettes, en supposant I'indépeadasixels, on a :

PY /X =x)=][[P(Ye=y. /| Xs = x.)

Les images radar sont des images trés bruitées par l®ptégre de speckle. En revanche, le processus d'acquisi-
tion est bien modélisé statistiquement et on a I'expogssuivante pour une image radar en amplitude :

2L Ly?
5/; =y, Xs :Z — ‘EQL*I) exp(— S
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avecL un parameétre du systéme cofArappelé nombre de vueE,la fonction Gamma, efi; les moyennes en
intensité (carré de 'amplitude) des differentes aassonsidérées.

Le champ des étiquettes est supposé markovien avec ualexelPotts qui vise a obtenir des zones homogenes
compactes sur 'image segmentée :

P(X =)= %eXp(—ﬁ Y. bl — )
(s,t)ECa

avecs > 0,¢(0) =letgp(z) =1 Vo #0.
Le champ a posteriori résultant est donc markovien et sengée s'écrit :

u<z/y>:LZ<jS tlope,)+ . bl — a0

o e=(s,t)

En choisissant I'estimateur MAP, la solution est obtenue@euit simulé avec une décroissance géométrique
en température, et une température initiale fixée aibéiment. Le choix des classes se fait de la fagon suivante.
On se fixe le nombre de classes (15 dans les illustrationssgedis) et on applique un algorithme de k-moyennes
dont le résultat sert a calculer les valeurs des moyennes en intepgities differentes classes. Notons que ces
classes n'ont pas de contenu sémantique et que la segioer@mrespond ici a un “découpage” de I'image.

Le choix des qui pondere I'influence entre attache aux données etaégation se fait de facon ad hoc aprés
quelques essais. L'augmentationglentraine une augmentation de la taille des zones obterands pegmenta-
tion. Il serait bien sir possible d’estimer ce paramatfaide d’'une des méthodes décrites au chapitre 3. Notons
gue ce modele n'est pas adapté a la préservation dess@bhctuelles et des lignes qui sont des configurations
de forte énergie pour le champ des étiquettes (il faut dovecforte attache aux données pour que ces configura-
tions subsistent dans le résultat final). Il est bien s@&sjide de prendre en compte un champ externe pour mieux
respecter les lignes par exemple [54] ou d'utiliser un n@g&us approprié [15].

Le tableau ci-dessous 2.2 résume les parametres stdida figure 2.1 montre le résultat de la segmentation.

TAB. 2.2 — Valeurs des parametres de la segmentation

Température initiale 5
Facteur de décroissance géométrique | 0,95
Parametre de régularisatign 0,4
Nombre de classes 15
Nombre d'itérations pour les k-moyennes 20

Schema de fusion dans un cadre markovien e Principe du schema de fusion

Nous nous plagons maintenant dans le cas ou plusieursesodiinformation sont disponibles pour réaliser la
classification de I'image. Ces difféerentes sources petywavenir de I'extraction de difféerents parametres &ipa
d’'une méme image ou directement de plusieurs capteurs.

Notonsy le vecteur d’attributs correspondant aux differentessesid’informationg; = (y*, ..., y*) avec
K le nombre de données (ou canaux)\étle nombre de classes = {4, ..., A\a}. La probabilité a posteriori
s'écrit

S5Pour les produits PRI du satellite ER$1= 3.
6Le resultat des k-moyennes est trés bruité a cause dunbultiplicatif présent sur les images radars et 'absede modes dans I'histo-
gramme. Il ne peut donc pas dans ce cas &tre utilisé dinectecomme résulat de segmentation.
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p(X /Y =y)xcp(Y / X)p(X)

Si nous faisons I'hypothése que les sources suhtpendantesentre elles, et les pixels de chaque source entre
eux,ona:

p(V/X=x) = [[PY./Xs=u)
- Sf‘fp({y;,};?, WYEY X =)
= SEHSP(Y; [ Xs =) . PYE | Xy = 2y)
-
= SEHSEIP(Y; | Xs =)

Le potentiel d'attache aux données résultant s’exprilmesaous forme d’'une somme des potentiels individuels
de chaque source :

Us(ys = (yé)k /ms = )‘) = ZUs(yf / )‘)
k

Les difféerentes sources ne renseignant pas de la méme $ag toutes les classes, il est possible d’introduire
des coefficients de pondération exprimant la confianceafalifié) qu’on veut accorder a chacune des sources par
rapport a une classe. On noteya ») la “confiance” accordée a la sourkgour la classe. Il faut par ailleurs ne

favoriser aucune classe, donc les coefficients doiveﬂﬁenéE ~v(k,A) = 1 VA. L'expression de 'attache aux

k
données s’écrit alors :

k

En pratique, il n’est pas toujours nécessaire de faire aetelisations statistiques compliquées pour calcuter le
potentiels d'attache aux données. Souvent des potetrésisimples, linéaires par morceaux, permettent diobte
de bons résultats. On attache un potentiel faible (typioere 0) a la plage de niveaux de gris qui correspond a la
classe considérée et un potentiel élevé (typiquemgeailléurs. Cette définition peut se faire de fagon suEawi
en analysant I'histogramme ou de facon automatique pareoteerche des modes de I'histogramme de I'image
(analyse multi-chelle [1], recuit simulé sur I'histagnme [7], etc.).

La définition des coefficients de fiabilité des sources @stent plus problématique. On se limite en général a
des remarques de bon sens en affeciant= 0 lorsque la sourcé n’est pas significative pour la classe0.5 si
I'information délivrée est approximative, et 1 si la sceiest pertinente (avant normalisation).

e Application a I'analyse des images SPOT
Cet exemple d’application estéide la tlese de X. Descombes [14]. On trouvera d’autres exemples[B4dhs

(1].

Nous décrivons ici I'application de ce schéma a I'analgle plusieurs canaux délivrés par le satellite NOAA.
Il s'agit de 5 canaux de basse résolution (1.1km) corredgoiaux domaines visible, proche infra-rouge, moyen
infra-rouge et 2 canaux thermiques. Les classes qu’on kbexadiscriminer sont les suivantes : mer, nuages,
continent sans relief, continent avec relief et icebergs.

Une premiere étape consiste a définir les “sources” gue allons utiliser. La méthodes des queues de comete
gue nous avons présentée plus haut permet en effet deel@dichaque image, 3 images de parametres (moyenne
locale, température et parametre d’attache aux donx)éés total 20 images sont donc disponibles, dont les plus
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significatives pour notre objectif, sont sélectionnéésnage 1 (visible), 'image de température et 'image de
moyenne associées, I'image 3 (moyen infra-rouge) et tiende température associée (soit 5 en tout).

Pour chacune de ces images, une analyse supervisée degiaimme est effectuée, permettant de définir les
potentiels (linéaires par morceaux) et la pertinence dalgaour chaque classe. Le terme d’'attache aux données
de I'énergie a posteriori est alors défini comme mentioprécédemment. Quant au terme de régularisation, les
classes recherchées étant relativement compactesjise uh modéle de Potts.

2.6 Applications sur des graphes de primitives

Comme nous I'avons mentionné dans la section 2.1, le fasmalmarkovien est défini sur tout graphe et son
champ d’applications est donc bien plus vaste que la simle des pixels. De nombreux problemes se prétent a
la manipulation de primitives plus complexes, soit pourrdésons de rapidité comme dans le premier exemple que
nous décrivons ci-dessous, soit parce qu'il s'agit d'uokme plus proche de l'interprétation d’'image, difecil
a traiter au niveau du pixel et nécessitant I'introductiinformations de haut niveau comme dans le second
exemple décrit.

2.6.1 Graphes de egions : applicationa la segmentation d’'une image d’'IRM @&rébrale

Cet exemple d’'application esté&de la tlese de T. Graud [21].

Pour accélérer la segmentation des images, plusieuteagns partent d’'une sur-segmentation de I'image
qui est ensuite améliorée en fusionnant les régionge@esion, qui procure la segmentation finale, peut se faire
dans un cadre markovien. Le graphe est construit a pagir&fgons de la sur-segmentation, chaque région cor-
respondant a un sommet du graphe et la relation de voisisiage définie par la relation d’adjacence entre les
régions. Le terme d’attache aux données dépend aloratttdmits de la région (niveau de gris moyen des pixels
la constituant, moments d’ordre supérieur, etc.) et lméede régularisation dépend de I'application, un poénti
de Potts pouvant étre utilisé lorsqu’on essaye de trodegsizones relativement compactes.

L'objectif de I'exemple décrit ici est de réaliser une semtation d'images IRM cérébrales. Les classes
considérées sont la matiere grise, blanche, le liquagdalo-rachidien, les ventricules et une classe ASkesrtant
les autres structures internes (noyaux caudés, thalgratesnen) qui sont difficiles a segmenter et auxquelles on
s'intéresse particulierement dans cette applicatiemambre de pixels de ces images volumiques 256 x 128)
limite I'utilisation de méthodes markoviennes en raisartemps de calcul. Par contre, I'utilisation d'un graphe de
régions construit a partir d’'une sur-segmentation getuisant drastiquement le nombre de sites permet degéalis
un recuit simulé a un co(t raisonnable.

e Sur-segmentation :L'étape de sur-segmentation 3D est réalisée par unitigoe calculant la ligne de partage
des eaux sur I'image du gradient apres fermeture morphplegpour réduire le nombre de bassins. L'image
résultat est constituée de zones de niveaux de gris hemasgauxquelles on associe les attributs suivants : volume
(noté vol), niveau de gris moyen (qui sera I'observag@u champ des données), coordonnées du centre du bassin.
Le résultat de cette méthode appliquée a I'image 2 &.mentré sur la figure 2.5.b.

¢ Relaxation markovienne :Un graphe est construit comme indiqué précédemmenti ga la sursegmentation
(fig. 2.5.c). On associe aux arcs du graphe la surface d@aljae entre les deux régions (notée surf). Les potentiels
du champ markovien sont alors définis comme suit :

— Terme d’attache aux données :

P(Y, | 2,) = exp (— ;’:l (ys — uws)2>

s Zs

(déduit d'une étude statistique des classes [21])
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— Terme de régularisation :
Uc:(s,t) (:E) = Surfs,tQ(wS,zt)

Seuls les potentiels des cliques d’ordre 2 sont choisis 81 ha matricel) est une matrice d'adjascence
permettant de pondérer les voisinages entre classessqgivis sont favorisés ou non [50].

o
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d. Résultat de la segmentation concernant

. Extrai raph
c. Extrait du graphe los AS|
FiG. 2.5 — Etapes de la segmentation sur le graphe des régions

Le critere utilisé est un critere MAP et la solution estestue par un recuit simulé. Le temps de calcul est de
moins d’'une minute pour un graphe de 32 000 sites. Les g&sydour les ASI sont montrés sur la figure 2.5.c.

2.6.2 Graphes de segments : applicatioa la détection du réseau routier

Cet exemple d’application est&éide la tkese de F. Tupin [53]
Nous nous intéressons dans cette application a la détedt réseau routier et hydrographique dans le cas

des images radar. Le bruit de speckle présent sur ces imagermet pas d’obtenir de trés bons résultats de bas
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niveau et les détecteurs de lignes méme adaptés a ce'typgerie ont des taux de fausses alarmes élevés si on
veut obtenir des taux de détection suffisants.

L'idée est donc de faire suivre I'étape de bas niveau deatien des lignes par une étape de plus haut niveau,
dans laquelle on injectera des informations a priori suotene des routes. Le cadre markovien, par I'intermédiaire
du terme a priori se préte bien a I'introduction de conseiges sur les objets recherchés, a condition que atlles-
puissent s’exprimer de fagon locale a I'échelle du geafiyans le cas du réseau cette hypothese (qui assure que le
champ soit markovien) est vérifiée, puisse que la pratigoetre qu’il nous suffit d'informations locales au niveau
des segments pour prendre une décision (présence owcalieréseau routier).

La démarche adoptée pour la détection du réseau estalsnivante. L'étape de bas niveau permet de détecter
des segments candidats. Parmi ceux-ci, certains appatieaux objets a détecter, quand d’autres sont de fausses
détections. On fait alors I'hypothése que les segmesttntiés et toutes les connexions possibles entre cessesgme
contiennent le réseau routier. Les connexions “possillesont pas toutes les connexions, mais les connexions
raisonnables : entre des segments suffisamment proctepgeet pres “alignés” par exemple. Lensemble de ces
segments (ceux détectés et les connexions) consituesblamets du graphe (voir figure 2.6). La relation de
voisinage entre deux segments est définie par le partage dxtrémité par ces 2 segments. Les figures ci-dessous
illustrent les étapes de la construction du graphe sur traied’'image radar (fig. 2.9).

représentation image Graphe correspondant
9 6
OI\Q 4/ p ’ 7 1 4
3 \\ / g o
5
2 7
2 5
Segments de Sd
‘ Noeuds de G
,,,,,,, Segments de Sd’
Arétes de G
@) Extrémité d’un segment

FIG. 2.6 — Construction du graphe de segments

Une fois ce graphe construit, on définit un champ d’obs@wmaissoci€y” et un champ d'étiquetteX (les
étiquettes étant simplement 0 pour “non-route” et 1 paoute”) dont on cherche la configuration optimale au
sens du critere MAP.

Les termes de I'énergie sont définis de la fagon suivante :

— Terme d'attache aux données : I'observation en un sitdé&fstie comme la réponse moyenne du détecteur
de lignes le long de ce segment; les potenfiglgy; / =) pour les labels 0 et 1 sont alors obtenus par une
étape d’'apprentissage le long de quelques segments epgair& une vraie route et de quelques segments
de “fausse alarme”; la figure 2.7 montre les frequences dssreationg, (approximant lesP(y, / z)) et
les potentiels linéaires par morceaux qui en sont défigts2.8) ;

— Energie a priori : elle permet justement d’intégrer tolssconnaissances a priori qu’'on veut prendre en
compte pour la détection du réseau, par exemple du type :

e (i) les routes sont longues et, dans I'absolu, elles neétiamt pas ;
o (ii) elles ont une courbure relativement faible ;
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[ [ o
o.a o.=2 0.4 o.e o.s 1.0 o.o o.=z o.a o.e o.s 1.0

a. Fréequences des observations sur des b. Frequence des observations sur
segments-routes détectés manuellement (ap- des segments-non routes (approximant
proximantP (Y, / X, = 1)). P(Y; /| X, =0)).

FiG. 2.7 — Fréquences conditionnelles des observations sLzame test.
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FIG. 2.8 — Potentiels linéaires par morceaux utilisés

e (iii) un segment de route est plus souvent connecté en uneEnexé a un unique segment de route qu’a
plusieurs.
Ces a priori peuvent s'exprimer en définissant les potsrdies cliques d’ordre maximal (rappelons qu’une
cligue est un ensemble de sites tous voisins les uns desadtnec dans notre cas, un ensemble de seg-
ments qui se rejoignent en un méme point) ; quatre parasétrffisent pour les contraintes mentionnées
précédemment : un parametre contrdlant les extemn{gli vise a défavoriser la configuration d’une clique
ou un seul segment a le label “route”) ; deux paramétres@lamt la longueur des routes (qui visent a favori-
ser des configurations ou il y deux segments routes quigegai en une extrémité et qui sont “alignés”) ; un
parametre contrdlant les carrefours (qui vise a dé&fagoles configurations ou une multitude de segments
sont “route”).
L'apprentissage de ces parametres se fait difficilemenkgsaméthodes du chapitre 3. En revanche I'étude
de configurations extrémes (chaine de segments tousuge"retc.), plus connue sous le nom de “Boites
qualitatives d"Azencott” [2], permet de fixer des intereslide valeurs pour ces parametres.
Un exemple de résultat obtenu par recuit simulé est matria figure 2.10.
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2.6.3 Conclusion

Ce chapitre ne se veut pas une présentation exhaustiveplésations possibles des champs markoviens, mais
présente quelques unes de leurs potentialités dans desmks et a des niveaux de traitement d’'image variés. Leur
grande souplesse permet en effet d’introduire toutessdiiteformations, que ce soit pour le terme d'attache aux
données, que ce soit pour les a priori possibles, ou méowesur la forme du graphe a utiliser.

A coté de la multitude d’applications qui peuvent trouuee solution dans un cadre markovien, s'ouvrent des
champs de recherche plus théoriques sur I'estimation alesetres et I'accélération des techniques de recberch
de solution.
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b. Ensemble des 839 segments détectés.

c. Ensemble des 8891 segments constituant les sites duegraph

FIG. 2.9 — Les étapes de la construction du graphe
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c. Résultat de la détection markovienne. d. Carte recalée de la zone de I'image.

FiG. 2.10 — Détection des routes sur le Wieringermeer
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Restauration, MATIM (SI 343)

Said Ladjal

Introduction

Dans ce court texte nous rappelons le principe des méthodes variationnelles dans le
cadre de la restauration des images. Ensuite, nous étudions dans le détail une méthode
variationnelle de débruitage utilisant la variation totale comme terme de régularisation.

1 Didactique de la régularisation

Les images numériques sont acquises par des appareils physiques. L’appareil photogra-
phique mesure I’énergie lumineuse qui atteint le capteur a partir de la scene photographiée.
D’abord, une image est stockée sous la forme d’un nombre fini de valeurs. Cela implique
que la représentation que l'on a de I'image est discrete, en particulier nous ne pouvons
pas espérer obtenir une valeur d’énergie lumineuse qui varie trop finement en fonction de
la position. A I'opposé, on congoit que la luminosité réelle de la scene peut varier tres
rapidement en fonction de la position (penser a un appareil qui photographie un paysage
arboré, on imagine bien que ’on ne pourra pas distinguer dans I'image les détails trop fins
tels que les pores des feuilles des arbres. A moins d’augmenter de beaucoup la résolution
de lappareil. . .). Ainsi 'acquisition des images introduit une dégradation inévitable. Le
but de la restauration est d’essayer d’atténuer 'effet de la dégradation.

1.1 Modele d’acquisition

Une image parfaite, fy est observée par un appareil photographique qui acquiert
I'image discrete ¢g. La relation qui lie g a fy est :

g =1I(fo*h+Db).

Ou h représente tous les flous subis par I'image (flou optique et flou d’intégration de
I'énergie de chaque pixel du capteur) et b est le bruit qui s’ajoute a I'image. Enfin, IT est
I'opération d’échantillonnage sur la grille du capteur.

fo est une fonction de R? dans R et g est une fonction de Z? dans R. Le but de restau-
ration étant de retrouver f a partir de g, on pourrait penser que la tache est impossible
car I'espace des fonctions définie sur R? est beaucoup plus gros que celui des fonctions
définies sur Z?. Nous éclaircissons ce probléme au paragraphe suivant.



1.1.1 Cas de la bande limitée

Ici, nous voulons simplifier le modele d’acquisition afin de ne plus faire apparaitre
d’images définies sur des domaines différents. Pour cela on va supposer que I'image par-
faite, fo est a bande limitée (i.e. sa transformée de Fourier est a support borné). On sait,
par le théoreme de Shannon, que cela implique qu’il y a équivalence entre la donnée de f
ou la donnée de ses échantillons sur une grille régulieres dont les points sont espacés de
1/L ou L est la largeur de la bande spectrale qui supporte toute la transformée de Fourier
de fy. Si nous appelons f; la fonction de Z? dans R qui représente I’échantillonnage de
fo, il est clair que f; dépend linéairement de f. On ne rentre pas dans le détail de cette
dépendance (voir les cours de base de traitement du signal).

S’il y a une équivalence entre la donnée de f; et la donnée de ses échantillons, alors
g (I'image effectivement acquise) dépend linéairement de f;. Par ailleurs si 'on translate
fq d’'une distance entiere, alors il est évident que cela correspond a une translation de
fo de la méme distance entiere et, comme g dépend de fy par une convolution, g est
encore translatée de la méme distance. Il y a alors une relation linéaire et invariante par
translation qui donne g a partir de f;. g est donc le résultat de la convolution de f; par
un certain filtre que nous noterons hy (attention, hy n’est pas forcément le résultat de
I’échantillonnage du noyau h). Tout ceci se résume dans le modele suivant :

g=hgx* fq+0.

Dans la pratique on ne manipule que des images de taille finie. Si 'on adapte le dernier
modele au cas de la dimension finie et que 1'on représente les images par des vecteurs de
RY (ol N est le nombre de pixels de I'image) alors on a

G=AF+B

ou G, F et B sont des vecteurs de RY et A une matrice de taille N x N. De plus, A
représente une convolution discréte. a priori la donnée de A demande de connaitre N2
coefficients (ce qui fait 10'? coefficients si on manipule des images de un million de pixels),
mais comme A est la matrice d’une convolution elle a pour vecteurs propre les ondes pures
(vecteurs de Fourier). A est donc diagonalisable dans la base de Fourier et sa description
ne demande que N coefficients qui sont ses valeurs propres dans la base de Fourier. Ces
coefficients sont la transformée de Fourier du noyau hy.

1.2 Inversion directe

La solution la plus simple au probléeme de restauration est d’inverser la matrice A et
d’appliquer le résultat a G cela donne :

F=A"'"G=FR+A'B

oll I est 'image estimée. La matrice A~! est encore diagonalisable dans la base de Fourier
et ses valeurs propres sont les inverses des valeurs propres de A. Or, les noyaux de convo-
lution ont souvent une décomposition dans la base de Fourier (les valeurs propres de A)
qui décroit vite en fonction de la fréquence. Par contre le bruit B (que 1’on peut supposer
blanc c’est-a-dire décorrélé spatialement) distribue son énergie de maniere uniforme en
fonction de la fréquence. Le terme A~1.B a toutes les chances d’étre aberrant du fait du



rehaussement de I’énergie du bruit dans les hautes fréquences (voir les transparents et TP
pour les expériences).

Pour trouver une estimation F' qui soit plus acceptable il faut ajouter une hypothese
de régularité sur I'image F' afin de refuser les termes aberrants tels que A~!.B. Cela
justifie 'introduction de la régularisation et son implémentation pratique par le biais des
méthodes variationnelles.

1.3 Régularisation

L’inversion correspond & la minimisation de ||g — h * f]|?, c’est-a-dire que 1’on cherche
une image, f, qui une fois qu’elle a subi les dégradations de I'appareil photographique
donne l'image observée g. Pour introduire une connaissance sur les images naturelles,
I’approche variationnelle consiste a demander a ce que I'image restaurée soit réguliere. La
régularité que 'on demande a 'image peut étre déduite de modeles probabilistes (voir
cours sur Markov) ou tout autre régularité (voir ce qui suit sur la variation totale) qui
se constate dans les images. La maniere d’introduire cette contrainte de régularité est de
minimiser une fonctionnelle qui mélange la fidélité aux observations (attache aux données,
lg — h * f]|?) et une énergie de régularité, par exemple l'intégrale du gradient au carré.
Soit le probleme

f minimise E(f) = ||Af — g|* + )\/ IV £]|?. (A représente la convolution par h)

1.4 Méthodes de de minimisation

Nous donnons ici une méthode de minimisation ad hoc adaptée au cas ou I'énergie a
minimiser est quadratique et le modele d’acquisition ne fait intervenir que la convolution.
Cette méthode a l'avantage d’étre tres rapide car elle passe par la transformation de
Fourier. Par ailleurs elle exprime le résultat dans le domaine de Fourier ce qui permet de
faire le lien avec le filtrage de Wiener qui se déduit directement d’hypotheses statistiques
sur les signaux traités.

Soit donc & minimiser la fonctionnelle :

B(H) = A7 gl [[ 19112

ou A est une matrice représentant une convolution, f l'image a trouver et g l'image
observée. f et g sont des vecteurs de RY ot N est le nombre de pixels de I'image. A est
une matrice carrée de taille N x N. On peut réécrire cette énergie sous la forme :

E(f) = IAf = gl* + AID:1I* + 1 Dy f11%)

ou D, est la matrice qui représente la dérivation en x. Elle transforme une image I(z,y)
en l'image I(z + 1,y) — I(z,y). Aux bords pres, on constate que D, est la matrice de la
convolution par le noyau h, = [1I —1]. De méme D, représente le dérivateur en y et elle
effectue la convolution par le noyaux h, = [1 —1]7.



Or, I'égalité de Parseval nous dit que la norme au carré! d’un vecteur de RY est égale
A la norme au carré® de sa transformée de Fourier. On a donc

B(f) = 3 1) () = aw)P + A f ()P ([ + 1y () )]

w

ou le k signifie ”transformée de Fourier de k” et w parcourt ’ensemble des fréquences
possibles (qui est un ensemble bi-dimensionnel pour les images). On constate que, pour
chaque w, la valeur f (w) n’apparait que dans un seul terme de la somme définissant F.
Pour minimiser E nous arrivons donc a la conclusion qu’il faut minimiser chacun des
termes de la derniere somme par rapport a une variable f (w) qui n’apparait dans une

aucun autre terme. Si z est une variable complexe et que 'on veut minimiser I’expression
2 2
|za = BI" + |27y

ou a, 3 sont des complexes et vy un réel positif (trouver leurs expressions pour faire
coincider cette expression avec un terme de la somme définissant £). Alors z doit valoir

af

z=—
o+

On obtient donc comme minimiseur de £ une fonction f dont la transformée de Fourier
vérifie

o>

~

f(w)

() :
= — = g
()2 + A (Ra(w)]2 + [y (w)]?)

(w).

Ainsi pour minimise F il suffit de calculer la transformée de Fourier de g et de la mul-
tiplier point par point par le coefficient décrit ci-dessus. Enfin, on calcule la transformée
de Fourier inverse pour trouver le minimiseur.

1.5 Débruitage

On peut appliquer les méme raisonnements que ci-dessus pour trouver une solution
au probleme du débruitage. Dans un probleme de débruitage la dégradation est réduite a
un ajout de bruit. Ceci revient a prendre pour noyau h le Dirac, dont la transformée de
Fourier est constante égale a 1. En reprenant ’équation ci-dessus dans ce cas-la on a

f(w) !

~

T 1A (P + )

(w)

Dans la suite nous introduisons un autre type d’énergie de régularité. Comme vous le
verrez en TP, cette nouvelle régularité donne de meilleurs résultats de débruitage, mais
la méthode de minimisation est bien plus compliquée.

ID’ou Vintérét d’avoir choisi des normes quadratiques.
23 une constante pres, mais comme nous voulons minimiser E, cela ne change rien au probleme de
minimiser F ou une constante fois F.



2 Débruitage par variation totale

Au début des années 1990 les auteurs Rudin, Osher et Fatemi ont proposé une méthode
de débruitage basée sur la variation totale. Ayant observé une image g suivant le modele
d’observation

g=Jot+0

olt b est le bruit (supposé blanc de puissance totale 02) et f, 'image parfaite. Les auteurs
proposent comme version débruitée de g I'image f qui vérifie

{ f minimise [[ ||V f]|

sous la contrainte ||g — f||* = o

Ceci signifie que 'on suppose 'espace des images mieux représenté par la régularité
que l'on appelle ”variation totale”. On note T'V la variation total

v = [[ 94

Pour résoudre ce probleme sous contrainte il suffit de choisir un parametre de régularisation
A et de minimiser sans contrainte la fonctionnelle

E(f) =llg = fI* + ATV (f)

Nous allons introduire dans la section suivantes des notions qui généralisent la notion
de gradient et qui seront des outils pour une méthode de minimisation de fonctionnelles
faisant intervenir la variation totale.

2.1 Sous-différentielles, transformée de Fenchel et fonctionnelles
d’ordre 1

Dans cette section on se donne une fonctionnelle convexe que 1’on note J définie de
RY & valeurs dans R U {+o0}. Le produit scalaire usuel est noté < z|y > o x et y sont
des vecteurs de RY.

Dire que J est convexe signifie que

Va,y e RY 0 €[0,1], J(0z + (1 — 0)y) < 0J(x) + (1 —0)J(y)

avec la convention que la somme de 400 avec n’importe quel réel (ou 4+00) vaut +oo.
L’ensemble de définition de J est l'intérieur de I'ensemble des points ou elle prend des
valeurs finies, il est convexe. En dimension finie, ce qui est notre cas, J est continue sur
son ensemble de définition.

Pour illustrer les définitions on prendra la fonctionnelle exemple : Jy(z) = |x| définie
sur R (N =1).

Définition 1. Sous différentielle
Aux points x intérieurs a l’ensemble de définition de J la sous-différentielle est un
ensemble de vecteurs de RN que l'on not 0.J(x) qui vérifient :

vedJ(z) ey e RN J(y) = J(x)+ <vly —x >



Cet ensemble est non vide et il est réduit a un seul élément lorsque J est différentiable
en z, de plus il est convexe et fermé. On peut le regarder comme ’ensemble des vecteurs
qui définissent (par produit scalaire) un hyperplan qui passe sous le graphe de J au point
x. On comprends alors que lorsqu’il est réduit a un point, il n’y a qu’un seul hyperplan qui
passe sous le graphe ce qui caractérise les points ot une fonction convexe est différentiable.

Exemple :

{1} si x>0
OJo(x) =< [-1,1] si =0
{-1} st <0

Proposition 1. critére de minimisation

St xg est un point de l’ensemble de définition de J alors : J atteint sont minimum en
xo st et seulement si 0 € 0.J(xy).

démonstration :

J atteint son minimum en xq si et seulement si

Vy € R, J(y) = J(xo) si et seulement si

Vy € RN, J(y) = J(zo)+ < O]y — x> si et seulement si
0e &](xO)D

Définition 2. Transformée de Fenchel

On appelle transformée de Fenchel de J que [’on note J* la fonctionnelle définie sur
RY par
J*(v) = sup <v|x > —J(x).

z€RN

Il faut la voir comme une fonctionnelle définie sur l’ensemble des hyperplans (dualité
introduite par le produit scalaire). Pour un vecteur v définissant un hyperplan, J*(v) vaut
le maximum de la différence entre le graphe de J et U'hyperplan défini par v.

Si le sup est atteint en un point x alors v € dJ(z). (le démontrer)

Proposition 2.
J* est une fonctionnelle convexe et

J™(z) = J(x)

(auz points x de l'ensemble de définition de J). Autrement dit appliquer deux fois la
transformation de Fenchel a une fonctionnelle revient a ne pas la modifier.

Démonstration :
Convexité : Soit u, v deux vecteurs et 6 un réel de I'intervalle [0, 1].

Ve, < Qu+(1-0)vjz > —J(x) = 0(< u|z > —J(2))+(1-0)(< v|z > —J(x)) < 0T (u)+(1-0)J"(v).
La derniere inégalité vient de la définition de J* comme un sup. Donc

T (0u+ (1 — 0)0) < 0(u) + (1 — )T (v)



Egalité entre J et J** :
J™(x) = sup < zljv > —J"(v).
veERN
Or, pour tout vecteur v
J*(v) Z<v|r > —J(x) =< zlv> =T () << zlv > —(<vjz > —-J(z)) = J(z)
D’ou
J*(x) < J(x)
Soit vy € 0J(z) alors J*(vg) =< volx > —J(z) (par définition de la sous-différentielle
(faire un dessin...))

On a
J* () =2< xlvg > —J (vg) = J(x)

Ce qui termine la preuve de J** = J[I.

Définition 3. Fonctionnelle d’ordre 1
J est dite d’ordre 1 si

VAeR,z € RY, J(\z) = |\ J(z)

Proposition 3.
Si J est d’ordre 1 alors il existe un fermé convere K C RN tel que

N |0 st veEK
J(U)_{—l—oo sio vg K

De plus K = 0.J(0).

Démonstration :
D’abord comme J(0) = J(0x) = 0J(xz) = 0 on a toujours J*(v) > 0 (prendre x = 0
dans le sup définissant J*). Si J*(v) > 0 alors il existe x tel que

<vlz>-Jx)=A>0
Mais alors la suite nz vérifie
<wvlnzx > —=J(nx) =n(<v|lx > —=J(x)) =nA

et nA tend vers +oo avec n. Donc J*(v) = +o0.

On a donc montré que J* ne peut prendre que les deux valeurs 0 ou +0c0. Si on appelle
L=0J(0), on a

v € L si et seulement si

Yy, J(y) =< v|ly > —J(0) si et seulement si

Vy,0 =< wv|y > —J(y) si et seulement si

J*(v) < 0 (on a déja que J*(v) > 0). Il y a donc équivalence entre J*(v) = 0 (i.e.
v € K) et v € dJ(0) qui est un ensemble convexe fermé?®.[]

Exemple :

Montrer directement que

o [0 s owel-1,1]
JO(U)_{—i—oo si lv| > 1

3montrer en exercice que tout sous-différentielle est un ensemble fermé
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Proposition 4. Pour tous vecteurs x et v on a
vedJ(x)e xedl (v)

On a

v € 0J(x) si et seulement si (1)

VyJ(y) =><vly —x > +J(x) ssi

Yy, <vly > —=J(y) << v|lz > —J(x) ssi

J*(v) =< vz > —J(x) ssi

J*(v) + J(x) =< v|z > ssi (2)

J*(x) + J*(v) =< v|x > (on a remplacé J par J** qui lui est égal) ssi

x € 0J*(v) (on retourne le raisonnement de la ligne (2) vers la ligne (1) en changeant
J par J*) O.

2.2 Retour au probleme du débruitage

Soit donc la fonctionnelle
1
B(f) = 5]lf ~ ol + ATV ()

La sous-différentielle de E est la somme?! du gradient de i[|f — g||* et de la sous-
différentielle de TV® (démontrer que la sous-différentielle d'une somme de fonctionnelle
est la somme des sous-différentielles). Le gradient de || f — g||* est f — g (le démontrer).
E est définie sur tout 'espace des images. D’apres le critere de minimisation on a

f minimise £ <
0€0E(f)=f—g+XTV(f) &

# e ITV(f) &

fe 8TV*(¥) (proposition 4) (1)
Si maintenant on cherche w qui minimise

w

F(w) =TV (5

1
)+ 5l — gl
alors on a
w minimise F <
0 eaTV*(%)—I—w—g@

w

g—wedTV* () (2)

4la somme de deux ensembles est définie comme la somme des points qui s’écrivent comme somme
d’un élément de chaque ensemble
5le f; L 5 6t6 ajouté la clarté d lculs, il revi a d A diffé
e facteur 35 a été ajoute pour la clarté des calculs, il revient a prendre un 1fférent pour se rament

au cas sans facteur



En identifiant les équations (1) et (2) on a
f minimise £ <
w = g — fminimise F

Or T'V est une fonctionnelle d’ordre 1 et alors T'V* ne prend que les valeur 0 et 4oc0.
Donc si w minimise [ il faut au moins que ¢ € K = 9TV (0) <& w € AK (proposition
3). Réciproquement parmi tous les w € AK il faut choisir le minimiseur de ||g — w||* pour
minimiser F. Il faut donc choisir w comme le projeté orthogonal de g sur I’ensemble \K.
Et enfin prendre f = g — w pour obtenir un minimiseur de F.

On a donc ramené la minimisation de notre fonctionnelle a la projection sur un convexe.
Dans la section suivante on donne une définition explicite de K ainsi que 'algorithme de
projection sur K qui a été développé par Antonin Chambolle.

2.3 Algorithme de minimisation

On commence par définir dans le cas discret ce que sont le gradient et la divergence.
Nous considérons une image de taille M x N définie sur I’ensemble [0, M —1] x [0, N —1].

Définition 4. gradient discret

Le gradient d’une image discrete est une fonction définie sur le méme ensemble [0, M —
1] x [0, N —1] dont la valeur en chaque point est un vecteur a deuz dimensions (le nuémro
de la dimension est noté en exposant) :

(Vu)i; = ((Vu);, (Vu)?;)

1 Uiy1,5 — Ui g st 1< M-—1
(V“)U_{o si i=M-—1

2 Ui j+1 — Ui j St j <N-1
(Vu)i,j_{ 0 si j=N-1

Définition 5. divergence discrete

Sip est un champ de vecteurs défini sur [0, M — 1] x [0, N — 1], ¢’est-a-dire qu’il fait
correspondre pour chaque point (i,j) un vecteur (pz-17j,p?7j). La divergence de p notée div p
est une fonction a valeurs réelles définie sur [0, M — 1] x [0, N — 1] par

pLi—ply, si 0<i<M-—1 P —piy si 0<j<N-1
(div p)ij = p,{j st 1=0 + pij St j=0
—pli, j si i=M-—1 —p%i, j si j=N-1

Hors des bords la divergence d’'un champ de vecteurs est la somme de la dérivée en x
de la composante x avec la dérivée en y de la composante y. Le gradient transforme une
image en un champ de vecteur et la divergence transforme un champ de vecteur en une
image. La divergence du gradient d'une image est le laplacien de I'image.

L’ensemble K = 0.J(0) que nous avons vu plus haut est caractérisé ainsi

K ={divp : Vi, j|pi;| <1}
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Autrement dit K est I’ensemble des images qui peuvent s’écrire comme la divergence d’'un
champ de vecteurs dont la norme de chaque vecteur ne dépasse pas 1. Nous ne faisons pas
la démonstration ici.

Il nous faut projeter g sur AK. Si on sait projeter g sur K alors pour projeter g sur
AK il suffit de projeter g/A sur K puis multiplier le résultat par \.

Nous décrivons 'algorithme de projection sur K. 7 est une constante qui doit étre
prise < %. L’algorithme est itératif.

Projection Pour projeter une image g sur K, faire :

Initialiser un champ de vecteurs p° & p° = 0.

Calculer le champ de vecteur p"*! & partir de p" par la formule

v _ p*+7(V(div (p") — g))i,j
Pid = T 71V (div (") — ¢))

Dans la pratique 20 ou 30 itérations suffisent.
A la fin, le projeté de g sur K est div p* (la divergence du champ de vecteurs limite)

il

2.4 Exemples

Voir transparents et TP.
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Chapitre 3

Modeles Beformables pour la
Segmentation des Images

Chapitre rédigé par Elsa Angelini

Ce chapitre présente I'utilisation de modeéles déforempour la segmentation des images. Une introduction
générale de ces modeles est fournie.

3.1 Introduction

Les modeles déformables sont des objets (contours,cas;fg) placés dans I'espace des données d’'image et
qui se déforment jusqu’a atteindre une forme et une mositptimale. les modéles déformables ont été utilisés
sur un large domaine d’applications comme la reconnaigsdadormes, la réalité virtuelle, le suivi d'objet ou
la segmentation. Dans le cadre de la segmentation, cetitiopagptimale correspond aux contours d’'un ou des
objets de la scéne.

Les modeles déformables ont été introduits par Kaaseex dimensions et étendus a trois dimensions par
Terzopoulos.

Un modele déformable est représenté par une courbe
C"(s) = [z1(8), 22(8) ...y (5)] (3.1)

ous € [0, 1] représente I'abscisse curviligne le long de la courbe.
dC{s)

dienne du contour, en longueur d’'drest donnée patl = “d@“ = Hffi—f H ds. Les dérivées du contour par rapport

On peut rappeler ici quelques éléments de géométrieDerOR adC = ds. La paramétrisation Eucli-

a la longueur d’arc donnent les vecteurs unité de la n@miadle la tangente. Ainsl; = %l(l) définit le vecteur
unité tangent e{fl—f = kN définit le vecteur unité normal et la mesure de courbude contour.

L'utilisation des modeles déformables pour la segmériad’une image considere le contoircomme un
systeme mécanique dont on cherche son état d’équitibreespondant a :

1. un minimum d’énergie
Etotale (C) - Einterne (C) + Eezterne (C) (32)
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A V¢

o

FiG. 3.1 — Définition des régions sur un modele déformablestontours de I'objet a segmenter

2. une position immobile, d’équilibre de forces :

#2C  aC 4 o
H 8152 + v 815 interne + interne (3 3)

La segmentation d’'une image est alors effectuée par la&@wodiune position du contour dans I'image et
lidentification du contout’, qui correspond a une valeur d’équilibre du systeme. kaére partie de ce chapitre
présente differents termes d’énergie et de force, Ilﬂid’ﬁﬁz) corresponde aux contours de 'objet a segmenter. La
deuxieme partie de ce chapitre est consacrée au prollétaaninimisation de cette énergie. Ceci fait appel a des
méthodes mathématique de résolution d’équations atixé&ks partielles, de méthodes variationnelles etalise
fonctionnelle, qui ont pris une trés grande importancesdas méthodes actuelles de traitement d'image.

3.2 Représentations du contourC

Le contour déformabl€’ peut étre représenté de maniere paramétrique, erciapt ses coordonnées spa-
tiales, ou de fagon implicite, comme une ligne de niveaumd’fonction scalaire.

3.2.1 Repgsentations parangtriqgues

En représentation paramétrique, le contour est da&fa@mcontrdlant et mettant & jour les positions des ses
coordonnées spatiales. On peut également utiliser urangédrisation de la courbe, sur de fonctions Spline par
exemple, et reformuler le contour et ses déformations;esifonctions.

3.2.2 Repesentations implicites (Level set)

En représentation implicite, le contour a déformer eprésenté comme une ligne de niveau ("level set” en
anglais) d’une fonction définie sur le domaine de I'imaga edleur scalaire. Cette approche, permet de reformuler
toutes les équations d’énergie et de minimisation, awecidtégrales et des dérivées définies sur une fonction
scalaire, fournissant des équations et des regles del talaucoup plus simples. En terme de calcul, ceci signifie
quele contout’ est représenté par une fonction scal&i(é) :
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®(C) > 0, arlintérieur de C
@(6) < 0, al'exterieur deC (3.4)
®(C) = 0,sur C

Cette approche permet de proposer des fonctionnelle pquoldeéme de la segmentation d'image beaucoup
plus librement que dans le cadre paramétrique. Cepenbiattoduit des contraintes calculatoires, nécessitint
formuler la fonctionnelle sur tout le domaine de I'im&@et non plus sur le contour uniguement. Ceci peut amener
a des résolutions beaucoup plus lentes et couteusescen. ¢akst €galement important de savoir que la fonction
® est en générale définie comme la fonction distance signécontour définissant son niveau 0. Ce cadre permet

de travailler avec une fonction scalaire de gradient cmmst%ﬁ(@)“ = 1. Cependant, la solution des équations

variationnelles su® n’est en général pas une fonction distance, amenant denmeaises instabilités numériques
et la nécessité de ré-initialiser la foncti@m une fonction distance par rapport au niveau 0 régutierg pendant
le processus itératif de segmentation, ce qui est égalernateux en calcul.

3.3 Forces de egularisation du contour E;,;crne

Afin de déformer le contour pour effectuer une segmentaii@st important de contraindre les déformations
que peut subir le contour, en le régularisant. L'idée gausnte de la régularisation de contour est de dire qu’un
objet a une forme lisse avec seulement quelques pointsumiEment anguleux. Par analogie avec la mécanique,
ceci peut se traduire par la modélisation du contour commehjet qui posséde une masse (donc une inertie)
et une certaine élasticité et rigidité. On peut alornileune énergie potentielle sur cette objet, dépendergad
forme. Kass en introduisant les modéles déformable aga®fe terme d’'énergie interne suivant :

2

Einterne(C) = a /O e @)fas+ s /0 e @)fas (35)

pour un contour bi-dimensionnél = [z, (s), z2(s)] défini avec une seule abcisse curvilignd_e premier
terme correspond au carré de la longueur du contour et Iei@wae terme correspond au carré de la mesure de
courbure du contour. Le parametiemodélise I'€lasticité du contour, contrblant la padgé pour 2 points de
s’éloigner I'un de I'autre, et le paramétfemodélise la rigidité du contour, controlant la possibibu contour de
se courber.

Pour une surface déformable, paramétrée par 2 abcieséfignes (s, r), on introduit de fagcon analogique,
les termes de dérivée partielle g et croisée e x r

En formulation implicite, ces termes contraignent le depiment de la fonctio® suivant sa normale de la
facon suivante :
00(C,t) - ol
%N: (a+ﬂn)HV<I)HN (3.6)
aveck représentant la courbure deet N la normale au contour. Ces termes ne sont définis de fa@mteegu’au
niveau 0 de la fonction, et doivent étre étendus a tout feaioe de I'image de maniere judicieuse (par extension
du plus proche voisin au niveau 0 par exemple). La courbesgpsime en fonction dé de la maniére suivante :

K = div @ (3.7)
Vo
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3.4 Forces issues des imagés. ic,ne

Du point de vue mécaniqué.,t..n. peut étre consideree comme une composante de I'eneoggatielle
du systeme, qui dépend de sa position. L'énergie paiatdéfinit un champ de forces conservatives =
*V Eea:terne-

Afin de pouvoir segmenter un objet, il faut que ce terme d'gieeF. ... Utilise des informations issues de
limage .
3.4.1 Approche par gradient

Une premiére approche trés intuitive propose d'utilisgradient de I'image et de définir une énergie minimale
aux positions de forts gradients. Une exemple trés pogsudsit :

Eea:terne = 7«[0 HVI d

Eezterne fO W

(3.8)

Une limitation de cette approche est que le terme d’énelgj@ends pas en compte I'information de direction
de gradient.

De plus il arrive souvent que la position initiale du contoersoit pas assez proche de 'objet et ne soit donc
pas attiré par les gradients de celui ci, ou que le conteuré&te sur des gradients issus du bruit de I'image, d&fect
avant celui de I'objet visé. Pour résoudre ce problereexdnodifications ont été proposées.

1. Tout d’abord on peut ajouter ufi@rce de ballon, orientée suivant la normale au contour, qui ” gonfle” ou
dégonfle le contour.

Eexterne(v) = - fgl P( == fO k% dAlnt c

Fo) =~y = kN

(3.9)

2. Deuxiémement, on peut créer un champ de vectuss [G!, G?] sur toute 'image, dérivé des contours
forts de I'image, agrandissant ainsi le domaine d'influestheeeux ci. Cette approche est appdléede vecteur

de gradient(” gradient vector flow (GVF)”) et se crée par la minimisatide |"énergie suivante :

2 o o
’ G — V(Iedge)

EGVF(I):/Q (G12 +GP 162y G22)+Hv Lodge) ’2dzdy (3.10)

avecl.qq. qui représente une carte de contour calculée sur I'infagieG®, qui représente la dérivée de la com-
posante de @ suivantz. Le premier terme correspond a une contrainte de régeilsur le champ de vecteGr
tandis que le deuxieme terme contraint ce champ de veckegire similaire au gradient de la carte de contour
ﬁ([edge) I& ou il y a des valeurs fortes de contour. Lintérét disér une carte de contour est que le gradient de
celle ci pointe vers les contours, orthogonalement auxatostet a de fortes valeurs uniqguement la ou I'image a
de forts contours.

3.4.2 Approche par mesures d’homognréités

Une approche originale a été proposée par Mumford et Sbahpartitionner I'imagd en zones homogénes
créant une imagé, et un nombre fini de discontinuités contenues dans le vetteQette approche propose de
segmenter une image en minimisant I'énergie suivante :
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Ens(T, Io) = ’7/

2
HWOH Q) + 'yj{ds n )\/ (I — I6)%d9 (3.11)
QT r QT
Le premier terme garantit que I'approximation de I'image paest réguliere avec peu de variations. Le
deuxieme terme minimise le nombre de discontinuités ¢patours) trouvés dans I'image, et le troisieme terme
garantit que I'approximatiofy, est proche de I'imageé. Il estimportant de noter que dans le cadgest constante
par morceaux, le premier terme est nul.

Une approche trés populaire a été proposée plus réeetrpar Chan et Vese pour une approximation constante
ou lisse par morceaux.

Eoy (T, c1,¢0) :ay{dAﬂ?{derAl/ ﬁ(I—cl)QdQ—i—)\g/ (I —c)%d (3.12)
T T inside I’ outside T’

oll le premier terme vise & minimiser I'aire inclue dansdatourT et olic; etc, représentent les valeurs
moyenne de I'image a l'intérieur et a I'extérieur de tauchel’. Cette approche est classiquement implémentée par
une formulation implicite du contour dans une fonctibrlLa formulation implicite des quatre termes de I'énergie
donne des intégrales sur tout le domaihee I'image en utilisant une fonction porte (Heavisidé)®) définie
comme égale a 1 a I'intérieur du contqudr < 0) et 0 en dehors, ainsi que sa fonction dériégii correspond au
dirac défini sur le contour® = 0). Cette modélisation est illustrée Fig. 3.2

Formulation Implicite

Etant donné un contour initial C ...

- Fonction level set - &
¢ = distance au X 7 C:{(x,y)/¢(x,y):0}
niveau zéro initial s
&

- Fonction Heaviside Area(C) = Area(¢<0)

H(¢):l(l+£arctan(ﬂn :JHW) “
2 7 & Length(C) = Length(¢=0)
- Fonction Dirac - ﬂVH(¢)| dQ
1 £ ¥
5(¢):;(¢2+52J = [5(¢)|v 4| a2

FIG. 3.2 — Formulation implicite d’'un modele déformable et fenctions associées pour la résolution numeérique
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3.4.3 Approches statistiques

Pour formuler une approche statistique des informatioimsatje, on modeélise le probléme de segmentation de
'image comme le partitionnement de cette image en 2 ragitynet R, comme illustré Fig. 3.1. On utilise alors
une fonction de probabilit®(I) pour formuler I'énergi&. ;terne COMMe :

Bosterne(C) = — /S log (P {I(éﬂs e RODds - /S log (P {1(6|s e Rl})ds (3.13)

Ici, S; représente la zone de I'image intérieure au contoSy, é& zone extérieure. Cette énerdigrterne est
minimale quands; = Ry etS, = R;.

On peut réécrire cette énergie avec des intégralesidéfur le sous-domairts :

Eerterne(v) = /s log (P [I(C_”)Ls c R()Ddst/S.» log (P [I(6|s e Rl})ds/; . log (P {I(C_”)Ls c R()Dds
' ' o (3.14)

On observe que le dernier terme, ne dépendant pas de lpaBitcontouit/(s), n'influencera pas le proces-
sus de minimisation d€.. ;... On peut donc I'eliminer et garder le forme d’énergie difige :

Fontorne (v) = — / og [ £ (C)ls € Ro| ds (3.15)

s P {I(é|s € Rl}

Par exemple, si les deux régions ont des intensités quesuiles lois de probabilité Gaussien&g., o) et
G(p1,01), ont peu regarder le cas de figure ou les variances sordgal = 01 = o. Ceci peut étre le cas pour
une image constante par morceaux, dégradée par un kaoit bhiforme. Dans ce cas, en supposant- u1, le
terme d’énergie devient :

Eezterne(v) :/ pLat <1(6) _ Ko ;”“) ds (3.16)
S; o

On voit ici que le processus de minimisation mettra dén®us les pixels de valeur supérieure a la moyenne des
deux moyennes des distributions gaussiennes.

Dans le cas ou les variances sont differentes, le termeSd’intégrale devient quadratique pour I. 1l est
intéressant de noter que cette approche permet théamantede résoudre le cas extréme ou les moyennes des
distributions sont identiques, mais les variances diffises. Quand les distributions des niveaux de gris ne sent pa
connues, leurs parametres sont estimés itérativererant la segmentation, en suppospt= S; etR; = S,.

3.4.4 Approches g@odesiques

En relation avec I'approche classique des modéles dé&fioles combinant contraintes de régularisation et in-
formation de gradients de 'image, une formulation gésigiée a été proposée. L'idée est alors de trouver un them
minimal (i.e. géodésique) pour une fonctionnell€') qui prend des valeurs minimales sur les forts gradients de
'image. L'énergie a minimiser s’écrit dans ce cas :

— 1 — — - ’
BC) = [ 9 (V1(6)) el |as (317)
0

ou g est une fonction positive continue et décroissante.
L'équation dynamique associée, pour une minimisatiardeacente de gradient, est donnée par :
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%f = (mg([) — <€g(1),]\7>) N (3.18)

En formulation implicite, cela donne pour I'equation ddwtion du contour suivant la normale :

%—f = (wo(n) [V + (Vg(1), Vo)) (3.19)

Dans le cas tres simple ou I'on n'utilise pas de fonctigron trouve I'énergie associée au mouvement par
courbure, qui transformera n'importe quel contour en urlegouis un point, par déformations dirigées suivant
les normales au contour. Le mouvement par courbure est l&gnoent qui minimise une forme donnée le plus
rapidement possible au sens de la métrique Euclidiépnge ce contour. On peut alors voir I'approche géodésique
comme la minimisation de la longueur du contour au sens diugteiqueL,, définie par la fonctior.

3.5 Meéthodes d’optimisation

3.5.1 Descente de gradient

Dans une approche par descente de gradient, on introduitramgtrisation dé avecle tempsg et on cherche
le minimum du terme d'énergi€(C, t) par rapport au temps, suivant la direction de plus grandéepée. le
gradient). Ainsi, le terme général de I'énergie intedads I'equation 3.5 est minimisé par :

o a9, 090 o, *C

05 %0s) T o Vs
Par analogie, pour une surface minimisante, la descenteadiégegt est définie avec les dérivées partielles en

(s,7)

On résout alors cette equation par difference finie emelits finis, en résolvant le systeme linéaire :

(3.20)

(Id+ AtA)C = (CtY) (3.21)

Ce systeme fait apparaitre la matridequi caractérise les contraintes de forces internes swriear. Pour des
schémas numériques explicites de ler ordre pour leg&yspatiales, cette matrice est penta-diagonale. telcal
de cette matrice et son inversion a chaque itération @eeiassez lourd en calculs.

En rajoutant le termé = —V P aveCF . icrne = fol P(é) ona:

(Id+ AtA)C = (C 1+ AtF(C Y (3.22)

Dans une approche implicite, il faut estimer les dérivi®a fonctionnelle en fonction de tous les paramétres
de celle ci. Ces dérivées sont appelées les équatianatfEagrange de la fonctionnelle a minimiser.

De fagon générale, la segmentation est donc effectaéenp processus d’optimisation itératif qui nécessite
un critére d’arrét. En général, on évalue la stabitig la position du contour entre chaque itération et ogterr”
le processus itératif quand la déformation globale dumanpasse en dessous d’'un certain seuil. Le choix des
parametres de discrétisation spatiale et temporeltesssimportant et dépend du type de schéma numeérigligeuti
Le choix des paramétres des fonctionnelles ou des énesgiegalement délicat et se fait généralement de fagon
empirique, en fonction de I'image a segmenter. Les méthal descente de gradient permettent de minimiser le
probleme donnég, a partir d'une position initiale du @amtqui peut prendre une trés grande importance lorsque le
probleme n’est pas convexe, et possede donc des minirmaXoEn d’autres termes, une méthode de descente de
gradient fournira en général un minimum local au prol#éta la segmentation, dépendant de la position initiale.
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3.5.2 Coupure de graphe (Graph cut)

Afin de pallier aux problémes d’optimisation locale desfgies ou fonctionnelles proposées pour la segmenta-
tion par modeles déformables, des approches par coupweaghes ont &té proposées recemment. Ces approches
sont décrite en détail dans une autre partie du cours.
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