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Plan du cours - premiere partie
o Introduction

o Voisinage et cliques

o Définition d’un champ de Markov

o Théoreme d’Hammersley-Clifford et probabilités conditionnelles
locales

o Echantillonneurs (Gibbs, Metropolis)

o Optimisation



Introduction

o Historique

- Physique statistique (organisation des cristaux)
- Article de Geman et Geman (84)

o Idée fondamentale des champs de Markov
introduire des relations contextuelles en traitement d’images

un voisinage local suffit pour des images naturelles



A priori dans les images naturelles : le contexte spatial




Introduction

O

O

utilisation en imagerie bas niveau

Restauration
Segmentation
Détection de contours
Compression

Détection du mouvement

utilisation en imagerie haut niveau
Reconnaissance d’objets

Mise en correspondance de graphes



Champs de Markov

o modele probabiliste de ’image

S = {s} C Z% ensemble de sites (fini)

xs € I/ espace des niveaux de gris

(F ={0..255} {0..g — 1} (systeme de labels) R)
X, variable aléatoire associée a s

X = {Xs}ses champ aléatoire

r ={xs}ses = {xs} Ux® configuration (image)

() = E!Slespace des configurations

o probabilités :

P(X,s = z4) probabilité locale

P X=x2)=P(Xy1=x1,Xo=25...Xs =x,...) loi globale (jointe)
Pr(Xs = x5 / X¢ = x¢,t # s)probabilité conditionnelle (locale)
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Contexte spatial dans les images naturelles

(] ] o o o ‘VS. ( J
S : site

Vs : voisinage (spatial) de s

o régions homogenes en niveaux de gris

rs < Intensités aux sites voisins Moyenne

o régions texturées

xs < Intensités aux sites voisins (!!) Contraste, Entropie

réalisation globale de I'image <  voisinage local

probabilité globale < probabilités locales | conditionnelles |
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Topologie pour les champs de Markov

o systeme de voisinage - définition

voisinage du site s : Vg

propriétés : s¢Vs seV.ereV

V = {Vs}scs systeme de voisinage

xr — Vs = {x,},cy, configuration locale

o cliques

¢ C S est une clique / V ssi :
— card (¢) =1 (singleton)
—card (¢) >2and Vr # s € ¢ = r, s voisins

o notations c¢= (r,s,t,...); C ={c}



Topologie pour les champs de Markov (suite)

o 4-connexité

4-connexité

L ordre 1

I o ordre 2
o 8-connexite |

8-connexite

° ordre 1

I oo N ordre 2

SR C S S
I:I ordre 4



Champ de Markov : définition

S : site

Vs :  voisinage (spatial) de s

Pr(Xs=xs /{ X, =2}, r#s) = Pr(Xs=uxs /{X, =2}, reVy)
= Pr(X;=as / Vi)

Probabilité Probabilité
Globale — Locale

o extension de la notion de chaine de Markov

/N
(n-1) (n)
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Théoreme d’Hammersley-Clifford :
P(X =x) >0 Vx € est un champ de Markov ssi

- U
P(X =x) = =P 7 () distribution de Gibbs
U(x) = Z U.(x) énergie globale
ceC
Ucx) =U.(zs, s € c) potentiel de cliques
7 = Z exp — U(y) fonction de partition
ye
:
'
SUURET S S S AN
o exemple : cliques s t

U(x)=A Zazs+B Zxr xs + C Z Ty T Tt

sES (r,s) (r,s,t)

non-stationnarité possible : A — A, , B — B, ...

o fait important : énergie U(x) basse < probabilité P(X = x) forte
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Forme des probabilités conditionnelles locales

1
Pr(Xs =25 / V) = 75 exp—U(xs / V)
avec :
U(xs / V) Z U( énergie conditionnelle locale
cCC,s€ec
= Z exp — —U(§ / Vs) fonction de partition locale
(el

: ;_. ‘.
\ S , VS
o = forme locale de la loi de Gibbs
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Probabilités conditionnelles locales (suite)

o démonstration
Pr(Xs = x5, X° =2%)
Pr(Xs = x%)
_ Pr(Xs=1,, X°=2") = Pr(X =ux)
Y Pr(X,=¢ X*=2%) ) Pr(X=4a)

el EEE

Pr(X, =, | X°=a°) =

o — maintenant posons U(x)=U(xs / V5)+ Z U.(x)
ceC,sé¢c

W

Pr(X, — 2, | X° = 2°) = Pr(X, = 2, | Vi) = = —U(2s / Vs)

Y exp —U(E /) Vo)

ek

ZS
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Probabilités conditionnelles locales : exemple
champ binaire (E = {0,1})
o Voisinage 4-connexité

o Potentiels
cliques d’ordre 2
Vc:(s,t) (x&xt) — _/61$S:$t

o Probabilités conditionnelles locales

U(zs =0,V, = (0,0,0,1)) = —38
Ulzs =1,V, = ((0,0,0,1)) = -3

) B exp(30)
P(Xs =0[Vs) = exp(3) + exp(3/)
P(X, = 1|Vy) = o

exp(3) + exp(3/3)
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Echantillonnage de champs de Markov

o probleme

X (P(X=x)) étant définis (systeme de voisinage, potentiels des cliques)
comment tirer une réalisation selon la loi P(X)?

o solutions

deux algorithmes possibles :

— échantillonneur de Gibbs

— algorithme de Metropolis
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Exemple : échantillonneur de Gibbs

o principe construction d’une séquence de configurations x(n) en visitant

chaque site (tiré aléatoirement)

o changement local : © = {z,, z°} — ' ={¢, =%}
Pr(X =2') Pr(X,=¢§/X°=2°)Pr(X°=2°) Pr(X;=¢/V)

Pr(X =2) Pr(X,=x,/ Xs5=2%5)Pr(Xs=2%5) Pr(X,=ux,/V,)

o = tirage selon la loi conditionnelle locale

A

i

exp-U(E /W)
Pr(X,=€ / V) = T

S
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Echantillonneur de Metropolis

o principe tirage d’un site s et d’un nouvel état du site z’,

calcul de la variation énergétique entre la configuration x = (xs,x¢,t # s) et
v = (2}, 2,1 # 3)
— si AU =U (') — U(z) < 0 le changement de label du site est accepté

— sinon, le changement est accepté ou rejeté en tirant selon la probabilité
p=exp(-AU), 1-p
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Echantillonnage d’un champ de Markov

/N
(n-1) (n)

Pr(X(™ =z / xO = 20 xO) =41 x©(-1) = zn-1)
— Pr(X™ =g / x(n-1) = gn-1)

o chaine de Markov

o noyau de transition

Qu(z, y) =Pr(X"™W =y / X" D =2) -y
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o chaine de Markov homogene : @, (z, y) indépendant de n

o Echantillonnage : chaine de Markov de variables d’images !
0 1 1
(©) 1 X(n ) X(n)

A s
/ /
x (1)

~—b}1

" =

Lo X(=h) o x () xe ()
o échantillonnage homogeéne : trouver Q(z, y) tel que

lim Pr(X" =2)=P(X =z)

n——+o0o
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Champs de Markov prototypes
o modele d’Ising
U(x) =-0 Z T xt—BZajS E={-1,+1}
c=(s,t) seS
o modele de Potts

+1lsia=0b
définissons A(a,b) = e
—1sia+#b

U)=-8 Y  Alzs, 2:)—BY Az, 0) E={0..qg—1}

c=(s,t) s€S
o modeles markoviens gaussiens

U(x)=p0 Z (xs—a:t)Q—l—ozZ(:cs—,us)Q E =R
"

seS
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Modele d’Ising en 4-connexité et B =0

- A : Image aléatoire : 3 =0 - B : régularisation faible : 3 = 0.2

- C : régularisation “critique” : 8 ~ 0.44 - D : régularisation forte : 3 = 4.0
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- A : Image aléatoire : 3 =0 - B : régularisation faible : 3 = 0.2

- C : régularisation “critique” : 8~ 1,099 - D : régularisation forte : 3 = 4.0
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Modele markovien gaussien en 4-connexité

“A:a=510"* -B:a=5.10"3

-C:a=210"" -D:a=o0 (u=127 pour toutes simulations)
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Modeles markoviens gaussiens

o modele a pixels indépendants

S| 5
N & —a (xs — ) exp — U(x)
Pr(X =x) = [ W] H e & 7
ses
avec U(zr) = « Z
sesS

o cas général - modele auto-normal

= o) (s — ps)? + B (ws—my)°

s€sS c=(s,t)
l l
moyenne locale couplage

- illumination variable i

- illumination constante ps = pu = 128
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Loi conditionnelle locale en connexité v : gaussienne

Pr(Xs = T / ‘/:9) — % eXp — Oé(il?s — N8)2 =+ 5 Z (xS T xt)Q

c=(s,t), tEV,

I Q@ [ls + B Z Lt |
_ \/2(a+57) exp— (a+87) |zs — teVs
W ' i a+ By
o espérance conditionnelle
o s+ 03 Zil?t ap+ th
teV tey
E| X,/ V| = - = i —  barycentre (us =
Xs / Vs PG P y (ks = 1)
o variance conditionnelle
1
var( X, / Vi) = — indépendante de ug et de x4, t € Vs
(Xs / Vs) a1 ) P [ ¢

o = permet un ensemble de statistiques a variable Xy; = Z x; fixée

teVs
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Distribution de (Gibbs avec température

1 U
Pr(X =z)= 7 exp — ;x)
U(z) = Z U.(x) énergie globale
ceC U( )
Zr = %exp _Ty fonction de partition
y
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Comportement aux températures limites

o intuition

PUE =) _ oy W06 e
T — oo exp—[U(y);U(x)] — 1 Vz,y € () fini
T"— 0 exp— V) ;U(Qj)] — 0 siU(y) > U(x)

o démonstration pour 7' — oc

ey U@ 1
PriX=z) = i{f - Uly) — Uz
>on 0 Xgexp—[ ) - U]

1

 Cord O Vo € ) équidistribution sur {2
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Distribution de Gibbs avec température(suite)

o démonstration pour 7' — 0

U* =minU(z) QO ={zeQ|Ux)=U*)

el
exp — Ulz) — U] exp — U(z) = U]
Pr(X = =) - [U(g) — U*] B - U(y) —U"]

Z exp — T Card Q* + Z exp — 0

yes yEQ,nyQ*
( 1 . Q

six e (QF
— ¢ Card équidistribution sur Q*
0 sixz ¢ QF
Uly) — Ulz)]

—0si U(y) > U(x) )

(Rappel : exp —[

28



Distribution de Gibbs avec température(suite)
P ()

U(x)
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Le recuit simulé

o théoréme (Geman and Geman 1984)

— construction d’une séquence d’images par échantillonneurs pour Pp(,(X)
avec T'(n) décroissant lentement et en prenant pour initialisation des
échantillonneurs la configuration courante

— La configuration obtenue lorsque la température est proche de 0 est un
minimum global de 1’énergie

— Conditions : la décroissance de la température doit etre tres lente
(logarithmique) et la température initiale doit étre suffisamment élevée pour
franchir les barrieres énergétiques du paysage
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Le recuit simulé

o théoréeme (Geman and Geman 1984)

1o
' n(T, Tn O , 1Ty 2>
si Qn(x,y) avec T, \ og (1 + 1)
i (n) 1 " . s, :
alors hr};l Pr( X\ =x) = e (x € Q%) « minimum global de I’énergie

construction d’une séquence d’images par échantillonneurs pour Pr(,,(X)

avec T'(n) qui suit une décroissance logarithmique

o condition théorique

Ty = A U,paz Metropolis — Ty = Z(S U(. / Vs),. ., Gibbs

ses
o en pratique : 1, =1y o avec :

T()%(SU(/VS) ,04%0.98

max
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Recuit simulé
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