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Résumé

C.S.Meijer a introduit les “fonctions de Meijer” comme une généralisation des fonctions
hypergéométriques. Or certaines fonctions de Meijer s’expriment comme des transformées inverse
de Mellin. Aussi est-il tentant d’aborder ces fonctions sous I'angle des statistiques de Mellin, ce
qui conduit naturellement a la définition des “distributions de Meijer”. Ces distributions, définies
sur IR™, sont idéalement adaptées au concept de bruit multiplicatif et généralisent la quasi
totalité des lois utilisées en imagerie cohérente. Elles forment une classe stable par convolution
de Mellin et pour I'opération “loi inverse”. De plus, dérivée et primitive s’expriment aussi sous
la forme de fonction de Meijer, ce qui permet en particulier d’avoir une expression analytique
de la fonction de répartition.

Abstract

C.S. Meijer proposed a generalisation of hypergeometrical functions : the Meijer’s functions.
Yet, some of Meijer’s functions can be defined as an inverse Mellin transform so that it is possible
to deal with these functions in the Mellin statistics framework. By this way, it is possible to define
“Meijer’s distributions”. As they are defined on IR™, they match well with multiplicative noise
and they generalize almost all the probability density functions used in coherent imagery. More,
they define a stable set for the Mellin convolution and for the inverse transform. Their derivative
and their primitive can be also expressed as Meijer’s functions. By this way, cumulative functions
of Meijer’s distributions can always be analytically defined.
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1 Introduction

Cornelis Simon Meijer propose en 1936 la définition des G-fonctions [2], qui se veulent étre
la forme la plus générale possible des intégrales de Barnes et qui peuvent étre vues comme une
généralisation des fonctions hypergéométriques. Elle sont définies dans le plan complexe sur un
parcours L par la relation :

G a1,...,0p _ _] IF ) nlr( _aj+s) s

pa \ Y] p b = i 1 b, Tl x® ds
1y---,0q in H] 1 L (1 — +5)HJ L (aj =)

Ce parcours L doit étre bien évidemment précisé. Meijer propose trois types de parcours dans

le plan complexe : deux qui sont constitués par des boucles dans le plan complexe, le troisiéme

qui consiste en une droite du plan complexe parallele a ’axe des ordonnées.

C’est ce troisieme type de fonctions de Meijer qui fait 'objet de ce rapport. Les fonctions de
Meijer de ce type, notées G " dans ce document, sont définies par :
al,...,ap> B L/C-ﬁ-ioo ?L:ll“(b»_ ) ’?11“( —aj+s)

Gm,n
X (m b1, ... b 27 Je—ico To—mst D (L— b5 +5) [I—p 1 L (a; — 5)

la valeur de ¢ devant vérifier des conditions d’existence spécifiques.

2% ds

Il est intéressant de remarquer que cette derniére expression s’apparente, comme nous le
verrons, a une transformée de Mellin : une conséquence immédiate de cette propriété est que
ces fonctions de Meijer 6;?;1" sont définies sur IRT. Or il semble qu’il n’existe aucune trace
écrite sur les liens entre les fonctions de Meijer et les approches de type Mellin : transformée
de Mellin, convolution de Mellin, distribution de “Mellin-Dirac”,...C’est pourquoi ce document
a tout d’abord pour objectif de montrer comment les outils de type “transformée de Mellin”
et “convolution de Mellin” apportent un éclairage nouveau a l'utilisation et I'interprétation des
fonctions de Meijer. Outre les définitions de fonctions usuelles sous forme de fonction de Meijer,
les aspects de dérivation et d’intégration seront abordées par le biais de la transformée de Mellin.
Un paragraphe spécifique tentera de résumer ’essentiel sous forme de tableaux récapitulatifs
(section 5).

Cette analyse nouvelle sera ensuite appliquée aux lois de probabilités définies sur IR™ dans le
cadre des statistiques de Mellin ! : dans ce cadre, nous verrons qu’il est possible de définir les lois de
Meijer a partir des fonctions de Meijer et montrerons comment elles sont bien adaptées a ’étude
des lois définies sur IRT et plus particulitrement aux lois spécifiques a I'imagerie cohérente.
En particulier, pratiquement toutes les lois de probabilités utilisées pour traiter le chatoiement
et prenant en compte la notion de bruit multiplicatif s’expriment comme des lois de Meijer.
De part les liens extrémement étroits entre fonction de Meijer et transformée de Mellin, nous
verrons que, méme si ’expression des lois de Meijer est fondée sur les fonctions de Meijer (dont
Pexpression analytique explicite n’est pas triviale), les moments et les log-moments ont des
expressions analytiques assez faciles a écrire et a comprendre, et simples & utiliser. Un dernier
point intéressant des lois de Meijer est qu’il est alors possible, grace aux propriétés des fonctions
de Meijer, de trouver I’expression analytique de leur fonction de répartition (ce qui peut s’avérer
utile en simulation).

Enfin nous montrerons comment les lois de Meijer apportent des solutions simples a trois
problemes ouverts : la détermination de la loi suivie par un produit ou un rapport de va-
riables aléatoires suivant des lois de Meijer, et ’analyse de la moyenne géométrique de variables
aléatoires suivant des lois de Meijer.

Lappelées originellement log-statistiques ou statistiques de deuxiéme espéce.



L’objectif de ce document est donc de proposer un cadre formel pour ce nouveau formalisme
que sont les lois de Meijer. Ces dernieres sont définies par un certain nombre de parametres qui
peuvent conditionner I'existence de ces lois. Précisons tout de suite que, pour alléger la lecture,
ces conditions ne seront pratiquement jamais explicitées.

Un certain nombre de démonstrations (aboutissant parfois & des résultats identiques) sont
donc proposées tout au long du document, qui est de ce fait assez rébarbatif. Aussi, pour per-
mettre une relecture rapide, un paragraphe spécifique tentera de résumer ’essentiel des propriétés
des fonctions de Meijer, principalement sous forme de tableaux récapitulatifs (section 5). Un ta-
bleau résumant les expressions analytiques des lois de Meijer fera I'objet du paragraphe 6.4.
Enfin 'annexe C proposera une ménagerie? des lois usuelles converties en lois de Meijer.

Signalons que cette approche, issue principalement de travaux autour de 'imagerie cohérente
(échographie médicale, sonar, radar & syntheése d’ouverture), pourrait apporter un nouvel éclairage
a des problemes actuels liés a la propagation des ondes puisque, par exemple, Vikas et al. ont
récemment utilisé les fonctions de Meijer pour résoudre leur probleme de fading [15].

2 Définitions et propriétés fondamentales

2.1 Définition des fonctions de Meijer définies sur IR™*

Soit la fonction de Meijer définie dans le plan complexe par I'intégrale de Barnes suivante :

amn (] G\ L/C“C’O oLy =) [ DA —aj+s) o
P bi,...,bq 27 Je—ico H;]':erlF(l —bj + ) H?ZTLJFIF(CL]' —35)
En effectuant le changement de variable s — —s, on obtient :
am7n z al,...,ap _ L/CJ,'ZOO ;nzlr(b]—i_s) .;L:lr(]‘_a] _S) x—S dS (1)
P bi,...,bg 207 Jo—ioo H;I»:m_ﬂ r'(l—b—2s) H?:n+1 I(a; +s)
expression qui montre que la fonction E]T;I" (CE Zl’ Y Zp ) est la transformée de Mellin inverse
’ 1,---,bg

de la fonction . .
[I75 Db +8) I T (1 —a; —s)

e T =0 = 5) [y T (a; +9)

On retrouve ainsi la relation des tables de transformée de Mellin inverse du Bateman[3].

(2)

On a donc la relation fondamentale suivante définissant les fonctions de Meijer @Z&n :

—m,n
Gpvq <$

2.2 Notation des fonctions de Meijer

(3)

al,...,ap> _ M_ll ;nzlr(bj‘{'s) ?:1F(1—aj—5)
bl,...,bq ;]»:erlF(l—bj—S) H?ZnJrIF(CLj‘FS)

Dans ce document, nous proposons une légere modification typographique a la définition 1
pour en permettre une lecture plus aisée. La fonction G va étre écrite en s’inspirant des notations

des fonctions hypergéométriques (introduction du séparateur “;” entre a,, et a,,1, et entre b,,
yperg q P ) +15
et bm+1) :
amﬂl T A1y an an+17"'7ap
Pa bl,...,bm N bm+1,...,bq

2pour reprendre I’expression de Crooks [5]



La définition fondamentale de cette fonction s’écrit alors :

g (] @ @n 5 Gngrs e ap Ml TaT (b +s) [ T (1 —aj —s)
b bl,...,bm ; bm+1,...,bq ?:erlF(l—bj—S) H§:n+1r(aj+5)
La relation 2 nous donne alors la transformée de Mellin de G :

M l@;ﬁ}n (:U

Dans certains cas spécifiques (n = 0, n = p, m = 0, m = ¢), on placera dans le champ vide
correspondant un simple point, ce qui donne par exemple :
0 ; . — ;0
| ) Gio ( | )

—1,0 .y —0,0 ;. —0,1
GO,l <9U 0 - ) GO,l (95 . 0) GLO (95

2.3 Propriétés de base : réduction/augmentation du nombre de parameétres

1,5 Qp 3 Gpyl, .-, 0p _ ?:1F(bj+5) ?:1F(1_aj_5)
bi,..osbm 3 bmgr,...,bg H?:mﬂl‘(l—bj—s) H?ZnJrlI’(aj—Fs)
4

A partir de la définition 4, on peut simplifier de maniere triviale une fonction de Meijer

Gm,n

p.q

al,...,a ;o Apnil,...,Q .
o o Bl T Jans les deux cas suivants

bl,...,bm 5 bm+1,...,bq
— Ji e [1,n],3j € [m + 1,¢] tel que a; = b;. Dans ce cas, on peut supprimer simultanément

N N . . —m,n—1
le parametre a; et le parametre b; et on obtient une nouvelle fonction G, ,~; :

—m,n
prq (fE
—m,n—1
= Gplig <x

— i € [n+1,p],3j € [1,m] tel que a; = b;. Dans ce cas, on peut supprimer simultanément

N N . . —m—1,n
le parametre a; et le parametre b; et on obtient une nouvelle fonction G, ;4 :

A1y ey Ai—1,A4, Ajt15- -+, An An41,---,0p
b17---7bm ; bm+17"'7bj—1abjabj+1--'7bq

bl""abm ; bm+1"">bj*1,bj+1--'>bq

A1y Ai—1,0i415--+,0n An+41,---,0p )

am,n x aly...,0n ;o Qnglye sy Gi—1,04,Aj41,-..,0p
P bl,. 'abjflabj,ijrl---abm ) bm+1,...,bq
o Gmfl,n . aly...,0an ;o Qu4ly -5 Q3—1,Q41,--.,0p
- —1,q—-1 .
p=h4 b17"'7bj—17bj+1"'7bm N bm+1,...,bq

De la méme maniere, on peut rajouter des parametres égaux :

—m,n al,...,0Qn N an+1,...,ap o —m,n+1 Aly...,0Qp, C | an+1,...,ap
Coa \ T by by 5 b b, ) = Grttar (T b b b
1y--+5%m m+1,---,Yq 1y---5Um ) m+1y--+50q, C
—m,n G,l,... ,an 3 an+1,... ,ap . —m+1,n G,l,... ,an N an+1,...,ap, C
Gra \ 7|y b 3 b b, ) = Crrart| Ty, b : b b
1y---5Ym m+1,---5,Y 1y-++y0m, C 3 m+1,---,Y

Nous verrons que ces propriétés peuvent se formaliser a 1’aide de Mellin-Diracs, c¢’est a dire de
distributions jouant le role d’élément neutre pour la convolution de Mellin (paragraphe 2.6.1).



2.4 Relations fondamentales fondées sur la transformée de Mellin et la convo-
lution de Mellin

2.4.1 Multiplication par la variable x

Directement & partir de la transformée de Mellin de la fonction de Meijer (équation 4), et
connaissant les propriétés des transformées de Mellin (multiplication par une puissance de la
variable), on montre une des relations fondamentales des fonctions de Meijer :

—m,n Aly...,0p,0a Tyeooy@ —m,n
xT‘Gp:] (fE ) s Uy Un+1, s Up - am T
b

bla'--abm;bm+la"'>bq P
2.4.2 Convolutions de Mellin de deux fonctions de Meijer

ay+7r,...,0n +7r0p41+ T 0 T (5)
bi+7,.. by 7 by

La transformée de Mellin d’une fonction de Meijer (relation 4) s’exprime comme un produit
qui peut se scinder. Or on sait qu’un produit dans ’espace Mellin se traduit par une convolution
de Mellin dans I’espace d’origine. On a alors :

@ZL&n <.%' A1y..-,0n;0n41,---,0p ) _
’ bl,...,bm;bm+1,...,bq
—m! ! ay,...,al . a Loal —m? a1, 0 @ A
GZ/LJ; (1‘ /1’ ’b/n In+1’ ’bg) ) * GZ’L’ ;]:L (1‘ b”l’ ’b”n ib”n b 7b”p )(6)
Toee 03Oy ey ¢ Tyee ey 07230 g1, 07 g2
avec :
n'+n" =n a, = a; Vi € [1;n/] a’; = apyi Vi € [1;n”]
p+p =p ay; = anyi Vi€ [1;p —n/] a’ i = Qpyp—wy1 Vi€ [1;p" —n”]
m +m’=m '] b= Vi € [1;m/] ) bV = by Vi € [1;m”]
d+q =q Vi = bmyi Vi€ [l;¢ —m/] b i = bmtrgr—mri Vi€ [1;¢7 —m”]

Cette regle est trés simple & appliquer. Par exemple, on a :

a ;b —2,2 a,a’ ; bb
d o d = G4,4 T ed i od,d

De maniere plus générale, on peut donc utiliser la relation suivante :

. / / /
e A1y...5An;Angly---,0p ;@777',7’ " al,... Qs Qprg gy -+ - Ay
; . s /
Pa Bl .\ b bty -+ by ra bbby
! e/ a o ala ,ap, al a
o 671+7/7’bi1‘f/'n T LIyeeeyQny @y e ey QpriQpgly ey Qpy Gy gy -0 Apf (7)
= ) ]
prpaTa bl, . bmab "abm/aberl, . bq’bm 41" ">bq’

Ces deux nouvelles relations (6 et 7) exploitent de maniere tres simple le formalisme de la
convolution de Mellin et montrent une fois de plus I'utilité des outils issus de la transformée de
Mellin.

2.5 Propriété fondamentale de la fonction “inverse”

Soit une fonction f(z) définie sur IR*. On définit la fonction inverse g(x) par la relation :

o@) = 4 (3) (8)



cette définition ayant des propriétés utiles pour définir des lois de probabilités inverses puisque

I'on a la propriété :
[T o@a = [ payds
0 0

Les propriétés de la transformée de Mellin permettent alors de relier la transformée de Mellin
de f avec la transformée de Mellin de g [11] :

Mgl (s) = M[f](2—5s)

Considérons une fonction f(x) s’exprimant comme une fonction de Meijer :

bl?"‘abm;bm+la"'abq

at, ..., Qn;0n+1, ..., 0p )

Sa transformée de Mellin s’écrit :

T (s) ML T (- a—s)
M f _ j=1 J J
Lf] i DA =0bj—s) T, 1T (g +5)

On en déduit la transformée de Mellin de g(z) :

Ml = ;»”ZIF(Q—i—bj—s) ?ZIF(—l—aj—i-s)
i D=L =b+s) T, T (2+a; —s)

Par simple identification, on peut alors écrire :

_ Anm —bl—l,...,—bm—l;—bm+1—1,...,—bq—1
9(z) = Gop <x| —a1—1,...,—a, — L;—ap1 —1,...,—ap — 1 )

On a ainsi démontré une relation spécifique aux fonctions de Meijer :

iamm 1l an,...;an; 0041, .50 _a |, b —1,...,=byp =1, =bpy1 —1,...,=b;— 1

22 P9 x| b, by b, -2, by P —a1—1,...,—ap—L;—apt1 —1,...,—ap— 1

que 'on peut simplifier sous la forme :

amn l A1y s Qs Apgly-- -y Ap 7" —b1+1,...,—bm—|—1;—bm+1+1,...,—bq+1

Pq o\ g bl,...,bm;bm+1,...,bq P —a1+1,...,—an+1;—an+1—i—l,...,—ap—i—l
(10)

et que l'on ne trouve pas dans les ouvrages traditionnels (comme le Bateman).

2.6 Cas particuliers de fonctions de Meijer définies sur IR™*
2.6.1 Distribution “Mellin-Dirac” 5"
La distribution “Mellin-Dirac” 6™ vérifie pour toute fonction f définie sur IR la relation[11] :
(F%6M) () = f(w

Or on peut exprimer cette distribution de différentes maniéres sous forme d’une fonction de
Meijer. Les démonstrations en sont proposées & 'annexe A. On a ainsi cinq expressions possibles

10



pour exprimer un Mellin-Dirac par une fonction de Meijer :

e (x “a> = M VaeR (11)
Gy <m g;b> = M WweR (12)
Ghl (m ZZ) — M VYaeR VbeR (13)
Ga's <x 2::2) = (-1’ M VYeeR VreZ (14)
Ga's <x 2::) = (-1)'M VYeeR VreZ (15)

2.6.2 Exponentielle décroissante

Il est connu que ’exponentielle décroissante peut s’exprimer comme une fonction de Meijer :

e = Gl ( 0 ) (16)

puisque sa transformée de Mellin donne une des définitions de la fonction Gamma, :

Me™™] = I(s).

Nous proposerons d’ailleurs une démonstration originale de cette relation fondamentale au pa-
ragraphe 3.5.1.
On en déduit de maniere triviale la relation :

Géﬁ (x 0 ’ ) = e % (17)

* 9 N — xaef:v
a ; .

2.6.3 Exponentielle décroissante “inverse”

ainsi que

—1,0
GO,l (,I

P . . . _1
Dans ce document nous définissons ’exponentielle décroissante inverse comme e~ z. On peut
Pexprimer comme une fonction de Meijer :
15 .
: (18)
.y

_1 —0,1
e =z — G170 (ﬂf

Nous proposerons une démonstration de cette relation au paragraphe 3.5.2.
On en déduit de maniere triviale la relation :

% :) — (19)

ainsi que la relation :




2.6.4 Fonction de Bessel modifiée de seconde espéce K

Si 'on effectue la convolution de Mellin de deux exponentielles décroissantes, en appliquant

la relation 7, on obtient :
S =20 .
0 : ) _G0’2<x 0,0 : )

RS SR R HE
Le Bateman donne la relation générale suivante ([2], paragraphe 5.6, formule 4) :
ai (

avec K la fonction de Bessel modifiée de seconde espece : celle ci peut donc s’écrire comme une
fonction de Meijer. On retrouve donc le résultat précurseur d’Epstein comme un cas particulier

(a=0,6=0):

9

o ) = 22T K, (2V7) (20)

e " xe ™ = 2Ky (2Vx)

L’expression 20 peut aussi se déduire des tables de transformée de Mellin (par exemple [3], page
349, formule 17).
Par la suite, dans ce document, nous appelerons fonction K la fonction :

a,b;.)

22" K, (2v7) = Gos (x

2.6.5 Fonction de Fisher
Soit la fonction :

— . e 1-b ; . —
O G Rt € R

Sa transformée de Mellin s’exprime donc sous la forme :

I'(a+s)T(b—s)

et, a partir des tables de transformées de Mellin inverse (par exemple [3], page 349, formule 15),
on retrouve la fonction suivante

ma

f(z) = T(a+b) o (21)
que nous appellerons dans ce document fonction de Fisher.
On a donc :
—1,1 1-b6 5 . _ ¢
Gl,l (m a L ) = F(CL + b) m (22)

expression qui n’est curieusement pas répertoriée dans le Bateman.
Si on utilise la relation 9, on a ainsi I'expression de la fonction de Fisher inverse :

—1,1 —1—-a ; . —1,1 1—(a+2) ; .

Gl,l (‘T b—2 Do ) = GLl ('I b(_ ) ) coL )
qui est une fonction de Fisher (avec b’ = a+2 et @’ = b—2), ce que l'on peut facilement déduire
de la définition de la fonction inverse (équation 8) et de la définition de la fonction de Fisher

(équation 22). On a donc une propriété fondamentale des fonctions de Fisher pour lesquelles
I'opération fonction inverse est une loi interne.
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2.6.6 Fonction Beta et fonction Beta inverse
Soit la fonction :

—1,0 y . ~ —=0,0
GO,l (,I 7 ) * Gl,o (ﬂf
y .

Sa transformée de Mellin s’exprime sous la forme :

I'(a+s)
L'(b+s)

et, a partir des tables de transformées de Mellin inverse (par exemple [3], page 349, formule 20),
on retrouve la fonction suivante

1 a b—a—1
= — 1-— €[0,1 23
f@) = fpog e -0 el (23)
que nous appellerons dans ce document fonction Beta.
On a donc :
—1,0 . b 1 b—a—1
Gy ’ = ——z* (1 - “ € 10,1 24
Ll(gC a ) F(b—a)x ( CC) €z [ ] ( )
Si on utilise la relation 9, on a ainsi I’expression de la fonction Beta inverse :
—0,1 —1—-a ; ) 1 b b—a1
Gm(az ‘ ; —1—b> = m:ﬂ L —a)y x € [1,00]
peu usitée et qui n’est pas répertoriée dans le Bateman.
2.6.7 Fonction de Whittaker
Le Bateman donne la relation générale suivante (paragraphe 5.6, formule 6) :
6%’3 (m Co ) e Witbie  b-c() (25)
’ b,c ; . 2“3
dont la transformée de Mellin s’écrit :
L'(b+s)T(c+s)
I'(a+s)
On peut aussi réécrire cette expression sous la forme :
@ ¢ =20 . i a—b+1
I e QWb7c(ﬂj) = GLQ(ﬂf a+c+%’a_c+% : ‘ ) (26)

Vu sous cet angle, la fonction de Whittaker généralise la fonction Beta.

13



2.6.8 Fonctions hypergéométrique

Ces fonctions ont une expression tres simple puisque on trouve dans le Bateman la relation
suivante ([2], 5.6, formule 1, et en prenant en compte l'errata signalé au début de 'ouvrage au
paragraphe “ERRATA”) :

l—ay,....1-a, ;

] . 3‘:1 P(bj) ~Lp )
qu(al,...,CLp,bl,...,bqaﬁﬂ): P Gp,q-i-l -z 0 1 —10bq,... 1—bq

j=1 I'(a;)

On a donc le résultat que toute fonction hypergéométrique s’exprime comme une fonction
.o . . s . . .o —-—~m,n
de Meijer. La réciproque est bien évidemment fausse : seules les fonctions de Meijer G,, ; avec
K

m =1 (et ¢ > 1) et n = p, c’est a dire les fonctions de Meijer @i’z sont des fonctions hy-
pergéométriques® (en fait, comme le suggere les formules 5 et 6 du paragraphe 5.3 du Bateman/[2],
on peut sous certaines conditions décomposer une fonction de Meijer en séries faisant intervenir
comme coefficients des fonctions hypergéométriques).

Les cas particuliers suivants présentent un certain intérét pour aborder les fonctions de
répartition :

I'(c) =11 l—a ; .
1F1(avcvx) - F(a) G1,2 <—1’ 0 : 1—c¢ ) (27)
I'(e) =12 1—a,1-b ; .
oF1 (a,b; c; ) = NORO) Gala (‘95 0 L1 ) (28)
On en déduit les deux relations suivantes :
1,1 a ; . ~ I'(1—a) . .
G172 (I’ 0 ¢ ) = mlFl (1—a7 1 C; 1’) (29)
—1,2 a,b ;5 . ~ I(1-a)T(1-0) ‘ '
G2,2<x 0 : C) - F(l—C) 2F1(1—a,1—b,1—c,—x) (30)
ainsi que le cas général :
—1l,n Aly...,An | . N
qu(m 0 ; bg,...,bq> -
" (1 —ay)
7j=1 J
— — F, 1 (1l—ay,....1—an; 1 —0bg,...,1 —b,; — 31
?ZQF(l_bj) nl'q 1( ay, 5 an 25 5 q x) ( )
En utilisant la propriété 5, on en déduit :
—1,n ay+7r,...,ap+1 . .
Gn,q<x r ; b2+r,...,bq+r> B
" T(1—a;
=T —a)) Fyi(l—ay,...;1—ap; 1—by,...,1 —by; —z) (32)

;1‘:2 NG bj) "

3N’oublions pas que I'objectif de Meijer était de généraliser les fonctions hypergéométriques.
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On peut réécrire cette expressions sous une forme plus aisée & manipuler :

aln (] e s ) _ Pl +1—ay)
n,q r ; bo, ,bq ?:2F(T—{—1—bj)
g g Fga(r+1l—ar,...,r+1—ay;r+1—by,...,7+1—-0by; —2x) (33)
On en déduit deux cas utiles :
—1,1 a . F(T+1—(Z)
GLQ(JU ; c) = mmrlﬂ(r—i—l—a;r—i—l—c;—x) (34)
—1,2 a,b ;. F'r+1—-a)T(r+1-0>)
G272<x .o c) = S 2 oF i (r+1—a,r+1—-b;r+1—c; —x)

Pour la fonction hypergéométrique o Fj, on retrouve d’ailleurs cette expression directement
dans le Bateman ([2], paragraphe 5.6, formule 34, et en tenant compte des pages d’errata) :

a2, e ~ TIla+ca)l(a+c)
2,2 a—1 —b N I'(a+0b)

ey a1 (a+c1,a+ co;a+ by —x)

)

2.7 Une nouvelle propriété de permutation des parametres

Considérons ’expression 15 :

—1,1
G272 <x

et soit une fonction de Meijer G;?(’In <:c

-~ m,n A N
o (o] )
—m,n U - . b—a-~L,1 b;a
= G (x‘ Y ) *(=1) Gay (x‘ b;a)

C”"”) = (-1)'M VeeR VreZ

c,c—r

f )tellequea—bEZ.Onaalors:

b—g = m+1,n+1 coeabo.. o Lolan..
= (VTGN (o T b)
_ (_1)b7aaz?;-1,n—1 . b , a)

On voit donc que si b — a € 7, on peut permuter la position des parametres a et b d’une
diagonale a son anti-diagonale.

2.8 Programmation en Maple V13

La programmation des fonctions de Meijer est simplissime sous Maple V13 puisqu’il suffit
aiy---50n 5 An4l,---,0p )

d’écrire :
—-—m,n
G| x
p.q bi,..ovbm 5 byt by

= MeijerG ([[a1, ..., an), [@nt1, -5 ap)], [[b1s -3 bm] s [bms1 -+, b)), @)
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3 Dérivation de fonctions de Meijer

3.1 Expressions générales

La dérivation des fonctions de Meijer n’est apparement pas chose simple dans le cas général,
en particulier si on prend comme point de départ I’équation différentielle que ces fonctions
vérifient (formule 1 du paragraphe 5.4 du Bateman [2]). Il est plus efficace d’exploiter la formule
(12) du paragraphe 5.3.1 du Bateman, valable pour toutes les fonctions de Meijer :

xiGm’" . AlyeosQn 5 Qpgly -, Gp _amn [, ar—1,...,an 5 Qnyt,-..,0p
A I S S pa b b 5 b by
m,n A1y...,0n 5 An4l,.-.,0p
+(a — )G ||y o ; (35)
15---9Ym > m—+1,---5Vq

On peut bien évidemment réécrire cette expression sous la forme :

ivan L] G-san 5 Gngs . Gp _ le,n . ar—1,...,an ; Qpiyl,-..,0p
dz P4 bl,...,bm N bm+1,...,bq xz P bl,...,bm N bm+1,...,bq
1 Aly...,Qp ;5 @ Loa
o =)= G (| 1y (36)
X ’ b17---7bm ; bm+1a---7bq

En utilisant la relation 5, on peut alors écrire pour les fonctions de Meijer G définies sur

RT:
d —m,n
aGnq <.%'

—m,n
Gpyg (:c

+ (a1 — 1) Ggf&n (m

A1y---50n 5 Aptl,---,0p
bla"'>bm ; berl)"‘abq

ay—2,a0—1,...,a, =1 ; apy1—1,...,ap—1
bl—l,bz—l,...,bm—l ; bm+1—1,...,bq—1

(37)

a1 —laa—1,...,a,—1 5 apt1—1,...,a,—1
bl—l,bg—l,...,bm—l 5 bm+1—1,...,bq—1

3.2 Exemples

Dans certains cas particuliers, il est possible de trouver une expression apparement plus
simple a utiliser que celle issue des caractéristiques des fonctions de Meijer.
— Pour la fonction exponentielle décroissant, 1'utilisation de la relation 17 permet d’écrire :

d =10 A —1,0 .o
&Gm(x}o : ) - _G071<x 0 ; )

a ; . . .
’ , la relation 29 montre qu’elle peut s’exprimer comme

0 ; b
une fonction hypergéométrique 1F7. Si on dérive cette fonction en utilisant la formule
générale 37, on obtient :
a—1 ; .
-1 5 b—-1

.=
— Pour la fonction G’y | ©

a—2

d—1.1 a ; . N ; . —1,1
aGl,Q <~"3 0 : b ) =Gy (35 1 b1 >+(a—1)G172 (55

)

D’autre part, la relation 29 montre qu’elle peut s’exprimer comme une fonction hypergéométrique

1F. on sait que :

d
alFl(a;b;l“) = %1F1(a+1;b+1;33)
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On en déduit alors

d —11
dz G1,2 (55

Do (2 -
- b) = —Mlﬂ(?—a;?—b;—w)
a—1 ; .

0 ;o b—1

, la relation 30 montre qu’elle peut s’exprimer

expression plus simple que la précédente.
a,b

0 5
comme une fonction hypergéométrique o F;. Or on sait que :

. =12
— Pour la fonction G5

d b
aQFl(C%b;C;x) - %2F1(G+1,b+1,0+1,1’)

On en déduit alors

d —1,2 a,b ;. r'2—a)T'(2-9)
) I ) — F 2 — 2—b:2—c¢c: —
o Gy <x 0 . e ) T2 =) oF1 (2 —a, b; c; —x)

—1,2 a—1,b—1 ; .
- —G2,2<x 0 ; c—1>

— On pourrait aisément, a partir de la relation 31, généraliser ce résultat pour toute fonction
de Meijer s’écrivant sous la forme

—1,n ai,ag,...,a ; .
Gnq T ) ) ) n ?
’ 0 5 b2,...,bq

3.3 Nouvelles formulations de la dérivation

?

3.3.1 Cas général

La formule de la dérivation de fonctions de Meijer (expression 37) semble a priori lourde &
appliquer car le terme de droite est une somme de deux fonctions de Meijer la premiere ayant
un coefficient différent (a} = a; — 1), la seconde identique. Or 'utilisation de la convolution de
Mellin par des Mellin-Dirac astucieusement choisis permet d’alléger I'expression —le terme de
droite étant alors égal a une seule fonction de Meijer—, au prix d’un accroissement d’indice dans
la fonction de Meijer initiale.

Pour cela, considérons I'expression 37 : elle donne au parametre a; un role clé puisque, dans
le cas ap =1, on a :

iém,n 2 a1:1,...,an y OGp4l,---,0p

dx ' pq ( b17---7bm ; bm+1,...,bq (38)
_ Gm,n x —1,...,an—1 3 an+1—1,...,ap—1

- X bi—1,. b —1 3 bpyr—1,...,0,—1

Ce résultat peut s’appliquer a toute fonction de Meijer, moyennant une convolution avec un
Mellin-Dirac.

. . .. —m,n aj,...,a , a e, Q
En effet, soit une fonction de Meijer G, ; (m e )

bla---abm ; bm+1a---7bq
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— En effectuant sur cette fonction une convolution de Mellin avec un Mellin-Dirac sous la

< e =01 1;. . .
forme 11 avec a = 1, c’est a dire G; "1 = M, on obtient une autre expression
e

. .. —m,n+1 1,a1,...,a a ...,a
de cette fonction de Meijer sous la forme Gy oy (| 770 o Sodlrn @)
prla+ b b ;0 1,b b
1y---,0m ; s Om+1,-..,0q

Puisque dans cette derniere expression on a a; = 1, on peut d’appliquer la formule 38, ce

qui donne :

damvn a1y---50np 5 An4ly---50p

o= x

dz p,q( bl,...,bm N bm+1,...,bq

o dém,n—f—l 1,a1,...,an ) Ap41y---,0p

= Az ptig+1 (T X (39)
dz —ptlat ( bla'--abm ) 1,bm+la"'abq

. émm-l—l . -lLai—-1,...,ap—1 ; apt1—1,...,a,—1

- 1 1
ptLat by—1,...,b,, — 1 i 0,01 — 1,000 — 1

— On peut aussi effectuer sur cette fonction une convolution de Mellin avec un Mellin-Dirac

1;0 .
) = —5M, on obtient une autre ex-

< g =L
sous la forme 15 avec ¢ = 1, c’est a dire Gy <x 1.0

. . .. —m—+1,n+1
pression de cette fonction de Meijer sous la forme —G, 15 ;19

Puisque dans cette derniere expression on a a; = 1, on peut d’appliquer la formule 38, ce
qui donne :

d Am,n
EGp,q <x

. d Am+1,n+1
= —aG0piagt2 |7

b17---7bm ; bm+17---7bq

Aiy...,Qnp | an+1,...,ap>

17a17---7an ; Oaan+17"'7ap
1,b15"'abm ; Oabm+la"'abq

_ _am—l—l,n—l—l -la—-1,...;ap, -1 ; —-lapy1—1,...,a,—1
p+2,q+2 0,01 —1,....b;m —1 5 —Lbpir—1,...,0,—1
et apres simplification :
iamvn T a1y,---50p 5 An4ly---50p
dz ~'p,q ( bl,--',bm 5 bm+1,--'abq (40)
_ _am+17n . ai—1,...,a, -1 ; —lyaps1—1,...,ap—1
p+la+l 0,01 —1,...,b; —1 5 by —1,...,0,—1
Notons que ces deux expressions sont strictement équivalentes puisque :
. . . . — —-1;0
— la convolution de I'expression 40 avec le Mellin-Dirac ¢ = —G;:; 1.0 ) permet,
apres simplification, de retrouver I'expression 39.
. . R — 0;—1
— la convolution de I'expression 39 avec le Mellin-Dirac ¢M = —Gé:; (x Of 1 ) permet,
-

apres simplification, de retrouver I'expression 40.

On voit donc que, dans ce contexte des fonctions de Meijer G définies sur IR, la dérivée d’une
. .. —m,n . .. A . . —m,n+1
fonction de Meijer G, est une fonction de Meijer qui s’exprime soit sous la forme G,/ ,41,

. —m+1n
soit sous la forme G,y oy -
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3.3.2 Cas particulier de fonction de Meijer 6;};1" tap=1et by =0

Soit une fonction de Meijer @Zj&n telle que a; = 1. On applique alors la relation 38 :

d Amn a1:1,...,an 5 Ap41,---,0p
az Gp.a (m biy.. sbm i bmar=0,....b, )
_ m,n —1,...,a, —1 i Gpyp1 — 1,000y — 1
= Ghg <x|b1—1,...,bm—1 L1, b1
Cette derniére expression peut se simplifier puisque l'on reconnait un Mellin-Dirac §M =
— —1;.
G(l)ﬁ (x ._’1 . On a finalement :
d Am,n a1:1,...,an N Gp41,---,0p
=G x
dz=p.q ( biy...,bm ; bmH:O,...,bq)
(41)
_ ém,n—l . as—1,...,ap =1 5 apy1—1,...,a0,—1
p=lg—1 bi—1, by —1 5 bygo—1,...,0,—1
3.3.3 Cas particulier de fonction de Meijer 6;};1" tapnr1=1let by =0
_ 1:
En utilisant le Mellin-Dirac 6™ = —Géé <m 1’8 , il est facile de déduire de la précéndete
relation une expression spécifique au cas a1 =1 et by =0 :
iam’n T aAly ..., 0p 5 an+1:17"'7ap
dz ~'p, ( b1:0,...,bm 5 bm+1,...,bq (42)
_ _am,n—l . a1 —1,...,ap—1 5 apyo2—1,...,a,—1
p—1g-1 bo— 1, by —1 5 bpgr—1,...,0p—1

3.3.4 Cas particulier : b1 =0

Si on est dans un cas particulier tel que 'un des coefficients b;,7 € [1;p] soit égal a 0, il

est toujours possible de regrouper les indices de sorte que by = 0, ce qui donne la fonction
de Meijer @ZL[]" g| @@ Gntleee s @) Do) beut alors introduire un Mellin-Dirac
’ 0,b2,...,bm 5 bmgi,.-.,bg
N 1;1 . e
sous la forme 13 avec a = 1, c’est a dire G;é (:c 1f 1 ) = M la fonction de Meijer initiale
I
;. —m+1,n+1 1,a1,...,a, ;o Liany1,...,a
s'écrit alors Gt T 7 [
p+2,q+2 0,1,b,....bm 5 1,bmi1,... by

En appliquant la formule 37, on obtient :

i@mvn T a1y...,0n 5 Ontly---50p
1z g 0,b2s- b 5 basts- .- by

. i§m+1,n+1 . Lai,...,an 5 Liapg1,...,ap
- de~p+la+l 1,0,ba, ... b 5 Lbmy1,.-.,by
. ol -l,a1-1,...;a,—1 5 0O,ap41—1,...,a,—1
N pFlg+l 0,—1,b0 —1,.c.,bm—1 5 O0,byi1 —1,...,04—1
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Cette derniere expression peut se simplifier en utilisant un Mellin-Dirac sous la forme 14 avec

c =0, c’est a dire @;:; (m :1’8 ) = —0M. On a alors le résultat final :

i@mvn T a1y...,0n 5 Ontly---50p
dz=p.a 07b27---7bm ; bm+17"'7bq (43)
ar—1,...,ap,—1 an+1—1,...,ap—1>

p.q O,bg—l,...,bm—l 3 bm+1—1,...,bq—1

—-—m,n
= -G x‘

On voit donc que la dérivée d’une fonction de Meijer a;n(,}n avec by = 0 est une fonction de
. =M ’
Meijer G, avec by = 0.

3.4 Autre formulation de la dérivation : utilisation de la transformée de Mel-
lin

Soit une fonction de Meijer s’exprimant comme transformée inverse de Mellin (relation 2) :

M lépé (:U

Pour en connaitre la dérivée, il suffit d’utiliser la relation fondamentale liant la transformée de
Mellin d’une fonction et la transformée de Mellin de sa dérivée :

MfW](s) = —(s = DHMIf(u)](s—1)

Etant donnée I'expression de la transformée de Mellin des fonctions de Meijer, on a :

iy ) Gpgl, ..., Qp (s) = Al +s) [ T (1 —aj —s)
bi,...sbm 3 bmg1,...,bg H?:mﬂf(l—bj—s) H?ZnJrlI’(aj—Fs)

M ém,n z A1y...,0p ; an+1,...,ap s—1
[pvq bi,... by 5 bmgrs ..., bg ( )
. —m,n ar—1,...,a, =1 ; ap1—1,...,ap—1
- M[Gm (“’” bi—1,.. . bm—1 ; bpyr—1,...,0,—1 (5)
— D’autre part, on peut écrire :
I'(s) —1,0 |
_1 — I S — El )
° I'(s—1) Grle 0o ; .

Ceci conduit aux égalités suivantes :

d Am,n
G (m

A1y---50n 5 Ap4ls---,50p
bla"'>bm ; bm+1a--->bq

__ Amn a1 —1,...,ap—1 5 apy1—1,...,a,—1 ~—=1,0 ;o —1
= ~ G (m bi—1,. . bm—1 ; bpei—1,....bg—1 LASEE E N
__Gmﬂ,n . ay—1,...,a, =1 ; —liap1—1,...,ap—1

- p+la+tl 0,00 — 1, yby —1 5 bpyr—1,...,b,— 1

(44)
On reconnait 'expression 40 précédemment démontrée dans le cadre général de la dérivation
des fonctions de Meijer. En effectuant une convolution de cette derniere expression avec

_1:
0 ) = —6M et apres

un Mellin-Dirac de la forme 14 avec ¢ = 0, c’est a dire @; (x 1.0
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simplifications, on a alors le résultat final :

i—m,n(gﬂ Al,...,QAn an_H,...,ap)
dz =D, b1,..., by bm+1,...,bq (45)
_ am,nJrl <x‘—1,a1—1,...,an—1 i app1—1,...,a, 1 )

pH1g+l bi—1,...bm—1 5 Obpy1 —1,...,0,—1

On reconnait dans cette derniere expression la relation 39 précédemment démontrée dans

le cas général.
— On peut aussi écrire :

 I'2-s)  —on1 -1 ; .
s=L = rasy T _GU(x ; 0)

Ceci conduit aux égalités suivantes :

aiy...,0n ; an+la"'>ap
bl,...,bm 5 bm+1,...,bq

d Am,n
EGpvq (x
sap—1 5 apy1—1,...0,0, =1 ) =01
*Gi |z
bm+1—1,...,bq—1 )

—m,n
= Gpq (:c
pe1—1,...,ap =1 )

o am,n—i—l T —1,(11—1,...,6Ln—1 )
- p+1,q+1 bi—1,...,by, —1 7 0,0y —1,...,0p — 1

al—l,..
bl—l,...,bm—l ;

(46)

On reconnait dans cette derniere expression la relation 39 précédemment démontrée dans
le cas général. On peut aisément en déduire I'expression 40

Une jonglerie algébrique peut aussi se mener a partir de ’expression 39 :

iém’n T aiy...,0n 5 An41y,---50p
dz = p.q bl,...,bm s bm+1,...,bq
—m+1,n ar—1,...,a,—1 i —Lapg —1,..0,a0p— 1
T
b1 —1,...,0 =1

= ~Gprign 0,b; —1,....bp—1 ;

puisque l'on remarque que le premier coefficient“d” est égal a 0. Or nous avons vu que si une
fonction de Meijer avait un coefficient“b” égal a 0, on avait une relation spécifique pour la

dérivation (relation 43) :

d Amn ai,...,0n N an+1,...,ap

dep,q (x\ 0,b25"'abm ; bm+15"'abq )
. _gmn ar—1,...,a, — 1 i 1 — 1,00, — 1
- ek O,bg—l,...,bm—l ) bm+1—1,...,bq—1

Pour permettre une analogie facile avec ’expression 39, on réécrit cette derniére équation sous

la forme :
d§m+1,n . aty..yQn 5 0,ap41,...,0p
Iz 1,q+1 .
de=prlat 0,01,...,0m 5 byjg1,...,0q
ar—1,...,a, =1 3 —liap1—1,...,ap—1
b1 —1,...,04 =1

o _ Gerl,n 2
- ptlg+l 0,b1 —1,...,bp —1
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Sachant que @?ﬁ <x

0770 >:5M,ona:

d§m+17n T aiy...,0n ; Oaan+la"'>ap
dz 1,q+1 .

dz=pthat 07b17---7bm ) bm+17---7bq

d Am,n A1y...,0p N an+1 P 4

— ﬁGnq o ) ) 7b 7 ) ) 7bp

1y--->UYm m+1,---,Yq

On voit sur cet exemple que 'on peut opérer de diverses manieres une dérivation sur une fonction
de Meijer, mais que le résultat est bien évidemment le méme.

3.5 Exemples de dérivation de fonctions de Meijer
3.5.1 Exponentielle décroissante

Nous allons maintenant démontrer, d’'une maniere inédite, que :

—1,0
GO,l (.%'

g —1,0 g .

). On obtient alors la fonction de Meijer suivante :

1 ;1
1,0 ; 1

Dérivons la fonction f(z) en utilisant la relation 37 (c’est le cas “favorable” a; = 1). On a alors :

Pour cela, écrivons :

gL (
1;1
1:1

)

o 1,1
et choisissons 6" = Golo <x

fl@) = Gas (x

d —2,1
1z () = G2,3 <9€

Or la relation 14 permet d’écrire :

—1,1 —1;0
G272 (:C‘ —1:0 ) = —oM

d =10 5. —1,0 5.
e - el )

qui est ’équation différentielle vérifiée par 'exponentielle décroissante (et que I'on aurait retrouvé
directement en appliquant la relation générale 43). CQFD.

On a donc :

. . _ —1,0 g .
Le cas plus général de la fonction z%™" =Gy (2| ~ n’a curieusement pas une forme
’ a;.

aussi simple. On peut obtenir en appliquant directement la relation 39 :

d =10 5. A1 —1;.
@GOJ (x a;. ) = Gi (x a—1;0 )
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Cette derniére expression peut se réécrire comme une fonction hypergéométrique 1 F; (relation
34) :

G (m a__lifo> = ar{'Fi(a+ 150, —2)

On peut aussi appliquer la relation 40, ce qui donne :

d =10 5. —=2,0 . ;=1
—Gyy x| 7 = —Giylx ’
dz Ot a;. 1,2 0,a—1 ; .
Si dans les deux cas, on obtient une unique fonction de Meijer comme dérivée, elle a une
forme plus complexes (3 parametres au lieu de 1 parametre). Le résultat est néanmoins plus
simple puisqu’il fait apparaitre une unique fonction (une fonction de Meijer a toujours une

expression de sa dérivée sous la forme d’une fonction de Meijer) alors que le résultat classique
fait apparailtre une somme :

d _ _ _
—z% T = (ax“ L x“)e r
dx

3.5.2 Exponentielle décroissante “inverse”

a

Nous allons maintenant considérer les fonctions de Meijer du type @(1):(1] <x

1

Considérons d’abord le cas a = 1, et donc la fonction f(z) = @?:é T '

’ ) . Dérivons

cette fonction f(x) en utilisant la relation 37 (c’est le cas “favorable” a; = 1). On a alors :
d —0,1 -1 ; .
_ — G ’ )
dz (z) 1,0 (95 Lo )
1 —o1 15 .
— _ G ) Y
22 10 (m Sy )

1
= — f(z
5 [(@)
1
C’est I’équation différentielle vérifiée par I’exponentielle décroissante inverse e z. On a donc

démontré que :
—=0,1 15 . _1
GLO <x ’ ) = € =z
.

et que, de maniere plus générale :

—0,1 a ; . 1 1
Gl (x ’ ) = 2% le
A
Considérons la dérivée de cette derniére fonction :
d , ¢ _1 d —o0,1 a ;.
— 27 le™r = —Golz ’
dw dz .

—0,2 —l,a—1 ; .

- G2,1 (x’ ’ ' 0 )
—1,1 a—1 ; -1

= _G2,1 <35 0 . )
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3.5.3 Dérivation des fonctions de Bessel modifiées de seconde espere K

Nous avons vu au paragraphe 2.6.4 la relation :

Gois <x . ) = 227 Koy (2V7)
avec K fonction de Bessel modifiée de seconde espece, et que nous appelons dans ce document
fonction K.
En utilisant la relation 39, on obtient :
d —20 . ;. —2,1 -1 ;.
az Goz (”” ab ;. ) = G (x‘ a—1,b—1 :0 )

et en utilisant la relation 40, on obtient :
d —2,0

S —=3,0
aGO,z (95 ab . ) = =G5 <95

3.5.4 Dérivation des fonctions de Fisher

Nous avons défini au paragraphe 2.6.5 la fonction de Fisher (relation 22) :
o (

En utilisant la relation 39, on obtient :
d

—1,1 1-6 5 . =12 -1,6 ; .
@GM(x “ ; ) = G2,2<x‘a_1 : O)

Cette derniere expression peut se réécrire sous forme d’une équation hypergéométrique puisque :
—1,2
G2:2 (x
En utilisant la relation 40, on obtient :
d —11 1-b ; . —2,1
— Gy |z ' = -Gy |z
de M1 a ;o 2,2

3.5.5 Dérivation des fonctions Beta

a

1-b ; . T
: = Ia+b) ———
a ) ( )(1+m)“+”

-1,b6 ; . _ o
a—1 ; 0) = al'(a —b) 2F1 (a+1,a — bya; —x)

Nous avons défini au paragraphe 2.6.6 la fonction Beta par I'expression 23 :

1,0 .50 b 1 b
Glyl <ﬂf a - ) = m ,Ia (1 — ﬂf) x e [0, 1]
En utilisant la relation 39, on obtient :
d —1,0 i b —1,1 -1 ; b—-1
dz L ( o ) = Gy (x 10 )
En utilisant la relation 40, on obtient :
d =10 . b =20 ) o —=1,b—1
@ Gl’l <x a ; . ) - _G2’2 (x O,a—1 ; . )
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3.5.6 Dérivation des fonctions de Whittaker

Nous avons défini au paragraphe 2.6.7 la fonction de Whittaker par ’expression 25 :
e (
En utilisant la relation 39, on obtient :
d —20 .5 oa —2,1
dz Gz (x‘ be ;5 . ) = G <x
En utilisant la relation 40, on obtient :
d —20 . ;oa —3,0 . ;o —La—1
@Gm(lﬂ b,c ; . ) = G| 0,b—1,c—1 ; .

3.5.7 Dérivation des fonctions hypergéométriques : cas 1[I}

b,c ; 3

a bte—1 =z
’ ) = T 2 e 2 W1+b+c_a b—_c(l')
. 2

-1 ;oa—1
b—1,c—1 ; 0

I'(b)—=1,1

Considérons la relation entre les fonctions hypergéométriques 1 F et les fonctions de Meijer.
1Fi(asbyz) = <Gy <—33

On a:
l1—a ; .
I'(a) 0 N )
On dérive cette expression en utilisant la relation 39. On a alors :
d I'(b) =12 —1,—a ; )
alFl(aabax) - _F(Q)G2’3 (—CE‘ -1 ; —b,0 )
On effectue alors une convolution de Mellin avec un Mellin-Dirac sous la forme 12 avec b = 0,

< 4. =10
c’est a dire G73 <x

*)

0;.

), ce qui donne

d oy (b)) A2 —l,—a ; 0
alFl(aﬂb’x) - _F(G)G3’4 (—CE‘ _170 : —b,0>

expression dans laquelle on reconnait un Mellin-Dirac sous la forme 14 avec ¢ = 0, c’est a

dire —G;é (CE :1’8 ) On peut donc simplifier 'expression et obtenir finalement la relation
suivante :

d I'(b) =1, —-a ;.

P 1Fi(a;b;2) = WGLQ <—x‘ 0 . b )

et I'on reconnait dans le terme de droite une fonction hypergéométrique 1 1 On en déduit de
maniere triviale :

d
i 1Fi(a;byx) = % 1Fi(a+ 10+ 1;2)

qui est une des relations fondamentales des fonctions hypergéométriques.
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3.5.8 Dérivation des fonctions hypergéométriques : cas général

Cette démarche peut se généraliser aux fonctions hypergéométriques ,Fy (a1, ..., ap;b1,...,bg; ).
On part de la relation fondamentale :
121 T(b)) = 1—-a 1—a, ;
F(a1,... ap;b1,... byix) = =22 LGP —x Lo L ’
P q( 1 ps V1, q ) ?er(aj) p,q+1 0 ; 1—b1,...,1—bq

que 'on dérive en utilisant la relation 39. On a alors :

d H§:1 L(b;) 1 p+1 (—x

—1,—ay1,...,—a, ; .
F by, b)) = —= = L ) yeeey —Ap
dz? Q(ah ) Ap; 01,4 7q7$) H§:1F(aj) p+1,q+2 1 : b, ... bq,())

On effectue alors une convolution de Mellin avec le Mellin-Dirac 6?;} (x‘ O’O ), ce qui

donne
o atns b = - LT g (a0
dl’p g\41y ..., Up,V1,...,Vq, - ?le‘*(aj) p+2,q+3 —1’0 ; —bl,...,—bq,o

— —1:
expression dans laquelle on reconnait un Mellin-Dirac de la forme : —G;:; <x ‘ B 1f 8 ) . On peut

)

donc simplifier I’expression et obtenir finalement la relation suivante :

d gzlr(bj)—Lp —a1,...,—apy )
aqu((u,...,ap,b1,...,bq,x) = mGanrl —X 0 : —bl,...,—bq

le terme de gauche pouvant s’exprimer sous la forme d’une fonction hypergéométrique ,F;, (on
retrouve en fait Pexpression générale 43).
Finalement, on peut écrire :

q .
d j=14;

aqu(al,...,ap;bl,...,bq;x) = fbijq(al—l—l,...,ap—i-l;bl—i—l,...,bq—i-l;x)
]:

En particulier, on retrouve ’expression connue :

d ab
— o F b: c; = —F 1,0+ 1; 1;
de l(aa ,C,ﬂ?) c 2 1(CL—|— ) + ’C+ ,.’E)

4 Intégration des fonctions de Meijer

4.1 Premieére expression de la primitive d’une fonction de Meijer

La premiére formulation de la dérivation d’une fonction de Meijer est donc (relation 39) :

i@mvn T A1y---50n 5 Apigls-.-,50p
dz = P.q bi,...,bm ; bm+1,...,bq
. Em,nJrl . -lai—-1,...;ap,—1 ; apy1—1,...,a,—1
- 1 1
p+La+ by —1,...,b,, — 1 ; 0,bm+1—1,...,bq—1

que 'on peut réécrire :
iém,n " ar+1,...,ap,+1 ; an+1—|—1,...,ap+1
dz —'p.q bi+1,....bm+1 5 by +1,..,0,+1

—m,n+1
Gpitg+ (x

—1,@1,...,6Ln ; an+41,---,0p
bla---7bm ; Oabm+17"'7bq
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Considérons donc la fonction de Meijer 6;1;1" g| G On s Gndlee 8 ) pay convo-
’ b17---7bm ; bm+17---abq
. : R — -1;0 . L ,
lution de Mellin avec le Mellin-Dirac —G;é <:c ‘ 1f 0 ) , L’expression précédente permet d’écrire :
—m, Al,.--5Qn 5 Gpgly---,0 —m~+1,n+1 -1l,a1,...,an ; 0,ap41,...,0
Gm " X " n P = -G T P
P4 bi,.ovbm 5 by, ... bg p+2,q+2 —1,b1,...,0m 5 0,bpy1,. .., 0
Or il est facile de montrer que :
iém—f—lm . ar+1,...,a,+1 ; Liapy1+1,...,a0p+1
de ~p+1a+l 0,01+ 1,...,b;m+1 5 by +1,...,0,+1

. am+1,n+1 . —lLay,...,an, ; 0,ap41,...,0p
= 2,q+2 .
P+2,q+ —1,[)1,...,bm N O,bm+1,...,bq

On a donc obtenu une relation permettant d’écrire la primitive d’une fonction de Meijer sous
forme d’une fonction de Meijer :

iam-{—l,n . ar+1,...;ap+1 ; liapy1+1,...,a,+1

dz “pt+1l,g+1 0,b1+1,....0p, +1 bm+1+1,...,bq+1 (47)
o AN aly...,0n 3 an_,_l,...,ap
B Gp,q (x bl""abm ; bm+1,"'>bq>

Notons que cette expression est celle obtenue dans un cas particulier de la dérivation des fonctions
de Meijer (équation 42).
On a donc montré que l'intégration était une loi interne pour les fonctions de Meijer G : a

. .. —=mn .. . ~ . ..
une fonction de Meijer GG, ;= correspond une primitive qui est elle-méme une fonction de Meijer
—m—+1n

Gp+1,q+1'

4.2 Seconde expression de la primitive d’une fonction de Meijer

Si on prend comme expression de la dérivation d’une fonction de Meijer la relation 40 :

iém,n<x aly...,0n an+1,...,ap>
dz =p.q bi,...,;bm 5 bmgt,..., b
_ _§m+1,n (x’ ap—1,...,a,—1 —1,an+1—1,...,ap—1>
p+lg+l 0,61 —1,...;bp =1 5 by —1,...,0,—1
Considérons a nouveau la fonction de Meijera;?(}n (:c Zl""’gn ’ Z"“""’Cgp ),Par convo-
1y---50m 3 m+1; -5 0q
lution de Mellin avec le Mellin-Dirac —@é:; <x 87 _i ), on obtient :
;
ngén<x A1y sQp 3 Qpgls---,0p )__Gm;;l,?r;l <x|0,a1,...,an ; —1,an+1,...,ap>
’ bl,...,bm 5 bm+1,...,bq prad O,bl,...,bm 3 —1,bm+1,...,bq

On est donc dans un cas “favorable” (paragraphe 3.3.4, cas “b; = 07). Par une démarche
identique a la précédente on montre que :

iém,n—l—l " l,ai+1,...,a,+1 ; an+1—|—1,...,ap+1

dz T p+1,g+1 by +1,....b;+1 5 0,bpg1+1,...,0,+1 (48)
- m,n A1y...,0p ;o An41y---,0p
Gpq (”” b, by bm+1,...,bq>
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Notons que cette expression est celle obtenue dans un cas particulier de la dérivation des fonctions
de Meijer (équation 41).
On a donc montré que l'intégration était une loi interne pour les fonctions de Meijer G : a

. .. —=m,n .. . ~ . ..
une fonction de Meijer GG, correspond une primitive qui est elle-méme une fonction de Meijer
—m,n+1

Gp+1,q+1'

On montre de maniére évidente que les deux expressions (relation 47 et relation 48) sont
équivalentes.

4.3 Exemples d’intégration de fonctions de Meijer
4.3.1 Intégration de ’exponentielle décroissante

Soit I’exponentielle décroissante f(z) :

flz) = ¢ = Gy (m

0;. )
— A partir de 'expression 47, on peut écrire :

d —20 A | =10 g
T <5”| 0,1 ; . ) = Go <‘T 0;.)

et on reconnait l'expression d’une fonction de Whittaker, puisque (relation 25) :
e <

. ;1 z
01 : . ) = e 2 Wy 1(@)
Notons que, puisque ’on a de maniere évidente :

—2,0 . ;o1 —1,0 | —1,0
G172 (x’ 071 : . ) = GO,I <.7] 1 : . ) = GO,l <x

on retrouve a nouveau la relation fondamentale de ’exponentielle décroissante :

d ~1,0 g —1,0 g
el ) - al) )

— A partir de 'expression 48, on peut écrire :
0;. )

d—11 1 5 . —1,0
@Gl,Q <33 1 0) = Go (33

et on reconnait I’expression d’une fonction hypergéométrique, puisque (relation 33) :

—1,1
G172 <x

Or il est aisé de montrer les égalités suivantes :

—1,1 1 . —2.1
G1,2 <CE 1 0) = G2,3 <CE

et on retrouve le précédent résultat.

O;.)

1 ;.
1. O) = x1F(1; 2; —x)

)

1

;0 . —1,0
1,0 ; 0) N _G071<“"3
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Considérons maintenant la fonction

..
a;.

Deux approches pour en déterminer la primitive peuvent étre effectuées :
— A partir de 'expression 47, on peut écrire :

g

a; .

d —2,0 . | =10
—£G1,2<$| 0,a+1 : . ) = Go (55

On reconnait une fonction de Whittaker (relation 25), ce qui permet d’écrire :

a; . )
— A partir de 'expression 48, on peut écrire :

d =11 1 Do =10 g
@Gm(ﬂ? at+1 0) = G0,1<33 a;.)

On reconnait une expression faisant intervenir une fonction hypergéométrique (relation
33), ce qui permet d’écrire :

g

a;.

d a xz p—
L tetw, @) = GO (

d 1 —=1,0
@ (a——H $a+1 1F1 (a =+ 1, a+ 2, —x)) = G071 <1’

4.3.2 Intégration de ’exponentielle décroissante “inverse”

Soit I'exponentielle décroissante “inverse” f(z) :

— A partir de 'expression 47, on peut écrire :

d =11
_an,l <9U

— A partir de 'expression 48, on peut écrire :

d —02 Do —0,1
aGll <x : 0 ) = GLO (1’

De la méme maniere on montre aisément que :

2,1
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4.3.3 Intégration des fonctions de Bessel modifiées de seconde espéce K

Nous avons vu au paragraphe 2.6.4 la relation :
Gy <:c

avec K fonction de Bessel modifiée de seconde espece, et que nous appelons dans ce document
fonction K.

. ;- atb
a,b . ) = 2z 2 Ka_b(Q\/E)

I

f ' ), on obtient :

a,b )

En appliquant la relation 47 a la fonction 63;8 (x

d —3,0 ) | =20
413 <x| Oa+1,b+1 ; . ) = ~Goo (“”

En appliquant la relation 48, on obtient :

d 2.1 1 Do =20
aGL3<m a+1,b+1 ; O) - G072<x

On a donc les relations :

d —3,0

del’?’ <x‘ 0,a+1,b+1 ;

d =21
1, O3 (x

4.3.4 Intégration des fonctions de Fisher

et

1 ; 0) = 22" K,y (2v/7)

a+1,b+1

Nous avons défini au paragraphe 2.6.5 la fonction de Fisher (relation 22) :
— . a
éﬂ <x 1-0 5 . ) — T(a+b) x

En appliquant la relation 47 a cette fonction de Fisher, on obtient :

d =21 2—-b ;1 A1 1—0;.
Iz 2 <x‘ 0,a+1 ; . ) = ~Cu (x a;. )
En appliquant la relation 48, on obtient :
d —12 1,2—-b6 ; . =11 1—0b;.
aGQvQ (CE a+1 ; 0 ) = G <:c a;. )

On a donc les relations :

d =21 2—b ;1 z®
— 35022 <x‘ | ) — T(a+b) ——

O,CL + 1 ; (1 + I’)a+b
et
d =12 1,2—-b ; . B %
£G2’2 (.7] a+1 : 0 ) = F(a‘i‘b)m

En utilisant la relation 33 dans cette derniere expression, on peut écrire :

F(a+b)d a+1 . . _
ﬁa(l‘ 2F1(ar+b,ar+1,a/+2a_x)) - F(a’+b)

ma

(1 + :C)(H_b
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4.3.5 Intégration des fonctions Beta

Nous avons défini au paragraphe 2.6.6 la fonction Beta par 'expression 23 :
—1,0 .o30b 1 b
Gm(x o ) = mxa(l—x) z € [0,1]
En appliquant la relation 47 a la fonction Gl 1 < )
d —20 . ;o b+ 1,1 _
aGm <35 a+1,0 : _ = _Gl 1
. . . . =10 b
En appliquant la relation 48 a la fonction G’y | z

d—11 1  b+1 1,0
aGQ?Q <$ a+ 1 : 0 ) = lel (,I

On a donc les relations :

d =20
—£G2,2 <33

b

on obtient :

)

on obtient :

a+1,0 ;

N b+1,1 . 1 a . b
. ) = To—a) z* (1—2x)° z€]l0,1]

b—a)
et
d =11 1 ; b+1 B 1 a b
aGZ?(x atl .0 ) = F(b—a)x (1—2)" zel0,1]

4.3.6 Intégration des fonctions hypergéométriques (cas général)

Soit une fonction hypergéométrique ,Fy(ay, ..., ap; b1, ..., by; ) sous sa forme la plus générale :

q .
Hj:lr(b])aLp . l-ay,...;,1—-a, ; .
0 i 1—=0b1,...,1=b4

q+1
§:1F(aj) Pt

pFglar, ... ap;bi, ... by x) =

Appliquons la relation 48. On obtient alors :

d ~Lp+l .
GP+1»‘1+2< o 0 : 2—b1,...,2—bq,0>

__=lp ol l=an, o l=ap .
- Gp7q+1< z 0 ; 1—b1,..-,1_bq>

On voit ainsi tres simplement que la primitive de la fonction hypergéométrique

2—ai,...,2—ap,1 ;

pFo(ar, ... ap;b1,. .., by )
est la fonction hypergéométrique

—pFylar—1,...,ap —1,1;01 — 1,...,b; — 1,0; 2)
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5 Récapitulatifs
Ce pararaphe a donc pour objectif de rappeler les définitions et propriétés essentielles des

fonctions de Meijer. Rappelons qu’elles ne concernent qu’'un certain type de fonctions de Meijer
notées G;?(’In et définies par une intégrale de Barnes dont le parcours est une droite parallele a

I’axe des imaginaires :
biooosbm 5 bmgtsiby ) 20w Jemise Tyt D (L= 05+ 8) [1—y g I (ay — 5)

—m,n
Gpq (x
Cette fonction a pour transformée de Mellin :

M l@;&n (x

5.1 Propriétés essentielles des fonctions de Meijer

z°ds

aly...,0n ;an+1,...,ap> 1 /c+ioo Tzlf(bj—s) ?Zlf(l—aj—i-s)

P RO S P _ Al (b +s) i T(1—a;—s)
bl,...,bm ; bm+1,...,bq H?:m+1r(1—bj—8) H§:n+1r(aj+8)

Modification du nombre des parameétres (égalité “en diagonale”)

—m,n al,...,0n N an_,_l,...,ap o —m,n+1 Aly...,0np,C an+1,...,ap
U %]y by b b, ) = Grttan (7] b 3 b b

1y+-+90m N m+1,---50q 1y+-+-90m N m—+1y -+« q,C

—m,n aty...,Q v Ap4ly...,Q —m-+1,n Aly...,Q ;o Ap4ly...,0p,C
qu T ) s Un 7 n+1, sy Up — Gp+1 Y T ) s Un 7 n+1, s Ups
’ bl,...,bm N bm+1,...,bq ’ b1 ...,bm,C N bm+1,...,bq

Permutation de parameétres (passage de la diagonale a ’antidiagonale)

Soit une fonction de Meijer @]’:{v}" (x Q...

f ) telle que a—b € Z. On a alors :

—m,n P A N b—a —m+17n—1 N P A
G <x| ;...b...)z(_l) G <“’”‘b )

Multiplication par une puissance de la variable x

p.q

r AN
G x
( bl""abm ; berla---abq P

A1y 0n an+17"'7ap >_§m7n<x

ap+7r,...,ap+7 5 Apy1+7T,.,apFT
bi+7r,....bp+71r ; bm+1+T,---,bq+T

Regle fondamentale par convolution de Mellin

. / I . /
am,n 2 A1y.--,Qn 5 Qp4l,-.-,0p }GW,LI’CLI . AYyeey Oy an’Jrl"“’ap/
. , ! ! . /
P bl,...,bm N bm+1,...,bq L 1"“’bm’ 5 m’—l—l""’bq/
/ I . !
_ am:tn/ftn/ . al,...,an,all,...,Cin, 3 CLnJrl,...,CLp,CL/n,_H,...,ap/
pPTp,qTq b17---7bm7 1,...7bm/ ; bm+17"'7bQ7bm/+17"'7bq/
Fonction inverse
émJL 1 Aly...,0n | an_,_l,...,ap :@an T —b1+177—bm+1 N —bm+1+1,...7—bq+1
PO Nz | br,...;bm 5 bmg1,..., b P —a1+1,...,—ap+1 ; —apy1+1,...,—ap,+1




Dérivation

s e s . . m,mn , sz
La dérivée d’une fonction de Meijer G, est donnée, dans le cas général, sous la forme d’une
k)

somme de deux fonctions de Meijer E;g" (expression 37) :

iam,n( Aly...,Qn | an+1,...,ap> _

dz P biso i bm 3 bmgts-. b

ém,n<x ar—2,a0—1,...,a,—1 ; an+1—1,...,ap—1>
P4 bl—l,bg—l,...,bm—l N bm+1—1,...,bq—1

+ (a1 —1) G;?(’In (m

ay—l,aa—1,...,a, =1 ; api1—1,...,ap—1
bl—l,bg—l,...,bm—l 5 bm+1—1,...,bq—1

On peut aussi obtenir deux expressions de la dérivée de la fonction de Meijer @Zf&n :la

o o . . .. —=m,n+1 . .
premiere fait intervenir une fonction de Meijer G,y .1 (expression 39) :

iém,n T at,...,0an y an+1,...,ap
dz = p.e bla"'>bm ; bm+1a--->bq
. Gm,nﬂ . -la—-1,...;ap,—1 ; apy1—1,...,a,—1
= 1,q+1
ptLa+ by —1,...,b,, — 1 i 0,01 — 1,000 — 1

- . . . =me, .
la seconde fait intervenir une fonction de Meijer G;IJquZl (expression 40) :

iém,n o A1y.--,0n 5 An4l,.-.,0p
dz =p.q bi,...,;bm 5 bmgt,..., b
. §m+1,n . ar—1,...,ap,—1 ; —lapy1—1,...,ap—1
= - 1,q+1
p+la+ 0,01 — 1, ybm—1 5 by —1,...,0,—1

Primitive des fonctions de Meijer

o . . . oo =mAl .
La primitive d’une fonction de Meijer G;rfc’]n est une fonction de Meijer G;njuﬁl (relation 47)

. N 1 .
ou une fonction de Meijer G;f{; 41 (relation 48) :

d AmtLn " ar+1,...,a,+1 ; 1,an+1—|—1,...,ap+1
dz ~p+1a+1 0,01 +1,...,b;m+1 5 bpp1+1,...,0,+1
_ AN A1y..-,0n 5 An4l,---,0p
Gpq <”” biy... by bm+1,...,bq>
iém,nﬂ . lLain+1,...,a,+1 5 apt1+1,...,a,+1
de~ptla+l bi+1,..bm+1 5 0bpir+1,...,b,+1
_ —~m,n A1y..-,0n 5 An4l,---,0p
prq <I’ bl,--'abm ) bm+1,'-'>bq>
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5.2 Tableau récapitulatif des fonctions usuelles

Fonction de Meijer

Mellin-Dirac

—0,1 a;.
G |z ’
1,1 sa

c—r;c

—1,1 ce—r
Goylx|
' ce—r

—1,1 c—ric
G5y (x

N———

5M

5M

5M

(-1 M VreZ

(-1 M VreZ
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Fonction de Meijer

Forme usuelle connue

E$<xé §:> ot

—1,0 .

Go1 (x 0 ) x®e "

_ 1 -

SHE RN
HAE.
—2.0 ;. a+tb

G072 <.I a.b X ) 2x72 Ka_b (2\/5)

F(CL"‘b) #

g 2t (1—2)" wel0,1]

1 —b—1 (1 _ x)b*afl

mﬁﬂ xe[l,OO[

—1,1
GLQ <.I

11:8:2 1Fi(l—a;1—c¢; —x)

G;g(x “b s ) MU p (101 by 1 e )
b 5 C
@i; (x ’ c ) 711:((:11:‘3 2 Fi(r+l—a;r+1—c; —x)

L(r+1—a) I'(r+1-b)

Tor1=0) 2oy (r+1—ar+1-0b;r+1—c; —x)

bt+c—1

_z
xr 2 e 2 W1+b+c b—c
2 43
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5.3 Taxonomie des fonctions usuelles

Fonction de Meijer Famille de fonction
_p,O . ;
Gy, <x| k] ) Gamma, K, ...
62:10) <x e+ ’ ' ) Gamma inverse, K inverse, ...
. .
GZ:Z (ac ' ) Fisher, ...
G & ) P e Beta, Whittaker...
P4 EEEI .
agf; <m [ % | a . * . ) Beta inverse, Whittaker inverse...
G (4 exs] s ) Hypergéométrique
P,q 0 o [k ] yperg

Il ne semble pas exister sur IR™ des fonctions de Meijer du type @g:g T P e

?

(rappelons que la convolution inverse de Mellin n’est pas une loi interne pour les fonctions
définies sur IR™ telles que f(z) >0 Vx € RT).
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5.4 Tableau récapitulatifs des dérivées de fonctions usuelles

Dérivées des fonctions usuelles

Fonction
(expression “Meijer”)

Dérivée
(expression “Meijer”)

Dérivée
(forme usuelle)

_e_$

a—1,—x

azxd'Fy (a + 1;a; —x)

a—1 ;

—1,1
—G271 (.%'

(ax 4+ 1) 2972 e
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Dérivées des fonctions usuelles

Fonction
(expression “Meijer”)

Dérivée
(expression “Meijer”)

Dérivée
(forme usuelle)

225" Koy (2(/7) 22571 Koy (2V7) — Kaopy1 (29/7))
2.1 —1 ;.
G173<5” ~1,b—1 ;0)
—=2,0 .
G0’2 (m a,b ;. )
3,0 . ;0
~Cs <x a—1,b—1,-1 ;. )
x? 22! (a—bx)
F(CL + ) (1+x)a+b F(CL + b) (1+x)a+b+1
—2,1 —b ;o —1
—Gay (m 0,a—1 ; . )
—1,1 1-b ; .
G <5'3 a ' )
—1,2 -1,6 ; .
Golo (m a—1 : 0 ) al’'(a — b) oF (a + 1,a — b;a; —x)
gy 2 (1 2)’ zel0,1] oy = (1 ) (a— (a+ b))
2,0 ;o —1,b—1
Ga2 <w 0,a—1; . )
1,0 .o30b
(s 1)
1,1 -1 ; b-1
G2’2 (ac a—1 0 )
1F1(a; b; x)
I'(b) =11 1—a ; . r'(b) 51,1 —-a ;.
I‘éa)) Gi's (—ZU 0 S 1o ) réag Gily <—£U 0 : —b ) 1Fi(a+ 10+ 1;2)
$b+;_1 67% W1+b+c_a b—c
2 ’ 2

38




Tableaux récapitulatifs des primitives des fonctions usuelles

Primitives des fonctions usuelles

Fonction
(expression “Meijer”)

Primitive
(expression “Meijer”)

Primitive
(forme usuelle)

e ” G%é x L. x1F1 (1525 —x)
, 1 ;0
a0 (4] 5 20, ;1 e i
0,1 0; . 1,2 0,1 ; . 0,-3
_ —1,1 1 . at1 . '
x% ™% G12<x a1 O) g ifi(e+ ia+2;—x)
Gl’(l) x| —G?’g x > 1 —22 e T Wy _as ()
0, a; . ' O,a+1 ; . 272
1 0,2 L,2 ;5 .
e =z G2’1 <x : 0 )
1;. 2 1
e ) (] )
— 1 2 .
2% e s Ggf <x ot ’ 0 )
1 ;5 . — 2 1
Ao )| (e et
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Primitives des fonctions usuelles

Fonction
(expression “Meijer”)

Primitive
(expression “Meijer”)

Primitive
(forme usuelle)

a+b

2x72 Kafb (2\/5)

—2.1 1 .
Glﬁ(”” a+1,b4+1 0)

—2,0 . _A3,0 . ;o1
Gozz (x a,b ; . ) G <w O,a+1,64+1 ; . )
a —1,2 1,2—-b ; . D(ath
Fla+0) e G2z (”” a+l ;0 ) et !

—2.1 2—-b ;01
_G2=2<$\0a+1 : )

X 2F) (a+b,a+ 1;a + 2; —x)

1 ;o b+1
a+1 ; 0

—1,0 ) —2.0 ;o L,b+1
G (m a ) _GZ?(”C Oa+l ; . )
bte=1 _ =z 2,1 1 ; a+1
v e Witse g bee Cos (x b+letl : 0 )
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6 Les lois de Meijer

6.1 Fonctions de Meijer et lois de probabilités

Nous avons vu la relation fondamentale 2 exprimant la transformée de Mellin de G :

Mlém,n (m Aly.ooyQp 5 Gpgls---,0p )](): T (b +s) a1 —aj—s)
p,q bi,....bm ; bm+1,...,bq ?:m—l—lr(l_bj_s) H§:n+1r(aj+s)

Réécrivons cette expression pour lui donner la méme allure qu’une fonction caractéristique de
deuxiéme espece (qui donne un réle clé a la valeur s = 1) :

PaT (b + 1) +s—1) [If T ((—ay) +1—5)
[T T((=05) +1—=5) T, 1 T ((aj +1) +s = 1)

Donc, dans la mesure ou la fonction de Meijer s’apparente a une loi de probabilité définie sur
IR* (i.e. qu'elle vérifie v < 0 = G(z) =0 et z > 0 = G(x) > 0), cette transformée de Mellin
peut représenter une fonction caractéristique de deuxiéme espece.

Pour cela, il faut que cette fonction caractéristique de deuxieme espece soit définie en s =1
et égale & 1 (ce qui revient & dire que [;° G(z)dz = 1). Il est alors aisé de construire de une
nouvelle fonction é;’?&" vérifiant cette derniere condition. Pour cela, posons :

(49)

Gm’n z aiy...,0n ;o Angly---,0p
A S R S b
1y---5Um m—+1,--+,Yq
q P .
. o T'(—bj) et I(aj+1) —m,n Aly--5Qp 5 Gpigls---,0p
- m n
TG [, Tay) P Blsee o bm 3 bystse- by

Cette fonction de Meijer modifiée C?;’?&" vérifie donc les conditions requises pour définir une ddp.
Nous l'appelerons dans ce paragraphe ddp de Meijer et sa fonction caractéristique de deuxieme
espece s’écrit :

[T T (=b) I, T (aj + 1) TaT(b+ 1) +s=1) T[] T ((—aj) +1—s)

PTG D) o T () Taa D (b)) T 1= ) [l T (1) + 5 . 1))
50

ba =

On peut vérifier que, pour s = 1 on a bien ¢zls=1 = 1.

La formulation 50 permet de faire le lien avec deux cas particuliers de lois de distributions
utilisées en imagerie cohérente. En effet :
— Considérons la loi Gamma G [u, L]*

1 L (Lm)L_l _Le

— - e u
(L) p \ p

Sa fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

_ s—1 F(L +5— 1)
(bg = K Ls_l F(L)

Prenons un cas particulier de loi Gamma : G’ tel que G’ [L] =G [u = L, L] . On a alors :

I'(L+s—1)

bgr (D)

4Pour ce choix de définition de la loi Gamma, voir I’annexe C.2.15.
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Il est facile, par identification, de voir que cette loi Gamma G’ s’exprime comme une ddp

de Meijer, avec by +1 =L :
. . AL0 . .
L-1 ; ) - GO’1<x L-1 ; )

5.

g1 - ﬁagf; (

— de méme, considérons la loi Gamma Inverse G7 [u, L]

11 (Mp)M“ My
(M) Mu \ = ¢

Sa fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

bor = ul_SF(M+1_S)
g M1=s T (M)

Prenons un cas particulier de loi Gamma Inverse : GZ' tel que GZ' [M]| = GZ [u = M, M] .

On a alors :
s (M +1-5)
Il est facile, par identification, de voir que cette loi Gamma GZ' s’exprime comme une ddp
de Meijer, avec a1 = —M :
1 —0,1 -M y - ~0,1 -M [
gZI [M] = WGI’O <x - ) = GLO (1’ o )

Or, nous savons que les deux lois de base que sont la loi Gamma et la loi Gamma Inverse
servent a la construction des lois usuelles de 'imagerie cohérente par le biais de la convolution de
Mellin (*) ainsi que, dans des cas bien précis®, par le biais de la convolution de Mellin inverse

L.

Par simple identification, il est aisé de montrer que C?;’?&" peut étre définie comme le résultat
de convolutions de Mellin (* ) de lois G et de lois GZ’ (cette convolution correspond au terme
au numérateur dans 'expression 49), ainsi que de convolution inverse de Mellin (+~!) de lois G’
et de lois GZ’ (cette convolution inverse correspond au terme au dénominateur dans 1’expression

49). En posant :

% g bj = Lj—l j e [1,m]
GI': a;j = —M; je[l,n]

;,1 : Q': a; f/]~—1 jE [n—l—l,p]
GgI': b, -M; j€[m+1,q

I’expression 49 devient :
H?:m+1P(Mj+1—$) H§:n+1r(zj—|—8—1)

Dans cette expression, notons que ’aspect “convolution de Mellin” est paramétré par les L; et
les M; et se manifeste au numérateur de 'expression 51, tandis que ’aspect “convolution inverse
de Mellin” est paramétré par les L; et M; et se manifeste au dénominateur de I'expression 51.

Reste donc a traiter le cas général, prenant en compte les lois Gamma G et les lois Gamma
Inverse G7.

5Pour ce choix de définition de la loi Gamma, voir I’annexe C.2.15.
5Des conditions sur les parameétres doivent impérativement étre précisés. Nous rappelons que pour fuidifier la
lecture de ce document, ces conditions ne sont pas systématiquement explicitées.

(51)
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6.2 Les lois de Meijer LM
6.2.1 Cas particulier : lois Gamma et Gamma Inverse
Dans le cas général, la loi Gamma G s’écrit :

1 L

) =

Dans le précédent paragraphe, nous avions utilisé la loi G’, qui est un cas particulier avec y = L :

La\F 1 _1e
)
G'11](x) = o (@) e

(L)

Passer de G’ & G revient a effectuer le changement de variable :

T =

r_ L
7

le jacobien de cette transformation étant LZ.
D’apres les propriétés de la transformée de Mellin, multiplier la variable x par une constante
a revient a multiplier la transformée de Mellin par A\™* [11] :

MfQA2)l(s) = A MIf(2)] (s) (52)

On en déduit par exemple :

L L
M [_ GLo <_x

T p

?

) o Ius—l
T ‘ﬂ(s) = 5 T(L+s-1)

Si 'on cherche a écrire la loi Gamma en utilisant une fonction de Meijer, il suffit alors de
considérer la fonction suivante :

L 1 —10(L . ;o
—— —x
plL) " \p" | L-1 5 .

Sa transformée de Mellin —c’est a dire la fonction caractéristique de deuxiéme espece— s’écrit :
L 1 s (L -1
——’U—F(L—i—s—l) - sﬂw
w (L) L Ls=1T(L)

et on reconnait la fonction caractéristique de deuxieme espece de la loi Gamma. On a donc :
L 1 oL S 1 L (La\*" L
L ) = wn@ = g () e
pT(L) m(u L-1 ; ) T\ u

Bien entendu, cette égalité pouvait aussi se déduire des relations entre fonction de Meijer et
exponentielle décroissante abordées au paragraphe 2.6.2.

De la méme maniere, considérons la loi Gamma inverse

1 1 ]\4‘u M+1 M
= M>0 0
T(M) M ( x) ‘ =0 R

9T [u, M] (z) =

dont la fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

¢z(s) = p* —F&Af[jrl(]_\/_,;)
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Considérons maintenant la fonction de Meijer suivante :

-M

)

Sa transformée de Mellin s’écrit (grace a 'utilisation de la relation 52) :

1 1 4T (M +1-5s)
———— My T (M +1-— = il
Mpron M T+ L=s) = S T G
et on reconnait la fonction caractéristique de deuxieme espece de la loi Gamma Inverse. On a
donc la relation :

1 1 —o1 T
MpT(M) ™M\ Mp

-M

| j) = GT [, M] ()

9

1 1 —o1 T
MpT(M) 20\ My
6.2.2 Cas général des lois de Meijer

On a donc vu sur ces deux exemples qu’il est possible de définir des lois de probabilités clas-
siques en utilisant les fonctions de Meijer. Ces dernieres étant extrémement générales, il est alors
tentant de définir les lois de Meijer sous une forme permettant d’une part une correspondance
facile avec les lois classiques et d’autre part une généralisation aisée de ces lois par convolution
de Mellin et convolution de Mellin inverse.

D’une maniere purement formelle, définissons les lois de Meijer LM par des convolutions
(directe et inverse) de Mellin de lois Gamma et de lois Gamma inverse par la relation suivante :

My,...,M, ; Lni,...,L
m,n ) s n ~n+17 » Hp _
EMud\ | L, Mm+1,...,Mq’“>
Glu, Ly * ... *G[1, Ly,
*GT[1,Mi] % ... *GT[1, M,)] (53)

g [1,Zn+1} o I e [1,@0]
371Gz [1,Mm+1} S e [1,Mq}

< 7 . . N . . .o --~m,n
Il est alors aisé de montrer que ces lois s’expriment a ’aide des fonctions de Meijer G, ;= et
b
vérifient la relation fondamentale suivante :

M1 M, ] E 1y--- [
LT ) y n “n+1, ) Hp —
Moa \*| [, L. M1, ..., M, ’“)

Z:m+1 r LJ') H?:nﬂ F(MJ') ;'71:1 Lj Hgnﬂ MJ'

1
m m n -3 - 54
szlr(Lj) Hj:IF(MJ-) M HZ+1LJ- M ) ) (54)
am,n HZ;LJ' Hgn+1]\~4j£ _M17---7_Mn ) Ln+l—1,...,Lp~—1
P H;LMJ HZiI;LJ'M Ll_laLm_l ; - erl)"‘a_Mq

La notation spécifique choisie permet d’appréhender le role des variables. En effet :
— L est le parametre correspondant a la loi Gamma (convolution),

— M est le parametre correspondant & la loi Gamma Inverse (convolution),

— L est le parameétre correspondant & la loi Gamma, (convolution inverse),

— M est le paramétre correspondant & la loi Gamma Inverse (convolution inverse).

Comme la convolution inverse de Mellin n’est pas une loi interne dans I’ensemble des lois de
probabilités définies sur IR, certaines conditions sur les coefficients L et M sont requises pour
qu’une loi de Meijer £M soit une loi de probabilité définie sur IRT. Celle ci doit en effet vérifier :

Ve<0 LM(z)=0
Ve >0 LM(x)>0
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6.2.3 Propriétés des lois de Meijer

Une propriété essentielle des lois de Meijer est le fait que la convolution de Mellin est une loi
interne. En effet, a partir de la propriété de convolution des fonctions de Meijer (équation 7),
on peut écrire :

T T / / T r
LMm,n x Ml? e 7M77/ 7l-in+17 A 7Lp~ M 7’; EM'”’/L/J;LI ,1,‘ M17 AR 7Mn/ 7L:n/+17 A 7L/pf
s . 9 , 12 / . 9
P Li,...Ly 5 Mpy1,..., M, P oL, My, My

B M;T;,mqf;" <x M, ... ,Mn,]\/_/f{, . ,/M;L, i Logayeo Ly, I WL Ly ,
’ Li,...Lp,LY,... L, i My, ..., My,
(55)
Toujours a partir de I’étude des fonctions de Meijer, on voit que la dérivée et la primitive de
lois de Meijer s’écrivent sous forme de fonctions de Meijer.

6.2.4 Fonction caractéristique de deuxiémes espéce des lois de Meijer

Ml""aMn ; -PnJrl,--‘a D
Li,...Ly, ;5 Mpt,...,M,
ractéristique de deuxiéme espece s’écrit simplement :

Soit une loi de Meijer LM (m

, ,u). Sa fonction ca-

~ s—1 1-s

1 D(Mj+1-s) 1 L T(L) Lo My (M)
H LS 1r H MlSP(M) jl;[H (L”j+s_1) jl,_n[+1r(Mj+1—s)

(56)
j=1 j=1

On peut vérifier que pour s = 1, elle prend la valeur 1, ce qui est une conditions nécessaire
pour une ddp.
6.2.5 Moments et mode des lois de Meijer

Comme la fonction caractéristique de deuxiéme espece (expression 56) est de facto la fonction
génératrice des moments, il est aisé d’en déduire les moments classiques. On a par exemple :

g ~
M;—1
mr = MH 1 H M
j=m+1 J
5 - ~ ~
my = 22 HLJ+1 ﬁ M; ﬁ L ﬁ (M; =V =2) gy
=1 Lj =1 (M] — 1)(MJ — 2) j=nt1 L:+1 j=m-+1 Mj

En particulier, on voit que le moment d’ordre 1 m; est proportionnel au parametre pu.
Le mode d’une loi de Meijer n’a pas, en général, de forme analytique explicite. Cependant, il
se calcule sans probleme puisque la dérivée d’une fonction de Meijer est une fonction de Meijer.

. . . My,...,M, ; Lpi,...,L

SiD loi de Meijer LMTL" e R A 4 ddp est -

11'on a une lo1 de Meijer ./\/(p7q (x Ly... L, . My, ... M, , b |, saddp est propor
Iz Moy | =My, =My 5 Lpjr— 1,0, — 1

tionnelle a la fonction de Meijer G

IT My TLEs
Son mode correspond donc a I'annulation de la dérivée de cette fonction de Meijer, donc, par
utilisation de la formule 39, & la valeur = —si elle existe sur IRT— telle que :

—m,n+1 (Hllj L j Hgn-',-l M x
p+1l,q+1 +
17 M; T L

On pourrait obtenir une autre expression strictement équivalente par utilisation de la formule
40.

Li—2,...Ly, —2 0 0, My —1,...,—M, —1
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6.2.6 log-moments et log-cumulants des lois de Meijer

Si le formalisme des lois de Meijer semble lourd, la caractérisation de ces lois est en fait assez
simple sous 'angle des statistiques de Mellin. En effet, a partir de la fonction caractéristique de
deuxiéme espece (expression 56), on en déduit par dérivation logarithmique les log-moments et
les log-cumulants. On a en particulier les expressions suivantes pour les log-cumulants :

n

= 10g,u+z —log L;) Z — log M;)
i=1 =1
p q B B
= > (L) —logLi) + > (W) — log M)
i=n+1 i:m+1
m n q
Fe o= Y W(1,Li) + > 9 Z (L) — ) (L)
i=1 =1 i=n+1 i=m+1
m n p q
Fe o= > W(r—1,L) +(=1)"Y_UA,M) — > V(r—1,L) —(-1)" > ¥(r—1,M;) (58)
=1 =1 i=n+1 i=m+1

qui s’averent simples et faciles a résoudre numériquement car les fonctions Polygamma ont
d’intéressantes propriétés de monotonicité.

En résumé, on voit donc que si la forme analytique des lois de Meijer requiert 1'utilisation
des fonctions de Meijer dont la définition implicite les rende plutot lourdes a manipuler, les log
moments et les log cumulants ont finalement une expression assez simple et exploitable.

6.2.7 Lois de Meijer et lois de Meijer inverse

Soit une loi de Meijer définie par la relation 54. Connaissant la relation 9 liant fonction de
Meijer et fonction de Meijer inverse, on peut en déduire directement sa loi inverse, donnée par
la relation suivante :

My,....,M, ; Lp4,...,L
Tmn ) ) n ) n+1, D
M L Ly,...L, 3 Mm+1,.. Mq
— j’:m«kl F(IIJ) H?:n«kl F(MJ) H HZI i:j l
H;”zlr(Lj) H?:IF(M) H H M ok ) )
én,m ;L:le HZIII)ij —Ll,...—Lm ; Merl_l"”’Mq_l
&P Hm:ILj Hm+1M'u Ml_la"'aMn_l ; LnJrla-”aLp
On en déduit la relation :
Man N _Z/nJrl..._Z/
E Imﬂ'], bl ) ) ~ b ) ,Z)
My <x Li,...Lm 5 Mpsr,...,0M, " "
Li,...L o Mygr,..., M
_ n,m ) m ) tm+1, » g
B EM(LP (CE My, ..., M, ; Ln+1a---7Lp ’Iu>

On a donc une propriété intéressante : la loi inverse d’une loi de Meijer est une loi de Meijer.
L’opération “loi inverse” est donc interne aux lois de Meijer (cette propriété était déja observée
pour les lois de Fisher et les lois log-normales).

6.3 Lois de Meijer généralisées
6.3.1 Définition des lois généralisées [11]

Soit une variable aléatoire x décrite par sa distribution de probabilité p(u) et soit ¢(s) sa
fonction caractéristique de deuxiéme espece.
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Considérons une nouvelle variable aléatoire y telle que x = y". Soit p,(v) la loi de probabilité
correspondant a cette nouvelle variable, et ¢, (s) sa fonction caractéristique de deuxieme espece.
On a alors la relation fondamentale :

po(v) = no Y p(u") (59)

On a ainsi définit une définition de la loi généralisée p,(v) de la loi initiale p(u), avec u = v".
C’est cette définition qui est prise par exemple pour définir la loi de Weibull a partir de la loi
exponentielle décroissante.

Si 'on connait la fonction caractéristique de deuxieme espece de p(u) : ¢(s), a partir des
propriétés fondamentales de la transformée de Mellin?, on obtient ¢n, la fonction caractéristique

de deuxieéme espece de p,, :
s+n—1
Pn(s) = ¢ (777 ) (60)
Cette relation finalement tres simple permet de déduire une expression simplissime pour les
log-cumulants de y puisque, si pour tout r ’on connait %, les log-cumulants de x, on en déduit
RKrp, les log-camulants de y, par la relation :

= (%) (61)

Une seconde approche nous sera utile dans ce document : étant donnée la variable aléatoire
x, considérons la nouvelle variable aléatoire z telle que z = 2. Soit Py (w) sa ddp et ¢, (s) sa
fonction caractéristique de deuxieme espece. Connaissant 59, on en déduit aisément p,y(w) :

_ 1 =
Py (w) = e " p(w) (62)

et (5,7/ . B
Oy (s) = o(f(s—1)+1) (63)

Bien entendu, en posant ' = %, on retrouve I'expression 62 a partir de 59 et I’expression 63
a partir de 60. Les log-cumulants ont alors pour expression :

'%7",7]’ = 77/7" '%7" (64)

6.3.2 Exemples de lois généralisées

Les effets de ce changement de variable ont été déja étudiés pour des lois comme la loi Gamma
ou la loi de Fisher par un certain nombre d’auteur au siecle dernier. Par exemple, le passage de
la loi Gamma & la loi Gamma généralisée a été proposé par Stacy en 1962[14] : en fait Amoroso
[1] a proposé un résultat identique bien avant (en 1925, voir 'annexe C.2.1). L’expression de la
loi Gamma Généralisée est alors une loi & 3 parametres :

o (" ()
1
T ouT@)\ m ¢

On obtient de méme la loi de Fisher Généralisée, qui est une loi a 4 parametres :

GG i, L,

1 nL—1
1 Ln x
n Ln T(L+ M) <M%M>
1 L+M
uaps D(L) T(M) (1+ (L_)) +

FG [, L, M,n)

Si f(u) admet une transformée de Mellin : ¢(s) = M [f(u)](s) , on a alors M [u®f(u)](s) = ¢(s + a) et
MIF)(s) = 20 (2) 1
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et la loi Beta Généralisée, qui est aussi une loi a 4 parameétres :

n Ln (M Ln x Ln x
BG L, M) = — =5 T — 1— T
popre DIL) (M — L) \ ppa i WERL

Ces deux dernieres lois sont proposées par McDonald [9] (mais il existe des sources plus an-
ciennes).

6.3.3 Définition des lois de Meijer généralisées LMG

A partir de ce concept et de ces exemples, il est alors trivial de définir, a partir des lois de
Meijer LM, les lois de Meijer généralisées LMG . Ces lois font intervenir un nouveau parametre :
7, tel que la nouvelle variable aléatoire y soit liée a la variable initiale x par la relation = = y".
Nous noterons ces lois EMggf&” :

LMGT | x
b ( Ll,...Lm ) Mm+1,...

v My énJrla---aNp ,Iu’n>

Ce sont donc des lois & p + ¢ + 2 parametres.

Par simple application de la relation 59, et apres quelques opérations élémentaires (utilisant
la relation 5), on obtient la forme analytique des lois de Meijer généralisées exprimées a l'aide
des fonctions de Meijer :

My,...,My, 3 Lpi1,...,L
m,n ) ’ n ? ~n+1’ P
LMG, (:ﬂ Li,...Ly 5 Mpyyi,..., M, Ky 77)
~ s m Y l
- n (Jl'zm-HF(Lj) §=n+1F(Mj) (HJ L Ly an-kl = )n
AL ST UV (R e - 7
S £ L B P53 5 Lo b b
Hn Hn+PL Ll_%y---Lm_% ) m+1+1_— M +1

On peut voir sur cette expression que l'opération “loi inverse” est une loi interne pour les
lois de Meijer généralisées (puisque cela revient a changer 7 en %)

6.3.4 Fonction caractéristique de deuxiéme espéce des lois de Meijer généralisées

Par simple application de la relation 60 sur l'expression de la fonction caractéristique de
deuxiéme espece de la loi de Meijer (équation 56), et aprés quelques opérations élémentaires,
on peut écrire la fonction Caracterlsthue de deuxieme espece de la loi de Meijer généralisée

Li,...Ly, 5 Myya,..., M,
L m,n s ) “m+l, e :
MGy <ac My,...,My 5 Lpy1,..., Ly » s 77)

-

s (Lj + 8;1) & ( IT) e LNJ'S;I (L) & M K I'(M))
H = ) ]';'[ 2 ) jl;l-f-l r (.Ej + 5;1) jln_mI+1 T (Mj + %) (65)

j=t L," I'(L M; I'(M; n
En posant s = 1, on peut vérifier que ’on obtient bien la valeur 1, ce qui est une condition
nécessaire pour que ce soit une ddp.

b.
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6.3.5 Propriétés des lois de Meijer généralisées

La fonction caractéristique de deuxiéme espece (relation 65) est aussi la fonction génératrice
des moments : on peut donc obtenir facilement I’expression analytique des moments des lois
de Meijer généralisées. Cependant leur expression analytique peut s’avérer vite assez lourde a
manipuler. Par exemple le premier moment mq s’écrit :

mi = ﬁr<fj+%) ﬁF(Mj_%) ﬁ L7 T(L;) ﬁ 37 T(AT;)

1 1 o 1 y 1
/=1 LY T(Lj) =1 M; " T(My) s=nt1T (Lj + 5) j=m+1 T (Mj - 5)

C’est du coté des statistiques de Mellin qu’il faut trouver toute la puissance des lois de
Meijer. En effet, a partir de cette fonction caractéristique de deuxieme espece, on en déduit par
dérivation logarithmique les log-moments et les log-cumulants. On a en particulier les expressions
suivantes pour les log-cumulants (pour r > 1) :

Ry = (%) DU —1,L) + (1) W(L,M) — > U(r—1,L) — (-1)" Y V(r—1,M)
=1 =1 i=n+1 i=m+1

Cette derniere expression permet de proposer des solutions numériques d’inversion des pa-
rametres assez simples —la monotonicité des fonctions Polygamma étant un élément clé dans
ces algorithmes— et ouvre ainsi la voie a des méthodes d’estimation de parametres tout a fait
réalisables.
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6.4 Tableau récapitulatif des lois usuelles exprimées comme lois de Meijer

6.4.1 Lois a deux parameétres

Lois a deux parametres

Lois

formulation classique

formulation Meijer

loi Gamma

G w, L] (x)

zwﬁf<x

)

1 Lz L—1 ei%
(L n

= I~

)

L—-1 ;

L 1 A0 Lg
ﬁﬁﬂ(%l<7

)

loi Gamma Inverse

Mu\M+1 My —01( , | —M .
GT [, M) (x) s in () ¢ | ddardn G <— )
LMy <w M Uu)
loi de Nakagami
2L—1 7(51)2 —1,0 2
RA” [ 11 2) oty ()" U et wr ()| 4
5 )
loi de Weibull
2\ (z)" —1,0 2\" ;oo
Wi o a (e e @ | ()], )
no -
EW@?G:l_l ',u>
; )
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6.4.2 Lois a trois parametres

Lois a trois parametres

Lois formulation classique formulation Meijer
loi K
,C[:uaL’M] (:U) 2oL M 1 LM 1
= Glu, L] %G [u, M] & TGN “u T(L)I(M)
. M+L_q 1 .
2,0 . . LMz 2 LMzx)\?2 LMz . .
T N G e R TEE L R R CH N
loi K inverse
KZ [, L, M] ()
= GTI[p, L] *GT [, M] ﬁmm inm r(L)lr(M)
LM ;. MEE+1 3 —02( . | =L, —M ;.
) I I e L R { e
loi de Fisher
Fu, L, M| () B
. Lot (#8)" L 1
= Glu, L] %G [p, M] e O T (14 L2y Mu TV
11 M ;. obl -M o
EMM(x L ',u> G11<MM L-1 ; )
loi Beta
B, L, M]
-1 L (M L T(M
= Glp, L] > Glu, M] WW W—F(L))
1,0 ;M Lz \F1 La \M-L-1 10 [ L ;o M—1
(o] M) | )T ()
loi Beta inverse
BZ [u, L, M]
= GT[uw, L] % ' GT[p,M] | M__LO) (" M L(M)
= [, L] * (1, M] LuT(OT(M=L) (%)M Ly T(L)
M
L ; . 0,1 | =L .
EM(H(x o M,M> G11<%| : —M)

loi Gamma généralisée

GG [, L,n]

EMQ%:? <m

=
h
3=
N
hI
8
N—
3
T
—
@
|
7 N
&~
3
8
N—
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6.4.3 Lois a quatre parameétres

Lois & quatre parametres

Lois formulation classique formulation Meijer

loi W
Qw [:U'a L, M, N] =0 [:u> L] M3
- ~—1 LM _ (N LMz\~ 2 LM __T'(N)
*Glp, M] %7 G [, N i roo (95 K rora

2,0 . ;N — LMz —2,0 ) ‘N —1
(x| o Vo) | W () | 2(] e, )
loi U
Qu [:U'a L, M, N] =g [:u> L] S
N N LM T(L+N)T(M+N) (LM 2 LM 1
*G[u, M] > GT [u, N K Hantoray (45°) N TGN

2,1 N . LMg —21 —N .
eaih(e] Ny §om) | g e () O PR
loi Z
QZ[,uaLaM7N] = g[M7L] LN
. a1 LN _T(N) T(L+M) (LNz\ 2 | LN T(N)
*GT [ M) 51 GT [ N] | 55 vy ooy ) (o) My TN

11 M ;. — LNz LNz Al [ ne | =M 5.
Y N €M MW oy rens (452) G (5| 121 i

Dans ce tableau, MW représente la fonction M de Whittaker, qui est défini par

Rappelons qu’il existe une relation directe entre 1 F} et @}; (relation 27), ce qui explique le lien
entre la formulation classique et la formulation “Meijer”.

z 1
MWy, = 2hts e 3 1F1 (5 +u—=A2u+ 1;x)

La fonction de Whittaker se définit d’ailleurs a partir de cette fonction MW :

Les expressions “classiques” sont celles de [11], corrigées de quelques erreurs typographiques.

W)\,M(x) =

I'(—2p)

m MW)MM(x) +
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6.4.4 Lois en amplitude

Dans ce tableau, on se focalise sur les lois que 'on pourrait utiliser en imagerie cohérente
des lors que l'on souhaite traiter les données en amplitude (et non en intensité).

Lois en amplitude

Lois

formulation classique

formulation Meijer

loi de Nakagami

2
T (JIo\2Ll (M T 1.0 Ta)? - ;o
RN, ] (2) 2off () () it Gon () | L2y 1
1,0 -
EMQOJ (x I . s ILL,Q)
loi de Nakagami Inverse
2 1 VIt —(@“)2 2 1 =01 [ (VIz\2 L—% I
RNT [, L] () o (F) e Sy G | () .
LMG) <w " u,2>
loi K en amplitude
Kalp, L, M] (x)
. VI M VIM
= RN [u, L] *RN[1, M] Sl S DTan oD
2,0 g VI M 2\ MHL—1 VIMz 2,0 ( (VIMz)? : ;-
] ) I G R YR | e (G o
loi de Fisher en amplitude
Falp, L, M] (2) -
L z
A T(L+M \/%E
= RN, L] *RNI[1, M] %F((L)F(M)) Vi ( ) N IEN 2 st oran
(+(v#2))
1,1 M oo 1 (Vi 2| —M+1L .
EMng (.%' L 7 . bl ,LL,Q) Gl’l ((\/MM) L— %2 3 .
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6.4.5 Lois généralisées usuelles

Lois généralisées

Lois

formulation classique

formulation Meijer

loi Gamma Généralisée

L ’ . 7#7”)

GG i, L,

EMQ%:? (:U

=

™~

1 n
1 \nL-1 _—( L1z
Lnx e K
"

loi de Fisher généralisée

FG w, L, M,n]

)

M ;.
LMGYy (m‘ I _,u,n)

loi Beta généralisée

BG i, L, M, 7]

)

ﬁ./\/lgi:? <m

.7
L - o

L;l
1
(L) T(M)

(ﬁg)n —M+3
M H L—%

)
1\ .
Lz ’ ’
<(M% “) L—% ;

54




7 Fonctions de répartition des lois de Meijer

7.1 Cas général

Soit p(z) une ddp™. Par définition, cette fonction vérifie deux propriétés fondamentales :

p(z) >0 VreRT

/Ooop(x)dx =1

Il est trés courant qu’étant donné une ddp™ p(x), il existe une fonction g(z) telle que :

Cette fonction s’appelle loi de répartition de la ddp* p(x). Elle est croissante et vérifie les
propriétés suivantes :

lim ¢(x) = 0 (66)

z—0y
manolo g(z) = 1 (67)

dg(x)

= 68
10 = p) (68)

Dans les cas les plus courants, on a aussi :

p(x)‘mzo =0

q(z) est donc une primitive de la ddp™ p(z). Si p(z) s’exprime comme une fonction de
A1y.--,0n 5 An4l,--.,0p
bl,...,bm 3 bm+1,...,bq
ou la relation 48 pour en proposer une primitive gps(z) qui est elle-méme une fonction de Meijer
G. On peut utiliser deux formulations pour cette primitive :

Meijer 6;’?;‘ <x , on peut appliquer indifférement la relation 47

(2) = _@m+1,n . a1 +1,...,a, +1 i Lappr+1,...,a0,+1
WE) = PHLatL 0 by 41 b+ 3 bt + L. byt 1
et
_ =m,n+l Lai+1,...;ap+1 ; app1+1,...,a0,+1
am(r) = Gpiign (m b +1,...,0;m+1 5 O0,bp1+1,...,05+1

C’est donc une simple opération sur les indices et sur les parametres qui permettent d’obtenir
aisément les fonctions de répartition. Le paragraphe suivant donne la forme de ces fonctions
de répartition dans les cas les plus courant de l'imagerie cohérente, ce qui peut permettre de
nouvelles techniques de simulation de chatoiement.
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7.2 Fonctions de répartition des lois usuelles

Lois a deux parametres

Lois

formulation Meijer

fonction de répartition

loi Gamma

G [p, L (x)

zwﬁf<x

L)

L 1 7AL0 ([ Lz . .
EWEGM<7 L—l;.)

1 .
L ; 0

1 _171 Lx
(L) G1,2 <7

loi Gamma Inverse

—0,1 M ;. —0,2 1,-M+1 ; .
G7 [p, M] () %%M) G1o <% L ) —r(l 7 Gai (Miu I )
M ;.
LMy (90 L u)
loi K
1 LM 1
Klp, L, M] (x) ORI T(L)T(M)

2,0 . ;o =20 [ LMz . ; =21 [ LMz 1 )
EMM(x LM .,,u> Goa | =4 L-1,M-1 ) G1,3< m ‘L,M ’0>
loi K inverse

1 1 1
KZ [, L, M] (x) T(OT() Tz T(L)T(M)

0,2 LM ; . —0,2 L,—M ;. —0,3 -L+1,-M+1,1 ;.
LMy (90 Lk 20 | Targ y Gai | oo 0
loi de Fisher
Fu, L, M] () L X

= Glu, L] *GT [p, M] Mpu T(L)T(M) L(L)(M)

1,1 M ;. L e | Mo 12 e | L—M+1;
ﬁMLl(x L .7,U) 1,1 (ﬁ L—1 ; . ) 22(#2 I -0
loi Beta
Blu, L, M]

. oM (M
= Gl iG] | R T

1,0 .oy M =10 [ 1 . ; M -1 1,1 ;s M
ﬁMl,l <.Z' I : o ,U'> Gl,l <Fﬁ I —1 : ) ) 2,2 (Fﬁ ‘ L : 0
loi Beta inverse
BT [, L, M]

. (M (M
= QI [,U,,L] * ! gZ [M7 M] L'{LI‘(—L)) F((L))
P —0,1 -L . —0,2 -L+1,1 ; .
ﬁM(H<95 i M’M) G1,1<%f‘ o —M) Galo %Jf‘ ) —M—|—10>

Le passage aux lois généralisées (incluant donc le parametre n tel que u = v") serait tout

a fait possible, vu ce formalisme unificateur des fonctions de Meijer :

en pratique, pour une

simulation, il est peut étre plus réaliste d’effectuer un tirage dans cette gamme de lois standards
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et d’en prendre ensuite la puissance %

7.3 Exemples de fonction de répartition

14
0.9
0-87 0.8+
0.7
0.6 0.6
0.5
0.4 0.4
0.3
0.2 0.2
0.1
, : . = ] 0 T T r T 1
1 3 a 5 0 1 2 3 4
X X

Fia. 1 — Loi Gamma et sa fonction de répartition. A gauche : loi Gamma avec p = 0.95 et
L =1.2. A droite : loi Gamma avec y = 0.95 et L = 5.

14
0.8
0.7
0.8+
0.6
0.5+ 0.6+
0.4
0.4+
0.3
0.2
0.2+
0.1+
(0] T T T T 1 o
o 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
x x

Fia. 2 — Loi Gamma Inverse et sa fonction de répartition. A gauche : loi Gamma Inverse avec
@ =0.95¢et L =1.2. A droite : loi Gamma Inverse avec yp = 0.95 et L = 5.

o7



1.2 0.0
0.8 1
1.0+ i
0.7
0.8 0.6_-
0.5
0.6 i
0.4
0.4+ 0.3
0.2
0.2 i
0.1
T T T 1 o T T T T 1
(0) 1 2 3 4 5 (0] 1 2 3 4 5
X X
F1G. 3 — Loi K et sa fonction de répartition. A gauche : loi K avec p=0.95, L =1.4et M = 1.8.
A droite : loi K avec 4t =0.95, L =3 et M =3 .
0.9
0.7 A 0.8
0.6 0.7
0.54 0.6 -
0.5
0.4 j
0.4
0.3 4
0.3
0.2 4
0.2
0.1+ 0.1+
(o) T T T T 1 o T T T T 1
(o) 1 2 3 4 5 (o) 1 2 3 4 5

Fi1G. 4 — Loi K7 et sa fonction de répartition. A gauche :
M = 1.8. A droite : loi KZ avec p=0.95, L=3et M =3 .

loi KT avec p = 0.95, L = 1.4 et

0.9 1
0.9+

0.8
0.8

0.7
0.7

0.6
0.6

0.5
0.5+
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1

T T T ! o

o 1 2 3 4 5 o

Fi1G. 5 — Loi de Fisher et sa fonction de répartition. A gauche : loi F avec = 0.95, L = 1.4 et

M = 1.8. A droite : loi F avec p=0.95, L=3et M =3 .
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8 Applications : produits, quotient et moyenne géométrique

Par son formalisme simplificateur, les lois de Meijer permettent d’aborder des problemes
encore ouverts de nos jours. En particulier, nous allons dans ce paragraphe aborder les points
suivants :

— La caractérisation de la loi suivie par un produit de variables aléatoires suivant une loi de
Meijer. Jusqu’a présent, seuls quelques cas particuliers pouvaient étre abordés sous forme
analytique (voir par exemple [12]). Nous verrons que 'on obtient simplement une loi de
Meijer.

— De méme nous verrons que la loi suivie par un rapport de variables aléatoires suivant une
loi de Meijer est aussi une loi de Meijer.

— Enfin, la modélisation des lois observées a la suite d’une opération de moyenne géométrique
peut s’aborder grice aux lois de Meijer. Il sera alors possible de caractériser les lois de
la moyenne géométrique jusqu’a présent —et sauf erreur— non encore identifiées. Ceci ou-
vrira des perpectives nouvelles en imagerie cohérente ol, a présent, seule la moyenne
arithmétique est utilisée pour les données en intensité car la loi Gamma vérifie tres cu-
rieusement le théoreme d’addition, ce qui est rappelé brievement en annexe B.

8.1 Produit de variables aléatoires

8.1.1 Cas général

Soit une variable aléatoire y définie comme le produit de N variables aléatoires x; :

N
Yy = Hﬂcz
i=1

si chaque variable aléatoire z; a comme d.d.p. pg,(u) et comme fonctions caractéristiques de
deuxiéme espece ¢ ;(s) et ¥ i(s), on sait alors que
— la d.d.p. de y, py(u), vérifie :

py(u) = pxl(u) * pm(u) * :pxs(u) X Lk p:BN(u)

avec * désignant la convolution de Mellin.
— la premiére fonction caractéristique de deuxieme espece de p,, ¢, (s), vérifie :

N
oy(s) =[] bwils)
i=1

— la seconde fonction caractéristique de deuxieme espece de p,, ¥y (s), vérifie :

N
Yy(s) = Y tails)
i=1

En regle générale, on sait peu de choses sur la loi du produit : ce n’est que dans certains cas
précis que cette loi porte un nom (comme la loi K ou la loi de Fisher).

Or, si la loi de chaque variable z; s’exprime comme une loi de Meijer LM, la loi suivie par y
est alors une loi de Meijer puisque 'on sait que la convolution de Mellin est une loi interne pour
les lois de Meijer. Cette propriété unique des lois de Meijer va donner un éclairage nouveau aux
“lois produit” (ainsi que dans le cadre de rapport de variables aléatoires et des “lois rapport”
comme nous le verrons dans un prochain paragraphe) des lors que ces variables aléatoires sont
modélisées par une loi de Meijer.
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8.1.2 Produits de variables aléatoires suivant la méme loi de distribution

Si la variable aléatoire y définie comme le produit de NV variables aléatoires x; :

N
y = sz
i=1

ayant la méme d.d.p. py,(u) = pg(u), on a alors :
— la d.d.p. de y, py(u), vérifie :

py(w) = palu) * pe(u) % :pe(u) * ... & pr(u)

— la premiére fonction caractéristique de deuxieme espece de p,, ¢, (s), vérifie :

y(s) = (dul(s)™

Cette expression ne permet pas de déduire simplement les log-moments, hormis les deux
premiers :

ﬁly,l = N my 1
ﬁly,Q = Nﬁlm2 + N(N_l)ﬁli,l
ce qui donne au passage une relation tres simple pour le log-moment normalisé d’ordre 2 :
Mys = N Mgp
— la seconde fonction caractéristique de deuxieme espece de p,, ¥y (s), vérifie :

by(s) = Ntpu(s)

ce qui permet d’obtenir les log-cumulants :

I{y(’l“) = N’%m(r)

8.1.3 Produits de variables aléatoires suivant des lois de Meijer

Dans le cadre des lois de Meijer, on sait donc que la loi produit est une loi de Meijer : sa
forme analytique est directement donnée par la relation 55. On peut ainsi donner directement
des exemples a partir des lois usuelles définies sur IR (voir le paragraphe 6.4 pour les expressions
des lois usuelles sous forme de loi de Meijer et donc de fonctions de Meijer) :

— Cas de deux lois Gamma : produit d’une variable suivant la loi G [u1, L] avec une variable

suivant la loi G [ug, M] :

Lo ,m) *LMB, <x

et on sait que l'on a alors la loi K [p1pua, L, M|
— Cas de deux lois Gamma Inverse : produit d’une variable suivant une loi GZ [u1, L] avec
une variable suivant une loi G7 [ug, M] :

. ;. 2,0 . ;-
Mo .,u2>:£M0,2<x LM _7u1uz>

)

LM ; . )
. y H1p2

M ',u2>=Eng§<w

et on sait que l'on a alors la loi K inverse KZ [, L, M|
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— Produit d’une variable suivant une loi Gamma G [u1, L] avec une variable suivant une loi
Gamma Inverse GZ [ug, M] :
M ;. M ;.
S u2> = LMy} (56 [ muz)

L ’ . ) Ml) ;‘CM?% (:C
et on sait que 'on a alors la loi de Fisher.F [pqug, L, M]

— Produit d’une variable suivant une loi KC [p1, L, M| avec une variable suivant une loi Gamma

g [:U’2’ N] :

EAQf(x

LA@Q(x

. . . 1,0 Cy _ 3,0 . ;o

LM : . ,,U1> * LMy (35 N ;. ,M2> = LMy <~’U L.M,N . ,M1M2>
et on reconnait une loi inusitée (appelée “super-K” dans [11]).

— produit d’une variable suivant une loi Gamma G [p1, L] avec une variable suivant la loi

Beta B [, M, N] :

L f:aﬁu>*£ﬂﬁ€<x

)

. 3 N
o _,m):cM%;S(m

)

. i N

L, M : ) y 1 42
et on reconnait la loi W Qw [p1 po, L, M, N].

— produit d’une variable suivant une loi Gamma G |11, L] avec une variable suivant la loi de

Fisher F [ug, M, N] :

.o j,u1> MM%:%(m

LMY <m

N ;. 2,1 N ;o

Mo .=N2>:£M1,2<x LM _7u1u2>
et on reconnait la loi U Qu [u1 pa, L, M, N]J.

— produit d’une variable suivant une loi Gamma G [u1, L] avec une variable suivant la loi

Beta Inverse BT [pg, M, N] :

. bl . ’M1> ;LM?% <l‘
L ; . '
et on reconnait la loi Z Qz [u1 p2, L, M, NJ.
On pourrait ainsi formellement étudier tous les cas. Cependant trois cas de lois & 4 parametres
présentent un intérét complémentaire des cas étudiés pour 'imagerie cohérente :

— Cas de deux lois K : produit d’une variable suivant une loi K [u1, L1, M;] avec une variable
suivant une loi K [pg, Lo, Ms] :

. ) - A 2,0
Ll’Ml . s /Ll) *£M072 <l‘

= LMy} (x

M

M .
) ;Na)ullu’2

)

LAQf(m

N,m>=ﬁM$<m

LA@Q(m

Ly, My ;. ’“2>

. (69)
Ly, Lo, My, My ;. ,,ulu2>

— Cas de deux lois de Fisher : produit d’une variable suivant une loi F [u1, L1, M;] avec une
variable suivant une loi F [uga, Lo, Ms] :

M, ;. R My ;5 .
LMy (] 8 ) R eMyy (2] TP
Ll P L2 y (70)
2,2 My, My 5 .
= ‘CMQ,Q T Ly, Loy . y M2

Cette derniere expression est & comparer avec le résultat “classique” (formule 74, tirée du
rapport [12]).
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— Cas de deux lois Beta : produit d’une variable suivant une loi B[u1, L1, M1] avec une
variable suivant une loi B [ug, Lo, Ms] :
. ; M2
L2 : o0 2

.oy M R
m};;)(x [ .1,M>*W};g (
71
; My, Mo ) ()

2,0 .
= LM, <~"3 Ly Ly : . y H1H2

Cette derniere expression est a comparer avec le résultat “classique” (voir le rapport [12]).

8.1.4 Produits de deux variables aléatoires suivant la méme loi de distribution

Si les deux variables suivent la méme loi K [u, L, M], 'expression 69 s’écrit alors :

CME (;U

. ;. 9
L,L,M,M ;.’“) (72)

On obtient ainsi la relation donnant ’expression de la loi suivie par un produit deux variables
aléatoires suivant la méme loi K :

. ;. . 2,0 . ;.
L, M “) * LMM(:” L, M ;.’“)

- (S emion) o ((%3

On sait qu’il n’y a pas de forme analytique “classique” pour cette fonction de Meijer.

LA (;U

L-1,L—-1,M-1,M-1 ;. )

Si les deux variables suivent la méme loi de Fisher F [u, L, M|, Uexpression 70 s’écrit alors :

M, M ;.
evt (o 3 )

)

On obtient ainsi la relation donnant I’expression de la loi suivie par un produit deux variables
aléatoires suivant la méme loi de Fisher :

M ;.

L ;. M

M ;. A 1,1
L .. ,,u> *x LM (ac
L 1 2 99 L \? -M,—-M ;.
= (———— ) G| [— ’ o3
(MMF(L)F(M)) 22 <<Mu) lronr-1 ;. )™
Dans le cas de deux lois de Fisher quelconques, il existe une autre formulation de la loi

produit PF. En effet, sans faire appel au formalisme des fonctions de Meijer, on peut montrer
le résultat suivant [12] :

[(Ly + My) T'(Lg + Ms) T'(Ly + M2)I'(M; + L) LyLy

LMY (x

PF =
I(Ly)D(M)L (L)' (Mg) T'(Ly 4 Lo + My + M) My Mo g po
LiLy L1-1 LiLo
- Fi (L My, L Ms: L L M Moy:1 — 74
(M1M2 1 MQm) 2 1( L M1, S 625 5 o S o AL A; My Mo iy pio ) (74)

Si les deux lois de Fisher sont identiques, on obtient alors :

L—1
_ (L + M))? <F(L+M) L >2 12 | o
PF_F(2L+2M) I'(L)T(M) Mu leuzx oy | L+ M,L+ M;2L +2M;1 — ——=z

Il est assez remarquable que les deux expressions 73 et 75 soient identiques. ..
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8.2 Rapport de deux variables aléatoires
8.2.1 Cas général

Soient deux variables aléatoires x; et x2, ayant comme d.d.p. ps, (u) et py,(u). On considere
la variable aléatoire y quotient de ces deux variables aléatoires :
!

y =
x2

On sait alors que la d.d.p. de y : py(u) s’écrit :

py(w) = Py (u) % Pras(u)
avec pr z,(u) la loi inverse de p,,(u). Cela revient donc a traiter le produit suivant :

1
Yy = T1—
Z2
Le probleme est donc identique a celui traité précédemment au sujet des produits de variable
aléatoire.
Comme toute loi de Meijer a un inverse s’exprimant comme une loi de Meijer, il semble
certain que, dans le cadre des “lois rapport”, le formalisme de Meijer apportera la aussi, une
grande souplesse.

8.2.2 Rapport de deux variables aléatoires suivant une loi de Fisher
Considérons deux variables aléatoires suivant une loi de Fisher, soit F [u1, L1, M) et F [ug, Lo, Ms],

c’est a dire les lois de Meijer EMH (x oo /“) et ﬁMH <x‘ 2 L ,u2>.

Ll ;- L2 3
Comme la loi de Fisher inverse d’une loi F [u, L, M] est la loi de Fisher F [u, M, L], la loi du
quotient de ces deux variables s’écrit :

My ;. R M.
RF = LMD (m Lo m) * LM (m 20 Mz)
’ L1 y . ’ L2 N
1,1 My ;. . 11 Ly ; . _
= ‘CMl,l (x Ll Do ) :U’1> *‘CMLl (m M2 Do y Mo 1)
2,2 Lo, My 5 . _
= ‘CMQ,Z (x L17M2 oo y H1lg 1)
B 1 1 —2,2 [ L1 M3 pio . —Lo, —M; co (76)
D(L)D(M;) T(Lo)T(My) 22\ MyLojpy ~ | L — 1, Mo —1 ; .

Dans le cas de deux lois de Fisher, sans faire appel au formalisme des fonctions de Meijer,
on peut aussi montrer le résultat suivant [12] :

I'(Ly 4+ My) T(Ly + My) T(Ly + Lo)I'(My + My) LiMs pio

RF =
D(L )T (M) (M2)T (L) T'(Ly + Lo+ My + Ma) MiLo iy
L1 My pig )Lll ( L1 My iy )
— -z Fi (L My, L Lo L L M My:1l — ———= 77
(M1L2,u1x 241 | Ly + My, Ly + Lo Ly + Lo + My + My; M1L2,U1x (77)

La aussi, il est assez remarquable que les deux expressions 76 et 77 soient identiques. ..
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Si les deux lois sont identiques, on obtient :

D(2L)0(2M) (T(L+ M)\* ;
= Fy(L+M,2L:2L +2M:1 —
RF T'(2L + 2M) <F(L)F(M)) v P (LA M 2L 2L + 2M5 1 = x)
1 292 —L,—M ;o
_ G ; I I 78
(F(L)F(M)) 2,2 (m‘ L-1,M—-1 ; . ) (78)
8.3 Moyenne géométrique de variables aléatoires suivant la méme loi de dis-

tribution

Soit une variable aléatoire z définie comme la moyenne géométrique de IN variables aléatoires

x; identiques :
N \W
i=1

Il est bien connu que la forme analytique de la ddp de z est en général inconnu (hormis le
cas trivial de la loi log-normale). Or le formalisme des statistiques de Mellin permet d’obtenir
directement un formalisme assez simple pour les log-moments. De plus, nous verrons qu’associé
au formalisme des lois de Meijer il est possible d’obtenir assez simplement I’expression analytique
de la ddp de cette variable aléatoire.

Pour cela, considérons d’abord la variable aléatoire 2’/ = [[.; x;. Si la variable aléatoire x
a pour fonction caractéristique de deuxieme espeéce la fonction ¢, (s), la fonction caractéristique
de deuxi¢me espece de 7’ s’écrit :

N

6w(s) = [[6a(s) = (du(s)™

i=1

Ensuite, on peut considérer la variable aléatoire z comme la racine N-eme de x, et on sait alors
que sa fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit alors :

06) = 60 (Fg—) = (o <*>)N

Cette expression ne permet pas de déduire simplement tous les log-moments; cependant
seuls les deux premiers ont une expression assez simple :

ﬁlz,l = ﬁlm,l
8 1 (N-1) _,
Mz = 77 M2 + Ty Maa

ce qui donne au passage une relation tres simple pour le log-moment normalisé d’ordre 2 :

Mz,2 = N ,2
La seconde fonction caractéristique de deuxiéme espeéce de p,, 1,(s), vérifie :
s+ N—1
) = N (SEYD)

ce qui permet d’obtenir les log-cumulants, qui ont tous une expression simple en fonction des
log-cumulants de x :

_ 1\
Ky(r) = <N) Ka(r) (79)
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8.3.1 Exemple de la loi log-normale

On dit que la variable aléatoire x définie sur IR™ suit la loi log-normale £ [i, o] si sa densité
de probabilité p,(u) vérifie ’expression suivante :

1 e(, (logQuU;u)Q) w0 (80)

u =
pe (1) oV 2mu

Les fonctions caractéristiques de deuxiéme espece de la loi log-normale s’écrivent :

d:(v) = e“(s_l)e(‘TQ(S;l)Q)

2
o) = p(s-1) + 022

La variable aléatoire z définie comme la moyenne géométrique de N variables aléatoires
suivant la méme loi log-normale (relation 80) a pour premiére fonction caractéristique :

ouls) = (o (L))

_ (eu( x

eu(s—l)e<<ﬁ)2 (821)2)

On a donc a nouveau une d.d.p. suivant une loi log-normale, qui est £ {,u, ﬁ}

—_
N———
=2
o]
N
q
V)
I
A
oA,
IN—"
[ V]
~

Par analogie avec le cas “classique” (statistique de Fourier), on dira que la loi log-normale
suit le théoreme de multiplication.

Cette propriété peut aussi se constater a partir des log-cumulants puisque I'on a dans ce cas :

Ky(1) = % )
o = (F)

et le fait d’avoir tous les log-cumulants nuls a partir de 'ordre 3 est la propriété des lois log-
normales.

8.3.2 Exemple de la loi Gamma

Soit la loi Gamma G[u, L] :

u\ ! L
Gl = Fgy () ¢

Sa premiere fonction caractéristique de deuxiéme espece s’écrit :
G IN(L+s-1)
¢g(s) = p! Teaivir
Ls—1T(L)
Les log-cumulants de G [u, L] s’expriment selon les relations suivantes (avec ¥ fonction Di-
gamma et ¥(r, L) fonction Polygamma, i.e. la dérivée r-éme de la fonction Digamma) :

Rgry = log(p) + W(L) — log(L)
I?LJC(T) = \IJ(T — 1,L) Vr > 1

(81)
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Si 'on veut connaitre la loi suivie par la moyenne géométrique de variables aléatoires suivant
la méme loi Gamma, il est instructif d’analyser les log-cumulants. En effet, pour la variable
aléatoire y définie comme la moyenne géométrique de N variables aléatoires x; suivant la loi
Gamma G|u, L], en utilisant la relation 79, on en déduit les log-cumulants :

Ryay = log(p) + V(L) — log(L)

Ryo) = T (83)
Ry = et Vr>1

Or, étant donné les propriétés des fonctions Polygamma, on ne peut exhiber une variable M
telle que :

U(r—1,L)
Nr—1
Donc la moyenne géométrique de variables suivant une loi Gamma n’est pas une loi Gamma. Si

la loi Gamma vérifie le théoreme d’addition, elle ne vérifie pas le théoreme de multiplication.

Vr = U(r—1,M)

La fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

T (s+NL—1) N
s—1 N

¢z(3) = K F(L)

On peut alors analyser le premier moment de la loi de la moyenne géométrique :

r (24)

AT

La forme analytique de cette nouvelle variable peut s’obtenir sous forme d’une loi de Meijer.
En effet, on connait la forme analytique de la ddp suivie par le produit de N lois Gamma : c’est
la loi de Meijer suivante :

ﬁNﬁﬁG

. ;- N
LJPWL-.’”>

qui s’exprime comme :

et ()
T oN|\\7 )] T
p (L) I
Grace a la relation 59, on montre alors que la racine N-eme du produit suit alors tout simplement
la loi suivante :

L 1 1\% —n~No [ (LY
N|—==—= NGy <—> 2V
(u(m) °W</¢

et grace a la relation 5, on obtient pour finir la relation suivante :

MGQMLﬂwqg)::ﬁ%é(féﬁ)Nzw'1ag£<(§)NZN

L—1,L—1,... ,L—1;.>

L—1,L—1,... ,L—1;.>

1 1 L
L—+ -4 L% ,.)

qu’il serait bien évidemment possible d’exprimer sous forme d’une loi de Meijer Généralisée.
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Le mode de cette distribution peut s’obtenir de maniére numérique. En effet, en utilisant la
relation 39 donnant la dérivée d’une fonction de Meijer, on en déduit que le mode m,qe vérifie
la relation implicite :

_— L NmN -1 v =0
1,N+1 L mode L_%’L—%, ..... ,L_% ; 0 a

On peut alors calculer les valeurs du mode et du premier moments pour différentes valeurs
de N. Le tableau suivant donne les valeurs dans le cas L =1 (on a alors ¥(1) = —0.577) :

Moyenne géométrique

mi Mmode m;
0.785 1 | 0.298 u | log p — 0.577
0.712 p | 0.387 p | log p — 0.577
0.675 p | 0.432 p | log p — 0.577
0.652 p | 0.458 p | log pu — 0.577
0.637 p | 0.475 p | log p — 0.577

@Cﬂﬂkwl\ﬁz

On vérifie que le premier log-moment est constant, que le premier moment décroit et que le
mode croit (avec myoge < m1). On pourrait conjecturer que leur limite est commune et égale a
pe¥@) (soit, pour L =1, 0.561).

Si l’on souhaite comparer moyenne géométrique et moyenne arithmétique, il faut tout d’abord
remarquer que la loi vérifiée par la moyenne arithmétique de variables suivant une loi Gamma
G [, L] est la loi Gamma G [p, NL] (voir annexe B.4) :

MA g, [IN] = Glu, NL]

Le premier moment, le premier log-moment et le mode de cette loi vérifient les expressions
explicites suivantes :

m; = WU
m; = p+ U(NL) — log(NL)
NL -1
Mmode = NL w

Il est alors aisé d’obtenir les valeurs suivantes pour L =1 :

Moyenne arithmétique

mi Mmode m;

0.500 p | log e —0.270
0.666 u | logp —0.176
0.750 w | log v — 0.130
0.800 u | log e —0.103
0.833 u | log ;v — 0.086

CDO‘!»-BOJ[\DZ

TEETEETE

On démontre analytiquement que le moment d’ordre 1 est toujours égal a u, que le mode converge
vers u et que le log-moment d’ordre 1 converge vers log(u).

Moyenne arithmétique et moyenne géométrique ont donc des comportements tres différents.
En effet, la moyenne arithmétique conserve le moment d’ordre 1 tandis que la moyenne arithmétique
conserve le log-moment d’ordre 1. Ceci a pour conséquence que, pour N tendant vers I'infini,
le mode converge vers le parametre p pour la moyenne arithmétique tandis qu’il converge vers
pe¥™) dans le cas de la moyenne géométrique.
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Pour comparer qualitativement ces deux lois, il est donc nécessaire de modifier le parametre
p pour 'une des deux, faute de quoi elles ne convergerons pas vers le méme Mellin-Dirac pour
N tendant vers I'infini. Puisque les expressions analytiques du premier moment, du mode et du
premier log-moment existent pour la moyenne arithmétique, ce sera donc cette derniére que nous
allons modifier pour tracer les densités de probabilités. Nous choisirons comme loi illustrant la
moyenne arithmétique de N variables la loi G [/, NL] avec p' = p+W(L)—W¥(NL)+log(NL) : de
cette maniere, moyenne géométrique et moyenne arithmétique ont le méme premier log-moment.

1.2
1.6
11 1.4
1.2
0.8 |
l_
0.6 |
0.8
0.4 0.6
0.4
0.2 1
0.2
T T ; ; : 3 0-

0.5 1 1.5 2 2.5 3 0.5 1 1.5 2 2.5

X X

F1G. 6 — A gauche : moyenne géométrique de lois Gamma G [u, L] avec p =1 et L = 1 pour N de
1 a4 5. A droite : moyenne arithmétique de lois Gamma G [¢/, L] avec p/ = p+ (L) — ¥(NL) +
log(NL), pw = 1 et L = 1 pour N de 1 a 5. Pour toutes ces lois, le premier log-moment est
identique. La moyenne arithmétique semble mieux localisée que la moyenne géométrique pour
une valeur de N donnée.

9 Généralisation dans R : les “exp-lois”

9.1 Lois définies sur IR : passage en échelle exponentielle
9.1.1 Définition et propriété

Considérons une variable aléatoire x a densité de probabilité et a valeurs réelles positives.
Soit p,(u) sa d.d.p., définie pour u € IR. Sa fonction caractéristique (au sens classique du terme)
s’écrit :

+oo |
O,.(r) = / e’ p,(u)du. (84)
—00
Effectuons un passage en échelle exponentielle. La nouvelle variable aléatoire y est alors décrite
par sa d.d.p. fy(v) définie pour v € R avec v = e". Cette d.d.p. se déduit de p, par la relation :

filw) = 208

(Y

(85)
Calculons maintenant la fonction caractéristique de deuxieme espece de la variable aléatoire y :

by(s) = /O+Oo vs_lfy(v) dv

_ /+oo e(sfl) logv Pz (10g U) dv
0 v
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+oo
= / =V (u)du  avec u=logv

+oo
= / ety (u)du
—o
On reconnait dans cette relation une transformée de Fourier —et plus précisément la fonction
caractéristique (équation 84)— & condition de prendre s — 1 imaginaire pur. En posant s = 1+ jr,
on en déduit :
¢y(8)’3:1+jr = (b$(r)

On en déduit donc que moments (obtenus par dérivation de la fonction caractéristique “clas-
sique”) et logmoments (obtenus par dérivation de la fonction caractéristique de deuxiéme espece)
auront des expressions analytiques identiques.

9.1.2 Un exemple : la loi lognormale

Ce passage d'une échelle sur IR & une échelle sur IR™ est une transformation classique pour
la loi normale, puisque la loi résultante est connue sous le nom de loi lognormale.
Soit une loi normale N [u, o], définie par sa d.d.p. :
1 _w—p)?

N [p.o] (u) = o

oV 2w

Ses deux premiers moments s’écrivent :

m; = 1%
my = ,u2 + o2
A cette loi définie sur IR correspond par passage en échelle exponentielle (relation 85) la loi
lognormale L [u, o], définie par sa d.d.p. :

1 7(logv7m)2
Lm,o](v) = e( 2072 ) v >0
oV 2t

avec m = log u. Ses deux premiers log-moments s’écrivent :

I
=

my
my = p?+4o?

9.1.3 Les log-lois

En généralisant cette appelation de lognormale, il est donc possible de définir, pour toute
loi définie sur IR, de d.d.p. p,(u), une logloi attachée® , définie sur IRT, de d.d.p. f,(v) par le
changement de variable v = ¢". On a donc (équation 85) :

() = Peloe?)

Connaissant les moments de la variable aléatoire x initiale, on en déduit directement les
logmoments de la variable aléatoire y :

my,l = Mg 1
my2 = Mg,2
Myr = Mg, Vr €N

8(Pest 'usage qui a proposé cette appelation : la loi lognormale en étant ’exemple probablement fondateur
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Soient deux variables aléatoires 1 et xo, dont les d.d.p. sont p(u) et ¢(u). Nous avons vu que
la somme de ces variables tes une variable aléatoire dont la d.d.p. s’exprime comme la convolution

de ces deux d.d.p. : (p*¢q) (u). Considérons les log-lois correspondantes : f(v) = @ et
gv) = @. Calculons leur transformée de Mellin :
. 00 v dv’
(fxg)(v) = /0 f)g (U) o
_ /Wp(logv’) ¢ (log ) dv'
- 0 V! % !
1 fo° v do’
= ;/0 p(logv’) q (log (U)) o
1 [ do’
= - logv') q(1 —logv') —-
v/o p(log v') q(logv — log v') "
1 oo
= - / p(u’) g(logv — ') du/
UV J-co

= Lpxa) (ogv)

On a démontré la relation fondamentale suivante :

(Fro)) = LroloeY) (56)

Cette relation est du plus grand intérét car, pour définir la fonction caractéristique d’une
convolution de lois définies sur IR, i.e. la fonction caractéristique de deuxieéme espece d’une
convolution de Mellin de lois définies sur IR™, il suffit de choisir, entre la convolution et la
convolution de Mellin, celle qui conduit a la formulation analytique la plus simple a résoudre.

9.2 Lois définies sur IR" : passage en échelle logarithmique
9.2.1 Définition et propriétés

Considérons donc une variable aléatoire y a densité de probabilité et a valeurs réelles posi-
tives. Soit f,(v) sa d.d.p., définie pour v € IR*. Sa fonction caractéristique de deuxiéme espece
s’écrit :

+00
by(s) = /0 vsflfy(v)dv.
Effectuons un passage en échelle logarithmique. La nouvelle variable aléatoire x est alors décrite

par sa d.d.p. p;(u) définie pour v € R avec u = logv. Cette d.d.p. se déduit de f, par la
relation :

pa(u) = e fy(e%). (87)

Calculons maintenant la fonction caractéristique de la variable aléatoire x :

+oo |

D,(r) = / e’ py(u)du
+oo |

= / e!"e" f, (") du

+oo
= / I8V E ()dv  avec v = €
0

+oo
= /0 " fy(v)dv
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On reconnait alors dans cette derniere relation la fonction caractéristique de deuxieme espece
de fy(v) en s =1+ jr. D’ot la relation :

P, (r) = ¢y(3)‘s:1+jr

9.2.2 Les exp-lois

Si dans le cas précédent la littérature avait doté explicitement les lois transformées d’un
préfixe (ne serait-ce que dans le cas unique de la loi normale), il n’en n’est rien dans le cadre
de cette transformation. Aussi semble-t-il logique de proposer le préfixe exp pour caractériser de
telles lois.

Pour toute loi définie sur R, de d.d.p. f,(v), correspond une exp-loi, définie sur IR, de d.d.p.
pz(u). On a donc (équation 87) :

pa(u) = e fy(e"). (88)

Connaissant les logmoments de la variable aléatoire y initiale, on en déduit directement les
moments de la variable aléatoire x :

Mmg1 = my,l
Mg2 = My2
My = My, VreIN*

Dong, si I’on connait les log-moments de la loi initiale, on peut se dispenser du calcul des moments
de I'exp-loi corespondante.

Si on considére deux variables aléatoires y; et yo, nous avons vu que le produit de ces
variables est une variable aléatoire dont la d.d.p. est la convolution de Mellin de leur d.d.p. :

Ui = [Treng(L)S

v v

Par un raisonnement identiquer a celui mené au paragraphe 9.1.3, on montre :
(pxq)(u) = e (fxg)(e"). (89)

9.2.3 Exp-lois fondamentale : la loi de Fisher Tipett
Soit une loi Gamma G|u, L]

L'LL Lu

Gt = pe () ek

u appartenant 3 IR™.

En posant w = logu, on en déduit une nouvelle distribution, appelée loi de Fisher Tipett
(du moins dans la communauté de 'imagerie Radar), définie sur IR, dont la d.d.p. F7|[m, L]
s’écrit (a ’aide de la relation 88) :

FTm, Ll(w) = ———e~"WT" e™™¢ 90
L) = 5 (90)
Le parametre m de la loi de Fisher Tipett vérifie m = log i, c’est a dire p = ™.

La fonction caractéristique de cette distribution s’obtient de maniere triviale puisque 1’on

connait la transformée de Mellin (c’est a dire la fonction caractéristique de deuxiéme espece) de

la loi Gamma :
s—1 F(L +5— 1)

pg(s) = p T
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On a donc :

Prr(v) = ¢g(3)‘s=1+jv
_ Jjv F(L —|—]’U)
B Li*T(L)
wom L (L + jv)
= = 1
LD (91)
Cette fonction caractéristique permet alors d’établir les moments (classiques) :
my = m + ¥(L) — logL
mg = m? +2m\IJ(L)—2mln( )4+ W (1,L) 4 (¥ (L)? -2 (L) In (L) + (In (L))
mz = (U (L) = (In(L)* +m®+ U (2,L) +3m>V (L) —3m*In (L) +3m% (1,L) +3m (¥ (L))
n (L)

+3V (1, L)Y (L)—6m¥ (L)In(L)—3¥ (1,L)In(L) —3 (¥ (L))
+3m (In(L))> + 3V (L) (In (L))?
On en déduit les moments centrés :
m; = m + V(L) —logL = logp + V(L) — log L
My = \IJ(LL)
Ms = W(2,L)
Dans cette derniere relation, on reconnait effectivement les expressions des log-moments

centrés de la loi Gamma.
En résumé, on a donc les correspondances :

w < logu
FT[m=logu, Ll(w) < Glu,L](u)
Prr(v) < ¢g(3)‘s=1+jv
9.2.4 Définition (a partir de la loi Gamma Inverse) de la loi de Fisher Tipett
“opposée”
Considérons maintenant la loi Gamma Inverse GZ [, L] :
1 1 L,u L+1 Ly
T, L = = — | — w L>0 0

En effectuant un changement de variable par passage en coordonnées logarithmiques, on
obtient :

L
FTO[m, L)(w) = FL( 7 el m=w) g=Lem™ (92)
Le parametre m de cette loi de Fisher Tipett vérifie m = log i, c’est a dire yp = ™.

Par rapport au cas précédent, tout se passe comme si on avait pris la variable en sens opposé
(w' = —w) ainsi que pour m, ce qui est bien en accord avec I’hypothése de prendre la loi inverse
de la loi Gamma.

La fonction caractéristique de cette loi de Fisher Tipett se déduit facilement de la précédente
(équation 91 puisque inverser le sens de la variable revient a changer le signe de la transformée

de Fourier, ce qui donne (en changeant aussi le signe de m) :
Jjum F(L — ]’U)

Prro(v) = e T T(L)
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En résumé, on a donc les correspondances :

w < logu
FTO[m =logp, Ll(w) < GZI[u,L](u)

Prro() < ¢gz(s)|sm11jo

9.2.5 Convolution de lois de Fisher-Tipett : la loi z de Fisher

On peut se demander quel est la forme analytique de la convolution de deux lois de Fisher
Tipett F7 [m, L] et FT O[m, M]. Le résultat est en fait tres facile a démontrer. En effet, on sait
que la loi de Fisher (loi Beta de seconde espéce) est le résultat d’une convolution de Mellin d’une
loi Gamma et d’une loi Gamma Inverse :

Flu, L,M] = Glu,L] *GT[1, M]

En passant en échelle logarithmique, la convolution de Mellin devient une vraie convolution,
et la loi résultante, qui est en fait une généralisation de la loi z proposé par Fisher dans son
article [7] F, [u, L, M]?, s’écrit, grace & la relation 89 :

L+ M) (#)H
T

F.lm,L,M] = FT[m,L|*FTO[1,M] = w—m\ LM
(1 2577)

avec = e"™.
Grace aux résultats acquis sur la loi de Fisher en statistique de Mellin, on a directement les
moments et les moments centrés de la loi z de Fisher. En particulier :

mi = m + Y(L) — logL — (¥ (M) — log M)
My = W(1,L) + W(1, M)
My = W(2,L) — W(2,M)

Toujours grace a ’acquis sur les lois de Fisher, on a

N}im F.m,L,M] = FT|m,L]
Llim F.m,L,M] = FTO[m,M]

Propriétés du cas particulier F, [m, L, L]
De méme que la loi de Fisher F [u, L, L] est trés proche de la loi lognormale, la loi z de Fisher

F. [m, L, L] est trés proche de la loi normale N [u, o] deés lors que :

m = U
20(1,L) = o

Le troisieme cumulant est nul dans les deux cas. Si le cumulant d’ordre 4 est nul pour la loi
normale, il est négatif et d’autant plus proche de 0 que la valeur de L est grande pour la loi z
de Fisher.

eM17

9 . , . s4 L ~
La loi z proposée par Fisher s’écrit : p(z) (rarren) T

ce qui revient & décrire p(z) par une forme

généralisée de F, [m = 1,n1/2,n2/2]
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La fonction caractéristique de ce cas particulier s’exprime en prenant en s = 1 + jf la
fonction caractéristique de la fonction caractéristique de deuxieme espece de la loi de Fisher, ce
qui donne :

TGN~ i)
(T(L))?

Une propriété triviale de la fonction Gamma permet d’écrire :

Pr.m,rr) =

ce qui permet d’écrire :
ir IPE+ )7
(I(L))?

i T+ 3f)P
(N(L))?

Pr.mrry = (logu)

On peut directement comparer cette expression avec la fonction caractéristique de la loi normale

dans le cas 0 = w N [Ma W(lva)} :

Dy = ™ exp_w]&

Laloi F, [m, L, L] a d’ailleurs une expression analytique plus simple, puisqu’elle peut s’écrire :

(ewfm)Lfl

T
fz [m’ L’ L] (w) = F(L))2 (1 + ewfm)QL

(
1 T(L+3) 1
2y T(L)  (cosh (u5m))*"

Propriétés de la loi z de Fisher

On voit que 'on dispose donc d’une loi & 3 parametres pouvant s’approcher d’une loi normale.
— Le premier parametre, m, positionne la valeur moyenne. C’est en fait le mode de la d.d.p..
C’est effectivement la moyenne dans le cas de la loi F, [m, L, L].
— Le parametre L modifie I’allure de la courbe pour les valeurs de x — m négatives : on peut
rendre la téte de la distribution plus ou moins lourde
— Le parametre M modifie 'allure de la courbe pour les valeurs de x — m positifs : on peut
rendre la queue de la distribution plus ou moins lourde
C’est pour cela que cette loi semble d’une grande utilité deés lors que 'on cherche une loi
proche d’une gaussienne et sur laquelle des parametres séparés permettent d’adapter la téte et
la queue.

9.3 Les lois Meijer-z définies sur R

Il est aisé de généraliser I'analyse des “exp-lois” aux lois de Meijer : on définit ainsi une
nouvelle famille de lois de probabilités définies sur RR que l'on peut baptiser distribution
Meijer-z. Pour cela, considérons une variable aléatoire x décrite par une loi de Meijer p,(u) =

Ml,...,Mn ; Ln+1,...

L
LM (o . e
qu< Li,...Lm 5 Mpsr,...,0M, " "

) définie pour une variable aléatoire = € IR™.
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Soit la variable aléatoire y définie sur IR par : y = logx. Par application de la relation 88,
py(v), la d.d.p. de y, s’écrit :

P0) = pe(e’) = & LMY ( EY S
9. m b m g ooy q

My ?n—f—la--wzp aﬂ)

Sa forme complete, faisant intervenir des fonctions de Meijer, s’obtient directement a partir
de la définition des lois de Meijer (équation 54) :

eV ;I':m+1 F(f’f) ?:n«kl F(MJ') H;nzl Lj Hgnﬂ MJ'

1
L') H" j ;.L:le Hi+1ij 12 ~ R (93)
o Tz HW —My,..., =My Lppi—1,...,L,—1
TR HZTIL W Li—1, L1 i Mg, ..., — My

La fonction caractéristique de cette loi s’exprime directement a partir de la fonction ca-
ractéristique de deuxieme espece des lois de Meijer (relation 56) et a donc pour expression :

ﬁ (Lg + jr) ﬁ L (M, — jr) P L (L) T My T T (My)
k1 L]r D(Lg) oy My"T(My) 2 T (Lk +jT) k=m+1 [ (Mk - jT)

Les moments se déduisent aussi directement des log-moments de la loi de Meijer initiale : les
expressions sont cependant lourdes. En revanche, de la méme maniere, I’expression des cumu-
lants est directement obtenue des expressions des log-cumulants (équation 58), ce qui donne les
relations suivantes tout compte fait assez simples :

m n
k1 = logu + Z —log L;) Z — log M;)
i—1 =1
v T ) )
-y ( 1ogL) 3 (\I/(Mi)—logMi)
i=n-+1 i:m+1
m n q ~
Ky = Y W(L L) + Y U Z U(1,L) — > W(1,M;)
i=1 =1 i=n+1 i=m+1
m n p B q _
Reo o= D W —1LL) + (1)) V(M) — Y V(r—1,L) — (=1)" > W(r—1,M)
=1 =1 i=n+1 i=m+1

Comme pour les lois de Meijer, ces expressions doivent permettre une inversion numérique aisée
des parametres de ces lois.

Comme pour les lois de Meijer, on peut envisager la définition des lois Meijer-z généralisées,
faisant intervenir une puissance 1. Dans ce cas, si I'on considére la nouvelle variable aléatoire
2", on a la nouvelle variable aléatoire y qui s’exprime :

ce qui donne la loi généralisée :

— CAY/ A v\N m,n v\N
Pun®) = pe((@)) = (&) LM ((e) Y e

Ml,"'aMn ; En+1,"'af/p )
- 7
C’est en fait cette expression que vérifie la loi z proposée par Fisher [7] (avec n = 2).
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F1a. 7 — A gauche : loi Gamma G [, L] avec p=1et L =1,2,3,5 et 10. A droite : loi de Fisher
Tipett avec m=0et L =1,2,3,5 et 10.

1.2

0.8
0.6
0.4

0.2

F1a. 8 — A gauche : Loi Gamma Inverse G7 [u, L] avec u =1 et L =1,3,5 et 10. A droite, la loi
de Fisher-Tippet inverse.

ww ww

Fic. 9 — Loi z de Fisher F, [m, L, M]. A gauche : m =1, L =3 et M = 1,2,3,4,5. A droite :
m=1,M=3¢t L=1,2,3,4,5.



ww w

Fi1Gc. 10 — Comparaison de la loi z de Fisher F, [m,L,L] et de la loi normale N [u, o] avec
o = /2V¥(1,L). Cas L =3 a gauche, L =5 a droite.
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A Distribution de Mellin-Dirac

Nous recherchons dans cette annexe comment une distribution de Dirac peut s’exprimer sous
la forme d’une fonction de Meijer.
Par définition [11], on sait que I’élément neutre de la convolution de Mellin est un “Mellin-
Dirac” 6M tel que :
M(u) = d(ur —1)

Sa transformée de Mellin vérifie :

M3 w)] =
de sorte que :
(F%8) (w) = FOw).
Nous nous intéressons dans ce rapport au cas A = 1, noté M, et vérifiant
M[Mw)] = 1
(f56M) () = fw

On recherche donc une expression de 6" sous la forme d’une fonction de Meijer.

A.1 Analyse de l’'intégrale de Barnes

a;a

Considérons la fonction de Meijer G;:; (m be b/
9

) . Par définition, sa transformée de Mellin
s’écrit :

F'b+s)I'(l—a-—s)

ra—-v—s)r'(ad+s)

Cette expression se réduit a I'identité si a’ = b et b/ = a. On a donc :

—1,1
G272 (1’

De la méme maniere, il est aisé de montrer que

ab
b;a

) = M VYaeR VbeR

“ﬂ') — M VaeR

'{b> = M WeR

A.2 Analyse générale

On peut démontrer que ces trois dernieres relations sont uniques. En effet, considérons la
a;a

fonction de Meijer @;:; (m b

). Sa transformée de Mellin s’écrit :

Fb+s)T'(l—a—s)

Fs) r1—-v—s)I'(d+s)

(94)

et 'on suppose que Vs F(s) = 1. En utilisant les propriétés de la fonction Gamma, on a :

F(s) — re+s)'rt—a-s)  (b+s—1)(-a—s) I'(b+s—1) T (~a—s)
VT TA Vs T(@+s) (U —s)(d@ts— )T (V—sT(ad+s_1)
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a,a’,b,b’ doivent donc vérifier la relation :

(bts—1)(-a—s)
(=b —s)(a"+s—1)

=1

qui est une condition nécessaire pour que F(s) soit égal a 1. En développant, on obtient la
relation :

(b+s—1)(—a—s) = (=0 —s)(d+s-1)
—a(b—1) + 1—a—b)s — s>=—-b(a —1) + (1 —ad' —b)s — s>

Si 'on fixe les valeurs de a et b, et puisque le résultat ne doit pas dépendre de s, le systeme
devient :

V-1 = ab-1) = K
a'—i—b/ = a+b = K2

En posant i/ = Ky — a/, on obtient une équation du second degré pour a’ :
a/2 — (K2 + 1)0,/ + (Kl —|—K2)
dont les deux solutions existent toujours et sont :

ab

b;a

. . , —1,1
— a’ = b, ce qui donne V' = a. La fonction recherchée est alors Gy'y (x ) et sa trans-

formation de Mellin (équation 94) s’écrit alors :

Fb+s) I'(l—a-—s)

Fl—a—s)T(b+s) =1

La condition nécessaire est dans ce cas suffisante.

— a' = a+1, ce qui donne & = b—1. La fonction recherchée est alors @; (x

et sa transformation de Mellin (équation 94) s’écrit alors :

F'b+s) ' (l—a-—-s)
r2-v—s)T'(1+a+s)

Pour que cette espression soit égale a 1 pour tout s, il faut :

b=1+a
2—-b=1-a

a ;oa+1

. . 1,1
‘est adire b = a+1. btient al ’
c’est a dire a+1. On obtient alors G5’y (:c a1 a

) qui est un cas particulier

du précédent.
On vient donc de montrer qu'un Mellin-Dirac s’exprime uniquement sous les deux formes de
°

—0,1 a;. —1,0
base : G/ (:U a ) et Gi)y (:c b
ab
b;

), qui peuvent étre ensuite composées par convolution

de Mellin pour donner @; x etceVaeRet VDR .
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A.3 Recherche de —éM

On connait donc les expressions possibles d’un Mellin-Dirac sous forme de fonction de Meijer.
Or il peut étre intéressant de savoir si 'opposé d’un Mellin-Dirac —™ peut aussi se mettre sous
forme de fonction de Meijer autrement qu’en prenant I'opposé des expressions précédentes.

Nous allons montrer qu’il existe deux formes de Mellin-Dirac qui s’avéreront utiles par la
suite :

— Considérons le cas particulier suivant : @é:; (m Z: 1’2 ) Sa transformée de Mellin
s’écrit :
—1,1 c—1jc Fe=1+s) T'(2—c—ys)
G7 ) —
Ml 22 (m c—1lc )] Fl—c—s) T'(c+s)
_ Tle—=1+s) (I-c—s)'(1-c—s)
- I'(l—c—3s) (c+s—1I'(c+s—1)
= -1
On a donc :
—=1,1 c—1;c M
G272 (,I C—l;c) = 1) VecelR
12 R —1,1 ce—1 , .
— Considérons le second cas particulier : Gyly (x o1 ) Sa transformée de Mellin
s’écrit :
—1,1 ce—1 IF'(c+s) T(1—c—s)
G7 Y —
M[ 272<m je—1 )] F'l—(c—1)—s) T'(c—1+s)
B (c+s—1)T(c+s—1) T'(1—c—ys)
(=1 =8 T(=(c=1)—5) T'(c—1+s)
= -1
On a donc :
1,1 cec—1 M
G272 (,I C;C_1> = 1) VeelR

Ces deux expressions peuvent aisément se généraliser. Considérons d’abord le Mellin-Dirac

—1,1 cC—TiC
G272 x

avec r € 7. En utilisant la propriété fondamentale des convolutions de

c—r;c
Mellin de fonctions de Meijer, il est évident que :

—1,1 c—rTcC
G2 2|1 ’
) cC—TricC
—=1,1 c—ric—r+1 . =11
- G2,2 (x \ * G2,2 X

c—ric—r—+1
= (-1 M VreZ

c—r+lic—r+2 3 ;51,1 .
c—r+Lic—r+2 2.2

c—1;c
c—1;c
De la méme maniere on peut montrer que

Gyl (m “C‘T) = (-1) oM

cec—r
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B Moyenne arithmétique
B.1 Somme de variables aléatoires suivant la méme loi de distribution

Si 'on considére une variable aléatoire y définie comme la somme de N variables aléatoires

€Ty .
N
Yy = sz
1=1
si chaque variable aléatoire z; a comme d.d.p. p,,(u) = pg(u) et comme fonctions ca-

ractéristiques ®,(v) et U, (v), on sait alors que
— la d.d.p. de y, py(u), vérifie :
py(u) = Py (u) * p:BQ(u) * pxs(u) Kook pmN(u)

— la premiére fonction caractéristique de p,, ®,(v), vérifie
N
Dy(v) = (P2(v))
Cette expression ne permet pas de déduire simplement les moments, hormis les deux

premiers :
my1 = Nm$71
2
my2 = Nmm,Z + N(N_ 1) My1

ce qui donne au passage une relation tres simple pour le moment centré d’ordre 2, c’est a

dire la variance :
M

2 = N M;»

y7
— la seconde fonction caractéristique de p,, ¥, (v), vérifie :

T,(0) = N, ()

ce qui permet d’obtenir les cumulants :

Fyry = N Ka(p)

B.2 Moyenne arithmétique de variables aléatoires suivant la méme loi de

distribution
Soit une variable aléatoire z définie comme la moyenne arithmétique de N variables aléatoires
€Ty .
N
o 21:1 Xy
N

On peut la considérer comme la somme de N variables aléatoires x; =

N
T

N
Il

i=1

Considérons donc la variable aléatoire ' = . Sa d.d.p. p,s(u) s’écrit :

per(u) = N pz(Nu)
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Calculons la fonction caractéristique ®,/(v) de la variable aléatoire ' = & :

Oy (v) = Flpa](v)

+oo |
= / e’ prr(u)du

On peut alors réutiliser directement les résultats du paragraphe précédent en considérant la
variable z somme des variables aléatoires /.
— la d.d.p. de z, p.(u), vérifie :
pz(u) = Dy (u) * Dz}, (u) * pm’g(u) Kook p:vg\, (u)

1

— la premiere fonction caractéristique de p,, ®,(v), vérifie :

b,(v) = (D) = (‘I’w (%))N

Cette expression ne permet pas de déduire simplement les moments, hormis les deux

premiers :
mz1 = Mg
1 N-1 ,
mZ72 - N m$72 + N le

ce qui donne au passage une relation tres simple pour le moment centré d’ordre 2, c’est a

dire la variance : 1
Mz 2 = z,2
El N El

— la seconde fonction caractéristique de p,, ¥, (v), vérifie :

U,(v) = N, (%)

ce qui permet d’obtenir les cumulants :

1\ (=1
Kz(ry = (N) Ka(r) (95)

B.3 Exemple de la loi normale

On dit que la variable aléatoire x suit la loi normale N [u, o] si sa densité de probabilité
pz(u) vérifie 'expression suivante :

1 _w-w?

e 22 . (96)

u =
po(u) oV 2w

p correspond au mode de la loi (maximum de la d.d.p.) et o2 est la variance.
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Les fonctions caractéristiques de la loi normale s’écrivent :

o202 .
O,(v) = e 2 M
2,2
o ‘
Volv) = ——— +jw

La moyenne arithmétique de N variables aléatoires suivant la loi normale N [u, o] (équation96)
a pour premiere fonction caractéristique :

o - (0 (3))

2,2
feank?) -
= e 2N IV

2
o) ,2
(+)

= e T 2 eI

Par transformée inverse on a lors la d.d.p. suivie par la variable aléatoire z :

avec o/ = \/LN On a donc le résultat bien connu que la somme de N variables aléatoires suivant
une loi normale N [, 0] suit une loi normale de méme moyenne et de variance divisée par N
(c’est a dire d’écart type divisé par vN) : N/ [u, ﬁ}

L’élément essentiel de ce résultat tient dans le fait assez remarquable que la puissance N-eme
d’une gaussienne est elle méme une gaussienne. Donc la fonction caractéristique d’une somme
de loi normale est une puissance de gaussienne, donc une gaussienne.

On peut mener une autre analyse en considérant les cumulants, qui dans le cas de la moyenne
arithmétique vérifient la relation 95. Puisque les cumulants de la loi normale sont nuls a partir
de l'ordre 3, et que cette propriété est spécifique a la loi normale, on en déduit que les cumulants
de la loi moyenne arithmétique de la loi normale sont nuls a partir de 'ordre 3 et que l'on a
donc affaire a une loi normale.

B.4 Exemple de la loi Gamma

Il se trouve que cette curieuse propriété d’invariance de loi existe pour d’autres distributions,
dont la loi Gamma. Dans ce cas, on parle de théoreme d'addition.
Soit une loi Gamma Gu, L] :

GUnLl() = Ty (%)—

Sa fonction caractéristique s’écrit :

L
_ p _ [ Lp \*
Pp(v) = | ——= = |7
1 +i7 L+ w
La moyenne arithmétique de N variables aléatoires suivant cette loi Gamma a pour premiére
fonction caractéristique :



LN
1

1+ ik

LN
_ p
1+ ir%

On reconnait la fonction caractéristique de la loi Gamma G[u, LN]. Donc la loi suivie par la
somme de N variables aléatoires suivant une loi Gamma est aussi une loi Gamma, ce qui donne :

MAgp.r) [N] () = Glp, NL](x) (97)

Cette propriété ne peut s’étendre a une puissance de la variable x. Par exemple, si une
grandeur suit une loi de Nakagami (variable en amplitude : le carré de cette variable, c’est a
dire l'intensité, suit alors une loi Gamma), on sait que la somme de N variables ne suivra pas
une loi de Nakagami.

Comme autre exemples de lois vérifiant le théoréme d’addition on trouve [4] la loi binomiale,
la loi de Poisson, la loi du x? ainsi que la loi Gaussienne Inverse ([8]).
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C Correspondances avec d’autres lois “classiques”

C.1 Prolégomene

Dans un article récent [5], Crooks se propose d’étudier a 1’aide de la distribution d’Amoroso
une ménagerie de lois de probabilités lies a la loi exponentielle. Ce terme illustre bien le probleme
car c¢’est dans un dédale de noms et de variantes qu’il faut évoluer tant le sujet est vaste. Cette
annexe vise donc a montrer qu’'une grande partie de ces lois peuvent s’analyser comme des lois
de Meijer, ce qui permet d’unifier de maniére spectaculaire la taxonomie de cette ménagerie.

Dans cette annexe, on fera appel a trois lois généralisées (introduites en 6.3.2) :
— la loi Gamma Généralisée(au sens des radaristes, section C.2.15) :

o ()" ()
)
T uT@)\ m ¢

GG i, L,

— la loi de Fisher Généralisée (utilisée aussi par les radaristes, section C.2.12)

1 nL-1
1 L z
n Ln I(L+ M) <M%ﬂ>
1 L+M
#ars D) T(M) (14 (£h2)") :

FG lp, L, M, n)
wh
— la loi Beta Généralisée :

nL—1 m M—L-1

1 1 1
BG [, L. M,y — QL??l (M) Llf 1 Lnlf
oy D) DM = L) \ s p M B

En effet, dans ce formalisme spécifique au monde radar, le choix des parametres mene a un
premier moment m; dont 'ordre de grandeur est le parameétre u, et ce indépendamment des
autres parametres. Il est alors aisé de comparer différents choix des autres parametres sans trop
changer cette valeur, qui est par ailleurs souvent du méme ordre de grandeur que le mode de la
distribution.

Nous verrons en premieére lecture qu’une grande partie des lois rencontrées dans la littérature
peuvent étre réécrites sous forme de 'une de ces trois lois, donc sous la forme d’une loi de Meijer
généralisée. Cette derniere propriété sera mise en valeur dans le tableau du paragraphe C.3 qui
généralisera le travail de Crooks aux lois de la famille exponentielle.

C.2 Diverses lois rencontrées dans la littérature
C.2.1 La distribution d’Amoroso

C’est une loi qui, définie sous sa forme & quatre parametres, s’écrit ([8], [1], [5]) :

DAmoroso [Vs 0, a, ] (x) = ﬁ ‘g‘ <m ; y>aﬁl —(z52)?

Dans le cas v = 0, on reconnait ’expression de la loi Gamma généralisée et une simple
identification permet d’écrire :

= N
Il

g
(0%
(67

@l=
>



ce qui donne :

P Amoroso [V =0, Ha aaﬁ] (x) =3¢ [:u = 01%9, L= Q, 1 = B} (CC) = ‘CMg(l):? <CE

f ',a%ﬁ,ﬁ>

9

Dans le cas qui nous intéresse (v = 0), elle porte aussi le nom de distribution de Stacy.

C.2.2 La loi Beta

Définie par :
L (M) Lz \! Lz \M-L-1
BllMI@) = srorprar=p (re) (" 37s)

elle s’exprime simplement sous la forme d’une loi de Meijer :

Blu,L,M)(z) = LM} (m

C.2.3 La loi Beta Inverse
Définie par :

v oran  (E-yt

B MIE) = LD ()
m

elle s’exprime simplement sous la forme d’une loi de Meijer :

L ; .
BT [u, L, M](x) = EM(l]ﬁ(a: o M,,u)

C.2.4 La loi Beta Généralisée

Définie par :

. o L L1 . ™ M—L—1
n Ln I'(M L x vz
BG [, L, M = = 0 1= P
G [, L, M, ] (x) p ST T(M — L) (M%N) ( (M%M))

elle s’exprime simplement sous la forme d’une loi de Meijer généralisée :

.3 M
L - ol

)

BG [u, L, M) (x) = LMGy] (m

C.2.5 La distribution Beta Prime

I'(a+p0) rot
L((a)T((8) (1 4 2)*+7

C’est de manieére évidente une loi de Fisher Généralisée avec :

PBetaPrime [047 ﬁ] (.YJ)

n=1
L=«
M=p
p=2=2

ce qui permet d’écrire :

PBetaPrime [aa/B] (.YJ) = fg [gaaaﬁa 1:| (.YJ) = [’Mg}j (.%'




C.2.6 Loi de Burr

Appeléee parfois distribution de Feller-Pareto, ou distribution de Burr XII, elle s’écrit :

xc—l

wrr |k, el () = ck———
PBurr [k, c] (z) (1+xc)k+1

On reconnait formellement une distribution de Fisher généralisée FG [u, L, M, n] et une simple
identification permet d’écrire :

n=c
L=1
M=k
n=1

On a donc

Phurr [ky ] (2) = FG[L 1.k, (x) = LMG) (m

C.2.7 Distribution Chi

La Loi du Chi est donnée par la relation :

2 x k=1 .2
P oK () = () o
* I‘(%) 202 \ V202

Pour £ = 1, on retrouve la loi semi-normale (c’est a dire la loi gaussienne restreinte aux
valeurs positives de z).
On reconnait dans cette expression une loi de Nakagami avec :

k
L — 2
p= ko
C.2.8 Distribution Chi-2

La Loi du Chi-2 est donnée par la relation :

K@) = (o) e
pr 07 T - k B} e o

On reconnait dans cette expression une loi Gamma avec :

k
L=3
p = ko?

C.2.9 Distribution de Dagum
Elle est décrite par la ddp ppagum :
ap x%~1
ber (14 (3)")"

PDagum [a7 b,p] (1’)
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On reconnait formellement une distribution de Fisher généralisée FG [, L, M,n| et une
simple identification permet d’écrire :

n=a
L=p
M=1
nw==a

d’ou :

PDagum [a,b,0] () = FGb,p,1,7](x) = LMG}]

C.2.10 Distribution d’Erlang

Elle est décrite par la ddp pgriang :

amle”

PEriang [ﬁa m] (55) = BT m; .

qui s’apparente a une loi Gamma. Par identification, on a :

1
m

n
L
I
ce qui donne :

PErlang [Ba m] (1’) = gg [ﬁm7 m, 1] = ﬁMgé:? <.%'

C.2.11 F-distribution

On trouve dans la littérature la F-distribution (la lettre F ayant été choisie par Snedecor en
hommage a Fisher) sous le formalisme :

T (vatre 1 %1 v
PF—distribution [VlaV2] (CC) = ]?\((2/2) <_> Z 2 ! vitvo
2
(1 + Z—;x)

Par identification, il est facile de montrer que c’est une loi de Fisher F [u, L, M] avec :

On a donc :

PF—distribution [V17V2] (.%') = fg [17 Ea 5 1:| - ﬁMgiﬁ <.%'

r2 .

y -
5 . L1
2
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C.2.12 La loi de Fisher
Dans le monde de I'imagerie radar, il est d’usage!'® de donner ce nom a la loi suivante :

Ly (88)7

MuT(L)T(M) (1+AL4—i)L+M

Flp, L, M] (z) =

qui est une variante (typographique) de la F-distribution faisant intervenir un troisieme pa-
rametre u : c¢’est 'introduction de ce parameétre qui permet d’avoir un premier moment et un
mode globalement indépendant des parameétres de forme L et M. On a en effet :

(L -1)M
m = _—
mode L(M—l— 1):”'

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

Flp, L, M](x) = LMGr; (m

C.2.13 La loi de Fisher Généralisée

Dans le monde de I'imagerie radar, il est d’usage de donner ce nom a cette généralisation de
la loi de Fisher :

1 nL—1
1 Ln z
n L T(L+ M) (M%“)
woi (L) T(M NGNS
popgy D) T )<1+<L_1%>)
n

FGu, L, M, =

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

FGu, L, M) (z) = LMGy <:c

C.2.14 La distribution de Fréchet

Elle est donnée par la relation

PFrechet [(X, ﬁ] (-75) = apg” (.%')_a_l eXpi(g)a

Il est aisé de montrer que cette loi est une loi Gamma Inverse généralisée, avec :

M=1
p=_p
n=a

On a donc :

1
PFrechet [O‘,ﬂ] (x) = LMg?:(l) <$

f',ﬂ,a>

10Fisher ayant été probablement un des tout premiers & s’intéresser a la loi suivie par le ratio de deux variables

aléatoires

89



C.2.15 La loi Gamma

Il y a beaucoup de définitions et d’usages de cette loi. Dans ce document, nous avons choisi
un des formalismes classiquement utilisés en imagerie cohérente[11] :

1 L /La\*"1' _ra
G0 = iy () o

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

Glu L (z) = LMGyY (

C.2.16 La loi Gamma Généralisée

Il y a beaucoup de définitions et d’usages de cette loi. Dans ce document, nous avons choisi
un des formalismes classiquement utilisés en imagerie cohérente[11] :

o o ()" ()
GG [, L) (w) = %m)( . ) e

Dans ce document, nous avons choisi un des formalismes classiquement utilisés en imagerie
cohérente[11] :

=

On a bien évidemment :

GG [, L, ] (x)LMG Y <9€

C.2.17 La loi Gamma Inverse

1 1 Mp\ M1 My
GT [, L] () = (BF) e

T(M) My :

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

T

GT [p, M] () = LMGY, (x

C.2.18 Laloi K

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

M+L_ 4

B 2LMMF(L);(M) (5)

K [p, L, M] ()

o (1)) - v

C.2.19 La loi K Inverse

Comme nous ’avons vu précédemment, on a :

ML g

9 1 LMpy >
ICZ[M,L,M](x):LMMF(L)F(M)( T )

1
Kuor [2 (LM,u)Q
x
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C.2.20 La distribution de Kumaraswany
Elle vérifie la relation :

PKumaraswany [Oc, ﬁ] (1’) = (XB xa—l (1 - xa)ﬁ—l

Par identification, il est facile de montrer que c’est une loi Beta Généralisée BG [u, L, M]
avec :

L=1
M=p+1
1
= (k)
n=«

On a donc :

1 \=
PKumaraswany [Oé,ﬁ] (.YJ) =BG 176 + 1, (—) 7Oé‘| = [’Mgi:? <1’

)

C.2.21 La distribution de Lévy

Sous sa forme “Standard”, elle est donnée par la relation :

Ve 1 .

—€ 2z

Prewld (@) = “Z—

On reconnait aisément une loi Gamma Inverse avec M = % et up=-c.

C.2.22 La distribution Log-Logistique

Elle sera étudiée comme un cas particulier de la distribution de Singh Maddala au paragrapheC.2.28.

C.2.23 La distribution de Maxwell

Elle vérifie la relation :

V2 22

— 2 —
PMazwell [U] (1’) = WEZ’ e 202

On reconnait l'expression de la loi Gamma généralisée et une simple identification permet
d’écrire :

T =S
(I
Swlw 2
w

)

ce qui donne :

(][9]

Prtaswe 0] ) = 96 |n= V3o, L=5n=2| () = LMY (m

f o \/§U,2>

C.2.24 La loi de Nakagami
Définie par :

RN [p, L] (x)

— 2
2 VI (VIe\"T (o)
—— e
pI(L) \ p

elle s’exprime simplement sous la forme d’une loi de Meijer généralisée :

L - ,M72>
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C.2.25 La loi de Nakagami Inverse

Définie par :

201 7.\ 2
RNT[u, L] (z) = 2—1 <*/Z“> e’(c)

T oVIrm) \ @

elle s’exprime simplement sous la forme d’une loi de Meijer généralisée :
L ;.
s 2)

La distribution de Pareto-2 vérifie la relation :

ﬁMQBﬁ (x

C.2.26 La distribution de Pareto-2

q bl

PPareto—2 [b7 Q] (1’) = m

Par identification, il est facile de montrer que c’est une loi de Fisher F [u, L, M| avec :

L=1
M=q
p=">

On a donc :

PPareto—2 [b7 Q] (-7;) = fg [17Q7b7 1] = ﬁMg%% (1’

C.2.27 La distribution de Rayleigh

La distribution de Rayleigh est donnée par la relation :

1 =2
PRayleigh [U] (1') = —re 202

o
C’est un cas particulier de la loi de Nakagami :
PRayleigh [U] (1') = RN [,U, = \/50’, L= 1} (.7;)

ce qui donne :

PRayleigh [U] (x) = ‘CMgé:(l) (m

C.2.28 La distribution de Singh Maddala
Elle est définie par :

aq x
PSingh [aa q, b] (.YJ) = T Navg+1
b+ ()Y
Par identification, il est facile de montrer que c¢’est une loi de Fisher Généralisée FG [u, L, M, 1]
avec :

L:
M=q
p=-4
q(l
n=a



On a donc :

b
Psingh a,q,0] (z) = FG [Lq,—l,a] = LMGy] (sc
qa

Un cas particulier de la distribution de Singh Maddala est la distribution Log-Logistique :

1
PLogLogistique [%U] (x) = W = DSingh [’y,q =1,0= U] (z)
On a donc :
1 ;.
PLogLogistique [7,0] (x) = FG [L 1,0, 7] = LMQ%:% (m 1 y O a'Y)
C.2.29 La distribution “Student-t”
Elle est définie par :
v+1
r(4)
DPStudent—t [V] (.%') = o1

Par identification, il est facile de montrer que c’est une loi de Fisher Généralisée FG [, L, M, 7]
avec :

_ 1
L_%
MZE
p=1
n=2

On a donc :

1
psinan l0.0. (0) = FG[3.5.1.2] = Lamgh] (w

ISIEESIN
—
[\V]
\_/

C.2.30 La loi de Weibull

Elle est donnée par l'expression [11] :
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C.3 Tableau récapitulatif des lois usuelles définies sur IR" et exprimées comme
lois de Meijer

[,Mgéé (SE M ]vaﬂy 17)
I L|M|L|M n
Amoroso
Pamoroso 10,0, 8 (&) | LMGES | aF0 | o | - | - | - | B
Beta
Blu, L, M] (z) LMGY | p | L] -] - |M| 1
Beta Inverse
BT [, L, M] (z) LMY | o | - | LM - 1
Beta Généralisée
BG [p, L, M, n) () LMGY | pw | L| - |- |M| ¢
Beta Prime
PBetaPrime |, (] () EMQH Btalp)| -] - 1
Burr
pBurr [k, ] (2) LMG | 1 |1 k|- - ¢
Chi
px o k] (2) LMGY | VEo | B - | - | - | 2
Chi-2
px2 [0, k] (z) LMGY | ko | | - | - | - | 1
Dagum
PDagum [CL, b,p] (55) EMQH b p 1 - - a
Erlang
PErlang [67 m] (1’) [,Mg(l):? Om | m - - - 1
F-distribution
PF—distribution [V1, V2] () EMQH 1|82 - |- 1
Fisher
F [p, L, M] (x) LMGYL | p | L M| - | -] 1
Fisher Généralisée
FGu, L, M,n] (z) LMGyy | w | L M| - | - n
Fréchet
PFrechet [047 ﬁ] (LL') [ng(l):(l] ﬁ - 1 - - (0%
Gamma,
G [p, L) (z) LMGY | p L - -] -] 1
Gamma, Généralisée
GG [, L,n) (z) MG | o [ L - -] -] 7
Gamma Inverse
GT [, L] () LMGY | | - | M| - | - 1
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1,1 M
E./\/IQZ2 <x I :
Loi K . L M
Klu, L, M] (x) LMGYY
) ) g ’
Kumaraswany = : LA -
PKumaraswany | ﬁ x L 10 1 é
T y la, O] (z) Mgm (m) 1 g4+1
PLevy [C] (1') E./\/lg% C 3
Log-Logistique ’ - 2
PLogLogistique ['Ya U] (-T) LM L1
Maxwell ng Z . !
PMazwell [U] (1’) [/MQLO 3
Nakagami - Vi 2 -
RN |, L
[, L) () LMGYY | n L -
Nakagami Inverse
RNT [, L) (z) LMGY
) Gy
Pareto-2 - £ - k
PPareto—2 [b, Q] (LL') [/Mgl’l
Rayleigh = b 1 !
PRayleigh [U] (-T) E./\/lgl’o
Singh Maddala ol Voo 1 -
p n v 4 1’1
Singh [, ¢, ] (2) EMgl,l % 1 q
Student-t =
PStudent—t [V] (-T) LM 11 L v
Loi U gl’l : 2 2
Qu p, L, M,N 21
Loi [W 2 sk p_ LML A
Qw [u, L, M, N LMTS
Weibull - L
W [, ] () LMGY
Loi Z o1 - . -
Q b L’ M 171
AL , N (2) LMy H L M
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