ACCQ202 23 Septembre 2016

Cours 2
Enseignant: A. Tchamkerten Crédit L. Groléaz and J. Paruvillers

Refs: Cover and Thomas Chapitres 2, 5.6-5.8, 2.5, 3, 7.6

1 Entropie et questionnement optimal

Exemple 1. X €¢ X

But : Identifier X avec le moins de questions possibles.

Questions autorisées : X € AC X ¢

ldée : Le questionnement équivaut a un code.

Ainsi le nombre moyen de questions est supérieur ou égal a H(X).

Une stratégie de questionnement optimal correspond donc a un code de Huff-
man.

2 Entropie et information mutuelle: propriétés

Definition 1.

H(X) ==Y p(x)logp(z)

TeX

1
= Ex(log

p(X))

Exemple 2.
X e€{0,1}

awecp(X =0)=p=1—p(X =1)
H(X) = —plogp — (1 — p)log(1 —p)
que l'on note Hy(p).

Theorem 2.
0 < H(X) <log(|X])
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Preuve du théoreme

Vxeé\f()gp() 1
=Vre X 0< —log(p(z))
= — Zp Jlog(p(x)) >0

zeX

Pour l'autre inégalité : On note Vo € X u(x) = &
alors

= ool os ")
= —D(PHU) + log(X)

or D(P||U) est positif. D’ott le résultat.
Avec égalité si et seulement si P est uniforme, i.e. D(P||U) = 0.

Definition 3 (Entropie conjointe). On suppose (X,Y) ~ Pxy

H(X,Y)==> plz,y)logp(,y)

T,y

1
= FExy(log ———
X’Y( ng(X,Y>>

Definition 4 (Entropie conditionnelle). On suppose (X,Y) ~ Pxy

H(X|Y) = Zp z,y) log p(zy)

= —Zp Zp zly) log p(aly)
OU—ZP 2ly)log plaly) = H(X|Y =)

Remarque 1.

X=Y=HX[Y)=0
X1Y = H(X|Y) = H(X)
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Theorem 5 (Chain Rule). H(Xy, Xy,...,X,,) = Y, H(X; 1] X") ou X' =

(X1, Xay ooy Xi)

Preuve du théoréme
H(Xy,...,X,) = —E(log(p(X;, ..‘.,Xn)))
Or p(Xi,..., Xy) =[], p(X;| X*™1) et ainsi

i=1

Z X |X1+1

=1

Definition 6 (Information mutuelle). (X,Y) ~ Pxy
I(X>Y) :Z (l’ y)l 0g (x)p())
Ou p(z) = Zy p(x y) [Loi marginale]

Theorem 7. 1. I(X,Y)=I(Y,X)

2. I(X,Y) = H(X) — HX|Y)

3. I(X,Y)=H(Y) — H(Y|X)

4 I(X)Y)=H(X)+HY) - H(X,Y)
5. 1(X,X) = H(X)

6. I(X,Y) = D(Pxy||Px.Py)

7. I(X,)Y)=0& XL1Y

8. H(Y)>H(Y|X)

9. H(X™) <>°" | H(X;) avec égalité ssi X; sont iid
10. H(X) est concave en Px
1. Vf H(X) = H(f(X))

Preuve du théoréme
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1. Evident a partir de la définition

2. Développer H(X)-H(X]|Y)

3. Immédiat avec 1) et 2)

4. Chain rule.

5. Avec 2) car H(X|X) =0

6. Définition de D(Px y||PxPy)

7. I(X,Y) = 0 D(Pxy||PxPy) =0 & Pyy = PxPy & X1Y
8. H(Y) - H(Y|X)=I(X,Y) = D(Pxy|[PxPy) =2 0

9. H(X™) =Y | HX;| XY et H(X;| X1 < H(X;) par (8).

10. Soit X ~ Px, Y ~Py,et Z~P=aPx+(1l—a)Py,0<a<1 1
s’agit de vérifer que

H(Z) > aH(X) + (1 — a)H(Y).

Soit T" une variable aléatoire binaire, indépendante de X et de Y avec
Pr(T'=1)=a=1— Pr(T =0). Il suit que

Z=T-X+(1-T)-Y.
D’ou en utilisant (8),

H(Z)

Y

H(Z|T)
HZ|IT=1)a+HZT=0)(1-a)
H(X)a+H(Y)(1—a).

11. H(X) = H(X, f(X)

~—

= H(f(X)) + H(X|f(X)) et H(X|f(X)) = 0.
Définition 2.1. Pour
(X7Y7Z> Np(x,y,z).
On définit
P(X,Y|Z)
PEIZDP(YIZ)

I(X; Y|Z) = Ep(z,yyz) log )
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Propriété 2.1. (chain rule)
[(X1..X,:Y) = Zidl | I(X;Y|X™h

Preuve:
[(X™Y)=H(X") - H(X"|Y)
= Ziew H(X| XY — H(X,|X7LY)
= I(X;Y]X")

3 Typicalité

Rappel: lois des grands nombres Soit (Z;);c[1,,) une famille de variables
aléatoires i.i.d. Alors:

1 n pr ilité
oD B B2
n i€[1,n]

n—-+o0o

ie.Ve>0,Vo>0, AN N, Vn >N,
1
g

E Zie[l,n} ZZ N E(Zl>
4 Probabilité asymptotique d’équipartition

Ze)§5

Théoréme 4.1. (probabilité asymptotique d’équirépartition - A.E.P)
Soit (X;)iep,n une suite de variables aléatoires i.i.d. Alors:

1 en probabilité
Preuve
—llog p(X1, ..., Xp)] = —llog [l | p(:cz)]
n n i€[1,n]

= Y o)
B [1og (%)} — H(X)
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Définition 4.1. (ensemble typique)
L’ensemble typique par rapport a une distribution p(x) est défini par:

A? _ {an : 2—n(H(X)+€) < p(xn) < 2—n(H(X)—6)}

Propriété 4.1.
Ve>0,dN € N,Vn > N,

P(AY) > 1—¢
|./4?| < 2n(H(X)+5)
I

Preuve:
Ve>0, et pour n suffisamment grand, I’A.E.P donne:

P(A") = P ( Liog (ﬁ) —H(X)‘ < e) >1—¢
> —n(H(X)+e)
- ZI"GA? 2
D’O?\L‘Ag‘ < 2n(H(X)+e)

Pour n suffisamment grand,

1—e < P(AY)

- Zx"éA? p(flfn)

|A? ’ 2fn(H(X)fe)

IN

Dot (1 — €)2nH(X)=¢)
Remarque: on notera des lors "a, = b, ” lorsque Ve>0,dN € IN,Vn > N,

110 n )| <
n & b, =

5 Codage de source revisité

Un code C est tel que:

C:a" = (x1,....,x,) — C(1, ..., Tp)
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Si 2™ € A" alors: C(z") = ¢1...cp
Si ™ ¢ A" alors: C(z") £ c1...¢

Avec:
k<n(H(X)+e +1
[ <nlog|x|+1

Et alors:
e = Y, e
- Zx"EA" )+ Z "¢A” w)p(")
< n(H(X)+ 6) +1+e(nlog|x| +1) £ n(H(X)+ € (n))

ou € (n)e(1 +log|x|+ 1/n) + 1/n

6 Typicalité conjointe

Définition 6.1.
N |—Llog (p(z™)) — H(X)| < e
Al = < (2", y"), |—2log (p(y™) — H(Y)| <€
"y H €

Théoreme 6.1.
Si (X", Y") ~ [Ticpn P(@i yi), alors Ve>0,IN € N,Vn > N

P(Xnymedr) — 1

n—-+o00

|An| < 2n(H(X,Y)+e)

Si (X, v™) ~T] 1. P(x:)p(y:) alors Ve>0,3N € N,Vn > N:

ie[ )

) > (1—¢) o—n(I(X,Y)+3¢)

"3

9-n(I(X,Y)~3¢)

IN

P((X",77") €A
P((X7") eA

a3

Preuve:
)>1—¢3

AP = AN Ay N As >1—/3
3) >1—¢3
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i ) = P(ANANA)

= 1-P((A NAyN A3
= 1-P(ATUASU AS)
> 1—ce€

- Z €X><y ’y)
Z Z EAe 7y )
> 2 n( (XY)+e |Ael
€Al = > .. )E e PEIp")
)—€)o—n(H(Y)—e)
< 3 2-og
< 2n( (X,)Y)—H(X)—H(Y)+3e¢)

2n(I(X,Y)+35)



