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Ce cours de statistique s’appuie principalement sur les ouvrages de Bickel and Doksum
[2015], Lehmann and Casella [1998], Lehmann [1959] et Shao [2008].



Chapitre 1

Analyse statistique des données

1.1 Objectifs de ’analyse statistique, exemples

La plupart des études et des expériences, commerciales, industrielles, ou scientifiques,
produisent des données. Au cours de la derniére décennie, le volume total des données stockées
a considérablement augmenté, ainsi que les moyens informatiques permettant leur traitement.
Une prise de conscience s’opéere sur la valeur potentielle de ces grandes masses de données,
aussi bien pour le secteur privé que pour le secteur public (par exemple, dans les domaines de
la santé publique ou de la gestion des risques industriels, sociétaux ou environnementaux).

L’objet des statistiques est d’extraire de ces données « de la valeur », autrement dit des
informations utiles. Le point de vue particulier des statistiques est de considérer ces données
comme la réalisation d’une expérience aléatoire. La modélisation mathématique de celle-
ci permet de conduire une analyse et un traitement adapté des données (le plus souvent
automatique) afin de répondre a des objectifs concrets comme I'apprentissage, le controle
de qualité, etc. La plupart de ces objectifs particuliers ont un point commun : il s’agit de
fournir des outils d’aide & la décision en milieu incertain, en extrayant I'information partielle
contenue dans les données a disposition de ’analyste. Dans la suite de ce cours, on utilisera
indifféremment les termes inférence, apprentissage, analyse statistique pour faire référence a
un processus automatisé d’extraction d’information a partir des données. Avant de formaliser
cette approche, donnons quelques exemples.

Exemple 1.1 (Nombre d'objets défectueux):
Considérons une grande population de N éléments, par exemple des objets manufacturés ou des
clients d'une entreprise, ou des patients exposés a une maladie. Un nombre inconnu de ces objets,
N0 est défectueux (resp. est sur le point de résilier son contrat, c'est-a-dire de « churner », ou est
malade). Il est trop coliteux d'examiner individuellement chacun de ces objets. On s'intéresse a la
proportion de défauts 6. Pour obtenir une information sur 8, on tire sans remise un échantillon de
n éléments parmi N et |'on observe le nombre X d'éléments défectueux (resp. de churners, ou de
malades) dans cet échantillon. La description mathématique de cet exemple est simple.

Le nombre X d’objets défectueux parmi les n objets choisis au hasard est appelée “observation”.
L'observation prend donc ici des valeurs entiéres, positives. Pour n, N et 6 fixés, on calcule
facilement la loi Py :

1. Tout d'abord, X ne “peut pas” valoir plus que n, ni que N6 (la quantité totale d'objets
défectueux). C'est a dire, avec probabilité 1, X < min(n, N@).



2. D’autre part, X est positive, et le nombre d'objets non défectueux restants aprés le tirage,
N(1-0)—(n—X) est positif. Autrement dit, avec probabilité 1 , X > max(0,n—N(1-80)).

3. Enfin, pour k un entier entre les deux bornes ci-dessus, la probabilité de choisir k est obtenue
par dénombrement : le nombre de choix de k défectueux parmi N8, multiplié par le nombre
de choix de (n — k) non-défectueux parmi les N — N6 éléments non défectueux, divisé par
le nombre total de choix possibles de n éléments parmi V.

On a montré :

w Si max(n — — min n
Po({k}) =P (X = k) = ™ k € {max(n — N(1—6),0),...,min(N6,n)},

0, sinon

La loi Py définie ci-dessus est appelée hypergéométrique, notée Hyper(NO, N,n). Cette loi dépend
de n, N et #. La notation Py rend compte du fait que 6 est un paramétre inconnu qui détermine
(une fois fixés N et n) la loi de X. Dans cet exemple, la description de I'expérience aléatoire
produisant I'observation nous a permis de spécifier la loi de probabilité de I'observation a I'inconnue
0 pres. Autrement dit, notre connaissance sur cette loi est qu’elle appartient a une famille

1 2
{Py = Hyper(NO, N),0 € {0, TN 1}}.

L'expérience nous fournira une information permettant par exemple d'estimer la valeur de 6. Par
exemple, on peut montrer que 'espérance de X vaut nf. Un estimateur “raisonnable” de 6 (au
sens ou |'estimation est “en moyenne juste”, c’est-a-dire “non-biaisée”), est 6= X/n. L'estimateur
est bien une fonction des données.

Exemple 1.2 (Modéle a deux échantillons, test A/B):
Soient X = (X1,...,Xm) et Y = (Y1,...,Y},) les réponses respectivement de m sujets ayant
une pathologie particuliére a un traitement A et de n sujets souffrant de la méme pathologie a un
traitement B. Par convention, A est un traitement standard ou un placebo et X est la population
de dite de contréle. Un placebo est une substance dont on est siir qu'il n'a pas d'effet sur la
pathologie considéré, et est utilisé pour corriger |'effet “placebo” Y représente les réponses des
patients 3 un nouveau traitement, dont on évalue I'effet par rapport au placebo. On appelle Y
I'observation de la population test. Dans le cadre du marketing, A est un produit ou une page
web standard, alors que B est une nouvelle version, dont on cherche a déterminer |'effet sur les
consommateurs en soumettant la population de contréle X a une version standard alors qu'on
propose B a la population test Y.

Les hypothéses naturelles sont

(i) Les v.a. Xi,...,X,, sont iid. (indépendantes et identiquement distribuées) de loi F' et
Y1,...,Y, sont i.i.d. de loi G, indépendantes de X. La loi jointe de toutes les observations
est donc spécifiée par la donnée de la paire (F,G),

(i) Une hypothése souvent faite est celle de la constance de I'effet du traitement. Supposons que
le traitement A soit administré a un patient, et que la réponse x soit obtenue. L'hypothése de
la constance de |'effet de traitement consiste a dire que si le traitement B avait été administré
a ce méme patient, alors la réponse y = = + A aurait été obtenue, ol A ne dépend pas de
x. En terme probabiliste, ceci signifie que si F est la loi de la population de contrdle, alors
la loi de la distribution de test est G(-) = F'(. — A). Nous appellerons de tels modeles des
modeéles de translation.



(iii) Une autre hypothése simplificatrice peut étre faite. On peut supposer par exemple que la
loi F' de la population de contréle est une loi normale de moyenne 1 et de variance o2,
F = N(u1,0%). Sous I'hypothése précédente, G = N (u+ A, 02). Ce modele, trés classique,

est le modeéle a deux échantillons gaussiens, de méme variance.

L'analyse statistique aura alors pour but, par exemple de déterminer (toujours au vu des données)
si A est significativement différent de 0 ou non (cadre des tests statistiques, que nous verrons
dans un chapitre ultérieur), ou encore d’estimer la valeur de A (cadre de I'estimation ponctuelle),
ou de déterminer si A est plus grand qu'un certain seuil réglementaire g fixé (3 nouveau, cadre
d'un test statistique).

L’exemple 1.2 montre que plusieurs modeéles sont envisageables pour une méme expérience
aléatoire. D’ou la question du choiz du modéle. Ce qui fait un bon modele est un mélange
d’expérience, de connaissance a priori, de considération sur les lois physiques (ou économiques,
biologiques, . ..) ayant engendré les données et bien stir d’hypotheses de travail. Une spécifica-
tion tres précise de la structure du modele permet en général de réduire la partie inconnue du
modele (les parametres j, A et o2 dans 'exemple 1.2 sous I’hypotheése (iii)), ce qui simplifie
les procédures d’estimation de grandeurs d’intérét dépendant de la loi inconnue des observa-
tions. Cependant, si le modele est mal spécifié, nos analyses, bien que correctes sur le plan
mathématique, peuvent conduire a des interprétations fausses des estimations produites.

1.2 Formalisation statistique d’un probleme

Généralisons les exemples précédents :

1.2.1 Cadre probabiliste, notations

Un rappel succinct des éléments et des notations indispensables de théorie de la mesure
et de l'intégration est donné en annexe (chapitre A).

Donnons-nous tout d’abord un univers {2, un ensemble non vide décrivant ’ensemble des
réalisations possibles de l'expérience. Un élément w € Q est une réalisation (ou épreuve)
particuliere. Par exemple, dans 'exemple 1.1, on peut prendre comme espace {) ’ensemble
{0,1}" ou {D,N}"™ (D : objet défectueux; N : objet non-défectueux);

Malheureusement I’ensemble des réalisations 2 n’est pas toujours aussi simple (fini ou
dénombrable). Une expérience décrite par un nombre réel quelconque, Q2 = R, une mesure
d’une quantité numérique par exemple ne se décrit pas par un ensemble dénombrable de
possibilités. On introduit donc la notion d’événement : un événement est un sous-ensemble
particulier de €. L’ensemble des événements que I’on notera F, aura la structure d’une tribu,
on appellera donc cet ensemble F la tribu des événements. ' .

Pour la modélisation statistique, nous nous concentrons souvent sur certaines quantités
résumant l'issue de ’expérience : dans l'exemple 1.1, on s’intéresse seulement au nombre
d’objets défectueux et non pas a l’ordre dans lequel les objets défectueux apparaissaient dans
I’échantillon. Pour prendre en compte ce fait, on construit

1. un espace d’observations X, a priori distinct de l’espace des épreuves €2, que nous
munissons d’une tribu B(X'), composée de parties de X ;

1. La notion de tribu impose des propriétés minimales de stabilité pour F nécessaires au calcul des proba-
bilités de ces ensembles. Pour la compréhension de ce chapitre, on peut supposer que la tribu des événements
est tout simplement I’ensemble des parties de (2.



2. une variable aléatoire X (appelée observation) définie sur I’espace des épreuves (€2, F) et
a valeurs dans 'espace des observations (X, B(X)), c’est-a-dire une fonction mesurable
X:(QF) = (X, B(X)).
Dans I’exemple 1.1, 'espace des observations est X = {0, 1,...,n}, a savoir le nombre d’objets
défectueux dans un échantillon de n objets; alors que ’ensemble des événements est 2 =
{0,1}™. Comme 2 et X sont dénombrables, nous munissons ces ensembles des tribus de
toutes leurs parties, F = P(Q) et B(X) = P(X). La variable aléatoire X est alors donné par
X(wiy..oywn) =>0 H{w; =0}, ou (wr,...,wy) € {0,1}™.

Dans certaines situations, il n’est pas nécessaire de distinguer ’espace des épreuves )
et 'espace des réalisations X'. Dans ce cas, on posera (2, F) = (X,B(X)), et on prendra
simplement X (w) = w pour tout w € .

Remarquons que, jusqu’a présent, on n’a pas introduit de loi de probabilité P sur (£2, F)
ni de loi P sur (X, B(X)) selon laquelle X serait générée. En effet, en statistique, une telle
loi sous-jacente est inconnue et l'objectif général de I'analyse statistique est d’extraire une
information de ’observation X concernant la loi de probabilité qui I’a générée.

1.2.2 Modele statistique et paramétrisation

En statistiques il n’est pas question de comprendre exactement comment ’observation X
a été générée. En revanche il s’agit de comprendre le mieux possible quelle est sa loi. Cette
connaissance provient d’une part d’une connaissance a priori et d’autre part du résultat d’une
expérience aléatoire. La connaissance a priori est formalisée par la donnée d’une famille P
de probabilités sur ’espace des observations (X, B(X)). La famille P sera appelée le modéle
statistique pour le probléeme considéré. Dans ’exemple 1.1, le modele P est la famille des lois
hypergéométriques de parametre € pour un échantillon de taille n d’une population N. On
verra plus tard, au chapitre concernant la statistique bayésienne, qu’on peut aller plus loin
dans la formalisation de la connaissance a priori.

Il est souvent pratique de définir une paramétrisation du modele, c¢’est-a-dire d’étiqueter
chaque loi P € P par un paramétre 8 € ©, ou O est un ensemble quelconque appelé espace des
parameétres. On écrira alors Py pour désigner la loi ainsi étiquetée. On choisira en particulier
© de sorte que la loi Py soit entierement déterminée par le parametre 6. Formellement,
une paramétrisation de P est une application 8 +— Py définie de [’espace des paramétres
© dans l'ensemble P, surjective (chaque loi P doit pouvoir étre étiquetée). Dans 1’exemple
introductif 1.1, si I'on fixe N et n, la loi P de X est entierement déterminée par #. On
peut donc écrire Py = Hyper(N6, N). L’ensemble des lois possibles des observations est donc
P = {Py,0 € ©} ou I'ensemble des parametres O est {0,1/N,...,1}.

Définition 1.2.1 (Modele statistique, espace des parameétres). Nous appelons modele sta-
tistique une famille de probabilités P sur 1'espace des observations (X,B(X)). Si © est un
ensemble quelconque tel que

P = {Pg, 0 € @},

alors © est appelé espace des parametres du modéle.

Remarque 1.2.2. (Existence) Remarquons qu’il est toujours possible de paramétrer un en-
semble par lui-méme, via [’application identité. On pourra donc toujours définir un espace
des parameétres ©, quitte a prendre © = P, ce qui ne présente pas beaucoup d’intérét mais
nous permettra d’écrire systématiquement les modéles considérés P = {Py,0 € O} sans avoir
besoin de se poser la question de l’existence d’une telle paramétrisation.



Le résultat d’'une expérience aléatoire est alors interprété comme étant la réalisation d’une
variable aléatoire X a valeurs dans X et de loi Py appartenant au modele statistique P,
c’est-a-dire telle que 6 € ©. La variable X s’appelle I’observation (ou encore la donnée, les
données, ...). Dans la suite de ce cours, la notation « X ~ Py » signifie

« La variable aléatoire X est distribuée selon la loi Py ».

Le travail du statisticien peut se décrire ainsi :

e La seule connaissance mise a la disposition du statisticien est un modéle
P = {Py,0 € O} et une réalisation de ’observation X ~ Py, ou1 § € O est
inconnu.

e L’objectif est d’approcher une certaine quantité d’intérét ¢g(f) (dépendant
uniquement de ) en utilisant une procédure fondée uniquement sur 1’ob-
servation X (une fonction ne dépendant que de X).

Autrement dit, le statisticien est amené a proposer des méthodes construites a partir de
fonctions des données. Ceci mene a la notion de statistique, qui a un sens précis donné dans la
définition 1.2.3 ci-dessous. Rappelons que si ¢ est une fonction mesurable définie sur (X', B(X))
& valeurs dans (R, B(R?)), alors (X)) est encore une variable aléatoire (en effet, la fonction
¢ o X est mesurable de (2, F) dans (R?, B(R?))).

Définition 1.2.3. Une statistique est une variable aléatoire s’écrivant comme une fonction
mesurable des observations, de type o(X) ot ¢ : (X,B(X)) — (R? B(RY)) est une fonction
mesurable.

Ainsi, une statistique est une fonction mesurable quelconque des observations.

Quand il sera nécessaire d’utiliser la v.a. X, définie sur (£2, F) et de loi Py, dans les calculs,
on utilisera la notation Py et Egy pour la probabilité définie sur F et I’espérance associée, par
exemple,

Po(X € A) =Po(4) et Eolp(X)] = [ ¢(a)Po(dr)., (1.1)

pour A € B(X) et ¢ est une fonction mesurable telle que I'intégrale est correctement définie.

1.3 Modeles paramétriques, non-paramétriques; identifiabi-
lité.

Considérons un modele statistique de la forme P = {Py,0 € ©}. Lorsque © peut étre
choisi comme sous-ensemble d’un espace euclidien (de dimension finie), le modele sera dit
paramétrique. Sinon, on dira que le modele est non—paramétrique. Enfin, si © est inclus dans
un espace de la forme ©1 X 4 ou O7 est inclus dans un espace euclidien, alors on dira que le
modele est semi—paramétrique.

Exemple 1.3 (modéle fini):

Dans I'exemple 1.1, la loi des observations est entiérement déterminée par la proportion 6 d'objets
défectueux. On peut donc paramétrer le modeéle par © = {0,1/N,...,1} C R et noter Py =
Hyper(NO, N,n). Le modéle est paramétrique, et méme fini puisque le nombre de valeurs possibles
pour 6 est fini.



Les exemples 1.4, 1.5 et 1.6 ci-dessous introduisent deux modéles de cardinal infini (nombre
infini de 6 possibles), 'un paramétrique, ’autre non-paramétrique.

Supposons que nous cherchions a déterminer comment une grandeur physique ou éco-
nomique, par exemple, la taille ou les revenus, est distribuée dans une grande population.
Un recensement exhaustif est trop cofiteux, et ces quantités doivent donc étre mesurées par
sondage en choisissant au hasard un échantillon de taille n de cette population. Il s’agit d’'un
probléme similaire au précédent (exemple 1.3), a la différence que nous mesurons cette fois un
attribut numérique (taille, revenu) plutét qu’un nombre entier. Une épreuve est un vecteur
w = (w1,...,wy) de valeurs réelles, et nous poserons donc ici 2 = R™ et F = B(R"). Il n’y
a pas lieu de distinguer ici ’espace des observations et des épreuves et nous poserons donc
X=Q,BX)=Fet X =(X1,...,Xp) avec X;(w) = w; pour tout i € {1,...,n} et w € Q.
Si nous supposons que les attributs numériques sont indépendants, de méme loi F', la loi de
I’observation X est égale au produit tensoriel des lois F, i.e. pour toute suite Aq,..., A, de

boréliens,
n

Pg(Al X o X An) :Pg(Xl €A,.... X, € An) = HF(AZ)
i=1
Différentes approches peuvent étre considérées.

Exemple 1.4 (Observation numérique, modéle paramétrique):

Nous pouvons par exemple supposer que F' est une loi normale, de moyenne et de variance
inconnue, i.e. F = N (u,0?) avec € R, 02 € RY, ott (1, 02) est la loi d'une v.a. gaussienne
de moyenne p et de variance 0. Posons alors § = (u,0?), et © = Rx]0, co[. Rappelons que la
Gaussienne de paramétre 6 a pour densité :

T — )2
o(xz;0) = \/227 exp (—(202N)> .

Ainsi, pour tout 0§ € O, définissons la loi Py comme la loi Gaussienne produit sur R™ (i.e. la loi
d'un vecteur gaussien de composantes indépendantes) de densité marginale ¢( -, 0). Ainsi, Py est
définie par :

n 1 (l’i—ﬂ)z n
PQ(A):/AHWGXI) S ) doy . dag, VA€ BRY),

Ici, comme dans le cas précédent, la loi des observations est, entierement déterminée par le
paramétre § € © C R2. Cest donc un modeéle paramétrique. Bien siir ces paramétres sont
inconnus, et un des objets de I'inférence sera de déterminer (ou plutdt d'approcher) 6 en utilisant
I'information contenue dans les données.

Exemple 1.5 (Observation numérique, modéle non-paramétrique):

Une autre approche, reposant sur moins d'information a priori, consiste a supposer que F' est
une loi admettant une densité f réguliére (par exemple deux fois différentiable sur R). Une telle
approche est non—paramétrique. Bien que non—paramétrique, notons toutefois que nous avons
déja formulé des hypotheses sur le mécanisme de génération des données, en particulier que les
observations sont indépendantes et identiquement distribuées et que la loi ' admet une densité
réguliére.

Exemple 1.6 (Obervation numérique, modeéle dit « semi-paramétrique »):
Une approche intermédiaire consiste par exemple a supposer que



(i) la loi F' admet une densité f(- — p) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, F(A) =
Ja f(@ = p)dz,
(i) la densité f est symétrique sur R : f(z) = f(—x).
Par rapport a la premiere situation, I'hypothése faite est a priori plus faible, car nous ne
spécifions pas la densité f (nous imposons simplement qu'elle soit symétrique) et nous privilégions
un parameétre d’intérét p. C'est un modele semi-paramétrique. L'ensemble des paramétres est

O ={(u, f) : p€R,f densité symétrique} (1.2)

Ainsi, le modele statistique est P = {Py, 0 € ©} ou la loi Py est définie par :

Py(A) = /AHf(:cZ- —W)ydai...dz,, YAEBR"),
=1

Remarquons qu’il existe en général de multiples maniéres de définir une paramétrisation.
N’importe quelle transformation bijective sur © permet en particulier de définir une nouvelle
paramétrisation. Par exemple, nous pourrions choisir de paramétrer la loi gaussienne par
(p, p? + 02) plutot que par (u,0?). La paramétrisation que nous choisissons est en général
naturellement dictée par le phénomeéne que nous modélisons, bien que la paramétrisation
qui semble la plus naturelle ne soit pas toujours nécessairement celle qui se préte le mieux
a analyse mathématique. Un probleme important pour le choix d’une paramétrisation est
celui de 'identifiabilité.

Définition 1.3.1 (Identifiabilité). Un modéle statistique P décrit par un paramétre 6 € O,
P = {Py,0 € O}, est dit identifiable si, pour tout 0, et O3 de ©, l’égalité Py, = Py, implique
01 = 05.

Plus généralement, une fonction g(6) du parameétre § est dite identifiable si l’égalité Py, = Py,
implique g(61) = g(02).

Autrement dit, le parametre est identifiable si I'application € — Py est injective. Dans
lexemple 1.6, supposons que nous remplacions ’ensemble des parametres (1.2) par 'ensemble
plus grand :

O ={(uf) : p €R, f densité} ,

c’est-a-dire qu’on ne restreint plus f aux densités symétriques. Cette paramétrisation n’est
pas identifiable, par exemple, nous pouvons prendre p = 0 et f égale a la densité de la loi
N(0,1) ou =1 et f égale a la densité de la loi N (—1,1).

Remarque 1.3.2 (Existence d’un espace de parameétres identifiable). Pour conclure sur la
notion de paramétrisation et d’identifiabilité, notons qu’il existe toujours une paramétrisation
{Py,0 € O} qui soit identifiable : il suffit de prendre © = P et @ = P. Ceci ne présente pas
d’intérét pratique pour la modélisation mais permet d’utiliser la notation Py sans avoir a se
poser la question de [’existence d’une telle paramétrisation ou de son identifiabilité.

Il est courant en pratique de parler d’'un paramétre sans supposer que ce parametre ca-
ractérise entierement la loi. En effet, on peut étre intéressé par certaines caractéristiques
particuliéres d’une loi (son espérance par exemple), sans vouloir la connaitre tout entiere.
Ceci se formalise en définissant une application g de ’espace © dans un espace G quelconque
(les valeurs possibles prises par la grandeur d’intérét). Un parameétre g(f) est alors une ca-
ractéristique de la distribution Py. Dans I’exemple 1.6, la quantité p pourra étre appelée
parametre (de localisation), méme si elle ne détermine pas entiérement la loi.
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Exemple 1.7 (Modéles de régression):
Soit X; = (Z;,Y;) € X =R xRP, i =1,...,n un échantillon vérifiant

Y =(0,Z;) + 00+ & pour tout i € {1,...,n}, (1.3)

ou (&1,...,&,) et (Z1, ..., Zy,) sont deux échantillons i.i.d. indépendants respectivement de loi
P® et P("), § est un paramétre dans R? et 6, € R. On suppose que I'on observe X, ..., X, € X.
Le modéle est entiérement spécifié par la donnée du paramétre 6 = (0,00), de la loi P®) et de
la loi P("). Les variables Z;, i = 1,...,n sont appelés les régresseurs (ou valeur explicatives) du
modele. Ici, I'observation Y dépend de maniére affine du régresseur Z;, a un bruit additif £ pres.
On parle alors de modele de régression linéaire.

Plus généralement, on aurait pu simplement supposer que |'observation est fonction des ré-
gresseur et du bruit, i.e.

Y = f(Z;,&) pour tout ¢ € {1,...,n}, (1.4)

ol le « paramétre » f est une fonction R? x R — R. Si I'on suppose que f(z,£) = g(z) + &,
on parlera de modéle de bruit additif. Ainsi, un modeéle de régression linéaire est un modele de
régression avec bruit additif et ou g est affine.

Dans le modele de régression (1.4), les paramétres d’intérét sont ceux qui décrivent la fonction
f. Dans le cas linéaire (1.3), le parametre d'intérét est A. La loi P() est en général inconnue
mais pas nécessairement. Les parametres inconnus qui la déterminent sont appelés paramétres de
nuisance . La loi P(") est en générale inconnue. Elle n’est pas cruciale pour définir des procédures
d’estimation puisque ces variables sont observées (contrairement aux &;, i = 1,...,n). Toutes ces
procédures peuvent en effet étre décrites en fonction de ces variables en les considérant comme
des variables déterministes.

Enfin, dans le cadre des modéles de régression, on appelle prédicteur une fonction h : R4 — R
qui permet d'estimer Y a partir de Z, par exemple, la fonction définie par h(z) = E[f(z,&)],
ot & ~ P®)_ Si le prédicteur est de la forme h(z) = (T,z) + Ty (une fonction affine de z) on
parle de prédicteur linéaire. Un probleme important de |'estimation en régression est de trouver
un prédicteur estimé a partir d'observations X1i,..., X,.

Dans cet exemple on a vu les notions de parameétre d’intérét et paramétre de nuisance.
Ces notions générales expriment une hiérarchie dans I'importance des parametres du point
de vue pratique.

1.4 Modeles dominés

On parlera de modéle dominé P = {Py,0 € O} lorsque toutes les lois Py € P admettent
une densité par rapport & une méme mesure de référence p. Le cas le plus fréquent est celui
ol le modele est dominé par la mesure de Lebesgue sur R™. Alors la famille de loi est définie
directement par la donnée d’une famille de densités de probabilité par rapport a une mesure
sous-jacente (le plus souvent, la mesure de Lebesgue multi-dimensionnelle).

Définition 1.4.1 (Modele dominé). Nous dirons qu’un modéle statistique P = {Pg,0 € O}
est dominé s’il existe une mesure positive p sur B(X) telle que pour tout § € ©, Py € P
admette une densité de probabilité pg par rapport a p.
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Remarque 1.4.2. Le fait d’admettre une densité par rapport d une mesure donnée est inti-
mement li€ d la notion de relation de domination entre des mesures positives, rappelée dans la
section A.5. En effet, le théoréme de Radon-Nikodym (voir le théoréme A.5.2) assure que pour
deux mesures positives fizées P et p, P admet une densité par rapport a u si et seulement si P
est absolument continue par rapport a p(on note P < ), c¢’est-a-dire si pour tout ensemble
mesurable A, p(A) =0=P(A) =0.

Les cas suivants sont les plus courants :

1. Le modele (Py, 8 € O) est dominé par la mesure de Lebesgue sur R,
Po(d) = [ po(@)de, et Ealp(X)] = [ o@ipala)da.

pour A € B(RY) et o une fonction borélienne positive ou bornée.

2. L’espace X est fini ou dénombrable, et le modele (Py, 0 € ©) est dominé par la mesure
de comptage sur X,

Po(A) =Y po(x), et Eplp(X)] =D o(x)ps(z) on po(z) =Py[X = 2].
z€A reX

Dans 'exemple 1.1, le modele {Py,0 € O} est dominé par la mesure 1 de comptage sur
X ={0,...,n}.

Remarque 1.4.3. Tout modéle défini sur un espace fini ou dénombrable (X, P(X)) est do-
miné par la mesure de comptage sur X

M:Z5m-

TeX

Par définition, tout modeéle dominé (paramétré par ©) est entierement caractérisé par la
famille de densités {py,0 € ©}. L’intérét est donc de pouvoir travailler directement sur une
famille de densités au lieu d’'une famille de mesures de probabilité. Ceci permet d’utiliser
la notion de vraisemblance définie ci-dessous. Nous noterons alors p(.;0) ou py(.), suivant le
contexte, la densité de la loi Py par rapport & une mesure dominante de référence pu.

Définition 1.4.4 (Vraisemblance). L’application 6 — p(x;6) s’appelle la fonction de vrai-
semblance de [’observation x.

La vraisemblance est I'ingrédient de base d’une large famille de procédures d’inférence (ap-
pelées justement méthodes de vraisemblance, ou méthodes basées sur le principe de vraisem-
blance), dont nous verrons quelques exemples plus loin dans ce cours (méthodes bayésiennes,
estimateur du maximum de vraisemblance).

Une premiere interprétation intuitive est la suivante : étant donné une observation donnée
x, il est d’autant plus « vraisemblable » que ’observation ait été générée sous la loi Py que la
valeur de la densité p(z;0) est élevée (d’ou le terme de « vraisemblance »). Ainsi, la vraisem-
blance peut étre vue comme une « note » attribuée au parametre 6 : plus la note est élevée,
plus il est raisonnable de penser que c¢’est bien Py qui est a l'origine de 1’observation z. Cette
heuristique est a la base des estimateurs obtenus par maximisation de la vraisemblance (voir
le chapitre 2).
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1.5 Nombre d’observations

Jusqu’a maintenant, notre description ne prend pas en compte une notion importante de la
modélisation statistique : le nombre d’observations; elle décrit un modele a “n fixé”. Dans les
exemples proposés nous voyons immédiatement qu’il existe explicitement un nombre d’obser-
vations dans la modélisation : le nombre d’éléments n dans 1’échantillon dans les exemples 1.1
et 1.5, le couple (m,n) dans 'exemple 1.2. L’objectif des statistiques asymptotiques abor-
dées dans un cours ultérieur est de comprendre comment les procédures statistiques évoluent
quand ce nombre devient grand. Pour 'instant, contentons-nous de comprendre comment le
nombre d’observations peut intervenir dans la description d’un modele. Pour ce faire nous
écrirons momentanément le modele statistique sous la forme P,, et un élément de ce modele
sous la forme P,,. Il arrivera souvent que le modele P,, dépende uniquement d’un modele plus
simple P (en général P = P;) et de n. Le cadre le plus simple est celui d’un échantillon i.7.d.
(indépendant et identiquement distribué). On dira alors que (X1,...,X,) est un échantillon
ii.d. deloi P € P sur X, ce qui signifie, dans ce cas, que 'observation X = (X1,..., X,,) € A"
est de loi

P, = P®" (loi produit),

ou P est une probabilité sur (X, B(X’)). On rappelle que, étant donné une loi P sur R, la loi
produit P®" définie sur R™ est donnée par

P®n(A1XXAn):HP(AZ), Al,...,AnCR.

Dans ce cas, le modele a n observations est donné par
P,={P®" : PeP},

et on a bien P; = P. C’est 'hypothese faite dans I'exemple 1.5 mais aussi, a peu de modi-
fications pres, dans l'exemple 1.2, en adaptant la relation ci-dessus sous la forme Prg, =
Fem @GP, L'espace X est souvent de dimension un mais pas toujours. En particulier, s’il est
de dimension supérieure, cette liberté laisse place a la modélisation de données dépendantes.
Par exemple, un modele i.i.d. de vecteurs gaussiens supposera X = R% et X; ~ Py = N (1, X)
avec 0 = (u, X)) avec u € R? et ¥ une matrice d x d symétrique positive.

1.6 Actions, procédures de décision, fonction de perte et risque

Etant donné un modeéle statistique, I'information que nous voulons tirer des observations
varie suivant les objectifs de notre analyse. Nous pouvons par exemple chercher a décou-
vrir les valeurs des parametres importants, par exemple, la proportion des objets défectueux
dans I'exemple 1.1 ou de la constante p dans I'exemple 1.5. On parle alors de problémes
d’estimation.

L’estimation n’est pas le seul probleme que l'on peut étre amené a se poser : dans
I’exemple 1.2, une question possible est de déterminer si la distribution F' de la popula-
tion de référence est significativement différente de la distribution G de la population de test,
ou, sous 'hypothese de constance de l'effet de traitement, que A # 0 (le traitement est effi-
cace). Il s’agit ici d’un probléme de test statistique, ot nous cherchons & déterminer si deux
distributions sont différentes, ou, dans un cadre paramétrique, si la valeur d’'un parametre
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excede un certain seuil. Le type de réponse que 'on attend d’une procédure d’estimation ou
de test, nous dirons, plus généralement, d’une procédure de décision, s’appelle une action.

Nous appellerons donc I’espace des actions A, les valeurs prises par les actions ou décisions
que nous souhaitons effectuer.

Exemple 1.8 (Types d’actions envisagées dans ce cours):

(i)

Estimation ponctuelle : pour un modéle statistique P = {Py,0 € O}, on cherche a estimer
une grandeur d'intérét g(f), ou Py € P est la loi des observations, et ou g est une fonction
sur |'espace des paramétres & valeur dans A, par exemple, A =R ou A =R? d > 1. Les
actions entreprises sont donc des estimations v € A, qu'on espére étre proche de g(6). Si la
paramétrisation est identifiable, on peut considérer la fonction identité g(f) = 6. L'estimation
de g(0) consiste alors a identifier la loi Py a I'origine des observations X.

Test statistique : deux actions peuvent étre entreprises : accepter ou rejeter une hypothese
de la forme « 8 € Og », ou Og est un sous-ensemble de ©. Par convention, nous prendrons
A =1{0,1}, ou 1 correspond au rejet de I'hypothese.

Région de confiance : I'espace des actions A est composé de sous-ensembles de ©. Dans ce
cas |'objectif est de déterminer un ensemble @y C © qui contient 6.

Prédiction : L'espace A est ici beaucoup plus grand. Dans le cas ol les observations sont
composées d'une variable expliquée y € ) et d'une variable explicative z € Z, alors

A = {h: h est une fonction de Z — Y},

ou h(z) représente la prédiction que nous pouvons faire pour y, ayant observé la valeur
explicative z.

Comme on le voit, il y a beaucoup de types d’espaces d’actions possibles, assez diverses
I’une de l'autre.
Une régle de décision est alors définie comme une fonction 6 : X' — A.

Exemple 1.9 (Régles de décisions associées aux actions de |'exemple 1.8):
En fonction du type d'actions envisagée, la régle de décision § sera appelée

(i)

un estimateur (cadre de |'estimation ponctuelle). Un estimateur est alors une statistique
(une fonction des observations) a valeurs dans R?;

une procédure de test (cadre des tests statistiques) : une procédure de test est alors fonction
des observations a valeurs dans {0,1}

une région de confiance : la procédure de décision est alors un ensemble défini en fonction
des observations;;

un prédicteur (cadre de la prédiction) : Un prédicteur est une fonction définie sur Z qui
dépend uniquement des observations.

Une remarque importante : le résultat de la regle de décision appliquée a une observation
est de nature aléatoire puisque le modele d’observation est lui-méme aléatoire. Pour comparer
des régles de décisions (et, a terme, choisir d’appliquer la « meilleure » régle dans un certain
sens), la premiere étape consiste & comparer les actions. La hiérarchie de préférence entre les
actions dépend de la perte encourue, pour une action a et une loi sous-jacente Py fixées.
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Définition 1.6.1. Une fonction de perte est une application L définie de © x A dans Ry
qui permet de hiérarchiser les actions d 0 fixé. Ainsi, sous la loi Py € P, l'action a € A est
meilleure que l'action a’ € A si

L(6,a) < L(6,d").

On voit que la hiérarchie entre a et @’ découlant d’une fonction de perte L n’est générale-
ment pas absolue : pour une autre valeur 6’ du parametre, il se peut que I'inégalité ci-dessus
soit inversée. La fonction de perte est généralement imposée par la nature du probléme consi-
déré et les circonstances extérieures a l'analyse (préférences de 'individu, fonctionnement
interne d’une entreprise, sensibilité plus ou moins grande d’un individu a tel ou tel traite-
ment,. .. )

Exemple 1.10 (Fonctions de pertes possibles dans le cadre de I'exemple 1.8):

(i) Erreur d’estimation ponctuelle : si g est a valeurs dans R, la fonction de perte la plus
couramment utilisée est la perte (ou colit) quadratique

L(9,7) = (9(8) —)* .

D’autres choix sont bien entendu possibles, mais ils sont en général plus délicats a utili-
ser. Nous pouvons par exemple considérer |'erreur absolue, L(6,v) = |g(0) — 7|, qui pé-
nalise moins les grandes valeurs de I'erreur, ou |'erreur quadratique tronquée, L(0,v) =

min ((g(0) — )%, d?), qui a un effet similaire. Si g = (g1,...,94) €t ¥ = (71,...,74) sont
des vecteurs, des exemples de fonction de coiit sont les normes habituels sur les espaces de
dimensions finies, par exemple :

d
L(0,7) =d > (v —g;(0)),
=1

d
L(977) =d! Z h/j - g](0)|7
=1

(ii) Erreur du test : dans ce cas, on pose ©1 = © \ O et
L(0,a) =0 sife0O, (Décision correcte)
L(0,a)=1 sif¢ 0O, (Décision erronée).

(i) Erreur de localisation : on rappelle que I'action a est un sous-ensemble de ©. Comme dans
le cas du test, I'erreur est a valeurs dans {0,1} :

L(#,a) =0 sifeca
L(f,a) =1 sif¢a.

(iv) Erreur de prédiction : on reprend le cadre défini au point iv : chaque élément 6 de © définit
une loi Py sur Y x Z. Soit h € A, c'est-a-dire une fonction Z — )). On peut par exemple
considérer I'erreur quadratique moyenne de prédiction

L(0,h) = Eg[(Y — h(Z))?],

ou (Y, Z) est un couple de loi donné par Py.
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Une fois fixée une fonction de perte L, on cherche a se donner une bonne “regle de décision”
0. Malheureusement, méme a 6 fixé, comme l'action a = §(X) est aléatoire, la perte encourue
L(0,6(X)) lest aussi. Ceci justifie de considérer une perte moyenne, qu’on appellera un risque.

Définition 1.6.2. Soit § : X — A une régle de décision. Son risque sous la loi Py € P est
défini par
R(0,6) = Eo [L(0,6(X))] € Ry & Ry U {oc} . (1.5)
Le risque est bien une quantité déterministe, qui ne dépend plus de I’aléatoire X car elle est
définie par intégration par rapport x, mais qui dépend du choix de § et surtout du parameétre
0 inconnu. Ainsi, il n’est pas possible en général d’ordonner totalement des procédures de
décisions, car une “bonne” régle pour un certain parametre 6; (avec un risque R(61,9) faible)
peut s’avérer “mauvaise” pour un autre parametre 5. L’exemple 1.11 ci-dessous illustre ce
point important. On verra plus tard dans ce cours des critéres supplémentaires permettant
d’ “éliminer #” dans la définition du risque (risques bayésiens et minimax) et ainsi de choisir
une décision “optimale” dans un sens qui reste a préciser.

Exemple 1.11 (Prospection pétroliere, d'apres (Bickel, Doksum, 2000)):

Nous considérons un modeéle statistique paramétrique (Pg,0 € ©) ou I'espace des paramétres ©
est réduit a © = {601,05}. Pour fixer les idées, dans un probléme de prospection pétroliere, 6;
correspond au fait qu'un champ est productif, et 05, qu'il ne l'est pas. L'espace des actions A
comporte trois éléments, A = {aj,a2,as}, par exemple nous pouvons forer a; pour chercher le
pétrole, vendre le champ az a un tiers, ou partager les droits de prospection et d'exploitation as.
A chaque action est associée une perte dépendant du paramétre :

Forage | Vente | Partage
al a9 as
01 0 10 )
) 12 1 6

TABLE 1.1 — Fonction de perte L(6,a)

Par exemple, s'il y a du pétrole et que nous forons, la perte est 0. S'il n'y a pas de pétrole et
que nous forons la perte est 12, et ainsi de suite (voir tableau 1.1). Nous réalisons une expérience
pour obtenir une information sur la valeur du paramétre 0. Cette expérience livre une mesure
X € X ={0,1}, et la loi de X est donnée par le tableau des fréquences 1.2.

r=0]|x=1
01 0.3 0.7
) 0.6 0.4

TABLE 1.2 — Fréquence relative

La mesure X représente, par exemple, un type de formation géologique. Des expériences
précédentes ont montré que, lorsque le champ est productif (61), on observait des formations de
type 0 avec une probabilité 0.3 et des formations de type 1 avec une probabilité 0.7, alors que s'il
n'y a pas de pétrole, le formations de type 0 et 1 étaient observées avec des fréquences relatives
égales a 0.6 et 0.4. Comme I'ensemble des observations et I'ensemble des actions est fini, il ny a
qu'un nombre fini de décision possibles, qui sont données dans la table 1.3.
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1123|4567 |89
z=0|a1 |ai | a1 |a2|as | as | a3z | a3 | as

z=1|ay |as | a3 | a1 |as | a3 | ai | as | as

TABLE 1.3 — Fonctions de décision

La procédure 1 par exemple consiste a effectuer I'action a; indépendamment des résultats de
la mesure x. La procédure d9 consiste a « faire » a1 si © = 0 et ag si x = 1 et ainsi de suite. Le
risque d'une procédure de décision 0 est donnée par

3
R(0,8) = Eg [L(0,6(X)] = D L(0,a:)Po[d(X) = ai].

=1

Nous pouvons comparer différentes procédures de décision en visualisant les points [R(61, ) R(62,0)]
pour toutes les procédures § comme représenté sur la figure 1.1. L'ensemble des risques atteignables
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FIGURE 1.1 — Enveloppe convexe de I'ensemble (R(61,9;), R(02,8;)),i=1,...,9

par les régles (01,...,0d9) y sont représentés par les “x".

1.7 Regles randomisées (régles mixtes)*

Dans les parties précédentes, les décisions que nous avons considérées étaient des applications
mesurables de lespace des observations dans Pespace des actions (A, B(A)). Comme nous le verrons
ci-dessous, il peut étre avantageux de considérer une famille de décisions plus générales, appelées
décisions randomisées. Informellement, 1’idée est, une fois observée x € X', de choisir une action de
maniére aléatoire selon une distribution qui dépend de x. Par exemple, si I’espace des actions est {0, 1},
et X =R, le fait d’observer x puis de lancer un dé et de choisir a = 1 si « x est positif et si le résultat
du dé est > 5 », ou bien si « x est négatif et le résultat du dé est < 2 » est une regle de décision
randomisée.

Plus généralement, une régle de décision randomisée §* est une fonction non seulement des données,
mais d’'une variable aléatoire supplémentaire (le dé dans I'exemple, notée U ci-dessous, et qui est la
source de l'aléatoire dans la procédure de décision). Pour simplifier, on considére dans ce cours le cas
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ou l'espace des actions est fini, A = {1,..., K}. Plus précisément, une décisions randomisée 6* est
définie par la donnée d’une fonction
d: X xA—|0,1],

telle que ®(z, a) soit la probabilité de choisir ’action a en ayant observé .

Remarque 1.7.1. La fonction d’ensemble ®(x,-) : A C A — ®(x,A) est une loi de probabilité
sur A pour tout x fizé. Si l'on suppose de plus (ce sera toujours le cas en pratique) que l’application
x> O(x, A) est mesurable, quel que soit A C A, ® est appelée noyau de transition.

La regle de décision ¢ est alors définie par
0 =AX,0)
ou U est une variable aléatoire a valeurs dans U indépendante de X, et ou
A: XxU— A

est une fonction mesurable correctement choisie, c’est-a-dire telle que ]P’[A(x, U) = a] = ®(x,a) pour
tout z € X. On peut par exemple choisir i = [0,1], et U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1],
puis poser, pour 1 < j < K|

Alz,u)=jsiue [ 3 @(2,i), > B(ai) [

i<j—1 i<j

Alors on a bien, pour tout z € X, P(6* = j|X = 2) = P[A(z,U) = j| = ®(x, ).
On peut facilement construire une régle mixte a partir de regles simples : soient par exemple

o', ...,8" un ensemble de 7 régles simples. On peut former une régle randomisée en combinant les 87 :
on se donne un vecteur de poids p',...,p", en I'on considere la régle mixte §* donnée par le noyau de
transition

(I)(l‘,a) = ij]l5j(m):a
j=1

( “vote” proportionnel des 67). On vérifie facilement que le risque d’une telle procédure randomisée
s’écrit comme une moyenne pondérée (avec les poids p?) des risques des procédures non randomisées
4. Ainsi I'ensemble des risques atteignables par les régles randomisées formées & partir des regles
simple est ’enveloppe convexe des risques atteignables par les régles simple. Dans ’exemple 1.11, c’est
le polygone de la figure 1.1.

1.8 Résumé du chapitre

Récapitulons les éléments constitutifs de ’analyse statistique introduits dans ce chapitre

e L’observation X, variable aléatoire définie sur ’espace de probabilité (2, F,P) a valeurs
dans 'espace d’observation (X, B(X)). la probabilité P est inconnue, et I'on s’intéresse a la
loi P (elle aussi inconnue) de X induite par P : P(A) = P(X € A)

e Le modele statistique P : I'ensemble des “lois candidates” pour 'observation X. C’est une
famille de lois de probabilités définies sur I’espace des observations (X, B(X)). On suppose
que P € P. En pratique, on indexe les lois du modele par un parametre § € ©, ou © est
Pespace des parameétres. Le modele s’écrit alors P = {Py, § € ©}. Ainsi, le parametre 6 est
I'inconnue du probléeme et 'objectif de I’analyse est de tirer de 'information sur 6 a partir
des observations X.
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L’espace des actions A (estimation, test, prédiction, intervalle de confiance,...) : c’est
Pensemble des résultats possibles de I’analyse statistique (le délivrable attendu par le com-
manditaire).

Une fonction de perte L : © x A — R, : la quantité L(0,a) est la perte encourue lorsque la
loi inconnue est Py et que ’on entreprend ’action a. Le choix d’une fonction de perte est,
dans 'idéal, dicté par la réalité pratique du probléme (considérations économiques).

Les régles de décision (stratégies) : une régle de décision est une fonction 6 : X — A
permettant de choisir d’entreprendre telle ou telle action en fonction des données observées.
Le risque inhérent & une stratégie pour une loi 6 donnée, R(6,d) = Eo[L(6,(X))] : c’est
Iespérance de la perte encourue étant données une regle de décision § et une loi Py. Le
statisticien cherche des fonctions de décision ¢ telles que “le risque R(6,6) soit faible” :
Attention, a ce stade du cours, puisque le risque dépend de la loi Py inconnue, nous n’avons
pas encore les outils pour établir une hiérarchie universelle (c’est-a-dire, indépendante de 6)
entre deux regles de décision § et &', en absence d’information supplémentaire sur 6. Ceci
sera l’objet du chapitre 4. Avant cela, nous allons nous intéresser au chapitre 3 & une fonction
de perte particuliere, la perte quadratique, et au risque associé, le risque quadratique.
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Chapitre 2

Estimation ponctuelle

Rappelons brievement le cadre de I'estimation : On considere un modele P = {Py,0 € ©}
et une quantité d’intérét (qu’on appellera parfois parametre) g(6) défini pour tout 6 € © et
a valeur dans A C R?. On dispose d’observations X ~ Py, pour un certain # € © inconnu.
On cherche & construire un estimateur g pour la quantité g(6), c’est-a-dire, rappelons-le, une
fonction des observations g : X — A. Pour une observation X = z, la quantité g(x) sera
appelée une estimation du parametre inconnu g(6). La fonction g sera appelée estimateur.

2.1 M et Z—estimateurs

Une classe importante d’estimateurs consiste a minimiser
t— M(X,t)

sur t € A, ou M est une fonction, dite fonction de contraste définie sur X x A a valeurs dans
R U {+0o0}. On notera ’ensemble des points qui minimisent ¢ — M (X, t) par

. def
M(X,t) <
arg min M(X, ¢)

{te A:Vi' e A, M(X,t) < M(X,t)} .

En toute généralité cet ensemble peut étre n’importe quel sous—ensemble de A, y compris
I'ensemble vide (non—ezxistence du minimum). L’existence peut étre garantie, par exemple,
par des propriétés de continuité de M (X,t) en t et de compacité de .A. Quand cet ensemble
est un singleton (unicité du minimum), on I'identifiera a ’élément qu’il contient, par exemple,

§= in M(X,t . 2.1
g=argmin M(X,t) € A (2.1)

On voit que g est une statistique, et donc un estimateur envisageable pour g(6), ou Py est
la loi de X (bien que pour l'instant, rien n’indique que ce soit un “bon” estimateur). Un
estimateur de la forme (2.1) s’appelle un M—estimateur.

Parfois, g peut étre obtenu en calculant la dérivée (ou les dérivées partielles pour d > 1)
de la fonction t — M (X, t). Autrement dit, dans “les bons cas”, le M—estimateur g peut étre
défini par

g est solution de U(X,t) =0, te€ A,
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ot (X, -) est une fonction de ¢t € A & valeurs dans R?. Par exemple, si g = (g1, ..., gq), alors

U = (¢1,...,1q) et la notation ci-dessus est un fagon concise d’écrire le systeme d’équations
1 (X,t) =0
. , teA
wd(X’ t) =0

Les systémes d’équations comme ci-dessus sont appelés équations d’estimation. Le systéme
d’équations considéré ci-dessus est obtenu par dérivation d’un contraste mais nous rencon-
trerons dans la suite des équations d’estimation qui ne dérivent pas d’un contraste (voir
le paragraphe 2.3). Dans tous ces cas, un estimateur défini comme solution d’un systéme
d’équations s’appelle un Z—estimateur .

Quand il n’est pas possible d’évaluer exactement le point qui minimise le critere M ou de
calculer les solutions du systéme d’équations U, certaines procédures numériques (algorithmes
d’optimisation) peuvent néanmoins garantir que

M(X,g) < inf M(X,t) +¢ ou [¥(X,g)][<e, (2.2)
S

ou € > 0 est choisi par 'utilisateur.
Les paragraphes suivants proposent des constructions possibles de M- et Z-estimateurs,
sans toutefois répondre a la question :

Comment choisir au mieux M ou ¥V pour estimer g(0) sous l’hypothése que X ~ Py ¢

Une premiere réponse possible a cette question sera donnée au chapitre 3. Néanmoins les
estimateurs obtenus par les constructions que nous proposerons ne sont
— soit pas toujours explicites (mais plutot obtenus en pratiques par des procédures nu-
mériques qui se contentent de garantir (2.2)),
— soit, quand ils sont explicites, pas toujours sans biais.
Les propriétés asymptotiques des M et Z—estimateurs, qui sortent du cadre de ce cours,
apportent une approche alternative pour comparer leur qualité.

2.2 Méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés est la technique d’estimation de parametres la plus an-
cienne. Initialement proposée par Gauss en 1795 pour 1’étude du mouvement des planétes,
elle fut formalisée par Legendre en 1810. Elle occupe, aujourd’hui encore, une place centrale
dans ’arsenal des méthodes d’estimation : son importance pratique est considérable.

Considérons un modele de régression semi-paramétrique. On observe X = [X; = (Y;, zi)]1<i<n
et 'on suppose que

Yi=v(0;2;) +€, i=1,...,n,

avec
1. e=[e1 ... €]7 vérifiant les hypotheses de Gauss-Markov : E[e] = 0 et Var(e) = 021,
2. € RY,

3. ¢ est une fonction de régression ou fonction de lien, supposée connue.
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Le modele de régression linéaire correspond au cas ou ¢ est linéaire. Ce modele est semi-
paramétrique dans la mesure ou la loi de € n’est pas entierement spécifiée.

Dans cet exemple, la grandeur d’intérét est le parametre 0 lui-méme, de sorte que 'on
pose g(8) = 6, et I'on cherche & construire un estimateur 6 = 6(X).

Considérons la fonction de contraste définie par

1 & d
*ZY o(t;z))”, teR
n
=1
Nous avons donc .
1
Eo[M(X, )] =02+ = (p(6;2) — 2
M) =07+ 3 (e(05) = (1)

qui est minimum en ¢ = # (au moins). Il y a unicité si pour tout t; et to dans RY,

n

STt z) — p(ta;2:)) > =0 = =t (2.3)
i=1

Si, de plus , pour tout z, ¢ — (t;z) est continue et si lim,_o ¢(t;2) = oo alors, le M~
estimateur
0 = argmin M (X, 1)
teRd
est correctement défini (c’est-a-dire, ce minimum existe et est unique) des que le vecteur
d’observation Y = [Y7 ... Y,]7 admet un unique projecteur Y € R” sur 'ensemble

{[cp(t;zl) gp(t;zn)]T : tGRd} ,

ce qui arrive en général presque stirement. L’estimateur g ainsi défini est appelé I’ estimateur
des moindres carrés. Si la fonction ¢ — ¢(t; z) est différentiable sur R? pour tout z, I'estimateur
des moindres carrés est aussi solution des équations d’estimation

Zat (t2:)Y; = Za (z)p(tm), 1<j<d.
J

Dans le cas non linéaire, on a recours pour résoudre les équations d’estimations a des procé-
dures numériques, généralement itératives (algorithme de Gauss—-Newton par exemple).

2.3 Meéthode des moments

La méthode des moments a pour objectif de construire des M ou Z-estimateurs. On se
restreint dans ce cours au cas le plus simple d’application de la méthode : celui de I'estima-
tion du parametre d’une loi. La méthode des moments est alors aussi appelée principe de
substitution , pour des raisons qui apparaitront clairement ci-dessous.

On se donne un modele statistique P = {Py, # € ©}. On dispose d’un n-échantillon i.i.d.
de loi P = Py, € P, clest-a-dire, X = (Xy,...,X,,) € X" avec Xi,...,X,, indépendants de
méme loi Py, sur (X,B(X)). On considere le probleme de Iestimation de 6y € ©. L’espace
des actions est donc A = ©.

Supposons que 'on dispose de p fonctions ¢1, ..., p, définies sur & a valeurs réelles et
intégrables pour tout 6, (Eg|e;| < oo, pour i € {1,...,p} et § € ©), telles que I'on puisse
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« retrouver 6 » dés que 'on connait la valeur des espérances Egp;(X). Cette hypothese est
formalisée ci-dessous. Pour condenser 1'écriture, on note ¢ = (¢1,...,9p), et on introduit la
fonction de 6 & valeurs dans R?,

®(0) = Egp(X)

La fonction ® est appelée fonction des moments associés a . Avec ces notations, notre
hypothese s’écrit

(i) [Injectivité] Pour tout 0 et 6 appartenant a ©, ®(f) = ®(¢’) implique 6 = ¢’,

Appelons ®(0) 'image de © par ®. Alors ’hypothese (i) implique qu'il existe une application
réciproque ® ! définie sur ®(0) telle que § = ®~1(®(6)) pour tout § € O. Pour fixer les idées,
prenons I'exemple d’un modele gaussien, paramétré par § = (u,0?) (moyenne et variance).
On peut alors prendre ¢;(z) = 2%, i = 1,2, Phypotheése (i) ci-dessus est satisfaite, et pour
(m1,mg) € R x R on a ®1(my, ma) = (my, ma — m?).

Une idée naturelle consiste a remplacer I’espérance théorique (inconnue) par une version
empirique

(une fonction des données X). En supposant que ®, € ®(0), on prendra comme estimateur
6 la solution de I'équation ®(4) = ®,,, c’est & dire § = ®~1(d,,). L'expression « principe de
substitution » vient du fait que I’estimateur 0 est obtenu en substituant @n a ® dans 'identité
9 = &1(®(0)). Par la loi des grands nombres on sait que ®,, ~ ®(6y) pour n grand, si 6
est le parametre sous lequel les observations sont générées. Nous ne détaillerons pas dans ce
cours la validité asymptotique de la méthode. En pratique, il n’y a pas forcément de solution,
mais on peut choisir # qui minimise Pécart ||®(6) — @,
On construit alors le contraste M, (t) indexé par t € O, défini par

My (t) = | @, — @), t€®, (2.4)

ou || - || est une norme sur R? bien choisie. La statistique M,,(t) s’écrit comme une fonction
M(X,t) : c’est donc bien un contraste. Pour définir un M—estimateur a partir de ce contraste
comme dans (2.1), il faut s’assurer de l'existence et de I'unicité du minimum de la fonction
M,,.

Lemme 2.3.1 R R R
Sous Uhypothése (i), s’il existe § € © tel que M, (0) = 0, alors 0 est l'unique minimiseur de
M, c’est-a-dire R
0= in M, (t) .
arg min My (t)

DEMONSTRATION. Comme la fonction M,, est positive ou nulle, @ minimise M,,. Le minimum

-~

de M, est donc atteint (en 6). Il suffit maintenant de montrer l'unicité de ce minimum,
c’est-a-dire, que si t € O et M, (t) = 0, alors nécessairement ¢ = 6. Soit donc ¢t € © tel que

~ '~

M, (t) = 0. Ainsi, ®(t) = &, = ®(#). La condition d’injectivité (i) implique que ¢ = . [

Ainsi, si la fonction ® est injective et g’il existe 0 tel que &Jn = <I>(§), on obtient comme
estimateur

G olE ) .
0 (®n) = argmin My(1) ,



quelque soit le choix de la norme || - ||. C’est ce qu’on appelle le principe de substitution.
Deux cas particuliers de I’estimation d’un parameétre par la méthode des moments sont
donnés ci-dessous.

Exemple 2.1 (temps de survie):
Supposons que les X; soient des temps de survie modélisés par une loi Py = Gamma(a, A), de
parameétre § = (a, \) avec o > 0 et A > 0 dont la densité est

AT ()]t exp(—Az)1g, (),

ol I'(a) est la fonction Gamma. Construisons un estimateur de § = (a, \) € © = (0, 00)2. Si on

pose © = (p1,¢2) avec 1(z) = z et pa(x) = 27, alors ®(0) = Eg(p) = (Egp1(X), Egpa(X))
est donnée, pour 0 = (01, 602), par

01(1+61)

0
Egp1(X) = 9*; et Egpo = 02 ;
2

qui est une fonction inversible de I'ensemble |0, 0o[? dans lui-mé&me. L’application réciproque ®~*

est
2
-1 my mi
@ (m17 m2) = 3 2

L'estimateur 6 = (&, \) s'écrit alors

n n
a= ()_(n/&n)2 A= )_(n/ﬁ,% avec X, =n""! ZXi et 87% =n! ZXZQ - X,
i=1 i=1

Il est clair que nous pouvons former de multiples estimateurs de la sorte, en choisissant différents
1 et pa.

Exemple 2.2 (Modéle de Hardy-Weinberg):

En 1908, un mathématicien anglais, G.H. Hardy, et un médecin allemand W. Weinberg ont formulé
une loi connue sous le nom de loi de Hardy—Weinberg. Selon cette loi, les fréquences des alléles d’un
gene restent stables de génération en génération dans une population idéale et ne dépendent que
des fréquences de la génération initiale (les alléles étant différentes formes d'un géne). Considérons
un géne a deux alléles (un géne ayant deux formes différentes). Pour comprendre ce modele,
considérons une population de grande taille. Les individus s'y unissent aléatoirement, impliquant
I'union aléatoire des gametes (chaque gamete étant porteur d'un alléle). Il n'y a pas de migration
(aucune copie d’alléle n'est apportée de I'extérieur), pas de mutation, et pas de sélection et les
générations sont séparées. Considérons 1 locus a 2 alleles A et a possédant respectivement des
fréquences 6 et 1 —0 a I'équilibre. Quelles vont &tre les fréquences des différents génotypes AA, Aa
et aa? Pour qu'un individu soit de génotype AA, il faut qu'il ait recu 1 allele A de ses 2 parents. Si
les gamétes s'unissent au hasard, cet événement se réalise avec la probabilité #2. Le raisonnement
est identique pour le génotype aa. Enfin, pour le génotype Aa, 2 cas sont possibles : I'individu a
recu A de son pere et a de sa mere ou l'inverse, et cet évenement se réalise avec une probabilité
20(1 — 0). Les fréquences de Hardy—Weinberg des différents génotypes sont donc données par

Génotype AA Génotype Aa Génotype aa
pi() =6*  p2(0) =20(1—0)  ps(6) = (1-6)°
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FI1GURE 2.1 — Distribution des génotypes suivant le modele d’équilibre de Hardy—Weinberg
pour une population diploide en fonction de la fréquence de lallele A

Considérons une population de n individus. Si N; est le nombre d’individus dans la population
génotypique i = 1,2, 3 correspondant a AA, Aa, aa, alors la variable N = (N, Ny, N3) suit une loi
multinomiale Multi(n, [p1(6), p2(6), p3(0)]). De facon équivalente, on peut considérer un modeéle
d'échantillon i.i.d. X € X = {1,2,3}, k = 1,...,n de loi discréte donnée par p;(0), i = 1,2,3
et poser

n
Ny =Y 1(Xp=1).
k=1

La statistique N;/n est le moment empirique associé a la fonction ¢; : © — 1(x = i) définie sur
X, et d'espérance
Egpi = pi(0) -

Supposons que nous cherchions a estimer la fréquence 6 de I'allele A dans la population. Comme
0 = /p1(0), le principe de substitution nous conduit a I'estimateur 0 = \/NN1/n. Remarquons
aussi que nous avons aussi § = 1 — /p3(6), ce qui suggere un autre estimateur f=1-— VN3 /n.
Parmi 1,705 bébés caucasien nés aux Etats-Unis en 2000, I'un d'entre eux était porteur de la
cystite fibreuse, (homozygote aa). Par suite, n = 1705, N3 = 1 et la fréquence de I'allele A dans

la population peut étre estimée a

6=1—1/1/1705 = 0.9758.

A partir de cette valeur, on peut estimer la fréquence des homozygotes AA par 02 = 0.953 et la
fréquence des hétérozygotes (génotype Aa) par 20(1 — ) = 0.047.

lange de deux lois connues):

Exemple 2.3 (Mé
n) un n-échantillon i.i.d. de loi Py, # € © = (0,1) avec Py de densité

Soit (X1,...,

p(z;0) = Op1(z) + (1 — 0)p2(z)
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ou pi(x) et pa(x) sont deux densités connues définies sur R. Soit ¢ une fonction de R dans R.
On pose :

uj:/Rw(x)pj(x)d:c pour j=1,2.

Alors, I'espérance de (X)) sous Py vaut pu(0) = Ouy + (1 — 0)ua. Avec ces notations, on a :

O(t) € Bup(X) = p(t) =t + (1 — )psg = po + t(mn — p2) € (0,1, (2.5)

L'application ® : ¢ — pu(t) est injective sur (0, 1) si et seulement si p; # g et I'application inverse
&~ ! est donnée par
_ 5 — po
() = = 2.6
=) p1 — p2 (2:6)
Par substitution, on en déduit un estimateur de 6 :
T Y (X)) — e
M1 — H2

Si on choisit, par exemple, de prendre ¢(x) = 1(z < ¢), alors ®(t) = P(X; < ¢) est la fonction
de répartition de X7 évaluée c. On en déduit |'expression de |'estimateur de 6 :
®,,(X) — Fa(c)
Fi(c) — Fa(c) |

oll ,(X) = L3 | 1(X; < c) est la proportion d'éléments de I'échantillon inférieurs ou égaux

h=01,) =

6= (2.7)

acet Fij(c) = [ pj(x)dz, j =1,2. On vérifie aisément que 0 est un estimateur sans biais de

0 de variance :
F(c)(1—F(c))

n (Fi(c) - F5(c))*’

ol F(c) = 0F1(c) + (1 — 0)F5(c). La variance de cet estimateur dépend du choix du seuil ¢. On
peut résoudre le probléme du choix du seuil ¢ en cherchant a la minimiser. Si nous supposons que
les densités de probabilité p;(z) et pa(z) sont des fonctions continues, la variance est une fonction
dérivable du seuil ¢. Sa dérivée s’annule pour ¢ vérifiant :

p(e)[1 = 2F(0)][F1(c) = Fa(c)] = 2F(¢)[1 — F(c)](p1(c) — pa(c)) (2.8)

On remarque alors que le seuil optimal ¢ dépend de la valeur du parameétre 0 inconnu. Pour illustrer

ces résultats, considérons le mélange de deux lois gaussiennes, p1 et py densités des lois N (ui1, 07)

et N (u2,03), dans les deux cas suivants :

EQM(d,6) =

(11, 0%) | (2, 03)
cas| | (0, 1) (3.1)
cas Il | (0,1) (1,4)

Dans le cas I, les deux composantes gaussiennes sont bien séparées tandis que dans le cas Il elles
le sont mal. On peut donc s'attendre a ce que I'estimation de la proportion dans | soit plus aisée
que dans Il. C'est ce que montre les courbes de la figure 2.2, ot nous avons représenté la variance
de I'estimateur de la proportion du mélange, en fonction du choix du seuil ¢, lorsque 6 = 1/2.
Dans le cas I, on observe que le minimum est atteint pour ¢ ~ 1.5, ce qui n'est pas surprenant
car le point d'intersection entre p;(x) et pa(z) est en ¢ = 1.5, ce qui annule le membre de droite
de (2.8) et F(c) = 1/2 (c est la médiane de la loi d'observation), ce qui annule le membre de
gauche de (2.8), et par conséquent ¢ = 1.5 est solution de I'équation (2.8). Dans le cas Il, la
valeur optimale de ¢ est voisine de 1.

26



FIGURE 2.2 — Variance de ’estimateur de la proportion d’un mélange de 2 lois gaussiennes
en fonction du seuil ¢, pour § = 1/2.

2.4 Meéthode du Maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance a été introduite, dans le cas de modeles d’ob-
servation discrets par Gauss en 1821. Toutefois, cette approche est habituellement associée
au nom du statisticien anglais Fisher, qui a redécouvert cette méthode d’inférence et a été le
premier & donner les bases d’une théorie de I'estimation paramétrique fondée sur la vraisem-
blance.

Nous nous placons dans le cadre d'un modéle dominé indexé par un parametre 8 € O,
P = {Py, 0 € ©} défini sur l'espace d’observation X. On notera p(-;6) la densité de Py par
rapport a la mesure dominante qu’il est inutile de préciser pour la suite. On observe X de loi
Py. Rappelons que la fonction de vraisemblance, & X = x fixé est la fonction de ¢, t — p(x;t)

On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance de 6, ’estimateur associé au contraste
—p(X,-), c’est-a-dire tout estimateur # vérifiant

~

p(X;0) > sup{p(X;t) : t € O}. (2.9)

Exemple 2.4 (Nombre moyen d'arrivées dans une file d'attente):

Considérons tout d'abord le modéle discret d'une file d'attente a un serveur. On suppose que
le nombre de clients qui arrivent pendant un intervalle de durée fixe suit une loi de Poisson de
moyenne 6 > 0 et que les nombres observés dans des intervalles disjoints sont des variables
aléatoires indépendantes. On effectue une observation X = (Xi,---,X,) dans n intervalles
disjoints de méme taille. L'hypothése d'indépendance implique que la densité par rapport a la
mesure de comptage s'écrit :

f%1 ... H%n
p(x;0) =Po(X1 =1, , X = ®n) = ———— exp(—nb)
1! xy!
ol x = (x1,...,%,) est un vecteur d'entiers naturels positifs. En passant au logarithme qui est
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une fonction monotone croissante, on obtient la log—vraisemblance :
n n
log (p(X;t)) =t)_ Xi —nt — ) log X;!
i=1 i=1

En annulant la dérivée par rapport ¢, on obtient |'estimateur du maximum de vraisemblance

qui n'est autre, dans ce cas, que la moyenne empirique des observations.

Exemple 2.5 (Estimation du paramétre inconnu d'une loi uniforme):
Considérons un échantillon i.i.d. (X1, -+, X,) de v.a. de loi uniforme sur un intervalle [0, 6], ou
0 > 0 est le paramétre inconnu a estimer. La densité de ce modéle est

p(x;0) =010 <z <0).
La vraisemblance des observations est donnée par

0 6<max(X1,...,Xn),
p(X1, .. X 0)={ < max(Xy,..., Xp)
0~ 0 >max(Xq,...,X,) .

et I'estimateur du maximum de vraisemblance est donné par 6, = max(Xy, -, X,,).

Dans le cas d’un échantillon ii.d., X = (Xi,...,X,), de densité p(-;0), 6 € O, il est
pratique de considérer la log—vraisemblance définie comme le logarithme de la fonction de
vraisemblance

L(x;t) = log Hp(xi;t) = Zlogp(azi;t), reX,teO. (2.10)
i=1 i=1

Pour une valeur de ¢ fixée, le contraste défini comme "opposé de la log—vraisemblance —L (X, t)
est alors une somme de variables aléatoires réelles i.i.d., ce qui sera utile dans ’analyse de ses
propriétés asymptotiques.

Exemple 2.6 (Modéle paramétrique):

Supposons le modele considéré paramétrique, © C RP. Si la vraisemblance p(x;t) est différentiable
en t et si I'estimateur du maximum de la vraisemblance # est un point intérieur de O, alors
I'estimateur du maximum de vraisemblance 8 est une solution des équations de vraisemblance

Vilogp(x;t) =0, te€int(O). (2.11)

C'est donc un Z—estimateur. Il faut faire attention quand les équations de vraisemblance sont
utilisées de bien vérifier que la solution trouvée correspond au maximum global de ¢ — p(X;t)
sur t € © et non un minimum ou un maximum local.

Exemple 2.7 (Echantillon multinomial):
On considére une expérience consistant a tirer indépendamment n éléments dans une population
comportant k composantes. Notons ; = Py[X; = j] la probabilité de tirer la composante j,
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E?Zl 0; =1, et N; = > ' I[X; = j] le nombre d'observations dans la j-iéme catégorie. La
log—vraisemblance des observations est donnée par

k k
t=(tr,....t;) = L(X,t) =) _ Njlog(tj), t€O=<St:t;>0) t;=1
j=1 j=1

Pour obtenir |'estimateur du maximum de vraisemblance, nous maximisons la log—vraisemblance
par rapport aux k — 1 paramétres t1,...,t;_1 en posant tp = 1 — Zi:f t;. Nous considérons
d'abord le cas ou tous les N; sont strictement positifs. Nous avons L(t, X)) = —oo si I'un des ¢;
est nul, et donc le maximum de vraisemblance est a I'intérieur du domaine et doit satisfaire les

équations de vraisemblance

0 N; N,
—L(t,X)=-L - —"E o
ot; t e
Par conséquent gj/gk = N; /Ny, et donc 6 =n '[Ny ... NiJ7. Le calcul de la dérivée seconde

montre que ce point est bien un maximum. Si maintenant il y a des indices j pour lesquels N;
est nul, notons I I'ensemble des indices restant (au moins 1 puisque n > 1). On se raméne donc
a maximiser 3, Njlog(t;) sous les contraintes t; > 0 pour j € I et 3 t; < 1. Il est clair
que le maximum sera atteint uniquement si Zje[ t; = 1, ce qui donne finalement, en appliquant

le résultat précédent @ = n 1[Ny ... N,]7.

Exemple 2.8 (Modéle de Hardy—Weinberg, cf. exemple 2.2):
La vraisemblance en I'observation N = [N, No, N3] est ici donnée par

L(N;t) oc 281 (2¢(1 — ))V2(1 — )23 oc 2182 (1 — ) No#2Ns,

Si 2N1 + Ny > 0 et No + 2N3 > 0 alors I'estimateur du maximum de vraisemblance est donné

par
2N1 + No

2n
Si2N1+No =0 (N1 =0et Ny =0), alors la vraisemblance est égale a (1—1)™ qui est maximisée
en § = 0. De facon similaire, si Ny =0 et N3 =0, alors § = 1.

0=

Exemple 2.9 (Echantillon Gaussien):
Soit (X1, ,Xy) un n-échantillon NV(u,0%). On note § = (u,0?) € © = R x R*. La log—

vraisemblance a donc pour expression, pour tout = (x1,...,2,) € R", t = (t1,t2) € O,
log p(z; t) " log(2m) — Zlogt ! fj( t1)? (2.12)
rt) = —— T) — = - — Ti— . .
g P\T; 2 g 9 gl2 215 ra 7 1

L'estimateur du maximum de vraisemblance 6,, = (ji,, 8,%) s'obtient en résolvant les équations de
log—vraisemblance :

dp op
—(X;t)=0 et —(X;t)=0, t€0O.
c’)t1( ) atg( )
Ces équations de vraisemblance ont une solution unique dans © et on obtient :
~ 1 & ORI ~ 2
fin =~ Y Xi et o= - > (Xi — fin) (2.13)
i=1 i=1
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Exemple 2.10 (Loi double-exponentielle translatée):

Considérons le modele donné par la famille densités {pg(z) = 5 exp(—|z —0]), 0 € R} (la famille
des lois double-exponentielles avec la mesure de Lebesgue pour mesure dominante). Pour ce
modele, dans le cas d'un n-échantillon i.i.d. X = (Xy,...,X,), la log—vraisemblance s’écrit

n
LX,t)==Y_|Xi—t|, teR.
k=1

Elle est maximum en tout point ¢ tel que

Il existe au moins un tel point t et, comme les X; sont distincts p.s., il y a unicité uniquement si
n est impair, auquel cas I'estimateur 6,, ainsi défini est la médiane empirique.

Exemple 2.11 (Loi uniforme sur un intervalle quelconque):

Soient {X,,}n>0 des observations i.i.d distribuées suivant une loi uniforme sur I'intervalle [0 —
%,0 + %] 6 € R. La fonction de vraisemblance § — p(z1,--- ,2,;0) est donnée pour tout
x=(x1,...,2,) et t € R par :

1 0e[My(X)—1/2,m,(X)+1/2]
0 sinon

p(xst) = {

ou M, (X) = max(zy, - ,xy,) et my(X) = min(xq,--- ,x,). La vraisemblance est constante sur
I'intervalle [M,,(X)—1/2,m,(X)+1/2] et toute valeur prise dans cet intervalle est un estimateur
du maximum de vraisemblance. Considérons par exemple les deux estimateurs suivants :

~ 1 ~ 1
0 = M, (X) — 5 e 02 = m,(X) + 5
On peut établir que :

2

Eo[(0 — 0)%] = Eo[(0? — 0)*] = CERCED)

n

(2.14)

Remarquons toutefois tous les estimateurs du maximum de vraisemblance n’ont pas le méme risque
quadratique (cf. Chapitre 3). En particulier I'estimateur 83 = (M, (X) 4 m,,(X))/2 vérifie

1
o(n+ 1)(n+2)

Eq [(57({3) - 9)2} =
et a donc un risque quadratique plus faible que 8) et (2.

2.5 Famille exponentielle*

De nombreux modeles « classiques » se prétent bien a ’estimation par maximum de vraisemblance,
en particuliers les modeles de type « famille exponentielle », définis comme suit.

Définition 2.5.1 (famille exponentielle). Un modéle {Pg,0 € © C R} sur X est appelé famille
exponentielle de dimension d, si le modeéle est dominé par une mesure p sur X, par rapport a laquelle
Py admet une densité pg de la forme

p(z;0) = h(x)exp [(n(0),T(x)) — B(#)], xe€X,0¢€0O, (2.15)
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ouT : X — RP est une statistique multivariée, n : © — RP est une fonction du paramétre, ap-
pelée « paramétre naturel » et e~ B0 est une constante de normalisation assurant que Uintégrale

fX po(x)du(z) = 1.
Dans ce cas, on appelle « espace des parameétres naturels » du modéle ’ensemble

E={neRP:Z(n) = /X h(z)elm T y(dz) < ool

Remarque 2.5.2. D’aprés la définition, la constante de normalisation est choisie de sorte que Z(n) =
eBO) . Ainsi, la constante ne dépend de 0 qu’d travers 1(0) et on peut toujours choisir la « paramétri-
sation naturelle » P = {P, :n € &} ou P, admet pour densité

p(z;n) = h(x)e<n7T(w)>—A(n)’ reX neE, (2.16)
avec A(n) = —log [ h(z)e™T@) y(dz) = —log Z(n).

La définition d’une famille exponentielle, bien que d’apparence restrictive, recouvre un grand
nombre d’exemples classiques : par exemple, on vérifie facilement (exercice) que les modeles de Ber-
noulli, binomial, de Poisson, le modéle exponentiel donné par p(x,0) = e~ 2 > 0,6 > 0, le modele
gaussien (avec p = 2 et n(u,0?) = (u/0?,—1/20?)) sont des modeles exponentiels.

2.6 Maximum de vraisemblance pour la famille exponentielle*

Les questions d’existence et d’unicité de ’estimateur du maximum de vraisemblance peuvent étre
traitées de fagon assez élégantes et complétes dans le cas de la famille exponentielle canonique. Ceci
découle assez directement de la concavité stricte de la log—vraisemblance en fonction du parameétre
canonique 7. Soit (X7, ..., X,) un n-échantillon d’une expérience statistique (P,,n € £) ou P,, est une
famille exponentielle d-dimensionnelle de densité :

pn(x) = h(x)exp((n, T(x)) — A(n)), n€E,

par rapport a une mesure de domination p. £ est I'espace des parametres canoniques,

e = {n e ®a0) = tog ([ ) expl(n. TN utao) ) < o0}

L’ensemble £ est convexe. Nous supposons dans la suite que la famille est réguliere, auquel cas cet
ensemble est ouvert. Dans la suite, nous supposons toujours que le vrai parametre 79 € £. Nous
admettons le lemme suivant, qui est une conséquence de la proposition 3.2.11 :

Lemme 2.6.1
La fonction n — [ h(z)exp({n, T (z)))p(dz) est analytique sur © et

o | h(z) exp((n, T(x)))p(d)
ony' - Oyt

- /h(x)ﬂ(x)“- - Ti(2)"™ exp((n, T'(@))) u(dw),

pour tout entier naturel p et tout i1 +- -+ + i = p. Autrement dit,

O exp[A(n)]

o o E[T)(X)™- - Th,(X)™] exp[A(n)]

Ce lemme implique que la log—vraisemblance

L(n,z) = logp(z;n) = Constante(z) + (T'(x),n) — A(n)
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est (indéfiniment) différentiable sur £ par rapport a 7. En particulier, pour p = 1,2 on obtient

VA0 = BT, i (2D

)LM = Cov,(T(X))

(ott 'on note Cov(Y) la matrice de variance -covariance d’un vecteur aléatoire Y'). Ainsi, la matrice hes-
3%[A(n)+(T(z),n)+Constante] )
4, <

sienne de la log—vraisemblance est ( . —Cov,(T(X)), qui est une ma-

On; On;
trice définie négative d’apres les propriétés des matrices de variance-covariance. La log-vraisemblance
est donc une fonction concave. De plus, les dérivées partielles de la log—vraisemblance (ou fonction
score) sont données par :

Vi L(n, ) = T(x) = VyAln) = T(z) = Ey[T(X)].

Cette relation illustre une propriété qui sera mise en évidence au Chapitre 3 pour les modeles statis-
tiques réguliers : 'espérance du score est nulle. Pour un n-échantillon i.i.d de loi py(x), les équations
de vraisemblance se réduisent ici a :

n! i T(Xi) = Ey[T(X)], (2.17)

et les estimateurs du maximum de vraisemblance sont, pour cette famille de loi, des estimateurs obtenus
par la méthode des moments en prenant comme fonction des moments ¢(x) = T'(x). En supposant
que la fonction n — E,[T(X)] est bijective sur &, la solution de (2.17), si elle existe, est unique. La
log—vraisemblance étant concave, ce point est nécessairement un maximum. Dans de nombreux cas,
nous considérons des familles exponentielles de la forme

p(x;0) = h(z) exp((¢(0), T'(z)) — B(0)), 0¢€6,

oll @ est le parametre. Si la fonction ¢ est une fonction bijective de R? + R?, et si I'estimateur
du maximum de vraisemblance existe pour le paramétre canonique 7, alors on peut vérifier que que
0 = q(n) est un estimateur de maximum de vraisemblance.
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Chapitre 3

Risque quadratique

3.1 Risque quadratique

Considérons un modele statistique P = {Py,6 € ©} défini pour un espace d’observations
X. On s’intéresse a un parameétre réel d’intérét g(#), par exemple I'espérance de X sous Py ou
un quantile, etc... des exemples ont été donnés au chapitre précédent. On considere dans ce
chapitre le probléeme de l'estimation de g(f). On est dans le cadre de 1'estimation ponctuelle
introduit dans les exemples de la section 1.6. L’espace des actions est donc la droite réelle, et
une fonction de décision est un estimateur, c’est-a-dire une fonction g : X — R. Attention, le
parametre d’intérét g est une fonction de 6 (inconnu), alors que 'estimateur g est une fonction
de X (observé).

La fonction de perte la plus courante pour 'estimation d’un parametre réel est la fonc-
tion de perte quadratique, définie pour un parametre f et une estimation v € R destinée a
approcher g(f), par

L(8,7) = (9(8) —)*.
Soit g : X — R un estimateur du parametre g(6). Le risque correspondant est appelé erreur
quadratique moyenne (EQM) ou risque quadratique. 11 est donné par

EQM(0,5) < R(0,3) = Eol(9(0) — §(X))?] . (3.1)

L’erreur quadratique moyenne dépend de la variance de l’estimateur et de son biais défini

par :

b(0,5) < Eg[g(X) — 9(0)]. (3.2)

Proposition 3.1.1 (Décomposition biais—variance)
Pour tout 6 € ©, lerreur quadratique moyenne définie en (3.1) se décompose en

EQM(0,9) = (b(6,9))" + Var(§(X)), (3:3)
ot Varg(G(X)) % Eg[(§(X) — Eog(X))?] est la variance de §(X) et b(6,§) est le biais de
Pestimateur g.

DEMONSTRATION. On écrit, dans le membre de droite de (3.1),
9(X) — 9(8) = [9(X) — Eog(X)] + [Eog(X) — g(0)] -

On obtient le résultat en développant le carré et en calculant ’espérance sous Py. |
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Exemple 3.1 (Estimation du paramétre de translation):

Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de loi N'(u1, o?) (loi gaussienne de moyenne y et de
variance 02). Nous utilisons comme estimateur de y la moyenne empirique, X =n! Yo X et
nous utilisons une fonction de colit quadratique. Le biais de cet estimateur est nul et sa variance
est égale a :

Var,u,ff2 (X) = n_2 Zvar;t,(ﬂ (Xz) = 0'2/71,.

Par conséquent, le risque quadratique est donné par
EQM(u, 0% X) = 0% /n,

qui ne dépend pas de p.

Dans le cas ot la qualité des mesures (plus précisément la variance o2 des erreurs) est connue,
I'expression exacte du risque ci-dessus permet de déterminer a I'avance le nombre de mesures
nécessaires pour avoir un risque inférieur 3 un niveau donné € > 0, ng = [0 /e].

Si 02 est inconnue, une évaluation aussi précise du rlsque est |mp055|ble On peut toutefois
estimer la variance des erreurs, par exemple en prenant 52 = (n — 1)~ 37 (X; — X)?, qui est
un estimateur sans biais de o2. L'estimation correspondante du risque erreur est cette fois elle
aussi sujette a des fluctuations aléatoires et doit étre utilisée avec certaines précautions que nous
ne détaillerons pas ici.

La décomposition biais-variance et I'exemple ci-dessus suggerent une des raisons pour
lesquelles on utilise le plus souvent le risque quadratique : la simplicité des calculs. L’exemple
ci-dessous illustre les difficultés rencontrées avec une autre fonction de perte d’apparence
pourtant simple

Exemple 3.2 (perte absolue):
Supposons qu'a la place de la perte quadratique, nous ayons choisi d'utiliser la perte absolue
L(6,7) = |g(0) — +|. Comme Py ne dépend que de (11, 0?) dans le modele Gaussien, peut alors

écrire le risque en fonction de et o2,

R(:u’a 02;X> u02’X :u’
Pour le modéle considéré, X — 1 suit une loi N(O,Jz/n), d’'ou, par un calcul plus délicat,

i
N

Si nous ne supposons plus que la distribution des erreurs est gaussienne, mais suit une loi
de densité quelconque symétrique f, alors le risque quadratique de I’estimateur de la moyenne
est encore donné par Vary(X)/n, mais on ne dispose plus alors d’expression explicite pour le
risque absolu (aussi appelé « risque uniforme » ), sauf exception : pour évaluer le risque, on a
alors recours soit & des méthodes d’intégration numérique, soit a des méthodes de simulation.

En fait, les difficultés apparaissent aussi pour le risque quadratique, lorsque nous utilisons
un estimateur autre que la moyenne empirique. Si par exemple nous considérons comme
estimateur la médiane, il n’est plus possible de calculer explicitement le risque quadratique,
méme lorsque la loi est gaussienne, et ’on doit avoir recours a des méthodes numériques.

La décomposition biais—variance (3.3) apporte une simplification dans ’analyse du risque
quadratique pour les estimateurs dits sans biais.

R(p, 0% X) / t] e /2 qt =
( =7 2l
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Définition 3.1.2 (Estimation sans biais de variance minimale). On dira qu’un estimateur g
est sans biais s7
b(0,9) =0 pour tout 0 €O .

On appelle « classe des estimateurs sans biais » ’ensemble I' des estimateurs g qui vérifient
cette contrainte. Quand il existe, l'estimateur de cette classe qui vérifie

EQM(6,9) < EQM(0,4") pour tout 6 € © et tout g €T,

c’est-a-dire
g € argmin EQM(0,3"), pour tout 6 € ©
ger

est appelé estimateur uniformément de variance minimale dans la classe des estimateurs sans
biais (U.V.M.B.).

3.2 Information de Fisher, Borne de Cramér-Rao

Nous allons dans cette partie établir des bornes inférieures sur le risque quadratique des
estimateurs sans biais. Cette borne permet d’évaluer 1’écart entre 'estimateur utilisé et une
borne ultime, qui n’est pas nécessairement atteinte.

3.2.1 Modele statistique régulier, information de Fisher

L’information de Fisher est une notion centrale en statistique paramétrique. En un mot,
cette quantité représente (comme son nom l'indique et pour des raisons que nous ne détaille-
rons pas dans ce cours) la quantité moyenne d’information apportée par une observation.
Elle est définie sous certaines conditions techniques sur le modele statistique en jeu, détaillées
ci-dessous.

Définition 3.2.1 (Modele régulier). Soit P = (Py,0 € © C R?) un modéle paramétrique
dominé par une mesure p : Po(dx) = pg(x)p(dx). Nous noterons p(x;8) = po(z) la densité.
Le modéle est appelé régulier si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Espace des paramétres régulier et support constant : L’espace des paramétres ©
est un sous-ensemble ouvert de R ; et I'ensemble & = {x € RY : p(x;0) > 0} ne dépend
pas de 6.

(2) Vraisemblance réguliére : Pour tout 0 € © et x € A, le gradient Vg logp(x;0) existe

et Eg < 0.

Vo logp(X;0)

(3) Permutabilité Vg/ [, pour les statistiques intégrables : Si S : X — R est une
statistique telle que

Eg[|S(X)]] <00, et Ep[|S(X)Vglogp(X;0)|] <oo, V€O, (3.4)

alors, la fonction 0 — Eg[S(X)] est différentiable et les opérations de dérivation et
d’intégration peuvent étre échangées :

Vo | S@pla:Ou(de) = [ S(@)Vap(w:0)n(de).
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La condition (3) est pratique pour établir les résultats qui suivent mais sa vérification
rigoureuse est difficile. Pour I'instant, notons simplement que les familles exponentielles, pré-
sentées plus bas (section 3.2.4) permettent de mettre en évidence une classe importante de
modeles réguliers (voir proposition 3.2.11).

Nous commengons par supposer que d = 1 (i.e. © C R) afin de simplifier la présentation
des résultats. L’extension au cas d > 1 est faite dans la partie 3.2.3. Lorsque le modeéle est
régulier, nous pouvons définir la quantité d’information de Fisher par

2 2
10) ' &y (8 §§p<x;9>) -/ (algj@gp(x;e)) pasOpido).  (35)

La quantité I(0) existe toujours dans le cas d’'un modele régulier, méme si elle peut étre égale
a +oo. La grandeur I(0) est une quantité d’information au sens de la théorie de I'information.
Nous n’élaborerons pas sur ce point, mais nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Cover
et Thomas (1991). La famille de variables aléatoires %(X ;0) 6 € © ’appelle le score.

Une premiére interprétation (tres heuristique) du score et de I'information de Fisher est
la suivante : On a mentionné au chapitre introductif que la vraisemblance mesure ... la
vraisemblance que 6 soit le parametre de la loi ayant généré 'observation z. Le score (a x fixé)
est la dérivée de la log-vraisemblance. Intuitivement, il mesure la possibilité de discriminer
entre différents 6 au vu d’une observation (dans un contexte ou 'on retiendrait le 6 dont
la vraisemblance est plus élevée, comme dans la section 2.4). A (z,0p) fixé, si le score, vu
comme une fonction de 8 est « plat », on aura du mal a décider si 6y est « meilleur » qu’'un de
ses voising. Autrement dit, z apporte peu d’information sur 8y. Ainsi, la dérivée du score est
porteuse d’information, et I'information de Fisher est justement ’espérance de cette quantité
élevée au carré. Elle représente la quantité d’information moyenne qu’on peut attendre d’une
observation (générée selon ). Attention : cette explication n’est pas rigoureuse pour I'instant,
la « vraie » raison de 'utilisation de ces quantités est qu’elles apparaissent dans la borne de
Cramér-Rao.

Le résultat élémentaire suivant indique que le score est d’espérance nulle sous la loi du
vrai parameétre, c’est-a-dire, quand X suit lui-méme la loi Py.

Lemme 3.2.2
Supposons que le modéle est régulier. Alors
dlogp
E X:0)]=0. 3.6
(Tt (36)

DEMONSTRATION. La condition 2 dans la définition 3.2.1 du modele régulier assure qu’en
prenant T'(x) = 1, les hypotheses d’intégrabilité (3.4) sont satisfaites. Ainsi, d’apres la pro-
priété 3 d’'un modele régulier, 1’échangeabilité des opérations d’intégration et de dérivation
est possible : [y Ogp(z,0)u(dx) = O [ p(x,0)pu(dx). Cette derniere quantité est nulle car
Sy p(x,0)p(dz) = 1. Ainsi,

B (ToE2x:0) = [{ S (w00 plas0) } s O)p(a)

= g];(m;ﬁ)u(da:) = 889 /p(m;@)u(dm) =0.
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Cette propriété implique en particulier que I(f) est la variance du score sous la loi du vrai

parametre :
Ologp

1(0) = Vary < (X 9)) . (3.7)

Proposition 3.2.3
Soit (X1,...,Xp) n v.a. i.i.d. distribuées suivant un modéle (P§",0 € © C R) vérifiant les

2
conditions du théoréme 3.2.J. Notons p(x;0) la densité de Py et I1(0) = varg [(%(X; 9)) }
Alors,

I1(0) = nI;(0) .

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe du lemme 3.2.2. En effet :

1(0) = varg <810gp(X1,...,Xn, ) = varg <Z Ologp (X 0) )

o0
_ i (mogp X,,e)) = nli(6).
: n

3.2.2 Borne de Cramér-Rao : parametre scalaire

On se place désormais dans le cadre d’'un modele régulier, au sens de la définition 3.2.1.
On considére un parametre d’intérét g(#). On se donne un estimateur non biaisé de g(6), c’est
a dire, rappelons-le, une statistique S : X — R telle que Ey[S(X)] = g(6), pour tout 6 € ©.
Le résultat principal de cette section (borne de Cramér-Rao) donne une borne inférieure sur
la variance de S, donc sur son risque quadratique (puisque S est non-biaisée).

Pour l'instant, supposons que g(f) € R (le cas multivarié sera présenté plus bas).

Théoréme 3.2.4 (Fréchet-Darmois-Cramér-Rao)

Soient P = {Py,0 € O} un modéle régulier, g(0) un paramétre d’intérét et soit S(X) une
statistique telle que EgS(X) = g(0) et Varg[S(X)] < oo, pour tout § € ©. Supposons de plus
que 0 < I(0) < co. Alors,

g'(0)?
Varg[S(X)] > T0)

DEMONSTRATION. Remarquons que, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
810
SO0 7582 (X:6)] < \EalSCOYT6) < o0

et nous pouvons donc, d’apres la propriété 3 d’un modele régulier, dériver g(0) = Eq(S(X))
sous le signe intégral. Ainsi,

/S (x;0)u(dz) /S (6logp( ;9)) p(x; 0)p(dx).

Puisque le modele est régulier, le lemme 3.2.2 (3.6) s’applique et 1’espérance du score est nulle.
Ainsi, le membre de droite peut étre vu comme une covariance,

(3.8)

Eq

3(0) = covo (S0), TpEL (x:0))
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz appliqué aux variables aléatoires S(X) et %(X ;0) nous

donne
dlogp

19/ (0)] < varg(S(X)) varg(—>=(X; 9)),

0
et la preuve est conclue en remarquant varg(alogp (X;0) ) [

Corollaire 3.2.5
Supposons que les conditions du théoréme 3.2.4 soient satisfaites avec g(0) = 0, c’est-da-dire,
que S soit un estimateur sans biais et régulier du parameétre 0. Alors,

varg[S(X)] > T71(0), VO cO.
Cette borne est appelée borne de Cramér—Rao ou encore borne de Darmois-Fréchet.

Exemple 3.3 (Estimation de la moyenne d’'un échantillon gaussien):
Soit (Xi,...,Xy) un n-échantillon d'une loi N(6,03), oo > 0 connu. Considérons I'estimateur
X de 6. X est un estimateur sans biais et

varg[X] = o2 /n.

On verra dans la sectlon 3 2 4 que les conditions de régularité sont satisfaites dans ce modele. Nous

avons 282 (X;: 0) = Xz et donc I(6) = n/a3. Par conséquent varg[X] = I(6)~", I'estimateur
0

atteint la borne de Cramér-Rao.

Exemple 3.4 (Estimation du paramétre d'une loi de Bernoulli): B
Soit (X1,...,Xn) un n-échantillon d'une loi de Bernoulli. L'estimateur X de 0 est sans biais et
varg[X] = 6(1 — 0)/n. Pour cet exemple encore, on verra en section 3.2.4 que les hypothéses de
régularité du modele sont satisfaites.

Nous avons 81gegf”(ac; 0) = (x—6)/0(1—0) et donc 1(0) = n/H(1—0). Dans ce modéle encore

varg[X] = 1/1(0).

Sous des hypotheses de régularité appropriées, nous pouvons aussi écrire I'information de

Fisher sous la forme : )
041
1(0) = ~E ( P (x: e)) (3.9)

06?

Cette expression est souvent plus simple a calculer.

Proposition 3.2.6
Supposons que 0 — p(x;8) est deux fois différentiable,

/

Alors, la quantité d’information de Fisher est donnée par (3.9).

82

2 2
OB w:0) ulde) < oo, et o [plwsO)u(da) = [ DG O)(de).

92 )

DEMONSTRATION. Un calcul direct montre que :

2

0
S5 (@10)/ ().

0%logp
062

2
(2:6) = — |22 (2:0) /(e 0 +

[89
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En remarquant que les hypotheses de la proposition permettent de permuter intégrale et
dérivation, on a :

2
By (0Bp(X;0)/p(X:0)) = 20 [ plasO)u(da) = o

D’ou le résultat annoncé. [ |

Une application simple du théoreme 3.2.4 est qu’il permet, dans certains cas de montrer
qu'un estimateur est U.V.M.B. (voir définition 3.1.2). On dira qu’un estimateur g de g(0) est
un estimateur efficace de g(6) s’il est sans biais, soit Eg[g(X)] = g(6), et si sa variance atteint
la borne de Cramér-Rao

pour tout 6 € ©.

Corollaire 3.2.7

Sous les conditions du théoreme 3.2.4, un estimateur efficace est nécessairement U.V.M.B.
La réciproque de ce corollaire est fausse. Il est en effet possible de trouver des estimateurs

U.V.M.B. qui ne soient pas efficaces.

3.2.3 Borne de Cramér-Rao : parameétre vectoriel

Nous allons maintenant étendre les notions étudiées ci-dessus au cas d’un paramétre multi-
dimensionnel, 8 = (01, ...,60,). Dans le cas vectoriel, 'information de Fisher est une matrice
d x d, définie par

dlo dlo
1(0) = [ Oh<ijeas Li5(0) = Eo | 2P (X30)=2R(X50) ). (3.10)
0; 00,
De fagon similaire au cas scalaire, nous avons
Lemme 3.2.8
Supposons que le modéle statistique est régulier. Alors
1
Eo <aa()0§p(x;0)) =0, 1<i<d, (3.11)
0l a1l
1;(0) = cove | 22 (X;0), BE(X50) |, 1<) <d. (3.12)
’ 00; 00,

La preuve est identique au cas scalaire. On peut réécrire de facon plus compacte les
relations précédentes sous la forme

Eg [Vologp(X;0)] =0, I(0) = Varg(Vglogp(X;0)),

ou Var(Y) est la matrice de variance covariance du vecteur Y.

Proposition 3.2.9 — Si (Xy,...,X,) sont des v.a. i.i.d., alors l'information de Fisher
associée 4 X = (Xq,...,Xy) est 1(0) = nl1(0), ot I1(0) est l'information associée d
Xl;
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— Si 0 p(x,0) est deux fois différentiable en tout x et si

[194p(w:0lutdn) < 0o et V3 [@)(as0)utde) = [ Vip(a6)u(do)

alors

0% log p
1(6) = —Eq[Vlogp(X;6)], ,1;;(0) = —Eg lae»age- (X;9)] :
i00;

Exemple 3.5 (Information de Fisher pour une v.a. gaussienne):
Soit X une v.a. de loi N'(p,0?) :

1 z? T p? 1 9
p(x;0) = —exp (—U+—(72—2logo . (3.13)

2

Les dérivées partielles de ¢(z;0) = logp(x;6) par rapport a p et a o sont égales a :

Vul(a;0) = “—F,

o2

oy =) 1
VO-ZE(.T,H) = T — ﬁ
En utilisant le fait que pour v.a. Z de loi N'(0,1), E[Z*"'] = 0 et E[Z*"] = [[}—,(2j — 1), il
vient

I (0) = %Ee [(Xi - M)ﬂ = %,

112(9) — EO l(Xz - M)S _ XZ - M]

=0
206 204 ’

1 X; —p\* X; — 2
122(‘9):?‘41[39 l( p M) _2<0M) + 1

d’ou I'expression de la matrice d'information de Fisher.

204’

Théoréme 3.2.10
On se place dans un modéle réqulier. Soit S une statistique d valeurs réelles telle que Varg[S(X)] <
00, pour tout 0 € ©. Supposons que 0 < I(0) < oo et notons g(0) = Eg[S]. Alors 0 — ¢(0)
est différentiable et

VarglS(X)] > Vog(6) 1) Vog(6). (3.14)

Comme dans le cas d’'un parametre scalaire, la preuve est une conséquence directe de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3.2.4 Cas des famille exponentielle

De nombreux modeles sont réguliers au sens de la définition 3.2.1 et admettent des statis-
tiques réguliéres (sous une condition facile a vérifier d’intégrabilité), en particuliers les modeéles
de type « famille exponentielle », définis au chapitre 2, section 2.5.

Une des nombreuses propriétés intéressantes de la famille exponentielle (qu’on ne détaillera
pas dans ce cours) est la propriété de régularité suivante pour les statistiques intégrables
(propriété admise) :
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Proposition 3.2.11 (Régularité dans une famille exponentielle)

On considére une famille exponentielle de paramétrisation naturelle {P,,n € E} (voir la
remarque 2.5.2). St £ est ouvert et si S : X — R est une statistique telle que E, (|S(X)]) < oo
pour tout n € &, alors Uintégrale E,(S(X)) est infiniment dérivable par rapport d chaque
composant de n et les dérivées partielles peuvent étre calculées sous le signe somme.

DEMONSTRATION. IDEE DE LA PREUVE La premicre étape est de montrer que la constante
de normalisation A(n) = —log [ e T h(z)u(dx) est infiniment dérivable. Pour cela on
montre que si n est a I'intérieur de &, la fonction génératrice des moments de T sous la loi P,
existe pour ¢ € RP suffisamment petit et est donnée par E, (7)) = exp (A(n +t) — A(n)).
L’existence de ’espérance implique (voir Foata and Fuchs [1996], chapitre 13, théoréme 13.1)
que cette fonction est analytique sur un voisinage de 0. Ainsi, A est infiniment dérivable.
On considere maintenant une composante de 7, par exemple ;. Il faut montrer que la
fonction n; — J(n1) = fS(x)emTl(xHE?:? anj(I)h(m)M(dm) est dérivable par rapport a
sous le signe somme, ce qui s’obtient par convergence dominée en considérant la limite de
J(m—+8)—J(m)]/|0] (pour la domination on utilise la convexité de ’exponentielle). L’argument
est le méme pour les dérivées d’ordre supérieures, et le caractere C* s’obtient par récurrence.

La preuve détaillée de ce résultat est donnée dans Lehmann [1959], chapitre 2.
|

En pratique, on pourra utiliser le corollaire suivant pour montrer qu’'un modele exponentiel
est régulier et qu'une statistique est réguliere dans ce modele.

Corollaire 3.2.12

Soit P = {Pg,0 € © C R4} une famille exponentielle au sens de la définition 2.5.1. Si ©
est ouvert dans RY et si @ — n(0) est continiment différentiable sur ©, alors le modéle est
régulier au sens de la définition 3.2.1.

Ce corollaire s’applique en particulier dans modeles exponentiels cités en exemple a la
section 2.5, si I'on exclut les valeurs dégénérées des parameétres, c’est-a-dire en prenant © =
10, 1[ pour les modeles de Bernoulli et binomial et © = {(1,0%)} = R x R% pour le modeéle
Gaussien.

Pour conclure ce chapitre, la borne de Cramér-Rao (Théoreme 3.2.4) permet de montrer,
dans certains cas (lorsque 'estimateur considéré atteint la borne de Cramér-Rao), que des
estimateurs sans biais sont U.V.M.B. Cependant, tous les estimateurs U.V.M.B. n’atteignent
pas nécessairement la borne en question, c’est-a-dire, tous les estimateurs U.V.M.B. ne sont
pas nécessairement efficaces.
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Chapitre 4

Optimalité des décisions :
cadre classique et cadre bayésien

4.1 Difficultés liées a la minimisation uniforme du risque

Considérons un modele statistique P sur I’espace d’observation X, un espace d’actions A,
une fonction de perte L : P x A — R, et son risque R associé, défini par (1.5).

Pour définir une hiérarchie entre deux décisions § : X — A et ¢’ : X — A qui ne dépendent
que du modele, et non de la loi inconnue Py, il serait naturel de choisir § des lors que

R(6,5) < R(6,8') pour tout 6€0O. (4.1)

Un estimateur ¢ préférable & tout autre procédure de décision ¢’ au sens de (4.1) sera appelé
uniformément optimal. Malheureusement la relation d’ordre ainsi définie sur les procédures
de décision est une relation d’ordre partiel, c¢’est-a-dire qu’elle ne permet pas forcément de
comparer toute paire de décisions {d,0’}. Une conséquence facheuse est qu’il n’existe pas
nécessairement de décision uniformément optimale. Par exemple, considérons le modele P =
{Py,0 € © =R}, ot Py est un loi de densité gaussienne de moyenne 6 et de variance égale a
1: X =0+¢, e~ N(0,1). Considérons le probléme de I'estimation de . L’espace des actions
est A = R et on choisit la fonction de perte quadratique. Considérons ’estimateur §(X ) =0,
qui ignore I'observation. Le risque de cet estimateur est Ey[(0 —0)?] = 62. Cette procédure est
la seule ! qui présente un risque nul & @ = 0 puisque Eq[§(X)?] = 0 implique que §(X) = 0 p.s.
Cet exemple peut paraitre troublant car on propose un estimateur qui n’a pas de sens mais
est optimal pour un 6 particulier (# = 0). Un exemple plus intéressant est donné ci-apres.

Exemple 4.1 (Estimateur de la moyenne a rétrecissement):

On considére un modéle P = {Py,0 € O} pour I'observation X = (X1,...,X,) échantillon
. . . def : s def

i.i.d.de loi Py. On veut estimer la moyenne ;1 = g(6) = Ey[X1] sous I'hypothése 02 = Ey[X7?] <
00. On considere |'estimateur a rétrécissement

n
Xn(h) = hX,, X, =n"" ZXi’ moyenne empirique
i=1

Le risque quadratique de I'estimateur a rétrécissement est donné par :

~ h2o?

R(B, Xn(h) € By [(Xn — )| = ==+ 121 = h)*

n

1. au sens presque sir (p.s.)
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FIGURE 4.1 — Risque quadratique de l'estimateur a rétrécissement (ligne noire) et de la
moyenne empirique (ligne bleue) en fonction de y, pour A = 0.9,02 = 1,n = 10.

La figure 4.1 montre que le risque de I'estimateur a rétrécissement est plus faible que celui de la
moyenne empirique pour des p proches de 0, mais pas pour les grandes valeurs de p.

4.2 Optimalité du risque sous contrainte

On a vu qu’on ne pouvait pas systématiquement définir une procédure optimale au sens
uniforme donné par (4.1). De fagon plus ou moins miraculeuse, dans certains cas, une procé-
dure optimale peut étre construite si, dans le critére (4.1), on impose a ¢ et ¢’ d’appartenir &
des classes particulieres.

Exemple 4.2 (Contrainte d'invariance a la translation):

Considérons le modeéle d'observation X; = U; + 6, ot i € {1,...,n} et ot U; sont n v.a. i.i.d.
centrées. On cherche 3 estimer § € © = R; I'espace des actions est A = R et nous utilisons la
perte quadratique. On dit que I'estimateur 6(z1,...,x,) est invariant par translation si

O(z14a,....2n+a)=a+0(z1,... 2).

Si I'observation (x1, ..., x,) conduit a I'estimateur 6(x1, ..., zy) alors I'observation translatée de
la quantité constante a, conduit a 0(z1,...,z,) + a.

Cette contrainte d’invariance exclut notamment d’estimer  par une constante, par exemple
6 = 0. On voit aussi que cette contrainte suffit pour résoudre le probléme posé par les esti-
mateurs a rétrécissement (exemple 4.1) puisque, dans cet exemple, le seul estimateur X’n(h)
obéissant a la contrainte d’invariance a la translation est I’estimateur de la moyenne empirique
(h=1).

Dans l'exemple 4.2 (modele de translation, & mettre en relation avec I'exemple 1.2 ii),
si un estimateur 6 vérifie la contrainte d’invariance a la translation et admet une espérance
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finie, alors le biais d’estimation Eg[f] — 6 ne dépend pas de . Dans ce cas, il est possible et
préférable de le fixer a zéro. La contrainte d’invariance devient alors une contrainte d’absence
de biais. Nous avons vu au chapitre 3 que cette contrainte d’absence de biais permettait dans
certains cas d’exhiber des estimateurs optimaux (les estimateurs U.V.M.B), par exemple
les estimateurs qui atteignent la borne de Cramér-Rao. Remarquons immédiatement qu’a
contrario, 'absence de biais ne correspond pas a une contrainte d’invariance a la translation
si le parametre 6 n’est pas lui-méme un parametre de translation de la loi.

Il faut bien comprendre que 'utilisation de contraintes est purement simplificatrice, et
nullement justifiée par une quelconque amélioration de la procédure : 'estimateur a rétrécis-
sement est écarté par la contrainte d’absence de biais alors qu’il est dans certaines situations
préférable a 'estimateur de la moyenne empirique. De ce point de vue, les approches précé-
dentes ne donnent en général que des réponses partielles, utiles pour développer une théorie
applicable en pratique.

4.3 Risque minimax

Une approche pour définir une relation d’ordre totale entre les décisions sans imposer de
contrainte sur les procédures est d’uniformiser le risque en considérant le pire risque obtenu
quand 6 parcourt O, on obtient le risque uniforme (ou risque maximum) :

sup{R(6,0): 0 € ©} , (4.2)

quantité appartenant & Ry qui ne dépend, pour un modele statistique donné, plus que de la
procédure de décision § et qui permet de comparer n’importe quelle paire de procédures entre
elles. On obtient ainsi une hiérarchie des décisions : nous choisissons § plutdt que ¢’ si

sup{R(0,6): 0 € ©} <sup{R(6,8"): 0 €O} . (4.3)
Le risque minimax (minimum du risque marimum) est alors défini par

Rminimax = inf sup R(H, 5) )
5 ¢

ol l'infinimum est pris sur I’ensemble des procédures de décision ¢ : X — A et le supremum
sur ’espace des parametres € © du modele P. En pratique le calcul du risque minimax et
la recherche de procédures de décision approchant ce risque sont tres difficiles & déterminer.

Il y a des alternatives a 'approche minimax pour comparer les risques des procédures de
décision. Si I'espace des parametres © est tel que I'on peut définir une mesure 7 sur ©, on
peut remplacer le risque uniforme (4.2) par un risque intégré, ce qui permet de “moyenner”
le risque sur tous les 6 possibles. Pour cela on considére le risque intégré

/ R(6,5) 7(d0) ,
S

pour lequel il est parfois plus facile de déterminer la procédure d qui le minimise. Ce sera
I’approche utilisée dans la modélisation bayésienne, que nous introduisons plus précisément
ci-dessous.
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4.4 La modélisation bayésienne

Introduction

Nous avons jusqu’ici supposé que les observations X pouvaient nous renseigner sur leur loi
Py, en faisant ’hypothése préliminaire que Py appartient a une famille P donnée (le modele).
La définition de cette famille, ce qu’on a appelé le modéle statistique constitue dans ce cas la
connaissance a priori des propriétés statistiques des données. Autrement dit, la donnée d’un
modele fixe la connaissance a priori sous la forme d’une famille de probabilités (Py, 6 € O)
possibles fixée. 1l existe des situations pour lesquelles on peut affiner cette connaissance a priori
en décrivant quels parametres 6 sont les plus probables, c’est-a-dire en définissant une mesure
de probabilité sur I’espace des parametres. Cette mesure que l'on fixe avant d’observer les
données représente le degré de crédibilité accordé par le statisticien a telle ou telle valeur de 6
(ou région de © dans le cas non dénombrable) avant d’avoir réalisé 'expérience, c’est-a-dire la
connaissance a priori du statisticien concernant le probléme statistique envisagé. Il peut étre
relativement uniforme en ’absence d’information, ou au contraire concentré sur de petites
régions de O si le contexte (données historiques pré-existantes, connaissance d’expert ...)
le permet. Dans 'exemple 1.1, supposons que nous disposions d’un historique du nombre
d’objets défectueux dans les échantillons de test. Cet historique nous permet d’obtenir une
information a priori (c’est-a-dire, avant d’examiner 1’échantillon courant) sur la fréquence
{mo,...,mn} du nombre d’objets défectueux dans la population. Dans une telle situation, il est
raisonnable de se donner comme mesure de crédibilité a priori la distribution donnée par les
fréquences relatives, m;. On a ainsi défini une loi de probabilité 7 sur ’espace des parametres,
7(i/n) = m;. On peut donc voir le « vrai » 6 (celui ayant servi a générer les données) comme
une réalisation d’une variable aléatoire 8 de loi 7. On vient de donner un exemple particulier
de modéle bayésien : la loi jointe du couple (8, X) (parametre et observations) est donnée
par :

PO=i/N, X =k)=P(X =k|@=i/N)P(0@ =i/N), (4.4)
i\ (N—i
:wiw, k>in—k>N—i. (4.5)
()

L’objectif de la modélisation bayésienne est d’utiliser I’observation X pour mettre a jour
la connaissance sur 6. Ceci s’effectue en conditionnant la loi de 6 & ’observation X = z, c’est-
a-dire, en calculant la loi conditionnelle de 8 sachant 'observation X. Dans notre exemple,
la loi conditionnelle de @ sachant X = k est donnée par
. det P(O=1i/n,X =k)

B P(X =kl@=i/N)P(@=i/N)
Y oP(X = k|6 =j/N)P(6=j/N)

Cette loi conditionnelle sera appelée loi a posteriori. Les paragraphes suivants formalisent ces
notions dans un cas plus général.

4.4.1 Modele bayésien

Supposons que nous disposions d’un modele statistique {Py,6 € ©}. Pour obtenir un

N

modele bayésien, nous introduisons une variable aléatoire 8, définie sur l'espace (€2, B(£2)) a
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valeurs dans (0, B(©)), ou B(0) est la tribu des paramétres. Lorsque I'espace des parameétres
est discret © = {61,605, ...}, on prend pour B(0) les parties de ©. Lorsque © = R?, on prend
pour B(0) la tribu borélienne. Dans le cas non-paramétrique, il est encore possible de définir
une tribu Borélienne des lors qu’on se donne une définition des ouverts. Dans ce cours, nous
nous restreignons au cas paramétrique.

Notons 7 la loi de @ : 7 représente I'information dont on dispose sur le parameétre avant
que ’expérience ne fournisse les observations. On appelle 7 la loi a priori.

Définition 4.4.1 (Modele bayésien). Un modéle bayésien est la donnée de

(1) Un modéle statistique P = {Pg,0 € O},
(2) Une tribu des paramétres B(©) et une loi a priori m sur (©,5(0)).

4.4.2 Loi jointe, loi marginale des observations

La donnée d’un modele bayésien comme dans la définition 4.4.1 permet de définir :

(a) La loi jointe du couple (6, X) sur © x X', que l'on notera P, donnée par
P, (Ax B)=P(@ c A X € B) /Pg 7(d), ACO,BCX.  (46)

ou encore, pour toute fonction ¢ : © x X — R* mesurable,

Elp(6.X)) = |

/ o0,z Pg(dm)] 7(d0).

(b) La loi marginale de X, aussi appelée marginale a priori, que nous noterons m=.

C’est la loi de X « en moyenne », apres intégration sous la loi a priori m,
mX(A) =P (@ x A) =P(X € A,0 € ©) — / Py (A)m(d6). (4.7)
©

Lorsque le modele est dominé par une mesure de référence v, en notant pg la densité de
Py, i.e. Po(dz) = pp(z)v(dz), 'équation (4.7) se ré-écrit

A= [ [ m@w(ar)(ao)
_ A( / o (@) (de)) v(dz)  (Fubini)

Ainsi, la loi marginale de X admet une densité par rapport & v, donnée par
m(@) = [ pola)r(do). (48)

4.4.3 Conditionnement

Au vu de (4.6), Py est la loi conditionnelle de X sachant {8 = 0}. De maniére intuitive,
ceci signifie que Py décrit le comportement probabiliste de X a 8 = 0 fixé. Nous donnons
ci-dessous une définition précise d’une loi conditionnelle.
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Définition 4.4.2 (Loi conditionnelle). Soit un couple de variables aléatoires (X,Y") défini de
(Q, F,P) dans R? x Y. On note PY la loi marginale de Y. On appelle noyau de loi condi-
tionnelle de X sachant Y toute famille de lois de probabilités (PX|y)y€y sur R telle que pour
tous A C R% et B C Y mesurables, Uapplication y — PX|y(A) est mesurable et

MXEAYEE:/memwM% ACY.BCR (4.9)
B

Ay fizé, on appelle loi conditionnelle de X sachant Y =y la mesure de probabilité PX‘y( -).

L’équation (4.9) n’est autre que la formule (4.6) définissant la loi jointe dans un modeéle
bayésien, en prenant Y = 6, PY = 1 et P x|y = Po. Ainsi, dans un cadre bayésien, la loi Py
est la loi conditionnelle de X sachant {8 = 0}. Remarquons que, au vu de (4.9), la loi jointe
d’un couple est entierement déterminée par la donnée de la loi marginale de Y et du noyau
de loi conditionnelle de X sachant Y. Cette interprétation en termes de lois conditionnelles
d’un modeéle bayésien justifie la notation suivante :

0~

X0 ~ Py,

qui désigne un modele bayésien défini par le modele {Py,0 € O}, muni de la loi a priori =
sur ©.

L’intérét de ce formalisme n’est bien siir pas de remarquer que Py est une loi conditionnelle,
mais d’inverser le sens du conditionnement pour calculer la loi de @ sachant X = x, notée
Pg|, ou plus simplement 7(-|z), cette derniere représentant la connaissance sur 6 dont on
dispose apres avoir observé X. Avant tout, on a besoin de s’assurer de la possibilité d’inverser
ce conditionnement et d’avoir les outils pour calculer Pg,. On admet pour cela les deux
résultats suivants :

Proposition 4.4.3 (Loi conditionnelle : existence et unicité)
Soit (X,Y) un couple aléatoire comme dans la définition J.4.2.
(1) I existe un noyau de loi conditionnelle de X sachantY, c’est-a-dire une famille de lois
de probabilités (Px\,)yey, qui vérifie (4.9).

(2) Cette famille est définie de maniére unique en dehors d’un ensemble N C ) de PY -
mesure nulle (i.e. PY(N) = 0). On peut donc parler du noyau de loi conditionnelle de
X sachant'Y, et (presque stirement) de la loi conditionnelle de X sachantY =y.

Proposition 4.4.4 (Loi conditionnelle : Caractérisation)
Soit (X,Y') comme dans la définition 4.4.2. Une famille de lois de probabilités (P x|, )ycy sur
R? est le noyau de loi conditionnelle de X sachant 'Y si et seulement si

(1) L’application y — P x|, (A) est mesurable pour tout A C R? | et

(2) Pour toute fonction mesurable o : R? x ) — R,

Bl )] = [ | [, ey, (a0 P ). (1.10)

Une construction de la loi conditionnelle, basée sur I’espérance conditionnelle, est donnée
en appendice (définition A.11.11) et n’est pas nécessaire a la compréhension de ce cours. Dans
le cas continu, on peut calculer explicitement la densité de la loi conditionnelle. Cette derniére
est appelée densité conditionnelle.
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Proposition 4.4.5 (Cas continu : expression de la densité conditionnelle)

. Soit (X,Y) un couple aléatoire comme dans la définition 4.4.2. Supposons que la loi jointe
Pxy admette une densité f(x,y) par rapport d une mesure produit v ® p sur R? x Y. Notons
mY la densité de la loi marginale de Y par rapport a p, m¥ (y) = [a f(z,y)v(dx). Alors, la
loi conditionnelle Px, admet une densité par rapport a v, que l'on notera p(x|y) ou py(x),
donnée par

f(xv y) si mY
p(xly) = mY (y) ) #90, (4.11)
bo st mY(y) = 07

ou po est une densité de probabilité arbitraire sur R®.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, pour tout y tel que mY (y) # 0, p(x|y) définie comme dans
(4.11) est bien une densité de probabilité sur R? car elle est positive, mesurable en z et
vérifie [pa p(x|y)v(dz) = 1. On utilise ensuite la caractérisation de la proposition 4.4.4. On
va montrer que la famille de lois de probabilités Py, définie par Py, (dz) = p(z|y)v(dz)
vérifie (4.10).

Soit ¢ : RY x ¥ — R*, une fonction mesurable. Alors

Elp(X.Y) = [, ¢(@.)f(.y) v p(dr.dy)

:/y [/Rd o(z,y)f(z,y) V(dw)] p(dy)  (Fubini)
= [ oy L ettt m¥ @)

' /{y:my(y)=0} [ M (x’y)’/(dx)} p(dy).

Le deuxiéme terme du membre de droite est nul car m¥ (y) = 0 = f(z,y) = 0 pour v-presque
tout z. De plus on peut étendre l'intégrale du premier terme & ) tout entier car I'intégrande
est nulle sur I'ensemble {y : m¥ (y) = 0}. On a donc bien

Ble(x. ) = [ | [ et mtlyran]| m wun) = [ ][ etnP,do)] P @),

Il reste & voir que pour tout A C R?, la fonction y — P X|y(A) est mesurable en tant que
fonction de y, ce qui est une conséquence directe du théoreme de Fubini, appliqué a f, qui
est une fonction mesurable (par rapport & la tribu produit). [

Remarque 4.4.6. La formule de la loi conditionnelle (4.11) est a rapprocher de la formule
de conditionnement déja connue dans le cas discret

P(A|B) = W

4.4.4 Loi a posteriori

La notion probabiliste de conditionnement permet de définir rigoureusement la loi a pos-
teriori du parametre @ dans un modele bayésien, sachant I’observation X . Dans toute la suite,
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pour éviter d’avoir a faire des hypothéses techniques de régularité sur © (assurant ’existence
d’une telle loi conditionnelle), on suppose © C R On a déja dit informellement que la loi
a posteriori devait représenter la connaissance sur 6, apres mise & jour de la connaissance a
priori 7 par la donnée X = x. Voici une définition mathématique :

Définition 4.4.7. Soit un modéle bayésien (P,7) donné par un modéle paramétrique P =
{Py,0 € © C RP} sur un espace d’observations X et par un prior m sur ©.

La loi a posteriori est le noyau de loi conditionnelle de 6 sachant X. C’est donc une
famille de lois de probabilité indexée par x € X. On la notera (7(-|z))zex-

Remarque 4.4.8. La proposition 4.4.3 assure 'existence de la loi a posteriori dans le cadre
paramétrique.

Dans le cas d’un modele dominé (existence de densités), on peut déterminer la loi a
posteriori en écrivant explicitement sa densité. Supposons que {Py, § € O} soit un modele
dominé, Py(dz) = pg(x)v(dx) et soit p une mesure dominant la loi 7, et continuons de noter
7 la densité, 7(df) = w(0)u(df). La densité jointe du vecteur aléatoire (@, X) par rapport a
la mesure produit u ® v est alors? donnée par :

f(0,2) = 7(0)po ().

On déduit directement de la proposition 4.4.5 et de I'expression (4.8) de la densité mar-
ginale de X la proposition suivante .

Proposition 4.4.9 (densité a posteriori)
Sous les hypothéses précédentes (modéle dominé), la densité de la loi a posteriori par rapport
d la mesure de référence u est donnée par

[0.2) _ pala)n(6)
m(@)  Jopl@)r(Op(d)

7(0)z) = (4.12)

4.4.5 Espérance a posteriori

Supposons que le commanditaire d’'une étude demande de fournir une estimation 0 du
parametre 6y (le « vrai » parametre) dont proviennent les données. Comme d’habitude, on
suppose que X ~ Py, avec Py, € {Py,0 € © C R?}, un modele statistique paramétrique
donné. Supposons également que 'expertise technique du commanditaire permette au statis-
ticien de définir un prior 7 sur O.

Le statisticien se trouve alors dans le cadre de I’estimation ponctuelle : on ne lui demande
pas de fournir la loi a posteriori (le commanditaire n’en a peut-étre jamais entendu parler)
mais un nombre. Une idée naturelle, en supposant que la variance de la loi a posteriori est
faible, consiste a fournir comme estimateur ’espérance de 5, sous la loi a posteriori, c’est a
dire, si x est la donnée observée,

A(z) = /@ 07 (6]2)1(d6).

2. & condition que l'application 6 — pg(x) soit mesurable, ce qui sera toujours le cas dans les modeles
utilisés en pratique.
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Plus généralement, si I’on cherche a estimer une grandeur g(fy) € RP, il parait raisonnable de
prendre comme estimateur 1’espérance de g(€) sous la loi a posteriori,

i () = /@ 9(0)7(0]2)(d0).

Remarquons que ces deux estimateurs sont des fonctions des données observées, ce sont donc
bien des statistiques. On les a construits a partir d’intégrales sous la loi a posteriori. C’est un
exemple d’utilisation de la notion d’espérance conditionnelle, définie de maniere plus générale
comme suit.

Définition 4.4.10 (Espérance conditionnelle). Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires
comme dans le définition 4.4.2, d valeurs dans R? x Y, avec X = (X1,...,Xq), tel que
E(XL,(1X]:) < oo. Soit (Px|y)yey la loi conditionnelle de X sachant Y.

(1) L’espérance conditionnelle de X sachant {Y = y}, notée E[X|Y = y| est la quantité
définie(PY -presque partout) par Uespérance de X sous la loi conditionnelle Pxiy,

E[X[Y = y] — /Rd 2P, (dz).

(2) Soit ¢ la fonction définie presque partout par ¢(y) = E(X|Y = y). L’espérance de X
sachant Y, notée E(X|Y) est la variable aléatoire définie par

E(X]Y) = ¢(Y).

Remarque 4.4.11 (Lien avec 'espérance). L’hypothése BE(XL, | X ;) < oo assure que E[X|Y =
y| existe et est finie presque partout, et est intégrable en tant que fonction de y.
En effet, dans le cas d =1, et si X est une v.a. positive, alors E(|X|) < oo si et seulement

si (d’aprés (4.10))
/ / 2P 1, (dz) PY (dy) < oo,
yJ/Rr
E(X|Y=y)

ce qui implique que B(X|Y = y) est finie presque partout et intégrable sous la loi marginale
PY de Y. Une deuxiéme conséquence immédiate et trés pratique de (4.10) est la régle de calcul
de Uespérance (pour X une v.a. intégrable sous la loi marginale PX)

E(X) =E[E[X|Y]]. (4.13)

L’extension au cas intégrable s’effectue comme d’habitude en considérant la partie positive et
négative, puis le cas multivarié (d > 1) se traite en considérant les composantes une a une.

Une construction plus directe, mais plus abstraite de I’espérance conditionnelle, qui n’est
pas nécessaire a la compréhension de ce cours, est donnée en appendice A.11.

Dans le cadre de la modélisation bayésienne, la notion d’espérance conditionnelle permet
de définir 'espérance a posteriori d’'une quantité d’intérét g(9) € R,

Définition 4.4.12 (Espérance a posteriori). On se donne un modéle bayésien (P, ) o
P = {Pg,0 € © C R} est un modéle paramétrique. Soit g : 0 — g(f) € RP une quantité
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d’intérét. L’espérance a posteriori de g(0), sachant l'observation X = x, est l’espérance
conditionnelle de g(0) sachant X = x,

E(9(0)X =) = [ g(0)mo.(d0).

Ainsi, dans le cas d’un modéle dominé, soit m(df) = w(0)u(df) et Pyp(dz) = pg(z)v(dz),
lespérance a posteriori de g(0) est donnée par

E(9(0)1X =) = | g0)n(6la)y(ds).

Résumé

Résumons les idées principales de la modélisation bayésienne :

e Le modele statistique P = {Py : § € O} nous donne la loi de X sachant {6 = 0}, et le
statisticien définit avant I’expérience une distribution a priori w sur ©. La donnée du couple
(P, m) définit un modele bayésien.

e Apres Iexpérience consistant & observer X, le résultat de 'analyse est la loi conditionnelle
de 0 (le parameétre inconnu qui nous intéresse) sachant les observations {X = x}, notée
(- |z), et appelée loi a posteriori.

e Dans le cas d’un modele dominé, et si 7 admet une densité (également notée ), alors la loi
a posteriori admet une densité, que ’on note encore 7(0|x), donnée par la formule (4.12).
Cette expression de la loi a posteriori par sa densité est appelée formule de Bayes.

e La loi a posteriori permet de définir I'espérance a posteriori d’'une quantité d’intérét g(0),
qu’on utilisera plus tard dans des problémes d’estimation et de tests statistiques.

Avant de conclure ce paragraphe sur un exemple qui nous permettra d’introduire la notion
de familles conjuguées, notons ici que la densité a posteriori appliquée aux observations,
c’est-a-dire la fonction § — 7(f|x) dans le cadre bayésien jouera un role équivalent a la
vraisemblance dans le cadre non-bayésien des modeles dominés.

Exemple 4.3 (Loi de Bernoulli):
Soient X = (X1,...,X,,) un vecteur de n v.a. i.i.d. de loi Bernoulli Py, § € © = [0, 1]. Notons 7
la densité de la loi a priori pour € par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. La loi a posteriori

est donnée par
(0| ) W(Q)@S"(x)(l _ e)nfsn(:p)
m(f|x) =
i w(#)tSn @ (1 — )n=5a (@)t

ou Sp(z) := >z pour x = (x1,...,x,). Remarquons que la loi a posteriori ne dépend des
observations qu'a travers la statistique S, le nombre total de succés pendant |'expérience.

Pour loi a priori pour #, nous avons besoin d'une loi dont le support soit inclus dans I'intervalle
[0, 1]. Parmi les choix possibles de telles lois, il est intéressant de considérer la famille des lois Béta.
Les lois Beta dépendent de deux paramétres «, 3 et la densité de la loi Beta(a, 3) est donnée
par :

(4.14)

z (1 — )1

ST R

O<z <,
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ot B(a, ) =T'(a)I'(58)/T' (v + B) est la fonction Béta et I' la fonction Gamma, voir (A.13). En
substituant cette expression de la densité dans (4.14), nous obtenons

Qy—l—a—l(l _ 9)n—y+6—1
Bly+an—y+p5) "

et donc la loi a posteriori est encore une loi Beta(y + a,n —y + ). Il s'agit ici d’'un phénomeéne
particulier (mais non exceptionnel) : la loi a priori et a posteriori appartiennent a la méme famille
de loi de probabilité : seuls les parametres de ces lois sont différentes, traduisant ainsi |'information
apportée par |'expérience statistique. De telles lois a priori sont appelées conjuguées : la famille des
lois Béta est conjuguée de la famille de loi de Bernoulli. L'utilisation de lois conjuguées simplifie
I'inférence bayésienne : bien entendu, si I'on dispose d'informations qui ne sont pas "compatibles"
avec les lois a priori conjugués, il est nécessaire d'utiliser d'autres familles de loi a priori. En
utilisant les résultats classiques sur les lois Béta, on montre aisément que la moyenne de 8 sous
la loi a posteriori (i.e. I'espérance conditionnelle de 8 sachant S,, = y) est donnée par

m(0ly) =

_aty
a+p+n

On remarque que cette quantité est dans le segment délimité par la fréquence empirique y/n et
la moyenne a priori, a/(a + (). La variance a posteriori est donnée par

a+pB+n+1
Pour des valeurs données de « et 3, et lorsque y et n sont grands, on remarque que Ey[0|S,, =
y] ~ y/n et var[0|S, = y] ~ n"(y/n)(1 — (y/n)), qui tend vers 0 a la vitesse 1/n. Clairement,
lorsque la taille de I'échantillon n — oo, I'influence des parameétres de la loi a priori disparait.

La loi Beta(1,1) est la loi uniforme sur [0,1]. C'est la loi a priori utilisée par Bayes (1763)
et redécouverte indépendamment par Laplace (1800), fondateurs de |'estimation bayésienne, pour
I'analyse bayésienne du modeéle de Bernoulli. La motivation premiere de Laplace était de déterminer
si le nombre de garcons et de filles a la naissance suivait une loi de Bernoulli de paramétre 0.5. Un
total de 241945 filles et de 251527 garcons sont nés a Paris de 1745 a 1770. En appelant "succes"
la naissance d'un enfant de sexe féminin, Laplace a montré que

pour n = 241945 + 251527, mg|s, (6 > 0.5|S, = 241945) = 1.15 x 10~*?,

E[8]S, = y] =

montrant qu’avec une probabilité trés proche de 1, < 0.5. Comme nous |'avons noté ci-dessus,
pour des valeurs aussi grandes, l'influence de la loi a priori est tout a fait négligeable, la loi a
posteriori étant extrémement concentrée autour de la valeur 6,, = 241945/(241945 + 251527) =
0.49.

La définition générale des familles conjuguées introduite par ’exemple précédent est don-
née ci-apres.

Définition 4.4.13. Soient P = {py : 0 € ©} une famille de densités définies sur (X,B(X))
et I1 une famille de lois définies sur (0,B(©)). Nous dirons que la famille I1 est conjuguée d
la famille P si, pour tout m € 11, la loi a posteriori associée au modéle bayésien p(x|0) = pg(x)
de lot a priori ™ appartient ausst a II.

Cette propriété est particulierement intéressante si la famille II est elle-méme paramétrée
par un nombre restreint de parametres comme dans ’exemple 4.3.

La section 4.5 suivante montre une méthode générale de construction de prior conjugués,
dans le cadre des familles exponentielles, qu’on a introduites au chapitre 2, Section 2.5.
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4.5 Familles conjuguées

Dans I'exemple 4.3, nous avons considéré la famille de loi a priori Béta pour le parameétre
0 d’une loi de Bernoulli et montré que pour ce choix la loi a posteriori obtenue est aussi
une loi Béta. On dit que la loi Béta est une famille de loi conjuguée a la loi de Bernoulli.
Plus généralement, on parle de loi conjuguée quand pour un modele Bayésien donné, la loi a
posteriori et a priori appartiennent a la méme famille de loi. Nous allons voir maintenant un
résultat explicitant la sous-famille exponentielle conjuguée a une sous-famille exponentielle
donnée.

Supposons que X = (X1,...,X,,) soit un n-échantillon d’une loi d’une famille exponentielle

de dimension d. En notant, comme nous le faisons toujours dans le contexte bayésien, p(x|0)
pour p(z;0), nous avons :

n d n
p(xz|0) = H h(z;) exp (Z n;(0) ZT](CIZZ) — nB(H)) (4.15)
i=1 =1

=1

ot1 @ € © C R%. Posons t = (t1,...,tq41) et posons

d
w(t) = /Rd exp (]ZI tin;(0) — thB(O)) dé
Q:{teRd“, 0 < w(t) <c>o}.

Proposition 4.5.1
Supposons que Q # 0. La famille exponentielle (¢ (0), t € Q) oq,

d
7t(0) = exp <Z tin;(0) —tqr1B(0) — logw(t)>
j=1

est conjuguée de la famille exponentielle (p(x]0), 6 € ©).

DEMONSTRATION. La loi a posteriori est donnée, & une constante de normalisation prés par

m(0x) o p(x|@)me(6)

d n
o exp (Z 1;(6) (ZTj(wi) +tj> - (n+td+1)B(9)) x ms(0),
=1

i=1

ou

T
n n
s = (tl —l—ZTl(xi),...,td+ZTd(xi),n+td+1> .

i=1 i=1
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Exemple 4.4 (Loi conjuguée de la loi gaussienne):

Supposons tout que (X1, ..., X,) est un n-échantillon d'une v.a. gaussienne N (0, 03), ol o est
connu,
Oz 62
f) x e — - —= |,
p(%’ ) Xp <0.g 20.3>
qui est une famille exponentielle de dimension 1 avec :
0 62
Ti(x) =z, f)=—, B =—.
@) =r mO) = BO)= 5

La famille conjuguée est définie par

2

7t (0) = exp (02751 - H—Ztg — log(w(tl,tg))> ,
op 204

et donc 7 (0) = N (t1/t2, 08 /t2), qui est définie pour (t1,t2) € @ = R x (R \ {0}). La famille

conjuguée est donc N (g, 70), ob po peut varier librement et 79 > 0. Notons S = > | X,.

Pour une telle loi a priori, la moyenne et la variance de la loi a posteriori (qui est gaussienne par

construction) sont respectivement données par :

2 -1 2
w(S,n) = (jg + n> (S + 770;’“) , (4.16)
0

)

et

1 n\ !
2
=|l—=+—= . 4.17
)=+ 5) (@.17)
Remarquons que, lorsque n — oo, u(S,n) ~ S/n et 72(n) ~ o3 /n, I'influence de la loi a priori
disparait.

4.6 Risque bayésien, risque intégré

L’approche bayésienne conduit naturellement a un critére global. En effet le parameétre
0 est lui-méme une réalisation d’un v.a. et Py est la distribution conditionnelle de X étant
donné @ = 6. Dans un tel contexte, R(#,0) = E[L(0,6(X))|0 = 6], le risque pour la procédure
6 lorsque la valeur du parametre est @ = 0. Dans le cadre bayésien, il n’y a pas vraiment lieu
de s’arréter a cette étape, car nous pouvons calculer le risque moyen sous la loi a priori du
parameétre 6. La quantité intéressante est le risque bayésien de ¢, que nous notons 7(d), défini
par
r(0) =E[R(6,6)] =E[L(8,0(X))]. (4.18)

Dans le cadre bayésien, une procédure § est préférable a la procédure ¢ si r(6) < r(¢’). Une
procédure §* qui minimise le risque bayésien (si une telle procédure existe)

r(6*) = m(sin r(0)

est appelée la procédure de Bayes ou la régle de Bayes. Dans ’exemple précédent, &5 est
I'unique procédure bayésienne. La méthode consistant a calculer la régle de Bayes en énumé-
rant 'ensemble des regles de décision possibles et en évaluant le risque bayésien pour chaque
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i 1] 234 |5]6] 7 ]8]09
r(8;) 9.6 | 748 | 838 | 4.92 [ 2.8 [ 3.7 [7.02 4.9 | 5.8
max(R(61,6;), R(62,6;) | 12 | 7.6 | 96 | 54 | 10 | 6.5 | 8.4 |85 | 6

TABLE 4.1 — Risque bayésien et risque maximal des regles de décision

procédure n’est évidemment pas envisageable dans des situations pratiques. Nous verrons
dans un chapitre ultérieur qu’il est possible, pour certaines classes de fonction de perte, de
déterminer les estimateurs bayésiens de facon simples, en utilisant les propriétés de I’espérance
conditionnelle.

L’approche bayésienne consiste donc a comparer les risques des différentes procédures sur
la base de la valeur moyenne sous 7 de la fonction § — R(6, ),

r(5) = / R(9,5)7(d6),

ou 7 est la loi a priori du parametre. Il est possible de considérer ce type de risque moyen
méme lorsque 7w n’est pas une probabilité, mais une mesure positive.
Commencgons par la description d’un exemple simple.

Exemple 4.5 (Suite de I'exemple 1.11):

Pour illustrer le point de vue bayésien, considérons que dans |'exemple de la prospection pétroliere,
un expert pense que la probabilité de trouver du pétrole est de 0.2. Nous pouvons alors traiter le
paramétre @& comme une variable aléatoire, de distribution

m(6h) =0.2, 7(f2) =0.38.
Le risque bayésien de la procédure § est donc
r(d) = 0.2R(61,0) + 0.8R(02,9) .

Dans cet exemple le nombre de décisions non—randomisées possibles est fini (voir la table 1.3).
Nous avons maintenant tous les éléments pour décider quelle est la "meilleure" fonction de décision,
au sens minimax ou au sens bayésien. D’aprés la table 4.1, §4 est la procédure minimax de risque
maximum est 5.4 et 5 est la procédure non—randomisée de risque bayésien minimal. Considérons
la régle randomisée & obtenue en choisissant la régle §4 ou la régle dg aléatoirement, avec une
probabilité 1/2. Dans ce cas particulier,

1
2

475  si 0=,

1
R(8,54) + > R(0, 5) =
(6:.00) 5 (6. ) {4.20 si 6 =0

Le risque maximum est donc 4.75 et est strictement inférieur au risque maximum de la régle de
décision &4 qui atteint le risque minimax parmi les procédures non-randomisées. D'ou I'intérét des
procédures randomisés. Etudions donc plus en détail les procédures randomisées pour cet exemple.
Considérons I'ensemble S

S ={(R(01,9),R(02,6),6 € D*},

ol D* est I'ensemble de toutes les procédures de décision (randomisées ou non). Dans le cas
présent, I'ensemble S est I'enveloppe convexe des points (R(#,01), R(6,62)), i =1,...,9,

S= {(7“1,7“2) trr =Y NR(01,8:),m2 =Y NiR(02,0:), X > 0,3 i = 1} '
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Sim(01) =v=1—m(f2), 0 <~ <1, alors I'ensemble des régles de décision ayant un risque
bayésien égal a ¢ correspond a l'intersection de S et des droites d’équation

i+ (1 =y)r2=c (4.19)

En faisant varier le risque ¢, on obtient ainsi une famille de segments portés par des droites
paralleles de pente —y/(1 — ). Trouver la régle bayésienne équivaut ici a trouver la plus petite
valeur de ¢ pour laquelle I'intersection de la droite (4.19) et de S est non-vide. Deux cas peuvent
se présenter
— l'intersection pour la valeur de ¢ minimale se réduit a un point, |'estimateur bayésien
randomisé coincide avec |'estimateur bayésien non randomisé.
— l'intersection est un segment de droite, auquel cas I'ensemble des points de ce segment
sont des estimateurs bayésiens randomisés.
Le changement de loi a priori correspond a changer la pente de la droite —y/(1 — 7). L'ensemble
des régles de décision qui peuvent étre des procédures bayésiennes pour certaines lois a priori
coincident avec I'ensemble des segments de pente négatives ou nulles.
Pour trouver les estimateurs minimax randomisés, considérons la famille de carrés,

Qc) ={(r1,m2) : 0<r1 <¢,0< 2 < ¢}

Soit ¢* la plus petite valeur de ¢ pour laquelle SN Q(c) # . Q(c*) NS est soit réduit a un point,
soit est un segment de droite vertical ou horizontal. Cette intersection coincide avec |'ensemble
des regles de décision minimax randomisées, car s'il existait un estimateur randomisé ¢* tel que
max(R(61,0%), R(f2,0%)) = ¢ < ¢*, nous aurions Q(¢) NS # 0, contredisant la définition de
c*. Dans I'exemple considéré, Q(c*) N'S est réduit a un point, appartenant au segment [d4, dg].
Une regle de décision § (randomisée ou non) est dite inadmissible s'il existe une régle de décision

15

Estimateurs bayésiens P

Estimateur minimax

FIGURE 4.2 — Estimateurs bayésiens et minimax
o' telle que R(6,0") < R(0,0), pour tout §# € © = {61,02}. De fagon géométrique, une régle
de décision ¢ de risque (R(61,0), R(02,9)) = (r1,72) est admissible, s'il n'existe pas de point

(x,y) € S tel que = < 7y et y < ry, ou de facon équivalente si I'intersection de {(z,y) :
x < ri,y < ra} et de I'ensemble S se réduit a (r1,r2). La figure montre que les estimateurs
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admissibles appartiennent tous a la frontiere inférieure de S. (Rappelons que la frontiére inférieure
d'un ensemble convexe est défini comme I'ensemble des points frontieres tels que |'ensemble
se situe au-dessus de n'importe quelle tangente a ce point.) Ainsi, I'ensemble des estimateurs
admissibles coincident avec I'ensemble des estimateurs bayésiens.
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Chapitre 5

Tests statistiques

Introduction

Un test statistique est un cas particulier de procédure de décision (voir le chapitre 1,
section 1.6). Il s’agit de construire une regle de décision (rappelons qu’une telle régle est une
fonction des données), permettant de décider si le parametre 6 appartient a telle ou telle
région de l’espace ©. On considére une partition du modeéle, © = Oy U O1, et on cherche
a déterminer si X est distribuée selon 8 € Oy ou selon 6 € ©;. Ainsi, un test est une
régle de décision a valeurs dans {0, 1}. Généralement, O correspond & une hypotheése « par
défaut », que I'on cherche a infirmer ou confirmer au vu des données. Par exemple, on peut
se demander si une piece est biaisée ou non dans un jeu de pile ou face, apres avoir observé
n lancers. Le modele est alors P = {Bin(n,0) : 6 €]0,1[} (le modeéle binomial), I'espace des
parameétres et © =]0, 1] et 'hypothese par défaut (absence de biais) correspond au singleton
©p = {0.5}, 'hypothese alternative (présence d’un biais) correspond au reste des possibles,
©1 =]0,1[\{0.5}. On voit sur cet exemple que les deux hypotheses ne jouent pas le méme role :
la classe O correspondant a 'alternative est beaucoup plus vaste que celle de ’hypotheése par
défaut. Ainsi, il sera généralement possible de rejeter ’hypothese par défaut (aussi appelée
« hypothése nulle ») lorsque par exemple, la moyenne empirique des observations est tres
éloignée de 0.5. En revanche il sera parfois impossible d’accepter I’hypothese nulle, lorsque
I’hypothese alternative inclut des situations arbitrairement proches de celle-ci : dans ’exemple
du pile ou face, I’hypothese de biais autorise des valeurs de 6 arbitrairement proche de 0.5, de
sorte qu’on ne peut pas certifier que 6 soit exactement égal a 0.5. Les paragraphes suivants
formalisent ces idées.

5.1 Tests statistiques et théorie de la décision

5.1.1 Risques et puissance d’un test

Soit P un modele statistique, défini sur l'espace des observations (X, B(X)). Soit Py et
P1 deux sous-ensembles disjoints tels que P = Py U P;. Nous disposons dune observation X
et nous nous posons la question de savoir si I'observation X est distribuée sous une loi Py ou
0 € ©g C O, c’est a dire de tester I’hypothese :

Hy : €Oy contre H; : § €O;.
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L’hypothese Hy s’appelle généralement 1’hypothése de base ou I’hypothése nulle. L'hypothese
H, est appelée contre-hypothése ou hypothése alternative. Une hypothese est dite simple si
c’est un singleton, par exemple Oy = {6p}. Il est dit multiple dans le cas contraire.

Avec le vocabulaire habituel de la théorie de la décision, I’espace des actions est A = {0, 1}
(ou {acceptation, rejet}) et une procédure de test est une fonction mesurable des observations
0: X~ A=1{0,1} : si 6(xz) =0, nous acceptons I’hypothése Hy. Dans le cas contraire, nous
rejetons Hy, ou, de facon équivalente, nous acceptons I’hypothese Hi. Le test statistique définit
donc une partition de I'espace des observations X’ en deux ensembles mesurables AyUX; = X,
avec Xy = {x € X,(x) = 0}, la région d’acceptation. La région X; est appelée région de rejet
ou région critique. La fonction de perte utilisée est 0 ou 1 suivant que la décision est correcte
ou non. Le risque d’'une procédure de test ¢ est donc donné par

R(6,6) =Ep[6(X)] =Py [6(X) = 1] V0 € Oy, (5.1)
= Risque de premiere espece
R(0,0) =Eg[1 — 6(X)] =Py [6(X) = 0] Vo € O, (5.2)

= Risque de deuxiéme espece

Comme on le voit le risque prend deux formes différentes, qu’on appelle respectivement risque
de premiére espece et risque de deuzriéme espéce.

Cette dissymétrie correspond souvent a une réalité pratique : les conséquences de ces deux
types d’erreur sont, dans de nombreuses situations, dissymétriques. Ainsi dans I'exemple 1.2,
on s’attache en général a controler la probabilité que le test réponde « le traitement est efficace
» alors qu’il ne I'est pas. Cette probabilité est précisément le risque de premiere espece si Og
correspond a l’ensemble des parametres # de © pour lesquelles A = 0. Prenons un autre
exemple, si nous testons la présence d’une anomalie sur le systéme de pilotage d’un avion,
décider de facon incorrecte la présence d’une anomalie peut entrainer des coiits financiers;
ne pas la détecter peut avoir des conséquences beaucoup plus dramatiques, sinon encore
plus cotiteuses. Dans le cas ou Hj est une hypothése multiple (par exemple, pour le cas du
traitement médical, on pourrait envisager I’hypotheése : « le traitement est inefficace ou nocif
», soit A < 0), le risque de premiére espece est une fonction de § € . Pour s’affranchir de
la dépendance en 6 du risque de premiere espece, on définit le niveau comme le risque dans
le pire des cas :

Définition 5.1.1. Le niveau d’un test § est défini comme le pire risque de premiére espéce

a = sup R(0,9).
[AS(SH

C’est-a-dire,

a = sup Pyp(0(X) =1) = sup Eg(6(X)).
0€6q 0€6q

Le risque de deuxiéme espéce est la probabilité d’accepter ’hypotheése Hy alors que cette
hypotheése n’est pas vérifiée (lorsque 6 € ©1). Il est courant d’employer la terminologie de «
puissance » d’un test plutdt que de son risque de deuxiéme espéce . Par définition, la puissance
est la fonction définie pour 6 € ©; et § une procédure de test, par

B(6,8) €1~ R(0,6) = Py[X € X1] = Eg[5(X)]

99



(probabilité d’accepter I'alternative quand celle-ci est vérifiée).

Idéalement, il est souhaitable de disposer d’une procédure de test qui soit telle que les
deux risques, premiere espece et deuxieme espece, soient simultanément faibles, ou comme
il est plutot d’usage de le présenter, telle que le risque de premieére espece est faible et la
puissance est forte.

Exemple 5.1 (Piéce biaisée ou non : test de niveau o < 5%):

On reprend |'exemple donné en introduction de ce chapitre. Rappelons nous que le modéle est
© = {Bin(n,p) : p €]0,1[}. L'espace des observations est X = {0,1,...,n} et © =|0,1[.
L'hypothése nulle est Hy : 0 € ©g, avec ©g = {0.5} et I'hypothése alternative est H; : 6 € ©q,
avec ©;1 =0, 1[\{0.5}.

Puisque I'hypothése nulle est simple, construire un test de niveau o < 5% (c'est-a-dire, de
risque de premiére espéce égal a o < 0.05) signifie déterminer une région de rejet X; telle que,
sous I'hypothése nulle, la probabilité que X appartienne a X} soit inférieure ou égale a 5/100.
Notons 6y = 0.5 le paramétre correspondant a I'hypotheése nulle.

Voici un exemple de construction : soient Ny, Ny € {0,...,n} respectivement les plus grands
et plus petits entiers tels que

Py, ({0,...,N1}) <2.5/100 et Py, ({Na,...,n} < 2.5/100.

Par exemple, pour n = 100, on obtient N3 = 39 et Ny = 61; avec Py,({0,...,N1}) =
Po,({N1,...,n} = 1.76% . Si I'on définit la région d'acceptation comme étant

X():{Nl—l-l,...,NQ—l},

alors la région de rejet est automatiquement X3 = X \ Xy = {0,..., N1} U {No,...,n}. La
procédure de test est alors la fonction de décision

0(X) = T, (X)),

et par définition des seuils Ny et Ny, on a Py, (X € X;) < 5/100. Ainsi, le risque de premiere
espece de la procédure est

a = R0y, 6) = Pp, (5(X) = 1) = Py, (X1) < 5/100.

En particulier, pour n = 100 et N1, Ny comme ci-dessus, on a o =~ 2 % 0.0176 ~ 3.5%.

On a ainsi défini une procédure de test telle que, sous I'hypothése nulle, la probabilité de se
tromper (en rejetant I'hypothese) est inférieure a 5%.

Examinons la puissance de notre test. Par définition, c'est la quantité 3(6) = 1 — R(6,9),
pour f € ©1. Dans notre exemple,

VQ#O.E), ,3(0):1—IP)9(XEXo):l—Pg{N1+1,...,N2—1}

Ici, I'hypothése alternative est composite (©; n'est pas un singleton). La puissance n’est pas une
quantité fixée, c'est une fonction de 6 €]0,1[(6 # 0.5) (qui est inconnue). Sur la figure 5.1, on
a tracé le risque de seconde espéce en fonction de 6 €]0, 1], La valeur exclue (6§ = 0.5) apparait
comme la bande rouge. On constate graphiquement (et on pourrait le montrer facilement dans
ce cas particulier) que la borne supérieure est la limite en § = 0.5. Comme au chapitre 4, on
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Risque de seconde espéce du test en fonction du parameétre p

1.0

R(p, )
0.4

0.2
|

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

pourrait s'affranchir de la dépendance en 6 en considérant le risque maximum (sous |'hypothése
alternative),

sup R(0,0) = lim R(A,§) = lim Pp{N;+1,...,No—1} =Pos{N1+1,...,Na—1} =1—q.
0cO, 0—0.5 0—0.5

Ainsi, sur cet exemple on a infgo5 3(6) = a. Plus le niveau du test est contraignant («a petit),
plus la puissance du pire des cas est faible (risque de seconde espéce important). Bien siir, I'égalité
infgeo, B(€) = a nest pas systématiquement vérifiée dans le cadre des tests, mais cette idée de
compromis entre puissance et niveau est a garder en téte pour la suite.

Remarquons pour conclure que I'on a choisi une procédure de test arbitraire, parmi toutes
celles dont le niveau est inférieur 3 «. Autrement dit, on aurait pu définir la région d’'acceptation
de multiples autres maniéres, par exemple de type Xy = {0,1,..., N3 —1} ot N3 = min{k <n:
Po5(X < k) <5/100}. Les parties suivantes de ce chapitre développent cette question du choix
d'une procédure de test optimale, dans un sens « uniforme » dans certains cas particuliers ou la
structure du modeéle le permet (hypothéses simples ou « monotonie » de la vraisemblance, voir la
partie 5.5), ou « en moyenne », dans un cadre bayésien (voir la partie 5.6).

5.1.2 Tests randomisés*

La notion de regle de décision randomisée a été introduite dans un cadre général au chapitre 1, au
paragraphe 1.7. Dans le cadre particulier des tests, un test randomisé est caractérisé par une fonction
¢ : X —[0,1] de la fagon suivante :

— Ayant observé X, on simule une variable aléatoire R de loi Bernoulli de parameétre p = ¢(X) :

ainsi, R € {0,1} avec P(R =1|X) = E[R| X] = ¢(X).

— Si R =1, nous rejetons 'hypothése ; autrement, nous acceptons I’hypothese.

La randomisation de la procédure de test consiste donc & "rajouter' une procédure aléatoire pour
"choisir' une hypotheése. En pratique, on n’utilise que trés peu (voire pas) les tests randomisés. La
notion de randomisation est surtout un artifice mathématique destiné a montrer ’existence de certaines
procédures de test optimales, pour tout niveau de risque de premiere espece imposé «, en particulier
dans le cadre de Neyman-Pearson (que 1'on développera dans la partie suivante).

La fonction ¢ est appelée la fonction critique du test. Dans le cas d’un test randomisé, ’ensemble
{z € X : ¢(x) = 1} est la région de rejet et I'ensemble {z € X : ¢(x) < 1} est appelée la région
d’acceptation.
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Le risque d’une procédure randomisée § de fonction critique ¢ s’écrit alors :

R(0,8) = 1o, (0)Eq[6(X)] + Lo, (0) (1~ Eo[6(X)] ) -

Dans la suite, nous utiliserons les expressions suivantes pour les risques de premiere et deuxieme espece
ainsi que pour la puissance d’un test randomisé.

Risque de premieére espece :  Eg [QS(X )} , ESECH
Risque de deuxiéme espéce : 1 —Eg[¢(X)], 0€ 6O, (5.3)
Puissance : Eo[¢(X)] , fcO,.

Si la statistique ¢ prend seulement les deux valeurs 0 et 1, la procédure revient a un test non—
randomisé.

5.1.3 Approche de Neyman—Pearson

L’approche proposée par Neyman et Pearson consiste a optimiser la puissance dans une
classe donnée de procédures de test. L’idée de cette approche est d’optimiser le risque de
deuxieéme espece uniformément sous une contrainte de majoration du risque de premiere
espece. On est dans le cadre de la recherche d’une décision uniformément optimale, sous une
contrainte portant sur la famille des décisions considérées (voir le chapitre 4, parties 4.1 et
4.2). Plus précisément on considére une contrainte sur le niveau a du test.

Remarque 5.1.2 (Niveau d’un test randomisé). Pour un test randomisé de fonction critique
o, le niveau s’écrit

sup Eg(¢(X)).
[ISCH
Les niveaux d’un test usuellement utilisés sont a = 0.1, 0.05, 0.01, parfois exprimés en
pourcentage, 10%, 5%, 1%. Pour « € [0, 1], on note ’ensemble des tests randomisés de niveau
au plus a par K,

Ko {6 : R(6,5) < a,V0 € O} (5.4)

Définition 5.1.3. On dit alors qu’un test 6* € K, est uniformément plus puissant (U.P.P.)
dans la classe K, ou encore U.P.P. de niveau « si, pour tout test 6 € IC, et pour tout 6 € O,
le risque de deuxiéme espéce de §*, R(0,6*) est inférieur au risque de deuziéme espéce de 9,

R(0,6%) < R(6,5), V0 € 01,5 € Ka.

ou, de fagon équivalente, si, pour tout 0 € O1, la puissance du test 0*, 5(0,6*) =1— R(0,6*),
est supérieure a la puissance du test §, 3(0,0*) > 5(6,0) =1 — R(6,9).

La recherche des tests U.P.P. consiste donc a minimiser uniformément le risque de deuzxiéme
espéce (ou a mazximiser uniformément la puissance) sous la contrainte que le risque de pre-
miere espece est inférieur & un seuil a.

S’il n’existe pas, en général, de test uniformément plus puissant (U.P.P), nous verrons
dans la suite de ce chapitre (parties 5.2 et 5.5) qu’il est possible de construire de tels tests
dans des cas particuliers importants en pratique.
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5.2 Test de Neyman-Pearson (Rapport de vraisemblance) :
cas d’hypotheses simples

Un cas ou l'on sait construire un test U.P.P. au sens de la définition 5.1.3 est celui des
hypotheses simples, ot ©g = {fp} et O = {61 }.

Notons que, dans ce cas, le modéle statistique indexé par © = {6, 01} est toujours dominé,
par exemple par la mesure v = Py, + Py,. On notera dans la suite pg et p; les densités des lois
Py, et Py, par rapport a une mesure de domination v. La quantité centrale pour construire
un test optimal sera la fonction appelée rapport de vraisemblance,

_ple)
Za) = LS v e X (5.5)

Théoréme 5.2.1 (Neyman-Pearson I :
caractere U.P.P. du rapport de vraisemblance)
Sotent ¢ > 0 et a > 0 tels que la statistique Z du rapport de vraisemblance vérifie

Py, [Z(X) > ] =

Alors,
(1) Le test
1 siZ(z)>c

0 siZ(zx)<c (5.6)

0" x> ﬂZ(m)>c = {

est un test uniformément plus puissant de niveau o pour le test de Hy contre Hq, et sa
puissance est supérieure ou égale a .

(2) Sid** est un autre test U.P.P. de niveau o, alors pour v-presque tout x,

1 st Z(z) > c,
(@) = {0 si Z(x) <c. (5.7)

Remarque 5.2.2. Le deuziéme point nous dit que tout test U.P.P. de niveau o coincide avec
0%, v-presque partout sur l’ensemble {x € X : Z(x) # c}.

Remarque 5.2.3. Dans le cas (fréquent) ot la fonction de répartition de Z(X) est continue,
on obtient ¢ comme un quantile de Z(X), soit Pp,[Z(X) > ] = a.

DEMONSTRATION. (THEOREME 5.2.1)
Montrons pour commencer que ¢ est U.P.P. dans la classe K. Il suffit de montrer que
pour toute fonction ¢ : X — [0, 1] telle que

Eg,0(X) < a, (5.8)

on a

Eg, 6(X) < Eg,3(X). (5.9)

En effet, tout test § (non randomisé) est une fonction de X dans {0, 1}, donc est un cas parti-
culier de fonction ¢ comme ci-dessus. De plus, si I'on pose ¢ = §, alors 6 € K(a) <= (5.8)
et 5(01,6) < B(6h,0) <= (5.9). Dans le cas randomisé (hors-programme, cf. para-
graphe 5.1.2), il suffit encore de montrer que (5.8) implique (5.9), car tout test § est caractérisé
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par une fonction critique ¢ comme ci-dessus (& valeurs dans [0, 1]) et I'on a vu que les identités
Eg,¢(X) = R(0p, ) (risque de premiere espece) et 1 —Eg, ¢(X) = R(61,0) (risque de seconde
espece) sont vraies dans le cas randomisé comme dans le cas non-randomisé.

Soit donc ¢ une fonction vérifiant (5.8). Si d*(z) — ¢(x) > 0, alors 6*(z) > 0 et donc
p1(x) > epo(z). Si 6*(z) — ¢(x) < 0, alors 6*(z) < 1 et donc pi(x) < epo(z). Dans tous les
cas, pour tout z € X,

[0%(2) — ¢(x)][p1(x) — cpo(z)] 2 0. (5.10)

Par conséquent, on a

[15"@) = ¢@lipr (@) ~ cpo(a)lidz) > 0.

ce qui peut se réécrire

J16*@) = s@lpr@pwid) = ¢ [15°(@) = o@)po(av(d)

Le membre de gauche de l'inégalité précédente est égal a Eg, 6*(X) — Eg, ¢(X) et le membre
de droite a c{Eg,0*(X) —Egp,¢(X)} = c{a—Ep,¢(X)}. Si la fonction ¢ vérifie (5.8) alors cette
derniére quantité est positive, ce qui prouve (5.9). Ainsi, §* est U.P.P. dans .

Montrons maintenant que la puissance du test 6%, 5(01,6*) = Eg,6*(X), est supérieure ou
égale a av. Considérons la fonction critique constante ¢(z) = a. Alors Eg, ¢(X) = . De plus,
¢ vérifie la contrainte (5.8) relative au risque de premiére espece et on a montré précédemment
que ceci implique que Eg,6*(X) > Eg, ¢(X). Ceci montre que 5(61,6*) > a.

Montrons maintenant le point (2). Soit ¢** la fonction critique d’un test 6** U.P.P. de
niveau « (ici encore, dans le cas non-randomisé, ¢** = 6**, et dans le cas randomisé, par
définition de la fonction critique, ¢** = P(6**(X) = 1| X = x)).

On a Eg,0*(X) — Eg, 0™ (X) = 0 et ¢(Eg,0*(X) — Eg,¢** (X)) = c(a — Ep,¢** (X)) > 0.
D’ou

[6@ = 6" @lm@rido) < ¢ [15°) - 6™ @)l (do)
qui implique

[16*(@) = 6 @)lpn (@) — epo(a)vldz) < 0.

Comme par ailleurs (5.10) est valide pour ¢ = ¢**, on obtient que {z : [¢*(x)—¢**(x)][p1(z)—
cpo(x)] # 0} est de mesure v nulle. D’ou le résultat.
[

5.3 Existence d’un test U.P.P. avec randomisation*

Si lon s’autorise a utiliser des tests randomisés (voir le paragraphe 5.1.2), on a un résultat plus
fort, qui garantit ’existence d’un test U.P.P. de niveau «, quel que soit « €]0, 1[.

Théoréme 5.3.1 (Neyman-Pearson II : existence avec randomisation)
Pour tout a € (0,1), il existe des constantes ¢ > 0 et vy € [0, 1], telles que la fonction critique :

st Z(x) >

1
G =Ly  siz)
0 si Z(x) <

c7
¢, (5.11)
C’
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vérifie Eg,¢* = . Le test associé a cette fonction critique est U.P.P. de niveau «. Sa puissance est
supérieure ou €gale @ «. De plus, si ** est la fonction critique d’un autre test U.P.P. de niveau a,
alors ¢** coincide avec ¢* sur lensemble {x € X : Z(x) # ¢}, v- presque partout.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que I’équation en (c,7), 0 <~y <1 :
E90¢* = PQO (Z > C) + ’}/Pgo (Z = C) =, (5.12)

admet toujours une solution. Remarquons que sous Py,, po s’annule avec probabilité nulle et donc Z
est une v.a. & valeurs dans [0,00). La fonction ¢ — Py, (Z > ¢) est décroissante sur [0,c0[. En tout
point ¢g € [0, 0], cette fonction est continue & droite et admet des limites & gauche :

liim Py, (Z > ¢) =Po(Z > cp) et liTm Py, (Z > ¢) =Py, (Z > cp).
clco

Cc4Co

Il existe donc ¢, > 0 tel que
Py, (Z > o) < a <Py (Z > cq).

Pour obtenir 1’équation (5.12), nous posons ¢ = ¢, et

{0 si P, (Z > o) = @
Y=

a—Pg, (Z>cq) .
% S1 P@O(Z>CQ)<C¥.

Dans le second cas, on a bien v € [0,1] car Py, (Z = co) =Py (Z > co) — Py, (Z > o) > a — Py, (Z >
¢o) > 0. Le test 0* de fonction critique ¢* définie par (5.11) avec ¢ = ¢,, est donc un test de niveau a.

Le reste de ’énoncé du théoreme (affirmant que §* est U.P.P. de niveau «, que sa puissance est
> «, et que tout autre test U.P.P. de niveau «a coincide presque partout avec ¢* en dehors de ’ensemble

{Z(x) = ¢} se montre exactement comme dans la preuve du théoréme 5.2.1.
|

Remarquons que si la loi de Z(X) n’a pas d’atomes sous Py,, c’est-a-dire si Py, (Z(X) =¢) =0
pour tout ¢ > 0, on peut choisir ¥ = 0 dans (5.11) et donc obtenir un test U.P.P. non-randomisé.

5.4 Exemples

Exemple 5.2 (Deux variables gaussiennes scalaires):

Supposons que p;(z) = 1/1/2m02 exp(—(x—pu;)?/20?), i = 0,1 sont les densités de probabilité de
deux variables gaussiennes scalaires de moyenne et de variance (p10, 03) et (u1,0%), respectivement,
avec pg < p1. Le rapport de vraisemblance est alors donné par :

Z@) = P exp (=5 pla - )+ 5 (0 = 0)?). (5.13)
o1 207 204
Considérons d'abord le cas ol oy = 7. Alors, les termes d'ordre 2 en x se compensent dans
I'expression ci-dessus, et le rapport de vraisemblance s'écrit Z(z) = Cexp(%) (ot C est
une constante), qui est une fonction croissante de z (dans le cas ol u1 > pg). Unotest de rapport
de vraisemblance de type (5.6) aura donc une région critique de la forme

Xi={z : > K}. (5.14)

Il reste a déterminer K, étant donné un niveau de test « souhaité. Pour cela, il suffit de choisir
K tel que
Mu070(2))[K’ +oo) =
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Cette équation en K admet une unique solution pour tout « €0, 1] car la fonction de répartition
de la loi Gaussienne (continue et strictement croissante sur R) est une bijection de |0, 1[ dans R.
La solution K est le quantile g, , ,2> de la loi Gaussienne (p,0%). Ces quantiles sont tabulés dans
n'importe quel logiciel de calcul numérique (R, python, Matlab, ...). Dans la figure 5.1, nous
avons représenté les régions critiques du test lorsque (ug,08) = (—1,1) et (u1,0%) = (1,1), la
variance est identique sous les deux alternatives. Insistons sur le fait que dans ce cas particulier,
le rapport de vraisemblance est une fonction monotone croissante de z, ce qui simplifie le calcul
de la région critique. En particulier, on voit dans cet exemple que la région critique ne dépend pas
de l'alternative (le paramétre pq).

densité de probabilité

<
o _— p()
— HO H1 pl

N
S
o |
o I I I I I

-4 -2 0 4

q(w)
log-rapport de vraisemblance
n
log Z(q(a))

o -
o
S
1 I I I I I

-4 -2 0 2 4

FI1GURE 5.1 — Panneau du haut : densité de probabilité de deux v.a. gaussiennes de moyenne et
de variance (j9,03) = (—1,1) et (u1,0%) = (1,1). Panneau du bas : rapport de vraisemblance

Z(x) = p1(x)/po(x).

Passons au cas général, c’est-a-dire ne supposons plus que o = o;. Au vu de |'expression (5.13)
du rapport de vraisemblance, la région critique d'un test de Neyman-Pearson de type (5.6) sera

de la forme . .

X —{a; : —%‘%(x—ul)2+(72(x—uo)2>0}, (5.15)

0

avec C = log(c) + (1/2)log(c?/0d). La région critique est donc délimitée par les racines d'une
équation du second degré en x. Remarquons qu'il est toujours possible de fixer C' tel que le
polynéme ait deux racines distinctes.(z1(C), z2(C)). Lorsque oy < o1, le terme dominant du
polynéme est positif et la région critique se trouve a I'extérieur des racines 1, x2. Si au contraire,
og > o1, s'est 'intervalle entre les deux racines. Cependant, la détermination explicite de C' pour
un niveau de test « souhaité est plus délicat, car le risque de premiere espece pour un test de
ce type est donné par N, -)[1(C), z2(C)] (lorsque og > 01) ou 1 — Ny 00)[71, 2] (lorsque
oo < o01). Inverser cette relation (pour obtenir C' en fonction du risque souhaité) nécessite un
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FIGURE 5.2 — Panneau du haut : densité de probabilité de deux v.a. gaussiennes de moyenne
et de variance (ug,03) = (—1,1) et (u1,0%) = (1,0.5). Panneau du bas : rapport de vraisem-

blance Z(x) = p1(x)/po(z).

recours a des méthodes numériques.
Nous avons représenté dans la figure 5.2 des régions critiques de ce test lorsque (jg,08) =
(—1,1) et (u1,0%) = (1,0.5), en fixant arbitrairement le seuil ¢ dans (5.6) a 1.

Exemple 5.3 (Test de la moyenne de v.a. gaussiennes : variance connue):

Soit (X1, ..., X,) des v.a. gaussiennes indépendantes N (u;, o) ot 02 est supposé connu. Consi-
dérons I'hypothése de base Hy = {u; = 0,7 = 1,...,n} et I'hypotheése alternative Hy = {u; =
p,i = 1,...,n} ol u est une constante connue. Nous cherchons a déterminer le test Neyman-

Pearson de niveau «. Il s'agit ici d'un test d’hypothése simple classique. Formons le rapport de
vraisemblance,

ol & =n"' 3" z; et donc Z(x) = Z(Z) dépend uniquement de la statistique exhaustive Z. On
remarque que la fonction * — Z(f) est une fonction strictement monotone de z, croissante si
it > 0 et décroissante dans le cas contraire. Si p > 0, la condition Z(:i) > c est équivalente a
Z > d. Pour déterminer le seuil d, nous devons résoudre |'équation :

Py, (X > d) = a. (5.16)
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FIGURE 5.3 — Puissance du test U.P.P de Hy = {px = 0} contre H; = {y = 1} de niveau
a = 0.95 en fonction de la taille de I’échantillon.

Comme, sous Py,, la variable aléatoire \/nX /o est distribuée suivant une loi A/(0,1). Notons
z(a) le quantile d'ordre « de la loi gaussienne standard,

z(a)
a(x(a) = [ le?

L'équation (5.16) admet comme seule solution d = z(1 —a)o/+/n. Il est intéressant de remarquer
que le test ne dépend pas de p, la valeur de la moyenne sous I'alternative. La puissance du test
est alors donnée par :

Bu(X > 2(1 - a)o/v/n) = 1 — B(2(1 - a) — vp/o).

Nous avons représenté dans la figure 5.3 la fonction puissance dans le cas particulier ot p = 1,
o=1eta=0.05(z(1—a) =1.6449), pour des tailles d'échantillon variant de 10 a 1000. Ce
test se généralise aisément au cas ou la moyenne sous la contre-alternative n’est pas constante

exp(—2?/2)dz = a.

Hy = {u; = viyi = 1,...,n}. Dans ce cas particulier, le rapport de vraisemblance est de la
forme :
NCRS 1 R
ZX = — = €X -y V'X'—i V; .
(x) po(T1,... Ty p(ﬁg o 20212::1 ’

Le rapport de vraisemblance est cette fois fonction de la statistique > i, 1;X;, et le test de
rapport de vraisemblance est alors de la forme :

n
=1

En remarquant que sous I'hypothése de base, 37 v X;/0\/> 1, 1/ est une loi gaussienne stan-
dard, on obtient un test de niveau « en rejetant |I'hypothése de base si :




Ce test est a la base de nombreuses applications en communication numérique et en théorie du
signal radar.

Exemple 5.4 (Variance d'une gaussienne : moyenne connue):
Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon d'une v.a. gaussienne N (0, §). Nous souhaitons tester |'hypo-
thése 0 = 6y contre 8 = 61, ot 0 < 6y < 61. Le rapport de vraisemblance est de la forme :

_(6p\"? 1 1\ <&
Z(l‘l,...,[ﬁn) = (01> exXp (- <201 — 290) ;:L‘Z .

L'événement Z(z1,...,2,) > c est équivalent 3 31 22 > d pour un d convenablement choisi
(c’est un cas particulier de rapport de vraisemblance monotone, que nous étudierons plus en détail
dans la suite). Pour déterminer le seuil d, nous devons donc résoudre |'équation :

Py, <ZX3 > d) = a,

i=1
Comme >, X?/0y est distribué suivant une loi du x? centre & n degré de liberté, on peut
déterminer d a partir des quantiles de cette loi.

Exemple 5.5 (Un cas de loi discréte):
Soient (X1,...,X,) n variables i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre 6. On suppose que Hy =
{6 = 6o} et HH = {0 = 01}, ou 0 < Oy < 0;. En posant S(X1,...,X,) = > X; et
Z(8;6p,01) = (01/600)°((1 — 61)/(1 — 00))"*, le Théoreme de Neyman—Pearson implique que le
test de fonction critique

1 si Z(S(Xl,...,Xn);90,91)>C

o (X1,..., Xn) = (7 si Z(S(Xq,...,X5,);600,01) =c

0 si Z(S(Xl,...,Xn);60,91)<C
est U.P.P. dans la classe des tests de niveau a. La fonction s +— Z(s;6p,01) est monotone en s,
ce qui implique que le test précédent peut s'écrire

1 si S(X1,...,X,) >m
(X1, LX) Yy s S(Xy,. X)) =m
0 si S(Xl,...,Xn)<C

ol m € N et 7 sont des constantes telles que
o= E90¢* = P@O(S > m) + ’}/PQO(S = m) .

Comme S(X1,...,X,) est distribué suivant une loi binomial de paramétre 6 sous Pg,, nous
pouvons déterminer m et v en résolvant

n

a= 3 (?)%(1—%)“j+v<;)ea“<1—eo>”m.

j=m+1
Sauf pour les valeurs de « telles que
n n\
a= > ( .)05(1 — )",
j=m+1 \J

pour un entier m (auquel cas nous pouvons poser 7 = 0), le test U.P.P. est un test randomisé.
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5.5 Rapport de vraisemblance monotone

Considérons un modele statistique P = {Pyp,0 € © C R} paramétrique de parametre
scalaire, © C R. La situation la plus simple, quand on cherche a généraliser les tests au dela
des tests d’hypotheéses simples est de supposer que le parametre inconnu est scalaire et que
I’hypothese de base est unilatérale : Hy = {6 < 6y}, ou 0y est un parametre donné. De facon
générale, le test le plus puissant de I'hypothése Hy contre 'alternative {6 = 6}, avec 61 > 6y
dépend de la valeur de A1, et on ne sait pas construire de test uniformément plus puissant de
I'hypotheése Hy contre alternative H; = {6 > 6p}. Nous allons voir toutefois qu’il existe des
tests U.P.P. lorsque I'on impose une hypothese supplémentaire sur la structure statistique du
modele. Nous utiliserons ’hypothése suivante dans ce paragraphe :

(MON) le modele statistique P est dominé, Py(dx) = pg(z)u(dz), et il existe une statistique
scalaire T'(X) telle que pour tout 6 et 6" tels que § < €', le rapport de vraisemblance

Zpg(z) =1 () st une fonction strictement croissante de T () sur son ensemble de

po(z) -
définition, c’est-a-dire il existe une fonction Zy g : R — R, strictement croissante, telle
que
po(z) _ -
= Zyo (T (x)),
po(z) ’

pour tout z tel que pg(z) > 0 ou py(z) > 0.

Exemple 5.6 (Loi gaussienne):
les familles gaussiennes N'(6,1) (© = R) et N'(0,6?) (© = RT) sont des exemples pour lesquels
les rapports de vraisemblance sont monotones, puisque I'on a, dans ces cas respectifs :

po(x)
p9’($) o 62 ex L2 -9 - o
i)~ \ 97 p{ 5 (0 0 ); }

ol z = (z1,...,2,).

Exemple 5.7 (Loi binomiale):
Soit X1, ..., X, un n-échantillon d'une loi de Bernoulli Ber(#). Nous avons pour 6,6" € [0,1],

p(x1,...,xn;0)  (1—=0)" <9/(1_0)>5’

p(@1, -2 0)  (L—0)" \O(1—0)

ou s =Y i, x; et le rapport de vraisemblance est strictement monotone par rapport a s.

De facon générale, si I'observation (X7i,...,X,) est un n-échantillon i.i.d. d’une famille
exponentielle de densité associée a la paire (h,T'), ou T est une statistique scalaire :

p(x;0) = h(z) exp(¢(0)T (z) — (0)),

le rapport de vraisemblance est monotone si la fonction § — ¢(#) est monotone. Si § —
¢(0) est croissante alors le rapport de vraisemblance est une fonction croissante de 7. 11 est
décroissant dans le cas contraire.

Remarquons que ’hypothése (MON) implique que pour tout 6 < €’ et tout d, la condition
po () /po(x) > d s’écrit de maniere équivalente T'(z) > ¢(6, €', d).
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Lemme 5.5.1
Supposons que 0 est un parameétre scalaire et (MON) est vérifiée. Soit ¢ : R — R une fonction
monotone croissante (au sens large). Alors 0 — g(0) = EgpoT(X) est une fonction croissante
(au sens large).

DEMONSTRATION. Soit 67 < 6y, A def {z : pg,(x) > pp,(2)}, a e Supgea @ o T'(x), B def

{z : po,(x) < po,(z)}, et b def inf,ep @ o T'(x). Sous (MON), le rapport de vraisemblance
Po, () /pe, () est une fonction monotone croissante de T'(z). Par hypothese, la fonction ¢ est
monotone croissante ; par conséquent, siz € Aety € B, poT(y) > ¢oT(x), d’ou b > a. Par
conséquent,

9(62) ~ 9(61) = [ 90 T(@) {pas(@) — pu, (2} u(do)
> a [ {pn @) = poy (@)} #(de) + [ {pou(@) = po, (@)} s(d)
= =) [ {p0 (@) = poy ()} (o) 2 0.

[
Théoréeme 5.5.2
Supposons que U'hypothése (MON) est vérifiée. Soit 0y € O, a € (0,1) et ¢ tels que
Py, (T(X) > ¢) = a. (5.17)
Alors :
1. Le test de l’hypothése de base Hy = {6 = 0y} contre Ualternative Hy = {0 > 0y} défini
par :
1 T () >
5(z) = i T(@)>c, (5.18)
0 si T'(z) <,

est uniformément plus puissant de niveau .
2. La fonction 0 — g(0) = Egd(X) est croissante sur ’ensemble {6 € © : 5(0,6) < 1}.

3. Le test § donné par (5.18) est également U.P.P. pour ’hypothése de base Hy = {6 < 6y}
contre 'alternative Hy = {6 > 0} au niveau o (i.e.dans la classe K,).

DEMONSTRATION. (a) On montre pour commencer que § est uniformément plus puissant
pour le test de Hy : {# = 6 = 6y} contre Hy : {# > 60p}. Soit ; > 6y et considérons tout
d’abord les hypotheses Hy = {6 = 6y} contre H; = {0 = 60;}. D’apres ’hypothese (MON),

. Jo def
le rapport de vraisemblance s’écrit Z, g, (x) = ¥ 38

t = Zg, .6, (t) est strictement croissante, la condition {T'(z) > c} est équivalente a la condition
{Z,,0,(x) > dg, 0, }, avec dg, 6, = Zg, 0, (c). Ainsi, la définition de § dans (5.18) est équivalente
a

= Zpy.0,(T(2)). Comme la fonction

d(x) = {1 S% Zgo.0,(x) > doy 0,
0 si Zg, 0, (x) < dg, 0,

Le test 0 est donc un test de rapport de vraisemblance de type (5.6). De plus, ’hypothese
(5.17) portant sur la puissance du test se réécrit sous la forme :

Poy (Zgo,6, > day0,) = . (5.19)
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Les hypothéses du théoréme de Neyman-Pearson (5.2.1) sont donc satisfaites, de sorte que le
test ¢ est U.P.P. de niveau « pour le test de Hy contre H;. Comme la fonction de test d a été
construite indépendemment de 6; (on a seulement supposé (5.17), qui ne fait pas intervenir
01), le raisonnement est valide pour tout 6; > 6. Ainsi, en considérant maintenant le test
hypotheéses Hy : {6 = 0y} contre Hy : {6 > 6}, on a

(1) La majoration sur le risque du premiere espece : R(6p, ) = Eg,(0(X)) = a < «

(2) D’apres Neyman-Pearson et le raisonnement ci-dessus, pour tout autre test ¢ tel que

R(00,¢") < a, pour tout 6 > 6, le fait que R(01,d") > R(61,9).

Ces deux conditions montrent que ¢ est U.P.P de niveau a pour le test de Hy : {6 = 6y}
contre Hy : {6 > 6y}.

(b) Comme §(z) (définie par (5.18)) est une fonction monotone croissante de T'(z), é(z) =
Lieoof(T'(%)), le Lemme 5.5.1 montre que la fonction 6 +— g(0) = Eg(0(X)) = Eg(1{; o[0T (X))
est croissante.

(c) D’apres le point précédent, pour tout 6 < 6y, le risque de premieére espece de § pour 6 est
R(6,0) =Eg(6(X)) = g(0) < g(0p) = . Ainsi, J est aussi un test de niveau « pour ’hypothese
Hy = {0:0 < 6y}. Pour montrer qu'il est uniformément plus puissant, considérons un autre
test ¢’ de niveau « pour I'’hypotheése Hy = {6 : 6 < 6p}. Il s’agit de montrer que pour tout
01 > 6y, R(61,0") > R(61,0). Par hypothese, ¢ satisfait

VO <6y, R(0,5) <.
Ceci vaut en particulier pour 6 = 6, donc &’ appartient & la classe
Ko ={¢: X —={0,1} : R(bo,¢) < a}.

Puisque l'on a montré au (a) que § est U.P.P. dans la classe K, pour le test de {6 = 6y}
contre lalternative Hy : {6 > 6y}, on a bien, pour tout 61 > 6y, R(61,9") > R(01,9), ce qu’il
fallait démontrer.

Remarque 5.5.3 (Existence pour tout « en autorisant la randomisation*). De méme que
dans le cas de tests d’hypothéses simples (voir le paragraphe 5.3), si l'on s’autorise d rando-
miser la procédure de test, on peut montrer l’existence d’un test U.P.P. de niveau o basé sur
le rapport de vraisemblance, pour tout o €]0, 1[. La fonction critique du test sera alors de type

1 si T(x) > ¢,
o(z) =<~ si T'(z) = ¢, (5.20)
0 si T(z) < ¢,

ot les constantes c et v sont solutions de I’équation :
Ep,¢(X) =Py (T(X) > ¢) + Py (T(X) =¢) = .

L’argument est le méme que dans la preuve du théoréme 5.5.2, a ceci prées qu’il faut faire appel
au théoréme d’existence 5.3.1 a la place du théoréme 5.2.1.
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Remarque 5.5.4 (Sens des inégalités). Le choir du sens des inégalités dans l’argument de
cette partie est arbitraire, les résultats restent valides dans lorsque le rapport de vraisemblance
est une fonction décroissante de T'(z) et/ou lorsque ’hypothése nulle est de type Hy : {6 < 0o},
a condition d’inverser le sens des inégalités dans la définition du test (5.18). En effet, dans le
premier cas, le rapport de vraisemblance est alors une fonction croissante de —T(x) et dans
le deuxiéme cas, on peut re-paramétrer le modéle en posant T = —0 et I’hypothése nulle s’écrit
Hy: {r <mp}.

Exemple 5.8 (Modéle binomial — suite de |'exemple 5.7):
Considérons une observation S d'un modeéle binomial Py = B(n, ),

Po({s}) = (Z) 0°(1—0)"° = (Z) exp(slog(6/1 —6) + nlog(l —0)).

Considérons I'hypothése de base Hy = {6 > 0y}. Cet type de probléme s'introduit naturellement
dans le cadre de probleme de contrdle de qualité. On inspecte la qualité d’un lot d'objets manu-
facturés par sondage. On tire ainsi un échantillon de taille n (avec replacement); chaque objet a
une probabilité 0 d'étre défectueux. Le rapport de vraisemblance

L—6'\n/0'(1-0)\s
Zpo(s) = (1_9> (9((1—93)

est monotone par rapport a s. Si 6/ < 0, il est strictement décroissant. Ainsi, pour tout («,c) tel
que Py, (S < ¢) = «, le test § qui consiste a rejeter Hy si S est inférieure a c est uniformément
plus puissant au niveau a.

Une autre facon de procéder est de tirer dans I'échantillon jusqu'a trouver exactement m objets
défectueux. Notons Ty = 0 et définissons récursivement les instants 7; = inf{k > T;_;, X}, = 1},
c'est-a-dire I'instant ou I'on tire le i-ieme objet défectueux. On établit aisément que Y; = T; —T;_1
suit une loi géométrique :

Po[Y; = yi] = 6(1 — 6)",

et que les variables Y7, Y5, ..., Y,, sont indépendantes. La loi jointe de ces observations est donc
donnée par :

PG({yh s 7ym}) = POD/I =Y,y Y = ym]

n
= 0™ (1 — 9)2?:1 Yi = exp <m log(0) + Zyi log(1 — 0)> .

i=1
Cette loi admet un rapport de vraisemblance monotone par rapport a la statistique 7'(Y1, ..., Y3) def
Yo, Y;. Comme 6 +— log(1l — 0) est une fonction décroissante de 6, le rapport de vraisemblance
per /Po(y) est une fonction croissante de T'(y) lorsque 6’ < 6, donc le test U.P.P. de I'hypothése
0 > 6y consiste a rejeter cette hypothese si T est trop grand. Ce test est d’ailleurs trés intuitif : le
nombre de tirage a effectuer avant de trouver m objets défectueux sera d'autant plus grand que
la probabilité € est petite. La statistique de test T(Y), qui correspond ici au nombre de tirages
a effectuer au dela de m pour obtenir m objets défectueux est distribué suivant une loi négative
binomiale :
m+t—1

m—1

Py(T =t) = ( >9m(1—9)t.
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Exemple 5.9 (Variance d'une loi gaussienne — suite de I'exemple 5.6):

Soit X = (X1, ..., X,) un n-échantillon gaussien A/(0, ). Considérons I'hypothése de base Hy =
{6 > 6y} et I'hypothese alternative H; = {6 < 0p}. On a vu précédemment que le rapport de
vraisemblance Zp g = py/ /pg s'écrit en fonction de la statistique 7'(X) = Y1 | X2,

T r(x) = \/gz exp {50~ 07T ()

Pour 8’ < 6, c'est une fonction strictement décroissante de T'(z) (ce qui correspond a l'intuition :
si la variance empirique est faible, c'est vraisemblablement parce que la variance théorique est
faible, et on rejettera alors Hy). La région critique d'un test de rapport de vraisemblance de type
5.2.1 (en changeant le sens des inégalités) s'écrit en fonction de la statistique 7',

log(6"* /6%) + 2log ¢
X = {1: T (z) < d(eue/)c) = ( 9/2 _)9/—2 }

Ainsi, le test U.P.P. rejette Hy lorsque T'(X1,...,X,) < d, ol d est solution de I'équation :
Pgo (T < d) = .

Comme T(X1,...,X,)/00 = > X?/0 suit une loi du x? centré a n degrés de liberté (voir
I'annexe A.12), la constante critique du test est Oyz, () ot x, () est le quantile d'ordre o de
la distribution x2.

Exemple 5.10 (Loi de Poisson):

Soient X1,...,X, n variables distribuées suivant une loi de Poisson de paramétre 6, § > 0.
Notons X = (Xi,...,Xy). La densité de probabilité (par rapport a la mesure de comptage) est
donnée par

1 n
pG(xla s axn) = We_neeT(x) ou T(X) = Z.’EZ’,X e N".
=1 i=1

Notons que 7T'(X) suit une loi de Poisson de paramétre nf. Le rapport de vraisemblance s'écrit

Zy 9/(:1;) — en(e—el)-i-T(X) log(9’/9)7

c'est une fonction strictement croissante de T'(x) lorsque 6’ > 6. Pour ¢ > 0, un test U.P.P. de
niveau « de I'hypotheése de base Hy : 8 < 0y contre I'hypothése alternative H; : 0 > 0y est donnée
par (5.18), avec

> enfo (ny)?
o= _

. 4!
j=le]J+1
Il est intéressant de noter que la construction ci-dessus ne s’étend pas directement au
cas des hypotheses bilatérales. Considérons X1, ..., X, un n-échantillon i.i.d. d’une famille

exponentielle associée a (h,T) de densité (par rapport & une mesure de domination p)

p(x;0) = h(z) exp(¢(0)T (z) — 1 (0)),

ou 8 — ¢(0) est une fonction croissante de 6. Supposons que Py (>i; T'(X;) = ¢) = 0 pour
tout 0 € © et pour tout ¢. En vertu du théoréeme de Neyman-Pearson, le test U.P.P. pour
I’hypothese de base Hy = {6 = 60y} contre I'hypothese H; = {6 = 6;} est non randomisé et
admettra les régions critiques T'(x1,...,zy) = > T(x;) > csi Oy > 0y et T(zy,...,z,) < c
si 0y < 01. On voit que la structure des tests U.P.P. est différente suivant que ’on consideére
des alternatives 81 > 6 et 1 < 8y. C’est pourquoi il n’existe pas de test U.P.P. dans ce cadre.
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5.6 Approche bayésienne

Il est aussi possible de considérer le probleme de test dans un contexte bayésien. Cette
approche consiste a prendre en compte la connaissance a priori sur le parametre 6 pour dé-
finir le risque. Plus précisément, contrairement a ’approche de Neyman-Pearson ou l'on a
cherché des procédures uniformément optimales sous contrainte (tests U.P.P.), on va cher-
cher une procédure de décision optimale pour un risque intégré (voir le paragraphe 4.6). En
d’autres termes, on cherche a exhiber un test qui soit une procédure de Bayes, au sens du
paragraphe 4.6.

Soit P = {Py, 0 € ©} un modele statistique sur X'. On se donne 7 un prior sur (6, B(0)) :
une mesure de probabilité représentant notre connaissance a priori. Soit maintenant J une
procédure de test pour ’hypothese Hy : 6 € ©g contre H; : € O c’est-a-dire, comme aux
paragraphes précédents, une fonction de X dans {0,1}. En utilisant comme d’habitude la
fonction de perte 0 — 1, le risque s’écrit toujours

R(0,6) = o, (0)Pg, [3(X) = 1] + Te, (0)Py, [5(X) = 0]

Le risque intégré de la procédure, telle quelle a été définie au paragraphe 4.6, s’écrit alors

r(8) = / R(9,6)m(d6) — / Po(8(X) = D)m(dd) + | Po(8(X) = 0)(d6).
€] [SH) O1

Le test 0, sera dit bayésien si, pour toute procédure (randomisée) de test 0, r(d) < r(0).
Comme suggéré par la notation, ce test optimal dépend du choix du prior 7. Contrairement
aux tests les plus puissants du cas non-bayésien, il est toujours possible de construire un test
bayésien.

Supposons que le modele statistique est dominé, Py(dz) = pg(z)v(dz), pour tout € ©, ou
v est une mesure de référence sur X'. Rappelons que la loi a posteriori (voir les définitions 4.4.2
et 4.4.7) est une famille de probabilités (m(df|z)) cx indexées par I'observation X = z, telle
que pour toute fonction mesurable bornée ¢ : © x X — R,

E((0.X) ™ [ [ o@.am@vianes) = [ [ o0.0)m(@ble)m@u(d)

ol m(x) est la densité marginale de X sous le prior 7, m(z) = [g po(x)m(dh).
Considérons les probabilités a posteriori w(0;|x) de chaque région 0;,i = {0, 1}, sachant
X=x,

w(@im:/@(dmx), i=0,1.

7

Considérons la regle de test consistant a choisir ’hypothese « la plus probable a posteriori » :

5. (x) = {1 si m(O1|x) > w(Op|z),

0 sinon

Dans la suite de ce paragraphe, on va montrer que d, est une procédure de Bayes pour le test
de Hy contre Hj.

Pour cela, on utilise la notion fondamentale de risque a posteriori. Elle fait intervenir
Pespérance a posteriori (c’est-a-dire ’espérance conditionnelle, voir les définitions 4.4.10 et
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4.4.12). Informellement, le risque a posteriori de I’action a est ’espérance de la perte encourue
dans le futur en entreprenant a, sachant qu’on a observé X = x, ce qui nous permet d’utiliser
la loi a posteriori 7(df|z) a la place du prior m(df) pour calculer I'intégrale.

Définition 5.6.1 (risque a posteriori). Soit (P = {Py,0 € © C R}, w) un modéle bayésien.
On considére un probléme de décision défini par un espace des actions A, et une fonction de
perte L(0,a),0 € ©,a € A. Soit a € A une action.

Le risque a posteriori de [’action a pour le prior w, sachant l’observation xz, que l’on
notera pr(a,x), est l'espérance a posteriori de la perte L(0,a) (vue comme une fonction de
0), c’est-a-dire l'espérance conditionnelle de la perte L(0,a), sachant X = z,

pr(a, ) = B(L(6,a)| X = z) — /e L(6, a)r(d6)]).

L’intérét de cette notion est de permettre une ré-écriture utile du risque intégré de toute
procédure de décision 9§, sous la forme d’une intégrale du risque a posteriori. En effet,

r(6) % /@ R(0,6)7(d6)
= [ [ L@.5@)po(a)v(da)e(do)
— [ [ £@.6@)m(@s)z) m(@p(da)

pr (6(z),x)

= / pr(6(x), z)m(x)v(dx), (5.21)
X

Le lemme suivant prouve que, comme le suggere I'intuition, on a intérét, étant donné une
observation z, a prendre la décision §(z) qui minimise ’espérance a posteriori de la perte.

Lemme 5.6.2 (Optimalité des décisions minimisant le risque a posteriori)
Soit 0* une procédure de décision d valeurs dans A C R, telle que pour tout x € X, §*(x)
minimise le risque a posteriori pr(-|z), c’est-a-dire, telle que

Vae A, pr(a,x) > pr(0*(x),x). (5.22)
Alors la procédure 6* est une procédure de Bayes pour le prior m.

DEMONSTRATION. Soit § une autre procédure de décision. Alors d’apres(5.21), et en utili-
sant (5.22),

r(6) —r(6%) = /Xpw(5($)7ﬂf) — pr(0"(x), &) m(x)v(dz)

>0

> 0.
|

Dans le cas des tests d’hypotheses, l'espace des actions est A = {0, 1}, ce qui simplifie le
probléme de minimisation intervenant dans le lemme 5.6.2 (on cherche un minimiseur dans
I'ensemble {0,1}).
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Proposition 5.6.3
Le test 6; donné par

5.(x) = {1 st m(O1|x) > 7(Oglx), (5.23)

0 stnon

est un test de Bayes pour le test de l’hypothése Hy contre Hi.

DEMONSTRATION. Dans le cadre des tests, la fonction de coiit est, pour a € {0,1},

0 sifeB,

1 sinon

L(0,a) = {
Ainsi, le risque a posteriori pr(a,x) s’écrit, pour a € {0, 1},

pr(a,z) = L(0,a)r(dO|x) + [ L(O,a)r(d0|x)
(SN 01

B {f@() L 7(df|z) + [o, 0 w(df]z) sia=1
Jo, 0 m(df|z) + [o, L w(dfz) sia=0
{ﬂ(@o\x) sia=1
m(O1]x)

sia=0
Par conséquent, on a
pr(l,x) < pr(0,2) < 7(Op|z) < 7(O1|x).

Ainsi, la regle de décision définie par (5.23) satisfait (5.22) et le lemme 5.6.2 permet de
conclure.

Passons a la détermination pratique du test de Bayes (5.23) : supposons que la loi a priori
admet une densité 7(f) par rapport a une mesure de référence p sur (0,B8(0)), m(df) =
m(0)u(dh). Alors la densité marginale de X par rapport & la mesure de référence v sur X
s’écrit m(z) = [o po(x)m(0)n(dl). De plus, en notant m(6|x) la densité de la loi a posteriori
du parametre par rapport a y, on a

m(0]z) = {pe(x)ﬂ(ﬁ)/m(x) si m(z) # 0,
0

sinon

Le test bayésien prend alors la forme

5. (2) = {1 si [g, Po(2)m(0)p(dl) > [g, po(x)m(0)u(db),
0

sinon.

Notons que les intégrales ci-dessus définissant le test ne sont autres que la vraisemblance
po(x), intégrée sur la région considérée (O ou ©1), sous la loi a priori 7. On choisit donc
lalternative qui a la plus grande « vraisemblance intégrée » (sous le prior 7).
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Exemple 5.11 (Paramétre d'une loi binomiale):
Soit X une v.a. distribuée selon une variable binomiale B(n,#) ou 6 € (0,1), pour 2 € {0,...,n},

X

Po(X =) = (”) 6= (1 — ).

Prenons pour loi a priori la loi uniforme sur [0, 1]. Posons ©¢ = [0,1/2]. La probabilité a posteriori
de I'événement {6 € O} est donné par :

1/2 my\ pz n-x
m(O|r) = fol (;L)@x(l —0)—=df

et —o)mde
S Blx+l,n—z+1)

(1/2)n*t — (n—x)!z!
B+ ln—z+1) = (n—a— k) (z+k+ 1)

ou B(a,b) = fol 6=1(1 — 0)’~1d# est la fonction Béta (tabulée dans les librairies numériques
de math). On montre facilement la derniére égalité par récurrence en effectuant une intégration
par partie. La derniére expression donc calculable numériquement. Cette procédure de test a
été proposée par Laplace pour tester |I'hypothése qu'a la naissance, le nombre d'enfants de sexe
masculin excédait le nombre d’enfants du sexe opposé.

Exemple 5.12 (Moyenne d'une loi gaussienne):

Supposons que l'observation X = (Xi,...,X,,) est distribué suivant une loi gaussienne de

moyenne @ et de variance o2.

1 -1 &
p(.’l?]_, .. ,l‘n|0) = Wexp (w Z(ﬂjz — 0)2> .
i=1

Prenons comme loi a priori 7 une loi gaussienne de moyenne 1 et de variance 72. Cette loi a priori

est conjuguée et la loi a posteriori est une loi gaussienne de moyenne ;(Z) et de variance w?,
. oPu/n+T7x 9 %% /n
pE)=—5 e e W= s
o?/n+T o?/n+T
ot Z =n"1 3" | x;. Pour tester I'hypothése Hy : § < 0, nous calculons la probabilité a posteriori :

P(0 < 0fr) =P ("‘jj(X) < —u(X)/w | :c) = B(=p(X)/w).

ol P est la fonction de répartition de la loi gaussienne standard.

5.7 Lien entre approche bayésienne et approche de Neyman-
Pearson

Dans un cadre d’un test d’hypotheéses simples, on peut considérer que I’espace des para-
metres est réduit a Pensemble a deux éléments {6y, 61 }. Spécifier la loi a priori pour un test
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d’hypothese simple revient simplement a choisir une probabilité a priori pour 'hypothese de
base {# = 0p}. On note my = w({fp}). Le test de bayes s’écrit donc

5.(x) = {1 si w(61|z) > w(6p|z), (5.24)

0 sinon
De plus, a loi a posteriori s’écrit alors :

mop(z[6o)
mop(z]6o) + (1 — mo)p(x[61)’

P(6 = bp|z) = m(bo|x) =

et nous avons :

pi(z) ™o

po(z) = 1—mo

Le test bayésien consiste donc & choisir 'hypothese 1 si le rapport de vraisemblance Z(x) =
p1(x)/po(x) excede un seuil dont la valeur dépend de la probabilité a priori 7 de I'hypothése
de base. Autrement dit,

w(01|z) > w(Oplz) < Z(z)=

5. (x) = {1 si Z(x) > mo/(1 — mp), (5.25)

0 sinon

Ceci suggere un lien avec le cadre des tests U.P.P.; qui nous explicitons ci-dessous.

Proposition 5.7.1
Soit P = {Py,,Pg, } et considérons le probléme de tests d’hypothéses simples Hy : {6 = 6p}
contre Hy : {0 = 01}. Soit mop € (0,1) la probabilité a priori de {6y}, de sorte que la loi a
priori est la probabilité discréte (my, 1 — my). On considére le test de Bayes o, associé, défini
par (5.24). Soit o« = R(0p, 6) = Py, (x(X) = 1) son risque de premiére espéce.

Alors, 6, est U.P.P. de niveau «.

DEMONSTRATION.

Premiére preuve. On a montré précédemment que d, est défini de maniere équivalente
par (5.25). C’est donc un test de rapport de vraisemblance de type (5.6), avec ¢ = mp/(1—mp).
Comme on a supposé que le test est de niveau «, le théoreme 5.2.1 s’applique et 6, est U.P.P.
de niveau a.

Deuxiéme preuve (directe) : Nous avons, pour tout test d,

r(0z) =ma+ (1 —7m)R(01,0r) < r(d) =7R(00,9) + (1 —m)R(0,0),
et par conséquent :
0 <m(a—R(0p,9)) < (1—m)(R(01,0) — R(01,¢x)).
|

Exemple 5.13 (Classification binaire : discrimination linéaire):
Considérons un test d’hypothése simple, ol les lois po(x) et pi(x) sont des lois gaussiennes
multidimensionnelles de paramétres 0y = (mg,Xg) et 81 = (m1,%1), ot m;, i = 0,1 sont les
moyennes et ¥;, ¢ = 0,1 sont les matrices de covariance, supposées ici non singuliéres :
1 1 Ty—1
pi(x) = ———exp —5(30 —mg) X (x—my) ).
(2m)ddet(3;)
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En notant 7 la probabilité a priori de & = 6y, la loi de I'observation X est un mélange de
gaussiennes de proportion 7, fr(x) = mpo(z) + (1 — 7)p1(z) et la régle de Bayes est alors de la
forme :

1 si (1 —m)pi(z) > mpo(),

0 sinon

Or(w) = {

En prenant les logarithmes, on remarque que ¢, (x) = 1 si et seulement si :

(x — ml)TEfl(:L’ —my) — 2log(1 — ) 4 log(det(31))
< (z —mo) 'Sy (@ —mp) — 2log(m) + log(det(Z)).

r? = (x — m;)TS; (@ — m;) est le carré de la distance de Mahalanobis entre x et m; dans la
classe 7, une distance couramment utilisée en reconnaissance des formes. En fonction de cette

distance, la régle de Bayes est donc de la forme :

onl) = {1 i i <16 — 2log(r/(1 = m)) + log(det (%) /det(X1)),
" 0 sinon .

Lorsque m = 1/2 et que ¥y = X1 = %, la régle devient simplement :

D2 o2
1 si r{<rg,

¢n(@) = {O sinon

et on choisit donc la « classe » 7 dont la distance de Mahalanobis de x a m; dans la classe 7 est
la plus petite. Lorsque ¥ = g = X, on montre facilement que la régle de Bayes est équivalente
a une régle de discrimination linéaire :

1 si alz+ag >0,

Pr () = { (5.26)

0 sinon

ot a = L7 (my — mo), ag = 2log((1 — 7)/7) + mIE " mg — mIX~m;. Nous avons vi-
sualisé dans les figures 5.4 et 5.5 deux échantillons de 500 variables gaussiennes indépendantes
bi-dimensionnelles de moyennes pg = [1.5,0] et p; = [0,—10] (figure 5.4), uop = [1.5,0] et
w1 = [0,—2] (figure 5.5) :

4 1
s [41) -

Dans le premier cas, les deux classes sont clairement séparées a l'inverse du second cas, ou la
distinction des classes est plus difficile a faire. Dans les deux cas, le test bayésien consiste a
calculer la droite (5.26), et a accepter Hy ou H; suivant que |'observation x se trouve dans I'un
ou l'autre des deux demi-plans délimités par cette droite de séparation.
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-15 -10 -5 0 5 10

FIGURE 5.4 — Echantillons de loi gaussienne bi-dimensionnelles de moyenne o = [1.5,0] et
p1 = [0, —10] et de matrice de covariance (5.27). Le test consiste & choisir Hy ou H; suivant
que 'observation se trouve au-dessous ou au dessus de la droite de séparation

-2

-3+

-5 " 4

-6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURE 5.5 — Echantillons de loi gaussienne bi-dimensionnelles de moyenne o = [1.5,0] et
p1 = [0, —2] et de matrice de covariance (5.27). Le test consiste & choisir Hy ou H; suivant
que 'observation se trouve au-dessous ou au-dessus de la droite de séparation
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Chapitre 6

Intervalles et régions de confiance

Dans toute la suite de ce chapitre, on se donne un modele statistique {Py,0 € O} et on
observe X ~ Py avec # inconnu. On note X ’espace des observations.

6.1 Régions et intervalles de confiance

Déterminer une région de confiance pour le parametre inconnu 6 d’une loi Py est généra-
lement la deuxieme étape d’une analyse de données : on demande d’abord un estimateur 5,
puis on se demande quelle confiance accorder a cette estimation, et on aimerait un intervalle
de confiance autour de . On demande donc de fournir une région de © qui contienne le vrai
parametre 6 avec une grande probabilité. On n’aura pas besoin d’hypotheses particulieres sur
© pour les résultats qui suivent, mais supposons pour commencer que © = R pour fixer les
idées. Bien siir, si I'on fournit un intervalle I fixé, I'affirmation « P(f € I) > 0.95 » n’a pas de
sens dans le cadre classique ou 6 n’est pas une variable aléatoire mais un nombre. Pourtant,
si 'on considére que l'intervalle I est construit en fonction des données, I = I(X), alors les
bornes de l'intervalle m(X), M (X) sont des variables aléatoires et on peut écrire

0 cI(X) e (m(X)<0,MX)>0),

qui représente bien un événement au sens probabiliste. Dans un cadre plus général (© un
ensemble quelconque), on va construire une région de confiance §(X) C O, fonction des
données observées.

Souvent, la quantité d’intérét n’est pas 6 lui-méme mais une fonction de 6, g(0) € R. Par
exemple, dans le cas gaussien, # = (u,0?) et on peut vouloir simplement un intervalle de
confiance concernant p, de sorte que l'on posera g(0) = p.

Définition 6.1.1 (Intervalle et région de confiance). On se donne «a €]0,1[. La quantité 1 —«
est appelée niveau de confiance.

(1) Une région de confiance au niveau 1 — v pour le paramétre 6 est une région aléatoire
d(X) C O, telle que
inf Py (0 €d(X)) =1- 6.1
Jnf Py (6 € 6(X)) a, (6.1)

(2) Soit g : © — R une fonction d valeurs réelles. Un intervalle de confiance de niveau 1 —«
pour le paramétre g(0) est un intervalle I(X) = [m(X), M(X)] d’extrémités aléatoires
vérifiant

inf Py (9(6) € [m(X), M(X)]) =1 a, (6.2)
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Il est courant d’exprimer 1 — « sous la forme d’un pourcentage. Si la niveau de confiance
1 — a est de 0.95 alors nous dirons que Uintervalle [m(X), M (X)] est intervalle de confiance
a 95%.

Remarque 6.1.2. Un intervalle de confiance définit un cas particulier de région de confiance.
En effet, dire que 1(X) est un intervalle de confiance de niveau 1 — o pour g(0) revient a dire
que la Tégion

3(X) ={0:9(9) € I(X)} = g~ (I(X))

est une région de confiance pour 6 de niveau 1 — «.

Ce formalisme mathématique a une interprétation simple. On retiendra :

Une région de confiance de niveau 1 — o est une région déterminée en
fonction des données, telle que, quellle que soit la loi Py des observations
(dans les limites du modéle statistique considéré), la région contienne le
parameétre 6 avec probabilité 1 — a.

Il est important d’insister sur le fait absolument essentiel que les conditions (6.1) (resp.
(6.2)) impliquent que I'inégalité

Py (0 €5(X)>1—a
(resp.  By(0 € [m(X),MX))>1-a )

doit étre vérifiée pour toutes les valeurs possibles du paramétre 0. Cette contrainte peut sem-
bler assez forte, mais nous allons voir dans la suite qu’il est possible de la satisfaire dans de
nombreux cas d’intérét pratique. En réalité, cette définition n’est pas tres restrictive : par
exemple, il n’est pas difficile de définir une région de confiance de niveau de confiance arbi-
trairement grand. Par exemple, § = © est de niveau de confiance 1 mais ne présente aucun
intérét. Ce qui fait la valeur pratique d’une région de confiance de niveau de confiance donné
est sa taille. La fagon la plus naturelle pour comparer la taille de deux régions est la relation
d’inclusion : §7 est plus petite que d9 si 41 C d9. Cette relation étant partielle, elle n’est pas
satisfaisante pour définir une région de confiance optimale.

Dans les situations les plus sympathiques, il est possible de choisir les statistiques m(X)
et M(X) de telle sorte que Py (g(0) € [m(X), M(X)]) soit en fait indépendante de 6. Cela
sera le cas (cf. les exemples 6.1 et 6.2) lorsque nous chercherons a déterminer les intervalles
de confiance pour la moyenne d’un échantillon gaussien, que la variance soit connue ou in-
connue. Dans les cas plus complexes, il n’est pas possible de calculer exactement la quantité
Py (g(0) € [m(X), M(X)]), ni de trouver une borne inférieure & cette quantité. Dans ce cas-1a
(fréquent, mais qui sort du cadre de ce cours), les méthodes asymptotiques fournissent des
intervalles de confiance valides dans la limite des grands échantillons.

6.2 Lien avec la théorie de la décision

Le probleme de la détermination d’une région de confiance est un probleme de décision ou
I'espace des actions A est ’ensemble P(0©) des parties de ©. Comme dans le cas des tests, la
fonction de cofiit considérée sera la perte 0-1, ou 'on perd 1 si 'on « se trompe » et 0 sinon,
c’est-a-dire, pour I C O,

L0.1) = {1 s%9¢f
0 sifel
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Notons comme dans les chapitres précédents § : X — A = P(O) la procédure de décision
permettant de déterminer une région de confiance. Comme dans le cas des tests statistiques,
la fonction de perte utilisée vaut 0 ou 1, suivant que le parametre a localiser appartient ou
non a la région de confiance 6(X) :

R(0,8) =Py(0 ¢ 6(X)) =1 —Py(6 € 6(X)) .

Cette derniére expression du risque est écrite en fonction de Py(f € 6(X)), qui s’appelle la
probabilité de couverture. La moins bonne probabilité de couverture associée a une région de
confiance est, d’apres la définition 6.1.1, son niveau de confiance : infgeg Py(0 € 6(X)) = 1—au.
Autrement dit, une région de confiance est de niveau 1 — « si son risque « maximum » vaut
a?

sup R(0,0) = a.

0O
Ceci suggere un lien entre la construction des régions de confiance et la construction de
tests statistiques de niveau a vus au chapitre 5 (voir en particulier la définition 5.1.1). Nous
détaillerons les liens existant entre tests et intervalles de confiance au paragraphe 6.4.

Ces définitions ne nous disent pas comment construire une région de confiance en pratique.

Ceci n’est pas toujours possible mais certaines situations permettent de le faire. C’est ’objet
du paragraphe suivant.

6.3 Construction a ’aide de fonctions pivotales

Les fonctions pivotales sont ’'outil de base pour la construction d’intervalles de confiance.
Commencons par un exemple simple

Exemple 6.1 (Intervalle de confiance pour un échantillon gaussien de variance connue):

Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon i.i.d. d'une loi gaussienne N'(j1,o?) de variance connue.
Nous cherchons a construire un intervalle de confiance [m(X), M(X)] pour la moyenne p de
niveau de confiance 1 — «, c’est-a-dire tel que

B, (u € [m(X), M(X)])) =1 - a. (6.3)

Dans cet exemple élémentaire, il est aisé de construire un tel intervalle : remarquons en effet que la
variable aléatoire Z = \/n(X,, — i)/, ott X,, est la moyenne empirique, est distribué suivant une
loi gaussienne centrée réduite : la distribution de Z est indépendante de la valeur du paramétre
. Soit @ la fonction de répartition d'une loi gaussienne centrée réduite :

d(z) = /z (2m) Y2 exp(—a?/2)dx .

o0

Notons, pour 0 < a < 1, z(«) le a-quantile défini ici par
P(z(a)) =a.

En particulier, pour les valeurs usuelles de «, nous avons z(1 — a/2) = 1,96 si & = 0,05 et
2(1 —«a/2) =3 si « =0,01. L'intervalle symétrique [—z(1 — a/2), z(1 — «/2)] vérifie alors

Py (VX — ) /0 € [-2(1 - 0/2),2(1 - a/2)]) = 1—a.
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Autrement dit
Py (1€ [Xn— 0 2(1—a/2)/Vn, Xn+ 0 2(1-0/2)/Vn]) =1-a.

On vient de montrer que m(X) = X,, — 0z(1 — a/2)/\/n et M(X) = X,, + 02(1 — /2)//n
sont les extrémités d'un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — v pour p : (6.3) est
valide pour tout u € R. On remarque au passage que l'intervalle de confiance bilatéral a pour
diametre 20z(1 — «/2)/+/n qui tend vers 0 quand n — oo a un niveau de confiance donné.
Dans cet exemple, on peut aussi construire une borne de confiance inférieure de niveau 1 — «
donné : X,, — 0z(1 — a)/+/n ou une borne de confiance supérieure de niveau 1 — « donné :

X, +0z(1—a)/yn.
Dans 'exemple ci-dessus, on a trouvé une fonction p(X,0) (avec § = ), définie par
p(X.0) = Vn(X, — 0) /o,

telle que la loi de la variable aléatoire Z = p(X,#) ne dépende pas de 6 (dans 'exemple, Z
suit une loi normale standard, quel que soit #). La fonction ¢ sera appelée fonction pivotale.

Définition 6.3.1 (Fonction Pivotale). On dit qu’une fonction ¢ : X x © — R est pivotale si
quelle que soit la loi Py de l'observation X, la loi de (X, 0) ne dépend pas de 6.

L’avantage d’utiliser une fonction pivotale est que I'on peut manipuler Z = (X, ) dont
la loi est constante, et généralement connue. Ainsi, sans connaitre 6, on peut trouver A C R
(un ensemble mesurable) tel que

l—a=P(ZecA) =Py(e(X,0) € A), pourtout 6€c©O.
Il s’en suit que, pour tout ensemble A ainsi choisi, la région définie par
I(X)=A{0 : p(X,0) € A}

est une région de confiance de niveau de confiance 1 — «.

Pour trouver en pratique un ensemble A, la notion de quantile, déja évoqué dans I'exemple 6.

sera utile en général.

Définition 6.3.2 (Quantile). Soit Z une v.a. réelle. Pour p € (0,1), le nombre z est un
quantile d’ordre p de la lot de Z st

P(Z<z)=p.

Si la loi de Z a des “trous” dans son support, par exemple si Z est une variable discrete,
cette équation ne définit pas toujours z de maniére unique et n’a pas toujours de solution.
Pour simplifier la discussion, supposons l’existence et 1'unicité du quantile d’ordre p de la
variable Z = (X, 0), que 1'on notera z(p) — il suffira sinon de choisir le quantile d’ordre p le
plus favorable (le plus petit ou le plus grand) en terme de taille de région de confiance obtenue
— de telle sorte que 'on puisse définir une fonction z — z(p), appelée fonction quantile. Pour
déterminer un ensemble A qui convienne, on peut par exemple prendre A = (—o0, z(1 — )]
ou A = (z(a),00). Si la loi de g(X, ) est symétrique, on a z(1 — p) = —z(p) et on peut aussi
choisir A = (—2(1 — «/2), 2(1 — a/2)]. En fait plus généralement, pour tout p; et ps tels que
0<pi <p2<1letl—a=ps—pi, on peut choisir A = (z(p1), z(p2)]-
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Le choix de A est guidé soit par un objectif particulier soit par la volonté de minimiser la
taille de la région de confiance, dans un sens a préciser. On s’intéressera le plus souvent au
cas de l'estimation par intervalle ou la région de confiance recherchée s’écrit en fonction d’un
parametre scalaire g : © — R :

o(X) ={0 : g(0) e I(X)} ,

ou l'intervalle I(X) est sous I'une des trois formes suivantes :
(i) I(X) = [m(X),00) : m(X) est une borne inférieure de confiance.
(if) I(X) = (o0, M(X)] : M(X) est une borne supérieure de confiance
(iii) I(X) = [m(X), M (X)] est un intervalle de confiance bilatéral.

Pour déterminer des intervalles de confiance de niveau de confiance (1 —«), on fera donc appel
a des fonctions pivotales de la forme (6, X) — (X, g(f)).

Pourquoi prendre 'intervalle symétrique dans ’exemple 6.1 7 11 se trouve que dans le cas
de cet exemple, ce choix était le bon, en vertu du lemme suivant.

Lemme 6.3.3

Soit f : R — RT une densité unimodale, c’est-a-dire n’admettant qu’un seul maximum, appelé
mode de f. On suppose que le mode de f est nul et que f est croissante sur R_ et symétrique.
Soit une v.a. X de densité f. Pour tout o > 0, un couple (a,b) tel que a = —b minimise la
longueur b — a des intervalles vérifiant P(X € [a,b]) =1 — a.

Considérons maintenant un exemple un peu plus réaliste : on cherche toujours a estimer
2

la moyenne d’un échantillon gaussien, mais on ne connait pas la variance o~.
Exemple 6.2 (Intervalle de confiance pour la moyenne a variance inconnue):
Soit X = (X1,...,X,) un n-échantillon i.i.d. de v.a. gaussiennes de moyenne 1. € R et de variance
o2 > 0 inconnue. On cherche un intervalle de confiance de niveau 1 — o pour le paramétre .
Lorsque la variance est inconnue, nous allons « remplacer » o2 par son estimateur empirique

non biaisé
1

~2
S =
"oon—-1

n —_
> (Xi — X,)2
i=1
Considérons alors la variable aléatoire
T =o(X,p1) = vVn(X, — p1)/3n.

Le théoreme A.12.24 montre que la variable aléatoire T = (X, 1), quels que soient les paramétres
p et o2, est distribuée suivant une loi de Student 3 (n — 1) degrés de liberté, T ~ T(n — 1).
Notons t,,—1(p) le p-quantile de la loi T(n — 1). Remarquons que la loi de Student est unimodale
et que son mode est 0 (ce qui justifie, comme dans le cas précédent, de considérer des intervalles
symétriques). Par conséquent,

P, o2 (—tn1(1 —a/2) <o(X,u) <t 1(1 -a/2))=1-a.
En résolvant la relation précédente par rapport a 1, nous obtenons, pour tout u, o2 :

P o2 (€ [m,M]) =1~ a,
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FIGURE 6.1 — Quantile d’ordre p = 0.95 pour une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté
et d’une loi gaussienne standard, en fonction de la taille n de 1’échantillon.

avec
m(X) =X, —8utn1(1 —a/2)/v/n et M(X)=X,+5t,1(1 —a/2)/V/n.

Pour évaluer en pratique les quantiles de la loi de Student, on peut utiliser soit des tables ou (ce
qui est plus pratique) des logiciels statistiques. Nous avons représenté dans la figure 6.1 le quantile
d’ordre p = 0.95 des lois de Student a (n — 1) degrés de liberté et de la loi gaussienne centrée
réduite. Nous voyons sur ce graphique que dés que la taille de I'échantillon dépasse n > 100, les
valeurs t,,—1(0.95) et 2(0.95) sont trés proches.

Exemple 6.3 (Intervalle de confiance pour la variance):

On consideére encore une fois X = (X1,..., X,) un n-échantillon gaussien N'(u1, 0?), ot uu et o2
sont inconnus. On cherche cette fois un intervalle de confiance pour la variance o2. La variable
aléatoire V = p(X,0?) = (n — 1)52/0? est distribuée suivant une loi de x? & n — 1 degrés de
liberté et peut étre utilisée comme quantité pivotale. Si nous notons x,_1(p) le quantile d'ordre
p delaloi x2_; et si nous prenons aj + as = «, alors, pour tout (u,c?) :

Po2 (Tn1(a1) S V(0% <zna(l—an)) =1-a.

2

En résolvant I'équation précédente par rapport a o<, nous obtenons donc que :

~2 ~2
(0= )83 /e1 (1= a2), (1= DS /()
est un intervalle de confiance pour o2 de niveau de confiance 1 — c. La longueur de cet intervalle
est aléatoire, L, (5%, a1, az).
Il est possible de montrer qu'il existe aj et a3, 0 < a] < a3, a] + a3 = «, tels que,

Eu,az [Ln(gazw O‘T? a;)] < Eu,az [Ln (§7217 a, 0‘2)}

pour tout (i, 02) € R x RT et tout (a1, ) tels que 0 < a; < ag et a; + as = a. On peut
montrer que, lorsque n est grand, af ~ o5 ~ «/2.
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Exemple 6.4 (Région de confiance pour la moyenne et la variance):
Supposons comme dans les exemples précédents que X = (Xi,...,X,) est un n-échantillon
i.i.d. d'une loi N'(i,0%) mais cette fois nous cherchons a construire une région de confiance pour
(p,02) de niveau de confiance (1 — a). Notons les intervalles de confiance précédemment utilisé
par :

L(X) = [Xn = Satn1(1 = a/4)/Vn, X + Sutn_1(1 = a/4)/v/n]

pour l'intervalle de confiance pour la moyenne p de niveau de confiance 1 — «/2 et :

(n-1)% (n-1)5 ]
Tn1(1—a/4) zp_1(a/4) |’

L(X) = [
pour l'intervalle de confiance pour la variance o2 de niveau de confiance 1 — «/2. Nous avons :

]P);L,O'Q ((M7g2> S Il(X) X IQ(X)) >1- P,LL,JQ(:U' ¢ Il<X)) - PM,O'Z(O-Q ¢ IQ(X)) =1-aq,

et donc I(X) = I;(X) x I2(X) est un intervalle de confiance de niveau de confiance supérieur a
(1—a). Il est possible de montrer qu’en fait, le niveau de confiance de cet intervalle est exactement

(1—a/2)2

Dans certains cas, on est amené a déterminer des intervalles de confiance pour des fonctions
d’un parametre, soit ¢(g(f)), o ¢ est une fonction monotone. Une fagon simple, mais généra-
lement sous-optimale, pour déterminer un tel intervalle est de remarquer que si [m(X), M (X))
est un intervalle de confiance pour ¢g(#) de niveau de confiance (1—«), alors g ([m(X), M (X)])
est un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour ¢(g(€)). Nous allons maintenant illustrer
ce principe de calcul.

Exemple 6.5:
Soit X1, X5,...,X,, le nombre de minutes qu'un groupe d'utilisateurs tests d'Internet passent
connectés par semaine. Nous modélisons ces v.a. par des v.a. i.i.d. de loi exponentielle de moyenne
0,

po(x) = 0 L exp(x/0)1(z > 0).

On cherche, pour un x donné, a construire un intervalle de niveau de confiance 1 — « pour la

fonction
q(0) = Py([x,0)) = Py[X > z] = exp(—x/0),

la probabilité que les utilisateurs-tests passent plus de = heures connectés dans la semaine. La
variable Z = ¢(X,0) = 2nX,,/0 est distribuée suivant une loi x3, pour tout § > 0 et donc la
variable Z peut étre utilisée comme une variable pivotale. En utilisant Z comme pivot en résolvant
en 6, nous obtenons I'intervalle de confiance de niveau 1 — « :

m(X) = 2nX, /xo (1 — a/2) <0 < 20X, /zon(a/2) = M(X),

oll Z9,,(3) est le quantile d’ordre 3 de la loi x3,,. [¢(m(X)), (M (X))] est un intervalle de confiance
de niveau 1 — « pour ¢(6).
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6.4 Dualité entre régions de confiance et tests d’hypothese de
base simple

Il existe des liens étroits entre tests statistiques et région de confiance. Ces liens peuvent
étre exploités pour construire des tests a partir de fonctions pivotales, ou construire des régions
de confiance de niveaux donnés & partir d’une famille de tests.

Voici un exemple :

Exemple 6.6 (Test bilatéral pour la moyenne d'une gaussienne):
Soit (X1,...,X,) un n-échantillon i.i.d. d'une loi A'(u,0?) ot o2 est inconnue. Etant donné un
to € R, nous cherchons a tester Hy = {u = po} contre I'alternative Hy = {u # po}-

Nous avons construit dans la partie précédente I'intervalle de confiance pour i de niveau de
confiance (1 — ) :

L(X)={z : |z — X,| <Gptn1(1 —a/2)/v/n}.
Considérons la procédure de test suivante. Nous acceptons Hj si
po € 11(X),

et nous rejetons I'hypothése dans le cas contraire. En notant T' = /n(X,, — pg)/5,, notre test
accepte Hy si —tp—1(1 —a/2) < T < t,—1(1 — a/2). Ce test est bilatéral, car il rejette aussi
bien les petites valeurs de T' que les grandes valeurs de T'. Contrairement aux tests unilatéraux
considérés dans le paragraphe 5.5, ce test a de la puissance contre les alternatives oll 1 < pg et
1 > po. L'erreur de premiére espéce est fixée égale a . Nous avons ainsi, a partir d’un intervalle
de confiance, construit une procédure de test.

Cet exemple est un cas particulier du principe de dualité entre intervalle de confiance et
test. La région d’acceptation d’un test est un ensemble inclus dans X, fixé, pour une hypothese
donnée sur le parametre ; au contraire, une région de confiance est un ensemble de parametres
pour une observation donnée de loi inconnue.

Pour expliciter cette dualité, on va considérer une famille de tests dont les hypotheéses de
base dépendent d’un parametre. On note (Hy(t)):co la famille d’hypotheses de base simples :

Hy(t):0=t. (6.4)

Soit av € (0,1). Pour tout ¢t € O, on se donne une procédure de test d(-;t) : X — {0,1} de
niveau « pour 'hypothese Hy(t). Notons A(t) C X la région d’acceptation de Hy associée :

Aty ={z e X :4(x;t) =0} .
On définit maintenant la région de confiance duale S(x) C © associée a un valeur x € X par
Sx)={te© :xc At)} ={t€© :(z;t) =0} . (6.5)

En d’autres termes, S(x) est 'ensemble des 6 que I'on aurait acceptés avec la procédure de
test 0(-,0), en ayant observé X = x. Formellement, S est 1’« image réciproque » de x par A,
au sens ou l’on a la relation de dualité

V(z,t) e X x 0O, z€Alt) < teS(x). (6.6)
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Alors, par définition, la probabilité de couverture de la région de confiance S est, pour
tout 6§ € O,
Po(0 € S(X)) =Py(X € A(0))
=Py (6(X;0) =0)
=1-Py[6(X;0) = 1]

=1-aq,

puisque l'on a choisi la procédure (-, 0) de telle maniére que son risque de premiére espece
Py(6(X,0) = 1) = a. Ceci étant vrai pour tout 6 € O, la région S est de niveau de confiance
1—a.

Réciproquement, supposons maintenant que 1’on dispose d’une région de confiance S’ de
niveau de confiance 1 — « pour le parameétre 6. Pour tout t € O, soit §'(+;¢) la procédure de
test définie par
1 site S (x)

6.7
0 sinon (6.7)

&' (ast) = {
En d’autres termes, apres avoir observé x, la procédure de test (-, 6) accepte Hy(6) si 6
appartient & la région de confiance S’(z). Alors, pour tout 6 € O, ¢’(+;6) est une procédure
de test X — {0, 1} pour 'hypothese Hy(6) de niveau donné par

Pp (6'(X;0)=1)=1-Pp (0l € S'(X)) = . (6.8)
Ces relations de dualité entrainent le résultat suivant.

Théoréme 6.4.1 (Dualité tests/régions de confiance)

Si pour tout t € ©, 6(-;t) est une procédure de test X — {0,1} de niveau (risque de rejeter d
tort) a pour Uhypothése Hy(t) définie par (6.4), alors la région de confiance S définie par (6.5)
est de niveau de confiance 1 — a.

Si, de plus, pour tout t € O, §(-;t) est une procédure de test U.P.P. de niveau « pour
Uhypothése Hy(t) contre Uhypothése Hy(t), alors, pour tout t € ©, la région de confiance S
minimise la probabilité Po(t € S(X)) uniformément sur ’ensemble des 0 # t ; autrement dit,
pour tout t € O, toute région de confiance S’ de niveau de confiance au moins égale 4 1 — «
et tout 8 £t, on a

Pg(t S S(X)) < Pg(t € S,(X)) . (6.9)

DEMONSTRATION. La premiére partie du théoreme a déja été prouvée en (6.4). Il ne reste
plus qu’a montrer (6.9). La probabilité de gauche dans cette équation s’écrit Py(d(-;¢t) = 0);
c’est donc le risque de deuxiéme espece de (+;t) pris en 6 (qui vérifie 'hypothese H(t)).
Puisque le test (-, t) est supposé U.P.P. dans la classe des tests de niveau au plus «, il suffit
donc de montrer que la probabilité de droite dans 1’équation (6.9) est le risque de deuxiéme
espéce d’une procédure de test de niveau au plus «. Pour cela il suffit de considérer le test
0'(-;t) défini par (6.7) et d’utiliser la relation de dualité (6.6) entre ¢’ et S’ qui implique que

Po(t € /(X)) = Py(X € A(t)) = Pyl (X:t) = 0) = R(0,5(-31)).
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6.5 Le cas du rapport de vraisemblance monotone

Sous I’hypothese de rapport de vraisemblance monotone vue au chapitre 5, il est possible
d’exploiter la dualité entre tests et région de confiance introduite au paragraphe 6.4 pour
construire des intervalles de confiance et des bornes de confiance de niveaux de confiance
donné.

Théoréme 6.5.1

Soit P = {Py,0 € O} un modéle paramétrique de paramétre scalaire, © C R, vérifiant I’hypo-
thése (MON) pour la statistique T = T(X). Notons Fy(z) = Pp(T < z). Supposons de plus
que :

(i) z — Fy(z) est continue pour tout 0 € O,
(ii) 0 — Fy(z) est continue pour tout z € T(X),

(iii) Pour tout o € (0,1) et z € T(X), l’équation en 6 : Fy(z) = 1 — o admet une solution
uUnIqUe.

Notons my(z) la solution de l'équation Fy(z) = a et My(z) la solution de Fp(z) = 1 — a.
Alors :

(1) mq(T) est une borne inférieure de confiance pour 6 de niveau de confiance 1 — v : pour
tout 0 € O,
Py(mo(T) <6) >1— .

(2) My(T) est une borne supérieure de confiance pour 6 au niveau de confiance 1 —« : pour
tout 0 € O,
Py(My(T) >0) >1— a.

(3) Pour tout aq,a2 > 0 tels que a1 + az < 1, [mq, (T), Ma,(T)] est un intervalle de
confiance pour 6 de niveau 1 — (a1 + ag) : pour tout 6 € O,

Py(ma, (T) <0 < My, (T)) > 1— (a1 + a2).
DEMONSTRATION. Considérons pour tout 8 € O le test §(-;6) défini par :
Vee X, 0(x;0)=0 <= T(x)>Qu(a),

o Qg(a) est le quantile d’ordre « de la distribution Fy. Nous avons sous les hypotheses
énoncées dans le théoréme, pour tout 6 € © :

Py (0(-50) = 0) =Pp(T > Qy(a)) =1 — [H[Qo(a)] =1 — av.

Pour tout t € O, 0(+,t) est donc un test de niveau a de I’hypothese de base Hy(t) = {6 =t}
(rappelons que, d’apres le théoréme 5.5.2; ce test est U.P.P. contre l'alternative composite
Hi(t): {0 > t}).

Considérons maintenant la région duale S(x), définie par

Sx)={0€0,0(z;0) =0} ={0€0,T(x) <Qp(1 —a)}.

Le principe de dualité (Théoréeme 6.4.1) implique que l'ensemble S(z) est une région de
confiance de niveau 1 — a pour 6, puisque, pour tout 6§ € O,

P, (t € S(T)) :Pt(TS Qt(l —Od)) =1-a.
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Il reste a prouver que la région de confiance S(T") est ici un intervalle de la forme [mq(T), o).
En appliquant F; aux deux membres de l'inégalité y < Q;(1 — «), nous avons :

Sy)={t€O,F(y) <1-a}.

Soit y € T(X) et a € (0,1) tels que y = Q¢(1 — @), c’est-a-dire Fi(y) = 1 — o ou encore
ma(y) = t. Pour tout t € O, le test d(-;t) est U.P.P. contre les alternatives de la forme
Hy(t) : {0 < t} dans la classe des tests de niveau au plus a. Ce test est en particulier plus
puissant que le test de fonction critique constante «, ce qui implique que, pour t' > t,

Pu(T >y)=1—-Fu(y) > a=1- Fy),

ce qui implique que t — Fi(y) est une fonction décroissante de t. Par conséquent, la condition
Fi(y) < 1— « équivaut a t > mq(y), ce qui conclut la preuve de la premiére assertion. Les
autres assertions se déduisent de la méme fagon. |

Exemple 6.7 (Intervalle de confiance pour une loi de Poisson):

Pour déterminer une borne maximale du degré de radioactivité d'une source, on enregistre les
temps d'arrivée successifs de m particules sur un compteur. En supposant que le radionucléide
se décompose en émettant des particules suivant une loi de Poisson, les temps d’arrivée T; des
particules sur le compteur sont distribuées suivant une loi exponentielle de parameétre 6, ou 6 est
I'intensité du processus :

po(ti, ... tm) = Hmefgzz:lti, t1,...,tm > 0.

Notons 1" = >, T; la durée totale d'observation. La variable 207" est distribuée suivant
une loi de x? a 2m degrés de liberté. La région d'acceptation du test Hy(t) = {6 = t} contre
H(t) = {0 < t} est de la forme 2tT < %9, 4, OU Tom,q est le quantile d’ordre 1 — o de la
loi x2,,, (loi du x? 3 2m degrés de liberté). L'ensemble S(t1,...,tm) est donc I'ensemble des t
vérifiant, ¢ < X9y, /2T, et le théoréme précédent montre que M(T) = 2m,qo/2T est une borne
supérieure de confiance pour le paramétre 6 de niveau de confiance 1 — a.
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Annexe A

Rappels de probabilité

A.1 Espace de probabilité

Soit un espace abstrait €0, appelé espace des épreuves. Un élément w de ) est appelé une
épreuve ou réalisation : w correspond au résultat d’une expérience aléatoire. L’ensemble €2 est
souvent appelé I'’ensemble des épreuves ou des réalisations. L’espace €2 dépend bien entendu
de I'expérience aléatoire que 1'on cherche a modéliser. Nous verrons des exemples dans la
suite. Nous construisons sur cet ensemble d’épreuves un ensemble de parties F, muni d’une
structure de tribu

Définition A.1.1 (Tribu). Une tribu F est un ensemble de parties de Q vérifiant les pro-
priétés suivantes :

1. Qe F,
2. si A€ F, alors A® € F, ou A° est le complémentaire de A, A .= Q\A={z € Q,x & A}
("stabilité par passage au complémentaire”).

3. si (Ap,n € N) est une suite de parties de S, alors, U,cny An € F ("stabilité par réunion
dénombrable”).

Un élément d’une tribu s’appelle un événement (en théorie de la mesure, de tels éléments
sont appelés ensembles mesurables). Deux événements A et B sont dits incompatibles, si
AN B = (). L’ensemble vide est appelé I’événement impossible. A I'inverse, € est I’événement
certain. Le couple (€, F) constitué d’un ensemble d’épreuves et d’une tribu d’événements est
un espace probabilisable. L’ensemble des parties de 2, P(€2) est une tribu. Toutes les tribus
définies sur €2 sont des sous-ensembles de P(2). L’ensemble {0, Q} est aussi une tribu. Cette
tribu est contenue dans toutes les tribus définies sur €. L’intersection d’une famille quelconque
de tribus est encore une tribu.

Définition A.1.2 (Tribu engendrée, o(A)). La tribu engendrée par une classe de parties A
de Q, notée o(A) est la plus petite tribu contenant A .

La tribu engendrée o(A) est I'intersection de toutes les tribus contenant .A. Notons que
toute classe A est incluse dans P(€2), et donc qu’il existe toujours au moins une tribu contenant
A. La notion de tribu borélienne est liée a la structure "topologique" de I’ensemble de base :
c’est la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts de la topologie. Nous considérerons dans
ce chapitre uniquement la tribu borélienne de R%, en commencant par le cas le plus simple de
la droite réelle R.
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Définition A.1.3 (Tribu borélienne). La tribu borélienne ou tribu de Borel de R est la tribu
engendrée par la classe des intervalles ouverts. On la note B(R). Un élément de cette tribu
est appelé une partie borélienne ou un borélien.

Tout intervalle ouvert, fermé, semi-ouvert, appartient & B(R). Il en est de méme de toute
réunion finie ou dénombrable d’intervalles (ouverts, fermés, ou semi-ouverts). La tribu B(R)
est aussi la tribu engendrée par I'une quelconque des quatre classes suivantes d’ensembles :

I={]—-o0,z],z € R} I ={] —o0,z];2 € Q},
J={]-o0,z[,z e R} J' ={] — o0, z[;x € Q}.

De facon similaire, la tribu borélienne B(R?) de RY est la tribu engendrée par les rectangles
ouverts [[L,]a;, b;[. Le théoréme suivant sera d’un usage constant dans la suite.

Théoréme A.1.4 (Classe monotone)

Soient C C M C P(Q2). On suppose que :
— Qe M,
— pour tout A, B € M, A C B implique que B\ A € M,
— M est stable par limite croissante.

Alors, o(C) C M.

A.2 Probabilité

Définition A.2.1 (Probabilité). On appelle probabilité sur (2, F), une application P : F —
[0, 1], qui vérifie les propriétés suivantes :

1. P(Q) = 1,

2. ('o-additivité") si (An,n € N) est une suite d’éléments de F deux d deuz disjoints,
(i.e. A N A; =0 pouri# j), alors :

P (U AZ-) = iP(A,-).

neN
On vérifie aisément les propriétés suivantes : A,,A et B étant des événements :
A C B, P(A) <P(B), P(A°) =1—-P(A),
P(AUB) =P(A)+P(B) —-P(AN B),
An /B, P(Ay) S P(A), An N\ A, P(4) N P(A), P((JA4n) <) P(4).

n
Définition A.2.2 (Ensemble négligeable). On dit qu’un ensemble A C Q est P-négligeable
(ou plus simplement négligeable, s’il n’y a pas d’ambiguité sur la mesure de probabilité) s’il
existe un ensemble B € F, tel que A C B et P(B) = 0.

Remarquons que les ensembles négligeables ne sont pas nécessairement des éléments de
la tribu F. Une propriété est dite P-presque stire, si la propriété est vérifiée sur un ensemble
dont le complémentaire est P-négligeable.

94



Définition A.2.3 (Espace de probabilité). Le triplet (2, F,P) définit un espace de probabi-
lité.

Définition A.2.4 (Tribu complete). On dira que la tribu F est complete si tous les ensembles
négligeables de ) sont éléments de F.

Il est facile de construire une tribu ' qui contient F et d’étendre P & F’ de telle sorte que
F' soit compléte pour I'extension de P. Pour éviter des complications techniques inutiles, nous
supposerons désormais que toutes les tribus que nous manipulerons sont completes. Rappelons
pour conclure ce paragraphe deux résultats techniques d’usage constant.

Définition A.2.5 (7—systeme). On appelle un m—systéme une famille d’ensembles stable par
intersection finie.

Théoréme A.2.6 (r-systeéme)
Soient u et v deux mesures sur (2, F) et soit C C F un w-systéeme. On suppose que pour tout

Cel, u(C)=v(C) < oo et que u() =v(Q) < oo. Alors u(A) = v(A) pour tout A € o(C).
Soit E un ensemble.

Définition A.2.7 (Algebre). Une famille & de sous-ensembles de E est appelé une algebre
si (i) E€&y, (i) Fe& = Fcc& et (iti) F,Ge & = FUG € &.

A la différence des tribus, nous ne supposons pour les algebres que la stabilité par union
finie (et non infinie dénombrable). Une fonction d’ensembles p définie sur & est dite o-
additive, si pour toute union dénombrable d’éléments F; € &, F;NF; = 0, telle que J; F; € &,

p(U; Fi) = 32 p(Fi).

Théoréme A.2.8 (Théoreme d’extension de Carathéodory)

Soit E un ensemble et & une algébre sur E. Soit pg une fonction d’ensembles o-additive,
telle que po(E) < oo. Alors, il existe une unique mesure u sur € := o(&y) telle que p = po
sur &p.

Exemple A.1:

Pour illustrer I'utilisation de ce théoréme, rappelons la construction de la mesure de Lebesgue.
Soit C I'ensemble des parties de [0, 1] pouvant s’écrire sous la forme d'une union finie d'intervalles
ouverts a gauche et fermés a droite, i.e.F € C si :

F :]al, bl] y--- U]ar, br]

On vérifie facilement que C est une algebre. La tribu engendrée par C, o(C) = B([0,1]), est la
tribu borélienne sur [0, 1]. Pour F' € Fy considérons :

Xo(F) = (b — ai).

i

On vérifie que g est une fonction positive et additive. On peut démontrer que \g est o-additive,
i.e.pour toute union dénombrable d'ensembles F; € Fy disjoints 2 a 2 tels que U, F; € Fo.
Mo (F) = >2; Ao(F;) (cette partie de la preuve n'est pas immédiate). Le théoreme de Carathéodory
permet de montrer que Ao a une extension unique A sur B([0, 1]), appelée mesure de Lebesgue
sur [0, 1].
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A.3 Variables aléatoires
Définition

Soient 2 et E deux ensembles munis respectivement des tribus F et £. Soit f une appli-
cation d’'un espace €2 dans un espace E. L’image réciproque d’une partie A de E par f est la
partie de  notée f~1(A) définie par :

FHA) ={weQ: f(z) € A}. (A1)

Les propriétés suivantes, ou A et les ensembles A; sont des parties quelconques de F' et [ est
un ensemble fini, dénombrable, ou infini non dénombrable, se vérifient immédiatement :

B =9, ) =0, A0 = () (A.2)
7 <U Ai) =Ur i), 1 (ﬂ Ai) = (£ (4).
i€l el i€l i€l

Si A est une classe quelconque de parties de E, on note f~!(A) la classe de parties de 2 définie
par : f~1(A) = {f71(A) : A € A}. Il découle immédiatement des propriétés précédentes que
si € est une tribu de B, f~1(€) est une tribu de €.

Définition A.3.1 (Variable aléatoire, v.a.). Soient (2, F) et (E,E) deux espaces probabili-
sables, et X une application de Q@ dans E. On dit que X est une v.a. de (Q, F) dans (E,E)
si la tribu X ~1(E) est contenue dans F, ce qui revient a dire que X 1(A) € F pour tout
ensemble A € £.

Lorsque le cardinal de ’ensemble E est fini ou dénombrable, la tribu £ est le plus souvent
choisie comme ’ensemble des parties de E, & = P(FE), et une v.a. X définie sur (Q, F) a
valeurs dans (F, £) est dite discréte. Lorsque E = R (ott R = RU {00} et R* I’ensemble des
réels positifs) et £ = B(RT) est la tribu borélienne de R*, on dit que X est une v.a. positive.
Si E=Ret &= B(R), on dit que X est une v.a. réelle. Si E = R? et £ = B(R?), on dit
que X est une variable vectorielle (ou vecteur aléatoire). Soit (X;,7 € I) une famille de v.a. a
valeurs dans (F, &) (I étant un ensemble quelconque, non nécessairement dénombrable).

Définition A.3.2 (Tribu engendrée par une famille de v.a.). On appelle tribu engendrée
par (X;,i € I) et on note o(X;, i € I) la plus petite tribu G de Q qui soit telle que toutes les
v.a. X; soient G-mesurable.

A titre d’illustration, soit une v.a. & valeur dans (F,£). La tribu o(X) est la tribu en-
gendrée par la classe d’ensembles X 1(B) := {w: X(w) € B}, ou B parcourt £. Comme
X~1&) :={YYB) : B €&} estune tribu, on a :

o(X) =0 (XU(B), BEE) =V (&)

Le résultat suivant est important car il donne une description simple des v.a. (X )-mesurables.

Théoréme A.3.3
Soit X une v.a. d valeur dans (E,E). Toute v.a. réelle Y est o(X)-mesurable si et seulement
sl existe une fonction mesurable f : E — R telle que Y = f(X).
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DEMONSTRATION. Pour tout f mesurable, il est clair que f(X) est o(X)-mesurable. La ré-
ciproque est laissée a titre d’exercice : elle nécessite un résultat d’approximation des v.a.
positives par des variables étagées introduit ultérieurement (lemme A.3.10). |

Définition A.3.4 (limite inférieure et limite supérieure). Soit {X,} une suite de v.a. de
(QF) — (R,B(R)). On appelle limite supérieure et limite inférieure de la suite de v.a.
{Xy}n>1 les applications suivantes :

limsup,, X, (w) = lim \, sup X, (w) = inf sup X,,(w), (A.3)
n m>n n m>n
liminf, X, (w) = lim \, ir;f Xm(w) = sup ir;f Xm(w).

Notons que les applications limsup, X, et liminf,, X;, définies ci-dessus sont a-priori a
valeurs dans R méme si les v.a. X,, sont a valeurs dans R.

Proposition A.3.5
Soit { X }nen une suite de v.a. sur (Q,F) d valeurs dans (R, B(R)).
— sup,, X et inf,, X,, sont des v.a.,
— limsup,, X,, et liminf, X, sont des v.a.,
— L’ensemble {w €  : limsup, X, (w) = liminf, X,,(w)} est élément de la tribu F.

DEMONSTRATION. Pour (a), on utilise le fait que {sup,, X,, < 2} = ,, {Xn < z} et {inf, X, <z} =
U, {Xn < z}. (b) s’obtient par application répétée de (a). Notons Y = limsup,X, et
Z = liminf, X,,. L’ensemble des épreuves w pour lesquels la suite {X,,(w)}neny admet une
limite est par définition égal & {Y — Z = 0}. Comme Y et Z sont des v.a., Y — Z est une v.a.,
ce qui conclut la preuve. |

Espérance d’une variable aléatoire

Nous rappelons succinctement dans le paragraphe suivant quelques éléments de théorie
d’intégration.

Définition A.3.6 (v.a. étagée). On dit qu'une v.a. X définie sur (€2, F) et a valeurs dans
(R, B(R)) est étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans R.

On note dans la suite eF ™ ’ensemble des v.a. étagées positives. Cet ensemble n’est pas un
espace vectoriel, mais il est stable par addition et par multiplication par les réels positifs (e
est un cone). Etant données des nombres aq,...,a, de R" et des ensembles A1,..., A, € F,
on obtient une v.a. positive X € eF T en posant :

X =Y apl(A), Ape7F, (A.4)
k=1

ot 1(A) est la fonction indicatrice de A, c’est-a-dire la fonction Q@ — {0,1} définie en tout
w € () par

La(w) = { 0 o (A.5)

Il est clair que cette fonction ne peut prendre qu’'un nombre fini de valeurs, qui sont les
sommes d’un nombre quelconque de a;. Il y a évidemment de multiples fagons d’écrire (A.4).
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Inversement, toute v.a. X € eF T s’écrit sous la forme (A.4) et méme admet une écriture (A.4)
canonique qui est unique. Soit X ’ensemble des valeurs prises par X, et soit pour a € X,
A, = X"1({a}). Les ensembles A, € F constitue une partition finie de 2 et on a :

X =) al(A). (A.6)
acX
Définition A.3.7 (Espérance d’une v.a. étagée positive). Soit P une probabilité sur (2, F).
On appelle espérance par rapport a la probabilité P de la v.a. étagée X admettant la décom-
position canonique (A.6) et on note E[X] le nombre de Rt suivant

E[X] =) aP[Aq].

aceX

L’intégrale de la v.a. constante X = a > 0 vaut a. Si A € F, l'espérance de la v.a.
X = 1(A) vaut P(A). La proposition suivante découle de fagcon immédiate de la construction
précédente.

Proposition A.3.8
Soient X, Y deux éléments de eFT. Alors pour a,b >0, aX +bY € eF+ et

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].
Si X <Y, alors E[X] < E[Y].
Le résultat technique suivant est la clef de votite de la construction

Lemme A.3.9
Soient Xy, Y, € eF deux suites croissantes telles que lim /X, = lim 7Y,. Alors, lim ~*
E[X,] =lim " E[Y,].

Notons FT I'ensemble des v.a. positives. Soit X € F*. Le résultat suivant est a la base
de la construction de l'intégrale

Lemme A.3.10
Toute v.a. X positive est limite d’une suite croissante de fonctions étagées.

Il suffit de considérer la suite :

n2"—1
Xa@) = Y s (k2" < X(w) < (h+1)/2") 4 n1(X(w) > n
k=0

Le lemme A.3.10 montre qu’il existe une suite X,, € eF telle que X,, * X ; la monotonicité
de lespérance assure que E[X,,] est une suite croissante, et donc que cette suite a une limite
a. Le lemme A.3.9 montre que cette limite ne dépend pas du choix de la suite {X,,}. On a en
particulier :

n2m
a=lim / Z %P({w (k2" < X(w) < (k+1)/2"}) + nP({w : X(w) > n}).
k=0
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Définition A.3.11 (Espérance d’une v.a. positive). Soit X une v.a. positive. On appelle
espérance de X par rapport d la probabilité P le nombre suivant de [0, 00| :

E[X] = /XdIP’ = lim *E[X,],

ou {X,} est une suite croissante de v.a. étagées telle que lim,, X, = X.

On montre aisément que :
E[X]= sup E[Y],
YeeFtY <X

cette derniére relation étant souvent utilisée comme définition de I’espérance. Nous pouvons
maintenant énoncé I'un des résultats essentiel de la théorie :
Théoréme A.3.12(i) 9 (a,b) e RT, et X, Y € F*, on a :

ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y].

(i) Si X, Y eFT etsi X <Y, on aE[X] <E[Y].

Théoréme de convergence monotone Soit { X, },en une suite croissante de v.a. de F+
et soit X = lim, X,,. Alors lim,, E[X,] = E[X].

Lemme de Fatou Soit {X,} est une suite de v.a. de F*. Alors, :
E [liminf, X,,] < liminf,,E[X,].

Il nous reste a définir ’espérance des v.a. réelles de signe quelconque. Pour cela, on utilise
le fait qu’une v.a. réelle est toujours la différence de deux v.a. positives, cette décomposition
n’étant bien siir pas unique. Nous utilisons dans la suite la décomposition canonique en partie
positive et partie négative, qui sont les v.a. définies par :

XT:=XA0 et X :=(—-X)AO0,

ol a A b = max(a,b). On vérifie aisément que X = X* — X~ et |X| = XT + X . Cette
décomposition est minimale dans le sens ou, pour toute autre décomposition de X de la
forme X =Y —ZavecY € Fret Z€ F',nousavons Y > Xt et Z > X .

Définition A.3.13 (Espérance, v.a. intégrable). On dit que la v.a. X est intégrable si
E[|X]|] < oo, ce qui équivaut a E[XT] < oo et E[X™] < co. Dans un tel cas, on appelle
espérance de X par rapport a la probabilité P le nombre de [0, 00| :

E[X]=E[XT] - E[X].
On pose F ’espace des v.a. intégrables :
£h=rY0,F,P)={X € fFE[|X]] < oo}

Il est facile de voir que £! est un espace vectoriel (car |X + Y| < |X| + |Y], et par
monotonicité de l'espérance) et que X +— [E[X] est une forme linéaire positive. De plus,
pour X € L1, |[E[X]| < E|X]|. Les propriétés suivantes découlent directement des théorémes
classiques de la théorie de la mesure (a savoir, le lemme de Fatou, et le théoréme de convergence
dominée)
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Proposition A.3.14 — ("Lemme de Fatou") Si X,, > 0, alors E[lim inf X,,] < liminf E]
— ("Convergence dominée’) Si, pour tout n > 1, | X, (w)| < Y (w), P-ps, et Y € L, alors
limy, o0 E[X,)] = E[X]

Nous utiliserons de facon tres fréquente dans la suite les résultats ci-dessus ; nous donnons
toutefois sans attendre quelques exemples d’applications utiles :

Exemple A.2: — Soit (Z)) une suite de v.a. positives. Alors E[>", Zx] = Y E[Zx] < o
(application de la convergence monotone et de la linéarité de I'espérance).
— Soit (Z)) une suite de v.a. positives, telle que Y E[Z;] < oo. Alors >~ Zj, est fini p.s. et
donc Z;, — 0 p.s.

Nous admettrons le résultat suivant (cf. le cours d’intégration)

Théoréme A.3.15

Soit X une v.a. de (2, F) dans (E,E) et P une probabilité sur (, F). La formule Px(A) :=
P(X~Y(A)) définit une probabilité sur (E,E), appelée probabilité image de P par X. Cette
probabilité vérifie, pour toute fonction f positive mesurable :

/foX dP(w /f ) dPx (z

Définition A.3.16 (Loi d’une variable aléatoire). On appelle loi de X la probabilité image
de P par X.

La loi d’une variable aléatoire réelle est donc une probabilité sur (R, B(R)). Il est souvent
pratique de spécifier la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle par la donnée de sa
fonction de répartition,

Définition A.3.17 (Fonction de répartition). La fonction de répartition de la v.a. réelle X
est la fonction Fx : R — [0, 1], définie par :

Fx(z) =Px(] —o00,z]) = P(X < x).

Si X est une v.a. d valeurs dans R?, sa fonction de répartition est définie sur R® par

d

Fx(x) =Px <H] - oo,xk]> =P(X <x), x=(x1,...,2q).

k=1

La fonction de répartition est une fonction croissante, continue a droite : on remarque en
effet que | — oo, 2] =] — 00, x,], pour toute suite décroissante x,, telle que lim,, o ©,, = .
La o-additivité impose donc que Fx(x) = lim, o F(z,), et donc plus généralement que
limp_0+ Fx(z+h) = Fx(z). Un raisonnement similaire montre que la fonction de répartition
admet en chaque point une limite & gauche : limy,_,g_ Fx(z + h) = Px(] — o0, z]) = Fx(z—).
Remarquons aussi que :

lim Fx(z)=0 et lim Fx(x)=1.
T——00 T—r00
La fonction de répartition Fx caractérise la loi Px, puisque pour tout intervalle ]a,b] (b > a),
on a Px(]a,b]) = Fx(b) — Fx(a) et qu'une mesure borélienne sur R est déterminée de fagon
unique par la donnée des mesures de tels intervalles (cf. Livre A, chapitre 2).
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A.4 Quelques inégalités utiles

L’inégalité élémentaire suivante joue un role fondamental.

Proposition A.4.1 (Inégalité de Markov)
Soit Z une v.a et g : R [0,00] une fonction borélienne croissante. Alors :

Elg(2)] > Elg(2)1(Z = )] = g(c)PIZ > d|.
En particulier, on a :

Corollaire A.4.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit Z une v.a. @ valeurs dans R? vérifiant E[||Z||P] < oo pour un p > 0. Alors, pour tout
§>0,

P(l|Z]l > o) <E[||Z]["}o~" .

Une fonction ¢ : G — R ou G est un intervalle ouvert de R est dite conveze si, pour tout
x,y € Gettout p,g, p+q=1:

c(pz + qy) < pe(x) + qe(y).

A titre d’exemples, les fonctions |z|, 2, €® sont des fonctions convexes. La proposition

suivante est souvent utile.

Proposition A.4.3 (Inégalité de Jensen)
Soit g : I — R une fonction convexe sur un intervalle ouvert I de R et soit X une v.a. réelle
vérifiant les propriétés suivantes :

PIX e Gl =1, Ef[g(X)]] < o0
Alors, g(E[X]) <E[g(X)].

Proposition A.4.4 (Inégalité de Cauchy—Schwarz)
Soient Y et Z deux v.a. o valeurs dans R. On a

(E[YZ])* <E[Y?|E[Z?] 5,

avec égalité si et seulement si'Y et Z sont co-linéaires : il existe A € R tel que Y + A2 =0
P.S.

Corollaire A.4.5 (Inégalité de Bienaymé—Cantelli)
Soit Z une v.a. d valeurs dans R vérifiant E[Z?] < co. Alors, pour tout § > 0,

Var(Z2)
P(Z >6) < Var(Z) + 02

A.5 DMesures o-finies

Soit (€2, F) un espace mesurable. On rappelle qu'une mesure positive u est une application
F — [0, 00] o-additive telle que p(0) = 0. Soient u et v deux mesures positives sur (2, F) et

101



f une fonction mesurable de 2 dans Ry. On dit que p a une densité f par rapport a v, si,
pour tout A € F,

w4 = [ .

Cette fonction f est unique dans le sens ou, s’il existe une autre fonction g telle que, pour
tout A € F,

n(A) = /A gdv,

alors, f = g v-p.p. (v-presque-partout). Par convention, si (Q,F) = (R* B(R¥)) et si la
mesure v n’est pas précisée (on dit que p a une densité f) alors il est sous-entendu que v est
la mesure de Lebesgue k-dimensionnelle.

On dira que p est absolument continue par rapport a v, ce que 'on note p < v, si
pour tout ensemble A € F tel que v(A) = 0, nous avons p(A) = 0. Les mesures p et v sont
équivalentes, 1 = v si nous avons simultanément p < v et v < pu.

Le lemme suivant montre que ces notions sont préservées par passage aux mesures {mages.

Lemme A.5.1

Supposons que pp L v et soit T : Q@ — T une fonction mesurable de (2, F) dans (T,B(T)).
Notons ur et vy les mesures images de T définies d partir de v et v respectivement. Alors,
pr L vr.

DEMONSTRATION. Pour tout B € B(T),
vr(B)=0 & v(T'B)=0 & wTYB)=0 < urB)=0.
D’ou le résultat. [

Supposons que (2, F) = (X, B(X)), out X est I'espace R* muni de la métrique induite par
la distance euclidienne. Une mesure positive p sur (X, B(&X')) telle que, pour tout ensemble
borné A € B(X), u(A) est finie est appelée mesure positive o-finie. Il est clair que si p a
une densité par rapport a v, alors v < u. Ce résultat admet une réciproque que nous allons
admettre.

Théoréme A.5.2 (Théoréme de Radon-Nikodym)
Soient 11 et v deux mesures o-finies. Une condition nécessaire et suffisante pour que pu < v
est que p admet une densité f par rapport a v.

La fonction f est aussi appelée la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure p par rapport a
la mesure v, et on la note usuellement f = du/dv, ou encore du = fdv. Toutes les propriétés
des dérivées de Radon-Nikodym suggérées par cette écriture différentielle sont vérifiées. A
titre d’exemples : si duy = fidv et dus = fodv, alors d(u1 + p2) = (f1 + f2)dv; si dA = fdu
et du = gdv alors, d\ = fgdv.

En théorie des distributions, on appelle mesure de Radon (nous allons voir pourquoi
le terme mesure est appropriée) une forme linéaire positive u définie sur l'espace Cy(X) des
fonctions continues a support compact muni de la norme sup. La positivité signifie ici que si
f est une fonction a valeurs positives alors < u, f >> 0 (on utilise ici la notation classique
< u, f > pour u(f) quand u est une forme linéaire). On montre facilement qu’'une telle forme
linéaire vérifie la propriété de continuité suivante. Pour tout compact K, il existe C tel que
pour tout f € Cp(X) a support dans K, | < u,f > | < Csup|f| ce qui fait de v une
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distribution. Il est facile de voir qu'une mesure positive o-finie y définit une mesure de Radon
a travers 'application

g [t

définie sur Cy(X'). Nous concluons ce paragraphe succint sur les mesures o-finies par un résul-
tat fondamental d’analyse qui met en relation théorie de la mesure et théorie des distributions
en apportant une réciproque a ce résultat.

Théoréme A.5.3 (Théoréme de représentation de Riesz)
Pour toute mesure de Radon u, il existe une unique mesure positive o-finie u définie sur
(X,B(X)) telle que, pour tout f € Co(X), < u, f >= [ fdpu.

A.6 Moments d’ordre p, espaces LP et LP

Soit X une v.a. a valeurs réelle. Pour p > 0, on dit que X admet un moment d’ordre
p si | X|P admet un moment d’ordre un c’est-adire, E[| X|P] < oo. Nous notons LP(2, F,P) (L
pour faire court) l'espace des variables aléatoires définies sur (€2, F) admettant un moment
d’ordre p parapport a la mesure P. Nous notons, pour X € L, | X|, = (E[|X|P)YP. Cette
définition s’étend au cas p = oo par la borne essentielle de X définie par :

[ Xloo = sup {a; P{|X] > a} > 0} .
Les inégalités suivantes sont souvent utiles

Proposition A.6.1
Soitl1<p<r<ooetY eL Alors,Y € LP et ||[Y], <|Y|.

Cette inégalité est triviale dans le cas r = oo et, dans le cas r < 0o, découle directement de
I'inégalité de Jensen en remarquant que 2 — z'/? est convexe sur R, (voir Proposition A.4.3).

Proposition A.6.2
Soit p > 1. Nous avons ( inégalité de Minkowski) :

X+ Ylp < 1X1p + 1Y

1

Soient p,q > 1 tels que p~' + ¢~ = 1. Nous avons ( inégalité de Hélder) :

XY < IXTp 1Y 1lq-

L’inégalité de Holder pour p = 2 est aussi appelée inégalité de Schwarz. On en déduit
que || @ ||, est positive et vérifie I'inégalité triangulaire. On voit de blus que |[A e ||, = |A[[| o],
pour tout réel A. Ce n’est toutefois pas une norme, car la relation || X||, = 0 entraine seulement
que X =0 P-p.s. On dit que || ® ||, est une semi-norme. Comme nous le verrons ci-dessus,
il est possible (mais pas toujours utile ni pratique), de "quotienter" I’espace par la relation
d’équivalence X =Y <= X =Y, P-p.s. La proposition suivante permet de montrer que
I’espace quotienté est un espace de Banach.

Proposition A.6.3
Soit p € [1,00). Soit (X,,) une suite de Cauchy dans LP, i.e., :

lim sup || X, — X, =0.

k—o0 rs>k
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Il existe une variable aléatoire X € LP telle que X, — X dans Ly, i.e. | X, — X|p, = 0. De
plus, on peut extraire de X,, une sous-suite Y, = X, qui converge vers X P-p.s.

DEMONSTRATION. C’est un résultat classique d’analyse; nous en donnons toutefois une dé-
monstration de nature "probabiliste" afin d’illustrer les résultats et les techniques introduites
précédemment. Soit k, " oo une suite telle que :

V(r,s) > kn, || Xr — Xsl|p <27
Nous avons, par monotonicité des semi-normes || o ||, :

E (| Xkpsr — Xiol] < 1 Xy — X llp <277,

n+1 n+1

ce qui implique que E [Y°,, | X, — Xk, |] < co. Donc, la série de terme général U, = (Xy,, ., —
X}, ) converge absolument P-p.s. et donc lim,,_,~ X}, existe p.s. Définissons, pour tout w € Q) :

X(w) = limsup Xj,, (w).

X est une v.a. (en tant que limite supérieure d’une suite de v.a.) et X, — X p.s. Soit r € N
et soit n € N tel que r > k,, ; pour tout m > n, on a :

[ X = X, llp <277,
et application du lemme de Fatou montre que :

X, — X[}y < liminf [[X, — X, [, <27

Cette relation montre que (X, — X) € £, et donc que X € L de plus, cette relation montre
que X, — X dans L. |

Le résultat précédent montre que LP peut-étre muni d’une structure d’espace vectoriel
normé complet par passage au quotient. Deux variables aléatoires X et Y sont égales presque-
stirement, si P{w : X (w) = Y (w)} = 1. L’égalité presque-siire sur (£2, F,P) définit une relation
d’équivalence sur I’ensemble des v.a. & valeurs dans (F,£). Si X et Y sont deux éléments de
la méme classe d’équivalence, et si X admet un moment d’ordre p, alors E[|XP] = E[|Y|P].
Lorsque I’on choisit un élément d’une classe d’équivalence on dit que ’on choisit une version
de X. Dans la suite, nous utiliserons la méme notation X pour la v.a., la classe d’équiva-
lence de X (I’ensemble des v.a. égales a X p.s.) et n'importe quel autre élément de la classe
d’équivalence de X (ou version de la classe de X).

On note LP(Q, F,P) l'espace des classes d’équivalence des variables de £P(Q2, F,P). La
proposition A.6.3 montre que LP(€, F,P) muni de la norme || o ||, est un espace vectoriel
normé complet, c’est-a-dire un espace de Banach.

A.7 Variance, covariance

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 ; alors X admet un moment
d’ordre 1 (par monotonicité des semi-normes, £!' C £2). On pose alors :

var(X) = E[(X — E[X])?) = E[X?] — E’[X],
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quantité que l'on appelle la variance de X. De méme, lorsque X,Y € L2, nous pouvons
définir :
cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])],

quantité que 'on appelle la covariance de X et de Y. Les variables aléatoires sont dites
"décorrélées”, si le coefficient de covariance cov(X,Y) = 0. Lorsque X := (X1,---,Xy)7,
d € N, la matrice de covariance I'(X) (ou matrice de variance / covariance) est définie comme
la matrice d x d :

F(X)i,j = COV(XZ‘,XJ')

Les éléments diagonaux sont égaux a la variance des variables X ; les éléments hors-diagonaux
sont les coefficients de covariance. La matrice de covariance est une matrice symétrique
(I'(X) = I'(X)T) et semi-définie positive. En effet, pour tout d-uplets de nombre complexes
(a1,a2,--- ,aq), NOUS avons :

d 2
E (2 ai(X; — IE[XA)) = Z a;aiT(X);; >0
= [2¥}

Notons que, pour tout vecteur a (déterministe) :
NX +a) =T(X),
et que, pour M une matrice (déterministe) p x d :
N(MX)=MI(X)MT.
Nous munissons 'espace £2 du produit scalaire :
< XY >:=E[XY]

Comme précédemment toutefois, ce produit scalaire n’induit pas une norme, mais une semi-
norme (voir ci-dessus). Définissons L? I’espace quotient de £? par la relation d’équivalence
d’égalité p.s. Le produit scalaire défini ci-dessus s’étend directement a ’espace quotient, car
pour toutes variables X (resp. Y) de la classe de X (resp. Y), nous avons

<X,Y >=< XY >.

On vérifie aisément que L? muni de ce produit scalaire est un espace hilbertien. Cette propriété
a un grand nombre de conséquences. Nous utiliserons en particulier cette propriété pour
construire I’espérance conditionnelle.

A.8 Indépendance. Mesures produits

Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont indépendants si :
P(AN B) =P(A)P(B).

Les propriétés élémentaires des probabilités montrent que les événements A et B¢, A° et B,
et A€ et B¢ sont aussi indépendants. En effet :

P(A°N B) = P(QN B) — P(AN B) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A))P(B).
Les tribus A = {0, A, A%, Q} et B = {0, B, B,Q} sont donc indépendantes, au sens de la

définition suivante
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Définition A.8.1 (Indépendance). Soit (B;,i € I) une famille de tribu. On dit que cette
famille est indépendante si, pour tout sous-ensemble J fini de I :

P (ﬂ Bj) = [[P(B)), B;€B;

jeJ jeJ

Le lemme technique suivant donne un critére plus "pratique" pour vérifier I'indépendance
de tribus.

Lemme A.8.2
Soient G et H deux sous-tribus de F et soit T et J deux m-systémes tels que G = o(Z)
et H := o(J). Alors, les tribus G et H sont indépendantes si et seulement si T et J sont

indépendantes, i.e. :
PUINJ)=P)P(J), [€I,JeJ.

DEMONSTRATION. Supposons que les familles Z et 7 sont indépendantes. Pour I € Z donné,
considérons les mesures :

H =PI NH) et H— P(IP(H).

Ces mesures sont définies (€2, H) et coincident sur J. Le théoreme A.2.6 montre que ces deux
mesures coincident sur H :

PINH)=P()P(H), I1€Z,HecH.
Pour H donné dans H, les mesures :
G—-P(GNH)et G—PG)P(H)

sont définies sur G et coincident sur Z. Par le théoreme extension, elles coincident sur G, et
donc P(GN H) =P(G)P(H), pour tout G € G et H € H. [

De facon générale, on a

Proposition A.8.3
Soient (C;,i € T) une famille de w-systémes indépendants. Alors les tribus (o(C;),i € I) sont
indépendantes.

Il résulte immédiatement de la définition A.8.1 que si B, est une sous-tribu de B;, la famille
(Bl,i € I) est une famille indépendante si (B;,7 € I) l'est. Nous avons aussi

Proposition A.8.4
Si la famille (B;,i € I) est indépendante et si (Ij,j € J) est une partition de I, la famille
(0(Bs,i € 1;),5 € J) est indépendante.

De cette définition découle toutes les notions d’indépendance dont nous aurons besoin dans
la suite. Si (A;,7 € I) est une famille d’événements, on dira que cette famille est indépendante
si la famille (o(A;),7 € I) l'est. Si (X;,7 € I) est une famille de v.a., on dira que cette famille
est indépendante si la famille (0(X;),7 € I) 'est. Si X est une v.a. et G une tribu, on dira que
X et G sont indépendantes si les tribus o(X) et G sont indépendantes. Enfin, si (X;,i € I) et
(Yj,j € J) sont indépendantes si les tribus (o(X;),i € I) et (o(Y;),j € J) le sont.
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Exemple A.3:

Soient (X1, X2, X3, X4) quatre v.a. indépendantes. Alors, les couples (X7, X2) et (X3, X4) sont
indépendants, puisque les tribus o(X1, X2) et o(X3, X4) le sont. Alors Y7 = f(X3,Xs) et
Yo = g(X3,X4) (avec f, g boréliennes) sont indépendantes car o(Y1) C o(X1, X2) et o(Ya) C
O‘(Xg,X4).

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques résultats sur les mesures produits (on se re-
portera avec profit au cours d’intégration). Soient (FE1,B1,v1) et (Eq,Ba,v2) deux espaces
mesurés et v1, v9 deux mesures o-finies. Alors :

B ® By = U(A1 X AQ,Al € B, Ay € 82)

est une tribu sur Fq X Ey appelée tribu produit de By et de Bs et il existe une unique mesure,
notée 1 ® vy définie sur By ® By telle que :

V1 ® VQ(Al X AQ) = Vl(Al)VQ(AQ), A € Bl,AQ € Bs.
Nous rappelons le théoréme fondamental suivant.

Théoréme A.8.5 (Théoreme de Fubini)
Soit f : E1 X Ea — R une fonction mesurable positive (ot on a muni Eq x Ey de la tribu

By ® By. Alors
/fd V1 Q1) /(/f xl,xg)dyl(x1)> dvo(x2),

:/(/f(wl,wg)dl/g(l'g)> dvi(xy)

Il s’en suit que, pour toute fonction mesurable f : By X Ey — R, f est (v1 ® vy)-intégrable si
et seulement si

int </\f|(x1,x2)dyl(a:1)> dus () < 50

(ou dans l'ordre inverse) et, si c’est le cas,

/fd (11 ® 19) /(/f xl,azg)dl/l(m)) dva(z9),
:/</f(:v1,m2)d1/2(x2)> dvy (1)

Ces résultats s’étendent directement pour le produit de n espaces. 1l résulte alors de ces
rappels et du théoréeme de classe monotone que

Théoréme A.8.6
Soient (X1,---,X,) des v.a. a valeurs dans (E;,&;), i € {1,--- ,n}. Il y a équivalence entre
1. les v.a Xy, -+, X, sont indépendantes,

2. Pour tout A, € &, :

n

PX1 € Ay, , Xy € Ay] = [[PIX € Ak
1

107



3. Pour tout Ay, € Cy, avec Cy, m-systéme tel que o(Cy) = &, :

n

P[X1 € Ay, , Xy € Ay] = [[PIX € Ak
1

4. La loi du vecteur aléatoire (X1,...,X,), notée Px, .. x,) est égale au produit des lois
des v.a X} :

Pixyxn) = Pxy @ @ Px,.
5. Pour toutes fonctions fi boréliennes positives (resp. bornées, resp. fr € LY(Ey, E,Py)) :

n

E[f1(X1) ... fa(Xn)] = [ E [fr(Xk)] -

1

Exemple A.4:
Soient X, Y deux v.a. Alors, vu que o([a, b[,a < b € R) = B(R), il résulte du théoréme précédent
que X et Y sont indépendantes si et seulement si :

Pla<X <bc<Y <d)=Pla< X <bP(c<Y <d),

pour tout a, b, ¢,d. Dans ce cas, si E[|X|] < oo, E[|Y]] < o0, on a E[XY] = E[X]E[Y], résultat
que I'on utilise sans cesse en probabilité.

A.9 Fonction caractéristique
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R%. L’application ® : R¢ — C définie par :
®(\) = Elexp(iX" X)),

est appellée la fonction caractéristique de X. Nous donnons ci-dessous quelques propriétés
élémentaires de la fonction caractéristique

(i) ®(0) =1et |[P(N)] < 1.
(ii) La fonction caractéristique est continue sur R?. Cette propriété est une conséquence

immédiate de la continuité de I'application A — exp(iA\? X) et du théoréme de conver-
gence dominé.

(iii) Lorsque la loi de X admet une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue, alors
® est la transformée de Fourier de g (au sens usuel). Le théoréeme de Rieman-Lebesgue
implique alors que ®(\) tend vers 0 lorsque A — co.

La propriété ii se généralise sous la forme du résultat suivant.

Proposition A.9.1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R et k € N. Si E[|X|*] < oo, alors la fonc-
tion caractéristique ® de X est k fois continument dérivable sur R et admet en A = 0 le
développement de Taylor :

o) =3 B a5 1oty

P

108



Comme son nom l'indique, la fonction caractéristique “caractérise” la loi, dans le sens

Proposition A.9.2
Deuz variables aléatoires & valeurs dans R% ont méme loi si et seulement si elles ont méme
fonction caractéristique.

Le théoréme précédent admet le corollaire suivant,

Proposition A.9.3
Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans R% et R%. Ces deuz variables sont
indépendantes si et seulement si pour tout A\; € R4 et \gR%

Elexp(iAf A3 ][XTYT]T)] = Elexp(iA{ X)) Elexp(iA3Y)] .
De plus dans ce cas, si di = da, pour tout A\ € R%

E[exp(i]AT (X + Y))] = E[exp(iAT X)] E[exp(ir’Y)] .

A.10 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice est I'extension de la fonction caractéristique aux valeurs com-
plexes de A. Soit X une v.a. réelle, sa fonction génératrice My (z) est définie par :

MX(Z) = E[zX]7

pour tout z € C ou cette quantité est bien définie, ce qui est au moins le cas sur le cercle
complexe unité. Dans le cas o X est a valeur dans N, on montre facilement que Mx (z) est
un série entiere de rayon de convergence au moins égal a 1 entierement caractérisée par la loi
de X. De plus, dans ce cas, on a, pour X et Y indépendantes,

Mxy = Mx My.

Cette propriété s’avere souvent utile pour caractériser la loi d’'une somme de v.a. entieres
indépendantes.

A.11 Espérance conditionnelle

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Pour tout A, B € F, on appelle probabilité condi-
tionnelle de A sachant B la quantité :

P(AIB) = 452 siP(B) >0

P(A|B) =0 sinon.

On remarque alors que pour tout B € F tel que P(B) > 0, l'application A — P(A|B)
définit une probabilité sur (€2, F). Cette probabilité s’appelle la loi conditionnelle sachant
I’événement B et I'espérance d’'une v.a. X par rapport a cette probabilité est 1’ espérance
conditionnelle de X sachant l’événement B, notée :

E[X|B] = P(lB)/BX(w) dP(w).

L’espérance conditionnelle E[X|B] représente 'espérance de la variable aléatoire X sachant
que ’événement B est réalisé.
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Exemple A.5:
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I'ensemble des entiers naturels N. La loi de X est
spécifiée par la donnée des probabilités p; = P(X = i), pour i € N. La moyenne de X est donnée
par E[X] = 37,cy ip;. Considérons I'événement B = {X > ig}. Nous avons P(B) = 3., pi que
nous supposerons non nul par hypothése. L'espérance conditionnelle de X sachant B est donnée
par :

ZiZio ;i
> i>i Di

qui correspond a la moyenne de X conditionnellement a I'événement B = {X > ig}.

E[X|B] = (A7)

Exemple A.6:
Soient X et T deux variables aléatoires définies sur (€2, F,IP). Supposons X a valeurs dans X et
T a valeurs dans un ensemble discret {¢; : i € N}. Alors, pour tout i € N et toute statistique
(X)) positive ou intégrable, |'espérance conditionnelle de ¢(X) sachant {T' = t;} s'écrit, quand
]P)(T = ti) > 0,

1

EBloCOIT =t = g7 =23 Jrs,

SX)dP = [ 9(a) By (dalty)
ot nous avons introduit la notation Px|y pour la mesure de probabilité définie sur (X, B(X))
définie par A — P(X € AT =t,).

Dans 'exemple A.6, on a défini une famille de probabilité paramétrée par t;, ou t; décrit
les valeurs prises par la variables aléatoire T. On peut se demander si cette définition a
un équivalent pour des variables aléatoires plus générales qu’une variable discrete. Cette
généralisation se fait en deux temps. On commence par définir ’espérance conditionnelle de
X sachant B pour X v.a. fixée et B une sous-tribu de F. Puis, dans le cas ou B est la tribu
engendrée par une v.a. T', cette notion d’espérance conditionnelle permettra de généraliser
I’exemple A.6 au cas ou 1" n’est pas a valeurs discretes.

Théoréme A.11.1
Soit (0, F,P) un espace de probabilité et B C F une sous-tribu de F. Soit X une v.a. intégrable
(resp. positive). Il existe une v.a. Y intégrable (resp. positive) B-mesurable, telle que :

We&/XW:/Yﬂ. (A.8)
B B

Cette variable est unique d une P-équivalence preés.
Le cadre donné par le théoréeme A.11.1 permet la définition suivante.

Définition A.11.2. Sous les hypothéses et les conclusions du théoréme A.11.1, on appelle Y
(en gardant a Uesprit que cette v.a. est définie a une équivalence prés) l’espérance condition-
nelle de X sachant la tribu B, et on la note E[X | B].

Il faut faire attention que cette notion n’est pas une généralisation de (A.7) car dans ce
dernier cas ’espérance conditionnelle est un nombre et dans le cas de la définition A.11.2,
c’est une variable aléatoire B-mesurable. Nous allons tout d’abord démontrer une version
plus restrictive (et plus intuitive) du théoréeme A.11.1 en supposant que X est de carré inté-
grable. Nous verrons ensuite comment cette hypotheése peut étre élargie. L’avantage de cette
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hypothése est de pouvoir utiliser la structure hilbertienne de l'espace L?. En effet, I’espace
L? := L*(Q, F,P), muni du produit scalaire < X,Y >:= E[XY] est un espace hilbertien. Soit
B une sous-tribu de F et définissons :

HB = {Z € £2(Q, F,P),Z a un représentant B — mesurable} .

Théoréme A.11.3
Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et B C F une sous-tribu de F. Soit X une v.a.,
X € L2(Q,F,P). Il existe une unique (4 une égalité presque sure prés) variable aléatoire
Y € HB telle que :
2] 2
E[(X -Y)? = Jjnf B (x -2,
De fagon équivalente, Y vérifie, pour toute v.a. Z € HB, E[X Z] = E[Y Z].

DEMONSTRATION. On remarque que les espérances apparaissant dans ce théoréme ne dé-
pendent pas des versions de Y ou Z. On peut donc raisonner sur les classes d’équivalences
de ces variables. Notons H? le quotient de H? par la relation d’équivalence d’égalité presque
sure. On obtient H = L?(Q, B,P), qui est un sous-espace vectoriel de L2(Q, F,P) et il est
fermé d’apres la proposition A.6.3. Dans le cadre hilbertien, pour tout sous-espace fermé H
de L?, I'élément Y de H qui atteint inf zeg E [(X — Z)?] est appelée la projection de X sur
H. Montrons (résultat uniquement dii & la structure hilbertienne de l’espace L?) que cette
projection est bien définie de maniére unique et qu’elle est caractérisée par la condition

(i) E[XZ] = E[Y Z] pour tout Z € H.
Supposons que Y € H atteint infzcp
esp [(X — Z)?] et montrons qu’il vérifie nécessairement (i). Pour tout Z € H et tout ¢t € R,
on a
0<E[(X — (Y +t2))] —E[(X - Y)?| = 2E[2?] - 2#E[(X - Y)Z].
Ceci n’est possible que si (i) est vérifié.
On remarque maintenant que, pour tout Y, Z € H

E[(X - 27 =E[(X -Y))| +E[(Y - 2))| + 2E[(X - Y)(¥ - 2)].

Comme Y — Z € H, on trouve donc que si Y vérifie la condition (i), alors il minimise
E[(X — Z)?] sur Z € H et tout autre élément différent de Y au sens L? ne minimise pas
cette erreur. On obtient donc 1’équivalence des deux deux conditions et 'unicité.

Il nous reste & montrer 'existence. Soit (Z,) une suite de v.a. de H telle que E [(X — Z,,)%]—
m tendent vers zero, ot m = infzep E [(X — Z)?]. On a, pour tout n,m,

E[(X = Zn — (X = Zn)*| +E [(X = Zy + (X = Zn))’] = 2B [(X — Z,)?| +2E [(X — Z»)?]

D’ou
E [(Zn — Zm)*| = 2B [(X = Z,)?]=m)+2(E [(X = Zin)?| —m)—4(E KX - Z”;Zmﬂ —m).

Comme (Z, — Zy)/2 € Hyon a E [(X —(Zn — Zm)/2)2] > m. On obtient donc que (Z,,) est
de Cauchy. Comme H est fermé et sous-ensemble d’un espace de Banach, il est complet et
Zy, converge donc dans H, ce qui achéve la preuve de 'existence. |
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Nous aurons besoin du lemme élémentaire d’unicité suivant

Lemme A.11.4
Soient X et Y deux v.a. B-mesurables toutes deux positives ou toutes deux intégrables véri-
fiant :

VB € B, / X dP 2/ Y dP (respectivement =)
B B
Alors, X >Y P-p.s. (respectivement X =Y, P-p.s.).

DEMONSTRATION. pour a < b, définissons Fpp, := {X < a < b <Y} € B. Puisque {X <
Y} = Uapeq Fap, il suffit de prouver que, pour tout a,b € Q, P(Fyp) = 0. Mais si P(F,;) > 0
1OUS avons :
/ X dP < aP(F,p) < bP(F,) < / Y dP
F,y Fap

et nous aboutissons a une contradiction. [ |

DEMONSTRATION. THEOREME A.11.1 L’unicité découle du lemme A.11.4. Montrons 1’exis-
tence. On suppose tout d’abord que X > 0. Pour n € N, définissons X,, = min(X,n).
X, € L2(Q, F,P), et il existe donc une v.a. Y;, > 0, B-mesurable, unique & une équivalence
pres, telle que :

VB € B, /XndIP’:/YndIP.
B B

Par application de A.11.4, Y,, est P-p.s. une suite positive et croissante. En effet, pour tout

BeB:
/YanP:/XanIPz/ XndIP’:/ Y, dP.
B B B B

Définissons Y = lim ' Y,,. Y est B-mesurable et, par application du théoréme de convergence
monotone, pour tout B € B, nous avons :

/YdIP’:hm/‘/YndIP’:lim/‘/XndIP:/XdIP’.
B B B B

Notons que si X est intégrable, alors Y l'est aussi (prendre B = ). Pour étendre le résultat
au cas intégrable, nous allons prouver que, pour X,Y deux v.a. positives intégrables, et pour
a,b € R, nous avons (linéarité de ’espérance conditionnelle) :

ElaX + bY |F| = aE[X|F] + bE[Y | F].
Il suffit en effet de remarquer que, pour tout B € B
/BE[CLX—i—bY]]-"]dIP’: /B(CLX—FbY)d]P’:a/BXdIP—i-b/YdIP’
- a/BE[X\B] d]P’+b/B E[Y|B] dP = /B(aIE[X\B] + bE[Y|B]) dP
et on conclut en utilisant le lemme A.11.4. Pour X € £Y(Q, F,P), nous posons X = X+ —X—,

et nous concluons en utilisant I’existence de I'espérance conditionnelle pour les v.a. positives
et la linéarité de ’espérance conditionnelle. |

Les propriétés suivantes découlent directement de la définition de I’espérance condition-
nelle.

112



Proposition A.11.5 1. Pour X,Y > 0 et a,b > 0 (ou X,Y intégrables et a,b € R),
ElaX + bY|B] = aE[X |B] + bE[Y |B].
2. Pour X,Y >0 (ou X,Y intégrables), l'inégalité X <Y p.s. implique E[X|B] < E[Y|B]

D.S.

3. Soit X > 0. Alors Y = E[X|B] vérifie, pour toute v.a. Z positive B-mesurable, E[X Z]| =
E[Y Z].

4. Soit X intégrable. Alors Y = E[X|B] vérifie, pour toute v.a. Z bornée B-mesurable,
E[X Z] = E[Y Z].

Citons quelques propriétés importantes de ’espérance qui s’étendent a I'espérance condi-
tionnelle :

Proposition A.11.6 1. ("Convergence monotone conditionnelle") Soit (X, )n>0 une suite
de v.a. telles que 0 < X,, /' X ; alors E[X,,|G] / E[X|G].

2. ("Lemme de Fatou conditionnel") Soit (X, )n>0 une suite de v.a. positives ; alors E[liminf X,,|G] <
lim inf F[X,,|G].

3. ("Convergence dominée conditionnelle") Soit (Xy)n>0 une suite de v.a. telle que | X, | <
V P-p.s., avec E[V] < 00 et X,, = X P-p.s. Alors, E[X,,|G] — E[X|G] P-p.s.

4. ("Inégalité de Jensen') Soit ¢ : R — R conveze telle que E[|c(X)|] < oo. Alors,
E[e(X)|9] < ¢(E[X]G]).

5. ("Contraction des normes") Pour p > 1, |E[X|G]||, < || X||p, en définissant ||Y ||, :=
B[]y )P,

Nous avons rassemblé dans la proposition suivante quelques propriétés essentielles de
I’espérance conditionnelle, que nous utiliserons dans la suite.

Proposition A.11.7
Soit X une v.a. réelle.

1. Si X >0 (ou X intégrable) et si G est la tribu grossiére : G = {Q, 0}, alors E[X|G] =
E[X].
2. Si X >0 (ou X intégrable) et G C B deux sous-tribus de F, alors
E[E[X|B]|G] = E[X|F].

3. Si X >0 (ou X intégrable) est indépendant de B alors E[X|B] = E[X].

4. Si X est B-mesurable et Y € LYQ, F,P) sont telles que XY € LY(Q,F,P), alors
E[XY|B] = XE[Y|B].

DEMONSTRATION. Les fonctions mesurables par rapport a la tribu grossiére sont les fonc-
tions constantes. Donc, G étant la tribu grossieére, E[X|G] = ¢. Par définition de I’espérance
conditionnelle, nous avons :

/QE[X|Q]dIP’:c:/QXdP:IE[X],

ce qui prouve la relation (1). Prouvons maintenant (2). Soit Z une v.a. G-mesurable bornée.
Notons que Z est aussi B-mesurable. Par définition de I’espérance conditionnelle :

E[E[E[X|B]|9]2 | =E[E[X|B]Z | = E[XZ] = E [E[X|G]Z].
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Donc, pour toute v.a. Z B-mesurable bornée, E [E[E[X |B]|G]Z] = E [E[X|G]Z], ce qui prouve
la relation (2). Soit maintenant X une v.a. indépendante de B. Alors, pour toute v.a. Z
B-mesurable bornée :

E[E[X|B]Z] = E[XZ] = E[X]E[Z] = E[E[X]Z],

ce qui prouve la relation (3). Considérons finalement la relation (4). Remarquons que E[Y'|B]X
est B-mesurable. Pour Z v.a. bornée B-mesurable, on a, si on suppose X borné :

E[E[XY|B]Z] = E{YXZ} = E[E[Y|B]XZ].

Ceci prouve la relation (4) pour X borné. Le cas général se prouve en utilisant la convergence
dominée conditionnelle en posant U, = XY I(|X| < n). n

Nous introduisons maintenant la définition suivante correspondant au cas ou la tribu B
est engendrée par une v.a. (voir définition A.3.2).

Définition A.11.8. Soit Y une v.a. définie sur (Q, F,P) et X une v.a. réelle intégrable ou
positive définie sur le méme espace. On appelle espérance conditionnelle de X sachant Y, et
on note E[X | Y] la v.a. (définie a une équivalence prés) E[X | o(Y)].

On sait d’apres le théoréeme A.3.3 que E[X | Y] s’écrit ¢(Y'). Supposons que Y est a valeur
dans ). Calculer E[X | Y] revient donc dans ce cas a trouver une fonction mesurable ¢ : Y — R
telle que E[X |Y] = ¢(Y). Il est courant de trouver la notation E[X |Y = y] pour ¢(y),
notation que 'on utilisera dans cet ouvrage. Il faut cependant faire attention de ne pas la
confondre avec E[X | B], ou B est 'événement {Y = y}, qui ne coincide pas nécessairement
avec ¢(y) sauf si Y est a valeurs discretes.

En pratique, la fonction y — E[X|Y = y| peut se calculer par des techniques de
changement de variables, en faisant apparaitre une variable Z indépendante de Y telle que
X =g(Y,Z) et en utilisant le lemme suivant

Lemme A.11.9

Soient Y et Z deux v.a. indépendantes. On supposera Y a valeurs dans ) et Z a valeurs dans
Z. Soit f une fonction mesurable de Y x Z — R telle que E|f(Y,Z)| < c0. Soit ¢ : Y — R la
fonction définie par

o(y) = E[f(y, 2)]
Alors E[f(Y, Z)|Y] = ¢(Y).

DEMONSTRATION. Pour toute fonction mesurable bornée ¢ : Y — R, on a

Bl )u(v)) = [ ([ £V (w2), Zn)) dBlon) ) oY (o)) dBie).

Par Fubini et par indépendance de Y et Z, cette derniére intégrale est précisément E[f (Y, Z)y(Y)],
ce qui donne le résultat. [

Néanmoins, dans la majeur partie des cas, une formule explicite et simple est donnée par
un calcul de densité conditionnelle que nous introduisons maintenant. Soit (X,Y’) un couple
de v.a. & valeurs dans X = RF et ) = R et définies sur le méme espace de probabilité
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(Q, F,P). Supposons que la loi de (X,Y’) admet une densité (z,y) — f(z,y) par rapport a
une mesure dominante produit p ® v :

P{(X,Y) € Ax B} = /AXB Flo,y) du(z) du(y), A€ B(X), B e BY).

Ceci implique que la loi de Y admet pour densité par rapport & la mesure dominante v la
fonction y — fy (y) définie pour v-presque tout y par

fy(y) = /X f(z,y) du(z).

On définit alors la densité conditionnelle de X sachant ¥ = y comme la fonction x —
fx|y(z|y) définie par

Ixyy(xly) = Jff(y(y) , pour tout y tel que fy(y) >0

et prolongée arbitrairement si fy (y) = 0. Le résultat suivant s’applique alors.

Proposition A.11.10
Pour toute statistique (X)) intégrable ou positive,

E[(X) Y] = [ (@) Fxy(@]Y) duto).

DEMONSTRATION. La preuve, relativement élémentaire, est laissée & titre d’exercice dans
deux cas particuliers qui se généralisent tres facilement : X et Y sont a valeur discretes et
© @ v est la mesure de Lebesgue bi-dimensionnelle. |

Nous concluons cette partie en introduisant la notion de loi conditionnelle.

Définition A.11.11. Soient X et Y deux v.a. définies sur le méme espace de régularité
(Q, F,P). Supposons que X est a valeurs dans X = R* et Y d valeur dans Y. On appelle loi
conditionnelle de X sachant Y la fonction Pxy : B(X) x Y — [0, 1] définie a une équivalence
prés par

pour tout A € B(X), Pxy(A,Y) =E[I(X € A)[Y] p.s.

Dans cette définition, la mention d une équivalence prés doit étre comprise dans le sens
suivant : pour tout A € B(X), Pxy(A,-) est une fonction mesurable définie sur ) définie a
une Py-équivalence prés. On admet cependant que ’on peut choisir pour tout A une version
de Px|y(A4,-) de telle sorte que, pour tout y € Y, Px|y(-,y) est une loi de probabilité. Une
telle version de Pxy est dite version réguliere de la loi conditionnelle de X sachant Y. Elle
définit alors une probabilité de transition, définie comme suit.

Définition A.11.12. Soient X et Y deux espaces métriques que I’on munit de leurs boréliens.
On dit que Uapplication Q : Y x B(X) — [0,1] est une probabilité de transition (parfois aussi
appelée Noyau de probabilité) si elle vérifie

(1) pour tout A € B(X), Q(-, A) est une fonction mesurable,
(2) pour tout y € Y, Q(y,-) est une loi de probabilité,
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Il suit de ces définitions que, si Px|y est une version réguliere de la loi conditionnelle de
X sachant Y, alors pour toute statistique f(X) positive ou intégrable, on a alors,

Ef(X)Y) = | F@)Pxy(de,Y) ps

Exemple A.7:

Si (X,Y) un couple de v.a. réelles définies sur (£2, F,P) tel que la loi de (X,Y) admet une
densité f par rapport 3 une mesure dominante produit i ® v, nous avons vu que l'on pouvait
définir la densité fy(y) de Y par rapport a v et la densité conditionnelle de X sachant Y notée
fx|y(w|y) définie pour tout = € R et tout y tel que fy(y) > 0. On vérifie aisément que, pour
tout y € R tel que f(y) >0, fx|y(-|y) du(-) est une mesure de probabilité. Si fy (y) = 0 on peut
choisir n'importe quelle densité conditionnelle fxy (-|y) qui ferait de fx|y(-|y)du(-) une mesure
de probabilité puisque {y : fy(y) = 0} est Py-négligeable. On obtient alors que fx|y(-|-) du(-)
est une version réguliere.

A.12 Lois usuelles

A.12.1 Loi gaussienne

Définition A.12.1 (Loi Gaussienne réduite). Une variable aléatoire X a valeur dans R est
dite gaussienne réduite si sa loi admet pour densité (par rapport ¢ la mesure de Lebesgque sur
R) :

1 z?

T) = ——ex
9(x) N p(=5)
La fonction caractéristique associée a loi gaussienne réduite a pour expression :
p(t) = Elexp(itX)] = exp(—t?/2)

Les moments de la loi gaussienne réduite se déduisent du développement de Taylor de ¢(t)
en 0 : les moments d’ordre impair sont nuls et les moments d’ordre pair sont donnés par

(2n)!
nl 2n

o = E [ X2 = =1x3x5...x(2n—1)

Définition A.12.2 (Loi gaussienne). Une wvariable aléatoire X d valeur dans R est dite
gaussienne si elle peut s’écrire sous la forme X = oX, + p ot X, est une v.a. gaussienne
réduite (ce que l'on note sous la forme X ~ N(u,02)). u est lespérance de X et o? sa
variance. La densité de X est donnée par :

1 _ 2
exp(,u

oV 2T 202

)

g(z) =

La fonction caractéristique d’une variable gaussienne de moyenne y et de variance o2 est
donnée par

2
Pu02(t) = exp <iut - 02152> . (A.9)
Définition A.12.3 (Loi gaussienne multivariée). Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) est
dit gaussien si toute combinaison linéaire Z;»Lzl o X; = a’X de ses composantes est une

variable aléatoire gaussienne.
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Soit X = (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire gaussien. Pour t = (¢1,...,t,) € R, Y =tTX
est une variable gaussienne, dont I'espérance et la variance sont données respectivement par :

E[Y] = zn: tE[X;] = t'E[X]

E[(Y —E[Y])’] = > tit;E[(X; — E[Xi])(X; — E[X;])] = t" Tt
ij=1

ou I = (cov(Xy, Xj)) est la matrice de covariance du vecteur X.

Définition A.12.4 (loi N(u,I')). Soit p € R™ et T' une matrice semi-définie positive.
Nous dirons que X = (X1,...,Xy) suit une loi multivariée gaussienne de moyenne p et
de covariance T ( X ~ N(u,T)), si pour tout t = (t1,...,t,) € R", nous avons t'X ~
N, tTTt).

1<ij<n

Cette définition implique de fagcon immédiate :

Proposition A.12.5
Soit A une matrice m x n et soit X ~ N(u,T). Alors, AX +b ~ N(Au+b,ATTA).

DEMONSTRATION. Posons Y = AX et notons que pour tout s € R™ nous avons :
sTY = (ATs)TX ~ N(sT Ap,sT AT ATs).
|

Soit I' € R} une matrice symétrique semi-définie positive de rang k& < n. Il existe une
matrice A € RE de rang k telle que T' = AAT. Si Z ~ N(0,1,,), nous déduisons de la
proposition A.12.5 AZ + p ~ N(u,T'). Réciproquement, soit X ~ N(u,T'). Comme A
est de rang k, la matrice ATA ¢ ]R’,j est inversible et A est inversible & gauche. Notons
A7 .= (ATA)7'AT son inverse & gauche. Nous avons : A7 A = Ij, et AA7 est le projecteur
orthogonal sur I'image de A (par construction, J(A) = I(T)). Soit Z = A#(X — u). La
proposition A.12.5 implique que Z ~ N(0,I). Nous avons donc :

Proposition A.12.6

Soit T' € R? une matrice semi-définie positive, rang(T') = k < n et soit p € R". X ~ N (u,T)
si et seulement si, pour tout A € Rf; tel que AAT =T, il existe Z ~ N(0,1,) tel que
X=AZ+ p.

On pourrait choisir cette caractérisation comme définition de la loi gaussienne N (u, T').
La fonction caractéristique de X ~ N (u,T) se déduit directement de (A.9)

1
our(t) =exp(itp — itTI‘t) (A.10)
Inversement, si la fonction caractéristique d’une v.a. X = (X1,...,X,,) est de la forme A.10,
alors pour tout t = (t1,--- ,t,) et tout 7 € R :

2
E[e”(tTX)] = exp {iTtTM — ;tTI‘t}

et donc t7X ~ N (tTp, tTTt). 1l découle donc de la Définition A.12.3 que X ~ N (p,T).
Aussi, puisque la fonction caractéristique caractérise la loi, nous avons :
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Proposition A.12.7
X = (X1,...,Xn) ~ N(u,T) si et seulement si sa fonction caractéristique @, r(t) := E[eitTX]
est donné par :

1
our(t) = exp (itTu - 2tTI‘t} (A.11)

A.12.2 Propriétés

Soit n € N et soit ni,ny tels que n; + ny = n. Pour x € R", considérons la partition
T xI)7T avec x; € R™ et xo € R™2. De facon similaire, pour T' € R? considérons la

x = (x1,X3
matrice bloc :
I'i T2
T = .
[ Ty Iy ]

Nous avons :

Proposition A.12.8
Soit X = (XT, X3V ~ N (1, T). Xy est indépendant de X si et seulement si T'12 = 0.

DEMONSTRATION. Si X; et Xy sont indépendants, alors T'1o = cov(Xy,X2) = 0. Récipro-
quement, supposons que I'ys = 0. Comme T'y;, ¢ = 1,2 sont semi-définies positives, il existe
A, e Rf;l telles que I';; = AZ-AZ-T, ou k; = rang(T';), ¢ = 1,2. Posons :

Ay o

En utilisant la proposition A.12.6, il existe Z ~ Ny, +x,(0, Ix, +1,) tel que :

X AnZ + py
( X > H ( AgZs + py
Les v.a. Z et Zs sont indépendantes car, pour tout t; € R™ et to € R™ nous avons en vertu
de la proposition A.12.7 :

E[ef(1 2144 %2)] = exp(—||t1*/2) exp(—|t2]|*/2) = E[e 1] E[e(*2 %)),
Par suite, les v.a. X et X5 sont indépendantes, ce qui conclut la preuve. |

Corollaire A.12.9

Soient A1 € R™ et Ay € R?2 deux matrices telles que AT Ay = 0,5, et s0it Z ~ N(0,0%1L,).
Alors, le vecteur Y = (YT, YD)T avec Y1 := A1Z et Yo := AosZ est gaussien et les vecteurs
Y, et Yo sont indépendants.

Remarque A.12.10. La décorrélation des composantes d’un wvecteur aléatoire n’implique
I'indépendance de ses composantes que dans le cas ou le vecteur est gaussien. Nous donnons un
contre-exemple pour illustrer 'importance de cette hypothése. Soit X une v.a. de loi N(0,1) ;
Y = eX, ou € est v.a. indépendante de X telle que Ple = 1] = Ple = —1] = 3. On démontre
aisément que Y ~ N(0,1). De plus,

E[XY] = E[eX?] = E[]E[X?] = 0,

et donc cov(X,Y) = 0. donc ces v.a. sont décorrélées. Pourtant, elles ne sont pas indépen-
dantes. En effet, (X,Y) n'est pas un vecteur aléatoire gaussien puisque P[X +Y = 0] = %

118



A.12.3 Vecteurs aléatoires gaussiens et densités

Proposition A.12.11
Soit X ~ N(wu,T) ot T' est une matrice définie positive. Alors X posséde une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R™ de la forme :

1 1 1 Tl }
X)= —F——expy —=(x— ' (x-— , x€R™ A12
fur) = e { =50 )T - ) (4.12)
DEMONSTRATION. SiI' =1, la proposition A.12.8 montre que les v.a. X1,..., X, sont i.i.d.et

donc leur densité jointe est égale au produit des densités marginales, ce qui conduit au résultat
dans ce cas particulier. Si T' est une matrice définie positive quelconque, nous utilisons la
proposition A.12.6 : il existe A inversible et Z ~ N(0,1,) tel que X = AZ + p et 'expression
A.12 découle de la formule du changement de variable. |
La quantité [(x — )T (x — p)]'/? est souvent appelée la distance de Mahalanobis de
x a p. Les lignes de niveaux de la densité f,r, i.eles ensembles {x € R", f,r(x) = c}
correspondent au lieu des points dont la distance de Mahalanobis a g est constante. En
écrivant y = H”x ol H est une matrice unitaire qui diagonalise la matrice T', H'TH = D,
D = diag(d?,...,d2), les lignes de niveaux sont donc les ellipsoides :

S (s — )2/,

i=1

centrées en v = H' i1 et dont les axes principaux sont portés par les vecteurs propres H =
[hi,..., h,].

A.12.4 Loi Gamma

La loi Gamma est la brique de base permettant de construire de nombreuses autres dis-
tributions. La loi Gamma est elle-méme liée a la fonction Gamma, définie sur le demi plan
complexe Re(z) > 0 par :

o0 [e.@]
T(z) = / exp(—t) 7t = 2 / exp(—2)2*Ldt. (A.13)
0 0
En intégrant par partie pour x > 0 réel positif I’expression précédente, nous avons :

P(z) = [ e 5° + (2 — 1) /0 T2t — (2 — D@ — 1)

et donc pour n un entier naturel, I'(n) = (n—1)I'(n—1)=...=(n—1)(n—2)...1 = (n—1)L.

Définition A.12.12. Pour p réel positif, p > 0, on appelle loi Gamma réduite a p degrés de
liberté (et l'on note Gamma(p)) la loi définie sur I’ensemble des réels positifs par la densité

fo(x) =T(p) " exp(—x) 2P!, x>0,

Pour 6 > 0, on appelle loi Gamma Gamma(p,8), la loi de la v.a. X = 0Z, ot Z est une loi
Gamma a p degrés de liberté (0 est le paramétre d’échelle de la loi).
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Si Z est une loi Gamma(p), la définition (A.13) implique que, pour tout r > —p, nous

avons
L(p+r)

E[Z"] = ORE

Vr > —p.
Lemme A.12.13

Soit X une v.a. gaussienne centrée réduite. X? suit une loi gamma(%, %)

DEMONSTRATION. P[X? < 2] =0 si 2 < 0. Pour z > 0, nous avons :
PX? <2 = Pl-vVz<X <7

VEE| l‘2d
= /f\/%exp(—Q) T

2
= 2/ ﬁexp g)dx
T
U 1

Ceci conduit au résultat, en utilisant le résultat élémentaire I‘(%) = /7. [

La fonction caractéristique de la loi Gamma(@,p) est donnée par :

bo.p(t) / epr )xp Lel0t=12/0 g — (1 — i6t)7P. (A.14)

Cette expression particuliere de la fonction caractéristique a pour conséquence immédiate le
théoreme de convolution suivant pour les lois Gammas.

Lemme A.12.14

Soit (X1,...,Xy) n v.a. indépendantes distribuées suivant des lois Gamma(p;, 0) avec § > 0
etp; >0,i€{l,...,n}. Alors, >1* | X; sont distribuées suivant une loi Gamma(> 1, pi,0).
A.12.5 Loi du x? & k degrés de liberté

Définition A.12.15 (Loi du x? centrée ). Soient (X1,---,Xy), k v.a. gaussiennes centrées
réduites indépendantes. La v.a. U = Zle Xiz suit une loi appelée loi du x> centrée a k degrés
de liberté, notée X%-

Proposition A.12.16
La loi du X2 d k-degrés de liberté est une loi Gamma(k/2,1/2).

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des lemmes A.12.13 et A.12.14. |
En particulier, pour U une v.a. suivant une loi X%, nous avons :
E[U] =k et var[U]=2k. (A.15)

Définition A.12.17 (Loi non centrée). Soient (X1, -+, Xy), k v.a. gaussiennes de moyenne

Wi réduites indépendantes. On note U = Zle X2. On dit que U suit une loi du x? non-centrée

a k degrés de liberté, de paramétre de non-centralité v = (1/2) ?:1 u?; ce que l'on note :
2

X5 (7)-
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Dans la définition ci-dessus, la loi de U ne dépend que de -, d’ou le fait fait que l'on
paramétrise la loi par v seulement, sans avoir a spécifier individuellement les p;. Pour le voir,
remarquons que, par définition, U = || X + u||3, o X est un vecteur Gaussien de composantes
indépendantes et g = (i1, ..., p). La loi de X est alors invariante par transformation ortho-
gonale, car si H est une matrice orthogonale, HX ~ N (0, HI,H") = N(0,1;), de sorte que
HX ~ X. Ainsi, on a I’égalité en loi, pour toute transformation orthogonale de matrice H,

loi

UZ[HX +plf = [HX +H w3 = X+ H pl3

Soit H une matrice orthogonale telle que H " p = (||pt]|2,0, ..., 0). Une telle matrice existe :
prendre par exemple la premieére colonne de H égale a mp, puis compléter pour que les

colonnes forment une base orthonormale de R*. On a donc
loi
U = HX+ (”u”2707a0)H = ”X+ (\/ 2 707"'70)H>
qui ne dépend que de 7.

Proposition A.12.18
La fonction caractéristique d’une de x? d k degrés de liberté et de paramétre de non-centralité
v est donnée par :

( 1 >’f ( ity )

vI—2i) TP

DEMONSTRATION. Par définition, si Z1, ..., Z,_1, X sont des v.a. indépendantes, Z; ~ N(0,1)
et X ~ N(p,1)alors lav.a. U = Zf;ll Z2 + X? ~ x2(v) avec v = p?/2. Notons que Zf;ll 7Z?
et X2 sont indépendantes et que Zf;ll Ziz ~ X,%_l. Par conséquent,

EleV] = (1 — 2it)~*~D/2E[1X7),
Un calcul direct montre que :

E[eitXQ] _ /oo eitx2(27T)—1/2€—(:c—#)2/2dx
—00

20 : 2
_ p(it) /OO ~1/2 -2t { M }
= exp [1 — Zit] 700(27r) exp 5 x T o dzx

= (1 — 2it) /2 exp(2yit/(1 — 2it)).

Un calcul élémentaire montre que la moyenne et la variance d’une v.a. U distribuée suivant
une loi x7(7) sont respectivement données par : E[x?] = k + v et var[x?] = 2k + 4.

Le résultat suivant joue un réle important dans la théorie de 'inférence dans les modeles
de régression linéaire multiple.

Proposition A.12.19
Soit Z ~ N(p,c?1) et soit II un projecteur orthogonal de rang k < n. ||I1Z||? est distribué
suivant une loi de x? non-centrée a k degrés de liberté de paramétre de non-centralité ||TIpl||? /2.

DEMONSTRATION. Soit H = [hy, ..., hy]| une base orthonormale de I'image de II. Nous avons
donc IT = HHT et H'H = I, ou I}, est la matrice identité (k x k). Par conséquent, ZTTIZ =
lle||?, ott e = HTZ. La proposition A.12.5 implique que e ~ Ni(H? p,I;). Par conséquent,
lell> ~ x3(8) avec § = |[H  p||?/2 = T Ty /2, ce qui conclut la preuve. [
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A.12.6 Loi de Student

Définition A.12.20. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que :
— X suit une loi gaussienne centrée réduite,
— Y suit une loi du x* centrée a r degrés de liberté,

Alors T = X/\/Y/r suit une loi de Student a r degrés de liberté, que l’on note T,.

Remarque A.12.21. "Student” est un pseudonyme utilisé par W.S. Gosset qui, étant em-
ployé aux brasseries Guinness, avait besoin de publier sous un nom d’emprunt.

Proposition A.12.22
La densité d’une loi de Student a r-degrés de liberté est donnée par :

M%) 1 2\ T
o= é)) e (1)

DEMONSTRATION. La distribution conjointe des v.a. X et Y est donnée par

fxy(z,y) x efo/Qy(T/Q)flefyﬂ, reRy>0.

En appliquant la transformation ¢ : R x R* — R x R, (z,y) — (x(y/r)~/2,y), la loi jointe
de T et de Y est donnée par :

fry(ty) = fxy (ty/r)Y2, ) (y/r)?, 2 eRy >0,

car le Jacobien de la transformation est égal & (y/r)"/2. La distribution de T est obtenue en
intégrant la loi jointe fry par rapport a y,

o</ y(1+£2/r) /2, (r+1)/2)=1 g,

et on obtient la formule désirée en faisant le changement de variable u = y(1+t?/r)/2. R

Lorsque r = 1, la densité de la loi de Student se réduit a

1
t)=——, teR
fr(t) 7(1+2)
qui est la densité d’une loi de Cauchy (et donc, qui n’admet pas de moments d’ordre 1).
Lorsque r — oo, le dénominateur (par la loi des grands nombres) tend en probabilité vers 1
et la loi de T tend en loi vers une loi gaussienne standardisée.

Proposition A.12.23
La fonction caractéristique de la loi de Student a r degrés de liberté est donnée par :

l\)\)—l

1 .
am (3(r—1) +j)!
o(t) = exp(—[t|v/r) (2lt]v/r)2¢ — . (A.16)
20 1(3(r = 1))! 2:: J! (3(r=1) =)
avec o = ﬁ. Les moments d’ordre impair sont nuls, et les pairs, qui existent pour j < 5
272

sont donnés par :

—
[
_|_
=
|
E/.

M2 =

N Do
N~—
=
—~

NI NI
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Le résultat suivant, du & Gosset (1907), fait partie des "classiques favoris" des statistiques
élémentaires et justifie a lui seul I'intérét porté a la distribution de Student.

Théoreme A.12.24
Soit X = (X1,...,Xpn) ~ N(ply,0%L,) on 1, = [1,...,1]T.
1. Lesva. X =n 'Y X et S = (n—1)7' 0 (X — X)? sont indépendantes.
2. X suit une loi normale N'(p, 02 /n) et (n —1)S? suit une loi du x> a (n — 1) degrés de
liberté.
3. La variable T,, définie par : -
X
T = Vi K

suit une loi de Student a (n — 1) degrés de liberté.

DEMONSTRATION. Notons que X = n~ 117X et donc que :
(n—1)8* =X —n'1,17X|? = ||(I, — n 1,11 X%

Remarquons que II :=1,, — n_llnlg est un projecteur orthogonal de rang (n — 1) et 111,, =
0. La proposition A.12.19 montre que (n — 1)S%/0? est distribuée suivant une loi du 2
centré & (n — 1) degrés de liberté. Le corollaire A.12.9 montre que X = n~ 112X et ITX sont
indépendants et le résultat découle de : /n(X — u)/o ~ N(0,1). [ ]

Remarque A.12.25. On peut montrer que la propriété d’indépendance de X et S? est ca-
ractéristique du cas Gaussien : si cette propriété est vérifiée, alors, X est Gaussien.

A.12.7 Loi de Fisher

Définition A.12.26. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que :
— X suit une loi du x? centrée a q-degrés de liberté,
— Y suit une loi du x? centrée a r degrés de liberté,
Alors W = (X/q)/(Y/r) suit une loi de Fisher a (q,r)-degrés de liberté, ce que l’on note

F(q,7).

Proposition A.12.27
La loi de Fisher d (q,r)-degrés de liberté a une densité donnée par

L T(H) ez e
1w =rarm () aramae v

La preuve est similaire & la preuve de la proposition A.12.22 et est omise. Remarquons
que, par définition, si W est distribuée suivant la loi de Fisher F, alors 1/W est distribuée
suivant la loi de Fisher F, ;. Notons aussi que si T est distribué suivant une loi de Student a
r degrés de liberté, alors X? est distribué suivant une loi de Fisher & (1,7)-degrés de liberté.
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