MDI 220 Statistique

Corrigé : Feuille de travaux dirigés 1

Solution Exercice 1

1. On observe n réplications Xy, ..., X,, de la v.a. a valeurs dans 2 = R
X=p+d+e,

ou 0 = 0.1, p est le parametre d’intérét, e représente l'erreur de mesure, de variance
supposée connue o > 0. L’espace des observations est X = R. Un échantillon de
taille n est un vecteur de X™, le modeéle pour une observation X (n =1) est

P={P:Ep(X)=0+p,Varp(X) = 0% pn € R},

avec o2 et ¢ connus, p inconnu. Les X, sont ii.d., comme les bruits de mesure
associés €1, ..., €,. Le modele pour un échantillon i.i.d.de taille n est

P, ={P“": P e P},

voir le poly pour un rappel sur les lois produits.

2. Le modele statistique est non paramétrique dans la mesure ou les parametres (incon-
nus et connus) ne caractérisent pas la distribution de 'observation X : I’ensemble de
toutes les lois de probabilité de variance donnée ne peut pas étre paramétré par un
ouvert d'un espace de dimension finie. Par exemple a parametre p > 0 fixé, loi des
observations est de moyenne p + 0.1 et de variance o2, comme le sont par exemple
les lois N (p+0.1; 0%) et T((u+0.1)%/0?, 0 /(pn+ 0.1)).

3. Lorsque le biais § est connu, le parametre u est identifiable. En effet, deux lois iden-
tiques ont méme moyenne, donc si Py et Py sont deux lois de parameétres respectifs
1 et pig avec py # pio, alors on a Ep, (X) = p1+60 # ps+6 = Ep,(X), donc Py # Ps.

4. Si le biais est inconnu, on considére alors un couple de parametres (u, d). Le modele
devient
P={P:Ep(X)=d+p,Varp(X)=0* n € R, 6 € R},

Le couple n’est alors pas identifiable, toutes les valeurs appartenant a la droite
[t + 0 = ¢, pour une constante ¢ donnée définissent la méme loi de probabilité. Par
contre, si le biais est connu mais pas o2, on vérifie que le vecteur de parameétre
(u,0?) est identifiable en utilisant le fait que deux lois égales ont méme espérance
et méme variance.

Solution Exercice 2 1. Le modele statistique relatif a I’'observation X, a valeurs dans
X ={0,1}, s’écrit
({0,1}, P({0,1}), Ber(q), q € (0,1)).
L’espace des actions est A = {ag, a1}. 1y a (#A)#* régles de décisions 6 : X — A
possibles.
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2. On définit §;(x) = ag, da(x) = ay, d3(x) = al{z = 0} + a1{z = 1} et dy4(x) =
aol{x = 1} + a1 I{z = 0}. En utilisant la matrice de cott (C(6;, a;))i—o, 11 vérifie que

R(eo, 51) = C(eo, a(]) =100 et R(@l, 51) = C(Ql,ao) = 100,

R(0y,05) = C(by,a;) =200 et R(Ay,0,) = C(61,a,) =0,

R(bo,03) = C(bo,a0)(1 —q) + C(6o, a1)qg = 120 et
R(01,03) = C(b1,a0)(1 — p) + C(61,a1)p = 20,

R(6y,04) = C(bp,a0)q+ C(0y,a1)(1 —q) =180 et
R(01,04) = C(b1,a0)p + C(b1,a1)(1 —p) = 80.

3. Le risque maximum est 100 pour la régle §; (obtenu que le parametre vaille 6 ou
61), 200 pour dy (lorsque 6 = 6y), 120 pour 03 (lorsque 6 = 6y) et 180 pour d, (lorsque
0 = 0p). La régle minimisant le risque maximum est donc d1, consistant a ne jamais
forer, quelque soit la valeur observée pour X.

4. Si 'on dispose d’une information a priori (i.e. avant 'observation de X) sur la
probabilité d’occurence des valeurs du parametre 6, il est naturel de ne considérer le
risque associé a une valeur que pondéré par la probabilité de se trouver dans 1’état
décrit par cette valeur. Ici, P{0 = 6y} = P{0 = 6;} = 1/2. Un critére naturel de
risque pour une regle § devient alors :

p(0) = R(6o,0)/2 + R(6:,6)/2.

Le risque Bayesien des regles envisageables est donné par : p(d;) = 100 = p(d9),
p(03) = 70 et p(d4) = 130. La regle de moindre risque de Bayes est alors ds.

Solution Exercice 3

1. L’observation peut s’écrire de fagon vectorielle Y = 61 A+ V ou A = (xy, ..., x,)
est un vecteur déterministe et V' = (Vi, ..., V) est un vecteur Gaussien (ses
composantes sont des Gaussiennes i.i.d. N'(0,0?)) centré de matrice de covariance
o%l,, I,, désignant la matrice n x n unité. La vraisemblance du modele statistique
(dominé par la mesure de Lebesgue) s’écrit donc :

pg(Y)zW@Xp( 222 — z,61) )

2. On maximise la log-vraisemblance. Les equations de score s’écrivent :

9, n 1 1 & 9
0 = @bgpe(y) = —554'?‘4;( Y; — 01z;)",
8 n
0 = 50 logpe(Y) = —QZL(Yz 01;)
1 j—
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La solution (on vérifiera qu’il s’agit d’un maximum global en calculant la hessienne)

est donc :
n
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