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Corrigé : Examen novembre 2018

1. Maximum de vraisemblance

(a) La fonction de répartition est continue et de classe C par morceaux sur R donc
la densité est obtenue en la dérivant, d’ou la densité pour une observation :

u@
pe@) = ]]-{z>u} QW

Pour une observation, on a log pg(z) = log + 0logu — (0 + 1) log x, d’ou

log pi™ (x) = n(log# + Ologu) — (6 + 1) Y log z;
i=1
Cette quantité est finie si et seulement si z; > 0 pour i € {1,...n}.

(b) On obtient le MV est annulant la dérivée partielle en 6 de la log vraisemblance
(qui est bien différentiable et strictement concave sur |0, +oo[, en tant que fonc-
tion de 0) :

0 1 n
S8 1" (x)) = (5 +logu) = Y log Xi = 7 — S log(Xi/u),

d’ou le résultat : n

0= S os ()

2. Risque quadratique
(a) Pour y >0,

Py(log(X;/u) > y) = Po(X; > ue’) = 1 — Fy(ue’) = (u/(ue?))’ = e~

donc Y; := log(X;/u) ~ £(0).

(b) D’aprés le point 2, V; := £ log(X;/u) ~ £(nd) : on Pobtient en calculant Py(V; >
y) pour y > 0. Ainsi, par le point 2. donné dans I'énoncé, + 37, log(X;/u) ~

Gamma(n,nf), d’ou le résultat.

(¢) Par définition le biais de Oy est

Eo(Opr (X)) — 0 = o g

n—1 n—1

ol la deuxieme égalité vient de I'expression de I'espérance d’un inverse Gamma
donnée dans I’énoncé. Le risque quadratique de 6, est donc, d’apres I'expres-
sion de la variance d’un inverse gamma,

92 n292 92

R(Q, éMV) = biaisz(0)+var9(§MV(X)) = (n — 1)2+(n — 1)2(71 — 2) = (7’L _ 1)2(
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(d) pour une observation,

1,(6) = Egl( =2 log pp(X1))?] = Egl(- — log(X,/u))]

06 0
= Vary(Y)
ou Y ~ exp(f) d’ou
1
L(0) = 7
puis
n
(¢) Puisque 0, = an1§7 on a directement
~ (n— 1) ~ 62
Varg(6.(X)) = ~——Vary (0 =
r9(0:(X)) = 19 (Onrv) —
(f) L’estimateur @y est biaisé : il ne peut pas étre efficace. L’estimateur 6, est non-
biasé mais sa variance n‘% est strictement supérieure a la borne de Cramér-Rao

1
1n(0)

(g) En comparant R(0,0,) et R(6,0,) = Vary(0,(X)), on constate que le premier
est supérieur au second, pour tout 6, des que n > 4/3. Or on a supposé n > 2
donc on choisit 6..

= %. Il n’est donc pas non plus efficace.

3. Intervalle de confiance
(a) Puisque Y- log(X;/u) ~ Gamma(n, @), on obtient par un calcul de densité par
changement de variable,

Z =p(X,0) = 0> log(X,/u) ~ Gamma(n,1).

(b) la densité de la loi Gamma est strictement positive et continue sur R™* donc la
fonction de répartition est continue et strictement croissante sur RT*. Elle est
donc injective (d’ott 'unicité du quantile) et admet un inverse F~! :]0, 1[— R**.
Le quantile existe donc et est donné par ¢,(a = F~(a).

(c) soit a; = /2 et ag = (1 — «/2), notons ¢q; = ¢, (1) et g2 = ¢, (az). On a,

Vo € O, PG(Q2§Z§q1):1_a7

c’est-a-dire en inversant px : 0 — (X, 0) (et en utilisant le fait que >°; log(X;/u) >
0 avec probabilité 1,

a1 42 1
P%ZMMMfWSEmMMQ_lg

d’ou l'intervalle cherché :

. q1 q2
%)= lZlog(Xi/UY Zlog(Xi/U)]
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4. Test d’hypotheses

(a)
(b)

Puisque 1'on donne s > u, g(0) = Py(X; > s) = 1 — Fy(s) = (u/s)’.

d’apres le point précédent

log po

< ] <1 020=———=
9(0) < po < 0Olog(u/s) <logpy <= 6 > b log(u/s)

(puisque log(u/s) < 0)

AN : 6y = log(1/1000)/log(1/10) = 3/1 = 3. g(0) = 107*.

d’apres la question 1, en notant p; = p?i" et pp = pf,%”, le rapport de vraisemblance
est

Dpy.0,(X) = ];(I)E§; = exp(log p1(X) — log po(X))

= exp (Cn(Go, 1) + (6o — 01) ilog(XMu))

i=1

ou C,(6p,0;) est une constante ne dépendant pas de X. Le test de Neyman-
Pearson, d’apres le cours, est de type 0(X) = L, 4, (X)>e'- Or, 6y > 6, donc
le rapport de vraisemblance est une fonction strictement croissante de W =
> log(X;/u). 11 existe donc ¢ € R tel que $g, 9, (X) > ¢ <= W > ¢, d'ou le
résultat.

D’aprés la question 3., sous Hy, 8gW ~ Gamma(n,1). On a donc
Py, (QoW > q,(1 — @) = a.

i.e.
n 1—
P, (W > 2L =)
to
d’ou ¢ = %{;a). Ce test est U.P.P. de niveau a d’apres le cours.

Pour ¢ > 6, on a, sous Hy(t), tW ~ Gamma(n,1), d’ou

) = a.

P > ¢) = P,(tW > ;qn(l — ) < P(tW > gu(1 — )

car t/0y > 1, et car la densité de la loi Gamma ne s’annulant pas sur ]0, o],
Pi(tW € [¢.(1 — @), g-gu(1 — @)]) > 0.
D’apres le point précédent, avec ©g = [0y, 00|, on a

sup R(6,6) = supPy(W > ¢) = Py, (W > ¢) = av.

0€Og 0>0

Le niveau du test 0 pour I'hypotheése composite Hy est donc bien a. Soit " un
autre test de niveau o pour Hy. en particulier, R(6y, d’) < « donc ¢’ est de niveau
o pour Hy. Mais on sait que § est U.P.P. pour Hy donc (6;,8") < 5(61,0). Ceci
étant vrai pour tout autre test ¢’ de niveau o pour Hy, le test d et bien U.P.P.
pour Hj contre H.
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(g) Le raisonnement ci-dessus étant valide pour tout 6; < y, on a bien, pour tout
autre test ¢, pour tout 01 € Oy, 5(61,9") < 5(61,0). Le test ¢ est donc U.P.P de
niveau « pour tester Hy contre H;.

5. (a) On résout
a/\=2
a/\% = 100

c’est a dire (o = 1/25, X\ = 1/50).

(b) La densité a posteriori est proportionnelle & pj"(z) x 7(6), c’est-a-dire, (& une
constante multiplicative pres ne dépendant pas de 6)

N\ —(0+1)
m(f]z) o 0”(1—[ xl> u™ x g te N
i=1

o 9n67(9+1)(2?:110g(X¢)) + nflogu « ea—le—)ﬂ
P e

o farx(0)

Ou fagly)\/ désigne la densité de la loi Gamma(a/, \'), et ot

o =a+n ;X:)\—ierog(ﬂ).
i=1 u

(¢) D’apres la question précédente,

o a+n

E(0lz) = < =
Ol) = 5 = X s loa(®)

(d) D’apres I'expression de la loi a posteriori et la question 2.b, la loi conditionnelle
de N0 sachant X = z est une Gamma(ca/,1). On a donc, en notant g, (q) le
quantile d’ordre p de la loi Gamma(c/, 1),

Pr (XN < qu ()| X = 2) = p,
avec o/, \' comme a la réponse de la question (b). D’ou

Pr(0 < g (p)/N|X = ) = p.
La borne inférieure cherchée est donc

_ Gatn(P)
A+ X log(wi/u)

m(z)



