MDI 220 Statistiques année 2017/2018

Corrigé : Examen novembre 2017

Solution Exercice 1 1. le modele géométrique est dominé par la mesure discrete

n= ZnEN* On-
— La densité par rapport a cette mesure est la loi donnée dans 1’énoncé,

po(x) = In=(2)Pe{X =2} = 0(1 — )" ',z € R.

NB : Puisqu’on a choisi p ne chargeant que N*, on peut omettre l'indicatrice
dans ’expression de py.
— Pour un échantillon i.i.d. de taille n,

log pg™ (21, ..., ) =nlogd + > (x; — 1) log(1 — 0).
i=1
2. max de vraisemblance : On le trouve en annulant la dérivée de la log-vraisemblance.
Pour z = (z1,...,2,),
Sei—n o n—0>x;

0 R B
9,80 = 5 = T = =g

cette quantité s’annule en 0 = n/> z;, elle est positive a gauche et négative a
droite de cette valeur, qui est donc bien un maximiseur de la vraisemblance. Ainsi
9 MYV =N / Z ZTi.

3. risque quadratique pour g(f) = 1/6, on considere g,(X) =+ 3 X;.

T on

— biais : on a E(g,(X) = E(X) = 1/6. L’estimateur est donc non biaisé.

— variance : Varg,(X) = ivarX = L2,
: —0
Le risque vaut donc R(gy,0) = 5.

— Efficacité : g,, étant non biaisé, il est efficace si et seulement s’il atteint la borne
de Cramér-Rao B(6) = ¢'(0)?/(nl1(0)) avec I; I'information de Fisher pour 1
observation. On a

1,(0) = Eg[0p log po(X1)?]) = Vary[0p log ps(X1)]

car d’apres le cours, I'espérance du score est nulle. D’ou

1 - 6X, 62 |
o1 — 9)} - V()| = g

L(0) :Var{ 21— 0)
de plus ¢'(0)? = 1/6*, d’ou

B(6) = 9(1 — 0)nb* = R(g,,0)

gn est donc efficace.

Approche bayésienne : prior () = Ujp 1.

— 1 —
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4. La densité a posteriori peut se calculer a une constante de normalisation pres (ne
dépendant pas de 6)

m(0|z) o< 7(0)pg" (x) = Ljo,11(0)6" (1 — G)Zx"_” x beta(f|an, by)
ou beta(f|a, b) est la densité de la loi Beta e parameétres a et b, et ol
a,=n-+1; bnzz:pi—rw—l

Ainsi la loi a posteriori est une loi beta de parametres a,,, b, comme ci-dessus.
5. I'espérance a posteriori est
E0|X =z) =E(U)
ou U ~ 7(-|x) = Beta(ay,,b,) D’apres le résultat de l'encadré sur I'espérance des
lois Beta, E(U) = a,,/(an + b,,), d’ou
n—+1

leflé\EP('Ilu cee 7xn) = E(Q’X = QJ) = m

6. D’apres la loi des grands nombres, si X; big G(0), on a, presque stirement, % X =

Eo(X;) = 1/6. Ainsi
1+2 IR
%ZXZ‘—F% 1/6

Solution Exercice 2 [parametre de translation]

ng(Xl, o X)) = =6 presque strement.

1. T'espérance de X; vaut

+oo calcul simple
Eg(Xl):/e el dy NI g 4.

En prenant HAn(X ) = %Z(X,-) — 1, on a bien par linéarité de ’espérance

Ey(0,(X)) = - S E(X) ~1=6,

Ainsi én est non biaisé.
2. Risque quadratique : Pour 6 > 0, il est donnée par

R(0,0,) = E [(0.(X) - 0)?]

et puisque E(6,(X)) = 0, on a R(0,0,) = Vary(0,(X)). De plus, pour une observa-
tion X; ~ Py,

Varg(X;) = /eoo(x —0—1)%""dx
/w@—lfe%ﬁ
0

:[_@_1ng:+2A (t— 1)

| e ——
0

= 1.
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Ainsi, par indépendance des X;,
(§ (X)) = *1 (X1) = *1
Varg (6, (X Varg (X .
’ n A n

3. On consideére ,,(X) = min?_, X;.
Remarque : lidée de choisir 6, vient du fait que 6 est la borne inférieur des
{z : pg(x) > 0}. Ainsi, pour x > 6 on a Pyp(X; < z) > 0 alors que pour = <
0,Po(X < z) = 0. Dans ce sens, 6 est la plus petite valeur « possible » pour les Xj.
Pour calculer la loi de 6,(X), il est dans ce cas plus facile de calculer sa fonction
de répartition que sa densité (& supposer que cette dernieére existe). En effet, si on
appelle Fj cette fonction de répartition,

on a

1— Fg(.ﬁb) = ]Pg(én<X) > l’)
=Py [ﬂ?lei > I]

= [[Po(X; > n) (indépendance)
i=1

= Pg(Xl > .T)n

Reste a calculer cette derniere quantité en intégrant la densité de X, ce qui donne

Vi > 0,Pe(X, > @) = /Oo I—tdt = ¢P—.

T

et pour x < 0, Pg(X; > x) = 1. Finalement Py(X; > x) = e~ @00 Doy

Fg(l’) —1— e—nmax(:c—H,O)‘

4. Puisque Fy(f) = 0, on a, avec probabilité 1, 6,(X) > 6. Ainsi,la variable aléatoire
Z = én(X ) — 6 est presque stirement positive. Comme elle n’est pas constante, sont
espérance est strictement positive. D’otl : 6, est biaisé.

5. Le risque quadratique de 6, est R(6,0,) = E[(6 — 0,(X))?]. On utilise le fait que
pour une variable aléatoire Y : Q@ — RT, E(Y) = [£,00P(Y > t)dt. On pose
Y = (6, — 0% Alors, pour t > 0, Po(Y > t) = P(d, — 0 > \/t) car avec probabilité
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1,0, —60 > 0. Ainsi,

R(6,6,) =E(Y)

o0

= PQ(Y > t)dt
t=0

= [ Py(b,—0>Vt)dt
t=0

= [ Py(f,—0>Vt)dt
=0

= et ( of question précédente)
=0

= e ""2udu
u=0
2 [e§)

=3/, e "rdr
2

T2

6. Lorsque n est plus grand que 2, on a
V0, R(0.0,)=2/n><1/n=R(0,0,).

Le risque du deuxieme estimateur (qui est pourtant biaisé) est uniformément plus
faible que celui du premier estimateur. #,, est donc préférable a 6,,.

7. le modele n’est pas régulier car 'ensemble des points z tels que pg(x) > 0 dépend
de 0 (c’est ensemble est [0, +0o0f).

n(z—0)

8. D’aprés la question 3., on a Pglf, > z] = e~ pour z > 6. En inversant la

relation 6 = e ™% on obtient
1
z(n,d,0) =0+ —log(1/6).
n

Ainsi

Py[0, > 6 + 71 log(1/9)] =0, dou
Py[6 > 6, — :Llog(l/cS)] =1-90
d’autre part on a Py(6, > ) = 1. Ainsi en posant I = [a,, f,] avec
= 0, — llog(l/é),
n

I est un intervalle de confiance pour ¢ de niveau 1 — 4. Avec 0 = 0.05, on obtient
a, =6, —log(1/0.05)/10 ~ 6,, — 0.3.



