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Résumé — Partant de deux simples postulats quantiques, on peut retrouver 1’équation de Schrédinger qui modélise 1’évolution
d’un systeme quelconque en dimension finie. Cette équation de la physique fondamentale, qui peut sembler absconse pour la
communauté du traitement du signal, n’est en effet qu'une conséquence de propriétés d’orthogonalité dans un espace de Hilbert et
d’une hypothese probabiliste sur la mesure quantique. Sa preuve mathématique utilise des versions simplifiées des théoremes de
Wigner et de Stone.

Abstract — Schrodinger’s differential equation that models the evolution of any finite-dimensional quantum system, can be
deduced from two simple quantum postulates. This fundamental physics equation, which may appear abstruse to the signal
processing community, is in fact merely a consequence of orthogonality properties in a Hilbert space and of a few probabilistic
assumptions about quantum measurement. Its mathematical derivation uses simplified proofs of Wigner’s and Stone’s theorems.

1 Introduction

La communauté francaise de traitement du signal (au sens
large) s’intéresse de plus en plus au traitement et & la com-
munication de I'information quantique. La création récente
du groupe de travail sur ’information quantique (https:
//quanting.org) au sein du GDR IASIS en est une
illustration. Cependant, comme il ressort des discussions au-
tour de I’excellent cours dispensé par Francois CHAPEAU-
BLONDEAU au sein de ce groupe de travail [2], la premiere
marche vers le quantique semble souvent bien haute a fran-
chir pour le chercheur habitué au classique : le quantique a
ses propres notations, outils et concepts qui peuvent lui pa-
raitre déroutants, & commencer par 1’idée perturbante qu’« une
mesure perturbe 1’état du systeme ».

La littérature en information quantique, y compris le formi-
dable manuel de référence [4], commence toujours par énoncer
les 4, 5 ou 6 postulats de la physique quantique comme base de
travail. Mais le souvenir éventuel de cours de mécanique quan-
tique n’est pas forcément d’un grand secours : fonction d’onde,
dualité onde-corpuscule, réduction du paquet d’ondes, principe
d’incertitude, équation de Schrodinger postulant 1’évolution
d’un systeme, sans parler de la mathématisation de la physique
quantique avec I’analyse hilbertienne et ses opérateurs en di-
mension infinie. .. tout cela a finalement peu de chose a voir
avec ce qui est le plus utile en information et calcul quantique,
ou les systemes quantiques sont de dimension finie.

Le but de ce travail est de proposer une axiomatique mini-
male (en dimension finie), basée sur essentiellement sur deux
postulats : 1° sur I’état du systeme dans un espace; 2° sur la
mesure et son caractere probabilisteﬂ Ces postulats sont en
réalité plus des définitions qui fixent un vocabulaire physique
que des véritables axiomes mathématiques. Tout le reste (dans
le cadre du calcul quantique et de I’'information quantique) en
découle naturellement. A titre d’illustration, a partir des deux
postulats de baseﬂ on déduira mathématiquement I’ équation

! Auxquels on pourrait rajouter une hypothese de stationnarité d’évolution
introduite au § 3}

de Schrodinger qui régit 1I’évolution d’un systéme isolé.

2 Deux axiomes

Axiome 1 L’état d’un systeme physique est un vecteur d’un
espace hermitien (appelé espace d’états).

Un systeme est donc caractérisé par la donné d’un espace
hermitien (= espace de Hilbert en dimension finie) H, espace
vectoriel sur C dont la dimension d est appelée dimension du
systeme, qui contient tous les états possibles de ce systeme .
Le “principe de superposition” en physique quantique traduit
simplement la linéarité de I’espace.

La notation de Dira(f] permet de noter une base orthonormée
(b.o.n.), appelée « base computationnelle », uniquement avec
les indicef] 211),12), ..., 1d), un état est donc une superpo-
sition linéaire |p) = c111> + c212) + --- + cqld) avec des
coefficients complexes ¢, = {(kly).

Axiome 2 On ne peut connaitre une information sur l’état
l)> d’un systeme que par une mesure. Un procédé de mesure
donné change aléatoirement |y en un parmi plusieurs états
possibles 11y apres la mesure, ou la probabilité de transition
(« réduction ») 1) — 1) vaut
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Ainsi, toute mesure possede un caractere aléatoire en chan-
geant instantanément 1’état d’un systéme. L’ expression de la
probabilité (I) peut s’interpréter comme un « coefficient de
détermination » (carré d’un coefficient de corrélation) entre
les deux états ; comme toute probabilité, elle est évidemment
comprise entre 0 et 1 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Outre

P(1p) — [0b)) = (

Zcket » |3y et « bra » (|, produit scalaire « bra(c)ket » <) linéaire &
droite et antilinéaire a gauche.

30n indice parfois la b.o.n. a partir de 0 : 10),11),...,|d — 1) comme
dans le cas d = 2 ou I’état d’un systéme (appelé qubit pour quantum bit) est
de la forme générale a|0) + SI1) (o, 5 € C).
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la symétrie P(lp> — 1¥)) = P(1¥) — 1¢)) (un état peut se
réduire a un autre avec la méme probabilité que cet autre peut
se réduire au premier), cette expression est particulierement
satisfaisante en ce qu’elle implique des propriétés importantes :
* Non nullité : Il est impossible qu’un état soit égal a 0 (1’ori-
gine de I’espace) car cela impliquerait que la probabilité asso-
ciée a une mesure vers un état quelconque est toujours null
* Normalisation et choix de phase : Deux états |¢) propor-

tionnels alp), ot ov # 0, conduisent & la méme expression (I))

: s Tifie - [eSelvd ] ol Kelvd| _ [Celd)]
puisque le o se simplifie : Towl~ = Tal Tiol ol

Comme on ne peut connaitre une information sur l’etat que
par une mesure, |¢) et alp) sont toujours indistinguables et
doivent étre considérés comme le méme étaﬂ Pour o > 0, on
pourra toujours normaliser en considérant 1’état ﬁ au lieu
de |y (mé€me si ce n’est pas obligatoire dans les calculs).
De plus, le coefficient o # 0 peut €tre complexe, ce qui
fait qu’un état ne peut également €tre connu qu’a une phase
prés : on pourra toujours choisir le phase comme on veut
en considérant 1état ¢*’|p) au lieu de |¢) pour un angle @
quelconque.
* Orthogonalité des états correspondant a une mesure : Une
fois la mesure faite et 1’état changé en |1y, reproduire la
méme mesure donnera a nouveau 1’état |¢)) avec une proba-

Clpy [\
bilité P(1¢)y — 1)) = (llw”b” ﬁ/’wl‘l) =1. Par conséquent, cette

mesure ne peut amener a un autre état |1’ qu’avec une proba-

N (K21N? o8 on dédui
bilité nulle : 0=P(l¢py — 1)) = (W) , d’oli on déduit

plp’y = 0 : deux états différents (du point de vue de la
mesure) sont nécessairement orthogonauxﬂ Commeil y a au
maximum d états orthogonaux dans un espace de dimension d,
le nombre de possibilités distinctes lors d’une mesure ne peut
dépasser la dimension du systémeﬂ

* Projection et régle de Born :

12 iy = WXLl 1) te projeté orthogonal de I'état o)

sur la droite Vect (|7 ), on obtient la « régle de Born » :

En notant IIylp) =

Myl

P(lpy — 1)) = o2 )

qui indique que la probabilité est proportionnelle au carré de
la norme du projeté sur [¢)), avec la normalisation adéquate
(pour ) normé on a simplement P(1¢) — (1)) = [T, ]|?).
Plus généralement, pour deux états orthogonaux ¢, [¢'),
la probabilité d’une transition vers [¢)) ou |’y est la somme
des probabilités P(I1¢) — 1)) + P(Ip> — 11b>") qui vaut

Myl Ty el® [y
lel? lell? lel?

3

par le théoreme de Pythagore, ol ILy 4> = ‘Iw <ﬁl<p> +

o
5’ _(leXul | lwx] i
o i) = (i + M) ) n'est autee que e pro

jeté orthogonal de I’état |p) sur le sous-espace Vect (|1, 1))
engendré par les états orthogonaux |y, [1)'>. Sid > 2 ceci
se généralise a plus de deux états orthogonaux. Ainsi, le carré
dans I’expression (T)) est justifié, afin que les probabilités d’évé-
nements disjoints s’ajoutent grace au théoréme de Pythagore.

4C’est la raison pour laquelle on note 0 est non |0y pour I’origine de
I’espace. La notation |0) est parfois utilisée, en revanche, pour désigner un
vecteur de base (cf. note de bas de page ci-dessus).

311 revient au méme d’identifier un état & un « rayon » Vect(l)) de
I’espace H.

6Cette contrainte pourra étre levée lors d’une mesure généralisée d’un
systéme en interaction avec un environnement.

Si on considére en particulier d états orthonormés
l1), 1), ..., l1hg) possibles aprés mesure, la décomposition
d’un état quelconque @) = c11Y1)> + calthe) + - - - + cqlvg)
sur cette b.o.n. donne la regle de Born

_ |ex[? _ el
len]? + ez + -+ eal®  lel?

“

pour la probabilité de transition vers | ) lors de la mesure,
ou Il = [¥pXykl. La somme totale des probabilités vaut
> i Pr = 1 comme il se doitﬂ

3 Evolution d’un systéme isolé

3.1 Théoreme de Wigner

Considérons I’évolution des états possibles d’un systeme isolé
(sans interaction avec un environnement) au fur et 8 mesure du
temps. Au bout d’un certain temps méme tres court, chaque
état possible subit une évolution

EH—H

5
Iy > 1) ©)

(par commodité on notera indifféremment )’ ou |¢')). On
peut toujours normaliser ces états de sorte que ||¢'|| = [|¢||
pour tout |¢> € H, ce qu’on supposera désormais.

On suppose que les propriétés d’une mesure sont station-
naires (pour un appareil de mesure donné), de sorte que la
probabilité P(I¢) — 19)) = P(l¢b) — 1¢y) donnée par (I)) se
conserve lors de I’évolution : P(Ip) — 1)) = P(Ip>" — 14)")
pour tous états |, [¢>. Comme ||¢’|| = ||| et ||| = [|¢],
cela revient a dire que pour tous |y, [¥) € H,

[ <ol | = [ "1y |. (©)
Chaque état de la base computationnelle |k) subit également la
transformation |k) ~— |k’, avec | K'10'y | = | <kI6) | = O

Par conséquent, les |k’) forment également une b.o.n. et si ’on
écrit les coordonnées de ) et [p)’ :

Y =111 4+ 412 + -+ + dyldd’
on a pour tout k les mémes modules :
ekl = [ <klp> | = | K1 | = |ck- ®)

Il reste a examiner les phases de ces coefficients complexes
pour déterminer précisément la nature de 1’évolution |p) +—
l>’. Rappelons qu’on peut toujours fixer I’indétermination sur
Iy’ par une choix de phase approprié, en considérant e’ |p)’
au lieu de |p)’ pour I’angle 6 que 1’on veut.

Théoreme 1 (Wigner) Par des choix de phase appropriés, ou
bien ¢), = cj, pour tout k quelque soit 1@y, ou bien ¢, = ¢,
pour tout k quelque soit 1.

Wigner [7]] n’a fait qu’esquisser la preuve de son théoréme,
et de nombreux travaux 1’ont re-démontré depuis, soit avec
des arguments courts mais incomplets, soit des démonstrations
longues et difficiles [1], soit par de grands détours en utilisant

70n peut ainsi aboutir 2 la notion générale de mesure projective « de von
Neumann » et introduire la notion (relativement secondaire) de résultat de
mesure par la définition d’une observable.



des hypotheses de bijectivité ou de régularité [3[]. La preuve
ci-apres semble nouvelle ; elle se base sur des propriétés géo-
métriques élémentaires des coefficients ¢, € C, vus comme
des points du plan euclidien identifié a C.

Dans toute la suite, |k, |0) (pour k, { entiers) désignent des
vecteurs de la base orthonormée. Commencons par démontrer
quelques cas particuliers ot les ¢ sont réels et ot on aura donc
¢ = Cp = C}.

Exemple 1 Par un choix de phase approprié des états k),
on a pour tout k # 1,
1k — 1)) =1k —11y". )

En effet on sait que (1k) —11))" = clk)’ —dI1)" ot |c|=|d| =1,
et on peut choisir la phase de 1)’ pour que d = 1 et la phase
de |k)’ pour que ¢ = 1. [ |

Exemple 2 En dimension d > 2, si k,{, 1 sont distincts, on a
par un choix de phase approprié

(kY + 10 — 1) =1k + 16" — 11 (10)

En effet, on peut choisir la phase de (1k) 4 [£) — 1))’ pour
que (Iky + 16 — 1)) = clky’ + dIy’ — 1) ou |¢|=]|d|=1.
Appliquons alors la condition (@) & [y = [k) + 1£) — |1) eta
Iy = k) — 11y (voir exemple précédent). Puisque <) = 2
et (Y'l¢’y = ¢+ 1il vient |c + 1| = 2. Mais le seul point
situé dans le plan complexe a I’intersection des deux cercles
d’équations |c| = let|c+ 1| =2estc = 1.

On prouve de méme que d = 1 en considérant |p) =
[£y — |1y alaplace de |k) — [1). [ ]

Exemple 3 (Généralisation de I’exemple 1). Par un choix de
phase approprié pour tout k > ¢,

(1ky —10) = kY — 16", (11)

En effet, si d > 2 on peut supposer £ > 1, on peut choisir
la phase de (1ky — [£)) pour que (1ky — 16)) = k)’ — clt)’
ol |¢|=1. Appliquons (6) & lp> = k) — &) et a |¢p) =
lky + 1£) — |1) (voir exemple précédent). Puisque (1)lp) =0
et (W'lp’> =1—cilvient |1 —¢|=0douc=1. |

De ce dernier exemple élémentaire on déduit :
Corollaire 1 Pour tout |p) — |p)’, on a pour tous k, ¥,
ek — el = |ej, — 4. (12)

Preuve: On peut supposer k > (. Appliquons (6) a [¢) =
k> — 1€y (voir exemple précédent). Puisque <@lp) = ¢ — ¢¢
et ('lp") = ¢}, — ¢ on en déduit (I2). |

Pour la suite, on a besoin d’une petite propriété géométrique
du plan :

Lemme 1 Un point c du plan est entierement déterminé par
la donnée de ses distances |c — ci| a (au moins) 3 points cy,
donnés non alignés. En outre, c est déterminé par la donnée de
ses distances a (au moins) 2 points distincts cy, alignés, a une
réflexion (symétrie axiale) prés par rapport a la droite passant
par ces points.

Preuve: L’ensemble des points a égale distance de deux points
distincts ¢ # ¢’ est la droite médiatrice de ces deux points. 11
n’y a donc indétermination sur ¢ que lorsque les points ¢ sont
alignés, auquel cas c et ¢’ sont symétriques par rapport a cette
médiatrice qui passe par les cy. |

Corollaire 2 Pour tout |p) — ), par un choix de phase
approprié sur |p)', on aura soit c}c = ¢, pour tout k, soit
¢, = ¢ pour tout k.

Preuve: Supposons données toutes les distances entre les d+ 1
points 0, ¢1, ¢a, . . ., cq, A savoir |cx| = |, —0] et | —ce| pour
tous k, ¢, et fixons le premier point non nul, disons ¢; pour
fixer les idées. On applique le lemme précédent aux points
restants ca, . . . , ¢q. Si tous les points sont alignés, les distances
|er — 0] et |cx, — ¢1 | déterminent entierement ces points restants.
Sinon, le premier point ¢ qui n’est pas sur la droite Oc; a
deux positions possibles symétriques par rapport a cette droite.
Tous les autres points sont alors déterminés de maniere unique
par leurs distances a ces trois points non alignés 0, ¢y, cx. En
résumé, tous les points co, . . ., cq seront toujours déterminés,
a une réflexion éventuelle pres par rapport a la droite 0 c;.

S’il n’y a pas de réflexion, puisque |¢j| = |c1| on peut
toujours choisir I’angle de rotation 6 pour que ¢; = ¢;. Alors
(@) et (I2) impliquent ¢}, = ¢, pour tout k par unicité. Si
au contraire il y a réflexion, on choisit au départ I’angle de
rotation 6 pour que ¢} = ¢;. Dans ce cas, les points ¢, réfléchis
deviennent apres cette rotation cj, = cj, pour tout k. |

Pour conclure la preuve du théoreme de Wigner, il reste
a montrer que le méme cas de figure (parmi les deux cas
¢, = Cpou ¢, = cj) vaut pour rous les états |p). Il n’y a
rien a démontrer lorsque les d + 1 points 0, ¢1, ca, . . . , ¢4 sont
alignés, car on peut toujours choisir la phase de sorte que
¢, = ¢ pour tout k ou bien de sorte que ¢, = ¢}, pour tout k.
Sinon, on est dans le cas suivant :

Corollaire 3 Supposons qu’il existe k > ¢ tels que 0, ¢, c¢
soit non alignés. S§)

(1> —ily) = 1k —iley’ (13)
alors c} = c; pour tout j. Si au contraire
(1ky —il0y)" = 1k>" + i1y’ (14)

alors c; = cj pour tout j.

Preuve: Puisque 0, ¢, ¢, ne sont pas alignés, cj et cy sont
non nuls et « = ¢; /¢ € R. Appliquons (6) a ) et [y =
lky — il€y. Alors <tlp) = c + icy et sous ’hypothése
on a deux cas possibles pour (¢'|¢') = ¢ + icg ou ¢ + ic}.
Mais le deuxiéme cas implique |cx + ice| = |cp — ice|, d’ ol
la+i?=]la—i? = Ima+1=1-Ima = a€R,
ce qui contredit le fait que 0, ¢, c, ne sont pas alignés. Le
deuxieme cas est donc impossible et on a c;- = ¢; pour tout j.
De méme sous 1’autre hypothese (14]) c’est le premier cas qui
est impossible, d’oul c;» = ¢ pour tout j. |

Pour finir, les valeurs particulieres de & et £ dans le corollaire
précédent n’importent pas, car on peut toujours trouver un état
tel que 0, ¢, cp ne soient pas alignés pour tous k, £. On a donc
soit pour tous k, £, soit pour tous k, £. Dans le premier
cas c; = ¢; pour tout j quelque soit |¢), et dans le deuxicme
c. = c; pour tout j quelque soit |¢). Ceci termine la preuve

J
du théoreme de Wigner. ]

3.2 Principe d’évolution unitaire

Théoréme 2 Toute évolution (3)) stationnaire et continue dans
le temps d’un systéme quantique isolé correspond a un opéra-
teur unitaire U tel que o)’ = Ulp) pour tout état .




Pour faire apparaitre le temps on pourra noter |pg> = @) a
I’origine des temps et, au bout d’un temps ¢, l¢;)> = |p)'. Le
principe d’évolution unitaire s’écrit alors

lpe> = Utlpod (15)

ou I’opérateur unitaire U; dépend du temps .

Preuve: Le théoreme de Wigner donne deux possibilités : dans
le premier cas, 1’évolution |} — @)’ a pour effet de changer
de b.o.n. (Ik) +— |k)’) en laissant les coefficients inchangés.
Cette transformation est linéaire et préserve le produit sca-
laire : (p'l7)"y = <plb), c’est donc I'action d’un opérateur
unitaire U .

Le deuxieme cas du théoreme de Wigner conjugue en outre
les coefficients sur la base. C’est ’action d’un opérateur anti-
linéaire U qui conjugue le produit scalaire (’|9'y = (pl)*,
qu’on appelle anti-unitaire. Supposons qu’on soit dans le
deuxieme cas pour toute évolution continue d’un systeme dans
le temps et considérons les instants 0, ¢ et £ + 7. On a alors
par stationnarité |y > = Ui r100> = Ulor> = UUr @)
pour tout [p), d’ott Uy, = U,U,.. Mais il est clair que le pro-
duit de deux opérateurs anti-unitaires est a nouveau unitaire,
ce qui contredit cette identité. On est donc nécessairement
dans le premier cas : )’ = Ulp) ot U est unitaire. [ |

3.3 Théoreme de Stone

Théoreme 3 (Stone) I/ existe un opérateur hermitien <) tel

que
U; = exp(—if2t) (16)

Stone [5] et von Neumann [6] ont démontré ce résultat dans un
cadre général hilbertien. La preuve suivante est en comparaison
tres simple.

Preuve: Pour toute évolution d’un systeme quantique donné
dans le temps, considérons les instants 0, ¢ > Oett + 7 > t.
On a alors par stationnarité [, -) = Uitr 190> = Ulpr) =
U:U-lppy pour tout |p), d’ou la propriété de groupe unitaire

Ut+7- = UtUT. (17)

pour tous ¢, 7 > 0. Comme les opérateurs U, sont unitaires et
commutent entre eux : U,U, = U4, = U, Uy, ils sont simul-
tanément diagonalisables dans une b.o.n. [u1), lus), ..., lugq)
avec des valeurs propres x(t) de module |x(t)| = 1:

Ur =Y xk(t)luxXupl. (18)
k

(ou seules les valeurs propres dépendent du temps). La rela-
tion (17) se réécrit sur les valeurs propres :

Xk (t+7) = Xk (t)xx(T) (19)

etil vient en intégran{’|sur 7 € [a, b] :

b b
/ xk(t+7)dr = Xk.(t)/ Xk(T)dr (20)

> s b . .
d’ol en notant ¢ = fa Xx(7) d7 qui est non nul si a < b sont
bien choisis,

1 b+t
Xk(t) = 7/ Xk (u) du. 21
a-+t

De fagon plus précise, on suppose que ¢ —> X (t) est mesurable, donc
intégrable sur un compact car bornée : |xx (¢)| = 1.

Il en résulte que le xx(t) est continue en ¢ puisque X (u) est
intégrable, puis que X (t) est dérivable en ¢ puisque i (u) est
continu. En dérivant on obtient :

) = Xk(b+t) —xr(a+1t) _ xr(b) — xk(a)

PRl . . Xk (t)
(22)
de la forme - xx (t) = —iwy Xk (t) ol wy, est une constante. La

résolution de cette équation différentielle linéaire du premier
ordre donne ,

Xr(t) = a-e "t (23)
ol la constante o vaut o« = xx(0) = 1 puisque Uy = I
(identité), et ol wy, est nécessairement réel puisque les valeurs

propres de U, vérifient |y (t)| = e~ “r!| = elm @kt = 1 pour
tout ¢. Ainsi
U; = Ze‘“’”‘tluquk\ = exp(—i§2t) (24)
k

ol Q = >, wilugXuyl est hermitien car ses valeurs propres
wy, sont réelles. |

Ici les wy, sont des pulsations qui s’expriment en radians, on
peut considérer a la place les fréquences vy, = 27wy, en herz, et
les énergies associées Ey, = hry, = hwy, en joules (ou h est la
constante de Planck et h = 2’—;) qui sont les valeurs propres de
I’Hamiltonien H (qui est ici invariant dans le temps pour une
€volution stationnaire). En redérivant la relation avec
sur les composantes de la b.o.n. |ug >, on obtient % (uglpy) =
L g lUilpey = Le (uglpe) = —iwg Cuglps), d’on
en multipliant par ¢h :

—twit

Corollaire 4 (Equation de Schrédinger)

d
ih— =H 25
7 dt|§0t> |80t> ( )

oi H = hQ est I’hamiltonien du systéme.

4 Conclusion

Ce travail a démontré que 1’équation différentielle de Schrodin-
ger pour un systeme quantique isolé n’est finalement qu’une
conséquence logique de postulats tres simples. La question de
généraliser une telle approche pour des hamiltoniens H (¢) qui
évoluent au cours du temps reste ouverte.
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