Le théoreme d’échantillonnage. .. de Shannon?

Olivier Rioul

Le théoréme d’échantillonnage, souvent appelé théoréme de Shannon, constitue
une des bases du domaine du traitement de I'information. Mais Shannon lui-méme ne
s’en attribue pas le mérite et effectivement, on le retrouve sous une forme ou une autre
dans de nombreux travaux antérieurs. Cet article nous permet de remonter le temps
aux sources de ce théoréme, aussi bien chez les ingénieurs que les mathématiciens.

Le fameux « théoréme d’échantillonnage de Shannon » stipule qu’un signal — une
fonction du temps f(t) — & « bande limitée » peut étre parfaitement reconstruit a partir
de ses « échantillons » f(k) (ou k est entier) par interpolation a ’aide de sinus cardinaux :

F#) = 37 £()sine(t — k)

keZ
La notation sinc désigne ici le sinus cardinal®, défini par :

. sin 7t
sinct = .

Tt

Son graphe est donné ci-dessous.
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FIGURE 1 — Graphe du sinus cardinal, qui s’annule en tout point entier non nul.

1. Voir l'article CultureMath « Cardinal, mais qu’est-ce donc cette diablerie? »,
culturemath.ens.fr/thematiques/superieur/cardinal-mais-qu-est-ce-donc-cette-diablerie.



Le sinus cardinal est une bonne fonction d’interpolation puisque ses propres “échan-
tillons” sont tous nuls sauf? celui en 0 :

- {1 si k=0,
sinck =
0 sinon.

Cette propriété permet de reconstruire le signal par interpolation, comme pour l'illustre
la figure suivante :

FI1GURE 2 — Une reconstruction d’une période d’un cosinus par interpolation a I'aide de
sinus cardinaux. Les différentes courbes en couleur s’ajoutent pour reconstruire la courbe
€en noir.

Dans le théoréme, la condition que la signal f(t) soit « & bande limitée » est essentielle :
Cela signifie ici que sa transformée de Fourier (voir encadré)
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ol z est un parameétre de fréquence, s’annule pour |z| > 1/2. Autrement dit, le support

fréquentiel du signal (les valeurs non nulles de f ) se trouve dans l'intervalle ouvert centré

de longueur 1.

Notations pour la transformée de Fourier

Il existe plusieurs notations voisines mais différentes pour la transformée de Fourier. La
notation courante des mathématiciens est

+oo
fw) = / F(Be" dt
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2. Avec la convention % = 0 qui correspond au passage a la limite quand ¢ — 0. Autrement dit, on

considére que le sinus cardinal prolongé naturellement par continuité en ¢ = 0.



ou w est une fréquence angulaire, aussi appelée pulsation. Il y a quelques variantes : parfois,

on ne met pas le signe moins « — » dans l’exponentielle; parfois aussi, on y inclut une

constante multiplicative \/%7, qui permet d’avoir une formule d’inversion plus symétrique.
On utilise ici une notation différente, courante chez les ingénieurs :

~ +OO .
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ol = 5= est un paramétre de fréquence (exprimée en Herz). Cette notation a I'avantage
non seulement d’utiliser un paramétre « physique » de fréquence, mais aussi de simplifier
beaucoup de formules impliquant la transformée de Fourier en évitant d’écrire certaines
constantes multiplicatives 3.

Dire que ces deux notations sont respectivement celles des « mathématiciens » ou des
« ingénieurs » n’est qu’une convention. Laurent Schwartz, mathématicien réputé qui apporta
beaucoup sur la transformée de Fourier dans sa théorie des distributions, employait la « no-
tation des ingénieurs » ; alors que Claude Shannon, fondateur de la théorie de 'information
qui a eu un impact tres important dans les sciences de 'ingénieur, utilisait la « notation des

mathématiciens ».

Par une simple homothétie (changement de variable t <+ ¢/T') il est facile de donner un
énoncé plus général du théoréme d’échantillonnage : on peut reconstruire parfaitement un
signal f(t) a partir de ses échantillons f(kT') (k entier) a la cadence 1/T par interpolation :

=" FGT) SmZ%T kk =" F(kT) blnc(f — k)
keZ keZ

pourvu que ce signal soit de largeur de bande inférieure a %, c’est-a-dire f (z) = 0 pour
tout |z| > 7. Cette derniére contrainte de bande limitée se comprend intuitivement :
pour qu’on puisse reconstruire la fonction f par interpolation & partir des sinus cardi-
naux oscillant a la fréquence? 54, il ne faut pas que cette fonction puisse osciller plus
rapidement encore !

2T

Une démonstration moderne

Sans doute la démonstration la plus moderne et radicale du théoréme d’échantillonnage
utilise le cadre de la transformée de Fourier des distributions tempérées de Laurent Schwartz.
Elle est basée sur le fait que la distribution ), ., §(t — k), appelée peigne de Dirac, est égale

3. En particulier, pour des fonctions f de carré intégrable (c’est-a-dire d’« énergie » finie), la trans-
formée de Fourier est isométrique ; elle conserve le produit scalaire :

/ ™ f@)i (@) de = / ™ F g @) at.

—o0 —o0

4. En effet, le sinus sin(nt/T) = sin(2m 55 ) oscille & cette fréquence 5.



a sa transformée de Fourier (une fagon moderne d’introduire la formule de Poisson). Ce type
d’approche a été exposé pour la premiére fois, semble-t-il, dans le livre de Philip Mayne
Woodward, Probability and Information Theory with Applications to Radar (Probabilité et
théorie de l'information appliqués au radar) en 1953.

On peut, comme on vient de le voir, supposer 1" = 1. Considérons la suite des échantillons
f(k) (k entier) sous la forme d’un train d’impulsions de Dirac, qui s’écrit comme le produit
multiplicatif du signal par le peigne de Dirac :

D f(k)(t—k) = f(t)- Dot —k).

kEeZ keZ

Si on prend la transformée de Fourier du membre de droite, le produit multiplicatif devient
un produit de convolution des transformées de Fourier :

Fxd d(x—k)=> fla—k)

kEZ kEZ

qui s’écrit comme la périodisation (de période 1) du spectre du signal. Mais grace a la
condition de bande limitée : f(z) = 0 pour |z| > 1/2, les différents motifs spectraux f(z — k)
translatés par des entiers k ont des supports disjoints : il n’y a pas de « recouvrement
spectral » (aliasing en anglais) et donc aucune perte d’information sur le signal, qui est donc
entiérement caractérisé par ses échantillons f(k). Pour le reconstruire, il suffit de « filtrer »
la bande de fréquence du signal, en multipliant en fréquence par une « porte » en fréquence :

M(z) = {1 st |z] < 1/2,

0 sinon,

Cela sélectionne bien le motif spectral f(z — 0) pour k = 0, qui correspond au spectre
« passe-bas » du signal :
fla)=T(x) > fz — k).
kezZ
11 suffit alors d’appliquer une transformée de Fourier inverse pour retrouver le signal f(t)
dans son intégralité. Or, pour la porte II, la formule d’inversion de Fourier donne

1/2 i :
[itaetgn— [ gy 20 s
_1/2 2271’t - / 7t

—
ce qui montre que IT = sinc est la transformée de Fourier du sinus cardinal. Ainsi, en revenant
en temps par transformée de Fourier inverse de ’expression

f(z) =sinc(z) - Y flz— k),
kEZ
le produit multiplicatif devient un produit de convolution, et on trouve
f(t) =sincx > f(k)S(t— k) =Y f(k)sinc(t — k)

keZ kEZ

qui est la formule d’interpolation du théoréme.




1 Claude Shannon, 1949

Claude Elwood Shannon est celui qui a rendu le théoréme d’interpolation universelle-
ment populaire en posant les bases de sa théorie de 'information, dans un article classique
Communication in the Presence of Noise (Communication en présence de bruit) publié
en 1949°.

Voici I’énoncé du théoréme :

THEOREM 1: If a function f(t) contains no frequencies
higher than W cps, it is completely determined by giving
its ordinates ai o series of points spaced 1/2W seconds
apart.

This is a fact which is common knowledge in the com-
munication art.

FIGURE 3 — Le théoréme 1 d’échantillonnage. .. par Shannon (1949). Ici W est la largeur
de bande (band Width an anglais), cps signifie cycle per second ou Herz, et avec nos
notations précédentes W = 1/2T et T'=1/2W.

Démonstration de Shannon

L’esquisse de démonstration par Shannon utilise les séries de Fourier : En effet, toujours
en supposant T' = 1 pour simplifier, le théoréme d’inversion de Fourier montre que le signal
f est reconstruit & partir de sa transformée de Fourier par la formule

+oo ) +1/2 )
f(t) = / flx)e* ™t dx = / f(x)e* ™™ da.
oo —-1/2

Dans la derniére égalité, on a utilisé le fait que f est bande limitée, plus précisément que le
support fréquentiel de f se trouve dans l'intervalle ouvert |— %, %[ centré de longueur 1. Par

conséquent, les échantillons du signal s’écrivent

+1/2 ‘
1) = [ faete
—1/2
qui sont exactement les coefficients de Fourier de la fonction f (z), prolongée par périodicité
de période 1 an dehors de lintervalle |— %, %[ Shannon en déduit que la transformée de
Fourier f de f, et donc f lui-méme, est entiérement déterminée la donnée des échantillons

£(k).
C’est la série de Fourier correspondant a ces coefficients de Fourier qui permet de re-
construire f :
fl)y=2_ f(k)e 2t

keZ

5. La premiére page de cet article mentionne que le manuscrit a été soumis dés 1940, mais comme
Shannon l'indique lui-méme dans une interview en 1984, il s’agit d’une coquille : il a écrit cet article peu
apreés la fin de la guerre.



et donc f lui-méme, par la formule d’inversion de Fourier :

+1/2 ) +1/2
f(t) = / fla)e ™t do =" f(k) / 2R dg =3 " f(k) sinc(t — k)

—1/2 keZ —1/2 kez

Dans la derniére égalité, on a trouvé la formule d’interpolation du sinus cardinal grace au
calcul de l'intégrale

/+1/2 p2ima(t—k) ., — [emm(tik) }H/Q sinm(t — k)

— = - = i t—k .
e il )1~ w =g Snelt—k)

Le théoréme d’échantillonnage, pour Shannon, n’était qu’un moyen de convertir des
signaux a temps continu en signaux a temps discret sans perte d’information, conversion
nécessaire pour développer complétement sa théorie mathématique de la communication.
A cause du succés immense de cette théorie de l'information de Shannon, le théoréme
d’échantillonnage est la plupart du temps connu sous le nom de « théoréme de Shannon ».

Mais comme l'indique la fameuse loi d’éponymie de Stigler, une découverte scienti-
fique ne porte jamais le nom de son auteur, et le théoréme d’échantillonnage ne fait pas
exception ! Shannon ne s’en attribue d’ailleurs pas le mérite et indique que :

« This is a fact which is common knowledge in the communication art ». (Ce
fait est connu dans l'art de la communication.)

En effet, comme on va le voir, la recherche liée a I'industrie du télégraphe et du téléphone
a publié des résultats similaires au 20° siécle.

D’ot1 viens-tu, cardinal ?

Shannon lui-méme n’utilise pas en 1949 la notation sinc ni le nom « sinus cardinal »,
qui sont devenus classiques aujourd’hui. La toute premiére mention de la notation « sinc »
vient de Philip Mayne Woodward déja mentionné ci-dessus, dans un article intitulé Infor-
mation Theory and Inverse Probability in Telecommunication (Théorie de I'information et
probabilité inverse en télécommunications), écrit avec I.L. Davies, publié en 1952.




Sampling analysis rests on a well-known mathematical
theorem! that if a function of time f{¢) contains no frequencies
greater than W, then

[ = fe2W)sincCWe —r)y . . . (24)

where sinc x is an abbreviation for the function (sin mx)fmx.
'1_"his function occurs so often in Fourier analysis and its applica-
tions that it does seem to merit some notation of its own. Its

FIGURE 4 — Le théoréme d’échantillonnage avec la notation sinc par Woodward et
Davies : « sincz est une abréviation pour 2. Cette fonction intervient si souvent
en analyse de Fourier et ses applications qu’elle semble mériter une notation a elle. »

Curieusement, Woodward ne précise nullement la signification du « ¢ » dans la notation
sinc et ne donne aucun nom particulier a cette fonction. On peut seulement supposer qu’il
s’agit de D'initiale de « cardinal » & cause de la référence & Whittaker (voir ci-dessous) qui
utilise la notion de « fonction cardinale » dans ce contexte.

La toute premiére mention du nom « sinus cardinal » que ’on a pu trouver est dans un
article du Colonel Jean (Charles) Lochard, ingénieur polytechnicien en radioélectricité, dans
son éditorial de 1'’Onde Electrique — aujourd’hui la revue de 1'électricité et de 1’électronique
(REE) de la société de I'électricité, de I’électronique et des technologies de I'information et
de la communication (SEE) — intitulé Introduction et application de certains résultats de
Uanalyse a la théorie des signauxr paru en 1962. Dans cet article, Lochard n’écrit aucune
formule (et donc n’emploie pas la notation sinc) mais semble considérer le terme « sinus
cardinal » comme bien connu.

probléme précédent est soluble. On emploie tres
souvent pour représenter les signaux le développe-
ment bien connu en une série de fonctions décalées
dans le temps que certains ont appelé développe-
ment de SHANNON, mais qui était utilisé trente années
au moins avant SHANNON sous le nom de formule
d’interpolation (en Grande-Bretagne : formule d’in-
terpolation de Wurrraker). La fonction fondamen-
tale employée cst la fonction « sinus cardinal »,
qui comme chacun sait est la transformée de Fou-
rIER d’une fonction égale 4 une constante quelcon-
que dans un intervalle fini centré sur l'origine, et
nulle en dehors de cet intervalle. Par conséquent, le

FIGURE 5 — Mention du théoréme d’échantillonnage avec le nom « sinus cardinal » par
Lochard : « la fonction « sinus cardinal » [...] comme chacun sait est la transformée
de Fourier d’une fonction égale & une constante quelconque dans un intervalle fini
centré sur l'origine, et nulle en dehors de cet intervalle. »

Il semble que le premiére mention du « sinus cardinal » avec la notation « sinc » figure
dans l'article de 1964 de Gérard Battail Sur [’emploi des signauz a bande limitée dans la
théorie des communications.




G. BATTAIL [ANNALES DES TELECOMMUNICATIONS

le filtre idéal par un filtre ayant pour réponse
impulsive h(t) la fonction en sinus cardinal tronqué :

(3) h(t) = sinc 2 b (¢t — ) Y(¥),
ou
Sln X
smc X ="
x

et Y(t) est I'échelon-unité de Heaviside.

FI1GURE 6 — Utilisation de la notation « sinc » et du nom sinus cardinal pour désigner
la fonction S22 (et non ST SLL) par Battail. Cette différence est due au fait que Battail

utilise la transformee de Fourler avec la notation « des mathématiciens » f (w) =
ST ft)emitd.

2 Jeffrey Weston, 1949

La méme année 1949, de 'autre coté de I’Atlantique, 'ingénieur britannique Jeffrey
Dennis Weston posa également quelques bases de la théorie de la communication dans
son article A Note on the Theory of Communication (Une note sur la théorie de la com-
munication). Il va beaucoup moins loin que Shannon sur la théorie de la communication
en se bornant a décrire un systéme de transmission idéal comme un filtre passe bas
et en rappelant que la vitesse de transmission est proportionnel & la largeur de bande.
En revanche, il établit mathématiquement le théoréme d’échantillonnage de fagon plus
rigoureuse que Shannon :

consisting of the Paley-Weiner functions, that is, functions of the form ’F
1 " .
—_ F(u)et du,
7)o

where F(u) belongs to H,. H, is itself a Hilbert space, in which the
functions v,(f) defined by

[ sin #(l— when #£7,
v,(t)= % 71(t——7‘
L 1 when t=r
form a normal orthogonal ba.SIS for r=0, 41, 42,.... Iff(t)is a Paley-

Wiener function, it can be expressed in the form

Zf Jui(t)

FIGURE 7 — Le théoréme d’échantillonnage selon Weston.



Démonstration de Weston

Weston considére 1'espace H « de Paley-Wiener 6 » des fonctions de carré intégrable f
dont la transformée de Fourier f est & support borné dans [—1/2,1/2]. C’est un sous-espace
(de Hilbert) de lespace des fonctions de carré intégrable. L’espace des fonctions f admet
évidemment comme base orthonormée la base de Fourier des fonctions e~ (k € 7Z)
définies dans l'intervalle [—1/2,1/2]. Par transformée de Fourier inverse :

+1/2 ) .
/ 2k 20t 40 — sine(t — k)
—1/2

(méme calcul que ci-dessus) qui sont les sinus cardinaux translatés. Par conséquent, le produit
scalaire étant préservé, les fonctions sinc(t — k) constituent une base orthonormée” de H,
avec les mémes coeflicients (de Fourier) :

400 +1/2 A
/ f(t)sinc(t — k) dt = / f(z)e* ™ = f(k)
oo —1/2
qui ne sont autres que les échantillons de f. Ainsi la formule de reconstruction
£ =S F(k)sine(t — k)
kezZ

s’interpréte, au sens de la convergence dans ’espace des fonctions de carré intégrable, comme
la décomposition de f € H sur cette base orthonormée des sinus cardinaux.

La contribution de Weston, contrairement a celle de Shannon, est trés peu connue.
Bien que de formation d’ingénieur, Weston continuera ensuite toute sa carriére en tant
que mathématicien pur en topologie et en analyse fonctionnelle.

3 Isao Someya, 1949

Encore plus loin, au Japon, on connait parfois le théoréme d’échantillonnage sous le
nom de théoréme de Someya : 'ingénieur japonais Isao Someya a en effet publié ce résultat
dans son livre ¥ 2 1, & Hakei Denso (Transmission de forme d’onde) indépendamment
de Shannon, la méme année 1949.

6. Cette dénomination est due au théoréme de Paley-Wiener caractérise les fonctions de H par leur

prolongement analytique de type exponentiel (voir note 9).

7. C’est un résultat établi par la mathématicien britannique Godfrey Harold Hardy en 1941 sur lequel

Weston base son argumentation.
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FIGURE 8 — Le théoréme 14 d’échantillonnage de Someya. On y reconnait la formule
d’échantillonnage (4.14) avec | = 1/T, to = 0 et la forme explicite correspondant du
sinus cardinal en (4.15).

En ces temps difficiles d’aprés guerre (le Japon faisait partie des vaincus) le laboratoire
de télévision de Someya n’avait plus aucun équipement, ses employés étaient réduits a
cultiver des champs de légumes dans la cour du laboratoire pour palier la grave pénurie
de nourriture, ou a se cantonner a des travaux purement théoriques comme celui de
Someya. Il n’y avait aucune publication nationale et les chercheurs japonais n’avaient
pas davantage accés & des revues internationales. Heureusement, le travail de Someya a
pu étre publié sous forme d’un livre juste avant que cette série de publication ne soit
abandonnée faute de papier a cause de U'inflation. Il est difficile de savoir si Someya avait
été influencé par des travaux antérieurs car il ne cite aucune référence. Il semble qu’il
ait abouti au théoréme d’échantillonnage de maniére totalement indépendante, par une
réflexion faite dans un certain isolement sur la nature des signaux “a bande limitée” (sans
définition mathématique précise). Son exposé, basé sur la formule sommatoire de Poisson
(essentiellement équivalente a celle de Shannon) détaille en longueur les points de vue
temporel et fréquentiel.
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4 Dennis Gabor, 1946

Comme exemple de travaux le précédant, Shannon mentionne notamment 'article de
Dennis Gabor : Theory of communication (Théorie de la communication) de 1946, qui
donne une justification graphique du théoréme d’échantillonnage :

The information diagram is shown in Fig. 1.13. The fre-

A7,
V272247
| T v
=F Ik |

9 L]

——

Fig. 1.13.—Information diagram of time-division multiplex-telephony
system.

quency band W is sub-divided in the time direction into rectangles
of a duration 1Jf, i.e. f; rectangles per sec. If these are to
transmit independent data they cannot transmit less than one
datum at a time. But one datum, or logon, at a time is also
the optimum, as otherwise the receivers would have to dis-
criminate between two or more data in the short time of contact,
and distribute them somehow over the long waiting time between
two contacts. Hence, if no information is to be lost, the number
of contacts per second must be equal to the data of N con-
versations each of width w, i.e. f; = 2Nw. This is also Bennett’s
result.

FIGURE 9 — Une justification graphique du théoréme d’échantillonnage... par Gabor.
Le plan temps-fréquence est découpé en “logons”’ (cellules de Heisenberg) de surface
minimale (produit temps-fréquence) T'- W = % pour un grand nombre N d’échantillons

a la fréquence d’échantillonnage fs = %, d’ot une largeur de bande W = Nw = %

5 William Bennett, 1941

Sur la justification par le calcul du théoréme d”échantillonnage, Gabor se contente en
réalité de mentionner l'article de William Ralph Bennett : Time division multiplex sys-
tems (Systémes de multiplexage temporel) de 1941, que Shannon cite également. Gabor,
en effet, déclare :

« Bennett has discussed it very thoroughly by an irreproachable method, but,
as is often the case with results obtained by Fourier analysis, the physical
origin of the results remains somewhat obscure ».
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(Bennett I'a traité de maniére trés approfondie par une méthode irrépro-
chable, mais, comme c’est souvent le cas avec les résultats obtenus par analyse
de Fourier, Iorigine physique des résultats reste quelque peu obscure.)

Voici plus précisément 1’énoncé de Bennett : le théoréme d’échantillonnage est démon-
tré « en régime permanent » (pour des signaux sinusoidaux ou périodiques présentant
des spectres de raies) :

The received wave thus consists of a doubly infinite set of side frequencies
involving harmonics of g. It is, however, possible to set up conditions
under which the original signal may be selected and the frequencies involving
the switching rate may be suppressed by filtering. If » = 0, such separation
is possible provided

w?'<Q/2: (11)

for it then follows that a low-pass filter with cutoff frequency at ¢/2 will
not pass any of the components with frequencies dependent on g. The
condition (11) follows from the fact that the lowest frequency of (10)
dependent on ¢ is ¢ — w;, and hence we must make ¢ — w; > w; in order to
separate w; from ¢ — w;. In other words the sidebands on adjacent har-
monics must not overlap.

F1GURE 10 — Le théoréme d’échantillonnage. .. par Bennett pour un signal périodique
de fréquence fondamentale ¢ autour de la fréquence nulle v = 0. La condition de non

recouvrement spectral revient & une largeur de bande w < ¢/2 = %

6 Hebert Raabe, 1939

L’article de Bennett de 1941 cite & son tour la thése allemande de Hebert Raabe
de 1939, Untersuchungen an der wechselzeitigen Mehrfachiibertragung (Multiplexibertra-
gung) (Recherches sur la transmission multiple alternée (transmission multiplex)) qui ex-
pose en détail le théoréme d’échantillonnage et son application pratique, pour les signaux
passe-bas et passe-bande. Son argument est basé sur 'analyse de Fourier du produit du
signal par une onde carrée modulante. De ce fait, la fonction interpolante n’est pas exac-
tement le sinus cardinal, et le signal passe-bas échantillonné a une bande de fréquence de
largeur 1légérement supérieure a % Ce type de considération est nécessaire pour mettre
en oeuvre ’échantillonnage d’un signal en pratique.

12



F" '

h fa ' V‘V’V’
: ’~\

i |

a
| 1!
MLLJ'UUUUW ot s e bt s s b s o

FIGURE 11 — Oscillogrammes des signaux obtenus par Raabe pour justifier le théoréme
d’échantillonnage. A gauche : une sinusoide et le résultat de sa multiplication par une
onde carrée de fréquence six fois plus élevée (pas de recouvrement spectral) A droite :
une sinusoide de fréquence plus élevée dont le résultat d’échantillonnage est similaire au
cas de gauche : il y a eu recouvrement spectral.

La thése de Raabe, bien que citée par Bennett, est resté méconnue et n’a été redé-
couverte que dans les années 1980-2000 grace au travail historique de Hans Dieter Liike.
Raabe y résume ses travaux en écrivant :

Fiir die dargestellten Ubertragungsbedingungen wird die Abtastfrequenz durch
den Bereich der Signalfrequenzen bestimmt. Hélt man diese unter der Hélfte
der Abtastfrequenz, so bleiben alle Rauschfrequenzen oberhalb dieser Grenze
und kénnen durch einen Tiefpassfilter vom Empfianger ferngehalten werden.
Die Ubertragung eines Signals kann also véllig verzerrungsfrei sein, wenn die
Abtastfrequenz das Doppelte der héchsten Signalfrequenz betragt. Die obere
Begrenzung der Signalfrequenzen ist also eine wesentliche Bedingung fiir die
verzerrungsfreie Ubertragbarkeit im Zeitmultiplexverfahren.

(Pour les conditions de transmission présentées, la fréquence d’échantillon-
nage est déterminée par la plage des fréquences de signal. Si I’on maintient
celle-ci en dessous de la moitié de la fréquence d’échantillonnage, toutes les fré-
quences de bruit restent au-dessus de cette limite et peuvent étre maintenues
a Iécart du récepteur par un filtre passe-bas. La transmission d’un signal peut
donc étre totalement exempte de distorsion si la fréquence d’échantillonnage
est le double de la fréquence de signal la plus élevée. La limite supérieure des
fréquences de signal est donc une condition essentielle pour la transmissibilité
sans distorsion en multiplexage temporel.)

7 Vladimir Kotel’nikov, 1933

Coté russe, l'ingénieur Vladimir Aleksandrovich Kotel’'nikov a publié une démons-
tration compléte du théoréme d’échantillonnage en 1933 dans son article O nponyckuoit
criocobrocTH ‘adupa’ ¥ NPOBOJIOKK B steKTpocBsa3u (Sur la capacité de transmission de
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« I’éther » et du fil dans les électro-communications). Cette publication était destinée a
une conférence (premiére conference de I’'Union soviétique sur les questions de communi-
cation & Moscou) qui n’a finalement pas eu lieu. Le journal Quexrpuuectso (Electricité)
I’a ensuite rejeté en 1936. A cela s’ajoute que dans les années suivantes, les travaux russes
étaient quasiment inaccessibles en Occident. Le travail fondateur de Kotel’nikov est donc
resté ignoré en dehors du bloc de I’Est, et n’a été redécouvert internationalement que bien
aprés I'article de Shannon : Mentionné par Andrei Kolmogorov® dans un article publié
aux USA en 1956, le papier original de Kotel’'nikov n’a été traduit pour la premiére fois
qu’en 2001.
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FIGURE 12 — Page de titre de l'article de Kotel'nikov

Kotel’nikov est apparemment le premier, dans le domaine des télécommunications, a
formuler précisément le théoréme d’échantillonnage (bien qu’avec une preuve peu rigou-
reuse mathématiquement). Voici son énoncé, traduit en frangais (avec f1 = W, % =T):

Théoréeme I — Toute fonction F(t) comprenant des fréquences de 0 a f; cycles par
seconde peut étre représentée par la série :

I sinw(t - %)

F(t) = ZDkt_—L (1)

—o0 2f1

8. Concernant la vie et 'ceuvre de cet extraordinaire mathématicien, voir l'article https://
culturemath.ens.fr/thematiques/biographie/la-vie-et-1-oeuvre-de-kolmogorov.
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ol k est un entier, wy = 271, et Dy, sont des constantes qui dépendent de F(t).
Réciproquement, toute fonction F'(t) représentée par la série (1) ne comporte que des
fréquences de 0 & fi.
Théoréme II — Toute fonction F(t) comprenant des fréquences de 0 & f; peut étre trans-
mise continiment, avec une précision arbitraire, au moyen de nombres émis & des intervalles
de 5i- secondes.

2f1
En effet, en mesurant la valeur de F(¢t) aux temps t = 2Lf1’ ol n est entier, on obtient

n
2f1

Tous les termes de la série (1) s’annulent pour cette valeur de t, sauf le terme avec k = n,
qui est égal & Dy,w;. Ainsi, aprés chaque i seconde, nous pouvons déterminer le prochain

F( )Zanl.

Dj.. En transmettant ces Dy successivement aprés chaque i seconde, nous pouvons, selon
Pégalité (1), récupérer F'(t) a partir d’eux, terme par terme avec n'importe quelle précision.

On voit que Kotel'nikov mentionne aussi une réciproque du théoréme d’échantillon-
nage : non seulement un signal & bande limitée vérifie la formule d’interpolation par les
sinus cardinaux, mais réciproquement, une telle formule définit un signal qui est & bande
limitée.

8 Harry Nyquist, 1928

Shannon, a propos du théoréme d’échantillonnage, cite également un article célébre de
1928, Certain topics in telegraph transmission theory (Quelques aspects de la théorie de
la, transmission télégraphique) de 'ingénieur suédo-américain Harry Nyquist. Ce dernier
travaillait, comme Shannon, aux laboratoires Bell, et I’a beaucoup influencé. Parce que
I’article de Nyquist est le plus ancien cité par Shannon & propos du théoréme d’échan-
tillonnage, ce théoréme est souvent appelé « théoréme de Nyquist » ou « théoréeme de
Nyquist-Shannon ». Mais c’est sans doute une erreur historique.

En effet, nulle part dans son article, Nyquist ne considére le probléme de 1’échan-
tillonnage. Il s’agit plutét du probléme de la transmission « sans distorsion » de symboles
(télégraphiques) émis toutes les T' secondes sur un canal de bande limitée W. Il donne
un critére fréquentiel (connu aujourd’hui sous le nom de condition de Nyquist) pour
supprimer les interférences entre symboles (ce qu'il appelle distorsions) : la forme idéale
du spectre du signal télégraphique doit satisfaire & une certaine condition de symétrie
comme illustrée sur la figure suivante :
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Here the criterion for distortionless transmission is that the height of the
middle of each signal element should be undistorted

a and c represent real shape factors which produce a non-distorting
wave,—b and d shape factors which may be added without producing
distortion, the former representing a real and the latter an imaginary value

FI1GURE 13 — Figure de 'article de Nyquist donnant les « formes idéales » fréquentielles
satisfaisant a la « condition de Nyquist » de transmission sans distortion (sans interférence
entre symboles) sur un canal a bande limitée. Ici la fréquence est w/2m et s = 1/2T est
la cadence d’émission des symboles complexes (un symbole complexe = deux symboles
réels).

Il montre en particulier que la largeur de bande du canal ne doit étre pas étre inférieure
a % (appelée « fréquence de Nyquist » ) pour que cela soit possible. Il y a donc une certain
similarité mathématique avec le théoréme d’échantillonnage ot 'on a la relation W = %
qui relie bande du signal échantillonné et cadence d’échantillonnage, ce qui explique
la confusion. Mais on voit bien que ces deux problémes (transmission sans interférence
et échantillonnage) sont conceptuellement trés différents. Ainsi, bien que ce travail de
Nyquist est d’une importance fondamentale en transmission numérique, il n’est sans

doute pas trés loisible d’associer son nom au théoréme d’échantillonnage.

9 Karl Kiipfmiiller, 1924

Un autre ingénieur contemporain de Nyquist est parfois mentionné comme un des
premiers contributeurs du théoréme d’échantillonnage : I'allemand Karl Kiipfmiiller (un
des professeurs de Hebert Raabe a Berlin) qui a publié Uber Einschwingvorginge in
Wellenfiltern (Sur les phénomeénes d’oscillations propres dans les filtres d’ondes) en 1924,
et d’autres travaux similaires en 1928 et 1931.
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Fig. 23. Inverkan av begrinsning av {rekvensomridet.

FIGURE 14 - Figure intitulée « Impact de la contrainte du domaine des fréquences » de
I'article de Karl Kiipfmiiller de 1931 écrit en suédois, Utjamningsférlopp inom Telegraf-
och Telefontekniken (Oscillations propres (transitoires) dans la technologie du télégraphe
et du téléphone). Le temps de mise en vibration est 7' = 7 et la largeur de bande est
W = fo, d’ott pour le filtre idéal de réponse indicielle donnée dans la figure (dont la
réponse impulsionnelle est le sinus cardinal) la relation 7' = ﬁ

Mais la encore, il ne semble y avoir aucun lien direct avec le probléme de 1’échantillon-
nage. Kiipfmiiller étudie les phénoménes transitoires d’oscillations propres de filtres, en
particulier le filtre passe-bas idéal dont les réponse impulsionnelle est le sinus cardinal.
Il admet que le temps de mise en vibration totale de régime permanent de ce filtre est

donné par la formule T = % ou W est la sélectivité du filtre, et k est une constante qu’il

affirme étre au moins égal & 3 (égalité atteinte dans le cas du filtre idéal). 11 conclut :
« Nous ne pourrons donc jamais descendre en dessous de cette valeur k = %, quelle que
soit I’évolution de la technologie ».

Le relation générale T' < ﬁ ou W < %, ressemble 1a encore & la conclusion du
théoréme d’échantillonnage, bien que le probléme étudié soit de nature trés différente.

—_—> 0 ——

Ainsi, Shannon, en 1949, avait bien raison de préciser que le théoréme d’échantillon-
nage était un fait (plus ou moins bien) connu dans 'art de la communication. Mais
Shannon mentionne aussi que le théoréme d’échantillonnage était déja compris comme
un théoréme d’interpolation par les mathématiciens, avant méme son utilisation pour les
télécommunications!
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10 Kinnosuke Ogura, 1920

Il est aujourd’hui & peu prés certain que c’est le mathématicien japonais Kinnosuke
Ogura a exposé en 1920 la premiére démonstration mathématique rigoureuse du théoréme
d’échantillonnage, dans son article On a certain transcendental integral function in the
theory of interpolation (Sur une certaine fonction entiére transcendante dans la théorie
de l'interpolation).

The notion of cardinal functions is of fundamental importance in the
theory of interpolation from the reason that:
I. Tt can be constructed analytically in a simple manner when the
values :
f(O), f(+1): f(=1), f(+2): f(""2), """
are given : in fact,

_sinms v, 1w fO) (1.
f(z)'—TZ‘( 1)’;‘:—;( )s

Yo ~w0

FIGURE 15 — Le théoréme d’échantillonnage. . .par Ogura pour une fonction entiére f(z)

de la variable complexe z. Si on pose z = t réel, alors (—1)FSRZz — (_1)ksizl —
w = sinc(t — k) de sorte que sa formule se réécrit bien sous la forme usuelle

J(t) = S22 o F(k) sine(t — ).

Ogura considére que f est une fonction entiére de la variable complexe z, de type
exponentiel < 7, c’est-a-dire telle que pour tout z € C,

f(2)] < e el

pour des constantes ¢ > 0 et ¢ < m. Il énonce alors que f peut étre reconstruite “analy-
tiquement” & partir de ses échantillons f(k) par la formule

fla) = T2 S LB

z—k
kez

A premiére vue, le lien avec le théoréme d’échantillonnage classique n’est pas clair, en
particulier en ce qui concerne la condition de bande limitée en fréquence. Mais I’hypothése
que f est une fonction entiére de type exponentiel est effectivement naturelle lorsque f
est un signal a bande limitée contenue dans l'intervalle |— %, %[, car f(z) peut étre alors

représentée par l'intégrale de Fourier

+1/2 . )
f6) = [ fwe e

~1/2

qui implique une inégalité du type |f(2)| < ¢ e™™ %l (1a condition d’Ogura est a peine plus
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restrictive ?). Ogura, dans un autre article publié¢ la méme année 1920, démontre d’ailleurs
la réciprogue du théoréme d’ echantillonnage en montrant qu’une fonction donnée par la

i k
formule =27= %7, (1)~ f( )
4 bande limitée. Quant & Cette formule, elle se réécrit bien pour z =t réel sous la forme
classique :

f(t)zzsir;ﬂt( k Zf sm7r Zf ) sinc(t — k).

kEZ keZ

Ogura ne semble pas réaliser I'importance de son résultat; il n’en donne méme pas
vraiment de démonstration en ’attribuant entiérement & Whittaker, ce qui, comme on va
le voir ci-dessous, est contestable. Il se contente de dire qu’une preuve simple et rigoureuse
utilise le théoréme des résidus a une fonction du type f(2)5 -~ comme décrit dans un
manuel d’Ernst Lindelof sur le calcul des résidus, sans donner plus de détails.

Bien qu’Ogura était un mathématicien reconnu en France (il rencontre Emile Borel
a Paris et est invité a la conférence internationale des mathématiciens a Strasbourg en
1920), son ceuvre est restée assez ignorée en dehors du Japon ou il était surtout connu
comme historien et pédagogue. Pour toutes ces raisons, la contribution d’Ogura est restée
confidentielle jusqu’a ce qu’elle soit mise en lumiére par le travail historique de Paul Leo
Butzer et Rudolf Leonhard Stens dans les années 1990.

Démontrons le résultat d’Ogura en appliquant le théoréme des résidus, appliqué

a la fonction {(z) S
—Z sin7nwz

M T dz:ZRés(f(z) T )

2im Jot—zsinmz t—zsinmz

ol la somme porte sur les poles situés a l'intérieur du cercle C centré a 'origine

contenant x € C et des entiers 0, 1, £2, ... aussi grands que 'on veut. Le résidu de

T ~ 1 aupéle z=0est =1 et puisque sinm(z—k) = (—1)Fsinnz, celui en z = k

sin 7z

entier est égal a (—1)*. Enfin le résidu de % en z =t vaut —f(¢). On obtient ainsi

1 f(z T
— = — f(t
20 J)z= Rsmﬂ'zt—z “% g )sinmf

oil R est le rayon du cercle. On trouve facilement que |sin7z| > ¢ - ™™l et | f(2)| <
c e/ 2 Pintégrande est donc uniformément borné et tend vers zéro lorsque |z| =
R — +00. Par convergence dominée 'intégrale tend vers zéro, d’ou la formule voulue.

9. Le théoréme de Paley-Wiener, qui établit que toute fonction de carré sommable et de transformée
de Fourier nulle hors d’un intervalle fini est une fonction entiére de type exponentiel ne sera présenté
qu’en 1934.
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11 Edmund Whittaker, 1915

Shannon, mais aussi Watson, en 1949, font le lien entre les approches des ingénieurs
et des mathématiciens, en citant John Macnaghten Whittaker et son livre Interpolatory
Function Theory (Théorie des fonctions interpolatoires) de 1935 comme origine mathéma-
tique du théoréme d’échantillonnage. En réalité, ce livre ne fait que reprendre des travaux
antérieurs, et c’est bien Edmund Taylor Whittaker (le pére de John Macnaghten) qui en
1915, dans son article On the functions which are represented by the expansions of the
interpolation theory (Sur les fonctions qui sont représentées par les formules de la théorie
de l'interpolation), a donné I'essentiel du théoréme. De ce fait, 'article de 1915 de Whit-
taker pére est rapidement devenu la référence mathématique citée dans la littérature des
ingénieurs des années 1950, et le théoréme d’échantillonnage est parfois connu sous le
nom de « théoreme de Whittaker » ou « théoreme de Whittaker-Shannon » en référence
a Whittaker pére.

Hence we infer that the expression

- fla+7rw)sin %(oc -a—rw)

Py - (3)
E(w - a—rw)
or
% sin %(x - a)rgw%——i—;zw) . . . . (4)

represents a function which is cotabular with the given function f(x), but
which has no periodic constituents of period less tham 2w.

FIGURE 16 — Le théoréme d’échantillonnage (ou plutdt d’interpolation) par Whittaker
pére. Ici w = T est 'intervalle séparant deux “échantillons” consécutifs, et la fonction
f résultant de l'interpolation avec des sinus cardinaux (appelée fonction cardinale par
Whittaker) « n’a pas de composantes périodiques inférieures a 2w = 27 », c’est-a-dire
de fréquences supérieures a %

A premiére vue, I'article de Whittaker contient I'intégralité de théoréme d’échantillon-
nage : sa « fonction cardinale » ), ., f(k)sinc(t —k) permet d’interpoler les f(k) par une
fonction & bande limitée. C’est la premiére fois que la notion de limitation fréquentielle
est étudiée dans ce cadre.

A y voir de plus prés cependant, Whittaker ne démontre pas le théoréme d’échantillon-
nage. Il n’énonce d’ailleurs aucun théoréme et se contente d’indiquer quelques intentions
parfois assez vagues. En réalité, il s'intéresse plutdt au probléme (dual) de Iinterpolation
des valeurs f(k) par une fonction f(t) dont la solution n’est en général pas unique. Il
cherche initialement une solution compatible avec une interpolation polynomiale (nous y
reviendrons) puis effectue diverses transformations sur les solutions f(t) pour arriver a
sa solution « cardinale » dont il montre qu’elle est analytique et n’admet aucune compo-
sante de période inférieure au double de la période des f(k) (par une analyse d’intégrale
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de Fourier particuliére). Whittaker ne mentionne aucun travail antérieur sur le sujet.

12 Charles-Jean de La Vallée Poussin, 1908

L’idée d’interpolation a l’aide de sinus cardinaux était déja présent dans un article
de 1908 de Charles-Jean de La Vallée Poussin, Sur la convergence des formules d’inter-
polation entre ordonnées équidistantes. Il utilise bien la « formule d’interpolation fonda-
mentale » qui est celle du théoréme d’échantillonnage :

Z f(ET) sinc(% — k)

kEZ

mais pour une fonction f(t) & durée limitée, dont le support est dans un intervalle (a, b).
Il en résulte la formule d’interpolation n’est qu’approximative et de La Vallée Poussin
établit les conditions pour que qu’elle converge vers f lorsque T" — 0. Bien qu’aucun lien
avec la transformée de Fourier de f n’est établi, on peut en déduire une borne sur l’erreur
de repliement de spectre dans le théoréme d’échantillonnage due au fait que le signal est
a durée limitée (et non & bande limitée).

14. Définitdon de F(z). — On peut écrire immé-
diatement une formule d’interpolation trés simple de
f(x) dans U'inlervalle (a, b); c’est la suivante:
sin mx (o

2(__ 1)/, /( L) .

a :I:—ak

F(x) =

m

FIGURE 17 — L’interpolation de La Vallée Poussin, ot ay = %”, correspond & la formule
d’interpolation du théoréme d’échantillonnage pour m = « /T, ot la somme n’est prise
que pour les valeurs de oy comprises entre deux extrémités a et b. Si la dérivée de f est
& variation bornée, de La Vallée Poussin établit que cette formule tend vers f avec une
rapidité de convergence en % lorsque m — +o0.

Comment de La Vallée Poussin est arrivé a cette formule d’interpolation avec les sinus
cardinaux sans passer par les propriétés fréquentielles de f 7 Dans son article, aprés avoir
exposé certains défauts de la formule d’interpolation polynomiale de Lagrange, Il explique
que « Cette formule n’est pas aussi éloignée de celle de Lagrange qu’elle pourrait le paraitre
a premiere vue : elle en est seulement un cas-limite. En effet, que I'on détermine, par
la formule de Lagrange, le polynéme qui prend des valeurs domnées pour des valeurs
données de x en progression arithmétique depuis a jusque b, et qui s’annule pour toutes
les autres valeurs de x appartenant a la méme progression et comprises entre —N et +N ;
ce polyndme a pour limite une fonction entiére quand N tend vers I'infini; cette limite
est notre formule d’interpolation fondamentale. »
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Détaillons en le poursuivant le raisonnement de La Vallée Poussin : le polyndéme
d’interpolation de Lagrange aux points entiers —N,—N +1,...,N — 1, N est de la

forme :
N

> Fk)Li(1)

k=—N

ou Ly est le polynéme de degré 2N s’annulant en tous ces points —N,..., N sauf
en k ou il prend la valeur Li(k) = 1. En particulier pour k =0 :

:1;[ (14— ljjl—

Faisons N — +o00. Le polynéme Lg(t) devient un produit infini :

2

||z2

I L(t)—ﬁo(l t2)_sin7rt_. .
i Lol = JJ (1 =) = =57 =sine

égal au sinus cardinal par la formule d’Euler des compléments de la fonction I
Puisqu’on interpole & la limite sur tous les entiers, dont I’ensemble est stable par
translation, les autres polyndémes limites sont simplement les versions translatées
lim Ly (t) = lim Lo(t — k) = sinc(t — k), d’ou on retrouve la formule d’interpolation
du théoréme d’échantillonnage :

]\;Enoo Z f(k)Ly(t Zf ) sinc(t — k).

keZ

13 Emile Borel, 1897

Dans sa note Sur Uinterpolation de 1897, Emile Borel énonce une version étonnam-
ment précise du théoréme d’échantillonnage : il suppose que la transformée de Fourier
f(z) est a support dans | — &, 1[ et vérifie les « conditions de Dirichlet » (typiquement de

272
classe C! par morceaux) et affirme alors que f(t) est « connue sans ambiguité » par ses
valeurs en t = 0,+1,42,..., autrement dit, entiérement déterminée par ses échantillons

f(k) pour tout k entier!
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» Je vais indiquer bri¢vement, en choisissant, pour fixer les idées, ce

dernier exemple, la relation qu’il y a entre ces remarques et les propriétés
des fonctions entiéres. Posons : '

/@)= [ e(@)e de,

et supposons que la fonction g(«) satisfasse aux conditions de Dirichlet.
b 1 A
Dés lors, si Pon connait les valeurs de S(z) pour z=o0, %1, %2, ..., la

fopction ¢() est déterminée et par suite la fonction entiere £(z) est
connue sans ambiguite.

FIGURE 18 — Le théoréme d’échantillonnage. . .par Borel, qui utilise la notation des ma-
thématiciens pour la transformée de Fourier, ici sous la forme de sa formule d’inversion :
o(z) est la transformée de Fourier de f(z), considérée comme une fonction entiére de la
variable complexe z.

Pour Borel, cette petite remarque anodine semble aller de soi dans le cadre de la
théorie des séries de Fourier, et son raisonnement correspond exactement & celui que
détaillera Shannon en 1949. Mais il ne donne pas la formule d’interpolation permettant
de reconstruire f & partir de ses valeurs en les entiers, alors que son article est précisément
consacré a l'interpolation. Pourtant, la formule générale qu’il donne au début de son
article, ce qu’il appelle la « formule d’interpolation de Lagrange » :

R N C)
f( ) %f( k)(Z—ak)¢/(ak)

permet de trouver f(z) pour tout z € C par interpolation & partir de ses valeurs en un
nombre infini de points a; € C en choisissant judicieusement une fonction entiére ¢(z)
qui s’annule en ces points. Il annonce qu’il « espére revenir prochainement sur ce sujet
dans un Mémoire plus étendu » et c’est ce qu’il fait deux ans plus tard en 1899 dans son
Mémorre sur les séries divergentes, oul il donne bien en illustration pour a; = k la série

des sinus cardinaux . )
sinz k
=— -1 k
) = 2 3 T

et des conditions de sa convergence, sans mentionner cependant la contrainte de bande
limitée en fréquence. On est donc la encore dans un contexte d’interpolation qui ne
correspond pas au probléme de la reconstruction aprés échantillonnage. Ainsi Borel est
passé tout prés du théoréme d’échantillonnage, sans vraiment ’expliciter tout a fait!

14 Augustin-Louis Cauchy, 1826

On peut dire qu’Augustin-Louis Cauchy a donné dés 1826, dans son exercice de
mathématiques intitulé Sur diverses relations qui existent entre les résidus des fonctions
et les intégrales définies, une méthode générale qui contient le théoréme d’échantillonnage
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comme cas particulier. Il expose en effet plusieurs exemples de sa méthode des résidus
ol une certaine fonction d’une variable complexe est décomposée de la fagon suivante :

() = ZRés(fEZi%

la somme des résidus portant sur les poles de ¢. Comme le fera plus tard Ogura en
1920, le théoréme d’échantillonnage sur f en résulte en appliquant cette méthode a
¢(z) = f(z)/sinmz. Mais Cauchy ne I'identifie pas explicitement. Il donne cependant les
deux formules d’interpolation pour les fonctions sinusoidales cos at et sinat (o |a| < 7),
qu’il redonnera d’ailleurs dans deux autres articles 'année suivante.

On trouvera de méme, en supposant @ < =,

(63) cosaxr . cosas — 1 arfeosa  cosza cos3a
sitre © (d'—;)((siun:))‘_n,v T \1—0?  fj—at (‘)_._J-'l—"' :
(64) sinaz _ sinas _2(sina  asinza  3sinlde
sinme O (v—3)((sinrs))” m\t—a?  J—at " g—.a? )

FIGURE 19 — Le théoréme d’« échantillonnage ». . . par Cauchy pour les fonctions cos at et
sin at. On peut facilement les réécrire sous la forme classique cosat = ;. cos at sinc(t —
k) et sinat = ), ., sinatsinc(t — k).

En combinant ces deux formules on obtiendrait e/ = 3", _; "* sinc(t — k) pour tout
la| < 7, d’out on pourrait, en multipliant par la transformée de Fourier de f en a et en
intégrant sur a € (—m, +), en déduire le théoréme d’échantillonnage pour toute fonction
f a bande limitée!

Cauchy est un peu plus explicite en 1827 ou il revient sur sa Méthode pour développer
des fonctions d’une ou plusieurs variables en séries composées de fonctions de méme
espéce, ces derniéres « fonctions de méme espéce » renfermant une variable qui prend des
valeurs « respectivement égales aux diverses racines d’une équation transcendante », ce
qu’on pourrait interpréter comme des échantillons de la fonction en question. La formule
des résidus utilisée par Cauchy prend ici la forme

1= ones( 2D

la somme des résidus porte sur les zéros de F. Il mentionne le cas F(z) = sinaz (ce
qui donnerait le théoréme d’échantillonnage), mais la encore revient sur les mémes for-
mules particuliéres pour les fonction sinus et cosinus sans donner le cas général. Ce qu’il
I'intéresse est plutot de multiplier les exemples de formules particuliéres. Il exploite no-
tamment d’autres exemples de fonctions F'(z) qui correspondent & des échantillonnages
irréguliers, ou les instants d’échantillonnage ne sont pas en progression arithmétique.
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15 Leonhard Euler, 1783

Cauchy redonne encore les formules d’échantillonnage pour les fonctions cosinus et
sinus dans son Usage du calcul des résidus pour la sommation ou la transformation des
séries dont le terme général est une fonction paire du nombre qui représente le rang de
ce terme de 1827, en les attribuant cette fois-ci & Leonhard Euler :

« Les formules [.. .| coincident avec deux équations données par Euler, dans
le tome II des opuscules analytiques »

Effectivement, dans le 32¢ paragraphe son article intitulé Investigatio valoris integralis

™ ldg . _ _ . . ye 4z
T 20F cos 0122k @ termino x = 0 ad x = oo extensi (Recherche sur la valeur de I'intégrale
-1 . . 2
f0+oo m) on y trouve bien ces formules, en relation avec des développements en
série représentant I'intégrale étudiée. Mais cependant, rien qui s’apparente au théoréme

d’échantillonnage.

§. 32. Ponendo m —% —n etiam feries moftra ge-
minata pulchriorem accipiet faciem; habebitur enim

Jinow __ Jin.27m fin.zn __ fin.em .
kR—n -u+3h-u 4k-n+ etec.

. fin.an in.3y __ Jin. 40 .
R~ L

[ 3k +4-n slk4n

7 {in 20 - o .
cuius ergo fumma erit m Tum vero fi hae geminae
* Tk

{eries in vnam contrahantur et virinque per 2 k diuidatur,
obtinebitur fequens fummatio memoratu digna:
z fin2? finy 2fin27y 3fin. 3 4fin. 479

- - 2 — 4 etc
2kkfin"T~ kk-nn skk-nn  okk-nn 16 kk-nn

§. 33. Quod fi haec poftrema feries differentietur,
fumendo folum angulum % variabilem, ob

“d. fin, o= "—:—" cofl ®* habebimus

mncolZ? cofly gcofzy ocofzy 16cof4y _
240 = P~ g Ehn ™ shh-mn~ T6RA T O

FIGURE 20 — La formule d’interpolation du théoréme d’« échantillonnage ». .. par Euler
pour les fonctions de cosinus et sinus, des « sommations dignes de mémoire » selon ’au-
teur.

Certains auteurs remontent également a Joseph-Louis Lagrange et son cours de 1795 &
I’'Ecole normale de 'an III (qui n’était pas encore 'ENS), intitulé Sur l'usage des courbes
dans la solution des Problémes, ot il expose sa formule d’interpolation polynomiale (uni-
quement avec un nombre fini de termes) qui permettrait par un passage a la limite de re-
trouver le théoréme d’échantillonnage. On trouve également une démonstration compléte
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de cette formule d’interpolation polynomiale par Edward Waring : Problems concerning
Interpolations dés 1779. On est cependant 1a trés loin de 'idée du théoréme d’échantillon-
nage. D’autres auteurs ont également faussement attribué le théoréme d’échantillonnage
a Cauchy dans un article de 1841, a Poisson (& cause de sa formule sommatoire 7), ou a
Hadamard (dans un article proche de celui de Borel).

—_—> 0 ————

En résumé de tout cela, si 'on voulait étre précis en mentionnant tous les inven-
teurs possibles, le théoréme d’échantillonnage ne devrait pas étre appelé « théoréme de
Shannon » mais plutot

théoréme de Euler-Cauchy-Borel-de La Vallée Poussin-Whittaker-Ogura-Kiipfmiiller-
Nyquist-Kotel’nikov-Raabe-Bennett-Gabor-Someya- Weston-Shannon !

Plus sérieusement, ’attribution de ce théoréme suscite débat. Pour ce qui concerne les
noms les plus cités :

— l’appeler « théoréme de Nyquist » est sans doute une erreur historique car celui-ci
n’a pas réellement considéré la problématique de I’échantillonnage, mais plutot de
la transmission de symboles sans interférences ;

— l’appeler « théoréme de Shannon » est justifié dans une certain mesure seulement,
car si son article a contribué a populariser ce résultat dans le domaine de 'ingénie-
rie, Shannon lui-méme ne s’en attribue pas le mérite. L’héritage de Shannon réside
plutét dans ses théorémes de codage en théorie de I'information, qui sont au moins
aussi importants en ce qu’ils ont permis I’avénement du monde du numérique.

Si, en revanche, on veut insister sur les premiers découvreurs du théoréme en étant le
plus juste possible, ce travail tend & montrer qu’il faudrait surtout citer Kotel’'nikov coté
ingénieurs, et Ogura, dans une moindre mesure Borel, c6té mathématiciens.
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