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Contréle avec notes de cours manuscrites, UNIQUEMENT. Calculettes autorisées. Pour chaque partie,
répondre dans l'ordre aux questions posées. Ne pas recopier 'énoncé sur la copie. On détaillera avec
précision tous les raisonnements. Rédiger lisiblement, en faisant des phrases en langue humaine SVP Le
soin et la présentation comptent pour la note finale. Si, au cours de U'épreuve, un éléve repére ce qui lui
semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les
raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Rappels de probabilités

— Laloi Gamma TI'(a, 1) (@ > 0,1 > 0) est définie par la densité

A 1
fx)= mxa_le_ >0

— Si X ~T'(a, 1), ses espérance, variance et mode sont respectivement

a—1

_a o 3 .
E(X) = 1 Var(X) = ﬁ mode(X) = (sia>1)
— Si X ~T'(a,A) alors cX ~T'(a,A/c) pour tout ¢ > 0.
— Si Xj ~T'(a1,1) et Xo ~'(ay, A) sont indépendantes alors leur somme
X1+ Xo ~T'(a; + az,/l).
— Laloi exponentielle Exp(A) estlaloi I'(1, ).
— SiX~T(a,A) alors Y = % suit la loi inverse Gamma I'"! (@, A) définie par
la densité
219 e—/l/y

V=15 e Ty>0

— Si Y ~T~!(a, A), ses espérance (si @ > 1), variance (si @ > 2) et mode sont
respectivement
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Estimation du trafic internet

ON MODELISE LE TRAFIC internet a ’aide d'une distribution de la taille des

paquets envoyés, lorsque celle-ci dépasse un seuil u connu a I'avance,

donnée par la distribution de Pareto de seuil u > 0 et d’'indice 6 > 0 définie par :
0

u
po(x) = Wﬂpu

(densité par rapport a la mesure de Lebesgue). Le modéle statistique est défini
par X = (X1, X»,..., Xy) i.i.d. selon la loi de Pareto (u,8), avec un nombre d’obser-
vations 7 = 3. On cherche a estimer 'indice de forme 6 > 0.
1. Donner 'expression de la log-vraisemblance #x(6) pour le modele.
2. En déduire (en le justifiant soigneusement) que I’estimateur ML est
6(X) = %X,
Yi_ilog 7

3. Calculer P{X; > x} pour x = u et en déduire que Y; = log% suit une loi
exponentielle de parameétre 6.

En déduirelaloide ¥, Y;

En déduire la loi de I'estimateur ML de 6, noté 6(X).

Calculer le biais de I'estimateur ML.

En déduire le risque quadratique de I'estimateur ML.

. . A n-— C e
Montrer que I'estimateur corrigé 0'(x) = ——— estnon biaisé et
Y log;

® Nk

calculer sa variance.
9. Quel est le meilleur estimateur entre Oet'?
10. Montrer que S= Y , Y; est une statistique suffisante pour le modele.
11. Montrer que S est une statistique comple}te (totale). On pourra utiliser
I'injectivité de la transformée de Laplace f(p) = fg’o f(ne™> tde (p>0).
12. Les estimateurs 6 et ' sont-ils MVU?

13. CalculerI'information de Fisher J,,(0) pour le modéle statistique considéré
(dont on admettra qu’il est régulier).

14. Les estimateurs 6 et 8’ sont-ils efficaces?
15. Les estimateurs 6 et §’ sont-ils asymptotiquement efficaces?

16. Les estimateurs 0 et 6’ sont-ils asymptotiquement normaux? (Si oui, on
ne cherchera pas a déterminer les parametres de le loi normale limite).

On suppose maintenant que 6 suit la distribution a priori 6 ~T'(a, 1)
17. Calculer la loi a posteriori.
18. En déduire I'estimateur MAP.
19. En déduire I'estimateur MMSE.
20. Peut-on retrouver le cas limite sans a priori? Commenter
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Solutions

-1) Wx(0) =logpg(X) =Y "  logpg(X;) = Z;’zllog(xw Ix,>u) = nlog6+nflogu—
O+1) Z?:l log X; pour tout X €]u, +oo[".

-2) Lalog-vraisemblance étant concave sur le domaine considéré, elle est maxi-
male lorsque la dérivée s’annule :

0
—Ux ) =— +nlogu ZlogXl
00 =

d’ot1 le résultat.

-3) On a P{X; > x} = [/ 01’ qy — (g)g d’ot pour y > 0, P{Y; > y} = P{X; >

X t€+1

ue¥} = =9 ce qui montre que Y; ~Exp(6).

-4) D’apres les rappels, ~T'(n,0).

-5) Puis L Y7 V; ~T(n,n0) etdonc §(X) ~ I~} (n, no).

-6) D’apreslesrappels, ona (comme n > 1) EH(X) ”9 d’ot1 un biais = n”—fl—e =
0

—27 hon nul.
-7) Deplus (comme n > 2) Var(6(X)) = % On en déduit le MSE=biais*+variance::
MSE = 6° . n*6? _ 0 m-1Dn+2) ,  n+2 )
(n-1? (n-1)2(n-2) (n—-1)> n-—2 (n—-1Dn-2)

-8) Puisque 0'(X) = ”T_lé(X), on a EA’(X) = 0 d’ol1 un biais nul et une variance

(n-1?  n?¢*  6?
2 (m-1)2(n-2) n-2

MSE' = Var(6'(X)) =

-9) Puisque MSE>MSE' c’est 8’ qui est meilleur.

-10) Onavait #x(0) =logpe(X) = nlogf+nblogu—©O+1) X" logX; = nlogt +
n(20 +1)logu — (0 + 1) S qui vérifie bien la factorisation de Neyman-Fisher.

-11) Puisque S ~I'(n,0), sipourtoutd onakE f(S) =0, il vient

f s"Lf(s) e %5ds=0
0

qui est la transformée de Laplace en 6 > 0 de la fonction sl f(s),d’ou f(s) =

-11) 6 n'est pas MVU car biaisé; 6’ est non biaisé et MVU d’apres le théoreme de
Lehmann-Scheffé. En effet S est une statistique suffisante totale et E (6'|S) = 6’
puisque ' = = L est une fonction de S.



-13) Ona J,(0) = nJ1(0) car le modeéle esti.i.d., et pour une observation le score
(précédemment calculé) vaut Sx (0) = % - log% d’ol1 en prenant 'opposé de la
dérivée par rapporta 6, J,(0) = 9—12. Ainsi J,(0) = 9%'

-14) 6 n'est pas efficace car biaisé; 6’ est non biaisé mais non efficace car sa
variance est strictement supérieure a 1/J,(0) = 62/n.

-15) 1ls sont tous deux asymptotiquement efficaces (0 est asymptotiquement
non biaisé et ils sont tous deux de variance ~ 6%/ lorsque 1 — +00).

2 . A _ L Al — n_—ll
16) On peut écrire 0 = 7 etd T

Y; (donc a Y ;) donne la normalité asymptotique.

,le TCL et la 6-méthode appliquée aux

-17) A une constante multiplicative (indépendante de 0) pres,

i=1
x 9n+a71676(/l+2,-log%)

quisuitlaloil(n+a-1,A+Y;log 7).

-18) On en déduit le MAP

~ n+a-—-2
Omapr (X) =E(9|X)=—X
A+Yilog<t
-19) On en déduitle MMSE
N n+a-1
Ommse(X) =EO1X) = ———
A+Yilog=}

-20) Pour le MAP et le MMSE, le cas limite A — 0 (aucun a priori) eta =0oul
redonne les estimateurs précédents. Le cas limite n — +oo donne un équivalent

1
— =0ML
Yn



