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Préface

Les plus importantes questions de la vie ne sont,
la plupart du temps, que des affaires de probabilité.

Pierre-Simon, marquis de Laplace

... un autrelivre de probabilités ?

Lesprit humain a horreur du désordre. Le déterminisme, conception selon la-
quelle la nature, et en particulier notre propre existence, sont déterminées (dans le
passé ou dans I'avenir), ne fait que refléter le besoin de certitude des individus qui
évoluent dans un environnement incertain. Le monde n’est pas régi par un méca-
nisme d’horlogerie, mais plutdt par un jeu de poker! Pour I'appréhender, il faudra
donc s’attaquer au probleme de décrire le hasard. Mais qu’est-ce que le hasard ?

Depuis la nuit des temps, les hommes ont été fascinés par le hasard tel qu’il se
manifeste dans un lancer de dés ou dans la météo pour le lendemain : un désordre
insaisissable qui échappe a notre connaissance. Ainsi, le hasard représente tout
simplement notre incompétence a cerner tous les facteurs naturels qui contribuent
al’état de notre environnement, dans un lieu et & un instant donnés.

Au siecle des lumiéres, des philosophes et mathématiciens, tel le marquis de La-
place, crurent que le désordre pouvait étre soumis aux regles mathématiques : ils
découvrirent ainsi les lois du hasard. La premiére conclusion fait époustouflante :
bien que les événements se produisent de maniére aléatoire, leur configuration
moyenne est assujettie a certaines lois! Le déterminisme se méle du hasard!
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Répondre a la question « qu’est-ce que le hasard ? », devient alors tres difficile.
11 faut distinguer le probleme mathématique du probléme physique du hasard. Le
premier est d’ordre logique, le deuxieme consiste a déterminer si les événements
physiques obéissent aux criteres mathématiques. Nous aurons beaucoup de mal a
qualifier un événement d’« aléatoire » dans la mesure ol1 'on est incapable de dé-
finir mathématiquement le hasard. Peut-étre le hasard est-il absolument indéfinis-
sable?

Cela semble paradoxal : comment est-il possible qu'’il y ait autant de livres trai-
tant le sujet sans définition rigoureuse du hasard ? Les mathématiciens ont réussi
a contourner le probléme en donnant une définition opérationnelle : la probabilité
est ce qui obéit aux théoremes que I'on déduit a son propos : la théorie ne com-
mence qu'une fois assignées des probabilités aux différents événements. Comment
cette assignation a-t-elle eu lieu 2 On ne discutera jamais sur cette question, car cela
remettrait en cause la problématique méme de la définition du hasard!

Un grand nombre de manuels ont été rédigés dans ce domaine, en grande ma-
jorité ciblés sur 'aspect purement logique et mathématique de la théorie. On peut
donc se demander : pourquoi un nouveau livre de probabilités ? Parce que précisé-
ment, dans ce livre, Olivier RIOUL a réussi a présenter une approche innovante et
non dogmatique des rouages de la théorie, avec le parti pris de ne pas commencer
son exposé par les mathématiques les plus absraites.

Mélange dosé entre description mathématique et souci de rattachement aux
événements physiques, le formalisme des probabilités est exposé dans une pers-
pective simple et claire. Comme !'écrit 'auteur, on « fera des probabilités » sur la
base d'une compréhension intuitive des idées sous-jacentes. Illustrés par de tres
nombreux exemples, les concepts les plus abstraits, de la définition de variable
aléatoire jusqu’a la loi des grands nombres, sont traités avec rigueur et simplicité
dans un langage accessible au néophyte. Le lecteur n’a pas besoin d'un fort bagage
de connaissances mathématiques pour s'immerger dans les pages de ce livre trés
agréable a lire, et tres riche en commentaires et points de vue.

J'invite donc le lecteur a plonger dans le monde de I'incertain !

Georges RODRIGUEZ- GUISANTES

TELECOM ParisTech



Avant-propos

Ce livre s’adresse aussi bien aux chercheurs, ingénieurs et professeurs qu’aux
étudiants de deuxieme cycle des universités ou d’écoles d’'ingénieurs. On y aborde
les notions essentielles de la théorie des probabilités, pour son application dans les
différents domaines des sciences physiques ou de I'ingénieur. Le lecteur est sup-
posé connaitre les notions fondamentales d’algebre linéaire et de calcul intégral, y
compris les notions de bases sur les distributions de Dirac et la transformation de
Fourier.

De nombreux ouvrages portant sur les probabilités ont été publiés, y compris
en langue francaise, et je n’aurais pas pris la peine d’écrire celui-ci si je ne ressen-
tais pas un besoin pour une approche un peu nouvelle ou originale. Mon but a été
d’écrire un manuel que j'aurais moi-méme aimé lire lors de mes études, et grace
auquel le lecteur peut rapidement bénéficier des outils de calcul de probabilités
pour des besoins pratiques, sans pour cela abandonner la saveur et I'intérét d'une
étude suffisamment rigoureuse des concepts. Une des originalités de la présenta-
tion, donc, est qu’elle est axée de bout en bout sur les variables et vecteurs aléa-
toires, définis directement par des distributions de probabilité — sans requérir au
préalable la notion de fonction mesurable sur un espace probabilisé abstrait. Les
cas discret et continu sont traités ensemble. Les bases mathématiques sont déve-
loppées de la maniére la plus naturelle possible, de sorte a pouvoir disposer rapide-
ment des résultats essentiels. Les notions plus avancées — et plus difficiles, comme
celles résultant des différentes définitions de convergence (étroite ou presque stire)
ou de la construction de Kolmogorov — sont exposées a la fin et non au début.

Cette présentation suggere que I'exposé systématique de la théorie de la me-
sure et de I'intégration n’est pas un préliminaire indispensable pour commencer
a « faire des probabilités » : les résultats utiles liés a la théorie de la mesure sont
démontrés au fur et a mesure des besoins, et toujours exprimés en termes de va-
riables, de vecteurs ou de processus aléatoires. De la sorte, on arrive a exposer avec
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rigueur tous les résultats essentiels de la théorie, depuis la définition axiomatique
des probabilités jusqu’a la loi des grands nombres et le théoreme ergodique.

Cet ouvrage est né de cours donnés par I'auteur, a I'Ecole Nationale Supérieure
des Télécommunications (TELECOM ParisTech) et a I'Université Pierre et Marie
Curie (Paris VI). Sa rédaction a évolué pendant plus de dix ans. Je voudrais re-
mercier ici toutes les personnes, colléegues et amis, qui d'une maniére ou d'une
autre, ont rendu possible 1'organisation des cours desquels ce livre est issu, aidé
a leur élaboration, ou m'ont encouragé a publier cet ouvrage ; merci en particulier
a Maurice CHARBIT, Philippe CIBLAT, Pierre DUHAMEL, Philippe GALLION, Ghaya
REKAYA-BEN OTHMAN, et Bruno THEDREZ. Un merci tout particulier a Walid HA-
CHEM pour son aide et ses remarques précieuses, ainsi qu'a Georges RODRIGUEZ-
GUISANTES pour sa relecture minutieuse et pour avoir accepté d’écrire la préface
de ce livre.

Bonne lecture!

Olivier RIoUL
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masse ponctuelle 43
maximum (distribution du —) 326
médiane 144, 146, 346
mesurable

ensemble — 35, 36

fonction — voir : borélienne
mesure

de probabilité wvoir: probabilité

théorie dela— 12, 19
minimum (distribution du —) 326
Minkowski (inégalité de —) 166, 180
mixte (v.a. —) 55, 71
mode 145, 336
moindres carrés voir : estimation aux —
moment 152, 155, 334

absolu 145, 152

centré 152

comoment 173

d’inertie 140

d’un vecteur gaussien 207
moyenne (d'une v.a.) 139, 161

voir aussi : espérance

glissante (processus MA) 311

nulle voir: centrée

quadratique 140, 178

N, O

négligeable 19

normales (équations —) 228

normal(e) voir: gaussien(ne)

norme quadratique (d'une v.a.) 179, 181,
183

observation 222

orthogonalité
de deux v.a. 180, 182
d’'une matrice 192, 194, 203, 343, 344
principe d'— 224

P

paramétrée (distribution —) 105
pavé wvoir: intervalle
Pearson

asymétrie de — voir : asymétrie

Index 363

distribution de — wvoir : khi-deux
Poincaré (formule de —) 130
Poisson (loi des grands nombres) 271
poissonnien (processus —) 289, 349
poissonnienne
approximation — 249, 273
distribution — 42, 96, 120, 150, 160,
259, 274, 351
distribution — composée 333
presque partout (p.p.) 19
presque stirement (p.s.) 19, 125
probabilité
conditionnelle 109
(construction) 34, 284
(continuité) 32, 284
(décomposition) 53
d’erreur 109
d’'un événement 18, 26, 278
empirique 17, 84, 111
(prolongement unique) 28, 281
vue comme une espérance 129
processus aléatoire 277
a temps continu 289
a temps discret 289, 306
produit scalaire (de deux v.a.) 179, 181,
183
propre (v.a. —) 212
pseudo-(co)variance voir : (co)variance
complémentaire
pulsation wvoir : fréquence angulaire
Pythagore (théoreme de —) 181

QR

quantification 222, 337
queue de gaussienne 341
Radon (mesure de —) 35
Radon-Nikodym (théoreme de —) 53
randomisation 105, 323
Rayleigh (distribution de —) 81, 127, 326
réalisation 15
réduite (v.a. —) 142, 150, 178, 219
régression 222
courbe de — 222
droite de — 231
répartition (fonction de —) 28, 33, 44, 71,
130, 325
Rice (distribution de —) 325
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S

Scheffé (critere de convergence de —) 250

série (de v.a.) 355
Shannon (information de —) 167
sigma(regle des trois o) 342
o-additivité 20, 31
singe savant 294
singuliére voir: dégénérée
somme
d’ensembles 20, 24
de v.a. décorrélées 177, 190
de v.a. gaussiennes 206, 346
de v.a. indépendantes 94, 159

(notation i) 58

soustraction wvoir : différence
stable (distribution —) 275, 345
standard voir : réduite
stationnaire

asymptotiquement — 321

au premier ordre 312

au second ordre 312

événement — 315

faiblement — 231, 312

processus — 307, 320

transformation — 307, 310
Stirling (formule de —) 249, 340
stochastique wvoir : processus aléatoire
Student (distribution de —) 331, 343
suite aléatoire voir : processus aléatoire
symétrie circulaire 217

T

Tchebychev
inégalités de — 168, 169
loi des grands nombres 262

tension (d'une suite de v.a.) 256
théoreme central limite 260, 266, 341, 346
transformation (linéaire) 188, 205, 214,
218
voir aussi : cosinus, Fourier,
Hadamard, Karhunen-Loéve,
orthogonalité
tribu 31

u

uniforme (distribution —) 41, 46, 86, 87,
158, 251

unilatéral (processus —) 306

unilatérale (distribution —) 79

unimodale (distribution —) 145, 336

unitaire voir : orthogonalité

\Y%

variable aléatoire (v.a.) 11, 15, 39, 45, 56
voir aussi : distribution
variance 140, 161
Voir aussi : covariance
complémentaire 211
conditionnelle 234
nulle 142
résiduelle 227
totale (formule de la—) 227, 230, 234
variété 69
vecteur aléatoire (v.a.) 16, 42, 48, 56

wY

Wiener-Hopf (équations de —) 230
Wiener (processus de —) 288
Yule-Walker (équations de —) 230



