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Partie |

Echantillonnage, filtrage
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ﬁﬁmi Introduction

Ondes électromagnétiques et mécaniques

Fonction monodimensionnelle du temps
Temps continu X,(t) vs temps discret xe(n)
= Discret # numérique (quantification)

B Signaux périodiques vs non périodiques
B Signaux déterministes vs aléatoires
|
|

Programme du cours
Supports de cours (en ligne)
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Partie Il

Filtrage discret, analyse de Fourier
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ﬁﬁmi Filtrage en temps discret

B Signaux discrets non périodiques

B Opérateur T : x(n) — y(n) (n € Z)
= Linéaire : T[xy + x2] = T[xa] + T [X2], T[AX] = AT[X]
= Invariant dans le temps : T[x(n — k)] = y(n — k)

B Réponse impulsionnelle : h = T[d]
B Propriété : filtrage < convolution discrete

y(n) =hsxx(n) =Y h(m)x(n—m)

mez
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ﬁﬁmi Filtrage en fréquence

B Propriété : "diagonalisation" de T
® Six(n) =e?™" y(n) = H(e'?™0)x(n), ou

I27r1/0 Z h —I 2mwn

nez
est la réponse en fréquence a vy

1 .
® Plus généralement, si x(n) = sz X (e'2™)eti2mndy

1
2

1

+3 ) ) )
y(n) :/ 2 H(e|27ru)x(el27ru) e+|27r1/ndy

~~

Y (ei27ru)
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ﬁggﬁ“ En résumé

B Opération de filtrage T : X —y
= Dans le domaine temporel

— produit de convolutiony = h * x, ou h est la réponse impulsionnelle
du filtre

= Dans le domaine fréquentiel
— produit Y = H x X, ou H est la réponse en fréquence du filtre
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Partie Il

Transformée de Fourier Discréete
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ﬁﬁmi Convolution circulaire

B |'espace Ey = {signaux discrets complexes de période N} est

N-1
hermitien : < x,y >= & 3~ x(n)y*(n)
n=0

z . h
® Base orthonormée : {ek(n) = eszn}

ke{0..N—-1}

B Opérateur de convolution circulaire :

N—-1
(h@x)(n) = > h(k)x(n —k)
k=0

= vecteurs propres : (h®ek)( ) = H(k)ex(n)

= valeurs propres : H(k) = i h(n)e—12m"
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ﬁﬁmi Transformée de Fourier discrete

m |[nversion de la TFD :
N—1 N
n

x(n)= Y <x,e>ex(n) =24 3 X(k)etdman
n=0 -0
s

B Propriétés de la TFD : linéarité, plu
* siy =h®x, alors Y (k) = H(k)X(K)
= Symeétrie : x(n) réel = X(—k) = X*(k)
= Retard : y(n) = x(n —ng) = Y (k) = X (k)e~12nmo
= Modulation : y(n) = x(n)e!27#" = Y (k) = X (k — ko)

N-1 N-1
® Parseval : 3 x(n)y(n)* =& 3 X(k)Y*(k)
n=0 K=0

N-1 1 N—-1
2 2
D xMPF =5 X (K)]
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Partie IV

Rappels sur la transformation de Fourier
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ﬁﬁmi Convolution (filtrage)

B Espaces de Lebesgue, norme p
B Convolution a temps discret (non périodique)

y(n) =hxx(n) = > mez h(m)x(n —m)
B Convolution a temps continu (non périodique)
y(t) =hsx(t) = [y h(r)x(t — 7)dT
B Propriétés :

= Commutativité, associativité, distributivité
= Relations entre espaces de Lebesgue (norme LP/IP)

B Y e [ I [y 1
— L' L® 5 LoNnc’ L2« L2 5 L2 NnC°

TELECOM
& ParisTech

Page 12/119 =
J Q Contexte académique iﬁﬁml



ﬁﬁﬁ' Séries de Fourier (continu périodique)

|

—
N
—
—
Nl

—2,1]) estun espace de Hilbert :

1
<X,y >= f_z% x(t)y(t)*dt

= {ex(t)}kez, OU e (t) = €27, est une base hilbertienne de

m Soitx € L2 ([~3, 3]), de période 1
= Série de Fourier de x :

+o00 +oo '
x(t)= Z X(k)ek(t): Z X (k)e 2kt

ouX(k) =< X, >= f+2x e‘2”k‘dtcarxeL1([—%,%])

TELECOM
— &
Page 13 /11 =

2ds Q Contexte académique iﬁﬂﬁl



ﬁﬁﬁ' Séries de Fourier

m Propriété : isométrie de L? ([-3,1]) — 12(2)
= Formule de Parseval :

i3 = [ xoPd = 3 X0

keZ

NI

<X,y >= /+ x(ty (t)rdt = > X (k)Y (k)*

1
2 kez
= Les séries de Fourier "transforment" un signal continu périodique
en un signal discret non périodique
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ﬁﬁmi Séries de Fourier

B Convergence de la série

= Convergence simple si x est C* PM
= Convergence uniforme si x est C° et C2 PM
B Propriétés réciproques :
Modulation / retard
= Valeurs réelles / symétrie hermitienne
= Convolution / produit
= Décroissance / régularité
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ﬁﬁmi Transformée de Fourier a Temps Discret

B Discret non périodique
m [sométrie inverse, de 12(Z) — L? ([-1,1])
= Soit un signal discret x € 12 (Z)

’ +oo .

TFTD directe : X (e?™) = 3 x(n)e~12™"

n=—oo
= TFTD inverse : x(n) = f_f X (e'2™)eti2mndy,

2
= Parseval, propriétés réciproques
La TFTD transforme un signal discret non périodique en un signal
continu périodique
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ﬁggﬁ“ Transformée de Fourier a Temps Continu

B Continu non périodique
® Transformée de Fourier dans L1(R)
= Définition :
X(f):/x(t)e_iZ”“dt
R
= Propriétés :
- Six € LY(R), X € L=(R) N C°(R)

— SixetheL*(R),etsiy =hxx,alorsY =H x X
— Side plus X € LY(R), alors

x(t) = /R X (f)e™# " df

— Dans ce cas x et X € L' NL%(R)
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ﬁﬁmi Transformée de Fourier a Temps Continu

m Transformée de Fourier dans L?(R)

= Extension par densité de L* N L?(R) dans L?(IR) & une isométrie de
I'espace de Hilbert L?(R)
= Formule de Parseval :

/RIX('[)IZdt:/R|X(f)|2df

/Rx(t)y(t)*dt :/X(f)Y(f)*df

R

= La TFTC transforme un signal continu non périodique en un signal
continu non périodique
= Propriétés réciproques
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ﬁﬁmi Résumeé des propriétés

B Propriétés générales des transformations de Fourier :
= Linéarité
= Sixell, XeL>*ncO
= Isométrie de L? (formule de Parseval)
B Propriétés réciproques (a lire dans les 2 sens)
= Périodique «> discret
= Valeurs réelles <> symétrie hermitienne
= Retard <> modulation
= Convolution <« produit
= Régularité «» décroissance
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ﬁﬁﬁ' Récapitulatif

B TFD
X(k) = [7? x(t e~ 12 ki dt
x(t) = Ek:foo (k)etzmkt

B Transformée de Fourier a temps discret
{ X (e|27ru) _ n+l:0.ioo X(n)e—|27rz/n

B Séries de Fourier

Jr, . .
x(n) — f 12 X(e|27rz/)e+|27rundy
2
B Transformée de Fourier a temps continu

X(f) = [px(t)e~ 2t
{ x(t) = [ X(f)etiznfdf
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Partie V

Conversion analogique / numérique
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ﬁﬁmi Théoreme d’échantillonnage

® Exemple de l'interpolation linéaire
B Théoréme de Nyquist

= Soit x(t) un signal L* tel que t?x(t) est L* et dont la TF X,(f) a un

support inclus dans [—%, %] Alors x(t) peut étre reconstruit en

interpolant ses échantillons :

+oo

x(t)= > x(nT)hr(t—nT)

n=—oo

ol hy (t) = sinc (%) = Sin(j)
= Condition : B < F¢/2 (fréquence de Nyquist)
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—hedFi | Interprétation

B Preuve :

= |dentifier Xxe(n) = Xa(NT) par IFFT
= |dentifier Y (f) et X(f) par FFT

B Périodisation du spectre / reconstruction

X, ()
F
B| B H(f)
.\',,u),% Y Xulf+m/T) 1 1 1 | I
- T Tog T B +B  f
AN N NN
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ﬁggﬁ“ Repliement et pré-filtrage

B Deux situations possibles :

— >92B Xa(f) A
o I

B Schémas de CAN et de CNA
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Partie VI

Filtrage, transformées
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Partie VII

Filtrage discret
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i A 8T causalité et stabilite

® Causalité :
= y(n) ne dépend que de x(k), k <n
= CNS:h(n)=0sin<0
= Propriété : entrée causale = sortie causale

B Stabilité :
] DéfinitioJr: : entrée bornée = sortie bornée
= CNS: > [|h(n)| < +oo (hdans I}(Z))

n=—oo

= Remarque : réponse fréquentielle continue
® Exemples : filtres idéaux
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ﬁﬁmi Filtres idéaux

B Filtre passe-bas (spectre périodique)

1 si|v| <
0 sily|>
= Réponse impulsionnelle : h(n) = 2v, sinc(2v¢:n)

B Filtre passe-bande

= Réponse en fréquence : H(ez”r”) = {

1 si|[v] — |vol| < ve
0 silly|]—|wll > e
= Réponse impulsionnelle : h(n) = 4v, sinc(2v¢n) cos(2mion)

= Réponse en fréquence : H(e?™) = {

B Causalité ? Inversibilité ?

TELECOM
& ParisTech

Page 28/119 =
J Q Contexte académique iﬁgml



ﬁggﬁ“ Régimes transitoire et stationnaire

B Exemple :
= x(n) est un échelon : x(n) = 1o ;[(N)
= h(n) est un filtre moyenneur : h(n) = 1o n_1(n)
= Den=0aN — 1:régime transitoire (rampe)
= De n = N a +oo : régime stationnaire ou permanent (constante)
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ﬁﬁmi Retards de phase et de groupe

B Réponse en fréquence : H(ei27”’) = HR(y)ei¢(V)
B Retards de phase et de groupe (on suppose ¢(0) = 0)

Tp(vo) = _%%
79() = —3=gv(0)

B Réponse en fréquence au voisinage de nug
H (ei27r1/) ~ HR(VO) e—i27r(1107'p(yo)+(1/—1/0)7—g(1/0))
B Filtrage d'un signal & bande étroite (y = h x x)
x(n) = a(n)e'?™" = y(n) = Hr(xo)a(n — 7q(vo))e!>™o(" (o)

B Filtres a phase linéaire (retard constant) -
TELECOM
ParisTech
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Partie VIII

Transformée en Z
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ﬁﬁﬁ' Transformée en Z

+o00
m Définition : H(z) = > h(n)z~", appelée Fonction de Transfert

n=—o00
® Domaine de convergence : D = {z/ > _|h(n)|jz| ™" < +oo}
B Cascausal: R =inf{|z],z € C/>_ h(n)z " < +o0}, € RU {+00}
i s
R7
z=1lenv=0
B z=ienv=1/4

B Filtres RIF : D = C\0 ou oo

B Anti-causalité : D est un disque

B Causalité : D est le complémentaire d’un disque

® Cas général : D estune couronne (ou ()
T A covee e EAI




ﬁﬁmi Propriétés élémentaires

B Stabilité : I'anneau D contient le cercle unité
= La TZ coincide avec la TFTD sur le cercle unité
B Linéarité : a1h1 + a2h2 — aiH; + axH» (D >DDiU Dz)
® Retard : h(n — k) — z7%H(z)
B |nversion du sens du temps
= Sif(n) =h(—n),F(z) =H(1/z) et D =1/Dy
B Produit de convolution
= Siy =h=xX,Y(z)=H(z)X(z), Dy D DnN Dy
B Filtre inverse
= Sih+h; =46, H(z)Hi(z) = 1 pour z € D, N D,

TELECOM
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ﬁggﬁ“ Exemples de TZ

h(n) =06(n) =H(z)=1Vz € (C

h(n) = 1p oof(n) = H(z) = - Z ——Vz|>1

= h(n) =1 n-1(n) = H(z) = = V2 £ 0

® Filtre AR1 :

. h(n>={ T dnio SHE@ = D={zeC/z| >}

0 sin<O 1321’

—-a" sin<O0
-h(n):{ & NSy S H@) = A D= {z /R < fal)

TELECOM
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Partie IX

Filtres récursifs
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ﬁﬁmi Filtres récursifs

N
® Relation entrée-sortie : > axy(n — k)

k=0

M
= 3 bex(n — k)
k=0

B Calcul de la sortie (implémentation causale)

N
y(n) = Zbkx (n—Kk)—> ay(n—k)
k=1

B Fonction de transfert : H(z) =

Page 36 /119 Q & i
Contexte académique
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k=0 _ bok=1

N " ag N

> aczk 0 [ (1-dez 1)
k=0 k=1
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ﬁﬁmi Exemples de filtres récursifs

B Filtres Auto-Régressifs (siM = 0, AR d’ordre N)

B Filtres a Réponse Impulsionnelle Finie

= SiN = 0, filtre RIF de taille M
b .
2 sin=0...M
h(n)=49 &
(n) { 0 sinon
= Filtres causaux, inconditionnellement stables
= Sila RI est symétrique ou antisymétrique, la phase est linéaire

TELECOM
& ParisTech
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ﬁﬁim‘l Filtres récursifs

B Fonction de transfert d’un filtre récursif
3 bz IT(1—cz 1)
_ k=0 b

k=1
H(z) =5 =& N
> az K [1(1-dcz~1)
k=0 k=1

= Définition des podles et des zéros

= Domaine de convergence : D est un anneau limité par 2 péles, et
n'en contenant aucun

= Filtres stables : D est le plus grand anneau contenant le cercle
unité et aucun pole

= Filtres stables et causaux : dont tous les pdles sont strictement a
l'intérieur du cercle unité

= Siles ax et by sont réels, les pbles et zéros sont soit réels, soit vont
par paires conjuguées

TELECOM
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ﬁggﬁ“ Filtre AR du second ordre

H(z) = 1

— 1
T 14ayzl4ayz—2 T (1—pz-D(1—p*z 1) avec |p| <1

h(n) = p" =010 o p = pe'?

Filtre AR d'ordre 2, p = 0.96, 8= /12

Réponse impulsionnelle

TELECOM
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ﬁggﬁ“ Filtre AR du second ordre

— 1 _ 1
H(Z) T l+ayzl4apz—?2 T (1-pz1)(1-p*z 1)

1
0.5 M
Filtre AR dlordre 2, p = 0.95, 8= w12
60
0
40
-0.5
Q 20

0

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

H(@)| = swscow
argH(z) = 2arg(OM) — arg PM) —arg(QM)

TELECOM
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ﬁﬁmi Filtres récursifs

B SiH(z) n'a que des pdles simplesetM > N
M—N N,
H(z)= > Biz7"+ > 135
r=0 k=1~ ¥
B Réponse impulsionnelle causale :
M—N N
h(n) = Z Bré(n — r) + kZ Ag dkn 1[0,4_00[(['])
r=0 =1
u Réponse impulsionnelle stable : h(n) =

Z B 5(n—r)+ Z Akdk 1[0—0—00[( ) Z Akdk“l]_oq_l](n)
di |<1 |di|>1

TELECOM
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ﬁﬁmi Factorisation spectrale

B Factorisation de la fonction de transfert

. Ma-az

HEZ) = i ———
I (1=dez—1)
k=1

B Réponse en amplitude (z = e27™)

> T1-cz-1)(-cz)
k=1

bo

g

H(E?™)2 = H(2)H(1/2')" =

—z

(1—dez-1)(1—d;2)
k

B Pdles de || < 1 : stabilité + causalité
B Zéros de || < 1 : phase minimale

TELECOM
& ParisTech
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ﬁggﬁ“ Filtres passe-tout

N 1 .«
m Définition : H(z) = [] % ol [cx| < 1Yk
k=1

B H(z) est passe-tout, causal et stable
B Propriétés (siy = hxXx):

+oo 2 +oo 2
S KE= X yo)
- - N N
= Un filtre passe-tout vérifie  >° [x(n)? > S |y(n))?
n=—oo n=—oo

Preuve : xy(n) = x(n) x 1 nj(n)

TELECOM
é-% ParisTech
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iggﬁ“ Filtres a phase minimale

Filtre récursif Filtre passe-tout Filtre 4 phase minimale
N e ] TR g

Péles et zéros
o

m
£6 6
2
=
24 4
H
32 2
g
£
0 0
% 05 0 05
%’5 6
! 4
s 2l N ed 2
20 0
2
g2 2
s

- = = = . v
I:é.%
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ﬁﬁﬁ' Filtres a phase minimale

m Définition : filtre dont tous les pdles et les zéros sont a l'intérieur
du cercle unité
B Tout filtre récursif causal et stable est produit d’'un filtre passe-tout
et d'un filtre a phase minimale
B Propriétés (siy =g« x et |G| = |Gp|) :
. LeNfiItre inverse est stable et causal

Y mOP > 5 YO

n=—oo
= gm a le plus petit retard de phase et de groupe

TELECOM
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ﬁggﬁ“ Filtres a phase minimale

Réponse impulsionnelle

“le TTT [%e. )

R R I

Filtre récursif

4 ] 8 10 12 1 B 18 20

Filtre & phase minimale
o
o o
—e
—o
—o
—o
Lo
2]
L

Energie cumulée
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Partie X

Observation spectrale
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ﬁﬁmi Observation spectrale

x(n),neZ —x(n),ne0...P -1

x(n) =w(n)x(n) ou w est un rectangle

Exemple : x(n) = e?™" et w(n) = 1p..p—1(Nn)
TFTD d'un signal fenétré :

X(e2™) = 5 x(nw(n)e—2m = X « W (ei2™)

N=—o0

ou w(n) est une fenétre de support [0...P — 1]

~ N-1 _
B TFD de longueur N > P : X (k) = > x(n)w(n)e—'2””§
n=0

B N joue sur la précision du tracé de X
B P etw sont liés a la résolution fréquentielle

TELECOM
& ParisTech
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ﬁggﬁ“ TFTD d’un sinus complexe

{ x(n) — e2imen »
w(n) =1 p_1(n) &

sin(Pw(v—uyp))
sin(m(v—wp))

’)’Z(eZim/)

1)

HRA K TAVAYAYAVAVAVAVaYaVi YaVAVATAYAVA'
0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1

B TFTD avec vy = 7/32 et P = 32 (w rectangle)

TELECOM
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ﬁggﬁ“ TFD d’un sinus complexe

NPl RS B R ety
04 05 06 07 08 09 1

®m TFD avec vg =7/32,P =32 etN =82
‘)?(k)’ _ sin(Pﬂ(';,—yo))‘

sin(x(§ —v0))

= DA TELECOM
P Tech
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ﬁggﬁ“ TFD d’un sinus complexe

04 05 06 07 08 09 1

il
02

®m TFD avec 1y =7/32etN =P =32
‘)?(k)’ _ sin(Pﬂ(,';—yo))‘

sin(( & —v0))
[m] = = =
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ﬁggﬁ“ TFD d’un sinus complexe

B TFD avec g =0.2etN =P =32

[m]

=

(5(’ (k)| =

Contexte académique

sin(m(&—10))
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Tech
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=23 i |

sin(P( & —vp)) ‘




ﬁggﬁ“ Résolution spectrale

B TFD avec P =32 etN =128
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ﬁggﬁ“ Fenétre rectangulaire

w(n) =1p. p_g(n)
B Largeur: 2/P, 2éme lobe : -13 dB,
décroissance : -6 dB / octave

004

0.02

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
Temps

-100,
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0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05
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ﬁggﬁ“ Fenétre de Bartlett

w(n) =1 |25 -1
B Largeur: 4/P, 2éme lobe : -26 dB,
décroissance : -12 dB / octave

004

002

L L L L L L L L L
0 & 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps

100 I S A S S S B S
0 005 01 015 02 025 03 035 04 04 05
Fréquence
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ﬁggﬁ“ Fenétre de Hann

w(n) =0.5—-0.5cos(27n/(P — 1))
B Largeur: 4/P, 2éme lobe : -31 dB,
décroissance : -18 dB / octave
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
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100 i i VIV EY VS ANAi
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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ﬁggﬁ“ Fenétre de Hamming

w(n) = 0.54 — 0.46 cos(2xn/(P — 1))
B Largeur: 4/P, 2éme lobe : -41 dB,
décroissance : -6 dB / octave

005

004
003
002
0o

100 I S R S S SRS S L |
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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ﬁggﬁ“ Fenétre de Blackman

w(n) = 0.4266 — 0.4965 cos(2xn/(P — 1)) + 0.076 cos(4nn/(P — 1))
B Largeur: 6/P, 2éme lobe : -57 dB,
décroissance : -18 dB / octave
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0.02

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 &0
Temps

-50
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Partie XI|

Synthese de filtres

o =

Page 59/119 8 ) Roland Badeau
Contexte académique

TELECOM
iTech

=23 i |




ﬁggﬁ“ Filtre réjecteur (effet Larsen)

o 1_e+i27ruc 271 1_e*i27”’c Zfl
H (Z) - l,p eti2nve z—-1 l,pe—iZch z-1
1-2cos(2nve)z 1422
1-2pcos(2nvc)z—14p2z 2

B Remarque : la Rl estlonguesip — 1

p=09 p=099

w 1 1

2

s 08 08

8

£ 08 06

s

2 0.4 04

g

202 02

2

= § 0

0 01 02 03 04 0 01 02 03 04

o 1 1

2

s

3 05 05

2

£

2 ”NVWW alw

g

g

& o5 05

0 50 100 0 50 100
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Partie XII

Synthése de filtres RIF
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ﬁﬁmi Filtres RIF a phase lineaire

B Réponse impulsionnelle : h(n),n=0...N -1
® Réponse en fréquence : H(e?™) = el27(F—a)H (1)
B Retards de groupe et de phase constants et égaux

B Avantages : toujours causaux et stables, conservent la forme
d’'onde d’'un signal a bande étroite

B |nconvénient : complexité de calcul élevee
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ﬁﬁmi Caractérisation

m 1 - périodicité de H(e?™) = a = p/2, p € Z et Hg(v) est
2-périodique
® Symétrie hermitienne = d =e?™ =1 ou i
et G(z) = Hg(z?) est paire ou impaire
® On peut donc écrire H(z?) = dz=PG(z)
B On choisit p = N — 1 pour un filtre causal
B 4 possibilités selon d et la parité de N :
= d =1, N pair ou impair : h(n) =h(N —1—n)
= d =i, N pair ou impair : h(n) = —h(N — 1 —n)
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ﬁggﬁ“ Types de filtres

® Type 1 : N impair, symétrique (d = 1)

0 5 10 n
T
H(ei2™) = e=127"3" $° g, cos(2mvn)
n=0

m Utilisation : passe-bas, passe-haut, passe-bande
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ﬁggﬁ“ Types de filtres

B Type 2 : N pair, symétrique (d = 1)

i L >

by, | | | [ R
114 h5
%
H(e'2™) = e~ 2"z 3~ by cos (2mv (n — 1)))
n=1

B Propriété : H(-1) =0 (v = %)
m Utilisation : passe-bas, passe-bande
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ﬁﬁmi Types de filtres

® Type 3 : N impair, antisymétrique (d = i)

||| : ||I
hﬂ | |hID n

L.
>

-1

. H — 2
H(e|27rzz) —j e_'zm’Nzl Z Cn Sil’](27rl/n)
n=1

m Propriété : H(1) =H(-1)=0( =0o0u 3)
B Utilisation : différenciateur, transformateur de Hilbert sous forme
de passe-bande
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ﬁﬁﬁ' Types de filtres

® Type 4 : N pair, antisymétrique (d = i)

-
>

||| |
hIJ ||||

hy .
N-1

H(ei27ru) =i e*i2”y¥ i dn sin (27'”/ (n - %)))
n=1

® Propriété : H(1) =0 (v =0)
m Utilisation : différenciateur, transformateur de Hilbert sous forme
de passe-haut
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ﬁggﬁ“ Différenciateurs

0

05
o 20 40 60 80 100 120 140
n
3 10
s 0
——
E £10 —
1 R
20
0 -30
0 01 02 03 04 01 02 03 04
v v
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ﬁggﬁ“ Transformateur de Hilbert

—_ ><(n)=<:cus(27wu n)
%Y / xh a

WA

B N o o n

20

0 20 40 60
n

0
2 |

@
=
=

;22 ﬁm il =

+i

0 01 02 03 04
fréquence réduite v

[m] = =
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ﬁggﬁ“ Position des zéros

B Zéros complexes hors du cercle unité :
0,1 0,1 1o, 1 1 0,1
(1—pe¥z )1 —pe™z77)(1—-=e"27)(1——-e"Z277)
p P

Im(z)

i

\ J{ ) e
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ﬁggﬁ“ Position des zéros

B Zéros sur le cercle unité

B Zéros réels

b
\\; _/ Re(2)

B Zéro réel sur le cercle unité
(z)

4N

Re()
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ﬁﬁgﬁ“ En résumé

Type | } ‘ ‘ : Passe-bas
N impair o ‘ - Passe-Haut
symétrique Passe-Bande
Type I { I
. _ _ Passe-bas,
N pair H(=1)=0 Passe-bande
symétrique
Tvoe Il 4 Différenciateur,
Nylfn air 1 H(1) = Transformateur
amispm H(-1)=0 de Hilbert,
ym. Passe-bande
Différenciateur,
T,zl/peali\r/ H(1) = 0 Transformateur
P - de Hilbert,
antisym. Passe H

)
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Partie XIlI

Meéthode de la fenétre
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ﬁggﬁ“ Méthode de la fenétre

® Exemple : le filtre passe-bas
B Filtre passe-bas idéal : h(n) = 2u sinc(2v¢n)
= La réponse est RIl non causale, non stable

b
1
by by
‘ ’ ‘ ‘ 11
I I T ®

]
1, i, r

HE)

® Synthése d'un filtre RIF causal de type |
= Troncature et décalage temporel

@
by

1

b b,

"

T
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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i A& T Phenomene de Gibbs
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ﬁggﬁ“ Choix d’'une fenétre adéquate

h(n) = 2v¢ sinc(2ven) w(n)

ou w(n) est une fenétre symétrique de support fini

14

0 L L n L . n
0 0.03 0.1 015 02 0.25 0.3 035 04 045 0.5
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ﬁﬁmi Méthode de la fenétre

B Avantages :

= Stabilité, causalité

= Filtre a phase linéaire si fenétre symétrique
B |nconvénients :

= les bandes de transition sont élargies
= les ondulations parasites
— sont dues aux lobes secondaires
— n’ont pas une amplitude constante
— sont les mémes en bandes passante et atténuée
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Partie XIV

Méthodes aux valeurs propres
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-ggﬁ“ Séquences prolates sphéroides
B Soit h(n) passe-bas RIF, réel, causal
B Optimisation sous contrainte : on maximise fi’j}c IH(e'?™)2dv

1 ) N-—-1
sous la contrainte [2, [H(e'?™)[?dv = 3~ h(n)? =1
2

n=0
035 EY
g i
03 g ; -
025 B ® m
2 :
02 : 4 ulas 05
015 65 ,
01 E . - AN NN
AN AR
005 ﬂ ﬁ g 20
&
st i , ; ;
0 5 10 15 2 2 EY E3 0 005 01 015 uz 05 03 0% 04 06 05
ey (Hz

=e(v)'h, 3 =hT[["* e(v)e(v)]
&




ﬁﬁﬁ' Filtres propres optimaux

B Ajout d’'une bande de transition [vc, va]
® On minimise E = aE¢ + (1 — a)E; ou « €]0, 1]

ou E, est I'erreur en bande atténuée :
1/2 .
E, = 2/ ‘H(e|27ru)|2dy

et E¢ est I'erreur en bande passante :

Ec :Z/C\H(l)—H(eiz’”’)\zdu
0
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Partie XV

Meéthodes itératives
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ﬁﬁﬁ' Méthodes itératives

B Avantages
= Design optimal
= Méthode flexible
= Ondulations d’amplitude constante
= Ordre minimum pour un gabarit donné
B |nconvénients
= Synthese colteuse en temps de calcul
= Pas approprié pour du temps-réel
= Pas exploitable pour des filtres longs (problémes numériques)
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ﬁggﬁ“ Gabarit d'un filtre

14
12} J
Barce passante
18, 7
T / \ 4
/ \
1-8, - N \
asf J
% \
= \
sef | J
v\
| Sande ce trarsition
saf | J

[m] = = =

I s
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ﬁﬁmi Paramétrisation de Hg

B Factorisation : Hg(v) = P(v)Q(v)

n=1

n=0

Hr(v) P(v) Q)
>~ ancos(2mvn) > ancos(2mvn) 1
n=0 n=0
> bpcos (27v (n — 3)) b/, cos(2wvn) | cos(wv)
T =
Cn Sin (27vn) > ¢/ cos(2nvn) | sin(27v)
n=1 n=0
> dnsin (27v (n = 3)) d/ cos(2xvn) | sin(wv)
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ﬁﬁmi Méthode de Remez

B Formulation du probléme : minimisation de I'erreur
E(v) =W (v)[Hp(v) — Hr(v)]

aN, v, et v, fixés

B On pose W (v) = 1/6;1 en bande passante, W (v) = 1/§, en bande
atténuée, et W (v) = 0 en bande de transition

M
B Avec P(v) = ). ancos(27vn), on obtient :
n=0

E(v) W (v)(Hp(v) — P(+) Q(v))

= W'(¥)(Hp(v) —P(¥))
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ﬁﬁmi Théoréme d’alternance

B Minimisation au sens de Chebyshev :

H(e'#™) = min||E (v)]]oc

sur un ensemble fermé de fréquences B

B Théoréme d’alternance : I'unique et meilleure approximation est
obtenue lorsque il existe M + 2 fréquences vy ...y 11 dans B
telles que E () = £(—1) 6 00 6 = ||E(¥)]|oo
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ﬁﬁmi Algorithme de Remez

B |nitialisation : on fixe les M + 2 alternances uniformément dans B
B [tération
= Résolution directe du systéme linéaire
M K
—1)°5
ngo an cos(2mwn) + (W(gk) = Hp ()
(ou solution par interpolation Lagrangienne)
= Recherche des extrema de ce polynéme
= Choix des nouvelles valeurs des vy

B Convergence en quelques itérations
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ﬁggﬁ“ Méthode de Remez

. ;/e\ |
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ﬁggﬁ“ Méthode de Remez
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ﬁggﬁ“ Méthode de Remez
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iggﬁ“ Méthode de Remez

o =

2
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Partie XVI

Synthése de filtres récursifs
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ﬁggﬁ“ Généralités

m Exemple : N(z) = [[(1 — zxz~1) avec des zéros aux fréquences
k

0.1,0.2,0.3,0.4,05

N
o

o

Magnitude (dB)

ENIE )
o o
L

o
S
o
o
N
IS]
w
o
IS
o
)

Phase (degrees)
>
=S

N
o
=)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequency (Hz)
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ﬁggﬁ“ Généralités

® Exemple :H(z) = N(z)/D(z) o D(z) = (1 —pz 1) (1 —p*z7?),
avec p = 0.95¢!270:085

@ 20
z
g 0
: )
E -20
e
= -40 7
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
— 0
?
3
3
> -100
3
£
2 -200
8
£
& 300
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequency (Hz)
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ﬁggﬁ“ Filtres récursifs passe-bas

B Position des pobles et des zéros

O zéros
x  poles

Im(z
HO) os ik

B. affaiblie
B. passante

Bande

ol passante

N|;—-<
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) 8 Tech

Page 105/ 119 h
e ﬁf Contexte académique Roland Badeau -ggml




ﬁﬁﬁ' Transformation bilinéaire

® Filtres analogiques : Ha(p) ou p = 2inf
® Filtres numériques : H(z) ol z = 2™
B Méthode des trapézes pour approcher

YTy =y((n- DT+ [yt

(n=1)T
B Exemple du systeme y(t) = x'(t) (filtre dérivateur)
21-z1

® Transformée bilinéaire : p = £177=

m Lien fréquentiel : f = L tan(7v)
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ﬁggﬁ“ Transformation bilinéaire

Plan P

Plan Z

X
s %
X
/
[m} (= -

IE’ZI-; DHa v

Contexte académique
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ﬁggﬁ“ Passage du continu au discret

entrée x(t)

]

sortie y(t)
H(f)
T |CAN

CAN

Ye(n)
: Ye(n) 0?
He (ezzmx)

N

=

e(n)
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Partie XVII

Conversion de frequence
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ﬁﬁﬁ' Sur-échantillonnage

® Soit X(n) = Xa(nT), 0l upp(Xa(f)) C [~ 2, 2]

B Formule de reconstruction (Nyquist)

Xa(t) = > x(m)sinc <; - m>

mez

B Soity(n) = Xa (n{) le signal interpolé xL
vn € LZ,w(n) =x (})

y(n) =hxw(n),ou < Vn¢LZ w(n)=0
{ vn € Z,h(n) = sinc ()
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ﬁggﬁ“ Sur-échantillonnage

(" gy
z(n) w(n) ] y(n)

E

X(2) W(z) = X (1)

[m]

=

Y (2) = H(z)W(z)
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ﬁggﬁ“ Sur-échantillonnage

xin)

_).¢1_

F

win

™ W(ej27r1/) — X(ej27l'|_l/)

j2mry 1
{H(ei )=1L V’I/]<Z

H(e?™) =0 V4 <|v|<3
j2rvy j2mLy 1
. ;s{ Y (el = LX (ei27t) v]u| < &

Y (ej27ﬂ/) -0
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ﬁggﬁ“ Sous-échantillonnage

=™ v

y(n)
M

LT

T

W(z) = H(z)X(2)

iz
=

e 1 M<1 e 11
W =5 2 WEWED v (2) = W(er)
= Q>
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ﬁggﬁ“ Sous-échantillonnage

—»
1 1 1t

Y

an) win) * Y(m)
M

o [ HEPT) =1 V| < 5
H(e?™) =0 Va < |v| < 3

. M-1 o
=Y (ET) = 2w ()
k=0

v

B = Y (el?2™) = LX(e?mw) vjy| < 1
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ﬁggﬁ“ Ré-échantillonnage

x(n) win) (k) i)
> + L > hin - + M
4 LF LF LM F

- H(eZ™) =L V|v| <min (3, 5)
H(eZ™) =0 Vmin(&,5) <
<

2
] Y(eJZﬂ'V)_ LX( 127r V)V

Z
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ﬁggﬁ“ Identités nobles

® Echange filtre / décimation ou insertion
=
“fm -
m Simplification insertion / décimation
v
B Permutation insertion / décimation ?
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ﬁggﬁ“ Composantes polyphases

Lttt

hg(m)
I\( B >
| T T . W Sih estun passe-bas idéal
A = hg, hy, h, sont passe-tout

*1"T = hy, hy, h, différent par leur phase

0 1 2
A b

< >
I T
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ﬁggﬁ“ Polyphases de type |

M—1
m Définition : H(z) = > Epn(zM)z—™

m=0

B Structure efficace pour une décimation

h{n)

win)

—
1
Xn
E 29
E (29
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ﬁggﬁ“ Polyphases de type II

L-1
m Définition : H(z) = 3. R|(zb)z— 1)
1=0

B Structure efficace pour une interpolation

x(x) AL P I
F 1 1
n Xn
Re Ree)
Re) Re)
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