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Construction de I'espace entropique
Fonctions entropiques représentables linéairement
L’inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

» Chaque fonction entropique h d'un ensemble de variables {Xi,...X,}
est un vecteur de R?"~!: les coordonnées sont les entropies
conjointes et R2'~1 est appelé I'espace entropique.

h = (h(X1), h(X2), . h(X1, X2), ..., h(X1...X))
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Construction de I'espace entropique

Résultats préliminaires a . , Zefi
P Fonctions entropiques représentables linéairement

L'inégalité d’Ingleton

» Chaque fonction entropique h d'un ensemble de variables {Xi,...X,}
est un vecteur de R?"~!: les coordonnées sont les entropies
conjointes et R2'~1 est appelé I'espace entropique.

h = (h(X1), h(X2), . h(X1, X2), ..., h(X1...X))

» " € R?"~1: Ensemble des fonctions entropiques de variables
aléatoires.
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Résultats préliminaires

» Chaque fonction entropique h d'un ensemble de variables {Xi,...X,}
est un vecteur de R?"~!: les coordonnées sont les entropies
conjointes et R2'~1 est appelé I'espace entropique.

h = (h(X1), h(X2), . h(X1, X2), ..., h(X1...X))

» " € R?"~1: Ensemble des fonctions entropiques de variables
aléatoires.

» Chaque inégalité linéaire de théorie de I'information est une inégalité
linéaire dans |'espace euclidien R?" 1.
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Construction de I'espace entropique
Fonc entropiques représentables linéairement
L’inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

» Chaque fonction entropique h d'un ensemble de variables {Xi,...X,}
est un vecteur de R?"~!: les coordonnées sont les entropies
conjointes et R2'~1 est appelé I'espace entropique.

h = (h(X1), h(X2), . h(X1, X2), ..., h(X1...X))

» " € R?"~1: Ensemble des fonctions entropiques de variables
aléatoires.

» Chaque inégalité linéaire de théorie de I'information est une inégalité
linéaire dans |'espace euclidien R?" 1.

» Exemple:
1(Xi; Xj| Xi) > 0 < h(Xi, Xi) + h(X;, Xic) — h(Xi) — h(X;, Xj, Xi) > 0
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Construction de I'espace entropique
Fonctions entropiques représentables linéairement
L’inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

> Z1 = {/(XH )<J‘ W(}) > Oa i 7&./7 Wa C {X17 Xn} \ {Xla)g}}
Yo ={H(X|Q;) = 0,Q = {X1, .. Xn } \ {Xi}}
Y = %3 UX, est I'ensemble élémentaire des inégalités basiques.

Nombre d'inégalités basiques: |E| = |I1] + [Zo| = (5)2" 2+ n
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Construction de I'espace entropique
Fonc entropiques représentables linéairement
L’inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

> Z1 = {/(XH )<J‘ W(}) > Oa i 7&./7 Wa C {X17 Xn} \ {Xla)g}}
Yo ={H(X|Q;) = 0,Q = {X1, .. Xn } \ {Xi}}
Y = %3 UX, est I'ensemble élémentaire des inégalités basiques.

Nombre d'inégalités basiques: |E| = |I1] + [Zo| = (5)2" 2+ n

» Un vecteur de R?"~1 est un polymatroide s'il vérifie toutes les
inégalités de X.

I,: Ensemble des polymatroides (I'; C I',).
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F entropiques représentables linéairement

L'inégalité d’Ingleton

» Définition: Une fonction entropique h est représentable
linéairement s'il existe une suite (Ey, ...E,) de sous-espaces vectoriels

sur un corps fini GF(q), telle que

Yo C [1,n], h({X;,i € a}) = (log q)dim(z Ei)
h(X1) = (log g) dim(Ey), h(Xz) = (log ) dim(Ey), ...
h(X1, X2) = (log q) dim(E; + E3), ......
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Construction de I'espace entropique

Résultats préliminaires S n A eft
Fonctions entropiques représentables linéairement

L'inégalité d’Ingleton

» Définition: Une fonction entropique h est représentable
linéairement s'il existe une suite (Ey, ...E,) de sous-espaces vectoriels
sur un corps fini GF(q), telle que

Yo C [1,n], h({X;,i € a}) = (log q)dim(z Ei)
h(X1) = (log g) dim(Ey), h(Xz) = (log ) dim(Ey), ...
h(X1, X2) = (log q) dim(E; + E3), ......

» T, : Ensemble des fonctions entropiques représentables linéairement
(T, ).
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Construction de I'espace entropique
Fonctions entropiques représentables linéairement
L'inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

» Définition: Une fonction entropique h est représentable
linéairement s'il existe une suite (Ey, ...E,) de sous-espaces vectoriels
sur un corps fini GF(q), telle que

Yo C [1,n], h({X;,i € a}) = (log q)dim(z Ei)
h(X1) = (log g) dim(Ey), h(Xz) = (log ) dim(Ey), ...
h(X1, X2) = (log q) dim(E; + E3), ......

» T, : Ensemble des fonctions entropiques représentables linéairement
(T, ).

» Exemple 1: Xj et X5 sont indépendantes si et seulement si
dim(E; 4+ E;) = dim(Ey) + dim(E), ie si et seulement si
EENE = {0}

» Exemple 2: Xi est une fonction de X; si et seulement si
dim(E; + E;) = dim(Ey), ie si et seulement si E; C Ej.
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Construction de I'espace entropique
Fonctions entropiques représentables linéairement
L'inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

Pourquoi peut-on se permettre de ne considérer que les fonctions
entropiques représentables linéairement ?

» Codage de réseau: Les fonctions entropiques induites par les codes
linéaires sont représentables linéairement.
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3 oomma Construction de I'espace entropique
Résultats préliminaires S n A eft
Fonctions entropiques représentables linéairement

L'inégalité d’Ingleton

Pourquoi peut-on se permettre de ne considérer que les fonctions
entropiques représentables linéairement ?

» Codage de réseau: Les fonctions entropiques induites par les codes
linéaires sont représentables linéairement.

> Codage de réseau: En se limitant a des codes linéaires, la région
définissant la capacité d'un réseau dépend de I'ensemble des
fonctions entropiques représentables linéairement.
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Construction de I'espace entropique
Fonctions entropiques représentables linéairement
L'inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

Pourquoi peut-on se permettre de ne considérer que les fonctions
entropiques représentables linéairement ?

» Codage de réseau: Les fonctions entropiques induites par les codes
linéaires sont représentables linéairement.

> Codage de réseau: En se limitant a des codes linéaires, la région
définissant la capacité d'un réseau dépend de I'ensemble des
fonctions entropiques représentables linéairement.

» Théorie de I'information: L'ensemble des fonctions entropiques
représentables par les groupes permet de décrire totalement I
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Résultats préliminaires a . , Zefi
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L’inégalité d’Ingleton

Résultats préliminaires

L'inégalité d'Ingleton
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Construction de I'espace entropique

Résultats préliminaires a . , Zefi
P Fonctions entropiques représentables linéairement

L’inégalité d’Ingleton

» Une inégalité d'Ingleton est une inégalité linéaire impliquant quatre
sous-ensembles Vi, V5, V3, Vi de I'ensemble {X1,...X,}:

h(\/l V2) + h( Vi V3) + h(Vl V4) + h( Vs V3) + h( Vs V4)
—h(\/l) — h(\/g) — h(\/3V4) — h(V1 V2\/3) - h(V1 V2\/4) >0

Notation: J(V4, Vo, V3, V) >0
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Construction de I'espace entropique

Résultats préliminaires a . , Zefi
P Fonctions entropiques représentables linéairement

L’inégalité d’Ingleton

» Une inégalité d'Ingleton est une inégalité linéaire impliquant quatre
sous-ensembles Vi, V5, V3, Vi de I'ensemble {X1,...X,}:

h(\/l V2) + h( Vi V3) + h(Vl V4) + h( Vs V3) + h( Vs V4)
—h(\/l) — h(\/g) — h(\/3V4) — h(V1 V2\/3) - h(V1 V2\/4) >0

Notation: J(V4, Vo, V3, V) >0

» [ Ensemble des vecteurs vérifiant les inégalités d'Ingleton.
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Construction de I'espace entropique

Résultats préliminaires a . , Zefi
P Fonctions entropiques représentables linéairement

L’inégalité d’Ingleton

» Une inégalité d'Ingleton est une inégalité linéaire impliquant quatre
sous-ensembles Vi, V5, V3, Vi de I'ensemble {X1,...X,}:

h(\/l V2) + h( Vi V3) + h(Vl V4) + h( Vs V3) + h( Vs V4)
—h(\/l) — h(\/g) — h(\/3V4) — h(V1 V2\/3) - h(V1 V2\/4) >0

Notation: J(V4, Vo, V3, V) >0
» [ Ensemble des vecteurs vérifiant les inégalités d'Ingleton.

» Théoréme: Une fonction entropique représentable linéairement
vérifie les inégalités d'Ingleton, ie T, C .
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton B . . .
Limites de la réduction opérée

» " est un cone polyédrique dans R~

Figure: Représentation de I'7.
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Etude rapide de la région

Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton B . . .
Limites de la réduction opérée

» " est un cone polyédrique dans R~

Figure: Représentation de I'7.

» Echanger les sous-ensembles V; < V5 ou V3 <= Vj ne change pas
I'inégalité résultante.
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton B . . .
Limites de la réduction opérée

» " est un cone polyédrique dans R~

Figure: Représentation de I'7.

» Echanger les sous-ensembles V; < V5 ou V3 <= Vj ne change pas
I'inégalité résultante.

ny4
> T'" est caractérisé par 21 =292 = 0(16") inégalités — difficile 2
calculer, méme pour un ordinateur !
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Etude rapide de la région
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Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Caractérisation de la borne d'Ingleton

Ingleton vs Shannon

Borne d’Ingleton et fonctil



Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon
Limites de la réduction opérée

Caractérisation de la borne d’Ingleton

Certaines inégalités d'Ingleton peuvent étre mises de c6té pour étudier la
borne.

h(ViVa) + h(ViV5) + h(VAV4) + h(VaVa) + h(Va Vs)
—h(V1) — h(Va) — h(V5V4) — h(V4VaV3) — h(V4Va V) > 0

> Inégalités inutiles:
J(Vl, Vl, Vl, V1) =0=02>0..
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon
Limites de la réduction opérée

Caractérisation de la borne d’Ingleton

Certaines inégalités d'Ingleton peuvent étre mises de c6té pour étudier la
borne.

h(ViVa) + h(ViV5) + h(VAV4) + h(VaVa) + h(Va Vs)
—h(V1) — h(Va) — h(V5V4) — h(V4VaV3) — h(V4Va V) > 0

> Inégalités inutiles:
J(Vl, Vl, Vl, V1) =0=02>0..

> Inégalités basiques élémentaires:
J(X1, X2,0, Va) = h(Xa V) + h(Xa Vi) — h(Va) — h(X1 X2 Vi)
= 1(X1; X2| Va)
Conséquence: T'" c T,
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Certaines inégalités d'Ingleton peuvent étre mises de c6té pour étudier la
borne.

h(ViVa) + h(ViV5) + h(VAV4) + h(VaVa) + h(Va Vs)
—h(V1) — h(Va) — h(V5V4) — h(V4VaV3) — h(V4Va V) > 0

> Inégalités inutiles:
J(Vl, Vl, Vl, V1) =0=02>0..
> Inégalités basiques élémentaires:
J( X1, Xa,0, Vi) = h(Xy V) + h(Xa Vi) — h(Va) — h(X1 X2 Vi)
= /(Xl; X2‘ V4)
Conséquence: T'" c T,

> Inégalités basiques:
J(X1, Xa, X1 Xa, Xa) = 1(X1; Xa| X2) + 1(X2; Xa| X1)

Laurent Guillé Borne d’Ingleton et fonctions entropiques représentables linéairement



Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Pour de nombreux choix de V4, Vo, V3, Vy C {Xi,...X,}, I'inégalité
d'Ingleton résultante J( V4, Vs, V3, Vi) > 0 est impliquée par les inégalités
basiques.

» But: Avoir un moyen de déceler quelles inégalités sont impliquées
par les inégalités basiques.
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Pour de nombreux choix de V4, Vo, V3, Vy C {Xi,...X,}, I'inégalité
d'Ingleton résultante J( V4, Vs, V3, Vi) > 0 est impliquée par les inégalités
basiques.

» But: Avoir un moyen de déceler quelles inégalités sont impliquées
par les inégalités basiques.

» Théoreme: Une inégalité d'Ingleton J( V1, Vo, V5, Vi) > 0 est
impliquée par les inégalités basiques si et seulement si un des quatre
ensembles Vi, V,, V3, V, est inclus dans la réunion des trois autres.
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Pour de nombreux choix de V4, Vo, V3, Vy C {Xi,...X,}, I'inégalité
d'Ingleton résultante J( V4, Vs, V3, Vi) > 0 est impliquée par les inégalités
basiques.

» But: Avoir un moyen de déceler quelles inégalités sont impliquées
par les inégalités basiques.

» Théoreme: Une inégalité d'Ingleton J( V1, Vo, V5, Vi) > 0 est
impliquée par les inégalités basiques si et seulement si un des quatre
ensembles Vi, V,, V3, V, est inclus dans la réunion des trois autres.

» Exemple 1: J(X1X2X3, X1 Xq, Xo X5, X3X5) > 0 est impliquée par les
inégalités basiques.
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon

Caractérisation de la borne d’Ingleton By 5 . .
Limites de la réduction opérée

Pour de nombreux choix de V4, Vo, V3, Vy C {Xi,...X,}, I'inégalité
d'Ingleton résultante J( V4, Vs, V3, Vi) > 0 est impliquée par les inégalités
basiques.

» But: Avoir un moyen de déceler quelles inégalités sont impliquées
par les inégalités basiques.

» Théoreme: Une inégalité d'Ingleton J( V1, Vo, V5, Vi) > 0 est
impliquée par les inégalités basiques si et seulement si un des quatre
ensembles Vi, V,, V3, V, est inclus dans la réunion des trois autres.

» Exemple 1: J(X1X2X3, X1 Xq, Xo X5, X3X5) > 0 est impliquée par les
inégalités basiques.

> Exemple 2: J(X1Xs, X2 X3, XoXq, XsX5) > 0 n’est pas impliquée par
les inégalités basiques.
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon
Limites de la réduction opérée

Caractérisation de la borne d’Ingleton

Mais nous sommes encore loin du compte.

» Caractérisation complete de I'".
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Etude rapide de la région
Ingleton vs Shannon
Limites de la réduction opérée

Caractérisation de la borne d’Ingleton

Mais nous sommes encore loin du compte.

» Caractérisation complete de I'".

» Enumération des inégalités, sans avoir besoin de vérifier les 2472,

Laurent Guillé Borne d’Ingleton et fonctions entropiques représentables linéairement
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Définition
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Définition

Propriétés de
Nombre d’inég

Ensemble minimal d'inégalités

Soit W = {J(A W, A W, AsW A, W) > 0 tel que
A1, Az, A3, Ay sont tous non vides et
A1, Az, Az, Ag, W sont tous disjoints}

» Aucune inégalité de W n'est impliquée par les inégalités basiques.
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Propriétés de
Nombre d’inég

Ensemble minimal d'inégalités

Soit W = {J(A W, A W, AsW A, W) > 0 tel que
A1, Az, A3, Ay sont tous non vides et
A1, Az, Az, Ag, W sont tous disjoints}

» Aucune inégalité de W n'est impliquée par les inégalités basiques.

> Les inégalités de W sont faciles a énumérer.
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d gion

Nombre d'inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Soit W = {J(A W, A W, AsW A, W) > 0 tel que
A1, Az, A3, Ay sont tous non vides et
A1, Az, Az, Ag, W sont tous disjoints}
» Aucune inégalité de W n'est impliquée par les inégalités basiques.

> Les inégalités de W sont faciles a énumérer.

» Théoréme:
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tés de la région

Nombre d’inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Propriétés de la région
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Définition
Propriétés de la région

. T Nombre d’inégalités
Ensemble minimal d'inégalités =

» [ est de dimension maximale.

Borne d’Ingleton et fonctions entropiques représentables i



Définition
Propriétés de la région

Nombre d’inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

» [ est de dimension maximale.

» L'ensemble des inégalités basiques élémentaires est inclus dans
I'ensemble minimal des inégalités d'Ingleton.

Figure: Représentation en dimension 3.

Chaque face de I, contient une face de Ff,”.
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Définition
Propriétés de la région
Nombre d’inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Combien d'inégalités nécessaires pour caractériser [ ?

» Nombre d'inégalités basiques élémentaires: |Z| = (5)2" 2+ n
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Définition
Propriétés de la région
Nombre d’inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Combien d'inégalités nécessaires pour caractériser [ ?
» Nombre d'inégalités basiques élémentaires: |Z| = (5)2" 2+ n

» Nombre d'inégalités d'Ingleton élémentaires (non basiques):
|| = %6" _5n 4 %4n —3n4 %2n
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Définition
Propriétés de la région

Nombre d’inégalités

Ensemble minimal d'inégalités

Combien d'inégalités nécessaires pour caractériser [ ?
» Nombre d'inégalités basiques élémentaires: |Z| = (5)2" 2+ n

» Nombre d'inégalités d'Ingleton élémentaires (non basiques):
|| = %6" _5n 4 %4n —3n4 %2n

n | [X[ | V]

4| 28 6

5| 85 | 120
> | 6 | 246 | 1470

7 | 679 | 14280

8 | 1800 | 121086
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Conclusion:

W U X est I'unique ensemble minimal d'inégalités d'Ingleton.

Inégalités faciles a énumérer: Partition d'un sous-ensemble de {Xi,...X,}
en quatre parties non vides, plus un sous ensemble du complémentaire.

Complexité de la borne: O(16") — O(6") ! (In(16) = 2.77,
In(6) = 1.79).
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