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Les processus de transport a valeurs mesures

Définition

Processus Markovien (v;) a valeurs
M, := {Mesures de comptage simples sur R} .

Pour tout t:
ve(RY) ve(R_)

Y Sy + Z 8e_i(ve)-
i=1 i
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Les processus de transport a valeurs mesures

Pour toute fonction f cadlag, (7,9, f) = (I, f(. — y)).

Générateur Infinitésimal (informel)

Pour tout t > 0, A; ~ e(\) et By ~ (). D, v.a. de distribution
a. Pour tout h > 0:

TVt si A; > h et By > h,
Vith = ThVt — G(Thl/t) si At > het Bt < h,
ThVs + 04 si As < h et By > h.
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Les processus de transport a valeurs mesures

Pour tout t > 0, F; := o {vs(B),s < t,B € B(R)}.

|

Proposition (et définition formelle)

(vt) est un Fi-processus de Feller-Dynkin dans D ([O,OO),M}L) de
générateur:

FuF (-G +>\/FV+5 da(x),

pour tout F dans

D) :=C(MI,R)N { lim F(Thlz_F existe} .

h—0
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Les processus de transport a valeurs mesures

Propriété de Martingale

En vertu du lemme de Dynkin:

Corollaire

Pour toute ¢ € Cll), il existe une F;-martingale cadlag M, € L2 t.q.

(Ve &) = (v0, 8) — /O (ve, &) ds
— i [ (601).0) ds + A ) + M)

Pour toutes ¢, ¥ € C},,

< M¢, M¢ >= /L/O <G(V5), ¢><G(V5), 1/}>1{1/5(Ri)>0} dS+)\t<Oé, ¢¢>
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Les processus de transport a valeurs mesures

Changement d'échelle LFGN

Soit {v"} correspondant a {\", u", G,a"}.
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Les processus de transport a valeurs mesures

Changement d'échelle LFGN

Soit {v"} correspondant a {\", u", G,a"}.
Normalisation de {v"} :

neN*t>0,BeB(R).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Loi des grands nombres fonctionnelle

@ relative compacité: tension de (7", n € N*) dans

D ([0, 00), M),
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Les processus de transport a valeurs mesures

Loi des grands nombres fonctionnelle

@ relative compacité: tension de (7", n € N*) dans
D ([0, 00), MF),

@ unicité de la valeur d'adhérence.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes



Les processus de transport a valeurs mesures

Tension dans D ([0, c0), M)

Le critere de Dawson-Jakubowsky

{P"} est tendue si:
(DJ1) Pour toute ¢ € C}, {(v",$)} est tendue dans D ([0, ), R),

(DJ2) Pour tout T >0et 0 <n <1, il existe un compact K, de
./\/l,ir tel que

liminfP [7 € Ky, vt € [0, T]] > 1—17.

n—oo
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

71.0) = (55,0 [ (7, ¢)ds + A"t (/)

t
=17 [ (6 (22).0) ds-+ M3y nlr).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

(#8.6) = (78,0) = [ (72,6 ds + Xe(a 8./
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

(7, 6) = (75, ) — /0 (57, ¢')ds + ATH(G", 6)

t
=17 [ (6 (22).0) ds-+ M3y nlr).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

71.0) = (55,0 [ (7, ¢)ds + At §(./n)

t
_,,,n/o (G (70), ) ds + M2 /n(t).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

71.0) = (55,0 [ (7, ¢)ds + A"t §(./n)

t
=" [ (6 (22).0) ds-+ M3y nlr).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

71.0) = (55,0 [ (7, ¢)ds + A"t (/)

t
- #"/O (G(75),¢) ds+ Mg/ /n(nt).
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Les processus de transport a valeurs mesures

Preuve de DJ1

Pour toute ¢ € C,l,.

71.0) = (55,0 [ (7, ¢)ds + A"t (/)
— " [ (6 2).0)
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Les processus de transport a valeurs mesures

Unicité?

t
(5, 6) = (7. 6) — /0 (5. ¢')ds + ATt(a", §(./m)
— " | (G (7). $)ds.
. /0 (G (7)., ¢)ds
Supposons que:

(H) Il existe un processus déterministe (R;) € C ([0, 00), M),

(G (7)) = (R). (1)
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Les processus de transport a valeurs mesures

Unicité?

1,0) = (58,0 [ (7, ¢)ds + A"t §(./n)
u”/o (G (70 d)ds.

sous |'hypotheése (H), toute valeur d'adhérence 7* de {7"} s'écrit
pour tout t < T

(55, 6) = (75, 8) — /0 (75, &) ds + (@, ) — / (R2, ) ds.

0
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Les processus de transport a valeurs mesures

L'équation de transport intégrale dans S’

(2 8) = (7 6) — /0 (5, &) ds + At(@", ¢) — p / (R?, ) d.
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Les processus de transport a valeurs mesures

L'équation de transport intégrale dans S’

Uf = 05 + Z((7*))e + At&* — pZ(R*)s.

Théoreme (Decreusefond-M., 2004)
Soit £ € 8" et (¥¢,t > 0) € D([0,00),S’). L'équation :

Vt:£+I(V/)t+19t, tZO

admet dans D ([0, o), S’) I'unique solution donnée pour tout
t >0 par:

Vi = 7'1_-& aF Q?t +N(191_-)
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Les processus de transport a valeurs mesures

Loi des grands nombres

Nous obtenons :

Si (H) est vérifiée,

(oM £ (77) dans D ([o, 71,8,

donné pour tout t > 0 et toute ¢ € S par :

(55, 8) = (re*, B) + A /0 (ra", B) ds — g /0 (re_sR", 9) ds.
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

File My/M,/1/0o0:
@ Les clients ont une patience initiale D de loi «,

@ Discipline de service Earliest Deadline First (EDF) : pour
toute mesure ponctuelle v,

G(V) = tl(y)ly(Ri>0) .

(i.e. le plus petit atome positif de v pourvu qu'il existe).
On décrit la file par le processus de transport

ve(R%) ve(R_)

Z 6t, (vt) + Z 0r_ i(ve)s

ou tj(v¢) = patience résiduelle a t du client correspondant.
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

Hypotheses pour le n-ieme systeme
o input Myn /My,
e Patience initiale D", t.q. D"/n = d déterministe,
o dl< <),
@ Initialement n+ 1 client de patience nd.
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

Proposition
Pour tout T > 0,

P [la file se vide avant nT] — 0.

n—oo
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

(n(%)) X () in D(]0,00),R),

n

ol pour tout t > 0,

_y p—1 1 u
7 = {d — tl{tgpfl} — <pt+ )\) 1{t>,u1}} .
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

Théoreme

(7") = (7}) dans D ([O,oo),./\/l;“) ,

ol pour tout t > 0 et toute f cadlag:

t

<17;_f,f>—f(d—t)—u/otf(F;"—i-s—t) ds—i—)\/o f(d—s) ds.
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La file EDF avec clients impatients

La file EDF avec clients impatients

Théoreme

(7¢) = (7;) dans D ([0, 00), MF)
ol pour tout t > 0 et toute f cadlag:
t

<D;“,f>:f(d—t)—u/otf(F:—i-s—t) ds—i—)\/o f(d—s) ds.

En particulier :

Limites fluides des processus de congestion et de perte
Pour tout t > 0,

Q: = ﬁ*(Ri) = {1 + ()\ = /J,)t} 1{t<pd—u*1} == )\dl{t>pd_#71},
= =l = =l

Ly :=0*(R-) = (1+ Xt —d) —put)1
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Loi des grands nombres fonctionnelle
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© La file a une infinité de serveurs
@ Loi des grands nombres fonctionnelle
@ Théoreme central limite fonctionnel
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Loi des grands nombres fonctionnelle

. Lo Théoreme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs

La file 3 une infinité de serveurs

Soit une suite de systemes Myn/Gl/oco. Pour le n-ieme:
@ Processus d'entrée Poissonien d'intensité \”,
@ Temps de services i.i.d. de loi ",

@ Initialement n clients demandant des temps de service =
n-échantillon de la loi .

On décrit le systeme par le processus de transport

G (RY) (7 (R-)

Cf— Z(s()—i_zét:gt

ou ti(¢{)= temps de service résiduel du client correspondant.
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Loi des grands nombres fonctionnelle

. Lo Théoreme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs

La file 3 une infinité de serveurs

Soit une suite de systemes Myn/Gl/oco. Pour le n-ieme:
@ Processus d'entrée Poissonien d'intensité \”,
@ Temps de services i.i.d. de loi ",

@ Initialement n clients demandant des temps de service =
n-échantillon de la loi .

On décrit le systeme par le processus de transport

G (RY) (7 (R-)

Cf— Z(s()—i_zét:gt

ou ti(¢{)= temps de service résiduel du client correspondant.
= L’hypotheése (H) est vide dans ce cas.
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Loi des grands nombres fonctionnelle

. Lo Théoreme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs
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© La file a une infinité de serveurs
@ Loi des grands nombres fonctionnelle
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Loi des grands nombres fonctionnelle

. Lo Théoreme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs

Limite fluide

(C0) = (&)

ol pour tout t > 0 et toute f cadlag,

t
(57, F) = (7", F) + A / (7", ) ds.
0
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Loi des grands nombres fonctionnelle
Théoreme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

Limite fluide
(&) = (&)

ou pour tout t > 0 et toute f cadlag,

t
(57, F) = (7", F) + A / (7", ) ds.
0

Limites fluides des processus de congestion et de charge

t
X; ::E;‘(Ri):P[a>t]+>\/o Plo > s] ds,

Wy = (7}, llgs) = E[(o — t)F] + A/Ot E[(0c—s)t] ds.
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Loi des grands nombres fonctionnelle

I PP Théoréeme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs
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Loi des grands nombres fonctionnelle

I PP Théoréeme central limite fonctionnel
La file a une infinité de serveurs

Le processus des écarts

Soit pour tout n € N* et t > 0 :
On a alors pour toute ¢ € S :

(VI.6) = (5. )+ /t<( VIV, 6) dst/A {(ATEG" — ALE", )} +(MZ, 6).

Autrement dit:

VE=Y5+Z((V0)) +Vn{\"ta" — xta*, ¢} + M{
=i+ \f(/\ Ata" — Aty/n(a* —a") + M!
V(A" MN (a"), =M {N (Vn.a*), =N (Vn.a") }+N (M"),.
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréeme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

VP = 1§ + VA" — \ta" — M/ (@ — a”) + M
VA=A (@), ~ AN (VA.&"), = N (VA.@") 4N (M7,
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréeme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

VP = 7§ + VA" — \ta" — M/ (@ — a”) + M?
VA=A (@), ~ AN (VA.&"), = N (VA.&") 4N (MT), .
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréeme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

VP = 1§ + V(A" — \ta" — My/n (@ — @) + M?
VAN =N (&™)~ AN (V.8), = N (v/n.&") }+N (M),
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréeme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

Vi =1V + /(A" = A)ta" — Aty/n(&* —a") + M7
VAN =N (&™)~ AN (V.8), = N (v/n.&") }+N (M),
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréeme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

Vi =1Y§ + /(A" = A)ta" — Aty/n(&* —&") + M}
VAN =N (&™)~ AN (V.8), = N (v/n.&") }+N (M),
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Loi des grands nombres fonctionnelle

Théoréme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

VP =7 V8 + V(A" — \)ta" — Atv/n (& — &) + M"
+Vn(A"- XN (&M, AN (Vn.a*), = N (Vn.a") }+N (M"),.
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Loi des grands nombres fonctionnelle
Théoréme central limite fonctionnel

La file a une infinité de serveurs

TLC Fonctionnel

(V) = (¥f) dans D ([0,0),5"),

défini pour tout t par:
Vi =1do + M+ N(M*),,

ou la §’-martingale locale M* est caractérisée par:

<K ME >4 (¢, 9) = At(@", ), 0,9 € S.
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