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Définition

Processus Markovien (νt) à valeurs

Mp := {Mesures de comptage simples sur R} .

Pour tout t:

νt =

νt(R∗+)∑
i=1

δti (νt) +

νt(R−)∑
i=1

δt−i (νt).

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Pour toute fonction f càdlàg, 〈τyϑ, f 〉 := 〈ϑ, f (.− y)〉.

Générateur Infinitésimal (informel)

Pour tout t ≥ 0, At ∼ ε(λ) et Bt ∼ ε(µ). D, v.a. de distribution
α. Pour tout h > 0:

νt+h =


τhνt si At > h et Bt > h,
τhνt − G (τhνt) si At > h et Bt < h,
τhνt + δd si At < h et Bt > h.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Pour tout t ≥ 0, Ft := σ {νs(B), s ≤ t,B ∈ B(R)} .

Proposition (et définition formelle)

(νt) est un Ft-processus de Feller-Dynkin dans D
(
[0,∞),M+

f

)
de

générateur:

AF (ν) = lim
h→0

F (τhν)− F (ν)

h
−

(
λ+ µ

)
F (ν)

+ µF (ν − G (ν)) + λ

∫
F (ν + δx) dα(x),

pour tout F dans

D(A) := C(M+
f ,R) ∩

{
lim
h→0

F (τh.)− F

h
existe

}
.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Propriété de Martingale

En vertu du lemme de Dynkin:

Corollaire

Pour toute φ ∈ C1
b , il existe une Ft-martingale càdlàg Mφ ∈ L2 t.q.

〈νt , φ〉 = 〈ν0, φ〉 −
∫ t

0
〈νs , φ

′〉 ds

− µ

∫ t

0
〈G (νs), φ〉 ds + λt〈α, φ〉+ Mφ(t).

Pour toutes φ, ψ ∈ C1
b ,

<Mφ,Mψ>t= µ

∫ t

0
〈G (νs), φ〉〈G (νs), ψ〉1{νs(R∗+)>0}ds+λt〈α, φψ〉.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Changement d’échelle LFGN

Soit {νn} correspondant à {λn, µn,G , αn} .

Normalisation de {νn} :

ν̄n
t (B) :=

1

n
νn
nt(nB),

n ∈ N∗, t ≥ 0,B ∈ B(R).

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Normalisation de {νn} :

ν̄n
t (B) :=

1

n
νn
nt(nB),

n ∈ N∗, t ≥ 0,B ∈ B(R).

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes



university-logo

Les processus de transport à valeurs mesures
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Loi des grands nombres fonctionnelle

relative compacité: tension de (ν̄n, n ∈ N∗) dans
D

(
[0,∞),M+

f

)
,

unicité de la valeur d’adhérence.
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Tension dans D
(
[0,∞),M+

f

)

Le critère de Dawson-Jakubowsky

{ν̄n} est tendue si:

(DJ1) Pour toute φ ∈ C1
b , {〈ν̄n

. , φ〉} est tendue dans D ([0,∞),R),

(DJ2) Pour tout T > 0 et 0 < η < 1, il existe un compact KT ,η de
M+

f tel que

lim inf
n→∞

P [ν̄n
t ∈ KT ,η∀t ∈ [0,T ]] ≥ 1− η.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Preuve de DJ1

Pour toute φ ∈ C1
b ,

〈ν̄n
t , φ〉 = 〈ν̄n

0 , φ〉 −
∫ t

0
〈ν̄n

s , φ
′〉ds + λnt〈αn, φ(./n)〉

− µn

∫ t

0
〈G (ν̄n

s ) , φ〉 ds + Mn
φ(./n)/n(nt).

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Unicité?

〈ν̄n
t , φ〉 = 〈ν̄n

0 , φ〉 −
∫ t

0
〈ν̄n

s , φ
′〉ds + λnt〈αn, φ(./n)〉

− µn

∫ t

0
〈G (ν̄n

s ) , φ〉ds.

Supposons que:

(H) Il existe un processus déterministe
(
R̄∗t

)
∈ C

(
[0,∞),M+

f

)
,

(G (ν̄n
t ))

w⇒
(
R̄∗t

)
. (1)

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Unicité?

〈ν̄n
t , φ〉 = 〈ν̄n

0 , φ〉 −
∫ t

0
〈ν̄n

s , φ
′〉ds + λnt〈αn, φ(./n)〉

− µn

∫ t

0
〈G (ν̄n

s ) , φ〉ds.

sous l’hypothèse (H), toute valeur d’adhérence ν̄∗ de {ν̄n} s’écrit
pour tout t ≤ T :

〈ν̄∗t , φ〉 = 〈ν̄∗0 , φ〉 −
∫ t

0
〈ν̄∗s , φ′〉ds + λt〈ᾱ∗, φ〉 − µ

∫ t

0
〈R̄∗s , φ〉 ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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L’équation de transport intégrale dans S ′

〈ν̄∗t , φ〉 = 〈ν̄∗0 , φ〉 −
∫ t

0
〈ν̄∗s , φ′〉ds + λt〈ᾱ∗, φ〉 − µ

∫ t

0
〈R̄∗s , φ〉 ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes



university-logo

Les processus de transport à valeurs mesures
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L’équation de transport intégrale dans S ′

ν̄∗t = ν̄∗0 + I((ν̄∗)′)t + λtᾱ∗ − µI(R̄∗)t .

Théorème (Decreusefond-M., 2004)

Soit ξ ∈ S ′ et (ϑt , t ≥ 0) ∈ D ([0,∞),S ′). L’équation :

νt = ξ + I(ν ′)t + ϑt , t ≥ 0

admet dans D ([0,∞),S ′) l’unique solution donnée pour tout
t ≥ 0 par :

νt = τtξ + ϑt +N (ϑt).

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Loi des grands nombres

Nous obtenons :

Théorème 1

Si (H) est vérifiée,

(ν̄n
t )

w⇒ (ν̄∗t ) dans D
(
[0,T ],S ′

)
,

donné pour tout t ≥ 0 et toute φ ∈ S par :

〈ν̄∗t , φ〉 = 〈τt ν̄∗, φ〉+ λ

∫ t

0
〈τs ᾱ∗, φ〉 ds − µ

∫ t

0
〈τt−s R̄

∗, φ〉 ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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La file EDF avec clients impatients
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La file EDF avec clients impatients

File Mλ/Mµ/1/∞:

Les clients ont une patience initiale D de loi α,

Discipline de service Earliest Deadline First (EDF) : pour
toute mesure ponctuelle ν,

G (ν) = t1(ν)1ν(R∗+>0).

(i.e. le plus petit atome positif de ν pourvu qu’il existe).

On décrit la file par le processus de transport

νt =

νt(R∗+)∑
i=1

δti (νt) +

νt(R−)∑
i=1

δt−i (νt),

où ti (νt) = patience résiduelle à t du client correspondant.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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La file EDF avec clients impatients

Hypothèses pour le n-ième système

input Mλn/Mµn ,

Patience initiale Dn, t.q. Dn/n
P→ d déterministe,

d−1 < µ < λ,

Initialement n + 1 client de patience nd .

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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La file EDF avec clients impatients

Proposition

Pour tout T > 0,

P [la file se vide avant nT ] −→
n→∞

0.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Proposition (
t1(ν

n
nt)

n

)
w⇒ (r̄∗t ) in D ([0,∞),R) ,

où pour tout t ≥ 0,

r̄∗t =

{
d − t1{t≤µ−1} −

(
ρ− 1

ρ
t +

1

λ

)
1{t>µ−1}

}+

.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Théorème

(ν̄n
t )

w⇒ (ν̄∗t ) dans D
(
[0,∞),M+

f

)
,

où pour tout t ≥ 0 et toute f càdlàg:

〈ν̄∗t , f 〉 = f (d − t)− µ

∫ t

0
f (r̄∗s + s − t) ds + λ

∫ t

0
f (d − s) ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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La file EDF avec clients impatients
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Théorème

(ν̄n
t )

w⇒ (ν̄∗t ) dans D
(
[0,∞),M+

f

)
,

où pour tout t ≥ 0 et toute f càdlàg:

〈ν̄∗t , f 〉 = f (d − t)− µ

∫ t

0
f (r̄∗s + s − t) ds + λ

∫ t

0
f (d − s) ds.

En particulier :

Limites fluides des processus de congestion et de perte

Pour tout t ≥ 0,

Q̄∗
t := ν̄∗(R∗+) = {1 + (λ− µ)t} 1n

t≤ ρd−µ−1

ρ−1

o + λd1n
t≥ ρd−µ−1

ρ−1

o,
L̄∗t := ν̄∗(R−) = (1 + λ(t − d)− µt) 1n

t≥ ρd−µ−1

ρ−1

o.
Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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2 La file EDF avec clients impatients
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La file à une infinité de serveurs

Soit une suite de systèmes Mλn/GI/∞. Pour le n-ième:

Processus d’entrée Poissonien d’intensité λn,

Temps de services i.i.d. de loi αn,

Initialement n clients demandant des temps de service =
n-échantillon de la loi αn.

On décrit le système par le processus de transport

ζn
t =

ζn
t (R∗+)∑
i=1

δti (ζn
t ) +

ζn
t (R−)∑
i=1

δt−i (ζ
n
t ),

où ti (ζ
n
t )= temps de service résiduel du client correspondant.

⇒ L’hypothèse (H) est vide dans ce cas.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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n-échantillon de la loi αn.
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Limite fluide

Théorème (
ζ̄n
t

) w⇒
(
ζ̄∗t

)
,

où pour tout t ≥ 0 et toute f càdlàg,

〈ν̄∗t , f 〉 = 〈τt ᾱ∗, f 〉+ λ

∫ t

0
〈τs ᾱ∗, f 〉 ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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Loi des grands nombres fonctionnelle
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Limite fluide

Théorème (
ζ̄n
t

) w⇒
(
ζ̄∗t

)
,

où pour tout t ≥ 0 et toute f càdlàg,

〈ν̄∗t , f 〉 = 〈τt ᾱ∗, f 〉+ λ

∫ t

0
〈τs ᾱ∗, f 〉 ds.

Limites fluides des processus de congestion et de charge

X̄ ∗
t := ν̄∗t

(
R∗+

)
= P [σ > t] + λ

∫ t

0
P [σ > s] ds,

W̄ ∗
t := 〈ν̄∗t , I1R∗+〉 = E

[
(σ − t)+

]
+ λ

∫ t

0
E

[
(σ − s)+

]
ds.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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2 La file EDF avec clients impatients
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Le processus des écarts

Soit pour tout n ∈ N∗ et t ≥ 0 :

Yn
t =

√
n

(
ζ̄n
t − ζ̄∗t

)
,

〈Mn
t , φ〉 =

√
nMn

φ(./n)/n(nt), φ ∈ S.

On a alors pour toute φ ∈ S :

〈Yn
t , φ〉 = 〈Yn

0 , φ〉+
∫ t

0
〈(Yn

s )′, φ〉 ds+
√

n {〈λntᾱn − λtᾱ∗, φ〉}+〈Mn
t , φ〉.

Autrement dit:

Yn
t = Yn

0 + I
(
(Yn

s )′
)

+
√

n {λntᾱn − λtᾱ∗, φ}+Mn
t

= τtYn
0 +

√
n(λn − λ)tᾱn − λt

√
n (ᾱ∗ − ᾱn) +Mn

t

+
√

n(λn−λ)N (. ᾱn)t−λ
{
N

(√
n . ᾱ∗

)
t
−N

(√
n . ᾱn

)
t

}
+N (Mn)t .

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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√
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√
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N
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n . ᾱ∗
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)
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TLC Fonctionnel

Théorème

(Yn
t )

w⇒ (Y∗t ) dans D
(
[0,∞),S ′

)
,

défini pour tout t par:

Y∗t = τtY0 +M∗
t +N (M∗)t ,

où la S ′-martingale locale M∗ est caractérisée par:

<<M∗ >>t (φ, ψ) = λt〈ᾱ∗, φψ〉, φ, ψ ∈ S.

Pascal Moyal Fluid limit of transport processes
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