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Introduction

Motivation

Comparer ou valider des méthodes de classification
distance entre deux partitions
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Introduction

Motivation

Comparer ou valider des méthodes de classification : besoin de définir la
distance entre deux partitions

Distance des transferts

Distance des transferts entre P et Q : nombre minimum de transferts d'un
élément d'une classe dans une autre (éventuellement vide) nécessaires
pour transformer P en Q.

Inconvénient : distance non normalisée.
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Définitions et notations (1)
Soient P = {P1, Py, ...P,} et Q = {Q1, Q2,...Qq} deux partitions sur
X =A{1,...,n}.

Soit ¥ I'ensemble des couplages entre les classes de P et celles de Q et
oEY.

o-concordance

(P9 = Y 1PNQ]

(Pth)eU

Concordance

c(P,Q)=maxc,(P,Q)=max > [PiNQ]|
(Pi,Qj)e0
Lucile Denceud (ENST, PARIS 1)
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Exemple (1)

X =11,2,3,4,5,6,7,8,9},
P =(1,2,3/4,5,6/7,8,9), Q =(1,3,5,6/2,7,9/|4/8).

N Q= {1737576} Q= {2’779} Q3 = {4} Q4 = {8}
P ={1,2,3) 2 1 0 0
P, = {4,5,6} 2 0 1 0
P = {7,8,9) 0 2 0 1
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X =11,2,3,4,5,6,7,8,9},
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Exemple (1)

X =11,2,3,4,5,6,7,8,9},
P =(1,2,3/4,5,6/7,8,9), Q =(1,3,5,6/2,7,9/|4/8).

N Q= {1737576} Q= {27779} Q3 = {4} Q4 = {8}
P ={1,2,3) 2 1 0 0
P, = {4,5,6} 2 0 1 0
P = {7,8,9) 0 2 0 1

o ={(P1, Q1), (P2, Q),(P3, @)}
(P, Q)=|PiNQi+|PoNQ|+ P3N Q3 =2

G =1{(P1,@1),(P2,Q3),(P3, @)}
C&(P./ Q) = ‘Pl N Ql‘ + ‘PQ N Q3‘ + ’P3 N Qg’ =5= C(P, Q)
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Définitions et notations (2)

Soient P = {Py, Py, ...Pp} et Q = {Q1, Q2,...Qq} deux partitions sur
X ={1,...,n}.

Soit X I'ensemble des couplages entre les classes de P et celles de Q et
<D

Distance des transferts

O(P,Q)=n—c(P,Q) = min(n— Z | PN Qi)

oEX
(Pi,Qj)€0
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Exemple (2)

X = {172737475>6> 77879}v
P =(1,2,3(4,5,6/7,8,9), Q =(1,3,5,6[2,7,9[4/8).

n Ql = {1737576} Q2 = {27779} Q3 = {4’} Q4 = {8}
Pr={1,2,3} 2 1 0 0
P> = {4,5,6} 2 0 1 0
P3 = {77879} 0 2 0 1

G ={(P1, Q1), (P2, @3),(P3, @)}
c(P,Q) =cs(P,Q)=5
O(P,Q)=n—c(P,Q)=9-5=4
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Exemple (2)

X =11,2,3,4,5,6,7,8,9},
P =(1,2,3/4,5,6/7,8,9), Q =(1,3,5,6/2,7,9/|4/8).

n Q= {1737576} Q= {27779} Q3 = {4} Q1 = {8}
Py = {1,2,3} 2 1 0 0
P> = {4,5,6} 2 0 1 0
Ps — {7,8,0} 0 2 0 1

G ={(P1, Q1), (P2, @3),(P3, @)}
c(P,Q) =cs(P,Q)=5
O(P,Q)=n—c(P,Q)=9-5=4

(1,2,3/4,5,67,8,9) — (1,3 4,5,62,7,8,9) — (1,3,5] 4,6 2,7,8,9)
—(1,3,5,642,7,8,9) — (1,3,5,6 4 2,7,98).
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Calcul de la distance des transferts

Le calcul de la concordance revient au calcul d'un couplage maximum dans

un graphe biparti.

Exemple : X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9},
7) = (17273|4’ 576|7’ 8’ 9)’ Q = (1737 5?6|27 779|4|8)

Qs
P3

@3
P>

Q2
P1

(@]

Résolution : méthode hongroise, H.W. Kuhn, 1955 : O(max(p, q)°)
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Calcul de la distance des transferts

Le calcul de la concordance revient au calcul d'un couplage maximum dans

un graphe biparti.

Exemple : X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9},
P = (17273|4’ 576|77 8’ 9)’ Q = (1737 5?6|27 779|4|8)

Qs
P3

@3
P>

Q2
P1

(@]
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Maximum de la distance des transferts

~ Minimum de la concordance.

> Cmin = min{c(P, Q),P et Q partitions sur X} =1
(partition a 1 classe et partition a n classes);

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST
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Maximum de la distance des transferts

~ Minimum de la concordance.

v

Cmin = min{c(P, Q),P et Q partitions sur X} =1
(partition a 1 classe et partition a n classes);

v

? Cmin(p, @) = min{c(P, Q) pour P a p classes et Q a g classes };

v

? Cnin(P) = inn{c(P, Q)};

v

? cmin(P, < g) = min{c(P, Q) pour Q a au plus ¢ classes }.
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Minimum de la concordance entre deux partitions a p et g
classes (cmin(p, q))

Théoreme

Soit X un ensemble fini a n éléments. Soient p et g deux entiers tels que
psqgsn.

»Sin<p+q-2,
Cmin(P,q) = p+q — n.
»Sip+qg—-1<n<(p—1)q,

ntq—p
Cmin(pvq): T .

> Si(p—1)g<n,
Cmin(P> q) = [ﬂ .
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Schéma de la preuve
Démonstration des lemmes suivants :

Soient P et Q deux partitions a p et g classes.
» Lemme 1:Si p< g<n, alors: ¢(P,Q) > [g-| )
» Lemme2:Sin<p+qg—2,alors: c(P,Q)=>p+qg—n.
» Lemme 3:Sip+qg—1<n<pqg—q,alors: c(P,Q) > ["J“%:_pw.

Il existe deux partitions P et Q a p et g classes telles que :
» Lemme4:n<p+qg—2etc(P,Q) =p+qg—n.

» Lemme5:p+qg—-1<n<pg—qetc(P,Q)= PJFZ_IJ]'

» Lemme 6 : (p—1)g < netc(P,Q)= [s—‘ .
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Preuve du lemme 1 (1) :
Sip<g<nalors: ¢c(P,Q) > [ﬂ :

On considére g couplages ok, k € {1,...,q}, entre les classes de P et
celles de Q définis par :

»sii+k—1<gq, o couple P; avec Qjyk—1
»sii+k—1>q, o, couple P; avec Qj1k—1—g-
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P;
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Preuve du lemme 1 (2) :

Sip<g<nalors: ¢(P,Q) > [QW .

q
Po | J
( )
P | )
[ | w=(P,Q)= > |PNQ|
( | (P;,Q))€0k
P, | ]
Py J

e = anrdinaux des ensembles grisés.
Q2 Qypir1 @ Qq
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Preuve du lemme 1 (2) :

Sip<g<nalors: ¢c(P,Q) > [ﬂ :

P (OISO )
[ ]

P J
[ ] Ck:CUk(Pvg): Z "DfﬂQj‘
( | (Pi,Qj)€0k

Py | ]

po LILILCILILLELL) anrdinaux des ensembles grisés.
Q2 Qypir1 @ Qq

q q
= Z e = Z Z cardinaux des ensembles grisés correspondant a o
k=1 k=1

= g cardinaux de toutes les intersections = n.

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 12 / 32



Preuve du lemme 1 (3) :

Sip<g<nalors: ¢(P,Q) > [ﬂ .

q

Y g=n=Tjpe{l,...,q} tel que g, >
' q
j=1
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Preuve du lemme 1 (3) :

Sip<g<nalors: ¢c(P,Q) > [ﬂ :

n

q
> g=n=Tjpe{l,...,q} tel que ¢, > q
j=1

Et ainsi

c(P,Q) = max & (P,Q)>c

Qs

et puisque cj, € N, on obtient :

c(P,Q) > m .
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Preuve du lemme 2 (1) :
Sin<p+qg—2,alors: c(P,Q)>p+qg—n.
Soient P et Q deux partitions quelconques a p et g classes vérifiant

n<p+qg—2.0nposen=qg+aavec0<a<p-—2
Les classes de Q sont non vides : X = {ey, e, ...eq, €1, €2, ..., €0 }
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Soient P et Q deux partitions quelconques a p et g classes vérifiant

n<p+qg—2.0nposen=qg+aavec0<a<p-—2
Les classes de Q sont non vides : X = {ey, e, ...eq, €1, €2, ..., €0 }

o éléments

@ Q Q@ Qq
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Preuve du lemme 2 (2) :
Sin<p+qg—2,alors: c(P,Q)>p+qg—n.

Onposen=qg+aavecO0<a<<p—2et X =1{e,e,..€¢€1,€,....,64}

— — —

Py | )
[ )
p; | )
[ )
P, | )
Py | )
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Onposen=qg+aavecO0<a<<p—2et X =1{e,e,..€¢€1,€,....,64}

— — —

PP [ €qf]
[ )
p, [ _lle €k )
[ )
P2 [ €1 ]
P | )

G Q@ Q Q
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Sin<p+qg—2,alors: c(P,Q)>p+qg—n.

Onposen=qg+aavecO0<a<<p—2et X =1{e,e,..€¢€1,€,....,64}

Pp ( )
( )
p, (1] €k ]
( )
Py | €1 )
P1 )

Q Q Q Qq
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Preuve du lemme 2 (2) :

Sin<p+q—2, alors:

Onpose n=g+aavec 0 < a<

c(P,Q) =

p—2et X ={eg,e,..eqc€1,€,..

p+q-—n

)

J
}

]

)

]

Py ( €2 €a
[ e

p, (1] €k
(&

Py | €1

P (L] 5] ]
Q1 @ Q; Qq

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1)
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Preuve du lemme 2 (2) :
Sin<p+qg—2,alors: c(P,Q)>p+qg—n.

Onposen=qg+aavecO0<a<<p—2et X =1{e,e,..€¢€1,€,....,64}

Py | & o)
| eq]]
p, (1] €k ]
(& )
Py | €1 )
P & )

Qe @  Q

au plus « classes de P rosées = au moins p — « classes non rosées.
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Preuve du lemme 2 (2) :

Sin<p+q—2, alors:

Onposen=g+aavec0 < «

Pp

Pi

P>
Py

c(P,Q) =

<p—2et X ={e,e,..

p+q-—n

)

[ € Ex
[ €q
( €2 €k

(€1

( €1

] & L
Q1 @ Q; Qq

eq,€1,€2,.u

au plus « classes de P rosées = au moins p — « classes non rosées.
Le couplage o vérifie donc :

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1)

(P, Q) =

p—a=p+qg—n.
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Preuve du lemme 4 :

Il existe P et Q tellesque n < p+qg—2 et

C(PaQ):p+q_n
On pose n = q + .

On considere les partitions P et Q suivantes :

p, 1

Pp_all1

Py |

1

1

1

)

Ql Q2 Qp—a Qp Qq
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Preuve du lemme 4 :
Il existe P et Q tellesque n < p+qg—2 et
C(PaQ):p+q_n

On pose n = q + .
On considere les partitions P et Q suivantes :

p, (1 )
Pp—al2 )

1 ]
Py | 1 1] [1]

Ql Q2 Qp—a Qp Qq
c(P,Q)=c(P,Q)=p—a=p+q—n.
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Preuve du lemme 5 :

Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet

c(P,Q) = (ww

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,

On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

P, (1 |
Pg[l ]
P | |

Ql Qr Qr+ 1 Qq

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts

Y

séminaire ENST
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Preuve du lemme 5 :
Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet
(P, Q) = | =2

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,qg—1}.
On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

Py (1 |
restent n — (p — 1) éléments a placer.
n—(p—1) = kqg+r, r €{0,...,q—1}.
P, (1
Pi |

Ql Qr Qr+ 1 Qq
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Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet
(P, Q) = | =2

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,qg—1}.
On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

Py (|1 J
restent n — (p — 1) éléments a placer.
n—(p—1) = kqg+r, r €{0,...,q—1}.
P, (|2
Py (k1 o ety k| o | k]

Ql Qr Qr+ 1 Qq
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Preuve du lemme 5 :
Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet

c(P,Q) = (ww

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,qg—1}.
On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

Py (|1 J
re{0,1} r>1
c(P, Q) k+1 k+2
P> [1 ]
Py (k1 o ety k| o | k]
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Preuve du lemme 5 :
Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet

c(P,Q) = (ww

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,qg—1}.
On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

Py (|1 J
re{0,1} r>1
c(P, Q) k+1 k+2
P> [1 ]
Py (k1 o ety k| o | k]

S —

Ql Qr Qr+ 1 Qq

o- [rge] - [ty

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 17 / 32




Preuve du lemme 5 :
Il existe P et Q tellesque p+qg—1< n< pg—qet

c(P,Q) = (ww

q

Onpose n=p—1+kq+raveck>1etre{0,..,qg—1}.
On considere les partitions P et Q suivantes :

. W s ¥ . S S—

Py (|1 J
re{0,1} r>1
c(P, Q) k+1 k+2
P, (1 ] B k+1 k+2
Py (k1 o ety k| o | k]

S —

Ql Qr Qr+ 1 Qq

o- [rg=e] - [etnery
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Preuve du lemme 6 (1) :

|l existe P et Q telles que (p—1)g < net ¢(P,Q) = [

i

Casl:(p—1)g<n<pq.Onposen=(p—1)g+r,avecl <r<qg—1.
On consideére les deux partitions suivantes :

Pp

P>
Py

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1)
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1 1
[ 1 1] .. ]
1 11 1
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Ql Qr Qr+1 Qq
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Preuve du lemme 6 (1) :

|l existe P et Q telles que (p—1)g < net ¢(P,Q) = (ﬂ :

Casl:(p—1)g<n<pq.Onposen=(p—1)g+r,avecl <r<qg—1.
On consideére les deux partitions suivantes :

P S o A s U

Po [2] . |1 |

[1 RN R }
P> [1 S I T I T I | J
P, [1 AU I T | T O I J

Ql Qr Qr+ 1 Qq

(P, Q) =p = M

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 18 / 32



Preuve du lemme 6 (2) :

|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

I
—
Q

21.

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.
On consideére les deux partitions suivantes :

Po [l ... 1)1 |..] 1
P> [1 RS s T T R | ]
P, [1 11 1 }

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 19 / 32



Preuve du lemme 6 (2) :
|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

HE

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.
On consideére les deux partitions suivantes :

Po [l ... 1)1 |..] 1
P> [1 RS s T T R | ]
P, [1 S R R DU | }

Ql Qr Qr+ 1 Qq

restent n — pqg = kq+ r — pq =(k — p)g + r éléments a placer
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Preuve du lemme 6 (2) :
|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

HE

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.
On consideére les deux partitions suivantes :

Po [l ... 1)1 |..] 1
P> [1 RS s T T R | ]
P, [kfp+1.“ 41 k-p+1... k—p+]]

Ql Qr Qr+ 1 Qq

restent n — pqg = kq+ r — pq =(k — p)g + r éléments a placer
— on ajoute k — p éléments dans chaque PN Q;, 1 <j < g
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Preuve du lemme 6 (2) :

|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.

On consideére les deux partitions suivantes :

Po [l ... 1)1 |..] 1
P> [1 RS s T T R | ]
P, [k-p+1.“ pt+1 k-p+1...k-p+]]

Ql Qr Qr+ 1 Qq

restent r éléments a placer

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts

séminaire ENST

|
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Preuve du lemme 6 (2) :

|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

I
- 1
Q

21.

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.
On consideére les deux partitions suivantes :

Po [l ... 1)1 |..] 1
P> [1 RS s T T R | ]
P, [k-p+2.“ pt2 k-p+1...k-p+]]

Ql Qr Qr+ 1 Qq

restent r éléments a placer
— on les place dans P1 N Q}, j < r

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 19 / 32



Preuve du lemme 6 (2) :
|l existe P et Q telles que (p—1)g < net c(P, Q)

HE

Cas2:n>pq.Onpose n=kqg+r,avec0<r<qg—1letk>=p.
On consideére les deux partitions suivantes :

P, { 1 ] [
P> [1 S A R T R B J
Pl [k—p+2... -p+2 k—p—l—l...k—p—i—lJ

Q1 Qr Qr—i—l Qq

n

(P,Q)=(k—p+2)+(p—1)=k+1= M

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 19 / 32



Minimum de la concordance avec une partition P donnée

(cmin(P))

Théoréeme 1

Soit P une partition a p classes possédant respectivement ny, no, ...
éléments avec n; < mp < ... < np. Alors

¢min(P) = min|0, ,min (ni — )] + p.

\\p

On note f(P) = min[0, minigi<p(ni — i)] + p.

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 20 / 32



On considere une partition P sur X et un élément a € Py.

On note alors Ps a la partition sur X \ {a} définie par :

- si Py = {a}, Po a est constituée des classes P;, i # k.

- sinon Ps a est constituée des classes P;, i # k, ainsi que de la classe

P\ {a}.

Lemme 7

On considere une partition P sur X et un élément a € X. Alors :

Cmin(P) = Cmin(P@ a)

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 21 /32



Preuve du lemme 7 : cnin(P) = cmin(Pe a)

Soit @ une partition quelconque sur X.

e cmin(Poa) < c(Pea, Qo a) = cs;(Peo a, Qo a).

On étend 6 a P et Q.

o (P,Q) = cs(Poa, Qo a)

o ¢(P,Q) = max, &,(P, Q) = c5(P, Q). Finalement : YQ
c(P, Q) = c5(P, Q) = cs(Pe a, Qe a) > cmin(Pe a)

= len(P) = QO C(P Q) Cm'"(P@ a)
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Preuve du théoreme 1 (1) : (ny < ... < np)
f(P))

Cmin(P) = min[0, minici<p(ni — )]+ p (=

e montrons que VP, cmin(P) < f(P).
Soit ig I'indice vérifiant nj, — ip = mini<j<p(ni — i).
Soient Q et R deux partitions définies comme suit :

Po | 1) Py |
Plg+l[ 1 ] PI(] [ 1
Pi (i |
P 1
Py [”1 \_] P, [‘Lg ]
Q1 @ Qp—ig+1 Ri R Ry
Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts

Rn

séminaire ENST
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Preuve du théoreme 1 (1) : (ny < ... < np)
f(P))

Cmin(P) = min[0, minici<p(ni — )]+ p (=

e montrons que VP, cmin(P) < f(P).
Soit ig I'indice vérifiant nj, — ip = mini<j<p(ni — i).
Soient Q et R deux partitions définies comme suit :

Pp [ il Py |
Pl0+l[ 1 } PI(] [ 1
Pi [nfb J
P 1
Py (m L) Pl [ [ ]
Q1 @ Qp—ig+1 Ri R Ry
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Preuve du théoreme 1 (1) : (ny < ... < np)
f(P))

Cmin(P) = min[0, minici<p(ni — )]+ p (=

e montrons que VP, cmin(P) < f(P).
Soit ig I'indice vérifiant nj, — ip = mini<j<p(ni — i).
Soient Q et R deux partitions définies comme suit :

Py | 1] P, |
P12 | c(P.Q)=p—iotn, pq 1
Pi [nfb J
P 1
Py (m] ] L) P11
Q1 @ Qp—ig+1 Ri R Ry
Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts

Rn

séminaire ENST
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Py | 1] P, |
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Preuve du théoreme 1 (1) : (ny < ... < np)
f(P))

Cmin(P) = min[0, minici<p(ni — )]+ p (=

e montrons que VP, cmin(P) < f(P).
Soit ig I'indice vérifiant nj, — ip = mini<j<p(ni — i).
Soient Q et R deux partitions définies comme suit :

Py | 1] P, |
P12 | c(P.Q)=p—iotn, pq 1
Pi [nfb J
P 1
Py (m] ] L) P 1
Q1 @ Qp—ig+1 Ri R Ry
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Preuve du théoreme 1 (1) : (ny < ... < np)
Cmin(P) = min[0, minici<p(n — )] + p (= £(P))

e montrons que VP, cmin(P) < f(P).
Soit ig I'indice vérifiant nj, — ip = mini<j<p(ni — i).
Soient Q et R deux partitions définies comme suit :

Pp il P (I [ @ )
Porl_|IT jc(P.Q)=p—io+ny p, ( 1 | «(P.R)=p
Pi [nfb J
P |3 J
Pom] [ [ A [ [T [
Q1 @ Qp—ig+1 Ri R Ry Rn

Cmin(P) < min[c(P, Q), c(P,R)] = min[p,p + 1@'2,9(”" —i)] = f(P).
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Preuve du théoreme 1 (2) : (ny < ... < np)
Cmin(P) = min[0, minici<p(n — )] + p (= £(P))

e montrons que YP, cmin(P) = f(P).

On raisonne par récurrence :

- Initialisation : si n = 1, I'ensemble des partitions sur X est réduit a la
partition a une classe a un élément et donc il est clair que cnin(P) = 1. De
plus puisque p=1et ny =1, on a

f(P) =min[0, min (nj —i)]+p=1

1<ig

et donc cmin(P) = f(P).
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Preuve du théoreme 1 (3) : (n < ... < np)
Cmin(P) = min[0, miny<j<p(ni — )] + p (= £(P))
-Hérédité : -cas1:n =2

Soit a € P; et P! = Po a.

P’ possede toujours p classes P!, i € {1,...,p}, et nj <nj...
D’aprées I'hypothése de récurrence,

N
3
o~

Cmin(P") = min|0, ,min (ni=0]+p m|n[0,2r<n_|2 (nj —1i),m — 2]+ p.

XIRP IIRP

Puisque n; —2 > 0, on a donc
cmin(P') = £(P).

Or, d'apres le lemme 7, on sait que cmin(P) = cmin(P’) et donc on obtient
finalement

cmin(P) = f(P).
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Minimum de la concordance avec une partition P donnée
et une partition a au plus g classes (cmin(P, < q))

X

Théoreme 2

Soit P une partition a p classes sur X et g un entier vérifiant p < g. On
note n;, i € {1,..., p}, les cardinaux des classes de P et r;, i € {1, ..., p},
les restes respectifs de la division entiére des n; par g et on suppose que les
classes sont indicées dans |'ordre croissant des r; (n < < ... < rp). Alors

cmin(P, < q) = EP: BJ +min(0, min (ri — i) + p.

- 1<isp
i=1

On pose f(P,q) =>.%_, L%J + min(0, mini<i<p(ri — 1)) + p.
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Schéma de la preuve du théoreme 2 (1) :

cnn(P. < 0) = 30| 7|+ min0, min 1)+ p (= £(P. )

On pose Vi € {1,...,p}, |Pi| = nj = tig + r; avec r; € {0, ...,q — 1}.

Soit la partition Q suivante : Chaque classe (); contient t; + ¢; ; éléments
appartenant a la classe P;, Vi € {1,...,p}, avece;j=1sir>jete ;=0
si rj <.

Pp[tp+€p,1 tptep,2 tptep,j tp+€p,q]

P; [t/+6i,1 tit+ei2 titeij| fit€iqg ]

'D2 [ tr+e€2 1||t2+€2,2 tterj|  [rete€2q ]

Pl[t1+61,1 t1+€1,2 titer t1+61,q]

G @ Q; Qn
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Schéma de la preuve du théoreme 2 (2) :

con(Po2@) = 30| %]+ mint. min (1) + p (= 1(P. )

=1

> cmin(P, < q) = f(P.q) .
On montre que Q vérifie : ¢(P, Q) = f(P,q)

> cmin(P, > q) = f(P, q)
démontré par récurrence de facon similaire au théoréeme 1.

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

P=(1234|56789|101112)

(O}
Il

~—~

N—r

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1) Maximum de la distance des transferts séminaire ENST 29 /32



Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

P=(1234|56789|101112)

(O}
Il
~—~
il
N
w
~
N—r
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

P=(1234|56789|101112)

O=(159 |26 |37 |48)
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

P=(1234|56789|101112)

O = (15910 | 2611 | 3712 | 48)
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

P=(1234|56789|101112)
&

O = (15910 | 2611 | 3712 | 48)

(P, O)=2+1+1=4.
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

i 11213
n; 4 |5 |3
P=(1234]|56789|101112) -
?’ 11110
r—i|-1]-1]1

O = (15910 | 2611 | 3712 | 48)

(P, O)=2+1+1=4.
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Théoreme 2 : Exemple

IX|=12,g=4,P=(1234|56789]10 11 12)

i 11213
n; 4 5 3
P=(1234|56789]101112) o
a7 17110
r—i|-1]-1]1

O = (15910 | 2611 | 3712 | 48)
f(P,q) = Z {EJ +min(0, len (ri—i))+p

i=1 q
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Récapitulatif des résultats en termes de distance

P quelconque

Q quelconque

max (P, Q) =n—1

P possede p classes

QO possede g classes
(p< )

esin< p+q—2
esipt+qg—1<n<(p—1)gq,
esi(p—1)g < n,

max (P, Q) =n
max (P, Q) =n

-2

max0(P,Q)=2n—p—q
_ ’—n+q*P"
q

P possede au plus p
classes

O possede au plus q
classes (p < q)

max (P, Q) =n — ]—g]

P possede p classes
dont les cardinaux
Ny, g, ..., np sont

fixés

Q quelconque

On suppose que n; < np < ... < np

o(P, =n—p— min[0, mi p—i
max6(P, Q) = n — p — min] 121;%;:("’ i)]

P possede p classes
dont les cardinaux
ny, n, ..., np sont
fixés; ri, ra, .oy 1p
désignent les restes
de la division entiere
des n; par q

QO possede au plus g
classes ou
exactement g classes

avec ¢ < max n;
Sagign !

®sip < g, onsupposequer; <K < ... < fp

P
max 0(P, Q) = nfz {;’J —min(0, L mjg (ri—=i))—p

st <i<p

® si p > g, on suppose que les g plus grosses classes
de P sont indicées de 1 a g et dans |'ordre croissant
des r;

q )
max 0(P, Q) = nfz {%J —min(0, 1gyin (ri—i))—q

= <i<q

Lucile Denceud (ENST, PARIS 1)

Maximum de la distance des transferts

séminaire ENST

30 / 32




La distance des transferts : point de vue expérimental

N

n = 10, Soit P la partition a deux classes de 5 éléments. On énumere
toutes les partitions de X (115975) et on calcule leur distance a P.

Distance de transfertsde? | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8
Nb de partitions 720 | 225 | 1720 | 9112 | 31361 | 54490 | 17500 | 1546

100%
a0% 1
0% -
70% 4
0% -

de partitions sy, |

40%
0% 1
20% 1
10% +
0%

% cumulés

Distance de transfert par rapport a P

remarque : Omax(P) = n — cpin(P) = n — min[0, miny¢;<p(ni — )] +p=10—-2=8.
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La distance des transferts : point de vue expérimental

n = 100, soit P la partition a 5 classes de 20 éléments. On ne peut plus
énumérer toutes les partitions de X ; on fait donc un échantillonnage en
tirant 5000 partitions au hasard et on calcule leur distance a P.

100%
90% {

0% [

70% T

% cumulés 4 |
iy t

de partitions %% /

a0%

a0% J

20% }

10% J

0% mll

0 10 20 30 40 a0 &0 70 a0 90 100

Distance de transfert par rapport a P

remarque : Omax(P) = n — cmin(P) = n — min[0, miny¢;<p(n; — i)] + p =100 — 5 = 95.
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