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Résumé. — Soit X un schéma propre sur S = Spec k. La suite spectrale "de Hodge
vers de Rham" H7(X, Q% o) = HMM(X, 2%/s) stationne en Ej si et seulement si

I’égalité correspondante des dimensions Ep—l-q:l hP4 = hl est vérifiée pour tout .
On montre cette égalité quand k est parfait de caractéristique p > 0, X lisse sur
k de dimension < p (et méme < p) et admet un relévement lisse sur Spec Wa (k).
On étend le résultat a un schéma propre et lisse sur K corps de caractéristique 0.
On montre enfin que dans le cas d'un schéma projectif et lisse sur C, cette égalité
se déduit également de la théorie de Hodge.
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§1. Introduction

1.1. Décomposition du complexe de de Rham en caractéristique p > 0.
— Soit k un corps de caractéristique p > 0 et f : X — S un schéma lisse sur
S = Spec k. On définit 'endomorphisme de Frobenius Fy : X — X comme l'identité
sur I'espace topologique et I’élévation a la puissance p sur les sections de Oy. Soit
X' = 8 Xpg555 X ; le Frobenius relatif F' @ X — X' est alors le morphisme qui
factorise F'x et f :

Le complexe de de Rham de X sur S devient Ox/-linéaire, on étudie désormais
F*Q}/s- On a lisomorphisme de Cartier au niveau des Oys-algébres graduées :

o ; N . .
C P s S PHEQY
Peut-on factoriser I'isomorphisme de Cartier & travers un morphisme de complexes
de Oxr-modules ©*, ou a défaut un morphisme dans la catégorie dérivée 7

F.%s

<p7 prOJ

-1

_ . . C . . .
c: D QZX//S[_Z} S KHZF*Q?X/S[_Z]
Cela fournirait une décomposition du complexe de de Rham. L’article [5] apporte
certaines réponses dans le cas ou il existe un relévement de X sur Ws(k), elles sont

résumées dans le tableau suivant (la derniére colonne est expliquée plus loin).

X relevable sur Conditions Existence de ¢ Hodge ‘
Wa(k) et k parfait | supplémentaires

1 non X' relevable < en degrés < 1 dans D(Ox) non

2 oul F relevable = en tout degré dans C(Ox/) | non

3 oui — = en degrés < p dans D(Ox) oui

3 oul dimX <p = en degrés < p dans D(Ox) oul
Questions ouvertes

4 oul — = en tout degré ? oul

5 non ¢ out

1, non traité, est établi dans larticle [5] (corollaire §3.6). La stratégie pour
construire 'isomorphisme dans D(Ox-) de 3 consiste d’abord a étudier la situation
locale ot F' se reléve, c’est I'objet de la démonstration du théoréme 3.1 a I’étape
(b). On en isole 2, soulignée dans le Corollaire 3.6, qui est trés forte puisque ¢*
est un vrai morphisme de complexes défini en tout degré. 11 dépend naturellement
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de X et a priori du choix du relévement X. La question ouverte 4 est en particu-
lier vraie dans ce cas. L’étape suivante est de recoller ces morphismes locaux en un
morphisme global ¢ de D(Ox), valable en degrés < p, qui dépend canoniquement
du choix du relévement de X (et pas des relévements locaux). 3, détaillé dans 3.7,
s’appuie sur 3 et utilise la dualité de Grothendieck pour démontrer 1’existence d’une
décomposition jusqu’au degré p quand dim X < p mais ne donne pas de construc-
tion canonique. Toutes ces constructions utilisent crucialement ’hypothése que X
se releve sur Wy(k), il est donc légitime de se demander si une décomposition du
complexe de de Rham existe en général.

1.2. Le théoréme 3’ fournit donc une décomposition des groupes de cohomologie

(*) @ Hj(Xvﬁgf/S) %Hl(ngz;(/S)'

l=i+j<p

Pour tout schéma X de dimension < p se relevant sur Ws(k). La démonstration
montre qu’en degrés < p elle est au moins naturelle par rapport au relévement de
X, en revanche elle ne fournit aucune information sur l'isomorphisme en degré p.
En particulier la suite spectrale de Hodge vers de Rham :

EY = HI(X, Qé{/s) = Hpp(X/95)

dégénére en F; en degrés < p.

On a méme le résultat général ("dégénérescence de Hodge", 1.4.1) : si K est de
caractéristique 0 et X propre et lisse sur K, alors la suite spectrale de Hodge vers de
Rham dégénére en E; en tout degré. L’article [5] déduit ce résultat d’une conséquence
de 3 : si p est choisi suffisamment grand, on peut décomposer le complexe de de Rham
d’un schéma X lisse sur k de caractéristique p en degré suffisamment grand (ici, en
degré < p). C’est la propriété désignée par "Hodge" dans le tableau. Elle se déduit
des théorémes 3 et 3’ mais pas directement des théorémes 1 et 2. En revanche la
preuve du résultat ne débouche pas sur un isomorphisme de type (*).

L’idée est que X étant propre, les dimensions des groupes de cohomologie de fais-
i+j=l htJ = I

pour que la suite dégénére en E;. On considére alors K comme limite inductive de ses

ceaux cohérents sont finies donc il suffit d’établir I'égalité numérique

sous Z-algébres A, de type fini et on montre que X s’y reléve en un X, ELN A, avec
de bonnes propriétés : propre et lisse sur A,, tel que les R’ fa*nga JAw soient libres
de rang h"’ sur A,. On exhibe alors un point fermé m € X, de corps résiduel k de
caractéristique p suffisamment grande et parfait. La fibre de X, en m est un schéma
lisse sur k, en choisissant A, lisse sur Z elle se reléve sur Ws(k) et son complexe de
de Rham se décompose en degré supérieur & d la dimension de X, par "Hodge", pour
irj N7 = D' en degrés < d
sur cette fibre, qu’on peut transporter par changement de base a X.

p choisi assez grand. On en déduit 'égalité numérique
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1.3. La théorie de Hodge des variétés analytiques compactes. — est le
cadre dans lequel a été établi une décomposition canonique des groupes de cohomo-
logie de de Rham des variétés kahlériennes X (11.3.8) :
HZDR(X’ C)= @ H (X, QZX/C)'
itj=l

Ce résultat est donc plus fort que la simple dégénérescence de la suite spectrale
déduite de 3. En particulier une variété analytique projective étant kidhlérienne,
[GaGa] (II.1.3) permet d’en déduire cette décomposition pour tout schéma projectif
et lisse sur C.






CHAPITRE 1

DECOMPOSITION A I’AIDE D’UN
RELEVEMENT MODULO p?

§1. La suite spectrale de Hodge vers de Rham

Soit k£ un corps et X un schéma sur S = Spec k, ses groupes de cohomologie de de
Rham sont les k-espaces vectoriels H'(X, Q;(/S). On peut' par exemple les' obtenir
a laide des résolutions fonctorielles de Godement (C**,§"*) de chaque Qy/s. qui
fournissent un bicomplexe C* & composantes flasques dont les colonnes augmentées
par ' sont exactes. Le complexe Q% /s €st donc quasi-isomorphe au complexe simple

associé : C* = ((Zi—l—j:o CH)*, D' =@, ((—1)"0" +di’j)>, qui est & composantes
flasques donc H*(X,C*) = h*(I'(X,C*)).

De fagon générale, soit K** un bicomplexe du premier quadrant (ici I'(X,C**))
de modules sur un anneau. Pour calculer la cohomologie de son complexe simple
associé K*, on en fait un module différentiel filtré gradué

FPE' = @ K
p<y<l

d’out une filtration induite sur ses groupes de cohomologie

FPRY(K®) .= F?Z'/ B’
Définissons pour chaque p le gradué (différentiel) GPK*® associé a FPK*® par

G’K' = (FPK")/(FPT'KY) = KPP
et de méme les gradués des groupes de cohomologie :
GPH (1) = (FP()) /(PP (1))

que l'on peut calculer grace a la proposition suivante (|?] XX 9.3) :

1.1 Proposition : 1l existe une suite spectrale (E?9),,, qui aboutit a EP? =
GPhP*I(K), telle que

EPY = GPKP
EP? = WA (GPK®)
Dans le cas particulier de notre double complexe, Ey = KP7 = T'(X,CP).

De méme GPK! = KPP qui s’inclut dans le gradué différentiel GPK® = KP*~P
avec la différentielle induite "D®|F? modulo FPT!". Cette derniére se réduisant &
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(—=1)ps*P, BP9 = RPFI KPP = pd (KP*). Mais la résolution de Godement CP*

5o
calcule la cohomologie du faisceau Q% /s donc

(1.1.1) BT = HI(X, Q% ).

Enfin B¢ = GP(h*+9(K*)) done @, E29 = h¥Ha(K*) = HPH(X, Q% ), d'on

'isomorphisme (non canonique) :

(1.1.2) P B = Hp(X/S).

p+q=l

1.2. Si X — S est propre de dimension n, il est de type fini donc les Qé{/s sont des

faisceaux cohérents et les H'(X, Qﬂ( /s) sont, des k-espaces vectoriels de dimension
finie, notée h??, d’aprés EGA III 3.2.1 (admis) (théoréme de Serre [8] II1.5.2 dans le
cas projectif). Par la convergence de la suite spectrale, les groupes HJ}i(X/S) sont
aussi de dimension finie h". L’inégalité dim E2¢ < dim EP? a donc un sens, avec éga-
lité ssi la suite stationne en (p, ¢) a partir de I'étape r ). En particulier elle stationne
globalement en E; ssi pour chaque [ € [0,n], > dim E%7 = > dim BP9,
soit en vertu de (1.1.1) et (1.1.2) :

(1.2.1) W= )" hr

p+q=l

§2. Frobenius et isomorphisme de Cartier

2.1. Soit S un schéma de caractéristique p. Le morphisme de Frobenius Fg : S — S
est défini comme 'identité sur 'espace topologique et 1’élévation a la puissance p sur
les sections de Og ). 11 est fonctoriel, c’est a dire que pour tout S-schéma f : X — S
le diagramme suivant commute :

(2.1.1) x 2 x

fl f
S

F
5. 9.

Soit X — S un S-schéma, X’ le produit fibré S® x ¢ X (S® explicite que S est vu
comme S-schéma via Fg). Le Frobenius relatif de X sur S, Fxis : X — X' (ou F

1. En fait X est de type fini sur k& donc de dimension finie donc la suite spectrale est concentrée
dans le carré [0,n] x [0,n] & partir de » = 1 puisque par le théoréme de finitude de Grothendieck
(8] 11.2.7), E¥* = 0 pour ¢ > n + 1. Donc elle stationne globalement en un r fini.

2. Compatible a la localisation et morphisme local sur les tiges donc morphisme d’espaces
localement annelés
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quand c’est clair), est 'unique morphisme qui factorise Fy et f :

Fx

T (O

(2.1.2) X)X o TR

N

Fgs

S 5. g

(X®) explicite que X est vu comme S®)-schéma, le (] veut dire cartésien). On vérifie
que D'espace topologique X muni du faisceau f~1(Og)® ®Rs-1(0s) Ox (3) satisfait
a la propriété universelle de X'. Le Frobenius relatif Fxs s’explicite alors comme
I'identité sur I'espace topologique et id ® Fy sur les faisceaux (4.

2.2 Exemple : Pour S = Spec A et X = Spec A[X;,...,X,], X’ = Spec B’ avec

B = AP @ A[X), ..., Xy = AP @4 AL ZX,, ..., X,] L2 40 x, LX)
Avec cette identification ),

APX L X < AP XL X < A[X, L X

e

A@) A .

Donc Fpy4 est le morphisme qui est 'identité sur A®) et envoie X; sur X7

Le morphisme déduit de F)g/s par fonctorialité sur les différentielles () est nul :

Q(F)ﬁ(/s) Qx50 = FxysSlxss
1®dr — 1.d(r?) = 0 donc

2.8 Propriété : la différentielle du complexe Fyjs . , est Ox-linéaire ™ ®)

[ ]
X(;D)/S(p

3. [personnel : f~1(Og) désigne ici le sous-anneau image inverse f4(f~1(0s)), o f* est le
morphisme de faisceauz associé a f.]

4. [personnel : et (Fg)}j< = (Lidoy), pf = (f%,1) = (idg-1 05y 1)/

5. Ici, X' =2 X®) comme S®)-schémas. Ce n’est pas toujours le cas, ¢f. A.1.1

6. [personnel : les {1 @ dr, r € Ox} engendrent bien f~'(Og)P) -linéairement Qx:/s par com-
patibilité de Q aux changements de base.|

7. [personnel : ou dit autrement, la différentielle de Q;(<p)/s(p) est F)(_/é(OX/)—linéaire, en parti-
culier Oy, elle se factorise en degré 1 par (2) o (1) (propriété universelle de

@

Qxw x)- Donc la deuziéme suite ezacte fondamentale est scindée a droite mais elle ne l'est pas
& gauche en général! (cf. note suivante)]

8. Q(Ffq

ne s’étend pas en un morphisme de complexes "F;/SQ;(,/S@ — Q;(/S” puisque le "complexe" de
gauche n’existe pas en général. Il faudrait au moins que la deuxiéme suite exacte fondamentale soit

scindée & gauche (pour le prolongement en degré 0 et 1), ce qui n’est pas le cas avec X = Spec B
QF
pour B = A[X;...X,]| : B®Qp/a =Qp/a — B/, (2,4 n’est pas injective car nulle sur les dT;.

) s’¢tend en un morphisme de complexes Q2%;, e Fxs.0% /s (fait général) mais
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Une conséquence trés importante est que les faisceaux de cycles Z¢ et de bords B?
sont des Ox,-modules et, comme B’ est (toujours) stable par le produit extérieur
(da N\ db = d(a A db)), on en déduit que le faisceau de cohomologie @HiF*Q}/S est
lui aussi une Ox/-algébre graduée alternée (anticommutative quand p = 2).

2.4 Proposition : Soit f : X — S un morphisme lisse entre schémas de caracté-
ristique p. Alors le Frobenius relatif Fx;s : X — X' est fini et plat et la Oxs-algébre
F,Ox est localement libre de rang p". En particulier si f est étale, Fx/g est un
isomorphisme.

Démonstration : De fagon générale un morphisme lisse f : X — S se décompose
localement en X % A% S on g est étale et h la projection standard. Soit Z = A%.
Sachant que les propriétés a vérifier sont stables par composition et changement de
base, il suffit de les vérifier pour Fx,z et Fiz/g ), Pour le dernier ¢’est clair : exemple
précédent montre que B = S[X7, ... X,,] est localement libre sur Z' = Z de base les
[1X™ avec 0 <m; <p— 1.

Fx
(2.4.1) X m X
b1 g
g ét. 6. ét.
g _t2__ o

Pour le premier, il suffit de montrer que Fy,7 est un isomorphisme (ce sera de toutes
fagons utilisé pour démontrer 'isomorphisme de Cartier). Je le vérifie dans le cas qui
nous intéresse, i.e. quand S est le spectre de k un corps parfait de caractéristique
p > 0. Il reste siirement des arguments a simplifier. F'x/; est étale car le composé
(X' —= ZW)o Fx/z = (X®) — ZW) est étale et (X' — ZP) est non ramifié (étale).
Fx/z est fini puisque la composée (Fz)x o Fx/z = Fx est finie [Fx étant affine et
"fini" étant une propriété locale sur la base, vraie ici car X est localement de type
fini sur k et k est parfait]. Ensuite, on sait qu'un morphisme étale fini g : X — Z
est localement de la forme Oz, = B — C = BIX]

P
(P, P'") engendrent B[X] (9. Cela n’est pas indispensable mais servira a alléger les

Ox ., ou P est unitaire et

9. Par un changement de base explicite sur le diagramme suivant, dont il est immeédiat de vérifier
qu’il commute et que ses trois carrés sont cartésiens :

Fx/s

10. . P étant unitaire, C' est libre sur B de base X' avec i < deg(P,,) donc plat. Pour
vérifier "non ramifi¢", i.e. 2c/p = 0, on peut par exemple montrer que dans la premiére suite
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B[T]

BIT] B[T]®) (11)
P P .

notations. La situation est Fo/p : C" — C® e id® Fa :(B(p) ®
CP) est de présentation finie comme C’-algébre 12

(89 @ Py - P11

Y - T

)—

de noyau < P(Y),Y? —T >, et méme de présentation finie comme C’"-module :

BIT] - BI[T]

BW o Ny, . yrl o 22

( ® P )[7 ) ) ] P
Yi 5 T

de noyau (3, a;Y'" + T) ot les a; sont les coefficients de P. Or par hypothése
Fe/p est étale donc plat. Donc d’aprés [?] XVL.3.8 et 3.9, C® est un C’-module
libre (moins cher que si C'P) ¢tait seulement de type fini).

D’autre part 'hypothése "F/p étale" implique que C®) est non ramifié sur ',
c’est a dire que 'idéal maximal me ne se ramifie pas : meC®) = m () et Iextension
résiduelle k(C®)/k(C") est finie séparable. Donc C® /meC®) est un corps, exten-
sion finie séparable de C'/mcC" et radicielle (i.e. injectif et a extensions résiduelles
séparables) de degrés multiples de p car Fo/p est radiciel 13, Ces deux hypothéses
ne sont compatibles que si extension est 'identité : C® /meC®) = C' /meC’. Le
module C®) étant fini sur C’, il est donc engendré par 1o par Nakayama i.e. de la
forme C’/I. Mais on a vu qu’il est libre donc C®) = C".

O

ng/s étant localement libre sur Ox de rang C' (f est lisse), on en déduit que
F*Qg(/y est localement libre sur Oy, de rang p"C".

2.5 Théoréme (Isomorphisme de Cartier) : Soient S de caractéristique p et X —

S.

(a) Il existe un unique morphisme de Ox-algébres graduées
v @Q},/S — @HiF*QS(/S tel que

i) i=0:v=F':0x = F.Oxw
i) i=1:v:1®dr — rr~tdr

(b) Si f lisse, v est un isomorphisme, noté C'~!

exacte fondamentale (de C-modules) : 55 4 CdX — Q¢ — 0, la premiére fleche est surjective.
Vrai car la classe P s’envoie sur P'.dX = 1.dX (mod P) qui engendre C.dX. [personnel : en
fait isomorphisme puisque la C-algébre % est engendrée par P, elle s’envoie sur P'.dX = 1.dX
(mod P) qui engendre librement C.dX.[Pour [=], on utilise seulement "non ramifié" (et méme
seulement que I’extention résiduelle est finie et séparable donc monogene) et "fini" (pour appliquer
Nakayama & Ox , fini sur Oy ;).

11. [personnel : puisque le produit tensoriel est compatible a la localisation et aux h_I)n]

12. la structure d’algebre est donnée par Fi/p =id ® Fe

13. a simplifier : d’aprés EGAI 3.5.6, car le composé Fo = (Fp)c o Foy/p est entier, surjectif et
radiciel
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La preuve est détaillée dans A.1.2. Il suffit de définir v en degré 1 puisque il
est a valeurs dans @ H'F,Q5% /8 qui est une Ox/-algébre graduée anticommmutative
d’aprés la conséquence de 2.3. On se raméne 4 X = 7 = A]l;p —F,: {1,T,..., TP}
forment une base de Fz,.0,u sur Oz et la différentielle dze) /¥, (Oz-linéaire) :
F7.07 — F7.0L = (Fz.02)dT envoie T* sur iT*'dT donc H° est libre sur Oz de
base 1 et H! est libre sur Oy de base TP~'dT. Or Oy est libre de base 1 et le//Fp
libre de base 1 ® dT" donc v est un isomorphisme.

2.6 Conséquence : En particulier les H' sont localement libres de type fini sur
OX’ (14)

14. [personnel : de la conséquence de 2.3, je déduis par récurrence décroissante sur i que les
faisceauz de cocycles Z"'F*Q;(/S et cobords BiF*Q;(/S sont localement libres de type fini. En fait
cela ne servira pas lors de l’étude des complezes tronqués au 3.7]
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§3. Décomposition du complexe de de Rham

3.1 Théoréme : Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, S = Speck,
S = Spec Wy(k), X un S-schéma lisse. A tout S-schéma lisse X relevant X (%) est

associé canoniquement un isomorphisme de D(Ox/) := D(Ox.—Mod) :
gOX @QX//S —>T<pF QX/S
i<p

tel que Hip; = (C~H)D (Iisomorphisme de Cartier (C~1)© en degré i) pour i < p.

Un "relévement" signifie un diagramme cartésien :
X-1.X
| o |
S—~5
avec i (et donc j) immersions fermées modulo p

(a) Réduction a la définition de go%{v : dans D(Ox/) on n’a plus le bifoncteur
. Q;,/S est localement libre (de type fini) donc plat sur Ox/, de méme que les

L L ,
F.Q% /s, donc @ coincide avec @ pour (QY, g[—1])¥" et (F, Q‘;(/S)@Z (7] prop 11.1.2
et lemme 11.4.1, admis). On définit ¢! via "Dantisymétrisation" a : Q’X,/s[—i] —
(Qk//s)@[—i] WA AW — %Zaem SgN(0)we1) @ - - QW (;), définie pour i < p,
qui est clairement une section du produit antisymétrique ( F*QB(/S) @i T FQe

1 ®i .(%0 )®!
()™ =] = (P 5) ™
a[—1] produit
Z ) antisym.
S .
Qé{//s[ ] = Q%5

Cette technique ne permet de définir c,p% que pour 7 < p.
(b) Cas out F : X — X’ se reléve globalement :

XX

jT j/]
XX
On veut construire oo, : Qxys[—1] — Fxs.0%/g tel que hl(pL) = (C;(}S)@.

L’idéal serait de poser pour tout r € Ox "' (1®dr) = dX/Sﬁ =d /SW” Cest
1mp0581ble puisque on est en caractéristique p mais 1’ex1stence du relévement global

Fva permettre la méme chose formellement, en écrivant "p~!F" a la place de ik (1®T)

15. [personnel : il suffit que X soit plat sur S : d’apres le critére de lissité par fibres il suffit de
vérifier que )A(:(p) = X est lisse sur k((p)) = k, qui est ’hypothése. Si S était le spectre de 'V un
anneau de valuation discréte (comme W (k)), donc intégre, il faudrait aussi que la fibre générique
X0y soit lisse sur Frac (W (k)).]
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ot p sera I'isomorphisme 7, F,{x /5 LN pF*QX/g induit par la multiplication par
p:

3.2 Propriété : L'image du morphisme canonique Q(F*) : Q%5 — Flg )5 est
dans pF.{z g

Démonstration :

L 1
Qs — Fl%s

7' = Q(modpOy) : B
bda — bda i i ™ = Q(modpOx)

. 0 .
A e R U

Q est un foncteur donc le diagramme commute donc 7o Q(F*) =0
O
3.8 Propriété fondamentale : p: j.(lx/s = pQX/g
Démonstration : j,Qx/s = j*Q(Oy(Q?ogj*Os)/j*Os = Jj:0s ®o, Q%5 or j.Os £ pOg
car k est parfait. Donc j.{x/g ro, pOs ®o, QX/@-
Reste & voir que pOg ®o, QX/S‘ = pQX/g. (C’est toujours vrai pour ng/g = 0%
car X est en particulier plat sur Wa (k).

Mais X étant lisse sur Wa(k), (2 5 est localement libre par [1] 4.2.7 ¢). Donc il
est plat sur O donc plat sur Og par transitivité.

O

La preuve montre que cette propriété est en fait équivalente & 'existence d’un
relévement global de X lisse sur Wy (k) (19,

3.4 Définition : du morphisme "déduit de Q(F*) par division par p”

QFYH -
QX’/S‘ —>pF*QX/§

| f ]pw

380y = G FSx s

[détail : f:w — un relevé & de w —image par Q(F*) —image par p~! bien définie
car si wy et wp différent d'un pQg, g la différence est tuée par Q(FY)|

3.5 Propriété : I'image de [ est contenue dans ZlF*Q;(/S et le composé avec la
projection sur H'F.Q% ¢ est I'isomorphisme de Cartier (CHD en degré 1.

16. Par le critére suivant : M est plat sur W := Ws(k) ssi la multiplication par p induit un
isomorphisme M /pM P, pM. En effet par [GaGal] 21.3, M est plat sur W ssi pour tout idéal
a C W, Tor)Y (W/a,M) = 0 ssi a® M — aM est un isomorphisme. Le seul idéal non nul de
W est pW et la suite exacte 0 — pW — W 2 pW — 0 tensorisée par M fournit toujours
M/pM 2o, p® M. Donc M/pM — pM est un isomorphisme ssi M est plat sur W. Ce critére
montre par exemple que Wy (k) est plat sur Wo(F,) pour k parfait.



§3. DECOMPOSITION DU COMPLEXE DE DE RHAM 13

Démonstration : en effet si a est une section locale de O de réduction ag mod p,

(3.5.1) F*1®a) = a? + pb(a)

pour un certain b(a) € Oy (ou de fagon équivalente un p(u(ay)), u(ag) := b(a) mod
p € Ox) car la réduction modp de F*(1 ® a) est F*(1 ® ag) = af. Donc Q(F*)(1 ®
da) = paP~'da + pdb(a) 7). f étant déterminé de maniére unique par division par p,

(3.5.2) f(1 ® dag) = ab " dag + du(ap).

En particulier,
(3.5.3) df =0

donc f définit un morphisme Ox:-linéaire de complexes f : Qx//g[—1] — F*QB(/S
tel que H'(f) = (C™1)® (complexes de Oxs-modules car la différentielle de FQ% /s
est Ox-linéaire). Dans ce cas particulier, la fleche w} = f de D(Ox) est en fait
un morphisme de complexes. Mais dans la catégorie des complexes, AiF*Q}(/S =
F*Q’X/S. Donc on peut méme construire un morphisme ¢’ pour tout i € N =
A'p%. L’isomorphisme de Cartier C~1 étant multiplicatif, gp% suivi de la projection
sur H'F.Q% g est aussi (C~1)©.

(c) Comparaison de deux relévements : soient Fy, Fy : X — X’ deux S®-
morphismes relevant F. Alors Fg — Ff 0z — pFi*O)? est une différence de deux
morphismes de Og-algébres dans un idéal nilpotent donc est une dérivation D. D’ou
une dérivation § déduite par division par p qui se factorise en hqs :

b .

O;(, pFﬁO;{

| |-

J.Ox1 — g — j.F.0x
VAL

Si comme en (b), pour a € Oz, (1 ® a) = a” + pu;(a) alors directement par
construction : his(dag ® 1) = ug(a) — uy(a) et donc d’aprés (3.5.2)

(3.5.4) fo— fi = dhyo.

Egalement par construction :

(3.5.5) hia 4+ hog + h31 =0

17. [personnel : détermine entiérement f puisque les 1 ® da engendrent Ox-linéairement QX'/S
et que la différentielle de F,QY% o est Ox:-linéaire.|
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(d) Cas général : X est lisse sur S donc par changement de base X' est lisse
sur S donc F' admet partout localement un relévement F :

- 220 ~ ~
X j(p—>) X vu autrement : !

oy ! isse
X —X L X
lisse\lf X )Z' g
g (p*=0)

Soit un recouvrement ouvert U = (U;);e; de X et pour tout ¢ un relévement FZ :
~ ~ / ~ —~

U; = U; (pas de probléme puisque X, X', X et X’ ont mémes espaces sous-jacents),
dont on déduit pour chaque i f; : Q}(,/S|Uir — F*Q%Ji/s et sur les intersections h;;
Vo /sloy, = F.Qp, - D’apres (3.5.3),(3.5.4) et (3.5.5) :

(3.5.6) df; = 0; Ji — Ji = dhy;; hij + hjx + hi; = 0.

Soit le double complexe de Cech : C*(U, Q;(/S), d, = dpr et d, = ¢ de complexe
simple associé noté C*, D,, = @D, ;—(dij + (—=1)'0;;). De maniére générale il fournit

le quasi-isomorphisme (1®)

(3.5.7) e: F.Q% g = F.C (U, Q)

Soit, ¢gu7(ﬁ)) = (¢o,1,010) : Qx5 — F.COW, 0% /) = F.C\(U, OX)GBF*CVO(U,%(/S)

défini par (¢o,1(w))i; = hij(wlvz,) et (d10(w))i = filwlwy). (3.5.6) impliquent que
c’est un morphisme de complexes [vérifié lorsqu’on peut indicer le recouvrement
avec un ensemble totalement ordonné, avec la convention U;; indexé par la paire
(i,7) ordonnée i < j]

(3.5.8) Sy - Yrysl=1] = F.LOU, Q)
on peut finalement construire
(3.5.9) O% : Wy ysl—1] = FQ% g

dans D(Ox/) comme composée de (3.5.8) et de I'inverse de (3.5.7). Vérifions qu’il
ne dépend ni du recouvrement ni des relévements :

- (i) (3.5.9) ne change pas si on remplace U = (U;);c; par un recouvrement V =
(V;); plus fin avec les relévements induits par les mémes F; : pour chaque j on
choisit un 0(j) € I au hasard tel que V; C Upj). Ce choix définit un morphisme de
bicomplexes

o* : é.(u, Q;(/S) —>é.(UI, ;(/S)
a = (0% Q). = Q)06 v,

(morphisme de bicomplexes car clairement compatible aux dpgr et aux 0 de éech)
donc induit un morphisme de complexes simples associés. D’ou le diagramme (déduit

18. Car F est affine donc F, est exact sur les faisceaux cohérents
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de (3.5.7))
E.C*(V, 0%/s)

ey o+
q.is0

FQX/S_>FC u, QX/S)
clairement commutatif. Est-ce que l'autre diagramme (déduit de (3.5.8))

F.C*(V,Q%)s)

1
S, T
9*

Qﬁ('/s[_ ]1—>FC'(U QX/S)
W,(Fy))

commute aussi?

((h9<a>9(b) (W|Ue<a>e<b>) |vab) b (f o) (o )\Va) a>
¢2v (F)... 7 Ta*
0),)

commute7
)i (filw
C’est vrai car les relévements sont induits par les mémes F;. Finalement :

. ¢ o

U, (Fy)

CRCW,0%)
Pw.(E) Te* ey
q.iso

W,(F;))

Qﬁa/s[— ]—>FC°(U QX/S) ‘EL E, QX/S

commute donc le grand triangle commute dans D(Ox).
- (i) Soient deux recouvrements (U, F;);, (V, Fj); associés & des relévements lo-

caux de F' différents, ils raffinent tous les deux le recouvrement ((L{ V)i,

(F); ]_[(/F;)J> Les raisonnements précédents s’appliquent :

FC U, )

(bzlfl i*T &u
I .
¢zl4]_1v . q.l(zo EV) N
O /sl=1] FLUTTV, 0%/s) ——— F.O%s

q.1s0
b3, . ey
le q.iso
FC*(V, 0% ).
Cela montre que ¢! dépend canoniquement du relévement X et va surtout per-

mettre de conclure qu’il répond a la question, 7.e. que son composé avec la projection
sur H' réalise I'isomorphisme de Cartier (C~)® en degré 1. Maintenant que p% est
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construit globalement, il suffit de vérifier cette propriété localement. Sur un voisi-
nage U convenable de chaque point z € X, F se reléve globalement en F. Comme la
définition de go% | ne dépend pas du choix du recouvrement de U ni des relévements,

on choisit le recouvrement {U} et le relévement {F}, pour lesquels p%|u redevient
le morphisme f défini en (b).

3.6 Corollaire de la preuve : Soit X est lisse sur k admettant un relévement X
lisse sur Wy (k). Alors si F' se reléve globalement il existe un isomorphisme de com-
plexes de Ox/,-modules :

Yx - EBQXf/s ] = FQ%s

1€EN

tel que Hipz = (C~1)D (Iisomorphisme de Cartier en degré i) en tous degrés i.
C’est exactement démontré dans (a) et (b). En effet un relévement global de F
entraine l'existence du morphisme f "déduit par division par p". Attention! Si X
est seulement plat sur k avec un relévement X plat sur Ws(k), la preuve ne marche
plus (X n’est plus lisse sur Wg(k) donc Qg5 n’est plus forcément localement libre
donc plat). Contre-exemple : k = Z/pZ, W = Wy(k) = Z/p*Z, X = Spec A,
A= Ek[X]/(X?— 1) et X = SpecA A= WI[X]/(X?—1) qui plat sur W car il vérifie
le critére A/pA P pA (cf. note dans 3.3). Par contre M := = 2y, n'est pas plat
sur W car il ne vérifie pas ce critére. En effet M/pM vaut Q4 alors que QA/W est
engendré par dX qui vérifie d(X? — 1) = 0 d’ou pdX = 0 donc pQZ/W =0.
3.7 Corollaire : Soit X un k-schéma lisse de dimension n < p relevable sur Wy (k).
Alors le complexe Fi)% ¢ est isomorphe dans D(Ox—Mod) a un complexe a diffé-
rentielle nulle.

Démonstration : Par le théoréme 3.1, le résultat est vrai sur le sous-schéma fermé
formé des composantes irréductibles de X de dimension < p. On peut donc supposer
que X est partout de dimension n = p.

Premiére observation fondamentale : on a ’accouplement parfait

donné par A suivi de la projection sur H". On se servira en particulier du fait
que, pour cette dualité, Padjoint de d est d & un signe prés (car d(a A 3) = 0).
Démontrons-la : on remarque que H"F,{lx//g est localement isomorphe au module
libre de rang 1 (/™' #2"dt; A --- A dt,) (avec la description locale de 2.4). En
effet t;ﬁé(p_l)tl, I ne contenant pas l'indice 7, a une classe de cohomologie nulle car

L 4q+1 —
il s'integre en (—1)*Sptldty A~ Adt - At

(1) injectivité de F QX/S — Hom/(F, QX7g, ") : on considére une section lo-
cale u de F, QX/S dont le produit extérieur avec toute section locale v de F, Q}/g
a sa classe dans H" nulle, i.e. u Av = 0. Sur un ouvert trivialisant elle s’écrit
U= e pr gttdty, ot I est un multiindice qui signifie ¢/ = [lico, . ti*s mu €
{0,...,p — 1} et J signifie dt; = dt; A --- A dt;,. Montrons que u = 0, i.e
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montrons que chaque gy ; est nul : on considére v = tthcJ, ou 9 et & dési-
gnent les indices complémentaires de I et J (i.e. tels que T = Tt et
dtcydty = (=)= Ddty A--- Adt,). Alors puy ;= +u Ao = 0.

n—i n

(2) surjectivité : soit A une section locale de Hom(F.{¥y g, H") sur un ouvert tri-
vialisant. Elle est déterminée par chaque \(t/dt;) = a[7jt}1)_1 <27t N - - AdEy, elle
est donc réalisée par le produit extérieur avec la forme v = 37, e(JCI)Ap st dtc
(oi1 £(J,°T) désigne le signe de la permutation {1,...,n} — {J,CJ}), suivi de la pro-
jection sur H".

Une interprétation de cette dualité avec la forme trace est donnée en appendice.

En supposant désormais que n = p, on considére le triangle de D(Ox-) engendré
par la suite :

(1) Tep1 0% g = P Q%5 — HP[—p] = ...

(19) Tgp,lF*QS(/S étant décomposable, la conclusion est équivalente au fait que
ce triangle est scindé. La deuxiéme remarque fondamentale est que c’est vrai ssi le
morphisme

e W-p] = (D H[-i])1]
1<p
est nul. C’est démontré dans Astérisque 239 p100 (en utilisant qu’on a la suite exacte
longue des Ext’ pour tout triangle dans une catégorie triangulée quelconque).
Les composantes ¢; (0 <i < p— 1) de e sont & valeurs dans HP~" (X’ ... ) :

e; € HomD((’)X/)(Hp[_p]a %Z[_Z + 1]) = HpiiJrl(X/a H0m<Hp7 Hl))a

ou I'égalité est détaillée dans 'appendice 2.4.
Le triangle (1) s’envoie dans le triangle

par projection sur 7>;. On utilise la premiére remarque fondamentale : le dual de

F*Q;(/S est F*Qgg/; avec la méme différentielle d donc les mémes faisceauzx de coho-

mologie donc Pobstruction a décomposer (1) est @@Y_

1=

part, Tgp_]_F*QB(/S est décomposable dans D(Ox) donc par dualité de Grothen-

1 R
e; avec les mémes e;. D’autre

dieck 751 Fi (2% /5 est aussi somme de ses H[—1], i.e. est décomposable. La derniére
affirmation provient de deux propriétés :

(1) T<p1 0% /s = RHomo,, (T<p—1 FLQ% /5. HP EQY/5) (20) .
(2) La décomposabilité est préservée par RHomo ,(—, HPF.Q% /g) (21)

19. La premiére fléeche est une inclusion et la deuxiéme fléche est définie par la projection
ot p -

FQ% s — {Qp=t/zr=1 — ZPr} projection (q:iso) ‘HP?[—p]. Donc ce sextuplet est quasi-isomorphe
A une suite exacte de complexes, qui engendre & son tour un triangle par le cone de son premier
morphisme.

20. 7<p-1F82% g n'est pas nécessairement a composantes localement libres car son dernier terme
est un noyau et celui-ci n’est pas forcément transformé en conoyau par Hom(—, HP F,.Q% / 5)-

21. "Décomposable" signifie isomorphe dans D(Ox/) & un complexe décomposé. Mais le foncteur
Homo,, (—, ”HPF*Q;(/S) ne préserve pas toujours les quasi-isomorphismes, d’ou I'utilisation de son
foncteur dérivé.
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Elles sont vérifiées pour la raison suivante : le foncteur Homg, ,(—, H”) induit un
O-foncteur additif de K (Coh(Ox-)) dans lui-méme 2, Par |7] 1.5.1 il admet un fonc-
teur dérivé ID qui est un 0-foncteur contravariant de D(Coh(Ox/)) dans lui-méme.
ID préserve donc les triangles et aussi les quasi-isomorphismes -donc la décomposabi-
lité. Enfin, HPF,.Q% ¢ étant localement libre, on a ID(E*) = Homo , (€°, HP F.0Y /g)
pour tout complexe £°* de Ox,-modules localement libres (par les mémes arguments
que A.2.4 et A.2.5). On abrége désormais ’HPF*Qk/S en "HP". Par cette derniére pro-
priété, on connait en particulier ID(H?) = Homo,,(H?, HP) et ID(F.2 /5, HP) =
Homg, ,(FiQ% /s, H) donc en renversant la numérotation dans la ligne du bas :

Tp-1F0% g FQ% s H[—p]

éD é/p éD
~— D(1¢p 1 FLO% 5) [p] = Hom(F.Q 5, HP) [p) <— Hom(HP, HP)[p]
Par dualité (*), Hom®(F. Q’;(_/S,H )[p] est isomorphe & FiQ% g[p]. D’autre part
D(Ox) est triangulée donc I'axiomatique des triangles fournit un quasi-isomorphis-
me u non canonique *) entre ID(r<, 1 F.Q% %)[p] et le cone de i :

~— D(7,- 1F Qx/s)[ p]<~—— Hom(F*Q;(/sa HP)[p] <— Hom(HP, HP)[p]
u l(*) isom.

i) F.O% 5[0

Hom(HP, HP)[p]

Identifions i® : par la dualité (*) et par exactitude a gauche de Hom(—, HP), la suite

conoyau

exacte {- - - Lyl QI)’(/; R, Vg — HPRQY 5 — 0} devient

1 :=noyau

eFQ X/s eFQX/S Hom(HP, H") < 0

Donc i* est le morphisme de complexes prolongeant la fleche 7 noyau de d°. Expri-
mons le conoyau Z°* de 1°

0 ¢ Z* £ FO% 5] & Ker(d®)[p] < 0

. dar=1 dt d° i
done Z°* = {o — RO gl - &Rl & F*Qg(/s[p]/Ker(do)} aiso,
T>1F*Q;(/S[p].
D’autre part, le cone de i® s’envoie quasi-isomorphiquement dans Z°* %, Fina-

u, q.iso q.iso q.iso

lement, ID(7<,—1F. QX/S)[ p] —— ¢()[p] — Z° — T FiQ% g[p]. Donc les
propriétés (1) et (2) sont valables donc 751 F.Q% g[p] est décomposable.

22. A valeur dans les complexes de faisceaux cohérents car si F et G sont cohérents, 1’équivalence
de catégories entre Ox/-modules cohérents et A := Ox/(U)-modules sur un ouvert affine U =
Spec (A) fournit Homo,, (F,G)|lv = Homm, N) (faux si F n’est plus de type fini)

23. TR3 affirme l'existence d’un u non canonique qui fait de I’ensemble un morphisme de tri-
angles. Les 2 premiéres fleches étant des (quasi-)isomorphismes, u est aussi un quasi-isomorphisme
par la proposition 1.1.1 ¢) de [7].

24. Grace aux suites exactes longues de cohomologie et au lemme des 5.
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Donc par la deuxiéme remarque fondamentale, e; = 0 pour ¢ # 0. Enfin pour
i=0,e € HPTI(X',---) est aussi nul car dim X = p. Ce raisonnement ne marche
donc plus pour dim X > p.

O

3.8 Décomposition des groupes de cohomologie en caractéristique p > 0

Soit X propre et lisse de dimension < p relevable sur Wy (k), on a un isomorphisme
de k-espaces vectoriels @, ;_; H' (X, Uy ,5) = H'(X, Q% /s)- En particulier la suite
spectrale de Hodge vers de Rham EY = H7(X, Oy ) = Hpp(X/k) dégénere en Ej.

La preuve, formelle, est détaillée dans A.2.6 (utilise que F est affine donc que F,
est exact ; le changement de base pour le calcul de €2 et le changement de base plat
S < S@),

L’isomorphisme en degré < p dépend naturellement de X et a prior: du choix du
relévement X sur Wy (k) puisque il se déduit du quasi-isomorphisme du théoréme
3.1. En revanche on n’a aucune information sur I'isomorphisme en degré p tel qu’il
est construit dans le corollaire 3.7 précédent.

Sans hypothése sur la dimension, la suite spectrale vérifie Eij = E% pouri+j <p
(mais pas p) puisque on ne peut plus appliquer le corollaire précédent.
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§4. Dégénérescence de Hodge en caractéristique 0

4.1 Théoreme : Soit K un corps de caractéristique 0 et X un K-schéma propre et
lisse. Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham stationne en Fy en tout degré.

Démonstration : X étant propre sur K, les dimensions sur k des groupes de co-
homologie h%¥ sont finies (admis). Il suffit donc de vérifier le critére numérique
> irim W7 = hl. K est la limite inductive de ses sous-Z-algébres de type fini (Ay)er
donc par les théorémes de relévement 4.4, il existe a € L et un S,-schéma propre et
lisse X, tel que

XLXQ

W e e

Spec K 22~ S,,.

Spec S, étant un schéma intégre de type fini sur Z, la proposition 2.2 affirme qu’il
a un ouvert non vide lisse sur Z donc quitte a remplacer A, par un localisé A,[t™1],
on peut supposer S, lisse sur Z.

On abrége désormais S, par S, X = X,, A := A, et f : X — S remplace f,.
Les R f,. Q% /s ont leur tige au point générique libre de dimension h¥ (ce sont des
espaces vectoriels) donc ils sont libres sur un voisinage S’ = Spec A[s™!] du point
générique (%)

¥ —X

] o |

s 4.

Leur rang est nécessairement h” par I'isomorphisme g*ij*Qgs/S = ijnge'/s' dé-
duit du changement de base g : S" — S (précisé dans 4.2 ¢)). On abrége désormais
S’ en S et X' en X.

Par lissité de X sur 5, €lx,5 est localement libre de type fini et son rang est majoré
par une constante d car X est quasi-compact. Mais ce rang en chaque point xz, appelé
dimension relative de f en x, est égal a la dimension de la composante irréductible
de Xy contenant x donc la dimension des fibres de X sur S est majorée par d.
C’est en particulier le cas pour X qui est la fibre générique. Soit N le produit des
nombres premiers p’ < d. L’ouvert Z = Spec A[1/N] C S contient un point fermé
m (par densité des points fermés, ¢f. 2.1 a)), qui ne contient pas NA donc aucun
des {p’A, p’ < d} donc son corps résiduel k := k(m), qui est fini par 2.1 b), est
nécessairement de caractéristique p > d.

On considére I'immersion fermée de carré nul j : Speck LN Spec (Wy(k)) (car
k est fini donc parfait). S étant lisse sur Z, le morphisme Spec k — S (d’immersion
fermée au dessus de Z) se factorise par j en un morphisme g : Wy(k) — S, par le
critére de lissité formelle. Notons Y := X, la fibre de X en m et Y7 le schéma déduit

25. On quotiente suffisamment A pour tuer les relations linéaires (en nombre fini) entre les
générateurs de R/ f.Q% /.
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de X par changement de base g. On obtient les carrés cartésiens

Y Y, X X

|, e ] ]

Speck 2. Wa(k) % § <— Spec K
— N

Le grand rectangle de gauche étant cartésien, le carré de gauche est aussi cartésien.

Finalement, Y est propre et lisse sur k de dimension < p car inférieure & d, relevé
sur Wa(k) done 32, by = hly/k en tout degré [. On conclut & nouveau par les
changements de base 4.2 ¢) et d).

!
La suite détaille les théorémes qui viennent d’étre utilisés.

4.2 Proposition (|4] 6.6) : Soient S un schéma affine noethérien intégre et f :
X — S un morphisme propre et lisse.

(a) Les faisceaux R’ f*Qé(/s et R f*Q}/S sont cohérents. Il existe un ouvert non
vide U de S tel que, pour tout (i,j) et tout n, les restrictions a U de ces faisceaux
soient localement libres de type fini.

(b) Pour tout i € Z et pour tout morphisme g : S" — S, si f': X’ — S’ désigne le
schéma déduit de X par le changement de base g, les fléches canoniques de D(Og)
(dites de changement de base)

(4.2.1) Lg* R )5 = RO g

sont des isomorphismes.
(c) Fixons i € Z et supposons que pour tout j, le faisceau ij*QiX/S soit locale-

ment libre sur S de rang constant h. Alors pour tout j, la fleche de changement de
base (déduite de (4.2.1) (29))

(4.2.3) g R [ = R [l 6

est un isomorphisme. En particulier R? f[)%, /5 €st localement libre de rang h'.
(d) Supposons que pour tout n, R" [.Q% g soit localement libre de rang constant
h™. Alors pour tout n, la fléche de changement de base (déduite de (4.2.2)) est un
isomorphisme. En particulier, R" f{%., /g1 €st localement libre de rang h".
"Propre" est essentiel dans a) et assure, dans b), que f est séparé donc que
C'(Z/{,' QZ'X/S) est f.-exact pour un recouvrement affine. "Lisse" garantit dans b) que
les Q’X/S sont localement libres donc plats. L’hypothése "propre et lisse" ne sert pas

dans (c) et (d) 7

26. Explicite dans la démonstration de b)

27. Par contre pour la preuve de ces deux derniéres affirmations, j’ai di admettre le lemme
suivant : Soient A un anneau noethérien et E un complexe de A-modules tel que H*(E) soit
projectif de type fini pour tout ¢ et nul pour presque tout i. Alors :

(a) E est isomorphe dans D(A) & un complexe borné & composantes projectives de type fini;
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A un systéme inductif d’anneaux quelconques {(Ai)ie], (A; Uﬁ—]> Aj)igj} corres-
pond le systéme projectif de schémas {Si = Spec (A4;), Spec (4;) LN Spec (4;),1 <
j} de limite projective S = Spec (A). Le dernier théoréme concentre la difficulté :
4.3 Théoréme : Soit X un S-schéma de présentation finie. On suppose que X est

propre (resp. lisse). Alors il existe ig € I et un S;,-schéma X;, de présentation finie
et propre (resp. lisse).

La démonstration est entiérement contenue dans EGA TV, je donne les arguments
les plus directs possibles. Si (X;,v;; : X; — X;) est un systéme projectif de S;-
schémas, on dit que ce systéme est "cartésien" pour ¢ > ig ssi pour chaque ig < @ < J,
le diagramme

| o]
S, —2- 8,

est cartésien. Dans ce cas, le produit fibré X = S Xxg, X; est la limite projective
des X; (valable pour tout indice ¢ > ig). Si (Y;) est un second systéme projectif de
S; schémas, cartésien pour i > ig, de limite projective Y (= S X5, Yi ) alors les
Homyg, (X;,Y;) forment un systéme inductif de limite Homg(X,Y) : pour (j > i), un
morphisme f; : X; — Y s’envoie sur f; = ids, Xg, f; : X; = Y} et chaque f; s’envoie
dans la limite inductive sur f =idg Xg, f;iX — Y. Par la propriété universelle de la
lig ces données fournissent un morphisme canonique

(4.3.1) limHomg, (X;, Y;) — Homs (X, Y)

Le théoréme suivant détermine sous quelles conditions on peut relever un S-schéma,
resp. un S-morphisme sur un des S;. Il est démontré dans EGA IV 8.8.2 de facon
auto-contenue, a exception de résutats (que j’admets) sur les parties constructibles
d’un schéma.

4.4 Théoréme : (a) Si X est un S-schéma de présentation finie ), il existe iy € I
et un S;,-schéma X, de présentation finie dont X se déduit par changement de base.
(b) Si (X;) , (Y;) sont deux systémes projectifs de S;-schémas, cartésiens pour i > i,

(b) si E est borné et a composantes projectives de type fini, alors, pour toute A-algébre B et pour
tout 7, le morphisme canonique

B®s H(E) » H(B®s E)
est un isomorphisme (car projectif de type fini entraine localement libre donc plat).

[personnel : On utilise aussi la propriété de relevement d’un module localement libre de présentation
finie sur une limite inductive d’anneauz dans un cas trés simple.J|a détailler 7]

28. [personnel : on dit qu’un morphisme de schémas X — Y est de présentation finie ssi il
est localement de présentation finie et "quasi-compact et quasi-séparé”, ce qui signifie que X est
réunion finie d’ouverts affines U, au dessus d’un ouvert affine V, de Y et que les intersections
Uo NUg ont la méme propriété; si Y est noethérien, X est de présentation finie sur Y ssi X est
de type fini sur'Y, i.e. localement de type fini et quasi-compact sur'Y (donc noethérien)]
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et si X;, et Y;, sont de présentation finie sur S;,, alors I'application (4.3.1) est
bijective.

On en déduit qu’on peut relever les isomorphismes et les morphismes projectifs
X — S |h: X — P’ est un isomorphisme sur un sous-schéma fermé V' (I), I idéal
homogéne de Op = Sym®*A”. Sa structure de sous schéma fermé est nécessairement
Proj (Sym(A™)/I) (c’est un théoréme). On reléve donc P et pour conclure on utilise
le lemme suivant (simple) dont on déduit qu’on peut relever un quotient de modules
sur une limite inductive d’anneaux %) ]

4.5 Lemme. — (a) Si E est un A-module de présentation finie, il existe iy € I et
un A-module de présentation finie Ey, tel que A®a, Ei, = E; (b) Soient (E;), (F;)
deux systemes inductifs, cartésiens pour i > 1y, de limites inductives respectives E
et '; si By, est de présentation finie, application

hgﬂHOHlAi(EZ’, E) — HOHIA<E, F)
(la méme que (4.3.1)) est un isomorphisme.

En travaillant plus on montre qu’on peut relever les morphismes séparés (toujours
avec les résultats de constructibilité) et les morphismes surjectifs (admis). Suivant
I'indication de [4] 6.3, déduisons-en qu’on peut relever les morphismes propres dans
le cas qui nous intéresse (S affine noethérien) % avec le lemme de Chow :

4.6 Proposition (Chow, [7] I1.4 ex.10) : Soit f : X — S un morphisme propre.
Alors il existe un schéma X' et un morphisme g : X' — X tel que X' est projectif
sur S et il y a un ouvert dense U C X tel que g induit un isomorphisme de g~ (U)
sur U.

! J PIZL

fermée
g L P

x—1.g
On peut renforcer les conclusions : dans la démonstration X’ est en fait un sous-
schéma fermé de X x4 [[, P}’ et g la projection sur X. Le plongement (fermé) de
Segre permet de réaliser X’ comme un sous-schéma fermé de X x 4 PY pour un N
assez grand. g est donc projectif donc propre donc fermé et comme U est dense, g
est surjectif.

29. En montrant qu’on peut relever les isomorphismes puis les suites exactes & droite.

30. [personnel : les arquments de EGA IV, pas vraiment plus chers (on reléve "immersion fermée"
au lieu de "surjectif", les deuz se démontrent avec IV.9.9.8), le démontrent aussi dans le cas o S
n’est pas noethérien.|
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Avec ce qui a été dit, on peut relever ce diagramme sur un S,

! Ja n
@ formée = Aa

Ja Pa
X, g

avec f, séparé de type fini, g, surjectif, j, fermée et p, la projection (on reléve
simplement un morphisme projectif sur P}). fog = po j étant projectif donc
propre, g, étant surjectif et f, séparé de type fini, on conclut par EGA 11 5.4.3 (ii)
(facile) que f, est fermé donc propre.

4.7. Montrons qu’on peut relever les morphismes lisses. — dans le cas qui
nous intéresse : S = Spec K un corps de caractéristique 0 et S, = Spec A, une
sous-Z-algébre de type fini. On utilise qu'un morphisme f : X — S est lisse ssi il
est plat a fibres X5 — k(s) lisses ([1] 4.4.6). Pour relever f : X — S en un schéma
X, lisse sur S, on reléve d’abord X en un S,-schéma X, par le théoréme 4.7.
Les produits fibrés X, = S, xg, X, pour 7 > « définissent un systéme projectif
"cartésien" (f, : X, = S,)y>q de limite projective X — S :

X

Uyl 1y Uy
v —Xy, X—X,

f’y/l O lf’y fj O lf’Y
u,y/v

S, —%5,  §—-8,

On montre d’abord I’énoncé en chaque point de X : soit x € X d’image s = (0) € S,
d’images respectives s, = u.(s) dans chaque S,

Uy

T Ly

/| i |

s = (0) — s,

il existe un 5 > « tel que (fB:*OXff)sB est plat sur Og, 5,. Ox étant cohérent, c’est
démontré de fagon auto-contenue dans EGA IV 11.2.6.1 III, modulo le critére de
platitude (admis) 11.2.5 |a détailler ?]. Donc en particulier Xz — Sz est plat en 4.

Il est en fait lisse en x : il suffit de vérifier que la fibre fz,, : Xp,, — k(sp)
est lisse. Celle ci se déduit de X — S par le changement de base S — k(sg) ®V (le
morphisme induit par S — Sg sur les corps résiduels de sz et s, dans notre cas :

31.

b
b
=

k(sp)
La fleche p est définie par la propriété universelle du diagramme cartésien de droite. On montre
que le diagramme de gauche est cartésien car celui du fond l’est.
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Frac Ag — K). J5,s5 €st encore de présentation finie. Soit x’ﬁ un point de Xp,, les
critéres locaux de lissité [1] 4.2.7 ¢) et 4.3.2 affirment que fz, est lisse de dimension
relative r en s ssi il existe un voisinage Spec Bs de xj; tel que B a une présentation
finie
0—=J—=k(s)[X;...,X,] = B—0,

le B-module Qp/y(s) est localement libre et 9 : J/J*> — B Rp(s)1X] o)X /k(s) €St
injective. Or X — S est lisse donc quitte a localiser, K ®0 est injective et K ®Qp k(s
est localement libre. K est libre sur k& donc 0 est injective et {2p/i(s) est localement
libre.

X étant quasi-compact et la lissité sur S en x étant une condition ouverte et stable
par changement de base, on obtient en un nombre fini d’étapes un relevé X5 dont
Iouvert Vj des points lisses sur Ss vérifie vgl(Vg) = X. Mais ce n’est pas suffisant :
pour conclure qu’il existe un X, partout lisse sur S, il faut de nouveau utiliser un
résultat sur les ouverts dans une limite projective de schémas. EGA IV 8.3.4 (sens
b)=-c)) affirme en effet que X étant quasi compact, Vs vérifiant v;’}g(V(g) C V, pour
tout v > 4 et vy ' (Vs) = X, alors il existe un w tel que V,, = X, (facile si Vs est un
ouvert principal de X affine).






CHAPITRE 2

DECOMPOSITION PAR LA THEORIE DE
HODGE

§1. La suite spectrale de Hodge-Frohlicher

1.1. Soit X?" une variété analytique complexe de dimension n, sa cohomologie de
de Rham HYp (X, C) est la cohomologie du complexe des formes C* globales a

ceefficients complexes (0 — C*° 4 K'Y 4 K2 % ...). En notant K79 les formes
C*> de type (p,q), la décomposition canonique K' = D, - K7 s’exprime fﬂ(,c =
D, i EX'c sur les faisceaux associés. Soit 0 (resp. 0) la composante de degré (1,0)
(resp.(0,1)) de d, c’est & dire la différentielle holomorphe (resp. antiholomorphe),
alors HP R (X®", C) s'interpréte comme la cohomologie du complexe simple (K*, d)
associé au double complexe (K**, 9, 0). La théorie des suites spectrales (cf. chapitre
précédent) fournit une suite

Eg7q — Kp’q

1.1.1
( ) EPT = pa(KP*)

qui aboutit au gradué EZ4 = GP(hPT9(K*)), ce qui permet de calculer

(1.1.2) HERI(X™, C) = hrti(K*) = () R,

p+q=l

1.2. Les termes E7'? sont appelés "groupes de cohomologie de Dolbeault de X"
(notés HE(X, C)) et la suite "suite spectrale de Hodge-Fréhlicher". Chaque colonne

P
s’augmente par U'inclusion QF <y ¢r0 Ju faisceau Q% des formes holomorphes de
degré p et le lemme de Dolbeault) montre que cela fournit une résolution de €%.
Ces résolutions étant T-acycliques (£ est un module sur le faisceau mou &% ¢ des
fontions C*°), on en déduit

B = HY(X™, )

1. En dimension complexe 1 (le coeur de la preuve), la primitive pour 0 de g C> a support
compact dans le disque unité ouvert D est la convolée i x g. Pour g quelconque, D est recouvert
par la suite de disques D,, de rayon 1 — % sur lesquels ¢ s’intégre en f,, définie globalement (on
intégre globalement le tronqué de g sur D,, par une fonction plateau). La suite (f, — fn—1)n est
holomorphe sur D,, mais ne converge méme pas vers 0. On I'approche donc a QL prés par un
polynoéme P, (on tronque le développement en série entiére) et la série fo + >, (fn — fan—1 — Pn)
converge uniformément sur Dy donc on peut inverser Y et d. Son tronqué fo + >on <n Y répond

a la question tandis que le reste Zn2 ~ ¥ est holomorphe donc O-ferme.
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La différentielle horizontale 0 prolonge la différentielle holomorphe d;, du complexe
Q% donc la condition de bicomplexe 9 o (—1)Pi + (—1)PT1PT o d), = 0 est vérifiée.
Les colonnes augmentées étant exactes, (2% s’envoie quasi-isomorphiquement sur le
complexe simple £% ¢, & composantes flasques d’ou I'isomorphisme en hypercohomo-
logie :

(1.2.1) H*(X™ Q%) 5 h*(K*) = Hpr(X*, Q).

1.3. Enfin pour une variété algébrique projective X** — X le théoréme 1 de GGaga
entraine les isomorphismes H?(X, Q) — H?(X* Q) sur la cohomologie des co-
lonnes, d’ott le quasi-isomorphisme des complexes simples associés : 2 Hpp (X/C) —
]gR (Xanv C)
En conclusion, ces définitions de la cohomologie de de Rham et de la suite spectrale
coincident avec celles du chapitre 1 dans le cadre des schémas projectifs réguliers.

1.4. Lorsque X est compacte, les dimensions h?? des groupes de cohomologie de
Dolbeault EP? sont finies (par exemple avec la théorie des opérateurs elliptiques, cf.
plus bas). L'inégalité dim EP¢ < dim EP? a donc un sens, avec égalité ssi la suite
stationne en (p,q) & partir de 'étape r. La suite spectrale étant par construction
concentrée dans le carré [0,2n] x [0,2n]® @) elle stationne globalement ("dégé-
nére") en FE, pour un r fini. En particulier elle stationne en E; ssi pour chaque
Le o], >, dim BRI = 5" dim E77 (%) soit en notant A" la dimension de
HPH(X,C) -

(1.4.1) W= hre

ptaq=l

en vertu de (1.1.2). On va vérifier cette égalité sur les variétés kdhlériennes com-
pactes : "kdhlérienne" fournit une décomposition canonique des formes harmoniques
H, = @pﬂ?{?q. "Compacte" entraine que chaque classe de cohomologie de de Rham
(resp. de Dolbeault) contient une unique forme d-harmonique (resp. d-harmonique),
caractérisée par le fait que sa norme L? est minimale dans la classe. Ceci vaut pour
Pg et ses sous-variétés (kiahlériennes avec la métrique de Fubini-Study, resp. la mé-
trique induite).

2. [personnel : car le cone est un double complexe & colonnes exactes donc & complexe simple
associé acyclique, puis en utilisant que >.° &(¢) = ¢(>.°(¢)) et la suite exacte longue de cohomo-
logie.]

3. On peut se limiter a [0,n] x [0,n] & partir de r = 1, d’aprés 1.2.

4. [personnel : on a redémontré que la cohomologie de de Rham est concentrée en [0,n] car égale
a H(X,Q%) : le lemme de Poincaré montrait que (£% o, d) et (%, dy) sont des résolutions de C
d’ot Uisomorphisme en hypercohomologie.]

5. La dégénérescence en F; n’implique pas que la décomposition (arbitraire)

Hig ~ @, GPHpg = @, ,— H5" est canonique. Elle le devient si de plus la filtration sur Hpy

est complémentaire de sa conjuguée compleze, i.e. Hhp, = FPHL, @ FI=pT1HL . Dans ce cas on
retrouve aussi H3" = H2Y.
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§2. Isomorphisme de Hodge sur les variétés compactes

2.1. Soit X une variété analytique complexe compacte de dimension n, T’x son fibré
tangent holomorphe. La multiplication par ¢ induit un automorphisme J sur le fibré
tangent O de la variété réelle sous-jacente Tx g (de dimension 2n) ©). J s’étend a
Txc := C® Txg le fibré C> complexifi¢ de dimension 2n, et comme J? = —1 il
y est diagonalisable (son polyndéme annulateur est scindé & racines simples). Soient
T et T%! les sous-espaces propres de i et —i (les sous-espaces "C-linéaire" et
"C-antilinéaire"). Soit Q2§ = T le fibré cotangent holomorphe et QY ¢ le fibré C
sous-jacent complexifié, qui se décompose de méme en Q0 et Q%! Leurs faisceaux de
sections sont respectivement notés &0 et €21 leur somme directe fournit le faisceau
&' des sections de Q% ¢ (7.

2.2 Définition : Une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel V' est une forme
R-bilinéaire h : V x V' — C qui est C-linéaire en la premiére variable, C-antilinéaire
en la deuxiéme et telle que h(u,v) = h(v,u)

2.3 Proposition-définition : Une métrique hermitienne sur X est une métrique
hermitienne h sur T'x, c’est a dire une collection de formes hermitiennes dans chaque
plan tangent Ty, qui varient de fagcon C'*° en fonction de p®). Les métriques her-
mitiennes sont en bijection canonique avec les sections de Q%' N \* QL (les "(1,1)-

formes réelles", appelées justement "formes hermitiennes"), selon h — w = —Imh ().

En particulier h induit des métriques sur Qyr et ses puissances extérieures 10).

Ainsi vol := %; est une forme réelle de degré 2n jamais nulle (une "forme volume"),
elle définit une orientation et une intégrale sur la variété réelle C*° Xy sous-jacente.
Sur les fibrés complexifiés QJ)‘(’C munis de leur structure complexe J, h devient C-
bilinéaire (et "hermitien par rapport & J"). Ces données fournissent pour tout degré
j un produit scalaire {,} sur chaque fibre Qé’p, dépendant de facon C*° de p.
L’accouplement Qj}(,c X Q?}"‘EJ — Q%gc étant non dégénéré, on peut maintenant
définir I'opérateur de Hodge * :

6. J est la "structure complexe induite", obtenue en identifiant le fibré réel sous-jacent T'x|R et
Tx r & l'aide de coordonnées holomorphes locales. Que cette structure soit canonique provient du
fait que les changements de cartes de X sont holomorphes ([2] 2.70).

7. [personnel : c’est exactement le faisceau des sections C™ a coefficients complexes de QY i.e.
les formes différentielles de degré 1 a coefficients complexes, puisque la structure compleze ne joue
aucun role.]

8. Tout fibré holomorphe admet une métrique hermitienne ([2] 3.7) donc les conclusions de cette
section sont vraies pour toute variété compacte. [personnel : en particulier pour les fibrés en droites
elles définissent toutes la méme classe de Chern.|

9. Dans lautre sens : w — w(u, J(v)) — iw(u,v). Soient (z;,%;) des coordonnées arbitraires
(holomorphes /antiholomorphes) pour lesquelles h =, ;. hjrdz; @ dzi; (hj ) est C*°), alors la
(1,1)-forme réelle correspondante est w = 3>, ; r <, hjrdzj A dzg.

10. Soient (eq, ..., ean) des sections formant localement une base orthogonale de T'x r, on déclare
que la base duale (e7,...,e3,) est orthogonale, de méme pour les bases {e} A---A e;p}. Formule
"intrinseque" : (w1 A - Aup,v1 A Avp) = det((ug, vi) ik )-
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2.4 Définition : Soit § € I'(X, Qg?ak) une k-forme, alors x5 € I'(X, Q‘f;ga’f) est la
forme telle que

(2.4.1) aAx*fp = {a, B}vol

pour toute k-forme a € C®(X, Q% ¢).

De méme le produit scalaire L* (a valeurs dans C) :

(2.4.2) (a, )2 = / {a, B} vol = / a A =B

X X
permet de définir les adjoints d*, 0%, 0* etc. des opérateurs différentiels.
2.5 Lemme ([2] 1.6). — d* = (—1)*" " x dx = — x dx

2.6 Définitions : Ay = dd* + d*d, Ay = 00* + 0*0 et Ay = 00* + 0*0 (car o
est adjoint de 9). HY, noté H!, est le groupe des formes globales d-harmoniques de
degré [, i.e. telles que Aga = 0. De méme ng est 'ensemble des formes globales
O-harmoniques

2.7 Lemme. — Une forme est Hy ssi elle est d-fermée et d*-fermée, de méme pour
J et .

car (Ago, ) = (d*da, ) + (dd*a, ) = ||da]? + ||d*a||*
2.8 Définition : Soient deux fibrés vectoriels £ et [’ sur une variété C>*° X de
dimension n. Une application linéaire P : I'(X, E) — ['(X, F) entre les sections

globales est appelée opérateur différentiel de degré d ssi dans tout ouvert de cartes
(U, (z;)) trivialisant E et F,

Pu(z) = Z a®(x)0pu(x)

lof<d
ot a = {ay,...,a;} est un multiindice de longueur variable |a| := k inférieure a
d, a; dans {1,...,n}, Oy = Oay - O, (on peut répéter les dérivations) et chaque

a®(x) est une collection d’éléments de Hom(E,, F,) dépendant de facon C* de z.
Son symbole principal en x est application linéaire Q%M — Hom(E,, F}) définie par

op(z,8) = > a%(1)éa
|la|=d
o &y =&u, ---&ay si € = &dr;. C'est donc un polynéme homogene de degré d en la
variable ¢ a valeurs dans Hom(E,, F,).

Le symbole principal est en fait intrinséque et ne dépend pas du choix des coor-
données. [Par exemple le laplacien Ay a pour symbole principal —||?|| en tout degré.
Par exemple sur R"™ en degré 0 (i.e. pour les fonctions C*°), avec la métrique plate
g (z) = &;; et l'intégrale usuelle : pour a = Y ayd; de degré 1, d*a = — > 9,0, 1V
donc pour tout f € C®(R"), Agf = — > 0f (I'opposé du laplacien usuel). Cest
encore vrai sur les p-formes car Ay(ardz’) = (Agar)dz; = — > 92.] On trouve aussi

11. Pour prouver le résultat en général : avec une métrique g/ et une forme volume ~(x)dx; A
c Ndy, & = =710 (vg ).
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2.9 Proposition : Les opérateurs différentiels Ay et Ay : I'(X, QP7) — ['(X, QP19)
ont pour symbole principal £ — 3H|€||*1d

En particulier pour chaque z et chaque & # 0, c’est un morphisme injectif de 224
dans QP9 ce qui en fait des opérateurs elliptiques. L'isomorphisme de Hodge découle
alors du théoréme fondamental (admis) :

2.10 Théoréme : Ay étant un opérateur elliptique entre deux fibrés de méme rang
sur une variété compacte orientée,

— son noyau HP? est de dimension finie;
— on a la décomposition orthogonale dans I'f2 (X, QP9)

(2.10.1) Lo (X, 07) = Ker (A5)P @ ALT oo (X, QP9). (12),
(Par construction A} = Az). En appliquant le théoréme a Pt et QPITL en
utilisant le lemme 2.7 et le fait que 0> = 0 on obtient facilement

2.11 Corollaire (isomorphisme de Hodge) : la somme orthogonale pour le produit
scalaire L*

(2.11.1) T (X, QP = HPUX) @ O(T oo (X, P771)) @ 0% (Tow (X, QP4
et Imd* N Ker d = {0} = Imd N Ker 0*.

Une forme Ag-fermée étant O-fermée par le lemme, on obtient un morphisme
HP4 — HE(X,C) (en prenant la classe modulo Imd). Or d’aprés I'isomorphisme
de Hodge, Ker 9 = HP @ (T oo (X, QP471) donc
(2.11.2) P4 %% HPY(X, C)

est un isomorphisme.

§3. Décomposition sur les variétés compactes kihlériennes

X est appelée kdhlérienne ssi elle admet une forme hermitienne w fermée, ce sera
désormais le cas ("compacte" n’interviendra que pour conclure).
3.1 Définition : Soient A et B deux opérateurs différentiels de degrés a et b, le
commutateur [A, B] est 'opérateur différentiel de degré a + b :

[A,B] = AB — (—1)"BA

3.2 Définttion : Soit L 'opérateur différentiel de degré 0 : o = w A «
et A: C®(X, *2) - O (X, QF) son adjoint pour le produit scalaire L2 (13,

3.3 Lemme (Akizuki-Nakano, 2| 4.28). — soit U € C" un ouvert équipé de la
métrique kdhlérienne constante w = i21gjgn dz; N\ dzj, alors

(3.3.1) (0%, L] = i0

12. Ker(A%) est a priori dans I'z2 (X, QP7), le fait qu’il soit dans I'ce (X, QP+7) vient par exemple
du lemme de Weyl.

13. [personnel : en remarquant que x> = (—1)P"=P) sur QP on déduit AB = (—1)*(xL*)S pour
tout 3 € QFF2]
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La décomposition de Hodge découle alors des formules suivantes et de I'isomor-
phisme 2.11.

3.4 Proposition (identités de Kéhler, [4|Dem. 6.15) :

(3.4.1) [0%, L] = id
(3.4.2) [0%, L] = —i0
(3.4.3) [A, 0] = —i0*
(3.4.4) [A,0] = id*

(1)=-(3) par adjonction, (1)=-(2) et (3)=(4) par conjugaison. La clé pour montrer
(1) est que sur une variété kihlérienne on peut se ramener a Uordre 2 prés a la forme
locale du lemme précédent (|2] 4.13). On en déduit formellement

3.5 Proposition : Ay = 2Ay = 2A ;. En particulier une forme est harmonique ssi
Ag-fermée ssi Az-fermée.

3.6 Corollaire : Soit a une forme de type (p,q), alors Aya est de type (p,q)

(en effet Aya est de type (p,q)). Donc si o = > o4, alors par identification des
degrés a est d-harmonique ssi chaque o7 'est. Par conséquent,

3.7 Corollaire :
(3.7.1) HE = @pygi HPU(X) et
(3.7.2) HP = Hap
ot la deuxiéme égalité vient du fait que A_aB = Az8 = ApB = 0. Ay étant lui
aussi elliptique, on peut lui appliquer le théoréme 2.10, en déduire 'analogue de

2.11 et donc la conséquence analogue a §2.(2.11.2) : H* = HE.. En combinant cette
remarque, la proposition précédente et §2.(2.11.2) on déduit

3.8 Corollaire (décomposition de Hodge) :
(3.8.1) HfR(X,C) = @ HPY(X) et HEY=Hps

k=p+q



APPENDICE A

DEMONSTRATIONS DE RESULTATS
GENERAUX

§1. Frobenius et isomorphisme de Cartier

kW)U
ur—Vv’
k(V') étant le corps des fractions rationnelles a une variable de k. Alors A’ := kP @, A
n’est pas isomorphe a A®) comme k)-algébres (et méme comme Z-algébres).

1.1 Exemple ou X® 2% X' : Soient k de caractéristique p > 0 et A =

preuve. — Montrons d’abord un isomorphisme valable pour tout idéal I de k[T :

k[ X1, .., X, ~ kP @p kX1, ..., X,] o~ KP[XT, .. XP]
1 P @i I =(fi,.... fr) (ffo o f5)

ou () est induit par I'isomorphisme :

(1.1.1) kP @,

(*) KD @ KXo, Xa] 5 kP [XT, LX)

a® P —— aPP.

Le premier isomorphisme de (1.1.1) provient de la suite exacte 0 — I — k[X] —
k[X]/I — 0 tensorisée par k). Le deuxiéme est clairement surjectif, montrons I'in-
jectivité : soit D7, a; ® X' qui s’envoie dans (f7,..., fF) : D0, a;XP =7, b ; X7 f}.
Par identification des monomes, les j sont des multiples de p (quand b; ; n’est pas
nul), soit : Y, a; @ XP' =37, . b; y XP7' fF. Notons f; := Y, \ipXF et Y = XP, T'éga-
lité se développe en Y5 a; @Y" =37, . by Al ® YIYk = > i big ® Y7 (Zk /\ikY’“)
CkP @ (fi,..., fr)-

Dans I'exemple, I = (P), avec P(U) = UP — V qui est irréductible dans k(V)[U].
En effet 'anneau k[V] est principal de corps des fractions k(V'), V est irréductible

dans k[V] (pour des raisons de degré) donc premier donc peut donc appliquer le

critére d’Eisenstein a P pour l'idéal V : 1 ¢ (V) et V € (V)\(V)% Donc A est un
KWW o kW] V)T + V]

corps. Par I'isomorphisme (1.1.1), A’ = T = V) o T vy o~ Gun ~
kE(V)[T
—((T)’)[p ] qui n’est pas intégre donc ne peut pas étre un corps. m

1.2 Théoréme (Isomorphisme de Cartier) : Soient S quelconque de caractéristique
pet X — S.
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(a) Il existe un unique morphisme de Oy-algébres graduées
v EBQ&,/S — @HiF*Q}/S tel que
1) i=0:v=F':0x — F.Oxw

(i) i=1:7:1®dr — rP~tdr

(b) Si f lisse, vy est un isomorphisme, noté C~*

Démonstration : Pour a), construire le morphisme est équivalent a construire sa
composée avec I'isomorphisme P QY /g = €D (Fis)x * QY /¢ (déduit par adjonction de
Pisomorphisme de changement de base €D (Fis)y Qs — @ Q1)) Comme (Fyg)y *
oFx/s« = Fx,, il suffit donc de construire un morphisme de Ox-algébres graduées

Yo P s = @D H Fx s
(dont on déduira « par adjonction), tel que

i)i=0:(7)o= QX/S<F)ﬁ()
i) i=1:(y);:ds— sPlds.

Ce qui est aussi équivalent a construire une S-dérivation de Oy dans HiFX*Q_’X/S.

Et justement {D : s € Ox — sP~1ds est une S-dérivation car

p

~ D(X+Y)-D(X)-D(Y) = d<w> - d( 3 p*lchp*iyi) dans
0<i<p
Q1x/s, de classe de cohomologie nulle.

— et pour s € Og, D(s.x) = st~ 1ol 1 d(sx) = sP(2P~'dx) = 5.D(x)

Or @, Q% /¢ est anticommutative ™) donc son sous-quotient @, H'Fx.Q% ¢ aussi.
Donc par la propriété universelle de A°®, il existe un unique morphisme de Oy-
algebres anticommutatives \* Q. ¢ = @, H' Fx.Q% -

Pour b), f est lisse donc se factorise localement en X LLLLN A% 2y S, ot b est la
projection canonique. On notera Z = A%. Par 1.2.4, Fx/; est un isomorphisme. On
en déduit que le carré

Fx/s

X 22, x
g g’

g 5

formé sur les Frobenius relatifs de X/S et de Z/S est cartésien.

1. [personnel : alternée en caractéristique p > 2, i.e. les éléments de degré impair sont de carré
nul.]
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[En détail : il s’insére dans le diagramme suivant (carré (1)) :

®Fm
X/ '8 (F)y

X (P X. X
gj @ g ® g
Z(p) FZ/S ZV, (Fs)y 7
2 ®@ h
@ S(P) s

dont on montre dans 'ordre des numéros que les carrés sont cartésiens. Commencons
par le rectangle (1) des Frobenius absolus de X et 7 : Fxz - X® — X'/Z ¢tant un
isomorphisme (ne figurant pas sur le diagramme!), (1) est aussi cartésien. D’autre
part on a le carré du bas (2) cartésien, contenu dans le grand rectangle de droite @)
qui lest aussi. D’on Pexistence de la fleche ¢’ qui rend cartésien le carré (3). (1) étant
cartésien, (1) lest aussi.|

g est étale donc le morphisme canonique

9 05 = Qs
est un isomorphisme. Montrons que le morphisme de complexes de O x/-modules :
(1.2.1) 9" Fys:% 5 — FxysQ% s

est aussi un isomorphisme. La situation locale peut étre rendue affine en X’ et en
Z' @ F, étant un isomorphisme sur les espaces topologiques, la situation locale est
aussi affine dans X et Z. On se raméne donc a

Fpc

B<~—D
étzleT - Tétoé,/le
ALy
C
BEQ(a)
ot (1.2.1) se vérifie : B’ ®a Qa/c = B' @4 A®4 Qajc = BRaQajc m Qp/c.

g’ étant étale par changement de base donc plat, il préserve la cohomologie donc
on déduit de (1.2.1) I'isomorphisme :

(122) g'*’HiFZ/S*Q}/S % HZF)(/S*QB(/S
g’ étale induit aussi I'isomorphisme :
(123) gl*Q.Z’/S — Q_.X’/S'

2. En effet soit 2/ € X', son image ¢'(2’) est contenue dans un affine U € Z’ dont la préimage
V := ¢ ~}(U) contient un affine W contenant z. Alors g/*F*Q.Z/S|W =

9l ((F.9%5)lv)-
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Finalement pour montrer que le morphisme de Cartier v® en degré i est un
isomorphisme, il suffit de montrer que le morphisme ¢*y® déduit par changement
de base est un isomorphisme :

g/*%iFZ/S*Qiz/S = HZFX/S*Q;(/S

9/*V®] [%S)?
g/*Q}f/s Q;(’/S
ce qui nous raméne a prouver b) pour Z = SpecOg[T},...,T,]. On souhaite se

ramener a Z = SpecF,[T1,...,T,]. Au dessus de chaque ouvert affine U = SpecC
de S, on a le changement de base :

C[Tl, cee ,Tn] -~ Fp[Tl, e ,Tn}

| |

C F,

dont on déduit I'isomorphisme €22, Oy, T /C & C ®F, Q;ﬂp[Th._.’Tn]/Fp. C étant plat

sur F,, ®p,C commute a la cohomologle d’ott I'isomorphisme :

-----

C ®p, H.( ;?p (T1,....T0] /Fyp ) — H* (Q.C[Tl,...,Tn]/c)-

Donc comme le montre le diagramme suivant, on est ramenés a prouver que ’y?n /F
Fp P

est un isomorphisme :

'y® iso?
i Aere . ()
QC(p) [T1,...,T]/C®) H (QC[Tl 7L](p)/C(p))
( ) L 'Yg?n /Fp l (
C P ®F QF (p T1, ,Tn]/Fp<p) —>' C ®F H (QFP[Tl, ’Tn](p)/Fp(P)) P

On souhaite se ramener au cas n = 1. On a d’une part I'isomorphisme ©)

Dy, me, ——r ED iy,

1<i<n

et d’autre part le théoréme de Kiinneth (par exemple [Bbki|, Alg. X) qui affirme que

@ H.< %‘p[Ti]/Fp (@ QFP[T /Fp)

1<i<n 1<i<n

3. [personnel : vrai en degré 1 et a deuz variable, par la propriété universelle de ), puis par
récurrence sur le nombre de variables puis sur le degré. |
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est un isomorphisme de F,[T1,...,T,]-algébres graduées. En conclusion, le dia-
gramme suivant montre qu’il suffit que yl'?pm /7, soit un isomorphisme :

L]
VA;;p /Fp

He (Q. )(p)

Fp[Th,...,Tn]®) JF, )

Q;‘ (p)[T17 ) n]/F () iso ?
lH'(a') iso
(p)
a® iso @ QFP[T](p)/F (p))

1<i<n
Tﬂ' iso

7Fp[Tl/Fp ‘e
@ QF P [T3]/Fp (P @ H F,[T;]® /F, (p))(p)

1<isn 1<i<n

ou encore, par le méme argument qu’en a), qu’on ait I'isomorphisme
i i ~ i . ()
Vabs EB QFP(P) [1)/F,® @H FZ*QFP[T](p>/F,,<P) :
K2 1

En degré 0 : si Z := SpecF,[T], 1,T,..., TP~ est une base de FZ*(’)g) sur Oy
et la différentielle d o) g, : Fz7.07 — FZ*le/F,, = (F2.02)dT (Oz = Oz-linéaire),
envoie 7T} sur i7" 'dT donc

— HY est libre sur Oy de base 1
— H?' est libre sur Oy de base TP~1dT

or Oz est libre de base 1 et 2z/p, libre de base d1" donc 75, /F, est un isomorphisme.
O

§2. Autres résultats

2.1 Proposition : Soit S un schéma de type fini sur Z. Alors

(a) Six est un point fermé de S, le corps résiduel k(x) est un corps fini
(b) Tout ouvert non vide de S contient un point fermé de S.

(a) Soit « un point fermé de S, son corps résiduel se calcule dans un ouvert affine
Spec A ou A = Z[Xq,...,X,]/ < P; > est une Z-algébre de type fini et z y est un
idéal maximal m. Je distingue deux cas : si m N Z=(0), m correspond & un idéal
premier p de Az = Q[X1, ..., X,]. Le corps résiduel de m, compatible & la localisa-
tion, peut se calculer comme k(m) = Q[X1,..., X,]/p. Mais le Q-espace vectoriel
k(m) est une Z-algébre de type fini donc de dimension 0 sur Q, contradiction. Si
mNZ = p, m correspond a un idéal premier p de F,[X;, ..., X,] et le corps résiduel
de m peut se calculer par mé{f’p) = FP[XI’;""X"] qui est de dimension finie sur F, par
le théoréme de zéros de Hilbert donc est fini.

(b) Tout ouvert affine d’anneau A contient un idéal maximal m (correspondant
a un point z) donc de corps résiduel fini. Dans un ouvert affine quelconque B, x
correspond a un idéal premier p tel que Frac (A/p) est fini donc A/p, intégre, est
finie donc c’est un corps donc x est fermé dans B.
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2.2 Proposition : Soit S un schéma intégre de type fini sur Z. L’ensemble des
points x de S en lesquels S est lisse sur Spec Z est un ouvert non vide de S.

Démonstration : Soit un ouvert affine d’algébre A integre de type fini sur Z. Mon-
trons que, par exemple, la fibre générique Q[tq,...,t,] contient un ouvert non vide
lisse sur (0). On obtiendra plusieurs points de A lisses sur Z et comme 'ensemble
des points lisses est ouvert on obtient un ouvert non vide de points lisses sur Z.

Q[ty, ..., t,] sobtient par une succession finie d’extensions Q[tq,...,t;] —
Qlt1, ..., tiy1]. Supposons par récurrence que A; = Qlty, ..., t;] est lisse sur Z (apreés
un nombre fini de localisations nécessaires). Si t;,1 est transcendant sur Q(t4, ..., t;)

alors A;[t;y1] est lisse sur A; donc sur Q par transitivité. Si ¢;,; est algébrique sur
Q(ty,...,t;) alors il est séparé (on est en caractéristique nulle) et quitte a localiser
un nombre fini de fois on peut supposer P unitaire et la relation de Bezout vérifiée :
(P, P") = A;[X]. P étant unitaire, A, = AiI[DX] est libre donc plat sur A; et par le
méme argument que dans 2.4 (a l'aide de la 1lére suite exacte fondamentale) il est

également non ramifié. Ces deux propriétés (A;1 est "étale" sur A;) et le fait que A;
est régulier (il est lisse sur Q) entrainent A, régulier. Q étant de caractéristique
0, A;11 est lisse sur Q |a détailler ?|.
O
2.3 Remarque (Interprétation de la dualité F*Qg(/s X F*Q%fg — ’H"F*Q;(/S)
Soient » = 37, ;1 arjtldty et y = Dl =i brst'dt; des sections locales de
F.Q /gs Tesp. F.Q% % sur un ouvert trivialisant. On numérote les multiindices [

X/S :
de 1 ap”etles Jdela () pour représenter x par la matrice A := a; de taille
C? x p™. On représente alors y par la matrice B = (s(J,CJ)bqu)[J, ot £(J,5T)

désigne l'indice de la permutation {1,...,n} — {J,J} et 9 et J désignent les

indices complémentaires de I et J. B est donc de taille p" x C?" = p™ x C!. Avec

cette représentation, la classe de cohomologie x Ay vaut tr(AB). La trace du produit

de deux matrices est une forme bilinéaire non dégénérée donc on retrouve l'injectivité

de F*Qgc/s — 'Hom(F*QT)Zg, Ox).

2.4 Proposition : Soient £ et F des Ox-modules localement libres,
Homp ) (E[i], F[j]) = H'™*(X, Hom(&, F)),

Démonstration : Se montre en 3 temps. Par définition,

Hompx) (E]j], Fli) = Exti (&, F).

Ensuite, la catégorie des Ox-modules ayant assez d’injectifs, le théoréme 1.6.4
de [7] (Yoneda) entraine que les Ext” au sens de cette définition se calculent aussi
comme Ext"(X,Y) = h"(Homg, (X, 1°)), ot I* est une résolution injective de Y
(c’est la définition usuelle).

Enfin, Ext"(F ® L,G) = Ext"(F, LY ® G) dés que L est localement libre de type
fini, pour F et G des O x-modules quelconques ([8] 111.6.7), la démonstration qui suit
sera réutilisée. Soit, - - - — C'G — - - - une résolution injective de G, les Ext'(F® L, G)
se calculent comme la cohomologie du complexe

.-+ — Hom(F ® £,C'G) — - --
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et Hom(F ® £,C'G) = Hom(F, LY @ C'G) car L est localement libre de type fini (Ex
I1.5.1). Mais £Y®C'G est une résolution injective de £LY®G : ¢’est une "résolution" car
L est localement libre donc plat, "injective" car LY ® C'G reste injectif (le foncteur
Hom(., LY ® F) est exact dés que les foncteurs ®L et Hom(., F) sont exacts car
I'argument précédent permet de "faire passer le £V a droite").

Finalement, Ext" (€, F) = Ext"(Ox, Y ®F) = H"(X, €Y ®F) (le r-iéme foncteur
dérivé de "sections globales", car Hom(Oy, —) est exactement le foncteur sections
globales) = H"(X, Hom(E, F)).

0

2.5 Corollaire de la preuve : &xt"(E,F) = 0 pour tout r > 0 dés que € et F
sont localement libres de type fini.

Par le méme argument que dans la démonstration précédente, Ext" (€, F) =
Ext"(Ox,EY @ F), qui est nul car Hom(Ox, —) est le foncteur identité donc ses
foncteurs dérivés pour » > 0 sont nuls.

2.6 Décomposition des groupes de cohomologie en caractéristique p > 0

Soit X propre et lisse de dimension < p relevable sur Wy (k), on a un isomorphisme
de k-espaces vectoriels @, ;_, H' (X, Q) = H'(X, 0% /s). En particulier la suite
spectrale de Hodge vers de Rham EY = H7 (X, Oy ) = Hpp(X/k) dégénére en Ej.

preuve. — Par le corollaire 3.7, @, U, [—i] = F.O% g

d’ou l'isomorphisme des groupes d’hypercohomologie en tout degré [ :

@, H (X', Q. ) = H' (X' F.Q%s)-

Le morphisme F' étant affine, F, est exact dans la catégorie des faisceaux quasi-
cohérents donc H'(X’, F.Q%)s) = H'(X, 0%/s)-

D’autre part S® étant plat sur S = Speck, le changement de base S® RN
commute & la cohomologie (et de fagon générale a la formation du faisceau des dif-
férentielles) donc kP @ H7 (X, Oy /5) = HI (X', Q% ) d’ot Iégalité des dimensions
dimy (k® @ HY (X, Q) = dimy(HI (X', Q).

Finalement Zz‘Jrj:l hiJ = k!, qui suffit pour établir la dégénérescence en E;. O
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