
Directeurs de stage :
MM A. Arabia et Z. Mebkhout

Master 2 de Mathématiques fondamentales
Université Paris 7, Denis Diderot

Septembre 2009

DÉCOMPOSITION DU

COMPLEXE DE DE RHAM

MÉMOIRE DE MASTER 2

MATTHIEU RAMBAUD



UFR de mathématiques de Paris 7



DÉCOMPOSITION DU COMPLEXE DE DE
RHAM

MÉMOIRE DE MASTER 2

MATTHIEU RAMBAUD

Directeurs de stage :
MM A. Arabia et Z. Mebkhout

Master 2 de Mathématiques fondamentales
Université Paris 7, Denis Diderot

Septembre 2009

Résumé. � Soit X un schéma propre sur S = Spec k. La suite spectrale "de Hodge
vers de Rham" Hq(X,Ωp

X/S) ⇒ Hp+q(X,Ω•X/S) stationne en E1 si et seulement si
l'égalité correspondante des dimensions

∑
p+q=l h

p,q = hl est véri�ée pour tout l.
On montre cette égalité quand k est parfait de caractéristique p > 0, X lisse sur

k de dimension < p (et même 6 p) et admet un relèvement lisse sur SpecW2(k).
On étend le résultat à un schéma propre et lisse sur K corps de caractéristique 0.
On montre en�n que dans le cas d'un schéma projectif et lisse sur C, cette égalité

se déduit également de la théorie de Hodge.
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�1. Introduction

1.1. Décomposition du complexe de de Rham en caractéristique p > 0.

� Soit k un corps de caractéristique p > 0 et f : X → S un schéma lisse sur
S = Spec k. On dé�nit l'endomorphisme de Frobenius FX : X → X comme l'identité
sur l'espace topologique et l'élévation à la puissance p sur les sections de OX . Soit
X ′ := S ×FS :S→S X ; le Frobenius relatif F : X → X ′ est alors le morphisme qui
factorise FX et f :

X

f ��

FX

$$F // X ′

�p1

��

// X

f

��
S(p) FS // S .

Le complexe de de Rham de X sur S devient OX′-linéaire, on étudie désormais
F∗Ω

•
X/S. On a l'isomorphisme de Cartier au niveau des OX′-algèbres graduées :

C−1 :
⊕

Ωi
X′/S

∼−→
⊕
HiF∗Ω

i
X/S.

Peut-on factoriser l'isomorphisme de Cartier à travers un morphisme de complexes
de OX′-modules ϕ•, ou à défaut un morphisme dans la catégorie dérivée ?

F∗Ω
•
X/S

proj.

''
C−1 :

⊕
Ωi
X′/S[−i]

ϕ
66

C−1
//
⊕
HiF∗Ω

i
X/S[−i]

Cela fournirait une décomposition du complexe de de Rham. L'article [5] apporte
certaines réponses dans le cas où il existe un relèvement de X sur W2(k), elles sont
résumées dans le tableau suivant (la dernière colonne est expliquée plus loin).

X relevable sur Conditions Existence de ϕ Hodge

W2(k) et k parfait supplémentaires

1 non X ′ relevable ⇔ en degrés 6 1 dans D(OX′) non
2 oui F relevable ⇒ en tout degré dans C(OX′) non
3 oui − ⇒ en degrés < p dans D(OX′) oui
3' oui dimX 6 p ⇒ en degrés 6 p dans D(OX′) oui

Questions ouvertes
4 oui − ⇒ en tout degré ? oui
5 non ? oui

1, non traité, est établi dans l'article [5] (corollaire �3.6). La stratégie pour
construire l'isomorphisme dans D(OX′) de 3 consiste d'abord à étudier la situation
locale où F se relève, c'est l'objet de la démonstration du théorème 3.1 à l'étape
(b). On en isole 2, soulignée dans le Corollaire 3.6, qui est très forte puisque ϕ•

est un vrai morphisme de complexes dé�ni en tout degré. Il dépend naturellement
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de X et a priori du choix du relèvement X̃. La question ouverte 4 est en particu-
lier vraie dans ce cas. L'étape suivante est de recoller ces morphismes locaux en un
morphisme global ϕ de D(OX′), valable en degrés < p, qui dépend canoniquement
du choix du relèvement de X (et pas des relèvements locaux). 3', détaillé dans 3.7,
s'appuie sur 3 et utilise la dualité de Grothendieck pour démontrer l'existence d'une
décomposition jusqu'au degré p quand dimX 6 p mais ne donne pas de construc-
tion canonique. Toutes ces constructions utilisent crucialement l'hypothèse que X
se relève sur W2(k), il est donc légitime de se demander si une décomposition du
complexe de de Rham existe en général.

1.2. Le théorème 3' fournit donc une décomposition des groupes de cohomologie

(*)
⊕

l=i+j6p

Hj(X,Ωi
X/S)

∼−→H l(X,Ω•X/S).

Pour tout schéma X de dimension 6 p se relevant sur W2(k). La démonstration
montre qu'en degrés < p elle est au moins naturelle par rapport au relèvement de
X, en revanche elle ne fournit aucune information sur l'isomorphisme en degré p.
En particulier la suite spectrale de Hodge vers de Rham :

Ei,j
1 = Hj(X,Ωi

X/S)⇒ H•DR(X/S)

dégénère en E1 en degrés 6 p.
On a même le résultat général ("dégénérescence de Hodge", I.4.1) : si K est de

caractéristique 0 et X propre et lisse sur K, alors la suite spectrale de Hodge vers de
Rham dégénère en E1 en tout degré. L'article [5] déduit ce résultat d'une conséquence
de 3 : si p est choisi su�samment grand, on peut décomposer le complexe de de Rham
d'un schéma X lisse sur k de caractéristique p en degré su�samment grand (ici, en
degré < p). C'est la propriété désignée par "Hodge" dans le tableau. Elle se déduit
des théorèmes 3 et 3' mais pas directement des théorèmes 1 et 2. En revanche la
preuve du résultat ne débouche pas sur un isomorphisme de type (*).
L'idée est que X étant propre, les dimensions des groupes de cohomologie de fais-

ceaux cohérents sont �nies donc il su�t d'établir l'égalité numérique
∑

i+j=l h
i,j = hl

pour que la suite dégénère en E1. On considère alorsK comme limite inductive de ses
sous Z-algèbres Aα de type �ni et on montre que X s'y relève en un Xα

fα−→ Aα avec
de bonnes propriétés : propre et lisse sur Aα, tel que les Rjfα∗Ω

i
Xα/Aα

soient libres
de rang hi,j sur Aα. On exhibe alors un point fermé m ∈ Xα de corps résiduel k de
caractéristique p su�samment grande et parfait. La �bre de Xα en m est un schéma
lisse sur k, en choisissant Aα lisse sur Z elle se relève sur W2(k) et son complexe de
de Rham se décompose en degré supérieur à d la dimension de X, par "Hodge", pour
p choisi assez grand. On en déduit l'égalité numérique

∑
i+j=l h

i,j = hl en degrés 6 d

sur cette �bre, qu'on peut transporter par changement de base à X.
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1.3. La théorie de Hodge des variétés analytiques compactes. � est le
cadre dans lequel a été établi une décomposition canonique des groupes de cohomo-
logie de de Rham des variétés kählériennes X (II.3.8) :

H l
DR(X,C) =

⊕
i+j=l

Hj(X,Ωi
X/C).

Ce résultat est donc plus fort que la simple dégénérescence de la suite spectrale
déduite de 3. En particulier une variété analytique projective étant kählérienne,
[GaGa] (II.1.3) permet d'en déduire cette décomposition pour tout schéma projectif
et lisse sur C.





CHAPITRE 1

DÉCOMPOSITION À L'AIDE D'UN
RELÈVEMENT MODULO p2

�1. La suite spectrale de Hodge vers de Rham

Soit k un corps et X un schéma sur S = Spec k, ses groupes de cohomologie de de
Rham sont les k-espaces vectoriels H i(X,Ω•X/S). On peut par exemple les obtenir
à l'aide des résolutions fonctorielles de Godement (Ci,•, δi,•) de chaque Ωi

X/S, qui
fournissent un bicomplexe Ci,j à composantes �asques dont les colonnes augmentées
par Ωi sont exactes. Le complexe Ω•X/S est donc quasi-isomorphe au complexe simple

associé : C• =
(

(
∑

i+j=• Ci,j)•, Dl =
⊕

i+j=l((−1)iδi,j +di,j)
)
, qui est à composantes

�asques donc H•(X, C•) = h•(Γ(X, C•)).
De façon générale, soit K•,∗ un bicomplexe du premier quadrant (ici Γ(X, C•,∗))

de modules sur un anneau. Pour calculer la cohomologie de son complexe simple
associé K•, on en fait un module di�érentiel �ltré gradué

F pK l =
⊕
p6j6l

Kj,l−j

d'où une �ltration induite sur ses groupes de cohomologie

F phl(K•) := F pZ l/Bl

Dé�nissons pour chaque p le gradué (di�érentiel) GpK• associé à F pK• par

GpK l =
(
F pK l

)
/
(
F p+1K l

)
= Kp,l−p

et de même les gradués des groupes de cohomologie :

Gphl(K•) =
(
F phl(K•)

)
/
(
F p+1hl(K•)

)
que l'on peut calculer grâce à la proposition suivante ([?] XX 9.3) :

1.1 Proposition : Il existe une suite spectrale (Ep,q
r )p,q,r qui aboutit à Ep,q

∞ =

Gphp+q(K), telle que

Ep,q
0 = GpKp+q

Ep,q
1 = hp+qD• (GpK•)

Dans le cas particulier de notre double complexe, E0 = Kp,q = Γ(X, Cp,q).
De même GpK l = Kp,l−p, qui s'inclut dans le gradué di�érentiel GpK• = Kp,•−p

avec la di�érentielle induite "D•|F p modulo F p+1". Cette dernière se réduisant à
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(−1)pδ•−p, Ep,q
1 = hp+qδ•−pK

p,•−p = hqδq(K
p,•). Mais la résolution de Godement Cp,•

calcule la cohomologie du faisceau Ωp
X/S donc

(1.1.1) Ep,q
1 = Hq(X,Ωp

X/S).

En�n Ep,q
∞ = Gp(hp+q(K•)) donc

⊕
p+q=lE

p,q
∞ = hp+q(K•) = Hp+q(X,Ω•X/S), d'où

l'isomorphisme (non canonique) :

(1.1.2)
⊕
p+q=l

Ep,q
∞
∼= H l

DR(X/S).

1.2. Si X → S est propre de dimension n, il est de type �ni donc les Ωi
X/S sont des

faisceaux cohérents et les H i(X,Ωj
X/S) sont des k-espaces vectoriels de dimension

�nie, notée hp,q, d'après EGA III 3.2.1 (admis) (théorème de Serre [8] III.5.2 dans le
cas projectif). Par la convergence de la suite spectrale, les groupes Hn

DR(X/S) sont
aussi de dimension �nie hn. L'inégalité dimEp,q

∞ 6 dimEp,q
r a donc un sens, avec éga-

lité ssi la suite stationne en (p, q) à partir de l'étape r (1). En particulier elle stationne
globalement en E1 ssi pour chaque l ∈ [0, n],

∑
p+q=l dimEp,q

∞ =
∑

p+q=l dimEp,q
1 ,

soit en vertu de (1.1.1) et (1.1.2) :

(1.2.1) hl =
∑
p+q=l

hp,q.

�2. Frobenius et isomorphisme de Cartier

2.1. Soit S un schéma de caractéristique p. Le morphisme de Frobenius FS : S → S

est dé�ni comme l'identité sur l'espace topologique et l'élévation à la puissance p sur
les sections de OS (2). Il est fonctoriel, c'est à dire que pour tout S-schéma f : X → S

le diagramme suivant commute :

(2.1.1) X
FX //

f
��

X

f
��

S
FS // S .

Soit X → S un S-schéma, X ′ le produit �bré S(p)×S X (S(p) explicite que S est vu
comme S-schéma via FS). Le Frobenius relatif de X sur S, FX/S : X → X ′ (ou F

1. En fait X est de type �ni sur k donc de dimension �nie donc la suite spectrale est concentrée
dans le carré [0, n] × [0, n] à partir de r = 1 puisque par le théorème de �nitude de Grothendieck
([8] III.2.7), Ep,q1 = 0 pour q > n+ 1. Donc elle stationne globalement en un r �ni.

2. Compatible à la localisation et morphisme local sur les tiges donc morphisme d'espaces
localement annelés
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quand c'est clair), est l'unique morphisme qui factorise FX et f :

(2.1.2) X(p)

f   

FX

$$FX/S // X ′

�p1

��

(FS)X // X

f

��
S(p) FS // S

(X(p) explicite que X est vu comme S(p)-schéma, le � veut dire cartésien). On véri�e
que l'espace topologique X muni du faisceau f−1(OS)(p) ⊗f−1(OS) OX (3) satisfait
à la propriété universelle de X ′. Le Frobenius relatif FX/S s'explicite alors comme
l'identité sur l'espace topologique et id⊗ FX sur les faisceaux (4).

2.2 Exemple : Pour S = SpecA et X = SpecA[X1, . . . , Xn], X ′ = SpecB′ avec

B′ = A(p)⊗AA[X1, . . . , Xn] = A(p)⊗AA⊗ZZ[X1, . . . , Xn]
(id⊗FA,id)−−−−−−→ A(p)[X1, . . . , Xn]

Avec cette identi�cation (5),

A(p)[X1, . . . , Xn] A(p)[X1, . . . , Xn]

�

FB/Aoo A[X1, . . . , Xn]
FA,idoo

FB

ss

A(p)

i
ii

i

OO

A .
FAoo

i

OO

Donc FB/A est le morphisme qui est l'identité sur A(p) et envoie Xi sur X
p
i .

Le morphisme déduit de F ]
X/S par fonctorialité sur les di�érentielles (6) est nul :

Ω(F ]
X/S) : ΩX′/S(p) → FX/S ∗ΩX/S

1⊗ dr → 1.d(rp) = 0 donc

2.3 Propriété : la di�érentielle du complexe FX/S ∗Ω•X(p)/S(p) est OX′-linéaire (7) (8).

3. [personnel : f−1(OS) désigne ici le sous-anneau image inverse f ](f−1(OS)), où f ] est le

morphisme de faisceaux associé à f .]

4. [personnel : et (FS)
]
X = (1, idOX ), p]1 = (f ], 1) = (”idf−1(OS)(p)”, 1).]

5. Ici, X ′ ∼= X(p) comme S(p)-schémas. Ce n'est pas toujours le cas, cf. A.1.1
6. [personnel : les {1⊗ dr, r ∈ OX} engendrent bien f−1(OS)(p)-linéairement ΩX′/S par com-

patibilité de Ω aux changements de base.]

7. [personnel : ou dit autrement, la di�érentielle de Ω•
X(p)/S(p) est F−1

X/S(OX′)-linéaire, en parti-

culier OX(p)

��
1O

**
ΩX(p)/S(p)

// ΩX(p)/X′

2O
mm

elle se factorise en degré 1 par 2O ◦ 1O (propriété universelle de

ΩX(p)/X′). Donc la deuxième suite exacte fondamentale est scindée à droite mais elle ne l'est pas

à gauche en général ! (cf. note suivante)]

8. Ω(F ]X/S) s'étend en un morphisme de complexes Ω•
X′/S(p) → FX/S ∗Ω

•
X/S (fait général) mais

ne s'étend pas en un morphisme de complexes "F ∗X/SΩ•
X′/S(p) → Ω•X/S� puisque le "complexe" de

gauche n'existe pas en général. Il faudrait au moins que la deuxième suite exacte fondamentale soit
scindée à gauche (pour le prolongement en degré 0 et 1), ce qui n'est pas le cas avec X = SpecB

pour B = A[X1 . . . Xn] : B ⊗ ΩB/A = ΩB/A
ΩFB/A−−−−→ ΩB/A n'est pas injective car nulle sur les dTi.
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Une conséquence très importante est que les faisceaux de cycles Zi et de bords Bi

sont des OX′-modules et, comme Bi est (toujours) stable par le produit extérieur
(da ∧ db = d(a ∧ db)), on en déduit que le faisceau de cohomologie

⊕
HiF∗Ω

•
X/S est

lui aussi une OX′-algèbre graduée alternée (anticommutative quand p = 2).

2.4 Proposition : Soit f : X → S un morphisme lisse entre schémas de caracté-
ristique p. Alors le Frobenius relatif FX/S : X → X ′ est �ni et plat et la OX′-algèbre
F∗OX est localement libre de rang pn. En particulier si f est étale, FX/S est un
isomorphisme.

Démonstration : De façon générale un morphisme lisse f : X → S se décompose
localement en X

g→ An
S

h→ S où g est étale et h la projection standard. Soit Z = An
S.

Sachant que les propriétés à véri�er sont stables par composition et changement de
base, il su�t de les véri�er pour FX/Z et FZ/S (9). Pour le dernier c'est clair : l'exemple
précédent montre que B = S[X1, . . . Xn] est localement libre sur Z ′ = Z de base les∏
Xmi
i avec 0 6 mi 6 p− 1.

(2.4.1) X(p)

g ét. ""

FX

&&FX/Z // X ′

�
p1

ét.
��

(FZ)X // X

g

ét.
��

Z(p) FZ // Z

Pour le premier, il su�t de montrer que FX/Z est un isomorphisme (ce sera de toutes
façons utilisé pour démontrer l'isomorphisme de Cartier). Je le véri�e dans le cas qui
nous intéresse, i.e. quand S est le spectre de k un corps parfait de caractéristique
p > 0. Il reste sûrement des arguments à simpli�er. FX/Z est étale car le composé
(X ′ → Z(p)) ◦FX/Z = (X(p) → Z(p)) est étale et (X ′ → Z(p)) est non rami�é (étale).
FX/Z est �ni puisque la composée (FZ)X ◦ FX/Z = FX est �nie [FX étant a�ne et
"�ni" étant une propriété locale sur la base, vraie ici car X est localement de type
�ni sur k et k est parfait]. Ensuite, on sait qu'un morphisme étale �ni g : X → Z

est localement de la forme OZ,z = B → C = B[X]
P

= OX,x, où P est unitaire et
(P, P ′) engendrent B[X] (10). Cela n'est pas indispensable mais servira à alléger les

9. Par un changement de base explicite sur le diagramme suivant, dont il est immédiat de véri�er
qu'il commute et que ses trois carrés sont cartésiens :

X

g

��

X
′/S

g⊗FS

��

oo X
′/Z

p1

��

oo X(p)
FX/Zoo

FX/S

uu

g{{
Z

��

Z
′/Soo

p1
��

Z(p)
FZ/Soo

FZ

ww

{{
S S(p)FSoo .

10. ⇐ : P étant unitaire, C est libre sur B de base Xi avec i < deg(Pn) donc plat. Pour
véri�er "non rami�é", i.e. ΩC/B = 0, on peut par exemple montrer que dans la première suite
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notations. La situation est FC/B : C ′ → C(p), i.e. id⊗FC :
(
B(p)⊗ B[T ]

P

)
→ B[T ](p)

P
(11).

C(p) est de présentation �nie comme C ′-algèbre (12) :(
B(p) ⊗ B[T ]

P

)
[Y ]�

B[T ]

P
Y → T

de noyau < P (Y ), Y p − T >, et même de présentation �nie comme C ′-module :(
B(p) ⊗ B[T ]

P

)
[1, Y, . . . , Y p−1]�

B[T ]

P
Y i → T i

de noyau 〈
∑

i6p−1 aiY
i + T 〉 où les ai sont les coe�cients de P . Or par hypothèse

FC/B est étale donc plat. Donc d'après [?] XVI.3.8 et 3.9, C(p) est un C ′-module
libre (moins cher que si C(p) était seulement de type �ni).
D'autre part l'hypothèse "FC/B étale" implique que C(p) est non rami�é sur C ′,

c'est à dire que l'idéal maximal mC′ ne se rami�e pas : mC′C
(p) = mC(p) et l'extension

résiduelle k(C(p))/k(C ′) est �nie séparable. Donc C(p)/mC′C
(p) est un corps, exten-

sion �nie séparable de C ′/mC′C
′ et radicielle (i.e. injectif et à extensions résiduelles

séparables) de degrés multiples de p car FC/B est radiciel (13). Ces deux hypothèses
ne sont compatibles que si l'extension est l'identité : C(p)/mC′C

(p) = C ′/mC′C
′. Le

module C(p) étant �ni sur C ′, il est donc engendré par 1C′ par Nakayama i.e. de la
forme C ′/I. Mais on a vu qu'il est libre donc C(p) = C ′.

�

Ωi
X/S étant localement libre sur OX de rang Ci

n (f est lisse), on en déduit que
F∗Ω

i
X/Y est localement libre sur OX′ de rang pnCi

n.

2.5 Théorème (Isomorphisme de Cartier) : Soient S de caractéristique p et X →
S.

(a) Il existe un unique morphisme de OX′-algèbres graduées

γ :
⊕

Ωi
X′/S →

⊕
HiF∗Ω

•
X/S tel que

(i) i = 0 : γ = F ] : OX′ → F∗OX(p)

(ii) i = 1 : γ : 1⊗ dr → rp−1dr

(b) Si f lisse, γ est un isomorphisme, noté C−1

exacte fondamentale (de C-modules) : P
P 2

d→ C.dX → ΩC/B → 0, la première �êche est surjective.
Vrai car la classe P s'envoie sur P ′.dX = 1.dX (mod P ) qui engendre C.dX. [personnel : en

fait isomorphisme puisque la C-algèbre P
P 2 est engendrée par P , elle s'envoie sur P ′.dX = 1.dX

(mod P ) qui engendre librement C.dX.]Pour ⇒ , on utilise seulement "non rami�é" (et même
seulement que l'extention résiduelle est �nie et séparable donc monogène) et "�ni" (pour appliquer
Nakayama à OX,x �ni sur OZ,z).
11. [personnel : puisque le produit tensoriel est compatible à la localisation et aux lim−→.]
12. la structure d'algèbre est donnée par FC/B = id⊗ FC
13. à simpli�er : d'après EGAI 3.5.6, car le composé FC = (FB)C ◦ FC/B est entier, surjectif et

radiciel
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La preuve est détaillée dans A.1.2. Il su�t de dé�nir γ en degré 1 puisque il
est à valeurs dans

⊕
HiF∗Ω

•
X/S qui est une OX′-algèbre graduée anticommmutative

d'après la conséquence de 2.3. On se ramène àX = Z = A1
Fp
→ Fp : {1, T, . . . , T p−1}

forment une base de FZ∗OZ(p) sur OZ et la di�érentielle dZ(p)/Fp (OZ-linéaire) :
FZ∗OZ → FZ∗Ω

1
Z = (FZ∗OZ)dT envoie T i sur iT i−1dT donc H0 est libre sur OZ′ de

base 1 et H1 est libre sur OZ′ de base T p−1dT . Or OZ′ est libre de base 1 et Ω1
Z′/Fp

libre de base 1⊗ dT donc γ est un isomorphisme.

2.6 Conséquence : En particulier les Hi sont localement libres de type �ni sur
OX′ (14)

14. [personnel : de la conséquence de 2.3, je déduis par récurrence décroissante sur i que les

faisceaux de cocycles ZiF∗Ω
•
X/S et cobords BiF∗Ω

•
X/S sont localement libres de type �ni. En fait

cela ne servira pas lors de l'étude des complexes tronqués au 3.7]
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�3. Décomposition du complexe de de Rham

3.1 Théorème : Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, S = Spec k,
S̃ = SpecW2(k), X un S-schéma lisse. À tout S̃-schéma lisse X̃ relevant X (15), est
associé canoniquement un isomorphisme de D(OX′) := D(OX′−Mod) :

ϕX̃ :
⊕
i<p

Ωi
X′/S[−i] ∼→ τ<pF∗Ω

•
X/S

tel que HiϕX̃ = (C−1) iO (l'isomorphisme de Cartier (C−1) iO en degré i) pour i < p.

Un "relèvement" signi�e un diagramme cartésien :

X
j //

�
��

X̃

��

S
i // S̃

avec i (et donc j) immersions fermées modulo p
(a) Réduction à la dé�nition de ϕ1

X̃
: dans D(OX′) on n'a plus le bifoncteur∧

. Ω1
X′/S est localement libre (de type �ni) donc plat sur OX′ , de même que les

F∗Ω
a
X/S, donc

L
⊗ coïncide avec ⊗ pour (Ω1

X′/S[−1])
L
⊗i et (F∗Ω

a
X/S)

L
⊗i ([7] prop II.1.2

et lemme II.4.1, admis). On dé�nit ϕ1 via "l'antisymétrisation" a : Ωi
X′/S[−i] →

(Ω1
X′/S)⊗i[−i] : ω1∧· · ·∧ωi → 1

i!

∑
σ∈σi sgn(σ)ωσ(1)⊗· · ·⊗ωσ(i), dé�nie pour i < p,

qui est clairement une section du produit antisymétrique (F∗Ω
•
X/S)⊗i

π // // F∗Ω
•
X/S

a
nn

:

(Ω1
X′/S)

⊗i
[−i]

(ϕ1
X̃

)
⊗i

// (F∗Ω
•
X/S)⊗i

produit
antisym.
��

Ωi
X′/S[−i]

a[−i]
OO

ϕi
X̃ // F∗Ω

•
X/S

Cette technique ne permet de dé�nir ϕi
X̃
que pour i < p.

(b) Cas où F : X → X ′ se relève globalement :

X̃
F̃ // X̃ ′

X
F //

j

OO

X ′

j′

OO

On veut construire ϕ1

X̃′
: ΩX′/S[−1] → FX/S ∗Ω

•
X/S tel que h1(ϕ1

X̃′
) = (C−1

X/S) 1O.

L'idéal serait de poser pour tout r ∈ OX "ϕ1(1⊗dr) = dX/S
rp

p
= dX/S

F ](1⊗r)
p

". C'est
impossible puisque on est en caractéristique p mais l'existence du relèvement global
F̃ va permettre la même chose formellement, en écrivant "p−1F̃" à la place de F ](1⊗r)

p
,

15. [personnel : il su�t que X̃ soit plat sur S̃ : d'après le critère de lissité par �bres il su�t de

véri�er que X̃(p) = X est lisse sur k((p)) = k, qui est l'hypothèse. Si S̃ était le spectre de V un

anneau de valuation discrète (comme W (k)), donc intègre, il faudrait aussi que la �bre générique

X(0) soit lisse sur Frac (W (k)).]
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où p sera l'isomorphisme j∗F∗ΩX/S
p ∼−−→ pF̃∗ΩX̃/S̃ induit par la multiplication par

p :

3.2 Propriété : L'image du morphisme canonique Ω(F̃ ]) : ΩX̃′/S̃ → F∗ΩX̃/S̃ est
dans pF∗ΩX̃/S̃

Démonstration :

Ω1
X̃′/S̃

Ω(F̃ ])
//

π′ = Ω(modpOX′) :

bda→ bda ����

F∗Ω
1
X̃/S̃

π = Ω(modpOX)����
j′∗Ω

1
X′/S

0 // j∗F∗Ω
1
X/S

Ω est un foncteur donc le diagramme commute donc π ◦ Ω(F̃ ]) = 0

�

3.3 Propriété fondamentale : p : j∗ΩX/S
∼→ pΩX̃/S̃

Démonstration : j∗ΩX/S = j∗Ω(O
X̃
⊗O

S̃
j∗OS)/j∗OS = j∗OS ⊗OS̃ ΩX̃/S̃ or j∗OS

p∼ pOS̃
car k est parfait. Donc j∗ΩX/S

p ∼−−→ pOS̃ ⊗OS̃ ΩX̃/S̃.
Reste à voir que pOS̃ ⊗OS̃ ΩX̃/S̃

∼→ pΩX̃/S̃. C'est toujours vrai pour Ω0
X̃/S̃

= OX̃
car X̃ est en particulier plat sur W2(k).
Mais X̃ étant lisse sur W2(k), ΩX̃/S̃ est localement libre par [1] 4.2.7 c). Donc il

est plat sur OX̃ donc plat sur OS̃ par transitivité.

�

La preuve montre que cette propriété est en fait équivalente à l'existence d'un
relèvement global de X lisse sur W2(k) (16).

3.4 Dé�nition : du morphisme "déduit de Ω(F̃ ]) par division par p�

ΩX̃′/S̃

Ω(F̃ ])
//

π′
����

pF̃∗ΩX̃/S̃

j′∗ΩX′/S
f // j∗F∗ΩX/S

p ∼
OO

[détail : f : ω → un relevé ω̃ de ω →image par Ω(F̃ ])→image par p−1 bien dé�nie
car si ω̃1 et ω̃2 di�èrent d'un pΩX̃′/S̃ la di�érence est tuée par Ω(F̃ ])]

3.5 Propriété : l'image de f est contenue dans Z1F∗Ω
•
X/S et le composé avec la

projection sur H1F∗Ω
•
X/S est l'isomorphisme de Cartier (C−1) 1O en degré 1.

16. Par le critère suivant : M est plat sur W := W2(k) ssi la multiplication par p induit un
isomorphisme M/pM

p ∼−−→ pM . En e�et par [GaGa] 21.3, M est plat sur W ssi pour tout idéal
a ⊂ W , TorW1 (W/a,M) = 0 ssi a ⊗ M → aM est un isomorphisme. Le seul idéal non nul de
W est pW et la suite exacte 0 → pW → W

p→ pW → 0 tensorisée par M fournit toujours
M/pM

p ∼−−→ p ⊗M . Donc M/pM → pM est un isomorphisme ssi M est plat sur W . Ce critère
montre par exemple que W2(k) est plat sur W2(Fp) pour k parfait.
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Démonstration : en e�et si a est une section locale de OX̃ de réduction a0 mod p,

(3.5.1) F̃ ](1⊗ a) = ap + pb(a)

pour un certain b(a) ∈ OX̃ (ou de façon équivalente un p(u(a0)), u(a0) := b(a) mod

p ∈ OX) car la réduction modp de F̃ ](1 ⊗ a) est F ](1 ⊗ a0) = ap0. Donc Ω(F̃ ])(1 ⊗
da) = pap−1da+ pdb(a) (17). f étant déterminé de manière unique par division par p,

(3.5.2) f(1⊗ da0) = ap−1
0 da0 + du(a0).

�

En particulier,

(3.5.3) df = 0

donc f dé�nit un morphisme OX′-linéaire de complexes f : ΩX′/S[−1] → F∗Ω
•
X/S

tel que H1(f) = (C−1) 1O (complexes de OX′-modules car la di�érentielle de F∗Ω1
X/S

est OX′-linéaire). Dans ce cas particulier, la �êche ϕ1
X̃

= f de D(OX′) est en fait
un morphisme de complexes. Mais dans la catégorie des complexes, ΛiF∗Ω

1
X/S
∼=

F∗Ω
i
X/S. Donc on peut même construire un morphisme ϕi

X̃
pour tout i ∈ N : ϕi

X̃
:=

Λiϕ1
X̃
. L'isomorphisme de Cartier C−1 étant multiplicatif, ϕi

X̃
suivi de la projection

sur HiF∗Ω
•
X/S est aussi (C−1) iO.

(c) Comparaison de deux relèvements : soient F̃1, F̃2 : X̃ → X̃ ′ deux S(p)-
morphismes relevant F . Alors F̃ ]

2 − F̃
]
1 : OX̃′ → pF̃i∗OX̃ est une di�érence de deux

morphismes de OS′-algèbres dans un idéal nilpotent donc est une dérivation D. D'où
une dérivation δ déduite par division par p qui se factorise en h12 :

OX̃′
D //

����

pF̃ ]OX̃

j′∗OX′
δ //

d
((

j∗F∗OX

p ∼
OO

j′∗Ω
1
X′/S

h12 55

Si comme en (b), pour a ∈ OX̃ , F̃
]
i (1 ⊗ a) = ap + pui(a) alors directement par

construction : h12(da0 ⊗ 1) = u2(a)− u1(a) et donc d'après (3.5.2)

(3.5.4) f2 − f1 = dh12.

Egalement par construction :

(3.5.5) h12 + h23 + h31 = 0

17. [personnel : détermine entièrement f puisque les 1⊗ da engendrent OX′-linéairement ΩX̃′/S̃
et que la di�érentielle de F∗Ω

•
X/S est OX′-linéaire.]
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(d) Cas général : X̃ est lisse sur S̃ donc par changement de base X̃ ′ est lisse
sur S̃ donc F admet partout localement un relèvement F̃ :

X
j (p2=0)

//

F ��

X̃

��

F̃��

X ′ // X̃ ′

lisse ��

S̃

vu autrement : X̃ ′

lisse

��
X ′

88

X
(p2=0)

//

F 88

X̃

F̃

AA

// S̃

Soit un recouvrement ouvert U = (Ui)i∈I de X et pour tout i un relèvement F̃i :

Ũi → Ũi
′
(pas de problème puisque X,X ′, X̃ et X̃ ′ ont mêmes espaces sous-jacents),

dont on déduit pour chaque i fi : Ω1
X′/S|U ′i → F∗Ω

1
Ui/S

et sur les intersections hij :

Ω1
X′/S|U ′ij → F∗Ω

1
Uij/S

. D'après (3.5.3),(3.5.4) et (3.5.5) :

dfi = 0 ; fj − fi = dhij ; hij + hjk + hki = 0.(3.5.6)

Soit le double complexe de �ech : Č∗(U ,Ω•X/S), dh = dDR et dv = δ de complexe
simple associé noté Č•, Dn =

⊕
i+j=n(dij + (−1)iδij). De manière générale il fournit

le quasi-isomorphisme (18)

(3.5.7) ε : F∗Ω
•
X/S → F∗Č•(U ,Ω•X/S).

Soit φ1
(U ,(F̃i))

= (φ0,1, φ1,0) : Ω1
X′/S → F∗Č 1O(U ,Ω•X/S) = F∗Č1(U ,OX)⊕F∗Č0(U ,Ω1

X/S)

dé�ni par (φ0,1(ω))ij = hij(ω|U ′ij) et (φ1,0(ω))i = fi(ω|U ′i ). (3.5.6) impliquent que
c'est un morphisme de complexes [véri�é lorsqu'on peut indicer le recouvrement
avec un ensemble totalement ordonné, avec la convention Uij indexé par la paire
(i, j) ordonnée i < j]

(3.5.8) φ1
(U ,(F̃i))

: Ω1
X′/S[−1]→ F∗Č•(U ,Ω•X/S)

on peut �nalement construire

(3.5.9) φ1
X̃

: Ω1
X′/S[−1]→ F∗Ω

•
X/S

dans D(OX′) comme composée de (3.5.8) et de l'inverse de (3.5.7). Véri�ons qu'il
ne dépend ni du recouvrement ni des relèvements :
- (i) (3.5.9) ne change pas si on remplace U = (Ui)i∈I par un recouvrement V =

(Vj)j plus �n avec les relèvements induits par les mêmes F̃i : pour chaque j on
choisit un θ(j) ∈ I au hasard tel que Vj ⊂ Uθ(j). Ce choix dé�nit un morphisme de
bicomplexes

θ∗ : Č•(U ,Ω∗X/S)→ Č•(UI ,Ω∗X/S)

α→ (θ∗α)j1...jn = αθ(j1)...θ(jn)|Vj1...jn
(morphisme de bicomplexes car clairement compatible aux dDR et aux δ de �ech)
donc induit un morphisme de complexes simples associés. D'où le diagramme (déduit

18. Car F est a�ne donc F∗ est exact sur les faisceaux cohérents
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de (3.5.7))

F∗Č•(V ,Ω•X/S)

F∗Ω
•
X/S

εV

q.iso

88

εU

q.iso
// F∗Č•(U ,Ω•X/S)

θ∗

OO

clairement commutatif. Est-ce que l'autre diagramme (déduit de (3.5.8))

F∗Č•(V ,Ω•X/S)

Ω1
X′/S[−1]

φ1
(V,(F̃i))

77

φ1
(U,(F̃i))

// F∗Č•(U ,Ω•X/S)

θ∗

OO

commute aussi ? ((
hθ(a)θ(b)

(
ω|Uθ(a)θ(b)

)
|Vab

)
ab
,
(
fθ(a)(ω|Uθ(a)

)
|Va

)
a

)

ω

φ1
(V,(F̃i))

commute ?

44

φ1
(U,(F̃i))

//
((
hij(ω|Uij)

)
ij
,
(
fi(ω|Ui)

)
i

)θ∗

OO

C'est vrai car les relèvements sont induits par les mêmes F̃i. Finalement :

F∗Č•(V ,Ω•X/S)

Ω1
X′/S[−1]

φ1
(V,(F̃i))

77

φ1
(U,(F̃i))// F∗Č•(U ,Ω•X/S)

θ∗

OO

F∗Ω
•
X/S

εV

q.iso

ff

εU

q.iso
oo

commute donc le grand triangle commute dans D(OX′).
- (ii) Soient deux recouvrements (U , F̃i)I , (V , F̃j)J associés à des relèvements lo-

caux de F di�érents, ils ra�nent tous les deux le recouvrement
(

(U
∐
V)I∐ J ,

(F̃i)I
∐

(F̃j)J

)
. Les raisonnements précédents s'appliquent :

F∗Č•(U ,Ω•X/S)

Ω1
X′/S[−1]

φ1
U

∐
V //

φ1
V

**

φ1
U

44

F∗Č•(U
∐
V ,Ω•X/S)

i∗I

OO

i∗J
��

F∗Ω
•
X/S

εU

q.iso

jj

εV

q.iso
tt

(εU ,εV )

q.iso
oo

F∗Č•(V ,Ω•X/S).

Cela montre que ϕ1 dépend canoniquement du relèvement X̃ et va surtout per-
mettre de conclure qu'il répond à la question, i.e. que son composé avec la projection
sur H1 réalise l'isomorphisme de Cartier (C−1) 1O en degré 1. Maintenant que ϕ1

X̃
est
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construit globalement, il su�t de véri�er cette propriété localement. Sur un voisi-
nage U convenable de chaque point x ∈ X, F se relève globalement en F̃ . Comme la
dé�nition de ϕ1

X̃
|U ne dépend pas du choix du recouvrement de U ni des relèvements,

on choisit le recouvrement {U} et le relèvement {F̃}, pour lesquels ϕ1
X̃
|U redevient

le morphisme f dé�ni en (b).

3.6 Corollaire de la preuve : Soit X est lisse sur k admettant un relèvement X̃
lisse sur W2(k). Alors si F se relève globalement il existe un isomorphisme de com-
plexes de OX′-modules :

ϕX̃ :
⊕
i∈N

Ωi
X′/S[−i] ∼→ F∗Ω

•
X/S

tel que HiϕX̃ = (C−1) iO (l'isomorphisme de Cartier en degré i) en tous degrés i.

C'est exactement démontré dans (a) et (b). En e�et un relèvement global de F
entraîne l'existence du morphisme f "déduit par division par p". Attention ! Si X
est seulement plat sur k avec un relèvement X̃ plat sur W2(k), la preuve ne marche
plus (X̃ n'est plus lisse sur W2(k) donc ΩX̃/S̃ n'est plus forcément localement libre
donc plat). Contre-exemple : k = Z/pZ, W = W2(k) = Z/p2Z, X = SpecA,
A = k[X]/(Xp−1) et X̃ = Spec Ã, Ã = W [X]/(Xp−1) qui plat sur W car il véri�e
le critère Ã/pÃ

p ∼−−→ pÃ (cf. note dans 3.3). Par contre M := ΩÃ/W n'est pas plat
sur W car il ne véri�e pas ce critère. En e�et M/pM vaut ΩA/W alors que ΩÃ/W est
engendré par dX qui véri�e d(Xp − 1) = 0 d'où pdX = 0 donc pΩÃ/W = 0.

3.7 Corollaire : Soit X un k-schéma lisse de dimension n 6 p relevable surW2(k).
Alors le complexe F∗Ω•X/S est isomorphe dans D(OX′−Mod) à un complexe à di�é-
rentielle nulle.

Démonstration : Par le théorème 3.1, le résultat est vrai sur le sous-schéma fermé
formé des composantes irréductibles de X de dimension < p. On peut donc supposer
que X est partout de dimension n = p.
Première observation fondamentale : on a l'accouplement parfait

(∗) F∗Ω
i
X/S × F∗Ωn−i

X/S → H
nF∗Ω

•
X/S

donné par ∧ suivi de la projection sur Hn. On se servira en particulier du fait
que, pour cette dualité, l'adjoint de d est d à un signe près (car d(α ∧ β) = 0).
Démontrons-la : on remarque que HnF∗ΩX′/S est localement isomorphe au module
libre de rang 1 〈tp−1

1 · · · tp−1
n dt1 ∧ · · · ∧ dtn〉 (avec la description locale de 2.4). En

e�et tq 6≡(p−1)
i tI , I ne contenant pas l'indice i, a une classe de cohomologie nulle car

il s'intègre en (−1)i
tq+1
i

q+1
tIdt1 ∧ · · · ∧ d̂ti · · · ∧ dtn.

(1) injectivité de F∗Ωi
X/S → Hom(F∗Ω

n−i
X/S,Hn) : on considère une section lo-

cale u de F∗Ωi
X/S dont le produit extérieur avec toute section locale v de F∗Ωn−i

X/S

a sa classe dans Hn nulle, i.e. u ∧ v = 0. Sur un ouvert trivialisant elle s'écrit
u =

∑
|J |=i µI,Jt

IdtJ , où I est un multiindice qui signi�e tI =
∏

k∈{0,...,n} t
mk
k , mk ∈

{0, . . . , p − 1} et J signi�e dtJ = dtj1 ∧ · · · ∧ dtji . Montrons que u = 0, i.e.
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montrons que chaque µI,J est nul : on considère v = t
CIdtCJ , où CI et CJ dési-

gnent les indices complémentaires de I et J (i.e. tels que tIt
CI = tp−1

1 · · · tp−1
n et

dtCJdtJ = (−1)ε(J,
CJ)dt1 ∧ · · · ∧ dtn). Alors µI,J = ±u ∧ v = 0.

(2) surjectivité : soit λ une section locale de Hom(F∗Ω
n−i
X/S,Hn) sur un ouvert tri-

vialisant. Elle est déterminée par chaque λ(tIdtJ) = aI,Jt
p−1
1 · · · tp−1

n dt1∧· · ·∧dtn, elle
est donc réalisée par le produit extérieur avec la forme v =

∑
I,|J |=i ε(J,

CJ)λI,Jt
CIdtCJ

(où ε(J,CJ) désigne le signe de la permutation {1, . . . , n} → {J,CJ}), suivi de la pro-
jection sur Hn.

Une interprétation de cette dualité avec la forme trace est donnée en appendice.
En supposant désormais que n = p, on considère le triangle de D(OX′) engendré

par la suite :

(†) τ6p−1F∗Ω
•
X/S → F∗Ω

•
X/S → Hp[−p] e→ . . .

(19) τ6p−1F∗Ω
•
X/S étant décomposable, la conclusion est équivalente au fait que

ce triangle est scindé. La deuxième remarque fondamentale est que c'est vrai ssi le
morphisme

e : Hp[−p]→
(⊕
i<p

Hi[−i]
)

[1]

est nul. C'est démontré dans Astérisque 239 p100 (en utilisant qu'on a la suite exacte
longue des Exti pour tout triangle dans une catégorie triangulée quelconque).
Les composantes ei (0 6 i 6 p− 1) de e sont à valeurs dans Hp−i+1(X ′, . . . ) :

ei ∈ HomD(OX′ )(H
p[−p],Hi[−i+ 1]) = Hp−i+1(X ′,Hom(Hp,Hi)),

où l'égalité est détaillée dans l'appendice 2.4.
Le triangle (†) s'envoie dans le triangle

(‡) τ[1,p−1]F∗Ω
•
X/S → τ>1F∗Ω

•
X/S → Hp[−p] e→ . . .

par projection sur τ>1. On utilise la première remarque fondamentale : le dual de
F∗Ω

•
X/S est F∗Ω

p−•
X/S avec la même di�érentielle d donc les mêmes faisceaux de coho-

mologie donc l'obstruction à décomposer (‡) est
⊕p−1

i=1 ei avec les mêmes ei. D'autre
part, τ6p−1F∗Ω

•
X/S est décomposable dans D(OX′) donc par dualité de Grothen-

dieck τ>1F∗Ω
•
X/S est aussi somme de ses Hi[−i], i.e. est décomposable. La dernière

a�rmation provient de deux propriétés :

(1) τ6p−1F∗Ω
•
X/S = RHomOX′ (τ6p−1F∗Ω

•
X/S,HpF∗Ω

•
X/S) (20) ;

(2) La décomposabilité est préservée par RHomOX′ (−,H
pF∗Ω

•
X/S) (21).

19. La première �êche est une inclusion et la deuxième �êche est dé�nie par la projection

F∗Ω
•
X/S → {Ω

p−1/Zp−1 → Zp} projection (q.iso)−−−−−−−−−−−→ Hp[−p]. Donc ce sextuplet est quasi-isomorphe
à une suite exacte de complexes, qui engendre à son tour un triangle par le cône de son premier
morphisme.
20. τ6p−1F∗Ω

•
X/S n'est pas nécessairement à composantes localement libres car son dernier terme

est un noyau et celui-ci n'est pas forcément transformé en conoyau par Hom(−,HpF∗Ω•X/S).
21. "Décomposable" signi�e isomorphe dans D(OX′) à un complexe décomposé. Mais le foncteur
HomOX′ (−,H

pF∗Ω
•
X/S) ne préserve pas toujours les quasi-isomorphismes, d'où l'utilisation de son

foncteur dérivé.
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Elles sont véri�ées pour la raison suivante : le foncteur Hom•OX′ (−,H
p) induit un

∂-foncteur additif de K(Coh(OX′)) dans lui-même (22). Par [7] I.5.1 il admet un fonc-
teur dérivé ID qui est un ∂-foncteur contravariant de D(Coh(OX′)) dans lui-même.
ID préserve donc les triangles et aussi les quasi-isomorphismes -donc la décomposabi-
lité. En�n, HpF∗Ω

•
X/S étant localement libre, on a ID(E•) = HomOX′ (E

•,HpF∗Ω
•
X/S)

pour tout complexe E• de OX′-modules localement libres (par les mêmes arguments
que A.2.4 et A.2.5). On abrège désormaisHpF∗Ω

•
X/S en "Hp". Par cette dernière pro-

priété, on connaît en particulier ID(Hp) = HomOX′ (H
p,Hp) et ID(F∗Ω

•
X/S,Hp) =

Hom•OX′ (F∗Ω
•
X/S,Hp) donc en renversant la numérotation dans la ligne du bas :

τ6p−1F∗Ω
•
X/S

//

ID
��

F∗Ω
•
X/S

//

ID
��

Hp[−p] //

ID

��
ID(τ6p−1F∗Ω

p−•
X/S)[p]oo Hom(F∗Ω

p−•
X/S,Hp)[p]oo Hom(Hp,Hp)[p]oo

Par dualité (*), Hom•(F∗Ωp−•
X/S,Hp)[p] est isomorphe à F∗Ω

•
X/S[p]. D'autre part

D(OX′) est triangulée donc l'axiomatique des triangles fournit un quasi-isomorphis-
me u non canonique (23) entre ID(τ6p−1F∗Ω

p−•
X/S)[p] et le cône de i :

ID(τ6p−1F∗Ω
p−•
X/S)[p]oo

u

��

Hom(F∗Ω
•
X/S,Hp)[p]oo

(∗) isom.

��

Hom(Hp,Hp)[p]oo

ĉ(i)[p]oo F∗Ω
•
X/S[p]oo Hom(Hp,Hp)[p]

i•oo

Identi�ons i• : par la dualité (*) et par exactitude à gauche de Hom(−,Hp), la suite

exacte {· · · d
p−2

→ F∗Ω
p−1
X/S

dp−1

→ F∗Ω
p
X/S

conoyau−−−−−→ HpF∗Ω
•
X/S → 0} devient

· · · d
1

← F∗Ω
1
X/S

d0

← F∗Ω
0
X/S

i :=noyau←−−−−−− Hom(Hp,Hp)← 0.

Donc i• est le morphisme de complexes prolongeant la �êche i noyau de d0. Expri-
mons le conoyau Z• de i• :

0← Z•
conoyau←−−−− F∗Ω

•
X/S[p]

i•←− Ker(d0)[p]← 0

donc Z• =
{

0← F∗Ω
p
X/S[p]

dp−1

← · · · d
1

← F∗Ω
1
X/S[p]

d0

← F∗Ω
0
X/S[p]/Ker(d0)

}
q.iso−−→

τ>1F∗Ω
•
X/S[p].

D'autre part, le cône de i• s'envoie quasi-isomorphiquement dans Z• (24). Fina-
lement, ID(τ6p−1F∗Ω

p−•
X/S)[p]

u, q.iso−−−−→ ĉ(i)[p]
q.iso−−→ Z•

q.iso−−→ τ>1F∗Ω
•
X/S[p]. Donc les

propriétés (1) et (2) sont valables donc τ>1F∗Ω
•
X/S[p] est décomposable.

22. À valeur dans les complexes de faisceaux cohérents car si F et G sont cohérents, l'équivalence
de catégories entre OX′ -modules cohérents et A := OX′(U)-modules sur un ouvert a�ne U =

Spec (A) fournit HomOX′ (F ,G)|U = ˜HomA(M,N) (faux si F n'est plus de type �ni)
23. TR3 a�rme l'existence d'un u non canonique qui fait de l'ensemble un morphisme de tri-

angles. Les 2 premières �êches étant des (quasi-)isomorphismes, u est aussi un quasi-isomorphisme
par la proposition I.1.1 c) de [7].
24. Grâce aux suites exactes longues de cohomologie et au lemme des 5.
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Donc par la deuxième remarque fondamentale, ei = 0 pour i 6= 0. En�n pour
i = 0, e0 ∈ Hp+1(X ′, · · · ) est aussi nul car dimX = p. Ce raisonnement ne marche
donc plus pour dimX > p.

�

3.8 Décomposition des groupes de cohomologie en caractéristique p > 0

Soit X propre et lisse de dimension 6 p relevable surW2(k), on a un isomorphisme
de k-espaces vectoriels

⊕
i+j=lH

j(X,Ωi
X/S)

∼−→H l(X,Ω•X/S). En particulier la suite

spectrale de Hodge vers de Rham Eij
1 = Hj(X,Ωi

X/k)⇒ H•DR(X/k) dégénère en E1.

La preuve, formelle, est détaillée dans A.2.6 (utilise que F est a�ne donc que F∗
est exact ; le changement de base pour le calcul de Ω et le changement de base plat
S ← S(p)).
L'isomorphisme en degré < p dépend naturellement de X et a priori du choix du

relèvement X̃ sur W2(k) puisque il se déduit du quasi-isomorphisme du théorème
3.1. En revanche on n'a aucune information sur l'isomorphisme en degré p tel qu'il
est construit dans le corollaire 3.7 précédent.
Sans hypothèse sur la dimension, la suite spectrale véri�e Eij

1 = Eij
∞ pour i+j < p

(mais pas p) puisque on ne peut plus appliquer le corollaire précédent.
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�4. Dégénérescence de Hodge en caractéristique 0

4.1 Théorème : Soit K un corps de caractéristique 0 et X un K-schéma propre et
lisse. Alors la suite spectrale de Hodge vers de Rham stationne en E1 en tout degré.

Démonstration : X étant propre sur K, les dimensions sur k des groupes de co-
homologie hij sont �nies (admis). Il su�t donc de véri�er le critère numérique∑

i+j=l h
i,j = hl. K est la limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type �ni (Aλ)λ∈L

donc par les théorèmes de relèvement 4.4, il existe α ∈ L et un Sα-schéma propre et
lisse Xα tel que

X

�

vα //

fK
��

Xα

fα
��

SpecK
uα // Sα.

SpecSα étant un schéma intègre de type �ni sur Z, la proposition 2.2 a�rme qu'il
a un ouvert non vide lisse sur Z donc quitte à remplacer Aα par un localisé Aα[t−1],
on peut supposer Sα lisse sur Z.
On abrège désormais Sα par S, X = Xα, A := Aα et f : X → S remplace fα.

Les Rjf∗Ω
i
X/S ont leur tige au point générique libre de dimension hij (ce sont des

espaces vectoriels) donc ils sont libres sur un voisinage S ′ = SpecA[s−1] du point
générique (25) :

X′

�

//

f ′

��

X

f
��

S ′
g // S.

Leur rang est nécessairement hij par l'isomorphisme g∗Rjf∗Ω
i
X/S

∼→ Rjf ′∗Ω
i
X′/S′ dé-

duit du changement de base g : S ′ → S (précisé dans 4.2 c)). On abrège désormais
S ′ en S et X′ en X.
Par lissité de X sur S, ΩX/S est localement libre de type �ni et son rang est majoré

par une constante d car X est quasi-compact. Mais ce rang en chaque point x, appelé
dimension relative de f en x, est égal à la dimension de la composante irréductible
de Xf(x) contenant x donc la dimension des �bres de X sur S est majorée par d.
C'est en particulier le cas pour X qui est la �bre générique. Soit N le produit des
nombres premiers p′ 6 d. L'ouvert Z = SpecA[1/N ] ⊂ S contient un point fermé
m (par densité des points fermés, cf. 2.1 a)), qui ne contient pas NA donc aucun
des {p′A, p′ 6 d} donc son corps résiduel k := k(m), qui est �ni par 2.1 b), est
nécessairement de caractéristique p > d.

On considère l'immersion fermée de carré nul j : Spec k
p2=0−−−→ Spec (W2(k)) (car

k est �ni donc parfait). S étant lisse sur Z, le morphisme Spec k → S (d'immersion
fermée au dessus de Z) se factorise par j en un morphisme g : W2(k) → S, par le
critère de lissité formelle. Notons Y := Xm la �bre de X en m et Y1 le schéma déduit

25. On quotiente su�samment A pour tuer les relations linéaires (en nombre �ni) entre les
générateurs de Rjf∗ΩiX/S .
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de X par changement de base g. On obtient les carrés cartésiens

Y //

��

Y1

�

//

��

X

�
��

Xoo

��
Spec k 55

j // W2(k)
g // S SpecKoo

Le grand rectangle de gauche étant cartésien, le carré de gauche est aussi cartésien.
Finalement, Y est propre et lisse sur k de dimension < p car inférieure à d, relevé
sur W2(k) donc

∑
i+j=l h

ij
Y/k = hlY/k en tout degré l. On conclut à nouveau par les

changements de base 4.2 c) et d).

�

La suite détaille les théorèmes qui viennent d'être utilisés.

4.2 Proposition ([4] 6.6) : Soient S un schéma a�ne noethérien intègre et f :

X → S un morphisme propre et lisse.

(a) Les faisceaux Rjf∗Ω
i
X/S et Rnf∗Ω

•
X/S sont cohérents. Il existe un ouvert non

vide U de S tel que, pour tout (i, j) et tout n, les restrictions à U de ces faisceaux
soient localement libres de type �ni.
(b) Pour tout i ∈ Z et pour tout morphisme g : S ′ → S, si f ′ : X ′ → S ′ désigne le

schéma déduit de X par le changement de base g, les �èches canoniques de D(OS′)
(dites de changement de base)

Lg∗Rf∗Ω
i
X/S → Rf ′∗Ω

i
X′/S′(4.2.1)

Lg∗Rf∗Ω
•
X/S → Rf ′∗Ω

•
X′/S′(4.2.2)

sont des isomorphismes.
(c) Fixons i ∈ Z et supposons que pour tout j, le faisceau Rjf∗Ω

i
X/S soit locale-

ment libre sur S de rang constant hij. Alors pour tout j, la �èche de changement de
base (déduite de (4.2.1) (26))

(4.2.3) g∗Rjf∗Ω
i
X/S → Rjf ′∗Ω

i
X′/S′

est un isomorphisme. En particulier Rjf ′∗Ω
i
X′/S′ est localement libre de rang hij.

(d) Supposons que pour tout n, Rnf∗Ω
•
X/S soit localement libre de rang constant

hn. Alors pour tout n, la �èche de changement de base (déduite de (4.2.2)) est un
isomorphisme. En particulier, Rnf ′∗Ω

•
X′/S′ est localement libre de rang hn.

"Propre" est essentiel dans a) et assure, dans b), que f est séparé donc que
Č•(U ,Ωi

X/S) est f∗-exact pour un recouvrement a�ne. "Lisse" garantit dans b) que
les Ωi

X/S sont localement libres donc plats. L'hypothèse "propre et lisse" ne sert pas
dans (c) et (d) (27)

26. Explicite dans la démonstration de b)
27. Par contre pour la preuve de ces deux dernières a�rmations, j'ai dû admettre le lemme

suivant : Soient A un anneau noethérien et E un complexe de A-modules tel que Hi(E) soit
projectif de type �ni pour tout i et nul pour presque tout i. Alors :

(a) E est isomorphe dans D(A) à un complexe borné à composantes projectives de type �ni ;
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À un système inductif d'anneaux quelconques
{

(Ai)i∈I , (Ai
u]i,j−−→ Aj)i6j

}
corres-

pond le système projectif de schémas
{
Si = Spec (Ai), Spec (Aj)

ui,j−−→ Spec (Ai), i 6
j
}
de limite projective S = Spec (A). Le dernier théorème concentre la di�culté :

4.3 Théorème : Soit X un S-schéma de présentation �nie. On suppose que X est
propre (resp. lisse). Alors il existe i0 ∈ I et un Si0-schéma Xi0 de présentation �nie
et propre (resp. lisse).

La démonstration est entièrement contenue dans EGA IV, je donne les arguments
les plus directs possibles. Si (Xi, vij : Xj → Xi) est un système projectif de Si-
schémas, on dit que ce système est "cartésien" pour i > i0 ssi pour chaque i0 6 i 6 j,
le diagramme

Xj

�

vi,j //

��

Xi

��
Sj

ui,j // Si

est cartésien. Dans ce cas, le produit �bré X = S ×Si Xi est la limite projective
des Xi (valable pour tout indice i > i0). Si (Yi) est un second système projectif de
Si schémas, cartésien pour i > i0, de limite projective Y (= S ×Si0 Yi0) alors les
HomSi(Xi, Yi) forment un système inductif de limite HomS(X, Y ) : pour (j > i), un
morphisme fi : Xi → Yi s'envoie sur fj = idSj ×Si fi : Xj → Yj et chaque fi s'envoie
dans la limite inductive sur f = idS ×Si fiX → Y . Par la propriété universelle de la
lim−→ ces données fournissent un morphisme canonique

(4.3.1) lim−→
i

HomSi(Xi, Yi)→ HomS(X, Y )

Le théorème suivant détermine sous quelles conditions on peut relever un S-schéma,
resp. un S-morphisme sur un des Si. Il est démontré dans EGA IV 8.8.2 de façon
auto-contenue, à l'exception de résutats (que j'admets) sur les parties constructibles
d'un schéma.

4.4 Théorème : (a) Si X est un S-schéma de présentation �nie (28), il existe i0 ∈ I
et un Si0-schéma Xi0 de présentation �nie dont X se déduit par changement de base.
(b) Si (Xi) , (Yi) sont deux systèmes projectifs de Si-schémas, cartésiens pour i > i0,

(b) si E est borné et à composantes projectives de type �ni, alors, pour toute A-algèbre B et pour
tout i, le morphisme canonique

B ⊗A Hi(E)→ Hi(B ⊗A E)

est un isomorphisme (car projectif de type �ni entraîne localement libre donc plat).

[personnel : On utilise aussi la propriété de relèvement d'un module localement libre de présentation

�nie sur une limite inductive d'anneaux dans un cas très simple.][à détailler ?]
28. [personnel : on dit qu'un morphisme de schémas X → Y est de présentation �nie ssi il

est localement de présentation �nie et "quasi-compact et quasi-séparé", ce qui signi�e que X est

réunion �nie d'ouverts a�nes Uα au dessus d'un ouvert a�ne Vα de Y et que les intersections

Uα ∩ Uβ ont la même propriété ; si Y est noethérien, X est de présentation �nie sur Y ssi X est

de type �ni sur Y , i.e. localement de type �ni et quasi-compact sur Y (donc noethérien)]
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et si Xi0 et Yi0 sont de présentation �nie sur Si0 , alors l'application (4.3.1) est
bijective.

On en déduit qu'on peut relever les isomorphismes et les morphismes projectifs
X → S [h : X → Pn

A est un isomorphisme sur un sous-schéma fermé V (I), I idéal
homogène de OP = Sym•An. Sa structure de sous schéma fermé est nécessairement
Proj (Sym(An)/I) (c'est un théorème). On relève donc Pn

A et pour conclure on utilise
le lemme suivant (simple) dont on déduit qu'on peut relever un quotient de modules
sur une limite inductive d'anneaux (29).]

4.5 Lemme. � (a) Si E est un A-module de présentation �nie, il existe i0 ∈ I et
un A-module de présentation �nie Ei0 tel que A⊗Ai0 Ei0 = E ; (b) Soient (Ei), (Fi)

deux systèmes inductifs, cartésiens pour i > i0, de limites inductives respectives E
et F ; si Ei0 est de présentation �nie, l'application

lim−→
i

HomAi(Ei, Fi)→ HomA(E,F )

(la même que (4.3.1)) est un isomorphisme.

En travaillant plus on montre qu'on peut relever les morphismes séparés (toujours
avec les résultats de constructibilité) et les morphismes surjectifs (admis). Suivant
l'indication de [4] 6.3, déduisons-en qu'on peut relever les morphismes propres dans
le cas qui nous intéresse (S a�ne noethérien) (30) avec le lemme de Chow :

4.6 Proposition (Chow, [7] II.4 ex.10) : Soit f : X → S un morphisme propre.
Alors il existe un schéma X ′ et un morphisme g : X ′ → X tel que X ′ est projectif
sur S et il y a un ouvert dense U ⊆ X tel que g induit un isomorphisme de g−1(U)

sur U .

X ′

g

��

j

fermée
// P n
A

p

��
X

f // S

On peut renforcer les conclusions : dans la démonstration X ′ est en fait un sous-
schéma fermé de X ×A

∏
i P

ni
A et g la projection sur X. Le plongement (fermé) de

Segre permet de réaliser X ′ comme un sous-schéma fermé de X ×A PN
A pour un N

assez grand. g est donc projectif donc propre donc fermé et comme U est dense, g
est surjectif.

29. En montrant qu'on peut relever les isomorphismes puis les suites exactes à droite.
30. [personnel : les arguments de EGA IV, pas vraiment plus chers (on relève "immersion fermée"

au lieu de "surjectif", les deux se démontrent avec IV.9.9.3), le démontrent aussi dans le cas où S

n'est pas noethérien.]
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Avec ce qui a été dit, on peut relever ce diagramme sur un Sα

X ′α

gα

��

jα

fermée
// P n
Aα

pα

��
Xα

fα // Sα

avec fα séparé de type �ni, gα surjectif, jα fermée et pα la projection (on relève
simplement un morphisme projectif sur P n

A). f ◦ g = p ◦ j étant projectif donc
propre, gα étant surjectif et fα séparé de type �ni, on conclut par EGA II 5.4.3 (ii)
(facile) que fα est fermé donc propre.

4.7. Montrons qu'on peut relever les morphismes lisses. � dans le cas qui
nous intéresse : S = SpecK un corps de caractéristique 0 et Sα = SpecAα une
sous-Z-algèbre de type �ni. On utilise qu'un morphisme f : X → S est lisse ssi il
est plat à �bres Xs → k(s) lisses ([1] 4.4.6). Pour relever f : X → S en un schéma
Xω lisse sur Sω, on relève d'abord X en un Sα-schéma Xα par le théorème 4.7.
Les produits �brés Xγ = Sγ ×Sα Xα pour γ > α dé�nissent un système projectif
"cartésien" (fγ : Xγ → Sγ)γ>α de limite projective X → S :

Xγ′

�

vγ′,γ //

fγ′

��

Xγ

fγ
��

Sγ′
uγ′,γ // Sγ

X

�

vγ //

f

��

Xγ

fγ
��

S
uγ // Sγ

On montre d'abord l'énoncé en chaque point de X : soit x ∈ X d'image s = (0) ∈ S,
d'images respectives sγ = uγ(s) dans chaque Sγ,

x
vγ //

f
��

xγ

fγ

��
s = (0)

uγ // sγ

il existe un β > α tel que
(
fβ,∗OXβ

)
sβ

est plat sur OSβ ,sβ . OX étant cohérent, c'est
démontré de façon auto-contenue dans EGA IV 11.2.6.1 III, modulo le critère de
platitude (admis) 11.2.5 [à détailler ?]. Donc en particulier Xβ → Sβ est plat en xβ.
Il est en fait lisse en xβ : il su�t de véri�er que la �bre fβ,sβ : Xβ,sβ → k(sβ)

est lisse. Celle ci se déduit de X → S par le changement de base S → k(sβ) (31) (le
morphisme induit par S → Sβ sur les corps résiduels de sβ et s, dans notre cas :

31. X //
p

''

��

Xβ

��

Xβ,sβ

77

��

S //

''

Sβ

k(sβ)

77

La �êche p est dé�nie par la propriété universelle du diagramme cartésien de droite. On montre
que le diagramme de gauche est cartésien car celui du fond l'est.



�4. DÉGÉNÉRESCENCE DE HODGE EN CARACTÉRISTIQUE 0 25

FracAβ → K). fβ,sβ est encore de présentation �nie. Soit x′β un point de Xβ,sβ , les
critères locaux de lissité [1] 4.2.7 c) et 4.3.2 a�rment que fβ,sβ est lisse de dimension
relative r en x′β ssi il existe un voisinage SpecBβ de x′β tel que B a une présentation
�nie

0→ J → k(s)[X1 . . . , Xn]→ B → 0,

le B-module ΩB/k(s) est localement libre et ∂ : J/J2 → B ⊗k(s)[X̄] Ωk(s)[X̄]/k(s) est
injective. OrX → S est lisse donc quitte à localiser,K⊗∂ est injective etK⊗ΩB/k(s)

est localement libre. K est libre sur k donc ∂ est injective et ΩB/k(s) est localement
libre.
X étant quasi-compact et la lissité sur S en x étant une condition ouverte et stable

par changement de base, on obtient en un nombre �ni d'étapes un relevé Xδ dont
l'ouvert Vδ des points lisses sur Sδ véri�e v−1

δ (Vδ) = X. Mais ce n'est pas su�sant :
pour conclure qu'il existe un Xω partout lisse sur Sω, il faut de nouveau utiliser un
résultat sur les ouverts dans une limite projective de schémas. EGA IV 8.3.4 (sens
b)⇒c)) a�rme en e�et que Xδ étant quasi compact, Vδ véri�ant v−1

γ,δ(Vδ) ⊂ Vγ pour
tout γ > δ et v−1

δ (Vδ) = X, alors il existe un ω tel que Vω = Xω (facile si Vδ est un
ouvert principal de Xδ a�ne).





CHAPITRE 2

DÉCOMPOSITION PAR LA THÉORIE DE
HODGE

�1. La suite spectrale de Hodge-Fröhlicher

1.1. Soit Xan une variété analytique complexe de dimension n, sa cohomologie de
de Rham H•DR(Xan,C) est la cohomologie du complexe des formes C∞ globales à
c÷�cients complexes

(
0 → C∞

d→ K1 d→ K2 d→ · · · ). En notant Kp,q les formes
C∞ de type (p, q), la décomposition canonique K l =

⊕
p+q=lK

p,q s'exprime ξlX,C =⊕
p+q=l ξ

p,q
X,C sur les faisceaux associés. Soit ∂ (resp. ∂̄) la composante de degré (1, 0)

(resp.(0, 1)) de d, c'est à dire la di�érentielle holomorphe (resp. antiholomorphe),
alors H•DR(Xan,C) s'interprète comme la cohomologie du complexe simple (K•, d)

associé au double complexe (K•,∗, ∂, ∂̄). La théorie des suites spectrales (cf. chapitre
précédent) fournit une suite

Ep,q
0 = Kp,q

Ep,q
1 = hq(Kp,•)

(1.1.1)

qui aboutit au gradué Ep,q
∞ = Gp(hp+q(K•)), ce qui permet de calculer

(1.1.2) Hp+q
DR (Xan,C) = hp+q(K•) ∼=

⊕
p+q=l

Ep,q
∞ .

1.2. Les termes Ep,q
1 sont appelés "groupes de cohomologie de Dolbeault de X"

(notés Hp,q

∂̄
(X,C)) et la suite "suite spectrale de Hodge-Fröhlicher". Chaque colonne

s'augmente par l'inclusion Ωp
X

ip

↪→ ξp,0 du faisceau Ωp
X des formes holomorphes de

degré p et le lemme de Dolbeault (1) montre que cela fournit une résolution de Ωp
X .

Ces résolutions étant Γ-acycliques (ξp,qX,C est un module sur le faisceau mou ξ0
X,C des

fontions C∞), on en déduit

Ep,q
1 = Hq(Xan,Ωp

X)

1. En dimension complexe 1 (le c÷ur de la preuve), la primitive pour ∂̄ de g C∞ à support
compact dans le disque unité ouvert D est la convolée 1

πz ∗ g. Pour g quelconque, D est recouvert
par la suite de disques Dn de rayon 1 − 1

n sur lesquels g s'intègre en fn dé�nie globalement (on
intègre globalement le tronqué de g sur Dn par une fonction plateau). La suite (fn − fn−1)n est
holomorphe sur Dn mais ne converge même pas vers 0. On l'approche donc à 1

2n près par un
polynôme Pn (on tronque le développement en série entière) et la série f0 +

∑
n(fn − fn−1 − Pn)

converge uniformément sur DN donc on peut inverser
∑

et ∂̄. Son tronqué f0 +
∑
n6N y répond

à la question tandis que le reste
∑
n>N y est holomorphe donc ∂̄-fermé.
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La di�érentielle horizontale ∂ prolonge la di�érentielle holomorphe dh du complexe
Ω•X donc la condition de bicomplexe ∂ ◦ (−1)pip + (−1)p+1ip+1 ◦ dh = 0 est véri�ée.
Les colonnes augmentées étant exactes, Ω•X s'envoie quasi-isomorphiquement sur le
complexe simple ξ•X,C, à composantes �asques d'où l'isomorphisme en hypercohomo-
logie :

(1.2.1) H•(Xan,Ω•X)
∼→ h•(K•) = HDR(Xan,C).

1.3. En�n pour une variété algébrique projective Xan → X, le théorème 1 de Gaga
entraîne les isomorphismes Hq(X,Ωp) → Hq(Xan,Ωp) sur la cohomologie des co-
lonnes, d'où le quasi-isomorphisme des complexes simples associés : (2) Hn

DR(X/C)→
Hn

DR(Xan,C).
En conclusion, ces dé�nitions de la cohomologie de de Rham et de la suite spectrale

coïncident avec celles du chapitre 1 dans le cadre des schémas projectifs réguliers.

1.4. Lorsque X est compacte, les dimensions hp,q des groupes de cohomologie de
Dolbeault Ep,q

1 sont �nies (par exemple avec la théorie des opérateurs elliptiques, cf.
plus bas). L'inégalité dimEp,q

∞ 6 dimEp,q
r a donc un sens, avec égalité ssi la suite

stationne en (p, q) à partir de l'étape r. La suite spectrale étant par construction
concentrée dans le carré [0, 2n] × [0, 2n] (3) (4), elle stationne globalement ("dégé-
nère") en Er pour un r �ni. En particulier elle stationne en E1 ssi pour chaque
l ∈ [0, n],

∑
p+q=l dimEp,q

∞ =
∑

p+q=l dimEp,q
1

(5), soit en notant hn la dimension de
Hp+q

DR (X,C) :

(1.4.1) hl =
∑
p+q=l

hp,q

en vertu de (1.1.2). On va véri�er cette égalité sur les variétés kählériennes com-
pactes : "kählérienne" fournit une décomposition canonique des formes harmoniques
Hl
d = ⊕p+qHp+q

∂̄
. "Compacte" entraîne que chaque classe de cohomologie de de Rham

(resp. de Dolbeault) contient une unique forme d-harmonique (resp. ∂̄-harmonique),
caractérisée par le fait que sa norme L2 est minimale dans la classe. Ceci vaut pour
P n

C et ses sous-variétés (kählériennes avec la métrique de Fubini-Study, resp. la mé-
trique induite).

2. [personnel : car le cône est un double complexe à colonnes exactes donc à complexe simple

associé acyclique, puis en utilisant que
∑•

ĉ(ϕ) = ĉ(
∑•

(ϕ)) et la suite exacte longue de cohomo-

logie.]
3. On peut se limiter à [0, n]× [0, n] à partir de r = 1, d'après 1.2.
4. [personnel : on a redémontré que la cohomologie de de Rham est concentrée en [0, n] car égale

à H(X,Ω•X) : le lemme de Poincaré montrait que
(
ξ•X,C, d

)
et (Ω•X , dh) sont des résolutions de C

d'où l'isomorphisme en hypercohomologie.]
5. La dégénérescence en E1 n'implique pas que la décomposition (arbitraire)

H l
DR ≈

⊕
pG

pH l
DR =

⊕
p+q=lH

p,q

∂̄
est canonique. Elle le devient si de plus la �ltration sur H•DR

est complémentaire de sa conjuguée complexe, i.e. H l
DR = F pH l

DR ⊕ F l−p+1H l
DR. Dans ce cas on

retrouve aussi Hq,p

∂̄
= Hp,q

∂̄
.
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�2. Isomorphisme de Hodge sur les variétés compactes

2.1. Soit X une variété analytique complexe compacte de dimension n, TX son �bré
tangent holomorphe. La multiplication par i induit un automorphisme J sur le �bré
tangent C∞ de la variété réelle sous-jacente TX,R (de dimension 2n) (6). J s'étend à
TX,C := C ⊗ TX,R le �bré C∞ complexi�é de dimension 2n, et comme J2 = −1 il
y est diagonalisable (son polynôme annulateur est scindé à racines simples). Soient
T 1,0 et T 0,1 les sous-espaces propres de i et −i (les sous-espaces "C-linéaire" et
"C-antilinéaire"). Soit Ω1

X = T ∗X le �bré cotangent holomorphe et Ω1
X,C le �bré C∞

sous-jacent complexi�é, qui se décompose de même en Ω1,0 et Ω0,1. Leurs faisceaux de
sections sont respectivement notés ξ1,0 et ξ0,1, leur somme directe fournit le faisceau
ξ1 des sections de Ω1

X,C
(7).

2.2 Dé�nition : Une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel V est une forme
R-bilinéaire h : V ×V → C qui est C-linéaire en la première variable, C-antilinéaire
en la deuxième et telle que h(u, v) = h(v, u)

2.3 Proposition-dé�nition : Une métrique hermitienne sur X est une métrique
hermitienne h sur TX , c'est à dire une collection de formes hermitiennes dans chaque
plan tangent TX,p qui varient de façon C∞ en fonction de p (8). Les métriques her-
mitiennes sont en bijection canonique avec les sections de Ω1,1 ∩

∧2 Ω1
R (les "(1, 1)-

formes réelles", appelées justement "formes hermitiennes"), selon h→ ω = −Imh (9).

En particulier h induit des métriques sur ΩX,R et ses puissances extérieures (10).
Ainsi vol := ωn

n!
est une forme réelle de degré 2n jamais nulle (une "forme volume"),

elle dé�nit une orientation et une intégrale sur la variété réelle C∞ XR sous-jacente.
Sur les �brés complexi�és Ωj

X,C munis de leur structure complexe J , h devient C-
bilinéaire (et "hermitien par rapport à J"). Ces données fournissent pour tout degré
j un produit scalaire

{
,
}

sur chaque �bre Ωj
C,p, dépendant de façon C∞ de p.

L'accouplement Ωj
X,C × Ω2n−j

X,C → Ω2n
X,C étant non dégénéré, on peut maintenant

dé�nir l'opérateur de Hodge ∗ :

6. J est la "structure complexe induite", obtenue en identi�ant le �bré réel sous-jacent TX |R et
TX,R à l'aide de coordonnées holomorphes locales. Que cette structure soit canonique provient du
fait que les changements de cartes de X sont holomorphes ([2] 2.70).

7. [personnel : c'est exactement le faisceau des sections C∞ à coe�cients complexes de Ω1
X , i.e.

les formes di�érentielles de degré 1 à coe�cients complexes, puisque la structure complexe ne joue

aucun rôle.]
8. Tout �bré holomorphe admet une métrique hermitienne ([2] 3.7) donc les conclusions de cette

section sont vraies pour toute variété compacte. [personnel : en particulier pour les �brés en droites

elles dé�nissent toutes la même classe de Chern.]
9. Dans l'autre sens : ω → ω(u, J(v)) − iω(u, v). Soient (zj , zk) des coordonnées arbitraires

(holomorphes/antiholomorphes) pour lesquelles h =
∑

16j,k6n hj,kdzj ⊗dzk (hj,k est C∞), alors la
(1, 1)-forme réelle correspondante est ω = i

2

∑
16j,k6n hj,kdzj ∧ dzk.

10. Soient 〈e1, . . . , e2n〉 des sections formant localement une base orthogonale de TX,R, on déclare
que la base duale 〈e∗1, . . . , e∗2n〉 est orthogonale, de même pour les bases {e∗j1 ∧ · · · ∧ e

∗
jp
}. Formule

"intrinsèque" : 〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det(〈uj , vk〉j,k).
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2.4 Dé�nition : Soit β ∈ Γ(X,Ω2n−k
X,C ) une k-forme, alors ∗β ∈ Γ(X,Ω2n−k

X,C ) est la
forme telle que

(2.4.1) α ∧ ∗β̄ = {α, β} vol

pour toute k-forme α ∈ C∞(X,Ωk
X,C).

De même le produit scalaire L2 (à valeurs dans C) :

(2.4.2) (α, β)L2 =

∫
X

{α, β} vol =

∫
X

α ∧ ∗β

permet de dé�nir les adjoints d∗, ∂∗, ∂̄∗ etc. des opérateurs di�érentiels.

2.5 Lemme ([2] 1.6). � d∗ = (−1)2nk+1 ∗ d∗ = − ∗ d∗

2.6 Dé�nitions : ∆d = dd∗ + d∗d, ∆∂ = ∂∂∗ + ∂∗∂ et ∆∂̄ = ∂∂∗ + ∂∗∂ (car ∂̄∗

est adjoint de ∂̄). Hl
d, noté Hl, est le groupe des formes globales d-harmoniques de

degré l, i.e. telles que ∆dα = 0. De même Hp,q

∂̄
est l'ensemble des formes globales

∂̄-harmoniques

2.7 Lemme. � Une forme est Hd ssi elle est d-fermée et d∗-fermée, de même pour
∂ et ∂̄.

car (∆dα, α) = (d∗dα, α) + (dd∗α, α) = ‖dα‖2 + ‖d∗α‖2.

2.8 Dé�nition : Soient deux �brés vectoriels E et F sur une variété C∞ X de
dimension n. Une application linéaire P : Γ(X,E) → Γ(X,F ) entre les sections
globales est appelée opérateur di�érentiel de degré d ssi dans tout ouvert de cartes
(U, (xi)) trivialisant E et F ,

Pu(x) =
∑
|α|6d

aα(x)∂αu(x)

où α = {α1, . . . , αk} est un multiindice de longueur variable |α| := k inférieure à
d, αi dans {1, . . . , n}, ∂α = ∂α1 · · · ∂αk (on peut répéter les dérivations) et chaque
aα(x) est une collection d'éléments de Hom(Ex, Fx) dépendant de façon C∞ de x.
Son symbole principal en x est l'application linéaire Ω1

X,x → Hom(Ex, Fx) dé�nie par

σP (x, ξ) =
∑
|α|=d

aα(x)ξα

où ξα = ξα1 . . . ξαd si ξ = ξidxi. C'est donc un polynôme homogène de degré d en la
variable ξ à valeurs dans Hom(Ex, Fx).

Le symbole principal est en fait intrinsèque et ne dépend pas du choix des coor-
données. [Par exemple le laplacien ∆d a pour symbole principal −‖ξ2‖ en tout degré.
Par exemple sur Rn en degré 0 (i.e. pour les fonctions C∞), avec la métrique plate
gij(x) = δij et l'intégrale usuelle : pour α =

∑
αidi de degré 1, d∗α = −

∑
∂iαi

(11)

donc pour tout f ∈ C∞(Rn), ∆df = −
∑
∂2
i f (l'opposé du laplacien usuel). C'est

encore vrai sur les p-formes car ∆d(αIdx
I) = (∆dαI)dxI = −

∑
∂2
i .] On trouve aussi

11. Pour prouver le résultat en général : avec une métrique gij et une forme volume γ(x)dx1 ∧
· · · ∧ dxn, d∗ = −γ−1∂i(γg

ijαj).
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2.9 Proposition : Les opérateurs di�érentiels ∆∂ et ∆∂̄ : Γ(X,Ωp,q) → Γ(X,Ωp,q)

ont pour symbole principal ξ → −1
2
‖ξ‖2Id

En particulier pour chaque x et chaque ξ 6= 0, c'est un morphisme injectif de Ωp,q
x

dans Ωp,q
x ce qui en fait des opérateurs elliptiques. L'isomorphisme de Hodge découle

alors du théorème fondamental (admis) :

2.10 Théorème : ∆∂̄ étant un opérateur elliptique entre deux �brés de même rang
sur une variété compacte orientée,

� son noyau Hp,q est de dimension �nie ;
� on a la décomposition orthogonale dans ΓL2(X,Ωp,q)

(2.10.1) ΓC∞(X,Ωp,q) = Ker (∆∗∂̄)
p,q ⊕∆p,q

∂̄
ΓC∞(X,Ωp,q). (12).

(Par construction ∆∗
∂̄

= ∆∂̄). En appliquant le théorème à Ωp,q−1 et Ωp,q+1, en
utilisant le lemme 2.7 et le fait que ∂̄2 = 0 on obtient facilement

2.11 Corollaire (isomorphisme de Hodge) : la somme orthogonale pour le produit
scalaire L2

(2.11.1) ΓC∞(X,Ωp,q) = Hp,q(X)⊕ ∂̄(ΓC∞(X,Ωp,q−1))⊕ ∂̄∗(ΓC∞(X,Ωp,q+1))

et Im∂̄∗ ∩Ker ∂̄ = {0} = Im∂̄ ∩Ker ∂̄∗.

Une forme ∆∂̄-fermée étant ∂̄-fermée par le lemme, on obtient un morphisme
Hp,q → Hp,q

∂̄
(X,C) (en prenant la classe modulo Im∂̄). Or d'après l'isomorphisme

de Hodge, Ker ∂̄ = Hp,q ⊕ ∂̄(ΓC∞(X,Ωp,q−1) donc

(2.11.2) Hp,q ∼→ Hp,q

∂̄
(X,C)

est un isomorphisme.

�3. Décomposition sur les variétés compactes kählériennes

X est appelée kählérienne ssi elle admet une forme hermitienne ω fermée, ce sera
désormais le cas ("compacte" n'interviendra que pour conclure).

3.1 Dé�nition : Soient A et B deux opérateurs di�érentiels de degrés a et b, le
commutateur [A,B] est l'opérateur di�érentiel de degré a+ b :

[A,B] = AB − (−1)abBA

3.2 Dé�nition : Soit L l'opérateur di�érentiel de degré 0 : α→ ω ∧ α
et Λ : C∞c (X,Ωk+2)→ C∞c (X,Ωk) son adjoint pour le produit scalaire L2 (13).

3.3 Lemme (Akizuki-Nakano, [2] 4.28). � soit U ∈ Cn un ouvert équipé de la
métrique kählérienne constante ω = i

∑
16j6n dzj ∧ dzj, alors

(3.3.1) [∂̄∗, L] = i∂

12. Ker(∆∗
∂̄
) est a priori dans ΓL2(X,Ωp,q), le fait qu'il soit dans ΓC∞(X,Ωp,q) vient par exemple

du lemme de Weyl.
13. [personnel : en remarquant que ∗2 = (−1)p(2n−p) sur Ωp on déduit Λβ = (−1)k(∗L∗)β pour

tout β ∈ Ωk+2.]
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La décomposition de Hodge découle alors des formules suivantes et de l'isomor-
phisme 2.11.

3.4 Proposition (identités de Kähler, [4]Dem. 6.15) :

[∂̄∗, L] = i∂(3.4.1)

[∂∗, L] = −i∂̄(3.4.2)

[Λ, ∂̄] = −i∂∗(3.4.3)

[Λ, ∂] = i∂̄∗(3.4.4)

(1)⇒(3) par adjonction, (1)⇒(2) et (3)⇒(4) par conjugaison. La clé pour montrer
(1) est que sur une variété kählérienne on peut se ramener à l'ordre 2 près à la forme
locale du lemme précédent ([2] 4.13). On en déduit formellement

3.5 Proposition : ∆d = 2∆∂ = 2∆∂̄. En particulier une forme est harmonique ssi
∆∂-fermée ssi ∆∂̄-fermée.

3.6 Corollaire : Soit α une forme de type (p, q), alors ∆dα est de type (p, q)

(en e�et ∆∂α est de type (p, q)). Donc si α =
∑
αp,q, alors par identi�cation des

degrés α est d-harmonique ssi chaque αp,q l'est. Par conséquent,

3.7 Corollaire :

Hk = ⊕p+q=kHp,q(X) et(3.7.1)

Hp,q = Hq,p(3.7.2)

où la deuxième égalité vient du fait que ∆∂β = ∆∂̄β = ∆∂β = 0. ∆d étant lui
aussi elliptique, on peut lui appliquer le théorème 2.10, en déduire l'analogue de
2.11 et donc la conséquence analogue à �2.(2.11.2) : Hk ∼= Hk

DR. En combinant cette
remarque, la proposition précédente et �2.(2.11.2) on déduit

3.8 Corollaire (décomposition de Hodge) :

(3.8.1) Hk
DR(X,C) =

⊕
k=p+q

Hp,q

∂̄
(X) et Hp,q

∂̄
= Hp,q



APPENDICE A

DÉMONSTRATIONS DE RÉSULTATS
GÉNÉRAUX

�1. Frobenius et isomorphisme de Cartier

1.1 Exemple où X(p) 6∼= X ′ : Soient k de caractéristique p > 0 et A =
k(V )[U ]

Up − V
,

k(V ) étant le corps des fractions rationnelles à une variable de k. Alors A′ := k(p)⊗kA
n'est pas isomorphe à A(p) comme k(p)-algèbres (et même comme Z-algèbres).

preuve. � Montrons d'abord un isomorphisme valable pour tout idéal I de k[T ] :

(1.1.1) k(p) ⊗k
k[X1, . . . , Xn]

I

∼−→ k(p) ⊗k k[X1, . . . , Xn]

k(p) ⊗k I = 〈f1, . . . , fr〉
(∗)∼−−−→ k(p)[Xp

1 , . . . , X
p
n]

〈fp1 , . . . , f
p
r 〉

,

où (∗) est induit par l'isomorphisme :

k(p) ⊗k k[X1, . . . , Xn]
(∗)∼−−−→ k(p)[Xp

1 , . . . , X
p
n](*)

a⊗ P −−−→ aP p.

Le premier isomorphisme de (1.1.1) provient de la suite exacte 0 → I → k[X] →
k[X]/I → 0 tensorisée par k(p). Le deuxième est clairement surjectif, montrons l'in-
jectivité : soit

∑
i ai ⊗X i qui s'envoie dans 〈fp1 , . . . , f pr 〉 :

∑
i aiX

pi =
∑

i,j bi,jX
jfpi .

Par identi�cation des monômes, les j sont des multiples de p (quand bi,j n'est pas
nul), soit :

∑
i ai⊗Xpi =

∑
i,j′ bi,j′X

pj′fpi . Notons fi :=
∑

k λi,kX
k et Y = Xp, l'éga-

lité se développe en
∑
ai⊗Y i =

∑
i,j′,k bij′λ

p
ik⊗Y j′Y k =

∑
i,j′ bij′ ⊗Y j′

(∑
k λikY

k
)

⊂ k(p) ⊗ 〈f1, . . . , fr〉.
Dans l'exemple, I = 〈P 〉, avec P (U) = Up − V qui est irréductible dans k(V )[U ].

En e�et l'anneau k[V ] est principal de corps des fractions k(V ), V est irréductible
dans k[V ] (pour des raisons de degré) donc premier donc peut donc appliquer le
critère d'Eisenstein à P pour l'idéal V : 1 /∈ (V ) et V ∈ (V )\(V )2. Donc A est un

corps. Par l'isomorphisme (1.1.1), A′ ∼=
k(V )[Up]

(Up − V )p
∼=

k(V )[T ]

(T − V )p
∼=
k(V )[T ′ + V ]

(T ′)p
∼=

k(V )[T ′]

(T ′)p
qui n'est pas intègre donc ne peut pas être un corps.

1.2 Théorème (Isomorphisme de Cartier) : Soient S quelconque de caractéristique
p et X → S.
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(a) Il existe un unique morphisme de OX′-algèbres graduées

γ :
⊕

Ωi
X′/S →

⊕
HiF∗Ω

•
X/S tel que

(i) i = 0 : γ = F ] : OX′ → F∗OX(p)

(ii) i = 1 : γ : 1⊗ dr → rp−1dr

(b) Si f lisse, γ est un isomorphisme, noté C−1

Démonstration : Pour a), construire le morphisme est équivalent à construire sa
composée avec l'isomorphisme

⊕
Ωi
X/S

∼−→
⊕

(FS)X∗Ωi
X′/S (déduit par adjonction de

l'isomorphisme de changement de base
⊕

(FS)
∗
XΩi

X/S

∼−→
⊕

Ωi
X′/S). Comme (FS)X ∗

◦FX/S ∗ = FX∗, il su�t donc de construire un morphisme de OX-algèbres graduées

γa :
⊕

Ωi
X/S →

⊕
HiFX∗Ω

•
X/S

(dont on déduira γ par adjonction), tel que

i) i = 0 : (γ)0 = ΩX/S(F ]
X)

ii) i = 1 : (γ)1 : ds→ sp−1ds.

Ce qui est aussi équivalent à construire une S-dérivation de OX dans
⊕
HiFX∗Ω

•
X/S.

Et justement {D : s ∈ OX → sp−1ds est une S-dérivation car

� D(X + Y )−D(X)−D(Y ) = d
(

(X+Y )p−Xp−Y p
p

)
= d
(∑

0<i<p

p−1Ci
pX

p−iY i
)
dans

ΩX/S, de classe de cohomologie nulle.
� et pour s ∈ OS, D(s.x) = sp−1xp−1d(sx) = sp(xp−1dx) = s.D(x)

Or
⊕

i Ω
i
X/S est anticommutative (1) donc son sous-quotient

⊕
iHiFX∗Ω

•
X/S aussi.

Donc par la propriété universelle de
∧•, il existe un unique morphisme de OX′-

algèbres anticommutatives
∧•Ω1

X′/S →
⊕

iHiFX∗Ω
•
X/S.

Pour b), f est lisse donc se factorise localement en X
g étale−−−→ An

S
h−→ S, où h est la

projection canonique. On notera Z = An
S. Par I.2.4, FX/Z est un isomorphisme. On

en déduit que le carré

X(p)
FX/S //

g
��

X ′

g′

��
Z(p)

FZ/S // Z

formé sur les Frobenius relatifs de X/S et de Z/S est cartésien.

1. [personnel : alternée en caractéristique p > 2, i.e. les éléments de degré impair sont de carré

nul.]
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[En détail : il s'insère dans le diagramme suivant (carré 4O) :

X(p)

4O

1OFX
&&

g
��

FX/S // X
′/S

g′

��
3O

(FS)X //

2'O
��

X

g

��
Z(p)

FZ/S //

FZ

66Z ′

2O

(FS)Z //

��

Z

h
��

S(p) FS // S

dont on montre dans l'ordre des numéros que les carrés sont cartésiens. Commençons
par le rectangle 1O des Frobenius absolus de X et Z : FX/Z : X(p) → X

′/Z étant un
isomorphisme (ne �gurant pas sur le diagramme !), 1O est aussi cartésien. D'autre
part on a le carré du bas 2O cartésien, contenu dans le grand rectangle de droite 2'O
qui l'est aussi. D'où l'existence de la �êche g′ qui rend cartésien le carré 3O. 1O étant
cartésien, 4O l'est aussi.]
g est étale donc le morphisme canonique

g∗Ωi
Z/S → Ωi

X/S

est un isomorphisme. Montrons que le morphisme de complexes de OX′-modules :

(1.2.1) g′∗FZ/S∗Ω
•
Z/S → FX/S ∗Ω

•
X/S

est aussi un isomorphisme. La situation locale peut être rendue a�ne en X ′ et en
Z ′ (2). F∗ étant un isomorphisme sur les espaces topologiques, la situation locale est
aussi a�ne dans X et Z. On se ramène donc à

B

�

B′
FB/Coo

A

α
étale

OO

A′

α′
étale

OO

FA/Coo

C

`` OO

où (1.2.1) se véri�e : B′ ⊗A′ ΩA/C = B′ ⊗A′ A⊗A ΩA/C = B ⊗A ΩA/C

B⊗Ω(α)∼−−−−−→
(α étale)

ΩB/C .

g′ étant étale par changement de base donc plat, il préserve la cohomologie donc
on déduit de (1.2.1) l'isomorphisme :

(1.2.2) g′∗HiFZ/S∗Ω
•
Z/S

∼−→ HiFX/S ∗Ω
•
X/S.

g′ étale induit aussi l'isomorphisme :

(1.2.3) g′∗Ω•Z′/S → Ω•X′/S.

2. En e�et soit x′ ∈ X ′, son image g′(x′) est contenue dans un a�ne U ∈ Z ′ dont la préimage
V := g

′−1(U) contient un a�ne W contenant x. Alors g′∗F∗Ω•Z/S |W =

g′|∗U
(
(F∗Ω

•
Z/S)|V

)
.
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Finalement pour montrer que le morphisme de Cartier γ iO en degré i est un
isomorphisme, il su�t de montrer que le morphisme g

′∗γ iO déduit par changement
de base est un isomorphisme :

g
′∗HiFZ/S∗Ω

i
Z/S

∼ // HiFX/S ∗Ω
•
X/S

g′∗Ω•Z′/S
∼ //

g
′∗γ iO

OO

Ω•X′/S

γ iO

iso ?

OO

ce qui nous ramène à prouver b) pour Z = SpecOS[T1, . . . , Tn]. On souhaite se
ramener à Z = Spec Fp[T1, . . . , Tn]. Au dessus de chaque ouvert a�ne U = SpecC

de S, on a le changement de base :

C[T1, . . . , Tn] Fp[T1, . . . , Tn]oo

C

OO

Fp
oo

OO

dont on déduit l'isomorphisme Ω•C[T1,...,Tn]/C

∼←− C ⊗Fp Ω•Fp[T1,...,Tn]/Fp
. C étant plat

sur Fp, ⊗FpC commute à la cohomologie d'où l'isomorphisme :

C ⊗Fp H
•(Ω•Fp[T1,...,Tn]/Fp

) ∼−→ H•
(
Ω•C[T1,...,Tn]/C

)
.

Donc comme le montre le diagramme suivant, on est ramenés à prouver que γ iO
An

Fp
/Fp

est un isomorphisme :

Ωi
C(p)[T1,...,Tn]/C(p)

∼
��

γ
iO

An
C
/C

iso ?

// H i(Ω•
C[T1,...,Tn](p)/C(p))

(p)

∼
��

C(p) ⊗Fp Ωi
Fp

(p)[T1,...,Tn]/Fp
(p)

γ
iO

An
Fp

/Fp

// C(p) ⊗Fp H
i(Ω•

Fp[T1,...,Tn](p)/Fp
(p))

(p)

On souhaite se ramener au cas n = 1. On a d'une part l'isomorphisme (3)

Ω•Fp[T1,...,Tn]/Fp

α•∼−−→
⊕

16i6n

Ω•Fp[Ti]/Fp
,

et d'autre part le théorème de Künneth (par exemple [Bbki], Alg. X) qui a�rme que⊕
16i6n

H•(Ω•Fp[Ti]/Fp
)
β−→ H•

(⊕
16i6n

Ω•Fp[Ti]/Fp

)

3. [personnel : vrai en degré 1 et à deux variable, par la propriété universelle de Ω, puis par

récurrence sur le nombre de variables puis sur le degré. ]
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est un isomorphisme de Fp[T1, . . . , Tn]-algèbres graduées. En conclusion, le dia-
gramme suivant montre qu'il su�t que γ•Fp[T ]/Fp

soit un isomorphisme :

Ω•
Fp

(p)[T1,...,Tn]/Fp
(p)

γ•
An

Fp
/Fp

iso ?
//

α• iso

��

H•
(
Ω•

Fp[T1,...,Tn](p)/Fp
(p)

)(p)

H•(α•) iso

��

H•
(⊕

16i6n

Ω•
Fp[Ti](p)/Fp

(p)

)(p)

⊕
16i6n

Ω•
Fp

(p)[Ti]/Fp
(p)

(γ•
Fp[T ]/Fp

)⊗n

//
⊕

16i6n

H•(Ω•
Fp[Ti](p)/Fp

(p))
(p),

β• iso

OO

ou encore, par le même argument qu'en a), qu'on ait l'isomorphisme

γabs :
⊕
i

Ωi
Fp

(p)[T ]/Fp
(p)

∼−→
⊕
i

HiFZ∗Ω
•
Fp[T ](p)/Fp

(p)

(p)
.

En degré 0 : si Z := Spec Fp[T ], 1, T, . . . , T p−1 est une base de FZ∗O(p)
Z sur OZ

et la di�érentielle dZ(p)/Fp : FZ∗OZ → FZ∗Ω
1
Z/Fp

= (FZ∗OZ)dT (OZ′ = OZ-linéaire),
envoie Ti sur iT i−1dT donc

� H0 est libre sur OZ′ de base 1
� H1 est libre sur OZ′ de base T p−1dT

or OZ est libre de base 1 et ΩZ/Fp libre de base dT donc γ•Z/Fp est un isomorphisme.

�

�2. Autres résultats

2.1 Proposition : Soit S un schéma de type �ni sur Z. Alors

(a) Si x est un point fermé de S, le corps résiduel k(x) est un corps �ni
(b) Tout ouvert non vide de S contient un point fermé de S.

(a) Soit x un point fermé de S, son corps résiduel se calcule dans un ouvert a�ne
SpecA où A = Z[X1, . . . , Xn]/ < Pi > est une Z-algèbre de type �ni et x y est un
idéal maximal m. Je distingue deux cas : si m ∩ Z=(0), m correspond à un idéal
premier p de AZ = Q[X1, . . . , Xn]. Le corps résiduel de m, compatible à la localisa-
tion, peut se calculer comme k(m) = Q[X1, . . . , Xn]/p. Mais le Q-espace vectoriel
k(m) est une Z-algèbre de type �ni donc de dimension 0 sur Q, contradiction. Si
m∩Z = p, m correspond à un idéal premier p de Fp[X1, . . . , Xn] et le corps résiduel
de m peut se calculer par A/p

m(A/p)
= Fp[X1,...,Xn]

p
qui est de dimension �nie sur Fp par

le théorème de zéros de Hilbert donc est �ni.
(b) Tout ouvert a�ne d'anneau A contient un idéal maximal m (correspondant

à un point x) donc de corps résiduel �ni. Dans un ouvert a�ne quelconque B, x
correspond à un idéal premier p tel que Frac (A/p) est �ni donc A/p, intègre, est
�nie donc c'est un corps donc x est fermé dans B.
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2.2 Proposition : Soit S un schéma intègre de type �ni sur Z. L'ensemble des
points x de S en lesquels S est lisse sur Spec Z est un ouvert non vide de S.

Démonstration : Soit un ouvert a�ne d'algèbre A intègre de type �ni sur Z. Mon-
trons que, par exemple, la �bre générique Q[t1, . . . , tn] contient un ouvert non vide
lisse sur (0). On obtiendra plusieurs points de A lisses sur Z et comme l'ensemble
des points lisses est ouvert on obtient un ouvert non vide de points lisses sur Z.

Q[t1, . . . , tn] s'obtient par une succession �nie d'extensions Q[t1, . . . , ti]→
Q[t1, . . . , ti+1]. Supposons par récurrence que Ai = Q[t1, . . . , ti] est lisse sur Z (après
un nombre �ni de localisations nécessaires). Si ti+1 est transcendant sur Q(t1, . . . , ti)

alors Ai[ti+1] est lisse sur Ai donc sur Q par transitivité. Si ti+1 est algébrique sur
Q(t1, . . . , ti) alors il est séparé (on est en caractéristique nulle) et quitte à localiser
un nombre �ni de fois on peut supposer P unitaire et la relation de Bezout véri�ée :
(P, P ′) = Ai[X]. P étant unitaire, Ai+1 = Ai[X]

P
est libre donc plat sur Ai et par le

même argument que dans 2.4 (à l'aide de la 1ère suite exacte fondamentale) il est
également non rami�é. Ces deux propriétés (Ai+1 est "étale" sur Ai) et le fait que Ai
est régulier (il est lisse sur Q) entraînent Ai+1 régulier. Q étant de caractéristique
0, Ai+1 est lisse sur Q [à détailler ?].

�

2.3 Remarque (Interprétation de la dualité F∗Ωi
X/S × F∗Ω

n−i
X/S → HnF∗Ω

•
X/S)

Soient x =
∑

I,|J |=i aI,Jt
IdtJ et y =

∑
I,|J |=n−i bI,Jt

IdtJ des sections locales de
F∗Ω

i
X/S, resp. F∗Ω

n−i
X/S, sur un ouvert trivialisant. On numérote les multiindices I

de 1 à pn et les J de 1 à Ci
n pour représenter x par la matrice A := aJ,I de taille

Ci
n × pn. On représente alors y par la matrice B =

(
ε(J,CJ)bCI,CJ

)
I,J
, où ε(J,CJ)

désigne l'indice de la permutation {1, . . . , n} → {J,CJ} et CI et CJ désignent les
indices complémentaires de I et J . B est donc de taille pn × Cn−i

n = pn × Ci
n. Avec

cette représentation, la classe de cohomologie x ∧ y vaut tr(AB). La trace du produit
de deux matrices est une forme bilinéaire non dégénérée donc on retrouve l'injectivité
de F∗Ωi

X/S → Hom(F∗Ω
n−i
X/S,OX).

2.4 Proposition : Soient E et F des OX-modules localement libres,

HomD(X)(E [i],F [j]) = Hj−i(X,Hom(E ,F)),

Démonstration : Se montre en 3 temps. Par dé�nition,

HomD(X)(E [j],F [i]) = Exti−j(E ,F).

Ensuite, la catégorie des OX-modules ayant assez d'injectifs, le théorème I.6.4
de [7] (Yoneda) entraîne que les Extr au sens de cette dé�nition se calculent aussi
comme Extr(X, Y ) = hr(Hom•OX′ (X, I

•)), où I• est une résolution injective de Y
(c'est la dé�nition usuelle).
En�n, Extr(F ⊗ L,G) = Extr(F ,L∨ ⊗ G) dès que L est localement libre de type

�ni, pour F et G des OX-modules quelconques ([8] III.6.7), la démonstration qui suit
sera réutilisée. Soit · · · → CiG → · · · une résolution injective de G, les Exti(F⊗L,G)

se calculent comme la cohomologie du complexe

· · · → Hom(F ⊗ L, CiG)→ · · ·
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et Hom(F ⊗L, CiG) = Hom(F ,L∨⊗CiG) car L est localement libre de type �ni (Ex
II.5.1). Mais L∨⊗CiG est une résolution injective de L∨⊗G : c'est une "résolution" car
L est localement libre donc plat, "injective" car L∨ ⊗ CiG reste injectif (le foncteur
Hom(.,L∨ ⊗ F) est exact dès que les foncteurs ⊗L et Hom(.,F) sont exacts car
l'argument précédent permet de "faire passer le L∨ à droite").
Finalement, Extr(E ,F) = Extr(OX , E∨⊗F) = Hr(X, E∨⊗F) (le r-ième foncteur

dérivé de "sections globales", car Hom(OX ,−) est exactement le foncteur sections
globales) = Hr(X,Hom(E ,F)).

�

2.5 Corollaire de la preuve : Extr(E ,F) = 0 pour tout r > 0 dès que E et F
sont localement libres de type �ni.

Par le même argument que dans la démonstration précédente, Extr(E ,F) =

Extr(OX , E∨ ⊗ F), qui est nul car Hom(OX ,−) est le foncteur identité donc ses
foncteurs dérivés pour r > 0 sont nuls.

2.6 Décomposition des groupes de cohomologie en caractéristique p > 0

Soit X propre et lisse de dimension 6 p relevable surW2(k), on a un isomorphisme
de k-espaces vectoriels

⊕
i+j=lH

j(X,Ωi
X/S) = H l(X,Ω•X/S). En particulier la suite

spectrale de Hodge vers de Rham Eij
1 = Hj(X,Ωi

X/k)⇒ H•DR(X/k) dégénère en E1.

preuve. � Par le corollaire 3.7,
⊕

i Ω
i
X′/S[−i] ∼−→ F∗Ω

•
X/S

d'où l'isomorphisme des groupes d'hypercohomologie en tout degré l :⊕
j H

l−j(X ′,Ωj
X′/S)

∼−→H l(X ′, F∗Ω
•
X/S).

Le morphisme F étant a�ne, F∗ est exact dans la catégorie des faisceaux quasi-
cohérents donc H l(X ′, F∗Ω

•
X/S)

∼−→H l(X,Ω•X/S).

D'autre part S(p) étant plat sur S = Spec k, le changement de base S(p) FS−→ S

commute à la cohomologie (et de façon générale à la formation du faisceau des dif-
férentielles) donc k(p)⊗Hj(X,Ωi

X/S)
∼−→ Hj(X ′,Ωi

X′/S) d'où l'égalité des dimensions
dimk(k

(p) ⊗Hj(X,Ωi
X/S)) = dimk(H

j(X ′,Ωi
X′/S)).

Finalement
∑

i+j=l h
i,j = hl, qui su�t pour établir la dégénérescence en E1.
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