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Résumé

[BS58] Ce stage a eu pour but de savoir expliquer parfaitement les trois premiéres
parties de larticle de synthése [Bri94] de M. Brion. Il s’appuie sur le probléme
suivant : étant donné un polytope convexe P dont les sommets sont & coordonnées
entiéres dans un réseau M, on veut compter le nombre de points a coordonnées
entiéres dans nP ou n est un entier. Il aboutit a une formule explicite dans le cas
d’un tétraedre, d’apreés [Pom93].

Nous sommes encouragés par le théoréme d’Ehrhart (1967), qui affirme en parti-
culier que le nombre des points entiers est un polynéme en n. Pour en récupérer les
coefficients il faudra associer une variété torique Xp a P puis calculer sa classe de
Todd. En effet on sait munir Xp d’un fibré en droites ample Ox (D) dont les sections
globales représentent les points entiers de P. L’annulation des H'(Ox (D)), i > 0 et
le théoréme de Riemann-Roch fournissent formellement le polynéme d’Ehrhart. La
partie 2 détaille les propriétés des variétés toriques utilisées dans le raisonnement
de l'article. La partie 3 regroupe des résultats plus spécifiques (essentiellement ceux
utilisés dans les calculs d’intersection sur les variétés toriques simpliciales). On dé-
taille particulierement les preuves incomplétes dans la littérature, "[M2]" indique ce
qui a été fait apres le stage.

Abstract

This report explains the three first parts of the survey article [Bri94|. The lead-
ing problem is, given a convex polyhedron P whose vertices lie in a lattice M, to
determine the number of lattice points lying in nP where n is an integer. We are
encouraged by Ehrhart’s theorem (1967), which states in particular that this number
is a polynomial in n. To determine the coefficients one will need to associate a toric
variety Xp to P and calculate its Todd class. Indeed one can endow X with an am-
ple line bundle Ox (D) whose global sections represent the lattice points of P. From
the vanishing of the H(Ox (D)), i > 0 and from the Riemann-Roch theorem, one
deduces Ehrhart’s polynomial. We will also detail the properties of toric varieties
dealt within the article.
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1 ON ASSOCIE AU POLYTOPE UNE VARIETE TORIQUE

Partie I
Solution du probléme

1 On associe au polytope une variété torique

Soit M un réseau de rang fini et Mg = R ®z M 'espace vectoriel réel engendré.

On appelle polytope entier I'enveloppe convexe dans Mg d’un nombre fini de points de
M. On note aff(P) P'espace affine qu’il engendre, dim P la dimension de aff(P) et int,q P
l'intérieur de P dans aff(P). Un sommet de P un point qui n’est a l'intérieur d’aucun
segment entiérement contenu dans P. Une face de P est un sous-ensemble de P défini
comme PN H, ou H est un hyperplan affine tel que P soit entiérement contenu dans un
des deux demi-espaces qu’il définit. Les facettes sont les faces maximales de P.

Soit N Homgyz(M,Z) le réseau dual et (n,m) s n(m) le "crochet de dualité". On
montre que les sommets et les faces de P sont en nombre fini, ce qui permet de construire
I’éventail normal de P : pour toute face F' de P, (par exemple un sommet S, comme sur
le dessin) on note Pr le cone convexe engendré par les points p — fou f € F et p € P.
A chaque Pr on associe son cone dual :

(1) Py :=1x € Ng, (m,z) > 0 pour tout m dans Pr

np est la normale rentrante de la facette F', minimale dans N, ce qui la détermine de
maniére unique. On montre que Py est un coéne rationnel polyédral conveze (ou "cone"),
c’est a dire qu’il est engendré par combinaisons linéaires positives d’un nombre fini de
vecteurs, les ng, a coordonnées rationnelles dans le réseau dual N := Hom(M,Z). En fait
P} est méme saillant, i.e. il ne contient aucun sous espace vectoriel de Ng. Lorsque F
décrit les faces de P, les P s’assemblent en un éventail Ap, c’est a dire une collection
finie de cones telle que :

(i) Si T est une face de 0 € A, alors 7 € A.
(ii) Sio, 7 € A alors 0 N7 est une face de o et de 7.

A tout éventail A on associe une variété torique X (A) en recollant les variétés toriques
affines
U, := Specmax A,, ou A, = @ Cx™

meMnoV



2 NOMBRE DE POINTS ENTIERS = x(Xp, Ox,(Dp))

est Ialgébre du semi-groupe M N oV, le long des ouverts

io U,
Uaﬂ7<
Ur
Le recollement est détaillé dans 6.1. En particulier I'ouvert Uyoy, noté Ty (ou 7" quand ce
n’est pas ambigu), est irréductible et dense dans X (A). Cest le tore algébrique (C*)", dont
'action sur lui-méme par multiplication se prolonge & X (A) tout entier. C’est vérifié dans
chaque U, : soient s € U, et t € Ty deux C-points, alors t.s est le produit de s et t. Donc
laction de Ty sur Palgébre A,, par composition, est t.x™ = {s — x™(t.s) = t(x")s(x™)},
c’est a dire t.x™ = t(x™)x™ qui reste bien dans A,.

X(Ap) est de type fini sur C car il y a un nombre fini de cones dans 1’éventail et que
pour étre "de type fini" il suffit d’avoir un recouvrement par des affines de type fini'. On
montre également qu’elle est séparée et intégre. Enfin on verra que Ap est complet, c’est a
dire qu’il recouvre Ng, donc en appliquant le critére de propreté 6.7 & X(Ap) — Spec C
on en déduit que X (Ap) est compleéte.

2 Nombre de points entiers — X(XP, OXP(DP))

Avant d’utiliser un diviseur ample Dp sur Xp pour calculer les points entiers de P,
il faut faire un détour par I’étude les diviseurs sur une variété torique quelconque X (A)
associée a un éventail A. Cela permettra d’en déduire des propriétés cruciales de Dp et
surtout de faire les calculs dans groupe de Chow de Xp.

X(A) étant normale, on peut parler de diviseurs de Weil et de Cartier et de plus
le groupe des classes de diviseurs de Cartier CaCl(X(A)) s’identifie a Pic(X(A)) : on
appellera désormais "diviseur de Cartier" un diviseur localement principal. Notons A(1)
I'ensemble des cones de A de dimension 1 (les "rayons"). Alors les diviseurs de Weil
premiers de X (ici, les sous variétés irréductibles de codimension 1) qui sont stables par
Ty sont en bijection avec A(1). En effet un tel diviseur D est nécessairement réunion
d’orbites 6 du tore. Mais d’aprés la proposition 7.1, les orbites de T sont en bijection
avec les cones 0 € A, 6, étant I'orbite du point distingué de U,, de dimension n —dim o. Il
y a donc un nombre fini de 8, donc le fermé D est aussi réunion finie de leurs fermetures
. Donc par irréductibilité il coincide avec un 6, de dimension n—1 car D est un diviseur,
c’est & dire un 6,, p € A(1). Réciproquement, la proposition 7.4 montre que la fermeture
V(o) := 0, est une variété torique de dimension n — dimo (en fait X (A(0)), A(0)
étant le projeté de A le long de aff(0)). Donc les V(p) sont bien intégres car ce sont des
variétés toriques et Ty-stables car réunion d’orbites, d’aprés la formule explicite 7.1 37),
qui montre aussi qu’elles sont bien distinctes deux a deux.

P s’écrit comme l'intersection des demi-espaces

(1) Hf ={me€ P (m,np) > —ar}

ou F parcourt les facettes de P. Les pr := Rtnp sont les cones de dimension 1 de Ap,
ils correspondent aux diviseurs D := V' (pr). On utilisera essentiellement le diviseur

Dp = ZCLFDF
F

1. [personnel : propriété un peu plus forte que "étre de type fini est local sur la base”, cf. cours 2.14 |

2



2 NOMBRE DE POINTS ENTIERS = x(Xp, Ox, (Dp))

Remarque 2.1 Dp est un diviseur de Cartier sur Xp := X(Ap). En effet soit S un som-
met de P, Py le cone de dimension n correspondant. D’aprés le raisonnement précédent
appliqué a I'éventail Ap formé de Pg et de ses faces (ou d’aprés 7.2), Dp rencontre Upy ssi
pr € PY(1) ssi (par construction de I'éventail) F contient S. x° étant une fonction ration-
nelle sur la variété normale X p, réguliére inversible sur le tore Ty = Specmax (X" )menm ),
son diviseur est supporté dans Xp\Ty = |Jr Dp d’aprés 7.1 3’). On sait alors calculer

(div (X |y) = D_(S;np)Dp = => apDp = —(Dp)l,,

F3>S F>S

La premiére égalité est établie dans la proposition 7.9 : ordy(,(x*) = (u,n,) appliquée
ap = pr et n, = np. La deuxiéme exprime que S est en particulier dans I’hyperplan
support de la facette F' et la troisiéme est la définiton de Dp, associée a la remarque
préliminaire. D est donc localement principal, i.e. est de Cartier.

Les deux arguments suivants sont escamotés dans la littérature. Ils sont pourtant fon-
damentaux : joints a 7.9, ils impliquent formellement toutes les propriétés des divi-
seurs sur les variétés toriques. Le premier n’est pas vrai en général : prenons le diviseur
D = {0} = div (X) dans A, stable par le morphisme ¢ : x — 2% (sur les C-points) de Ag
dans lui méme. Alors la fonction rationnelle + est dans H°(X, Ox (D)) mais t. : = — 5
n’est pas dans H(X, Ox(D)).

Propriété 2.2 ([M2]) Soit D un diviseur Ty-stable sur X (A), alors H*(X, Ox (D)) est
Tx-stable (T agit par composition? ).

Démonstration Pour vérifier quun f € HY(X,Ox (D)) reste dans H°(X,Ox (D)) sous
I’action de T, il suffit de le vérifier pour ses restrictions aux U, ce qui nous raméne a
montrer que chaque H°(X, Oy, (D], )) est stable par Ty. D], étant stable par Ty, il est
supporté dans les V(p) (p € o(1), 0 vu comme un éventail).

Ecrivons Dy, = > c,q) —@,V (p), alors une section (globale) f est dans Ox (D], )
ssi elle a un ordre d’annulation au moins a, sur chaque V'(p). Montrons que c¢’est encore
vrai pour t.f pour tout ¢t € Ty : soit n, le générateur primitif de p dans N, la formule
7.9 : ordy(,)(x*) = (u,n,) nous invite a choisir un v € M tel qu’il existe un [ € Z tel que
(u,n,) = lordy,(f) (possible car (,) — Q fait de Mg le dual de Ng). La fonction x*f*
n’a ni zéro ni pole le long de V' (p). Mais ¢ est un automorphisme de V' (p) donc en particulier

1

t.(x "f!) ne s’annule sur V(p) que si x *f' s’annule sur V(p) (resp. oo he s’annule
1

sur V(p) que si ;= s’annule sur V(p)). Finalement t.(x " f!) n’a pas de zéro (resp. pas
de pole) le long de V(p) donc est d’ordre 0 en V(p), donc Lordy () (t.f) = ordy ) (t.f!) =
ordy () (£. (XX f")) = ordy () (£.(x")) + ordy ) (£.(x"f")) = ordy(y)(t.x") = ordy ;) (x")
(t agit sur x* en le multipliant par x*(t)) = lordy,(f). 0

Proposition 2.3 H°(Xp, Ox,(Dp)) = B.,cprar CX"

Preuve : D’aprés ce qui précéde, H°(Xp, Ox,(Dp)) est stable par Ty. Soit f € H® une
section globale, elle s’écrit comme une somme finie ) s c,x*. Soit W le C-espace vecto-
riel de dimension finie engendré par les {x*, u € B}, il est stable par Ty : t.x* = x“(t)x".

2. t.f(.) £ f(t.) mais si Ty n’était pas commutatif, il aurait fallu écrire Paction a droite ou faire

tf() 2 fth)



2 NOMBRE DE POINTS ENTIERS = x(Xp, Ox,(Dp))

Donc W N HY est stable par Ty, c’est aussi un C-espace vectoriel de dimension finie de
I'algébre C[M] du groupe Ty. Donc par le théoréme de réductibilité compléte 10.1 (qui
est une facon savante de dire que des opérateurs diagonalisables qui commutent sont si-
multanément diagonalisables), il se décompose en une somme directe de vecteurs propres
eyu, u € M, associés aux caractéres x“. Mais cela a lieu dans C[M], ou tous les vecteurs
propres sont des caractéres x™ (exercice : il n'y en a pas d’autres, par indépendance li-
néaire des caractéres). En particulier tous les caractéres x*, u € B qui interviennent dans
f € Wn H° sont eux mémes dans W N H° (exercice immédiat) donc dans H°. Le méme
raisonnement appliqué a tous les f € H° entraine que H® se décompose en la somme
directe €D, ucpo X"
Toujours grace a 7.9, on voit que div (x™) + Dp > 0 ssi

F F

C’est équivalent a (m,ng) > —ap pour tout F, ce qui signifie par définition (1) que
mePNM.

Proposition 2.4 soit Yp : |Ap| — C la fonction linéaire par morceaux associée a P,
définie sur chaque Py = og par ¢p,(v) = (S,v) (0s étant le cone n-dimensionnel associé
au sommet S de P). Alors ¢p, est "strictement concave", au sens ou le graphe de v est
strictement concave : ¢’est a dire qu’un point ¥ (z) du graphe est strictement sous tous les
plans tangents Tpy au graphe, sauf celui au dessus du (des) cones maximaux contenant
x.

Le graphe a la forme d’une "tente" : (les valeurs ¢)(n;) = —a; étant justifiées par I’assertion
suivante)

1p nous intéresse car c’est en fait la fonction support vp, (entiére sur N) associée au
diviseur Dp, au sens ou elle vérifie

Définition 2.5 Dp = Dy, := 3 caqy —¥p(1,)V (p).

Une fonction support étant une fonction ¢ : |A| — R linéaire sur chaque cone. Elle est
"entiére" sur [V ssi elle prend des valeurs rationnelles sur N. Le diviseur "D," associé a
une fonction support ¢ est défini par 1’égalité ci-dessus.

4



2 NOMBRE DE POINTS ENTIERS = x(Xp, Ox, (Dp))

Ce fait nous permettra d’appliquer le théoréme de Demazure pour obtenir I’annulation
de la cohomologie. La convexité de ¥p vient de la remarque suivante :

Lemme 2.6 p(v) = min,ep(u,v)

Preuve : (d’aprés |[CLS10| 4,2.14) Le minimum est bien défini puisque P est compact.
On rappelle que P = {m € Mg, (m,np) > —ap VF facette de P} et que les p € A(1)
correspondent par construction aux V(p) = Dp, F facette de P.

Appelons provisoirement ¢ la fonction support du lemme, montrons qu’elle coincide
avec ¥p. Pour cela il suffit de montrer que % est bien linéaire sur chaque cone maximal
et qu’elle coincide avec 1p sur les np (puisqu’ils engendrent les cones).

Soit donc un cone maximal Py = og = Cone({np}rss). Prenons v = > oo Apnp €
0g, ou Ap = 0. Alors m € P implique

(m,v) = Z)\F(m,np> > — Z)\pap
F35 F35
Donc ¢p(v) > =) g Arap et puisque 1'égalité est atteinte pour m = S (S est dans
toutes les facettes F' 5 S), on obtient

Vp(v) = = D Ar(S.nr) = (S,0).

F>S

Remarques 2.7 On pourrait alors montrer que Ox,(Dp) est ample. Donc il existe un
entier vy tel que pour tout v > vy, Ox,(Dp)®” = Ox,(vDp) est trés ample donc X, p est
quasi-projective, elle est propre sur C donc projective par [BS58] p101 corollaire 5. Or
X,p = Xp donc Xp est projective?.

En fait certains types de polytopes (appelés justement "trés amples") sont tels que
Ox,(Dp) est trés ample. Ce sont exactement les polytopes tels que pour tout o cone
n-dimensionnel, le semi-groupe S, est engendré par {u — m,; u € PN M}, ou m, est le
sommet de P correspondant au cone o.

Corollaire 2.8 H (Xp,Ox,(Dp)) = 0 pour tout i > 0

Preuve : la fonction ¢¥p, = p associée a Dp étant concave, c’est une conséquence du
théoréme de Demazure 7.12. 0

Remarque 2.9 Un diviseur de Cartier T-invariant a une unique fonction support v¥p vé-
rifiant 2.5 et entiére sur N. On pourrait facilement montrer (|[Ful93| 3.4) que pour toute
variété torique X (A) propre sur C,
{D ample < 1p strictement concave*} = {O(D) engendré par ses sections globales <
1p concave}.
On en pourrait en déduire le critére de projectivité de la remarque précédente et par le
théoréeme de Demazure, 'annulation des H'(X, Ox (D)), i > 1 dés que D est ample! De
plus le fibré canonique d’une variété torique réguliére est en particulier Q’)‘(( A)jCc = K],
K ==3%can)V(p) (I1 8.1). ¢p, 1k étant clairement concave, on retrouve le théoréme
d’annulation de Kodaira :
H(X,0(D + K)) = 0 pour tout i > 1

3. En fait la démonstration se fait dans l'autre sens! Pour caractériser les faisceaux amples on com-
mence par donner le critére pour étre trés ample, i.e. pour fournir... un morphisme quasi-projectif sur

C.

4. gag : pour démontrer le critére pour que D fournisse une immersion fermée dans un Pév , on n’utilise
pas |A| = Ng, i.e. que X (A) propre sur C. Ou est erreur ?

5



3 LE POLYNOME D’EHRHART

3 Le polynéme d’Ehrhart

3.1 Existence et loi de réciprocité

Il reste a calculer x(Xp,Ox,(Dp)). Xp étant compléte, le théoréme de Riemann-
Roch ([Ful98| 18) affirme l'existence d’une "classe de Todd" Td(X) dans A.(X)q, telle
que Td,(X) = [X], qui coincide avec la classe de Todd td(Tx) du fibré tangent quand X
est réguliere (Td(X) N [X] =td(Tx)), telle que pour tout fibré vectoriel E de rang fini

X(Xp, Ox, (E)) = [ (). Ta(x)
(La premiére classe de Chern de Ox (D) est par définition D 5.) Encore faut-il que le degré
d’un O-cycle o = > pnp modulo un div (f) soit bien défini : par définition, deg(a) =
Jx o= pnp.

[C’est en particulier deg(a) = pi(a), ou p est le morphisme propre et surjectif X — S =
Spec (C) (on identifie Ag(S) = Z[S] = Z). Donc d’apres [Ful98|] proposition 1.1.4 (a) (admise), le
cycle pi(div (f)), f rationnelle sur une sous-variété W (donc encore propre sur S) de dimension
1, est nul sur S°]

En ce qui nous concerne, c’est plus simple puisque tous les cycles de dimension 1
étudiés seront P!

Théoréme 3.1 (Ehrhart) Soit P un polytope de dimension maximale n 4 points dans

le réseau Mg = R™. Alors il y a un unique polynéme Ep (le polynéme d’Ehrhart) a
coefficients dans Q qui a les propriétés suivantes :

1. Pour tout entier v > 0,
Ep(v)=|vPN M|
2. Si le volume est normalisé de sorte que le n-cube unité de M a un volume 1, alors
le coefficient dominant de Ep est vol(P).

3. Loi de réciprocité : pour tout v > 0, int,(P) désignant toujours I'intérieur strict
de P,
Ep(—v) = (=1)"|(vint,e(P)) N M]|.

Démonstration On remarque que par construction, Xp = X, p et le fibré en droites D, p =
vDp. De I'annulation de la cohomologie de Ox, (Dp) (2.8) et du théoréme de Riemann-
Roch on déduit

(vPNM)| =x(X,0x,(vDp)) = Z deeg(%Df’;. Tdi(Xp))

Le terme dominant de ce polynome en v est deg(D™)/n!. Mais c’est surtout vol(P) car

vol(P)

VTL

5. Compatible avec la définition classique pour les fibrés holomorphes 5—00log||s(2)||?, s section
holomorphe locale non nulle quelconque, grace & la formule de Poincaré-Lelong et & la dualité de Poincaré.

6. [personnel : Dans le cas particulier o W est réguliére il y a un argument plus direct ([Har73]
I1.6.10) et si Uespace analytigue W ([GaGaj) est une variété, on peut aussi appliquer le théoréme des
résidus a la forme méromorphe 7,]



3 LE POLYNOME D’EHRHART

(On le voit en passant a la limite ¥ — +o0 : l'erreur sur le nombre de points entiers est
dominée par aire des faces de P). Le terme constant est 1 (prendre v = 0 : on obtient le

polytope {0}).

Pour la loi de réciprocité, on peut supposer Xp réguliére : en effet on sait subdiviser
I’éventail Ap jusqu’a en obtenir un, A’,, dont tous les cones sont "réguliers", i.e. engendrés
par une partie d'une base de Ng (long & montrer : on le raffine d’abord pour avoir tous
les cones simpliciaux, puis réguliers). En examinant la preuve on peut méme montrer (pas
encore fait) qu’on peut choisir A, tel que X = X (A’) soit projective. Par le critére 5.6,
X est réguliére (c’était le but). L'opération ne change pas la fonction support ¢ de D
(on ajoute des "piquets" a la "tente" sans changer sa forme) donc ses sections globales
sont toujours dans M N P. La proposition 8.1 montre que le diviseur canonique de X
est K = —>_ V(p). La dualité de Serre ([Har73| [11.7.13 (admis), X étant projective et
réguliére) entraine que

HY(X,Ox,(-vDp)) = (-1)"H" (X, Ox, (vDp + K))*
par conséquent la caractéristique d’Euler-Poincaré s’exprime
\(X, Oxy(~vDp)) = (~1)'\(X. Oxp (D + K)
pour tout v. Qui est exactement le polynéme d’Ehrhart :
Ep(—v) = (-1)"x(X, Ox,(vDp + K))
mais K +vDp a sa fonction support encore concave (clair), donc d’aprés Demazure (7.12),
H'(X,0x,(vDp + K)) = 0 pour tout v > 0
donc pour tout v > 0, Ep(—v) se simplifie aussi en
Ep(—v) = H°(X,Ox,(vDp + K))

Il n’est pas compliqué de voir que H°(X, Ox,(vDp + K)) = |vint,q(P) N M|. En rempla-
cant "vP" par P on se raméne a le montrer pour ¥ = 1. Ensuite, on travaille certes sur
X (A’) mais les calculs sont les mémes (le fait de rajouter des diviseurs V' (p) ne change
pas la forme du polytope dans M associé & ¢p;, = 1 p, qui représente les sections globales
de Ox, (D)) : c’est toujours P). Par définition de Dp,

F

Le miracle est que justement

int,(P) N M = ﬂ{m €M, (mnp) > —ap} = ﬂ{m €M, (m,ng) = —(ap — 1)},

int,e (P) a donc pour diviseur associé Dp + K donc la proposition 2.3 montre aussi que

H(X,Ox,(Dp+K)= € Cx™

meEint,e PNM



3 LE POLYNOME D’EHRHART

3.2 En dimension 2

3.2.1 Formule de Pick

Le polynome d’Ehrhart de P se résume a
Ep(X) = aire(P)X* +bX + 1.
En notant 0 le bord de P,
Ep(l)=|PNM|= |/(P)DM\+\8PHM| = Ep(—1)+ [0P N M|
Mais I'expression générale de Ep fournit aussi
Ep(1) = aire(P)X? + bX + 1 et Ep(—1) = aire(P)X* — bX + 1

En combinant les deux on obtient
o b= %|3P N M|, de sorte que le polynéme d’Ehrhart d’un polygone entier est

1
Ep(X) = aire(P)X?* + §|8P NM|X +1
e En particulier, en faisant X = 1 on obtient la formule de Pick :

1
|PﬂM]:aire(P)+§\(9PﬂM]+1
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Partie 11
Propriétés des variétés toriques en jeu

Le premier objectif est de justifier complétement la formule du polynéme d’Ehrhart
de la premiére partie et de retrouver des résultats simples. Pour suivre la démarche de
[Pom93| (P étant simplicial), il faudra ensuite identifier le groupe de Chow de Xp, en-
gendré par des sous-variétés toriques, en calculer certaines intersections et identifier leurs
singularités pour les éclater. On détaille particuliérement les preuves incomplétes dans la
littérature, la troisiéme partie isole certains résultats techniques.

4 (Géométrie convexe

On travaille dans un réseau N, ¢’est a dire un groupe abélien libre de rang n (isomorphe
a Z" comme Z-module) pour un certain entier n > 1. On note M := Homgz(N, Z) le groupe
dual, qui est aussi libre de rang n. On définit par extension des scalaires Ng = N ®z R
et Mg := M ®z R, qui sont des espaces vectoriels de dimension n sur R.

4.1 Cones polyédraux convexes

Définitions 4.1 Une partie o de Ng est appelée un cone polyédral conveze (ou "cone")
ssi il existe un nombre fini d’éléments S = {vy,...,vs} dans Ny tels que o0 = Roov; +
R R;()’Us.

On définit la dimension de o comme la dimension de I'espace aff 0 := R.oc = 0+ (—0)
engendré par o dans Ng. [Un cone est toujours saturé dans le réseau, i.e. sim € o N N
et %m € N alors %m € 0. Donc 0 N N engendre en fait N, := aff c N N comme groupe|

On définit le dual de o par 0¥ := {u € Mg, pour tout v € o, (u,v) > 0}.

On dit que o est simplicial ssi il est engendré par des éléments linéairement indépen-
dants.

Voici quelques propriétés des cones sur lesquelles se liront les propriétés des variétés to-
riques. On détaille quand ce n’est pas déja fait dans [Ful93], toutes se déduisent du fait
suivant :

Théoréeme 4.2 Soit o un coéne polyédral convexe et vy € Ngr
o. Alors il existe ug € 0" tel que (ug,vo) < 0. (lemme 4.4 de "Introduction to Convex
Polytopes" de A. Brénsted).

Définition 4.3 (face d’un céme) Si u # 0 est dans M, on a 'hyperplan
H, ={v € N, (u,v) =0}

et le demi espace fermé
Hy ={v €N, (u,v) >0}

L’ensemble 7 = H, N o est une face du cone o ssi 0 € H . o est considéré comme une
face, les faces 7 # o sont appelées faces propres.

9
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Remarque 4.4 Soit F' un sous espace vectoriel de Nr contenu dans o, alors F' est contenu
dans toutes les faces de o. Autrement on aurait un u € o” tel que F ¢ ut. Soit donc v
dans F' n’appartenant pas a u’ : v est dans o donc (u,v) > 0 et —v dans F' C o aussi
donc —(u,v) > 0, contradiction.

Propriété 4.5 Un cone polyédral convexe est une réunion finie de coénes simpliciaux, en
particulier il est fermé.

Cela résulte du théoréme suivant, les arguments étant ensuite les mémes que ceux de
[Deb05] 1 dans le cas des polytopes convexes.

Théoréme 4.6 (Carathéodory) Soit o = Cone(S), soit x € o. Alors il existe un sous
ensemble T' C S d’éléments linéairement indépendants tels que x € Cone(T).

Preuve : x étant une combinaison linéaire positive d’éléments de S, on peut en choisir
une ayant un nombre minimal de coefficients, par exemple z = >~ _, A, ot A, > 0,
T C S, |T| minimal.

Montrons que les éléments de 71" sont linéairement indépendants. Par ’absurde, on aurait
des 1, non tous nuls tels que ZyeT Aoty = 0. On se raméne au cas ol au moins un des
Iy est positif et on isole p,, le plus grand d’entre eux. Alors

ZL’ZZ)\U’U— L Z)\vuvv:Z)\v(l— Ho ).

veT o veT veT o

Comme f,, = 4, pour tous les v, c’est une combinaison linéaire a coeflicients positifs. Or
le coefficient de vy est nul, ce qui contredit la minimalité de 7. o

Les propriétés numérotées (f) sont des résultats intermédiaires démontrés dans [Ful93]
1.2. Soit ¢ un cone polyédral convexe, alors :

(1) (¢¥)Y =o.

(2) Toute face de o est un cone polyédral convexe.
La face o0 Nut est engendrée par les vecteurs v; dans I'ensemble S des générateurs de o
qui vérifient (u,v;) = 0. On en déduit en particulier :

Propriété 4.7 Un cone polyédral convexe a un nombre fini de faces

(3) Une intersection quelconque de faces est une face.
(4) Toute face d’une face est une face.
(5) Toute face propre est contenue dans une facette (face de dimension n — 1)
(6) Toute face propre est 'intersection des facettes qui la contiennent.
(7) Si 0 + (—0) = Ng, alors 0(0) =

frontiére topologique de o.

UT face propreT = UT facette | ol 3(0') déSigne la

Remarque 4.8 Soit o un cone polyédral convexe tel que 0 + (—o) = Ng, et 7 une facette
de o. Par définition il existe u € oV tel que 7 = o Nu*. Soit alors v un autre élément
de oV tel que 7 = o Nvt. u et v sont deux formes linéaires sur Ng qui ont le méme
noyau car R(oc Nut) = R(oc Novt) est un hyperplan de Ng. Donc il existe A € R* tel que
v = Au. Soit x € o tel que (u,x) > 0, on a aussi (v,x) > 0 donc X est strictement positif.
D’apreés ce qui précede, toute facette 7 de o est définie par un unique élément u, € 0¥ (a
multiplication par un scalaire strictement positif prés) tel que 7 = o Nut.

10
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; — +oon HT —

R ’ - - ) T =

(8) Sio engendre Ng et 0 # Ng, alors 0 = erie 7 00 HF = {z € Ng, (u-,z) >
0}

(9) De la preuve de 8 on déduit que le dual d’un cone polyédral convexe est un
cone polyédral convexe. Concrétement, 0¥ est engendré par les u, et 0 = {v €
Ngr, (ur,v) > 0 pour tous les 7}.

Remarque 4.9 Procédure pour trouver des générateurs de o, céone de dimension
mazximale (déduite de la preuve de 8) : Soit o un cone polyédral convexe tel que dimo =n
et {v1,...,vs} un systéme de générateurs de o (s > n). Pour chaque famille de n — 1
vecteurs linéairement indépendants parmi les (v;), on construit une forme linéaire u sur
Ngr annulant ces vecteurs. Ensuite, on vérifie si I'une des deux conditions suivantes est
satisfaite :

— Vie{l,...,s}, (u,v;) =20

—ouVie{l,...,s}, (u,v;) <O
Si ce n’est pas le cas, alors +u ¢ ¢”. Sinon on choisit © (ou —u selon le cas) comme
générateur de o¥. Si les n — 1 vecteurs appartiennent & une méme facette 7, alors u
correspond (& multiplication par un scalaire prés) au vecteur u, décrit en (8).

Définition 4.10 Un cone o de Ny est dit rationnel s’il posséde un systéme de généra-
teurs formé d’éléments de N.

Propriété 4.11 Le dual d’un cone rationnel est rationnel.

Preuve : En effet la procédure 4.9 montre comment construire des générateurs du cone
dual dans Ngq. 0

Lemme 4.12 (de Gordan) Soit o un cone polyédral convexe rationnel. Alors S, :=
oY N M est un semi-groupe (ou monoide) de type fini.

Démonstration Soient uy,...,us € 0¥ N M un systéme de générateurs (en tant que cone)
de ¢". Notons

S
K = {Ztiui, t; €[0,1] pouri=1...s}

i=1
K est compact et puisque M est un sous groupe discret de Mg on sait que K N M est
fini. Montrons que K N M engendre S, en tant que semi-groupe. En effet soit v € S,, en
particulier © € ¢¥ donc u = Zle riu; ou 1, € Rogpour e =1...5. Soit¢ € 1...s, on
note alors m; la partie entiére de r; et t; :=r; —¢; € [0,1[. Alors u = Y ;_, myu; + u' o
chaque u; et v’ = Zle t;u; sont des éléments de K N M. O

Définition 4.13 Soit o un cone de Ng. On appelle intérieur relatif de o, noté int,q (o),
I'intérieur de o dans I'espace topologique N, := (0 4+ (—0)) engendré par ¢ muni de la
topologie induite de celle de Ng.

Remarque 4.14 Si o =Rsg.v1 + -+ Ryp.vs € Nr alors un élément z de intye (o) s’écrit
comme une combinaison linéaire & coefficients strictement positifs de dim o vecteurs parmi
les générateurs de o.

11
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(10) Soit 7 une face de o, alors 0¥ N7+ est une face de oV et
dim7 4+ dime” N7+ = dim Ng = n.

L’application
{faces de o} —— {faces de 0"}
T—s7 =0'Nrt
est une bijection qui renverse les inclusions. En particulier, o N (—o) est la plus
petite face de o.
(11) Siu € oV et 7:= o Nut alors 7¥ = " + Rxo(—u)
Proposition 4.15 Soit o un céne polyédral convexe rationnel et w € S, = oY N M.

Alors T = o Nut est un coéne polyédral convexe. Toutes les faces de o sont de cette forme
(puisque 0 € H ssiu € 0) et

ST = So' + Z>0(—u)

(12) (lemme de séparation) : Soient o et ¢’ deux cones polyédraux convexes dont
'intersection 7 est une face commune a o et o’. Alors il existe u € ¢V N (—0o’)" tel
que T =ocNut =o' Nu'.

Proposition 4.16 Soient o, o' deux cones polyédraux convexes rationnels dont l'inter-

section T est une face commune a o et o’. Alors S, = S, + S,.

(13) Soit o un cone polyédral convexe. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) oN(—0)=0
ii) {0} est le seul sous espace vectoriel contenu dans o.
iii) HUEJ , o Nut ={0}.
) 0¥+ (—0)" = Mg.

Définition 4.17 On dit alors que o est fortement conveze (ou saillant).

iv

4.2 Eventails et polytopes

Définition 4.18 On appelle éventail de N une collection non vide A de cones polyédraux
rationnels fortement convexes de Ny vérifiant les conditions suivantes :

i) Toute face d’un cone de A est un cone de A.
ii) Pour tout couple (o,0’) € A2, (0,0’) est une face commune a o et o’

|A] :=J,ca o est appelé le support de A.

Un éventail donne une décomposition d’une partie |A| de Ng par des cones de N dont
les intérieurs relatifs sont deux a deux disjoints. On considérera désormais des éventails
finis, i.e. formés d’un nombre fini de cones de N. On notera A(1) ’ensemble des vecteurs
primitifs de N qui engendrent les cones de dimension 1 de A. De méme on notera A(n)
I’ensemble des cones de dimension n de A.

Veérifions que l’éventail normal d’un polytope P de dimension n dans Mg = aff(P)
est bien un éventail complet, i.e. |A| = Nr. Une démonstration directe existe ([CLS10])
mais ses arguments peuvent étre simplifiés en introduisant :

12
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Définitions 4.19 Soit P un polytope convexe contenant strictement l’origine, le poly-
édre
P :={ueV* (uv) >—-1Vv e P}

est en fait un polytope (car borné) et s’appelle le dual de P. A toute face F' de P on
associe I’ensemble
Fr={ue K° (u,v)=—-1VveF}

7 On définit le cone op € V x R :
op := Cone(0, P x 1)
i.e. le cone de sommet 0 de section P x 1 (ou le cone "au dessus de P").

Par définition d’une face d’un cone et d’une face d’un polytope, les faces de op sont
exactement les cones de sommet 0 de section F' x 1 avec F' face de P. Elles vérifient donc
les propriétés analogues a (2)-(7).

Or par définition o), := {(u,7) € EY xR, (u,v) + 7 > 0Vv € V}. o est donc le
cone issu de 0 de section P° x 1 dans EY x R. Plus précisément, pour une face F' de K,
si 7 est le cone de section F' x 1, alors le dual 7* := ¢V N 7+ est le cone de sommet 0 de
section F* x 1. Par la correspondance décroissante entre les faces de op et leurs duales
dans o), 'ensemble F* x 1 n’est en particulier jamais vide dés que P contient I'origine
(en excluant la "face" impropre P). On Pappelle la face duale de F'. Plus précisément on
a montré que

Proposition 4.20 Le dual K° est un polytope convexe, (K°)° = K. Si F' est une face
de P, alors
F*={ue K° (u,v)=—-1Yv e F}

est une face de K°, et la correspondance F' — I est bijective et renverse les relations
d’inclusion. Elle vérifie dim F' + dim F* = dim &/ — 1. Si K est rationnel, i.e. a sommets
dans Nq, alors K° est aussi rationnel.

On a défini [’éventail normal de P € Mg = V* comme la réunion des cones quz, ol
Py est "'angle" en la face Q : Py = {v' —u, v/ € P, u € Q} (un cone de sommet 0). Par
définition du cone dual :

Observation 4.21 Py = {U € Ng, (u,v) < (u/,v) pour tousu € F et u' € P}. On en
déduit que lorsque P contient l'origine, Ap est I’éventail des cones de sommet O sur les
faces de P°. En effet d’aprés la formule précédente, Py est un cone de sommet 0 dont F™*
se trouve étre une section.

Proposition 4.22 Pour P € My quelconque, les cones o s’assemblent en un éventail
Ap. Si P contient strictement D'origine, alors Ap est I’éventail des cones issus de 0 de
section les faces de P°.

Preuve : Dans le cas ou P contient l'origine, cela résulte directement de I'observation
précédente et de la bijection entre les faces de P et P°. Or par construction Pr ne change
pas quand P est translaté par un vecteur u dans V* ou quand P est multiplié par un
entier positif m : A, pr, = Ap. Et comme P engendre Mg on peut toujours se ramener
par translation a un polytope contenant strictement 0. O

7. F* peut étre vide si P ne contient pas l’origine cas échéant : considérer le polyédre dual d’un triangle
dont I'un des cotés "masque les deux autres depuis lorigine”
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5 Variétés toriques affines

Soit o un cone polyédral rationnel fortement convexe de Ng. D’aprés le lemme de
Gordan, S, := 0¥ N M est un semi-groupe additif de type fini. Notons {my...m4} une
famille génératrice de S,.

De fagon générale un semigroupe S C M définit une C-algébre commutative C[S] :=
[..., X", .. |mes, la multiplication dans C[S] étant déterminée par l'addition dans S :
x4.x? = x?*’. En tant que C-espace vectoriel, {x™, m € S} forme une base de C[S]. Ici,
étant donné que S, est un semigroupe de type fini, C[S,| est une C-algébre (commutative)
de type fini et {x",..., X"} en est un systéme de générateurs. Le morphisme de C-
algébres

*

CIX,...,X.,] —* = C[S,]

est surjectif. Notons I son noyau qui est un idéal de C[X, ..., X,] (traduisant les relations
éventuelles entre les générateurs de S,). Alors la C-algebre

A, = C[S,] = C[Xy,..., X,]/I
et fournit une variété algébrique affine

Définition 5.1 U, := Specmax (A, ) : la "variété torique affine associée au cone
n
o".

Remarque 5.2 Avec ces notations on a
I=(X{" o X =X XE v, s e us € Net Y oi vimy = Y5 wim;) En effet
C[X1,...,Xs] est noethérien (d’apres le théoréme de transfert de Hilbert, A noethérien entraine
A[X] noethérien) donc I posséde un systéme fini de générateurs. Soit alors fi,..., f; un tel
systéme, un f € I s’écrit
F(X1, 0 Xs) =20 en bV, vs) XY XY ot b(v,, -, vs) € C vérifie
0=a"(f(X1,... X)) = fFOX™ s X™) =22, e bV, , V) XLt s s dong

m __
> mes. (Z{ .. v €N b(vy, ..., 1/5)>X = 0. Donc pour chaque m,

S
E i=1 Vihy =M
) b(vi,...,vs) = 0. Donc il suffit de se donner comme systéme de générateurs
{ vi,...,vs €N
S
E i=1 ViThy =M

de I tous les polynomes du type P(X) = > b(vi,...,vs) X" ... XY tels que

{ vi,...,vs €N
Sy vimi = m
> b(vi,...,vs) = 0. Or une récurrence immédiate sur le nombre de monomes

{ vi,...,vs €N

S J—
D=1 Vi = m

dans P® montre que P est combinaison linéaire des polynomes "élémentaires"

v H1 I s _ NS
(XTH X = X XEE v s iy s € NG DT vimy =) 00 ).

Par "points" de U, on entend les points fermés de U,, ¢’est a dire les idéaux maximaux
de A,. Mais C étant algébriquement clos, le théoréme des zéros de Hilbert entraine que
les C-points de A, s’envoient isomorphiquement sur les points fermés. Un C-point x est

8. Si P en contient N, on en isole deux : \f X! — A\; X7 = A\;(X; — X;5) + (\r — A\sj) X et donc
P — X\;(X; — X ) ne contient au plus que N — 1 monomes.
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morphisme d’algébres de A, dans C, qui envoie par définition 14, = x° (I'élément neutre
de A, pour la multiplication) sur 1 = 1c. Comme il respecte la structure d’algebres, il
définit un unique morphisme de semi-groupes x : S, — C (C est vu comme le semi-groupe
multiplicatif C* U {0} d’élément neutre 1). En fait ¢’est une bijection :

Propriété 5.3

U, = Homgg(S,, C) :={g: S, = C*U{0}, g(m+m') = g(m)g(m’), g(0) = 1}

En effet un morphisme de semi-groupes envoie 0 (I’élément neutre de S,) sur 1 (I’élément
neutre de C) donc il provient bien d’un unique morphisme d’algeébres A, — C. Par
exemple pour récupérer le C-point {0} dans X, on considére ¢g nul sur S, sauf en m = 0
ou il vaut (obligatoirement) 1.

De maniére générale une variété torique est une compactification équivariante d’un
tore, un tore étant un groupe algébrique isomorphe a (C*)". La construction suivante le
montre dans le cas d'une variété affine (ou Pon a choisi des (m;)1<;<s qui engendrent S,) :

¢*
— T
ClX;...,X,] a ClS, |~ [T, ..., T+
X YT e > T
V(1) ; Uy ~————(C)"
(™ e Y= T )
=0 (X))t stn) =0 (X (t1stn) maltariable ¢

[ étant 'inclusion réalisée en choisissant une Z-base de N et en identifiant " &

T € C[TF, ..., T+, ¢* détermine un unique morphisme de variétés ¢ selon la corres-

pondance fonctorielle Homya,. a0y (X, Y) <> Home_ae(I'(Y), (X)) établie dans [Per03]

1.6 (explicitée sur le diagramme précédent). On constate alors que ¢ est injective.
L’action de groupe de (C*)™ sur lui-méme se prolonge en une action de (C*)" dans

Cs:

(tl, . ;tn) .(.fl‘l, . 71'5) = (tmlﬂfl, . ,tmrﬂfr)
t

Or (C*)™ est un ouvert Zariski-dense dans U, donc V(I) est Padhérence de I'image Ty
de (C*)" par le morphisme ¢. On remarque que ¢;cy» est un morphisme de groupes
algébriques.

L’action de 7' C (C*)® sur (C*)® correspond & un morphisme d’algébres donc envoie
les variétés sur les variétés. Alors T = ¢t.T° C ¢.V(I) montre que t.V(I) est une variété
contenant Ty donc V(I) C ¢.V(I) par définition d’une fermeture. En remplagant ¢ par t~*
on obtient que V(1) = ¢t.V(I) donc I’action de Ty induit une action sur V(7). Récapitulons
(et complétons) :

Propriété 5.4 U, est une variété affine (noethérienne) normale (donc irréductible) de
dimension n. Le tore Ty est un ouvert dense de U, et son action sur lui-méme se prolonge

aU,.
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Preuve : o C[S,] est intégre car c’est une sous-algébre de C[M] = C[t7,
integre.
e 5, engendre M en tant que groupe (S,+(—S,) = M) donc Frac C[S,| Frac C[M] =
C(ti1,...,t,). Donc d’aprés [Per03] IV.1.8, dim U,=dimy,ui(C[S,])=degtr. ,c(Frac C[S,]) =]
n.

., 51 qui est

|La stabilité de U, sous I’action du tore se lit aussi sur les C-points avec 'identification
U, = Homgg(S,, C* U {0}) (et en particulier T = Homgpes(M, C*)) :

(M — C") x (S, = C) ™ (S, — C)
C[M] @4 C[S,] ’“ C[S,]
t,x = {a(ta) =a(t)a(z) =a®@a(t,z)} < —a

ou la correspondance résulte toujours de [Per03] L.6. |

e Enfin pour montrer que U, est normale il suffit de vérifier que C[S,] est normal (i.e.
intégre et intégralement clos dans son corps de fractions) car alors tous ses localisés le
seront trivialement. On rappelle que o = N;_, H,", ol les v; sont les générateurs minimaux
de ¢. En notant 7; = Cone(v;), on obtient

qwzcwmm:ﬁcwmm:ﬁcmy

=1 =1

Mais un cone est toujours saturé pour les éléments du réseau, i.e. sin € N, kn €
ocN N = n € o. Les v; étant minimaux, ils sont donc primitifs dans N (i.e. %vi ¢ N
pour tout k£ > 1). Donc on peut compléter chaque v; en une Z-base de N. En effet soient
ai,...,a, ses composantes, Z étant principal elles engendrent leur pged qui vaut 1, donc
il existe uy,...,u, € Z (vues comme les composantes d’une forme linéaire ¢ dans M)
tels que p(v;) = 1. Alors n € N se décompose en n — p(n).v; + ¢(n).v; d’ou la somme
N = Ker () +zv;, qui est directe pour des raisons de dimension ®. Mais Z étant principal,
le sous Z-module Ker (¢) du Z-module libre N est aussi libre (¢f. par exemple le cours
d’algébre de Godement), i.e. admet une base.

Soit {e1 £ v;, €3, .. ., e,} la Z-base de N obtenue, elle fournit (exercice) une Z-base de
M {e7, ..., e}, définie par e} (ey,) L Ok, qui a alors la propriété que pour tout h dans M,
h(e1) est la composante de h sur ej. Or par définition, S;, = {u € M, (u,v;) > 0} donc
par ce qui précede, S, est 'ensemble des h € M de composante positive sur e}, qui est le
semi-groupe engendré par {e], £ej, ..., £ey}. Les {e}}; formant une base de N, I'algébre
A, est isomorphe a Clt,t3",.. .t | qui est une localisation de C[ty,ts,...,1,]. Or
ce dernier est factoriel (grace au lemme de Gauss, Lang IV.2.3) donc normal, donc A,
est aussi normal comme localisé d’un anneau normal, donc A, est normal car intersection
d’anneaux normaux ayant le méme corps de fractions. o

9. [personnel : si Z était un anneaw pas forcément intégre, on aurait dit "par unicité de la dimension
d’un module libre"]

10. [personnel : pour le voir, on peut considérer l'isomorphisme N = R", qui envoie les {ej}; surla
base canonique {f;}; de R", identifié a son dual, d’ow un isomorphisme M = R™ qui envoie les {ei}s
sur les mémes {f;};. La "structure” fournie par le crochet de dualité sur N x M est ainsi "transportée”
sur le produit scalaire canonique de R™ et S, s’envoie isomorphiquement sur {(f1,.) > 0} NZ"™/
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Observation 5.5 U,x,» = U, Xc Uy (0 0 et ¢ sont vus comme cones de aff(o) et
aff(0’))

Preuve : Syxor = Sy X Sy (en effet S, = {m, (m,n) > 0 pour tout n € N}) donc
A0'><a" = AO’ ®c Ao” O

En notant N, := aff(o) N N (et N(o) := N/N,), cette remarque nous servira essentielle-
ment a décomposer U, en Uy X Ty, ou ¢’ est le cone o vu dans N, donc de dimension
maximale, et T~ le tore d’un sous-réseau supplémentaire dans V.

le théoréme de structure des modules de type fini sur les anneaux principaux permet
comme précédemment d’identifier N/N, a un supplémentaire N” de N. On peut alors
écrire 0 = o’ @ {0} vu dans N, & N” et dans la décomposition duale M = M’ & o+, o
s’écrit (6’V N M") @ M"” d’ou le résultat d’aprés 'observation précédente.

Proposition 5.6 U, est réguliére ssi o est engendré par une partie d’'une base de N.

Preuve : est immédiat. En effet soit {ey,. .., e,} une Z-base de N. Quitte a changer la
numérotation on supposera qu’il existe r € {1,...,n} tel que 0 = Rope;+. .. Rxoe,. Donc
on voit que o/ N M est engendré en tant que semi-groupe par {ej,..., e}, £er ..., fer}
(en utilisant par exemple la procédure 4.9 pour construire ¥ dans aff o). Ainsi

U, = Specmax (C[X1,...,X,, X, ..., X!]) est isomorphe & C" x¢ (C*)"™" qui est
réguliere.

On peut supposer o saillant, i.e. o de dimension maximale d’aprés la propriété
(13) des cones, puisque nous venons de voir que le cas général revient a multiplier U, par
un tore de dimension maximale n. On peut aussi supposer oV de dimension mazimale, i.e.
o saillant toujours d’aprés (13) (c’est toujours vrai avec nos éventails issus de polytopes),
puisque ajouter un espace vectoriel de dimension d a ¢ revient & multiplier U, par {O}d.
o est saillant donc {0} en est une face donc U, contient 'ouvert Urgy = Ty de dimension
n donc en particulier U, est de dimension n.

Supposons alors que A = A, est un anneau régulier, m = @,es,\{0}Cx™ l'idéal
maximal de {0} dans A (c’est bien un idéal puisque 0" est saillant). A, étant régulier,
mAy, /m?A, = m/m? est de dimension n sur A/m = C. Mais les générateurs x™ de m qui
ne sont pas tués dans m/m? sont les "générateurs primitifs", i.e. ceux ol m ne peut pas
s’écrire comme la somme de m; et m; non nuls dans S,. Il y a au moins n générateurs
primitifs dans S, puisque on a déja les générateurs primitifs 7, des rayons p de ”. Or les
images dans m/m? des générateurs primitifs de m sont en fait linéairement indépendantes.
Donc il y a exactement n générateurs primitifs. Donc ¢ a ezactement n rayons p et leurs
générateurs primitifs 7, suffisent pour engendrer o N M comme semi-groupe. o* N M
étant (toujours) saturé dans le réseau et de dimension n, il engendre en fait M comme
groupe donc les p; forment une base de M.

[Plus court mais moins direct :] Ay est régulier donc m/m? de dimension n, soit (X™);
un systéme de générateurs avec les m; primitifs (fini d’aprés Gordan), on en extrait une base
(X™)j=1,...n- D’aprés un lemme isolé dans [Per03] V.3.5 (ou par Nakayama), leurs relevés (x™7);
engendrent mAy,. O
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6 VARIETE TORIQUE D’UN EVENTAIL

6 Variété torique d’un éventail

6.1 Construction et premiéres propriétés

Soit A un éventail de N. Jusqu’a présent, nous avons vu comment construire un variété
torique affine U, a partir d’'un céne o de N. Nous allons recoller de facon naturelle les
variétés toriques affines U,, 0 € A

Lemme 6.1 Soit o un coéne de N et T une face de o, alors I'application canonique U, —
U, est une immersion ouverte.

Démonstration T étant une face de o, d’aprés la formule (4.15), il existe u € S, tel que
T=ocNutet S, =8, +Zso(—u). {x’,v € S;} forme une base de C[S,] en tant que
C-espace vectoriel, mais un tel élément x”, v € S;, peut s’écrire x* 7% = x*/(x")?, w €
Sy, p € Zzy. Donc A, = (A,)yu, qui est la version algébrique du lemme. O

Soit o, 7 € A, par définition de A, o0 N7 est une face commune de o et de 7. L’inclusion
des cones correspond exactement a I'inclusion des ouverts donc la condition de recollement
se "lit" sur la définition d’un éventail. Ainsi

io Us
Uaﬂr(<
U

T

sont des immersions ouvertes, ce qui permet de regarder U,n, comme un ouvert de U,
(resp U,). Cette identification montre que la condition de recollement est vérifiée et nous
permet de recoller "naturellement" les variétés toriques {U,, ¢ € A} pour obtenir une
variété torique X (A) =] A Us/ ~.

Exemple Montrons que I'éventail dans M représente P?(C) :
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6 VARIETE TORIQUE D’UN EVENTAIL

Par exemple le recollement de U; et U; est donné par

0 U CIXLYXl=4, i
/ T
Ui <~ A = ClY (XY
2, Cly LXy =4, " (CIX(XY ™)
d'oi 1t (me) = (2,5
ou : i1 : (xo, @ —, —
1 0,41 xlaxl
iQ : (5(70,1'1) — (l’o,[[‘l)
1
et i10 (i3, = ¢12 ¢ (x0, 1) — (@, —) (le "changement de cartes")
T
1
de méme, wo1 : (2o, 22) = (—, 2
Lo To
il 1
t : —, —
e ©o2 : (wo, 1) — (550’ leo)

11
Proposition 6.2 X(A) est séparée

Preuve : On doit montrer que 'application diagonale § : X(A) — (X (A) xc X(A)) est
une immersion fermée. Autrement dit on doit montrer que

(X(A) x X(A)NS(X(A)) = | ((Us X Us)\6(Usror))

o,0’

est ouvert 2. 11 suffit donc de montrer :

Lemme 6.3 Si deux cones o et o' de I'éventail A s’intersectent en 7, alors I'application
diagonale 0 : U. — U, x U, est une immersion fermée.

Preuve : i: X — Y est une immersion fermée ssi elle est injective et if : Ox — 1,0y est
surjective. 0 étant injective par construction, il reste & montrer que

5 : ClU, x Uy] = C[S,] @ C[Sy] = ClSonor], X" @ x* — x"+*

11. [personnel : - On voit que lorsque ¢?C-Alg) est une "inclusion” A — Ay, le morphisme ¢ correspon-
dant sur les C-points (explicité dans la propriété 5.3) est toujours "celui auquel on pense”, pour tous les
choiz d’écritures de A et Ay (qui conditionnent un choix de "coordonnées” sur les C-points).

- Pour voir que X est P2, il fallait bien choisir les coordonnées sur Uy, Uy et Uy (i.e. la fagon
d’écrire Ao, A1 et As). En revanche le choiz sur Uio n’a plus d’importance, puisque exprimer Ajo
comme "(A1)xy—1" ou, ici, comme "(A3)xy-1", ne change évidemment pas I’expression en coordonnées
des fonctions de transition (le choix est effacé par iy oiy*).

- Donc dans la pratique, une fois qu’on a fait un choiz de coordonnées, on peut oublier les morphismes
d’algébres i* pour calculer directement les inclusions i sur les C-points "comme on le pense” et en déduire
les fonctions de transition. |

12. On rappelle que par définition d’un éventail, o N o’ est nécessairement une face commune.
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6 VARIETE TORIQUE D’UN EVENTAIL

est surjective. En effet on aura alors 67 surjective sur les tiges, qui ne sont que des lo-
calisations de C[S,] ® C[S,/] et de C[S,n] donc 6% sera surjective. Mais cela revient a
montrer la surjectivité de

S, ®Sy = Sore : uDU —u+u

qui est exactement I’égalité S,n,» = S, +S, prouvée dans la proposition (4.16), qui résulte
du lemme de séparation sur les cones (qui porte bien son nom). 0

On a vu que pour tout o € A, U, est normale donc tous les anneaux locaux de X (A)
sont aussi intégralement clos. Le tore 7" étant un ouvert dense (car dense dans chaque U,)
et irréductible, X (A) est irréductible et de dimension n. (On pourrait aussi le montrer
en considérant que les U, sont irréductibles et que X (A) est connexe, puis en montrant
par récurrence sur le nombre de U, que |JU, est irréductible puisque chaque U, 1'est
([Per03],ex 1.4.2). Enfin puisque X (A) est séparée, on conclut que :

Proposition 6.4 X(A) est normale

6.2 Un critére de complétude

On donne en fait un critére plus général de propreté des morphismes associés a une
subdivision de I’éventail d’une variété torique. Ils serviront lors des calculs sur les variétés
toriques singuliéres.

Définitions 6.5 Soit m € M, on lui associe le caractére x™ € Hom(Ty,C*) défini par
Vt € T, X™(t) = t(m). Alors, Vm,m' € Ty, X = x™x™. On peut montrer que tout
caractére x € Hom(Ty, C*) est de cette forme.

Soit n € N, on lui associe le sous-groupe a un paramétre \, € Hom(C*, Ty) défini
par Vz € C*,Yu € M, A\ (2)(u) = 2%, o1 (,) : M x N — Z est I'application Z-bilinéaire
canonique. Alors Vn,n' € N, A\, = A A On peut montrer que tout sous-groupe a un
paramétre A € Hom(C*, Ty) est défini de maniére unique par un élément de n € N de
cette maniére.

Lemme 6.6 Soitn € N et 0 € A, n € o ssi lim, ,o \,(2) existe dans U,.

Démonstration Soit n € N, le sous groupe a un paramétre \, : C* — T correspondant
est défini par Yz € C*, Vm € M, \,(2)(m) = 2™™. Donc lim,_ \,(2) existe dans U,
ssi 2™ converge dans C pour tout m € Sy, c’est a dire Vm € ¢¥ N M, (m,n) > 0, qui
équivaut an € o. 0

Soit ¢ : (N, A’) — (N, A) un morphisme de groupes vérifiant la condition :

(x) Vo' € A’ Jo € A, ¢r(0’) C o,
ou ¢r : N — Ng est Papplication R-linéaire obtenue par extension des scalaires. On en
déduit un morphisme de variétés

¢ X(A,N') = X(A,N)

de la fagon suivante : pour tout couple (o, 0’) vérifiant (%), le morphisme dual ¢ : M —
M’ vérifie ¢¥(0¥) C o’Y. Par conséquent sa restriction a S, = 0¥ N M détermine un
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6 VARIETE TORIQUE D’UN EVENTAIL

morphisme de semigroupes ¢* : S, — S,/, qui a son tour détermine un morphisme de
C-algebres C[S,] — C[S,/| puis un morphisme de variétés ¢, : Uy — Uy C X(A). ¢y est
clairement T-équivariant (on le lit sur les algébres).

Ce morphisme est clairement indépendant du choix de o satisfaisant la condition (x)
et ces morphismes se recollent le long des ouverts U, N U. = U. N 7' pour donner un
morphisme ¢, : X(A") - X(A).

Proposition 6.7 (critére de propreté) ¢, : X(A') — X(A) est propre ssi pour cha-
que 0 € A, 'ensemble Al := {0’ € A';¢r(0’) C o} est fini et

or'(0) = AL = | ] o

o’eAlL
On utilisera les théorémes suivants :

Théoreme 6.8 Soit g : X — Y un morphisme de type fini entre des variétés algébriques
séparées sur C. Supposons que Iimage g(X) est dense dans Y de telle sorte que C(Y)
s’injecte dans C(X) (montré par exemple dans [Har73] 1.4.4).

(1) (Grothendieck) L’application holomorphe ¢g* : X* — Y®" associée a g, entre les
espaces analytiques séparés correspondants, est propre ssi g est propre comme mor-
phisme de variétés algébriques. En particulier ([GaGa| proposition 6) une variété
algébrique complexe est compléte ssi I’espace topologique sous-jacent est compact.

(2) |Critére valuatif de propreté, EGA 11.7.3.10] g est propre comme morphisme de
variétés algébriques ssi tout anneau de valuation discréte R O C de C(X) qui
domine I'anneau local Oy du point générique d’une sous-variété irréductible F
de Y domine nécessairement 'anneau local Ox z du point générique d’une sous-
variété irréductible E de X.

Preuve : (de la proposition) [=]: Siv’ € N’ n’est pas dans |A’| et son image v := ¢(v’) est
dans A, alors la suite ¢.(Ay(2n)) = A\o(2n), 2, € C* — 0, & valeurs dans Ty a une limite
dans X(A) (lemme 6.6) mais A\, (2z) ne posséde aucune sous-suite convergente lorsque z
tend vers zéro donc I'image réciproque de A, (z,) n’est pas compacte, donc d’aprés [GaGa]
¢, n'est pas propre.

: (on affaiblit la preuve de [Oda88] th 1.15) Les corps des fonctions rationnelles
des variétés X (A) et X (A’) sont respectivement les corps de fractions de C[M] et C[M].
On remarque que la valuation v d’'un anneau de valuation discréte R C C du corps des
fractions de C[M’] induit un morphisme additif v oy : M’ — Z et donc qu'il existe un
n' € N’ tel que v(x™) = (m/,n') pour tout m’ € M.

Soit alors R qui domine I'anneau local du point générique d’une sous-variété irréduc-
tible de X (A), qui est une localisation de 'un des C[S,], 0 € A. Donc par définition d’une
valuation discréte, v(y? (™ ) (¢*(m),n"y = (m, p(n')) est positif pour tout m € S,. Donc
n’ est dans ¢~ (o ) Donc n' est contenu dans I'un des cones o' € |Al| d’aprés ’hypothése
sur ¢. Donc v(x™) = (m/,n') est positif pour tous les m’ € S/, i.e. R O C[S,]. Donc par
exemple soit 7 'uniformisante de R, p = (7) N C[S,/], alors R domine bien'* C[S,], qui
est I'anneau local de la variété irréductible V (p) (Padhérence dans X', encore irréductible,
avec la structure réduite). O

13. [personnel : f € A, f &p= f & () donc RD Ay
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En prenant N = 0 on obtient un critére de complétude simple :

Corollaire 6.9 ¢, : X(A) — SpecC est propre, c’est a dire X(A) est compléte (ou
compacte d’aprés [GaGa)), ssi ¢g'(pt) = |A|, autrement dit Ng = |A|.

On peut montrer (preuve de 10.5) que U, est le quotient de U, par I'action de
Hom(M'/M,C*). 1l en résulte :

Corollaire 6.10 L’application Tn-équivariante ¢, : Xn' o —> Xn,a est propre avec C(X')
une extension finie de C(X) (donc dominante) ssi le morphisme d’éventail ¢ : N' — N est
injectif de conoyau fini (i.e. ¢(N') sous-réseau d’indice fini dans N) et A’ est une subdivision
finie de A avec identification Nf = Ng 4.

Un "cas particulier" (quand on connait les propriétés des morphismes birationnels) im-
portant :

Corollaire 6.11 L’application Tn-équivariante ¢, : Xy or — Xy a est propre et bira-
tionnelle ssi ¢ : N' — N est un isomorphisme et A’ est une subdivision finie de A avec
Pidentification N = Ngr

Corollaire 6.12 Toute variété torique X (A) admet une désingularisation birationnelle
T-équivariante.

On renvoie a [Ful93| 2.6 pour le détail de la procédure. Elle consiste en une suite de
subdivisions de A en un éventail simplicial, puis en un éventail régulier. Il en résulte que
les variétés toriques "ont des singularités rationnelles" (cf. 11.7), ce qui sera déterminant
dans le calcul de leur classe de Todd.

7 Diviseurs dans les variétés toriques

7.1 Orbites du tore et leurs fermetures

Nous allons montrer que les orbites du tore sont en bijection décroissante avec les
cones, l'orbite 6, étant celle du
7.1.1 point distingué

r, € U,, défini par le morphisme de semi-groupes ** :

S, =0 N M 2% {1,0}

lsiueaot

i {1
0 sinon.

Si o engendre Ng, i.e. est de dimension maximale n = dim N, montrons qu’alors
x, est 'unique point de U, fixé par I’action du tore.

14. Ce cas de figure servira dans 10.5 pour exprimer une variété torique simpliciale comme un quotient
d’une variété torique réguliére par un sous-groupe fini de GL,,(C), ce qui entrainera en fait qu’elle a des
"singularités quotients finies" (on dit aussi "quasi-réguliére” ou "Q-réguliére").

15. C’est bien un morphisme de semi-groupes. D’abord, 7, (0) = 1 car 0 est dans o*. Ensuite, soient u, v
dans S,, tout repose sur ’observation suivante : u +v € o < u,v € 0. Donc z,(u + v) = 2, (u)x, (v).
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On commence par prouver que si U, —» C est un morphisme de semi-groupes, i.e.
un C-point de U,, alors z est fixé par Ty ssi pour tout u € S, {0}, x(u) = 0 (possible
puisque o est saillant) :
Soit ¢t un point de T', correspondant & un morphisme de groupes t : M — C.
Soit u € S,. Si u # 0 alors (t.2)(u) = t(u)z(u) =0 = z(u).
Siu=0 € Ker (t) N Ker (z) alors t(u) = z(u) =1 = (t.z)(u) = z(u).
Donc Ty.x =z

Supposons que Ty.z = x. Supposons qu'il existe u € S,\{0} tel que z(u) #0. U
non nul donc il existe un morphisme de groupes ¢t : M — C* tel que t(u) # 1. Mais
(t.x)(u) = t(u)x(u) # x(u), ce qui contredit le fait que z est fixé par Ty. Donc
z(u) = 0.

Montrons que si o engendre Ng, alors z, est le seul point tel que pour tout u dans
Ss\{0}, z,(u) = 0. 0 engendre Ng donc o est fortement convexe (propriété (13) des
cones) donc o+ C oV N (—0)" = {0}.

Ainsi, z, est le morphisme défini par S, —%= {1,0}
" { lsiu=0
0 sinon
donc x, est fixé par Thy.

Soit S, —— {0,1} un morphisme de semi-groupes distinct de z, (on a z(0) = 1), il
existe donc u € S, non nul tel que x(u) # 0 et x ne peut étre fixé par Ty.

On suppose maintenant que dim o < n, montrons qu’il n’y a aucun point
de U, fixé par Ty. En effet 0 n’engendre pas Ng, donc il existe u € ¢ N (—c") non
toujours supposer que u € M = u € S, et —u € S,

= z(u+ (—u)) =1=z(u)z(—u)
= x(u) # 0 avec u # 0
= x n’est pas fixé par Ty.

nul. On peut

7.1.2 orbites

Le but de ce § est d’établir une correspondance entre les orbites de X (A) sous action
de Ty et la géométrie combinatoire de A. Par exemple si dim(7) = k, alors 6, = (C*)"~*
donc en particulier si 7 est de dimension n, €, est réduit & un point (nécessairement )
et si 7 = {0}, 0, = Ty. Nous noterons dans un premier temps 0, la fermeture au
sens classique de 6., dont nous montrerons qu’elle est la réunion des orbites [ _, 0,.
Nous la réaliserons ensuite comme une sous-variété torique fermée V(1) de X (A) de tore
6., ce qui montrera que 0, coincide avec la fermeture de Zariski de 0,.

On rappelle que le tore Ty agit sur X (A) de la fagon suivante : sachant que X (A) =

U,ea Us ot pour tout o € A, U, est un ouvert affine Ty-stable de X (A), on a

TxU, = U,

(t,u) — tu : {S" — C

m  — t(m)u(m).

Proposition 7.1 Soit o € A, on lui associe 0, := Homz(M N ot , C*). Alors 6, est une
Tn-orbite de X (A) et elles sont toutes de cette forme, ce qui fournit une bijection entre
les éléments de A et les orbites de X (A). De plus,

1) Oy = Uy = T
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2) 6, = (Cryine

3) T <0 ssif, C0,.
3) 0. = H’y>7’0"/

3") 6 =0\U,... 6,

4) 0, est 'unique Ty-orbite fermée de U, et U, =] ___ 0

T<0 7 T"
de 4) et 3’) on déduit immédiatement :

Observation 7.2 V(1)NU, =] 0.,. En particulier '

TY=<0

VinnU, #0 & 1 <o.

Démonstration (de la proposition) (on compléte [Oda88| I.4) 1) et 2) résultent de la défi-
nition abstraite de 6,.

Identifions-la & une T-orbite : en effet ot est le plus grand sous-espace vectoriel contenu
dans 0¥ donc M Not est le plus grand sous-groupe contenu dans S, = o¥ N M. Soit alors
u € Homgpes(M Not, C*), on I'étend par zéro en un morphisme de semi-groupes :

u: S, — C

u(m) sime MnNot

0 sinon

Cette opération permet de voir 8, comme une partie de U,, transitive par Ty et
qui contient le point distingué x,.

4) On réutilise la construction précédente. Soit u : S, — C un morphisme de semi-
groupes, c¢’est a dire un élément de U,, alors {m € S,,u(m) # 0} est l'intersection de M
avec une face de 0. En effet la somme de deux éléments de o n’est dans u~!(C*) que
si chacun des éléments est dans u~'(C*). Or d’aprés [Oda88| proposition A.9, les faces
F d’un cone sont justement caractérisées par la propriété que m +m’ € f ssim € F et
m' € F.

Mais on a montré que toute face de " est de la forme oV N7+ pour une unique face 7
de 0. Donc {m € S,,u(m) #0} =Mno’' N7t =S,N71t Soit alors y : M N7+ — C*
le morphisme de groupes dont la restriction & S, N 7+ coincide avec u (il est défini de
maniére unique car S, N7+ engendre M N 71 en tant que groupe, il existe car u(m) € C*
pour tout m € S, N 7). On prolonge y & M N 7" = S, par zéro, et on obtient ainsi un
éléement de 6,. U, étant stable par T, il est réunion d’orbites de Ty donc U, = HHU 0,
et grace a la propriété 3) que 'on va montrer, 6, est 'unique Ty-orbite fermée dans U,,.

3) Supposons que 6, C ,. U, est un voisinage ouvert de 6, donc rencontre 6.
Donc il le contient car U, est stable par Ty donc 6, C U, = []___ 6. (d’aprés la deuxiéme
assertion de 4), démontrée) et donc 7 est une face de o.

Si 7 est une face de o, alors oV N7+ est une face de ¢V. Considérons le morphisme

de groupesu: M N7+ — C

m — 1
qui est un élément de 0,. Soit n € int,q(c). D’aprés la propriété caractéristique de I'in-
térieur d'un cone (|Oda88| lemme A.4), cela entraine que pour tout m € M NoV\o?,
(m,n) > 0. De plus soit z € C*, alors \,(z).u € 6, et pour tout m dans M No¥ N7+,

v — |

T<0

16. [personnel : On retrouve bien que les fermés irréductibles T-stables de U, = X (o) (0 vu comme
éventail) sont les V(1), 7 <0 |
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(An(2).u)(m) = A (2)(m)u(m) = 2™, Notons uy = lim,_,0 \,(2).u (considérée dans
U,), alors
Mno'Nnrt = C
lsimeMnot
Osime Mno'Nrt\ot
Ainsi, on peut voir 1y comme un élément de 6,. Donc 6, N6, # @ donc 6, C 0.
3’) T étant la fermeture au sens classique de 6, et I'action de T étant continue, T est
stable par Ty d’ou la formule. 3") s’en déduit immédiatement. O

v |

Notations Soit 7 € A, on désigne par N, le sous-groupe de N engendré par 7 N N (égal
a aff o N N par saturation), N(7) := N/N, et M(7) :== 7+ N M.
Soit Tn(r) == 0, = Homg (M (7),C*) = N(7) ®z C*.

Si dim 7 = k, soit {ey, ..., e} une base de Rr formée d’éléments de N, que 1’on com-
pléteen {ey, ..., ek, €xs1,. .., €, } une Z-base de N. On considére sa base duale {ej, ..., e}
qui est une Z-base de M. Alors, T N M = @, | Z.ef = Z"F et Ty = (C*)"F.

Remarque 7.3 x € Homgz(N(7),Z) < v € Homgz(N,Z) et 2(N,) =0
sSrxeMetz(tNN)=0
sSreMnrt=M(r)

De plus, la surjection canonique N — N/N induit une projection Ty — Tn(ry, d’ou
une action de 7" sur Tn(-) par multiplication : Ty X T ket Ty X T LN Tn@y-

Définissons Et(7) I'ensemble {0 € A, 7 < o}, appelé ’étoile du cone T;

7w : Nk — Nr/(N:)r = N(7)r la surjection canonique R-linéaire et A(7) le projeté
m(Et()) = {n(0), 0 € A, T < o}

En particulier si o € A, il est clair que 7(o) = (0 + (NT)R>/(NT)R est un cone de

N(7)r et que A(7) forme un éventail de N.

Montrons enfin que chaque 6, coincide avec la fermeture de Zariski de 6, : pour cela
on identifie §, & sous-variété torique fermée V(o) de tore 6,. Nous aurions pu, pour rester
cohérents avec l'introduction de la section 2, commencer par construire la variété V(o)
puis établir sa décomposition en orbites pour I'identifier a 6, (c’est la démarche de [Ful93]).

Corollaire 7.4 Soit 7 € A. Alors 0, est égale a V(1) := X (A(7)). Ainsi, V(1) est
normale et V (7) est réguliére dés que X (A) I'est d’aprés les théorémes généraux de 5.3.

Démonstration D’ un coté, 'observation 7.2 (par exemple) affirme que 0. est recouvert par
{U,, 0 € A, 7 < c}. De Pautre coté M (1) = Homgz(N(7),Z) est le dual de N(7) et, si 7
est une face de o, on a ()" = oVN7t donc Sy = (MNTHN(F)Y = MNo¥VNtt = S,Nrt.

Il suffit donc de montrer que Us; := Homgg(S7, C) coincide avec V(1) N U,. Soit
u € U, NV(7), alors la restriction de u a S, N 7+ est un morphisme de semi-groupes.
Inversement soit ©w € Uz, I'opération d’extention par zéro vue précédemment permet
de définir un élément u € U, qui est bien dans NV (7) d’aprés la décomposition 3’) :

Q_T: UT-<U 90' U

De plus V(1) = U, , Us, out U5 = Specmax (C[g¥ N M (7)]) = Specmax (Clo¥ N7+ N
M]). En particulier, si 0 = 7, alors Uz = Specmax (C[r N M]) = Ty(;) = 6;, qui est une
sous-variété ouverte V(7).
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Montrons que V' (7) est une sous-variété fermée de X (A). On commence par construire,
pour chaque o € A dont 7 est une face, une immersion fermée

Uy = Homgg(cV N7+ N M, C) — U, = Homgg(c¥ N M, C)

a Paide d’une extension par zéro. Soit z € Homgg(cV N7+ N M, C), on définit :

T:0'NM — C
z(u)siu€oVNrtNM
0 sinon

0€ oV N7tN M donc 7(0) = z(0) = 1. Soient u, v € ¥ N M, sachant que ¥ N7t
est une face de o on a I’équivalence u+v € 0¥ N7t ssiu, v € oV N7+ (toujours d’aprés
[Oda88| lemme A.9). Par conséquent T(u + v) = T(u)T(v), et T est un morphisme de
semi-groupes bien défini.

La surjection correspondante au niveau des algébres est la projection

Cle¥NM] — Clo¥nrtn M|

‘siuco'NrtN M
0 sinon

|

X“—>{

Corollaire 7.5 On en déduit que I’idéal de V (7) N U, dans A, est &C.x", les
u parcourant {u € S,, (u,v) > 0Vv € |7|)}

Soient 7, 0, 0/ € A tels que 7 < 0 < ¢/, on obtient le diagramme commutatif

Uy U

]

U0(—> UU’ )
défini par :

Homgg(c¥ N7t N M, C)EEHUn . Homge (o™ N7t N M, C)

\L\ext. par 0 \L\ext. par 0

HOHIS(;(O'V N M, C)(M Homgg(O'/v N TJ‘ N ]\47 C)

Ainsi les conditions de compatibilité sont satisfaites et ces applications se recollent afin
de donner une immersion fermée V(1) — X (A).

Remarque 7.6 Si T est une face de 77, alors on a une immersion fermeée V (7') — V() dont
on connait une description sur les ouverts Us, & € A(T’), qui forment un recouvrement

ouvert de V(7') : Homgg(o¥ N7+ N M, C) P22 Homga(aV Nt M, C).

Remarque 7.7 Soit 7' € A(1), V(1) = X (A(7)) étant une variété torique, le corollaire 7.5

fournit une immersion fermée V(7') — X (A(7)) = V(7). Cette construction coincide
avec celle définie dans la remarque précédente.
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7.2 Caractérisation des diviseurs 7T-stables et conséquences

Ce § établit les préliminaires au théoréme d’annulation de Demazure. X (A) étant
normale donc intégre, I'injection CaClX — PicX est un isomorphisme.

Proposition 7.8 Un diviseur de Cartier T-stable (ou "T-Cartier") est égal a div x“()
sur chaque U,, ot u(c) € M est déterminé a M (o) preés.

Démonstration Soit o € A et U, I'ouvert affine associé, quitte a considérer Uy, X ¢ T (o)
(ot ¢/ = o vu dans R.o), on peut supposer o saillant. Soit D un diviseur T-Cartier, qui
correspond a un idéal fractionnaire I = I'(X, Ox(D)). Par 2.2, I est stable par T" donc
par 2.3 (qui était exprimé pour D = Dp),

I = @ Cx", (u; € M).

x“iel

D est, Cartier donc [ est en particulier principal sur un voisinage du point distingué {0}
(d’idéal une somme directe de caractéres m = €, ;o) CX™ car oV est saillant) donc
I/mI = [,/ml, est de dimension 1 sur A,/m donc engendré par 'image d’un x* (on
I'extrait de la famille génératrice (x“),=es. Montrons qu’alors I = (x*).

En effet soit (x*/)y,ey une famille génératrice de I avec u € U et qui vérifie la condition
X" & (x"*) si uj # uy (sinon on peut retirer u; de la famille /). D’aprés ce qui précéde,

N Dyeu=T=x"+( B CX™")XY)weu
meS,\{0}

= (x") + ( @ CXm) (X" )y e\ fu}-
meSs\{0}

Par T'absurde soit u; € U différent de u, x* est dans I donc d’aprés 8 et avec nos
"conditions d’indépendance" sur la famille I/, il est dans (@mesg\{o} me) (X ) et fuy
mais c’est impossible & cause de ces mémes conditions.

On conclut par I'absurde que D = div x ™. [Si ce n’était pas déja "évident" pour le
lecteur, on va redémontrer un cas particulier simple de la propriété que si deux diviseurs
de Cartier ont des faisceaux inversibles isomorphes, alors ils sont égaux : le diviseur £ =
D-+div x* est par hypothése tel que I'(U,, Ox(FE)) = A,. En particulier 1 € T'(U,, Ox(E))
donc E > 0. Si un Y non nul intervenait dans son support, quitte remplacer U, par un
ouvert principal contenant Y assez petit, on pourrait trouver un h € A, tel que Y = div h
(puisque Ox y est de valuation discréte car A, est normal). Donc div (1/h) 4+ E > 0 donc
1/h € A, par hypothése : finalement % inversible donc Y était en fait nul, contradiction 7.

17. Détaillons une autre preuve de la proposition, plus rapide mais moins évidente, adaptée de [0da88]
2.4 : I est un idéal fractionnaire de A := C[U,] noethérien et intégre donc (exercice) il est de type fini
donc de présentation finie. D étant Cartier, il est de plus localement libre. Donc I~! désigne ’ensemble
des a € A tels que a.l C A, alors I.I7' = A. [Pour obtenir ce dernier résultat, classique, montrons
d’abord que

(1) si IV désigne Hom4 (I, A), le morphisme naturel ¢ : IV ® 4 I — A est un isomorphisme (|Eis04],th
11.16). Il suffit en effet (exercice) d’avoir I'isomorphisme pour tous les morphismes localisés py : (1Y), ®4
I, — A,. Mais la localisation est plate et I est de présentation finie donc (exercice) le morphisme naturel
(IV)p == Ay ®a Homu(I,A) — (I)"Y := Homy, (I, Ap) est un isomorphisme [personnel : vérifier la
formule sur les modules libres de type fini, écrire une présentation finie puis conclure avec un "lemme
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Propriété 7.9 Soit p € A(1) de générateur minimal n, dans N. Soit V(p) C X(A) son
diviseur correspondant, alors

ordy () (X"*) = (u, ny).

Démonstration On réutilise la preuve de 5.4 : n, étant primitif, on peut I'étendre en une
base {e; = n,,ez,...,e,} de N, ce qui fixe un isomorphisme N = Z" et p = Cone(e;) C
R™ (c’est compatible au produit scalaire). La variété torique affine correspondante est
U, = Spec (Clz1, 737, ..., 251]) = C x (C*)""! et, par exemple d’aprés la proposition 7.5
ou en prenant directement la fermeture de I'orbite {0} x (C*)"~! du point distingué, V' (p)N
U, est le fermé {X; = 0}. Son anneau local, de valuation discréte, est C[X7,..., X,](x,).
Une fonction f € C(X,...,X,)* a pour valuation ordy(,)(f) = n quand

(1) f= X{l%, g,h € C[Xq,...,X,] non divisibles par X;

Pour relier cette expression a ordy(,)(x™), on remarque que les variables Xy, ..., X, sont
les caractéres de U, associés a la base duale (by,...,b,) de (eq,...,e,). Il suffit donc
d’exprimer m € M dans la base (by,...,b,) : m = (m,eq)b1+,...,{(m,e,)b, donc X" =
x{men - x ™ e qui permet d’exploiter la formule (1) pour conclure. .

Soit A un éventail de N, on appelle fonction support sur A une fonction ¢ : |A| - R
linéaire sur chaque cone et qui prend des valeurs rationnelles sur les points du réseau. Du
lemme on déduit formellement :

Corollaire 7.10 Les diviseurs T-Cartiers sur X (A) sont en bijection avec les fonctions
support de A '8,

Preuve : Un diviseur T-Cartier étant égal a D[, = div X~ sur chaque ouvert U,
(le signe — est plus pratique), il détermine une collection de u(o) € M/M (o) d’ou une
collection de fonctions (¢p), := (u(0),-) linéaires rationnelles sur chaque cone. Elles

coincident sur chaque intersection o N7 puisque —u (o) et —u(7) définissent tous les deux
D sur U,n, donc coincident a M(oc N7) = M(o) + M(7) prés (d’aprés 7.9), d’ou par
recollement une fonction support ©p bien définie.

des 5"]. I étant localement libre, I, = A, donc ¢, se réduit finalement & 1’isomorphisme Ag ®a, Ap =
Ap ®a, Ap — Ap.

(2) Montrons ensuite que I~! = Homy (I, A) := IV. En effet soit ¢/I — A, soit a tel que a.I € A.
Soient z,y € I, p(axry) = axp(y) = ayp(z) A est intégre donc zp(y) = yo(z), 27 o(z) = vy Lo(y)
i.e. () = bx avec b € I~ d’ott la surjection. Réciproquement I’application est clairement injective. En
conclusion le morphisme I ®4 I~! — A est un isomorphisme, qui identifie donc A avec son image cqfd.]

I et 17! sont T-stables donc se décomposent en somme directe de caractéres donc il est pertinent
d’introduire ¢, := {m € M, x™ € I}. Alors {x™,m € M No"} et {x™,m € ¢, } sont des C-bases de A,
et de I respectivement donc {x", (m/ € M tels que m' + ¢, C M Nc¥)} est une C-base de . Donc
légalite I.1-1 = A, se réduit &

{m' e Mim' + ¢, CMNo“}+ ¢, =MnNo".

Mais 0 est dans M N o donc il existe m;, € ¢, tel que (—=myg) + ¢o = M No” done ¢po =mg + MNo".
Finalement, I = (x™<) soit D = div (x~™~).

18. Par exemple on retrouve que sur une variété torique réguliére, un diviseur T-Weil > —a;V (p;)
quelconque est en fait T-Cartier. Il suffit de trouver une fonction support ¥ qui prend les valeurs a; sur
chaque générateur minimal de p € A(1). Mais chaque cone fait partie d’une base de N donc c’est toujours
possible.
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C’est une injection puisque si ¢¥p = ¥, alors u(o) = u(o’) mod M (o) pour chaque
o, i.e. u(o) —u(o’) € M(o) donc x“@)~") n’a ni zéro ni pole sur U, par 7.9 donc D et
D’ y coincident.

Réciproquement soit une fonction support ¢, elle est définie par une collection de
u(o) modulo M (o) donc en notant v, les générateurs primitifs des rayons p de I'éventail,
elle provient du diviseur T-Cartier Dy = > —¢(vp)V(p) = >_ (—u(0),v,)V(p) car Dy
vérifie D, = div (x *(?)) sur chaque ouvert U, 1. O

7.3 Le théoréme d’annulation de Demazure

On détaille les arguments de [Ful93]. Soit D un diviseur 7-Cartier sur une variété
torique X = X(A) et soit ©» = p sa fonction support sur |A|. Toujours par 2.2
et 2.3, les sections globales de Ox (D) forment un module gradu¢ : H°(X,Ox(D)) =
@, H(X,0x(D))., avec

Cx" siue PpbNM

. 7
0 sinon,

HO(X7 OX(D))u - {

ou Pp est le polyédre {u € Mg, "u > " sur tout |A|} Reformulation fructueuse : défi-
nissons un fermé conique Z(u) dans |A| pour chaque u € M :

Z(u) = {v e Al (u,v) = P(v)}

Alors u appartient a Pp ssi Z(u) = |A|, ou de facon équivalente, quand le groupe de
cohomologie a support dans Z(u) Hg(u)(m\) est non nul (en effet |A| est connexe par
arcs en passant par 0 donc les sections globales de C sont constantes). Par conséquent

H(X,0x(D)) = D H(X, 0x(D))u, H(X,Ox(D))u = Hy,y(|A])

Cette formulation se généralise aux groupes de cohomologie supérieure H%(u)(|A|) :

Proposition 7.11 ([M2]) Pour tout p > 0 on a des isomorphismes canoniques :

(2) H?(X,0x(D)) = @ H(X,0x(D)). , H(X,O0x(D)), = Hy, (Z,|A])

ueM

Par exemple si X est affine, alors |A| est un cone et 1 est linéaire donc |A| et |[A\Z(u)
sont tous les deux convexes donc les HP(Z,|Al) et les H?(Z,|A[\Z(u)) s’annulent pour
p > 0 car ils sont contractiles donc par la suite exacte longue de cohomologie, H7,(Z, |A|)
est aussi nulle en degrés p > 0 : on retrouve un cas particulier du théoréme d’ annulatlon
de la cohomologie des faisceaux cohérents sur un affine. Le corollaire suivant sera tout le

temps appliqué avec I’hypothése ¥p concave : on n’utilisera donc pas la caractérisation
7.14.20

19. [personnel : en effet (x*(?)) est T-stable donc div (x (7)) est T-invariant donc & support dans les

Vip)]

20. [personnel : une fonction affine par morceauz yp est concave ssi son graphe est "en dessous” de
chaque plan tangent (i.e. en montant on traverse tous les plans tangents). Ils sont en nombre fini, ainsi
en 2 dimensions le graphe de ¥p a la forme d’une "tente”]
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Corollaire 7.12 Si{p est concave (ssi O(Dp) est engendré par ses sections par 7.14),
alors .
(3) H'(X,0x(D)) = 0 pour tout i >0

Démonstration 1 est concave donc

[ANZ(u) = {v € |A], (u,v) <¢(v)}

est un ensemble convexe (le barycentre de 2 points y est encore) ?' . D’ott Pannulation de
la cohomologie a support dans Z(u).

Démonstration (de 7.11) H?(Ox (D)) est le p-iéme groupe de cohomologie du complexe
de Cech C*, avec

"= @ H'Usn---NU,, Ox(D))

00,..,0p

e @ @ H%(u)ﬂo—om,,,ma,p (O'O N---N O—p)

ueM o0g,...,0p

d’aprés les remarques préliminaires sur la graduation de H°. La somme parcourt tous les
cones oy, . .., 0, de A. Ox (D) étant cohérent et les intersections Uy, N- - ‘NU,, étant toutes
affines, le complexe C* calcule bien sa cohomologie. Les différentielles 0, du complexe
préservent clairement la M-graduation, d’ou la M-graduation sur la cohomologie. Mais
nous avons vu (juste aprés ’énoncé du théoréme) que HiZ(u)ﬁh" = (0 pour tout cone T,
u € M et ¢ > 0. La proposition provient donc du lemme suivant :

Lemme 7.13 Soit Z un sous-espace fermé d’un espace Y, Y réunion d’un nombre fini de
sous-espaces fermés Y; et F un faisceau sur Y tel que Hy ., (Y', F) = 0 pour tout i > 0
et tout Y' =Y; N---NY; . Alors

Hy (Y, F) = h'(C*({Y;}, F)),
ot C*({Y;}, F) est Ie complexe de Cech dont le p-iéme terme est

CP{Y;} F) = @ Uzav;ynenyy, (Yo N - N Y, F)

705 7]13

Démonstration Soit Z° une résolution injective de F, qui fournit le double complexe

C*({¥;}. 1)

) T ) T ) T
C'({y;},7%) - C({Yi} 7 - ({3} T7) —
T T T
C{YT) - (YT - YT -
T T T
C{YHI) = (VI —» VI -

21. [personnel : en 2 dimensions, on intersecte la "tente" par un plan non vertical et on garde la partie
qui dépasse : c’est convezel
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Par hypothése les colonnes sont des résolutions du complexe C*({Y;}, F). Montrons que
les lignes sont des résolutions du complexe I';(Y, Z*), alors C*({Y;}, F) et T'z(Y, Z*) seront
tous les deux quasi-isomorphes au complexe simple associé (|[BT82] IT §8) donc égaux en
cohomologie. Remarquons que Z étant injectif, il est flasque donc la suite

0=>TzwW,Z) > T(W,Z) > T(W\(ZNW),Z) =0

est exacte pour tout WW. En écrivant ces suites exactes fonctorielles les unes au dessus
des autres pour chaque W =Y, N---NY, , la suite exacte longue de cohomologie nous
ramene a montrer que

0T, I) > @PIr;,.I) - Pry;, ny,.7) — ...

est exacte (méme chose pour Y\Z). On aimerait conclure en disant que le complexe de
Cech faisceautique C*({Y;},Z) est une résolution de Z, mais ici les Y; sont fermés. On ne
peut donc plus le vérifier sur les tiges comme dans [God73| 11.5.2.1, puisque en un point
z il n’existe pas forcément d’ouvert assez petit contenu dans un des Y;. Il existe en fait
une preuve (a la page suivante, le recouvrement (Y;) étant localement fini) mais pour le
lecteur allergique aux espaces étalés, on peut aussi utiliser que Z se plonge dans C°(Z)
son faisceau des sections discontinues, Z étant injectif cela en fait un facteur direct de
C°(Z) donc il suffit de vérifier assertion sur C°(Z). L’exactitude de la suite se vérifiant
en chaque point y € Y, il suffit de vérifier que la cohomologie du "simplexe" {j, y € Y;}
a coefficients dans Z, est exacte, ce qui nous raméne au méme calcul que dans le cas ol
les {Y;} sont ouverts. 0

7.4 Deésingularisations projectives

Le critére suivant se déduit de 7.9, 2.2 et 2.3. Il ne nous servira pas directement puisque

pour tous les faisceaux rencontrés nous utiliserons directement la propriété "¢ concave" pour
appliquer le théoréme de Demazure.
On pourrait montrer, mais c’est hors sujet, qu'un diviseur T-Cartier ?? sur une variété torique
compléte est ample ssi le graphe de 1 est strictement concave. Le critére (sens pas évident)
entraine alors qu’il est engendré par ses sections globales, ce qui n’est pas vrai en général. [On
montre d’abord que D globalement engendré est trés ample ssi ¢p est strictement concave et
Pp "trés ample"].

Proposition 7.14 Supposons que tous les cones maximaux de A soient de dimension n (auto-
matique pour les polytopes). Soit D =3 a,V (p) un diviseur T-Cartier sur X (A), alors Ox (D)
est engendré par ses sections globales ssi ¢p est concave.

Démonstration montrons que Ox (D) est engendré par ses sections globales ssi pour chaque cone
o, il existe un u(o) € M tel que

(i) (u(o),v,) = —a, pour tout p € A(1)

(ii) (u(o),vp) = —a, pour tout p € o(1)
Ces deux conditions signifient alors que la fonction ¥p, affine par morceaux sur chaque cone, est
sous ses plans tangents (en nombre fini) i.e. est concave. (sens évident) C’est suffisant puisque
(i) exprime que x*“®) a un ordre d’annulation supérieur a —a, pour chaque p € A(1) donc est
bien dans H(X, Ox (D)) (puisque div x*(?) est T-stable donc somme de V(p)) et (ii) que x*(?)

22. [personnel : ou fibré en droites T-équivariant, c’est la méme chose ([Oda88] 2.1)]
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engendre Ox (D) sur U, puisque div (X“("))|U0 = Dly, = X peo) @V (p). Or les Uy associés
aux cones maximaux o, en nombre fini, recouvrent X (A) donc il y a un nombre fini de sections
globales x“(?) € Ox (D) qui engendrent les sections.

(sens pas évident 23 ) C’est nécessaire puisque "D engendré par ses sections" implique qu’en
tout point x de Uy, il existe une section globale f de Ox (D) dont la tige f, engendre Ox(D),,
ce qui équivaut a f ¢ m,Ox(D), ou m, est I'idéal maximal de Ox. On peut méme prendre
f de la forme x™ car f ¢ m;Ox(D), donc au moins 'un des x"™¢ qui interviennent dans sa
décomposition, dans H(X, Ox (D)) par 2.2 et 2.3, n’y est pas non plus. C’est vrai en particulier
pour z = z, le point distingué de o, qui est par construction dans 8, 'orbite associée & o et donc
dans tous les V(p), p € o(1) (formule 7.1 3’). D étant Cartier, il s’écrit div g sur un voisinage
de = avec nécessairement ordy(,) g = a, pour tout p € o(1) car tout voisinage de = rencontre
chaque V(p). Soit maintenant x" une section globale dont la tige en x engendre Ox (D), par
hypothese, i.e. il est dans Ox (D). /m;Ox (D) donc ordy(,) X™ = —a, pour tout p € o(1). 0

8 Formes différentielles sur les variétés toriques

8.1 le fibré canonique

Proposition 8.1 Soit X une variété torique réguliére, alors le diviseur canonique K :=
div Q¢ est égal a — > A1y V(p)-

Preuve : Pour récupérer la classe du diviseur associé au fibré en droites Q”X/C, il suffit
de prendre le diviseur des zéros d’une section méromorphe quelconque. Choisissons une

Z-base {my,...,m,} de M et construisons la forme méromorphe

dx™  dy™2 dx™r

W= X p A

XM XM XM
Quel est son diviseur dans U,, o de dimension maximale? On utilise la propriété 5.6
que o est engendré par une Z-base de M. Elle se déduit de {m,...,m,} par un Z-
automorphisme ¢ de déterminant 1. w s’y exprime dx;# Ao A %, ou encore
"dln(x?™)) A--- Adln(x®™))". En développant explicitement chaque ¢(m;) et en re-

$(n1) $(nr) .
groupant les x7', on trouve dXan ARERWA dXanr avec en facteur det ¢ = 1. Ce miracle

nous permet de retrouver K dans chaque ouvert U,.

8.2 formes différentielles & poles logarithmiques

Toujours dans le cas d'une variété torique réguliére X, on définit le faisceau localement
libre Q4 (log D) des formes différentielles a poles logarithmiques sur D = > D;,. Nous
aurons besoin du résultat suivant pour calculer la classe de Todd du fibré tangent de X :

Proposition 8.2 1) Soit D = D, un diviseur a croisements normaux sur X réguliére,
on a la suite exacte de faisceaux

d
0— Q% — Q%(log D) — EBODi —0

i=1

23. [personnel : On est obligé de réutiliser Uargument de 7.8, i.e. lexistence d’un point distingué dans
chaque U, par lequel passent tous les V(7),7 € A(1) ]
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9 CALCULS DANS LE GROUPE DE CHOW

ot Op, est étendu a X par 0.
2) Q% (log D) est trivial.

La derniére fleche de la suite est le morphisme "résidu" : il envoie w = _ f; d))f sur Y filp
Du principe du scindement (simultané) et de la formule de Whitney on déduit :

it

::]&

X/C c( OV p)

=1

9 Calculs dans le groupe de Chow

9.1 préliminaire

Proposition 9.1 Soit X = X(A), ou A est un éventail qui n’est pas contenu dans un
sous-espace strict de Ng. Alors on a le diagramme commutatif a lignes exactes :

(1) 0 —> M ——T — Div (X) — Pic(X) —
0—M—=QL,Z.V(p) —Cl(X)—=0

ou les (p;) sont les rayons de |A|. De plus, Pic(X) est abélien et sans torsion (mais
certainement pas libre comme on peut le lire dans [Ful93]).

La ligne du haut se déduit de 7.8... appliqué au tore Uy = T'! La ligne du bas résulte du
fait que l'algébre du tore est factorielle donc que son groupe des classes est nul.

9.2 les groupes A;(X)

Définition 9.2 Soit X (A) une variété torique, on définit son groupe de Chow Ay(X) =
Div (X)/ ~ [Ful98]. C’est le groupe libre engendré par ses fermés irréductibles de dimen-
sion k, quotienté (par exemple) par le sous groupe engendré par les cycles de la forme
div f, ou f est une fonction rationnelle non nulle sur une sous-variété W de dimension
(k+1) de X212526 En particulier, X(A) étant normale, les deux définitions de A, ;
coincident avec celle du groupe Cl (X (A)) des classes de diviseurs de Weil.

24. [personnel : [M2]De facon générale une fonction "méromorphe” sur un schéma noethérien est une
collection de fa, € Q(A;) dans chaque owvert affine Spec A; de W (Q(A;) est le localisé de A; par les
non-diviseurs de zéro, c’est injectif), qui coincident sur les intersections : c’est le faisceau M(X) associé
o U — Q(Ox(U)). C’est automatiquement un faisceau quand X intégre : on retrouve le faisceau des
fonctions rationnelles (c¢’est le cas ici puisque "sous variété" veut dire irréductible et réduit) |

25. [M2]On définit d’abord div f pour f € Ox : soit D le sous-schéma fermé de W défini par le faisceau
d’idéaux f, soient x; € W les points génériques des composantes irréductibles de D de codimension 1
dans W (en nombre fini car W est noethérien), div f := ZL longoxi((’)pw), qui coincide heureusement
avec ), ordoy, (fz;) quand W est normal (Ox; étant alors de valuation discréte). On étend globalement
par linéarité la définition a f € C(X) (de maniére locale & f € M(X) quand X n’est pas intégre).

26. Autre définition possible : on quotiente cette fois par groupe engendré par les f.D — f,D’, ou D
et D’ sont des diviseurs linéairement équivalents dans le normalisé f : V — V d’une sous variété V de
dimension k£ + 1 de X.
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9 CALCULS DANS LE GROUPE DE CHOW

Proposition 9.3 Ap(X(A) est engendré par les classes des V (o), o0 € A(n — k).

[début de la preuve| Soit X; C X la réunion de tous les V(¢), dimo > n — i. On obtient
une filtration X = X,, D X,,_1 D -+ D X_; = O par des sous-variétés. Le complémentaire
de X;_; dans X; est 'union disjointe des orbites 6,, ou ¢ varie dans les cones de dimension

n — i, en vertu de la formule 7.1 3’) sur les orbites de T'. Conclure par récurrence avec
[Ful9g] §18 :

A Xisy) = A(X) — B Ak(b,)

dimo=n—1i
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10 ACTION DU TORE ET VARIETES QUOTIENTS

Partie 111
Outils pour les variétés toriques
singuliéres

Cette partie isole les résultats plus techniques, la plupart servant a faire des calculs
sur les variétés toriques singuliéeres.

10 Action du tore et variétés quotients

Théoréme 10.1 (de réductibilité compléte [M2]) Sile groupe algébrique Tn=(C*)"
agit C-linéairement sur un espace vectoriel £ de dimension finie, alors £ se décompose
en P,,c1 Vi ot Vim = {e € E, t.e = x™(t)e pour tout t dans (C*)"}.

Démonstration (adaptée de Springer, Lin. Alg. Groups, th 3.2.3) On se donne un mor-
phisme de groupes algébriques de (C*)" dans End(FE)

A:SpecC[Ty,. .., T,, T, Y, ..., T, '] — Spec C[(X;;)]/(det(X;;) = 1).

D’ott un morphisme d’algebres

A*C[(X)] = C[Th, .., T, T o T

n

décrit par A*(X;;) = >, a;jrT! (ot I est un multiindice 77 := T ... T9"). Donc A est
donné en coordonnées par A(t);; = >, a;;rt’, soit en notant A; la matrice des (a;r)i;

Aty =) At

C’est un morphisme de groupes donc A(tits) = A(t1)A(t2) pour tous tq,ty € (C*)™ :
S A =" " AjAtt]
I I
Y
J oI

Mais un polynéme & m variables (ici m := n x n), a coefficients dans un corps K infini,
si son lieu des zéros est d’intérieur non vide, alors c’est le polynoéme nul (exercice). Cet
argument s’applique a chaque famille de coefficients (a;;7); (& ¢ et j fixés), une fois chassés
les degrés négatifs aprés multiplication de I’égalité par un monome t7'¢5* suffisant. Il en

4 o [ A)A] = A
resulte”” | b)ArA; =0siT#J"

en particulier les A; commutent. Elles sont annulées

27. [personnel : Vu autrement, on pourrait aussi appliquer le théoréeme de Dedekind d’indépendance
linéaire des camctéresiOn pourrait ausst utiliser directement la compatibilité du morphisme d’algébres
("de Hopf") A* : C[(Xy;)] — C[Tu,..., T, Ty ..., T;;Y] auz morphismes "de comultiplication” (i.e.

correspondant aux multiplications dans (C*)" et dans GL(E)). |
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10 ACTION DU TORE ET VARIETES QUOTIENTS

par X (X —1) scindé a racines simples donc sont simultanément diagonalisables de valeurs
propres 0 et 1. Dans une base commune de diagonalisation elles sont donc de la forme

1

1

Par b), les 1 ne se chevauchent pas d'un A; a lautre et la condition de morphisme de
th
th

groupes impose ), Ay = A(1) = Id. Donc A(t) = et ses valeurs
tn—1
the

propres sont toutes de la forme y(t) := t!*, 0

[personnel : En fait tous les caractéres rationnels de (C*)" sont de la forme x — x™ (on travaille
dans (C*)™ pour plus de clarté). On pourrait comme précédemment écrire la condition de multiplicativité
puis appliquer, au choiz, le théoréme d’indépendance linéaire des caractéres aux t — t! ou bien la nullité
d’un polynéme s’annulant sur un ouvert non vide de (C*)?",

Pour changer, voici le troisiéme argument annoncé : ¢ est un morphisme de groupes algébriques
de (C*)" dans C*, il correspond d un C-morphisme d’algébres ("de Hopf") ¢* de B := C[T*!] dans
B’ :=C[TF, ..., TFY. ¢ doit aussi commuter auz multiplications yu et i/ de C* et (C*)™, respectivement
données par des morphismes d’algébres p* : B — BQ® B et /* : B — B’ ® B’. Pour résumer on a les
diagrammes commutatifs :

(C*)" x (CH)" —E s () - st —— st

$¢®¢> iaﬁ lq@(ﬁ iaﬁ

(6(s), 6(t) —— 2150 =

C*'xC*—C*

P(s)o(t)
qui équivaut G
/ ;B / . (d)* & ¢*)(/~L/*(P)) w
PP =8 = —yewpy T Tk
Tqﬁ* ®¢" T¢* . e
BoB x B P R i ]
w*(P) g p

On rappelle W*(P) : (s,t) — P(st) (toujours selon la correspondance décrite dans 5.3). Attention!
w*(P) n’est jamais égal o P® P sauf dans le cas ot P est un monéme en les T; 2®. Maintenant, ¢* est un
morphisme de C-algébres donc est entiérement déterminé par sa valeur en T'. On écrit la compatibilité a
la multiplication :

(0" @ ") (u(T)) = p(*(T)),
soit d’apres ce qui précede : (¢* @ ¢*) (T RT) = p*(¢*(T))
¢"(T) @ ¢*(T) = p*(¢(T))

28. & cause des termes croisés dans P(X)? = P(X?) (vrai aussi en caractéristique 2, en regardant
P(X)P(Y) = P(XY)

36



10 ACTION DU TORE ET VARIETES QUOTIENTS

Toujours d’aprés ce qui précede, cette derniére condition n’est vérifice que lorsque ¢*(T) est un mondme
en les Tj;.

[Ces arguments montrent que i) la propriété que C[G] engendré par x*(G) est équivalente & G sous
groupe fermé d’un (C*)? [sens direct : par surjectivité du morphisme d’algébres; sens réciproque : soit
X1, -+ Xq dans x*(G) engendrant C[G], le morphisme d’algébres surjectif C[TE! .. .Tqﬂ} - C|G]: T; —
X" fournit une immersion fermée de G dans (C*)9] et ii) qu’un groupe G ayant cette propriété a toutes ses
représentations rationnelles diagonalisables (G valeurs propres non nulles) [la démonstration du théoréme,
en utilisant l'indépendance linéaire des caractéres] |

Les théorémes suivants sont hors sujet. Toutefois la preuve de 10.5 établit la nécessité de la
condition 6.11 pour étre un morphisme birationnel.

Définitions 10.2 Une rotation complere est une matrice conjuguée a la matrice diagonale
Cy = (€2™/™ 1,-.. 1) pour un certain m). On dit quun sous-groupe fini G C GL,(C) est
petit ssi il ne contient pas d’autre rotation complexe que l'identité

Soit G C GL,,(C) un sous-groupe fini, on remarque immédiatement que le sous groupe H C G
engendré par les rotations complexes est distingué dans G.

Définitions 10.3 On dit que deux variétés X et Y sont analytiquement équivalentes en p et q
ssi il existe des voisinages classiques p €e U C X et ¢ € V C Y tels que U = V comme variétés
analytiques complexes. Un point p d’une variété X est une singularité quotient finie ssi il existe
un petit sous-groupe G C GL,(C) tel que p est analytiquement équivalent & 0 € C™/G. On dit
alors que X "a des singularités quotients finies” ou est "quasi réguliére” ou est "Q-régquliére” ssi
tout point p y est une singularité quotient finie.

[La définition autorise G & étre le sous-groupe trivial de GL,(C). On en déduit en particulier
qu’une variété réguliére est quasi-réguliére (car par le critére jacobien et le théoréme des fonc-
tions implicites, c’est une sous-variété analytique de C™ qui est différentiable donc localement
analytiquement isomorphe a un ouvert de C").]

Proposition 10.4 Soit G C GL,,(C) un sous-groupe fini, alors C"/G est quasi-réguliére

Preuve : On peut se ramener (c’est non trivial) & G un petit sous-groupe de GL,(C) : soit
H C G le sous-groupe distingué engendré par les rotations complexes de la remarque précédente,
alors G/H est isomorphe a un petit sous-groupe de GL,,(C). Mais C"/G = (C"/H)/(G/H) et le
théoréeme de Shephard-Todd-Chevalley (cf. B. Sturmfels, Algorithms in invariant theory, section
2.4) affirme que C"/H = C™ ssi H est engendré par des rotations complexes.

La définition de "point quasi-régulier" garantit donc que {0} € C"/G est une singularité
quotient finie mais on ne le sait pas encore pour les autres points de C"/G. Soit v € C", soit
G, = {9 € G, gw = v} son fixateur, on va montrer que G.v € C"/G est analytiquement
équivalent a 0 € C"/G,,.

On observe d’abord que dans C", ¢ : w — w+ v est équivariant par rapport a I’action de G,
tout comme w — w —v. Donc ¢(Gyw) = Gyop(w) et ¢ passe au quotient pour donner un isomor-
phisme de variétés C"/G, — C"/G, qui envoie 0 sur v. Donc 0 € C"/G, est analytiquement
équivalent a v € C"/G,

On est donc ramené & montrer que v € C"/G, est analytiquement équivalent a v € C"/G.
Soient {g;} des représentants de G/G,, alors C"/G est obtenu par C"/G, en identifiant w €
C"/G, avec les g;.w pour tout i. Comme les points g;.v sont distincts dans C"/G,, on peut
trouver un voisinage classique U de v € C"/G, tel que les voisinages g;.U soient disjoints. Les g;
agissent sur C"/G, comme isomorphismes de variétés, ce qui entraine que v € U C C"/G,, est
analytiquement équivalent & un voisinage de v € C"/G (w € U + {w,g1.w,...,gp.w} =w € U
est une bijection, c’est un isomorphisme de variétés car les g; sont des isomorphismes de variétés).
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11 FAISCEAU DUALISANT

Proposition 10.5 Une variété torique simpliciale, ie dont tous les cénes maximaux sont sim-
pliciaux, a des singularités quotient finies

Démonstration Soit X = X (A, N), soit N’ le sous-réseau de N d’indice fini engendré par les
générateurs des rayons de A, alors le morphisme d’éventails ¢ : (N';A) — (N,A) fournit
fi=ps: X' = X (on a "force" X’ a étre réguliére en la rendant localement isomorphe a C™).
Soit M" D M le dual de M, le sous-groupe K = Hom(M'/M,C*) C Ty, = Hom(M',C*) C
GL,(C) agit sur X'. Or K = Hom(M’'/M,C*) est fini car N’ est d’indice fini dans N et
N/N' 5 Hom(M'/M,C*), ot la fleche est induite par § € Q — ?™ (détaillée dans [Oda88]
p22). Donc par la proposition précédente, il suffit de montrer que X est quotient de X’ par
I’action de K.

Chaque o détermine les ouverts U, et U, dans X et X' respectivement. K agit sur C[U,/]
par k.x™ = k(m')x™ donc la sous-C-algebre de C[U,] invariante par K est engendrée par les
{x™,m € M nNac¥ (toujours grace au théoréme de réductibilité compléte!), qui est exactement
C[U,]. On utilise alors un théoréme connu (c¢f. par exemple chapitre 7 de Ideals, varieties and
algorithms) pour conclure que U, = U,/ /K. O

11 Faisceau dualisant

Le théoréme suivant, fait pendant le stage, implique I'existence d’un faisceau dualisant.
Il se construit en fait directement.

Théoréme 11.1 (Hochster) Les variétés toriques sont de Cohen-Macaulay.

Démonstration (On détaille la preuve de [Dan78|, en admettant certains théorémes) Etre
de Cohen-Macaulay étant une propriété locale, on est ramené a montrer que pour un cone
o, U, est de Cohen-Macaulay. On peut supposer, comme pour la régularité, que o saillant
car le cas général revient a multiplier U, par un tore (régulier donc de Cohen-Macaulay %
). Il faut alors montrer que tous les localisés de A, sont de Cohen-Macaulay.

Soit I idéal de A engendré par tous les mondomes X™, avec m strictement dans 0.
On admet ([Sta04]) que les théorémes sur la profondeur et la cohomologie locale (cf par
exemple [Ser66|), valables dans le cadre des modules sur anneaux locaux noethériens, sont
encore valables dans le cas suivant : (R, m) est une C-algébre M-graduée (ou Z-gradué si
on veut) d’idéal homogéne maximal m. Dans le détail, R = &, R, vérifie R,Rz C R,+p,
Ry = C. m := @ux0R, est 'unique idéal homogéne maximal. On définit la profondeur
d’un module M Z"™-gradué :

Définition 11.2 (i) Si n = 1, soit prof M la taille d’une suite M-réguliére de lon-
gueur maximale (on admet que deux suites M-réguliéres maximales ont méme
longueur).

(ii) Si m > 1, on spécialise la graduation en une Z-graduation (ie on choisit une
application Z" — Z) puis on définit prof M comme en (i). (On admet que cette
définition est indépendante de la spécialisation.)

Définition 11.3 On dit que M est de Cohen-Macaulay ssi prof M = dimpg M.

29. On montre qu’une famille génératrice minimale de m (i.e. le relevé d’une base de m/m?) est une
suite de paramétres puis on utilise que prof A < dim A4
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Lemme 11.4 Le A-module A/I est de profondeur n — 1.

On note do¥ le bord de 0, alors A/I = @D, c5,van C-X™. 0" est recouvert par les faces
de ¢V. On en déduit un complexe qui respecte la M-graduation sur A :

0 A/l O B30y 0y 0

avec O}, := @, A,, ou 7 parcourt les faces k-dimensionnelles de V. Pour définir les dj, on
choisit une orientation sur le complexe des cones, en remarquant que chaque cone induit
une orientation sur ses faces (qui ne correspond pas nécessairement avec 1’orientation choi-
sie). Tout cela est détaillé dans [Lee00| page 80. Les dj, sont définies comme la projection
(restriction) des faces dans Cj, sur les faces dans Cy_y, avec un signe + si les orientations
choisie et induite concident et — sinon. Montrons que le complexe est exact. Il suffit de
le vérifier en chaque X™ puisque les fleches respectent la graduation, on se rameéne donc
a lexactitude de :

0= A/I(m) = Cor(m) "8 0 _o(m) = ... " Go(m) = 0
Introduisons le complexe simplicial X (m) := UP(ABm A. On remarque que la suite est

exactement le complexe augmenté des chaines simpliciales de (X (m),0X(m)) a coeffi-
cients dans C, auquel on a ajouté 0 — A/I(m) a gauche. La paire (X(m),0X(m)) a
le méme type d’homotopie que (disque, frontiére du disque) (admis). D’aprés le lemme
de Poincaré, seule son homologie de dimension maximale est non nulle et elle est iso-
morphe & C = A/I(m). Ce qui rend la suite exacte. Prouvons par récurrence que
prof(Ker dy_;) = k — 1 pour tout k, on aura le lemme pour n — 1. On considére la
suite exacte courte
O—)Kerdk—>0k—>Kerdk_1 — 0

Par hypothése de récurrence, prof(Ker dy_;) = k — 1. Et comme dim7 = k < n, on a
par récurrence prof A, = prof C, = k. On conclut immédiatement en utilisant la version
"graduée" de :

Proposition 11.5 ([Ser66]) Soit F' un A-module Noethérien, ou (A, m) est noethérien.
Pour un entier n les assertions suivantes sont équivalentes :

— prof FF > n

— H.(F) =0 pour tout i < n.

En effet de la suite exacte longue de cohomologie on déduit :

Corollaire 11.6 Soit 0 — F' — G — H — 0 une suite exacte courte de A-modules, avec
prof G =n et prof H =n — 1. Alors prof F' = n.

Si I était principal on aurait pu en déduire que prof A = n d’aprés ce qui précéde. Pour
que I soit principal il faudrait qu’il existe un ug dans int,q oY) N M tel que u — ug est dans
o' N M pour tout u dans int(c") : on aurait alors I = A.x". Dans le cas général on peut
facilement construire un sur-réseau M contenant un tel Ug.

Pour terminer la preuve on montre que A est une A-algébre finie. En effet soit y la
fonction caractéristique de M, X™ — x(m)X™ s'étend en un morphisme p : A — A,
qui est une projection sur A C A. Donc (d’aprés par exemple Godement, Cours d’algébre
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17.4) A est un facteur direct de A. A étant de profondeur n sur A, on admet que cela
implique que prof A = n.

La proposition suivante est cruciale & deux titres. D’une part elle sert a démontrer
que le faisceau dualisant wy est f.Q2%, ou f : X' — X est une désingularisation par
raffinement de 1’éventail. D’autre part elle entraine (admis) que f.(Td(X’)) = Td(X)
pour tout f propre et birationnel déduit d’un raffinement de 1’éventail.

Proposition 11.7 ([M2]) Soit A" une subdivision de A au sens du critére de propreté
6.7, qui fournit un morphisme propre birationnel f : X' = X(A") - X = X(A). Alors

f.(Ox)) = Ox et R'f,(Ox:) = 0 pour tout i > 0

(On rappelle que X’ et X sont toujours intégres).

Ces égalités de faisceaux sur X se vérifient localement donc on se rameéne a X =
Spec A, une variété torique affine. J’affirme que les deux assertions deviennent respecti-
vement :

i) (X", 0x) =T(X,0x) = A,

(ii) H(X',Ox/) = 0 pour tout i > 0

- Pour (i), cela découle du lemme non trivial suivant :

Lemme 11.8 soit X un schéma quasi-compact et séparé sur k, alors pour tout faisceau
quasi-cohérent F sur X et toute section globale h € O(X) on a

F(Xn) = F(X)n
ot X, est le lieu des points x ot h(x) € k(x) ne s’annule pas.

Remarquons maintenant que pour tout g € A, on a f~'(D(g)) = X;, ou h est 'image
de g dans Ox/(X') par f*: A — Ox/(X') (il suffit de le vérifier dans tout ouvert affine U;
de X', avec les h; restrictions de h sur U;). Le lemme entraine alors que f,Ox est quasi-
cohérent sur X affine, de sections globales I'(X’, Ox/). Ox étant aussi quasi-cohérent,
’égalité (i) entraine donc I'égalité des faisceaux.

- Pour (74) il suffit d’invoquer le résultat suivant sur les images directes :

Proposition 11.9 Soit X un schéma noethérien et f : X — Y un morphisme de X vers
un schéma affine Y = Spec A. Alors pour tout faisceau quasi-cohérent F sur X, on a

R'f,(F)= H'(X, F)~

Preuve : j'en donne une plus élémentaire que celle de [Har73] I11.8.5 (on pourrait aussi
appliquer directement la proposition III 8.1, d’aprés les remarques ci-dessus), en utilisant
quand-méme qu’un faisceau quasi-cohérent F sur un schéma noethérien X se plonge dans
un faisceau flasque et quasi-cohérent. Cela fournit une résolution flasque 0 — F — Fy —
Fi — ... qui permet donc de calculer les R’ f,F. Mais d’aprés la remarque précédente,
les f.JF; sont quasi-cohérents sur Y = Spec A qui est affine donc pour chaque morphisme
d; : f«Fi — f«Fir1 de faisceaux, sur chaque ouvert principal de Y on vérifie (Imd;)(X) =
Im(d;(X)) (cette relation étant toujours vraie pour le Ker ). Donc les faisceaux images
et noyaux des {f.F; — f.Fi+1} sont aussi quasi-cohérents. De plus le quotient de deux

faisceaux quasi-cohérents £ est quasi cohérent et vaut exactement 24 (on le vérifie sur
N N

les tiges). Finalement les quotients R'f,F sont quasi-cohérents et leurs sections globales
sont exactement les H'(X, F). O
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11 FAISCEAU DUALISANT

Prouvons (i) : ¢’est immédiat puisque les sections globales a gauche et a droite sont les
Dmeovnm C.X™. Suivant les indications de mon directeur de stage, montrons que c’est un fait
général : f étant propre et Oy cohérent sur X', un théoréme difficile (EGA III, 3.2.1) affirme
que B = I'(Ox/, X') est un module de type fini sur A. Mais f est birationnel donc les corps
de fonctions Frac A et Frac B sont égaux et B y est entier sur A. Or les variétés toriques sont
normales, donc en particulier A intégralement clos dans son corps des fractions (en effet Spec A
normal entraine A normal). Donc A = B.

Le théoréme de finitude est plus simple quand f est projectif, montrons qu’on est dans ce cas.
En effet on sait désingulariser une variété torique par une suite d’éclatements (d’aprés [Oda88|
[.7). De plus on ne s’intéresse qu’aux éventails A provenant de polytopes convexes, or on a vu
qu’une telle variété X (A) est équipée d’un faisceau ample. Reste a montrer :

Proposition 11.10 Soit X noethérien et T un faisceau d’idéaux. Alors si X est équipé d’un
faisceau L ample, 'éclatement X7 =5 X est un morphisme pro jectif.

Démonstration L’éclatement )/{I X X en le faisceau d’idéaux Z est défini par
Proj (ReesTOx) = X ou Rees?Ox est la Ox-algebre graduée localement libre @,cnZ".

Ici on voudrait factoriser w7 par une immersion fermée g :
> 9
X7 P%+1

N

X
L étant ample, il existe un m assez grand tel que OxNtL o o1
d’ou en tensorisant par £ := L™, L'ooxNtt 571
car le produit tensoriel est exact a droite, soit LN T
d’ou la surjection d’Ox-algébres localement libres graduées Sym®(L£'NFT1) = ReesTOx
qui fournit une X-immersion fermée Xz % P(LN

. . »
En effet quand on a une surjection de Ox-algébres graduées A®* — B*® engendrées en degré 1,
I'immersion fermée se lit au dessus de chaque ouvert affine U = Spec R de X trivialisant A et B.

On y a une surjection de R-algébres graduées A® % B Déja, cela définit bien un morphisme
Proj B®* — Proj A® : celui est défini a priori sur 'ouvert U, des p € Proj B® ne contenant pas
©(A™) I'image de AT =", A%, mais par surjectivité de ¢ U, = Proj B®. Il ne reste plus qu’a
observer que les

>0

_SpecBip(y) = Spec Ay
_—— T
(D+(2(f)): Oproj B*| D (0(1))) (D+(f); Oprojaslp,(r))
sont des immersions fermées au dessus de R.

Enfin, £’ étant un faisceau inversible, P(LV*1) est isomorphe & P% au dessus de X par
[Har73| 11.7.9. o

(ii) résulte du corollaire 7.12 du théoréme de Demazure : en effet ¢(Ox) est plate
donc convexe et le support de 1'éventail |A’| = |o| est convexe.
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12 THEORIE DE L’INTERSECTION

12 Théorie de 'intersection

12.1 Théoréme de Riemann-Roch

Bien compris au moins pour X = P& — C : [Ser66] pour la construction du produit
d’intersection, [BT82| pour les définitions "différentielles" des classes de Chern (qui se
transpose formellement [Gro58| aux cycles algébriques) et le calcul [M2]|sur le fibré tangent
de P, [Har92| pour I'anneau de Chow de X = P& égal a Z[h]/h™™" (]M2], en admettant
[Har73] I11.9.8 pour que la projection sur un hyperplan projectif soit rationnellement
équivalente), [Har73] pour K°(X) = K(X) [M2], [BS58] §7 pour I’énoncé général du
théoréme et §9 pour la preuve [M2|dans le cas de P& — C.
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