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Ridge / Tikhonov : la définition pénalisée

~rd
O —agmin ( y-xoB o+ A6l )
OeRP — ~——
attache aux données régularisation

» Noter que I'estimateur Ridge est unique pour un A fixé

» On retrouve de nouveau les cas limites :

~rdg  AMCO
)l\ir% 6, ° =6 (solution de norme | - |2 minimale)
~rd
lim @) ° =0¢cR?
A—+00
» Lien des deux formulations par les CNO : pour
— X035  A|6]3
£(6) = ly . 2, 2\2

ViO)=X"(X0-y)+M0=0< (XX +21d,)0 =X"y




Régulariser simplifie le probléme quand il est
mal conditionné

F1cURE: OLS (left) and Ridge (right)
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Interprétation contrainte

Un probléme de la forme "Lagrangienne” suivante :

) 1 A

arg min “ly—-x605 + Z[6[3

OcRr 2 2
— —

attache aux données régularisation

admet pour un certain T' > 0 la méme solution que :
arg min |y — XOH%
6eRpP
tq. 93T

Rem: le lien T" <> A n'est pas explicite !
» Si T — 0 on retrouve le vecteur nul : 0 € RP

. ~MCO .
» Si T — o0 on retrouve 6 (non contraint)
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Lignes de niveau et ensemble de contraintes

Optimisation sous contraintes /o
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Le cas orthogonal
Retour sur un cas simple X' X = Id,,
0% —(\1d, +X T X)X Ty
03 =\, +1d,) ' Xy = — Xy

1

)\7—1—1}, = (nrng\(yz'))i:l,...,n

y

TIRidge,\

Rem: la fonction réelle 7,45 ) est une
/ contraction linéaire (shrinkage)
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Prédiction associée
Partant du coefficient Ridge :

~rdg

6, =(\1d, +X'X)'XTy

la prédiction associée s'obtient ainsi :

~rdg

= X6, =XO\Id,+X"X)'XTy

Rem: |'estimateur ¥ est toujours linéaire en y

N

Rem: I'équivalent de la matrice chapeau (== : hat matrix) est

rg(X) (2
_ Ty\—1yvT _ J T
rg(X)
Attention : si A # 0, on n'a plus H)\ =H) = Z uju;, T ie,Hy
j=1

n'est donc pas un projecteur
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Point normalisation et centrage

Rappel : normaliser les p variables de la méme maniére pour que la
pénalisation contraigne de maniére similaire toutes les variables

» centrer |'observation et les variables explicatives = pas de
coefficient pour la variable constante (donc pas de contrainte)

» ne pas centrer les variables explicatives = ne pas mettre de
contrainte sur la variable constante (Ef= : bias/intercept),

P
Ard, .
0)° = argmin |y — X0 — o1, [? + X ) 67
OcRP 1
J
Alternative (si I'on n'a pas normalisé) : changer la pénalité en

P
argmin |y — X6[? + A Z ajO? (eg., aj = HXjHQ)
OeRP j=1

Rem:pour la validation croisée on utilisera plus naturellement

—X0|? -X6|? ' :
ly 5 ® que ¥ 5 I pour conserver I'amplitude de A
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Le biais dans le cas général

Sous I'hypothése de bruit “blanc” y = X6* + € avec E(e) =0 :

~rdg

E(6,") =E ((\Id, +X " X)'X Ty)
=E ((A\Id, +X " X) ' XTX0" + (\1d, +X ' X) ' X Te)

=()\ Id,, +XTX)—1XTX9*

Z VZ T0*

rg(X)

AMCO) 2 v;iv; 0* quand A — 0

Rem: on retrouve E (0

Rem: le biais vaut —A\(X T X + )\Id ») 10" (grace a la 3¢ ligne)
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Variance dans le cas général

Sous I'hypothese de bruit “blanc” (i.e.,E(e) = 0) et de modele
homoscédastique : E(ee") = 02 1d,

Variance / Covariance

~rdg

r ~rd ~rd ~rd
Vi =B (0" ~E0y)©0)" ~E@0y")")

Calcul explicite :
Vi% =E (AId, +X " X) "' X Tee  X(AId, +X ' X))

18 /30



Variance dans le cas général

Sous I'hypothese de bruit “blanc” (i.e.,E(e) = 0) et de modele
homoscédastique : E(ee") = 02 1d,

Variance / Covariance

~rdg

r ~rd ~rd ~rd
Vi =B (0" ~E0y)©0)" ~E@0y")")

Calcul explicite :
Vi% =E (AId, +X " X) "' X Tee  X(AId, +X ' X))

= (A1, +X " X) ' X TE(ee ") X (A 1d, +X " X)7*

18 /30



Variance dans le cas général

Sous I'hypothese de bruit “blanc” (i.e.,E(e) = 0) et de modele
homoscédastique : E(ee") = 02 1d,

Variance / Covariance

~rdg

r ~rd ~rd ~rd
Vi =B (0" ~E0y)©0)" ~E@0y")")

Calcul explicite :
Vi% =E (AId, +X " X) "' X Tee  X(AId, +X ' X))

= (A1, +X " X) ' X TE(ee ") X (A 1d, +X " X)7*
=*(\1d, +X T X) 72X TX

18 /30



Variance dans le cas général
Sous I'hypothese de bruit “blanc” (i.e.,E(e) = 0) et de modele

homoscédastique : E(ee") = 02 1d,

Variance / Covariance

r ~rd Ard Ard ~rd
Vi = (63"~ E(OL*)(0)" ~E@y")T)

Calcul explicite :
V% =E (Md, +X T X) 7' X Tee" X (M d, +X T X) 1)
= (Md, +X T X) ' X TE(ee ) X (ATd, +X T X) 7!
= o’ (\1d, +X TX) 72X TX
sio T

= ———=V;V
~ (s + )2

)

.
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Variance dans le cas général
Sous I'hypothese de bruit “blanc” (i.e.,E(e) = 0) et de modele

homoscédastique : E(ee") = 02 1d,

Variance / Covariance

r ~rd Ard Ard ~rd
Vi =B (0" ~E0y)©0)" ~E@0y")")

Calcul explicite :
V% =E (Md, +X T X) 7' X Tee" X (M d, +X T X) 1)

= (M, +X T X) ' X TE(ee) X (A 1d, +X " X) 7!
= (M d, +X TX) 72X T X
s;o T

= 3 g ViV
i=1 (Si + )‘)

)

X 2
Rem: on retrouve VMCO = Zﬁi(l : Z—zviv; quand A — 0

2
Rem: on retrouve une variance nulle quand A —
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Risque de prédiction
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee') = 02 1d,,

Risque (quadratique) de prédiction E|X68* — XOi\dgH

Sous I'hypothése de modéle homoscédastique :

« ard rd . rd .
Rprea(8%,63%) = E (81" — )T (XTX)(8y" — 0")]

Calcul explicite (début identique) :

rdg

Rprea (60°,03%) =E[ (01 — 0")T(XTX)(8," — 6]
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Rprea(8%,63%) =E[ (03 — )T (XTX)(8)"° — 6|

=E[(X(XTX+A1d,) ' X Te) (X (XX + Ald,) ' X e)]
O*T/\Q(XTX)(XTX +\1d,) 26"

2
= + 0 T(XTX)XTX +21d,) 20"
Z 2 + (RS ( )( + A1d,)

1=1
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Risque de prédiction
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee') = 02 1d,,

Risque (quadratique) de prédiction E|X68* — X@i\dgHQ

Sous I'hypothése de modéle homoscédastique :

« ardg Ardg * ~rdg *
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Calcul explicite (début identique) :

« prdg ~rdg . ~rdg N
Rprea(8%,63%) =E[ (03 — )T (XTX)(8)"° — 6|

=E[(X(XTX+A1d,) ' X Te) (X (XX + Ald,) ' X e)]
+OTN(XTX)(XTX +\Id,) 26"

reX) 42
= m O TOHXTX)(XTX + A1d,) 20
=1 i

~rdg

Rem: lim Rprea (0 05%) =rg(X)o?, Jim Rprea(8365 %) = | X673
— —00
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Biais / Variance : exemple de simulation
Bias-Variance trade-off: p = 50,n = 51

10°

= \/ariance

=== Squared Bias

e Risk

10%

Risk

10!

1072 107! 10° 10 10?
A

10°

10*
X e R0 9* = (2,2,2,2,2,0,...,0)"
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Choix de )\

n_features = 50; n_samples = 51
X = np.random.randn(n_samples, n_features)
theta_true = np.zeros([n_features, 1)

theta_true[0:5] = 2.
y_true = np.dot(X, theta_true)
y = y_true + 1. * np.random.rand(n_samples,)

Ridge path: p = 50.n = 51

Coefficients values

102 107! 10" 10! 10% 10* 10"
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Validation croisée K-fold (K = 10)

» Choisir une grille de taille  de A a tester : A\y,..., A\,
» Diviser (X,y) selon les observations en K blocs (£t : fold) :

X y
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CV en pratique
Cas extréme de validation croisée (Ef= : cross-validation)
» K =1 : impossible, au moins K = 2

» K = n : stratégie "leave-one-out” (cf.Jackknife) : autant de
blocs que de variables

Rem: K = n : calcul efficace pour Ridge mais assez instable

Conseils pratiques :

» “randomiser les observations” : observations dans un ordre
aléatoire, évite des blocs de données trop similaires (chaque
sous-bloc doit &tre représentatif de I'ensemble)

» choix habituels : K = 5,10

Rem: en prédiction on peut aussi moyenner les meilleurs
estimateurs obtenus plutét que de re-calibrer sur toutes les données
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Variantes de CV et sklearn

Alternatives classiques :

» partition aléatoire entre ensemble d'apprentissage et validation
(K = 2 en gros,cf.train_test_split)
» variante pour séries temporelles : TimeSeriesSplit

» variante pour la classification et pour les cas avec classes
déséquilibrées StratifiedKFold

Plus de détails :
http://scikit-learn.org/stable/modules/cross_validation.html

26
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Choix de )\ : exemple avec CV =5 (1)

Ridge path: p = 50,n = 51

Coefficients values

1072 107! 10° 10 10° 10° 10!

27/30



Choix de )\ : exemple avec CV =5 (1)

Ridge path: p = 50,n = 51

2\
=
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2
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S = =
- ——
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—1 /
10-2 10-! 100 10! 102 109 104
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Choix de ) : exemple avec CV =5 (Il)

Bias-Variance trade-off: p = 50,n = 51
e \/ariance
e Squared Bias
e Risk
10°
~
.4
o
10
10°
1072 107! 10° 10! 10°
A

10° 10

28/30



Régularisation et colonne de zéro

ATTENTION : utilisation de CV avec des données catégorielles
En effet : si on enléve toute les occurrences d'une modalité de la

partie apprentissage, on crée une colonne de zéro (les MCO ne
peuvent plus marcher...)

Remeédes :

» “régularisation” : on peut obtenir une solution

» faire une séparation apprentissage/test plus poussée pour
équilibrer les folds
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Algorithmes pour la méthode Ridge

v

'svd' : méthode la plus stable, avantageuse pour calculer
plusieurs X\ car on ne “paye” la SVD qu'une fois

» 'cholesky' : décomposition matricielle proposant une
formule fermée scipy.linalg.solve

» 'sparse_cg' : gradient conjugué utile dans les cas creux
(5t= : sparse) et de grande dimension (baisser tol/max_iter)

» approche de type gradient stochastique si n est tres grand

cf.le code des fonctions Ridge, ridge_path, RidgeCV dans le
module linear_model de sklearn

Rem: on calcule rarement |'estimateur Ridge pour un A, en général
on en calcule plusieurs (10,100, ...) et on cherche le meilleur

Rem: enjeu crucial de calculer des SVD de grandes tailles
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