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Biais
Rappel : y=X0"+¢€
Proposition

Sous I’hypothése que E(e) = 0 et que la matrice X est de plein rang,
alors 'estimateur des moindres carrés est sans biais :

E(6) = 6*

Rem : I'hypothése E(€) = 0 signifie que Vi € [1, n],E(s;) =0
Démonstration :

(plein rang)
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Sous I’hypothése que E(e) = 0 et que la matrice X est de plein rang,
alors 'estimateur des moindres carrés est sans biais :

~

E(9) = 6*

Rem : I'hypothése E(€) = 0 signifie que Vi € [1, n],E(s;) =0

Démonstration :

B =E(8) — 6* = E((X' X)X Ty) — 6*(plein rang)
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Biais
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Proposition

Sous I’hypothése que E(e) = 0 et que la matrice X est de plein rang,
alors 'estimateur des moindres carrés est sans biais :

~

E(9) = 6*

Rem : I'hypothése E(€) = 0 signifie que Vi € [1, n],E(s;) =0

Démonstration :
B =E(8) — 6* = E((X' X)X Ty) — 6*(plein rang)
B =E((X"X)1XT(X0" +¢€)) — 0*
B =(X"X)"1XTX0* + (X" X)X E(e) — 6*
B =0 (bruit centré)
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Risque quadratique
Définition
Le risque quadratique est la quantité suivante :

R(6",0) = E[6" - 6|

Décomposition biais/variance

E|6" - 8] = E||6* — E(8)|* + E[E(6) - 8]

Démonstration :
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Risque quadratique

Définition

Le risque quadratique est la quantité suivante :

R(6",0) = E[6" - 6|

Décomposition biais/variance

E[0* - 0|* = E|6* — E(6)| + E|E(8) - 6]

Démonstration :

E|* - 0|* =E|0" — E(6) + E(0) - 6|
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Risque quadratique
Définition
Le risque quadratique est la quantité suivante :

R(6",0) = E[6" - 6|

Décomposition biais/variance

E[0* - 0|* = E|6* — E(6)| + E|E(8) - 6]

Démonstration :

E||6* — 8| =E|6* — E(6) + E(8) — 62
=E||0* — E(0)|1* + E[E(8) — 0]
+ 2E(E(8) — 0,0* —E(9))
=E||0* — E(0)|1* + E[E(0) — 0]
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Décomposition biais/variance

Rappel : pour les moindres carrés le biais est nul sous ’hypothése que X
est de plein rang et que le bruit est centré.

Ainsi

=
)

)— 6 =0

et

E||0* - 8% =|6* —E(8)]? + E|[E(8) — ]2
E||6* - 0| =E||E(9) — 6]
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1. Analyse de performance

Variance
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Interméde sur la trace
Définition

Soit A € R"" une matrice carrée. La trace de A, notée tr(A) vaut la
somme des éléments diagonaux de A :

tr(A) = i A,'7,'
=1

Quelques propriétés utiles :
o tr(A) =tr(A")
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somme des éléments diagonaux de A :

tr(A) = i A,'7,'
i=1

Quelques propriétés utiles :
o tr(A) =tr(A")
e Pour toutes matrices A, B € R™" et tout a € R,
tr(aA + B) = atr(A) + tr(B) (linéarité)
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Interméde sur la trace
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Quelques propriétés utiles :
o tr(A) =tr(A")
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tr(aA + B) = atr(A) + tr(B) (linéarité)
o tr(ATA) =0, 30, A7 = (Al
e Pour toutes matrices A, B € R"*" tr(AB) = tr(BA)

e tr(PAP~1) = tr(A), donc si A est diagonalisable, sa trace est la
somme de ses valeurs propres

e Si H est un projecteur orthogonal tr(H) = rang(H)
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Risque d’estimation
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,

Risque d’estimation E[6* — )2

Si le modéle est homoscédastique et que X est de plein rang

R(6",6) =E [(5 N ANCE 0*)} = 0% tr [(XTX)—l]

Démonstration :

R(6*,8) =E [(0 0*)T(0 — 9*)] —E [(5 —E8)T (0 - E@)]
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R(6",6) =E [(5 N ANCE 0*)} = 0% tr [(XTX)—l]
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Risque d’estimation
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,

Risque d’estimation E[6* — )2

Si le modéle est homoscédastique et que X est de plein rang

R(6",6) =E [(5 N ANCE 0*)} = 0% tr [(XTX)—l]

Démonstration :

R(©.0)=E|(@-0)7(0-0")| =E[(6—E8) (6 - ED)
XTX)IXT(X0" +€) — 0") (X X) I XT(X0" + €) — 67)]

XTX)"1xTe)T ((XTX XTe)] E(e"X(XTX)™2X T¢)
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Risque de prédiction

Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 1d,
Risque de prédiction (normalisé) E||X0* —y||?/n
Si le modéle est homoscédastique

o~ E|IX6* —y|*> rang(X
Rpred(e 70) — ” . y“ — i( )0,2

Démonstration : début identique

n- Rprea(0*,0) =E [(X@ —X6")T (X6 — Xe*)]
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Risque de prédiction

Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,
Risque de prédiction (normalisé) E||X0* —y||?/n
Si le modéle est homoscédastique

—~ * _ g2 X
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n n
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Risque de prédiction
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,
Risque de prédiction (normalisé) E||X0* —y||?/n

Si le modéle est homoscédastique

o~ E|IX6* —y|*> rang(X
Ry, ) = EIXC 51 _ 00

Démonstration : début identique
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Risque de prédiction
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,
Risque de prédiction (normalisé) E||X0* —y||?/n

Si le modéle est homoscédastique
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Ry, ) = EIXC 51 _ 00

Démonstration : début identique
N Roea(6%,0) = E [(X@ —X6")T (X6 — Xe*)]
n- Rorea(07,8) = E [(Hxy — X0") " (Hxy — X6")]
N Rorea(8*,8) = E [(Hxe) " (Hxe)]
= E(e" Hze) = E(e ' Hxe)
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Risque de prédiction
Hypothése de modéle homoscédastique : E(ee) = o2 Id,,
Risque de prédiction (normalisé) E||X0* —y||?/n

Si le modéle est homoscédastique

P

n n

~ E||X0* —y||? X
R red(e*ao) — ” y” o rang( )0,2

e lerreur est proportionnelle au niveau de bruit 2

e lerreur est proportionnelle a 1/n (n : taille échantillon)

e lerreur est proportionnelle a rang(X) (rang(X) : nombre de
variables explicatives indépendantes) ;

Attention si rang(X) & n, 'erreur n’est pas petite...
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Terme de variance/covariance

Matrice de variance/covariance des moindres carrés

Si le modéle est homoscédastique et que X est de plein rang

Cov(B) = a?(X T X)7!

Démonstration : notons V = Cov(/é)

V =E (6 - E)(8 - E@)T} —E [(5 —6*)(@ - 677
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2. Impact du niveau de bruit
Estimation du niveau de bruit
Cas hétéroscédastique
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Estimateur du niveau de bruit

82

1

~ n—rang(X)

ly — X613

Preuve :

ly = X813 =y (1d, —Hx)y
E(ly — XB]3) =E | (X" + ) (1d, ~Hx)(X0" + ¢))

si rang(X) < n

Comme (Id, —Hx)X = 0 et E(e ' X68*) = 0 on obtient :

E(ly — X8]3) =E [¢ (1d, ~Hx)e]
=o2tr(ld, —Hx)
=02(n — rang(X))
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2. Impact du niveau de bruit

Cas hétéroscédastique
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Cas hétéroscédastique
L’estimateur MCO 6 postule implicitement que les variables y1,..., ¥,
ont méme niveau de bruit

Rem : pour cela reprendre le calcul du maximum de vraisemblance d’un
modéle gaussien avec variance o2 fixée / connue

Modéle hétéroscédastique : on suppose que le niveau de bruit différe
pour chaque y; et on note o2 la variance associée

5 " (i = (0,x)\?
0 c argminz <y<,><>> — argmin(y — X0) ' Q(y — X0)
OcRpP+1 i1 gj OcRp+1

— i 1 1
avec ) = diag (U—%,. . 0—5)
La formule explicite :
=" x)1xTaly.
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3. Aparté
Variables qualitatives
Grande dimension p > n
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Variables qualitatives

On parle de variable qualitative, quand une variable ne prend que des
modalités discrétes et /ou non-numériques.

Example : couleurs, genre, ville, etc.

Encodage classique : variables fictives/indicatrices

(5= : dummy variables)=“encodage a chaud” (k= : one-hot encoder).

Si la variable x = (xq,...,x,)| peut prendre K modalités aj,...,ax on
crée K variables : Vk € [1, K], € R" définies par

1, if x; =
Vi € [1,n], ();={’” %

0, sinon

et on remplace x € R” par [,...,] € R™K
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Exemple d’encodage

Cas binaire : M/F, oui/non, j’aime/j’aime pas.

Client | Genre
1 H
2 F
3 H
4 F
5 F

Cas général : couleur, villes, etc.

Client

Couleurs

Bleu

Blanc

Rouge

Rouge

QU | | N —

Bleu

Bleu Blanc Rouge

1

= O O O

0

o O o

—H R O, O™

OO~ ORI

0

0
1
1
0
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Quelques difficultés

Corrélations : Zszl = 1,! On peut enlever une des modalités (e.g.
drop_first=True dans get_dummies de pandas)

Interprétation sans constante et avec toutes les modalités : X =1[,...,].

Si Xp11 = ak alors Y11 = 0

Interprétation avec constante et avec une modalité en moins :
X =[1p,,...,], en enlevant la premiére modalité

0o, si k=1

SiXpp1 = ak alors ypi1 =<~ ~ _
0y + 0y, sinon

Rem : création possible d’une colonne nulle par validation croisée (CV),
difficultés limitées par régularisation (e.g. Lasso, Ridge)
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3. Aparté

Grande dimension p > n
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Etsin<p?

Beaucoup des choses vues avant ont besoin d’étre révisées :

Par exemple : si rang(X) = n, alors Hx = Id, et y = X0 = y!
En effet, I'espace engendré par les colonnes [xg, ..., Xp] est R”, et donc
le signal observé et le signal prédit sont identiques

Rem : c’est un probléme inhérent a la grande dimension (grand nombre
de variables explicatives p)

Solutions possibles : sélection de variables, cf. cours sur le Lasso et
méthodes gloutonnes (& venir), régularisation, etc.
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Sites web et livres pour aller plus loin

o Eléments de pré-traitement en manipulation de données : “Feature
Engineering”, HJ van Veen

e Packages Python pour les moindres carrés :
statsmodels
sklearn.linear_model.LinearRegression

e \McKinney (2012) concernant python pour les statistiques
e Lejeune (2010) concernant le modele linéaire (notamment)

e Delyon (2015) cours plus avancé sur la régression :

https://perso.univ-rennesl.fr/bernard.delyon/regression.pdf
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https://www.slideshare.net/HJvanVeen/feature-engineering-72376750
https://www.slideshare.net/HJvanVeen/feature-engineering-72376750
http://statsmodels.sourceforge.net/devel/examples/notebooks/generated/ols.html
http://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.linear_model.LinearRegression.html
https://perso.univ-rennes1.fr/bernard.delyon/regression.pdf
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