Extrait de la these de Jérome Gilles (2006)

Annexe A

Méthode de projection
non-linéaire

Dans [20] Antonin Chambolle propose un algorithme bas
de projection non-linéaire pour résondre une certaine cats
nelle a base de variation totale.

sur une technique
gorie de fonction-

A.1 Notations - Définitions préliminaires

On suppose que I’on traite une image de taille M x N. On notera X = RM*N
et Y =X x X.

Définition A.1.1 Soit u € X alors le gradient discret de u, noté Vu € Y =
X x X est défini par :
(Vu)ij = (V)i (Vu)?)) (A1)

avec Vi, j € [0,...,M —1] x [0,...,N —1]

Uipry — Uiy st i< M—1

(Vu)j; = (A2)
0 si i=M-1
Uijp1 —uiy s j<N—1

(Vu), = (A3)
0 si j=N—1

Définition A.1.2 Soit p € Y (p = (p',p?)), on définit la divergence discréte
div : Y — X telle que div = —V* (V* est U'opérateur adjoint de V) par :

I),IVJ*P,I,L]' si 0<i<M-—1 ]1?_1—[)?_171 si 0<j<N-1

(div p)ij = p,lvj si i=0 + pf_] si j=0
—1}}71_] si M-1 ’[’i]—l si j=N-1
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On rappelle que : (—div p,u)y = (p, Vu),

A.2 Variation totale

Dans le cas discret, la variation totale s’exprime par :

T(u) = S (Vuil (A5)
0<i<M-1
0<j<N-1
2 2
— 1
B 0<1§[—1 ((vu>i']) +((V ) (4.5)
0<j<N-1

Or J est une fontion 1-homogene (J(Au) = AJ(u)), si on applique la trans-
formée de Legendre-Fenchel on obtient :

J*(v) = sup (u,v) x — J(u) (A7)
avec
(u,v)x = Z Ui jVi,j (A.8)
ij
ot J* est la fonction caractéristique de I'ensemble convexe fermé K :
0 si vekK
() = xx(v) = { . (A9)
+00  sinon

Rq : on a la propriété J** = J.
Dans le cas continu (voir les propriétés de I'espace BV), on a :
K =Gy = {div £: € € CHQRY); [¢(2)| < 1,Va € Q} (A.10)

alors

J(u) = sup { / u(z)div €(z)da : & € CHQR?); [¢(x)| < 1,Va € SZ}
¢ Ua

(A.11)
or fn u(z)div {(z)dr = (u,div £) 5 on peut réécrire :
J(u) = sup (u,div &) x (A.12)
3
ou encore si l'on pose v = div &,
J(u) = sup (u,v) x (A.13)

vek

On aimerait une expression identique dans le cas discret. Pour cela Antonin
Chambolle & montré le lemme suivant :
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Lemme A.2.1 Dans le cas discret, on a :

J(u) = sup (v,u) (A.14)
veGH
ot Gy ={div p;p € Y;|pi;| <1} (A.15)

Définition A.2.2 On définit le produit scalaire sur'Y : soientp € Y,q €Y
tel que p = (pl,p2) etqg= (q‘,qz) alors

Pady = Y. (vhjal;+pia)) (A.16)
0<i<M—1
0<j<N—-1

A.3 Algorithme

On veut donc résoudre

A —gl?
—_— Al
mp oy (A-17)
avec g € X, A >0, ||| la norme euclidienne définie par ||ul®> = (u, u) y.

Si I'on applique Euler-Lagrange a A.17 on obtient
2(u—g)

2\
= u—g+3J(u) 30 (A.19)

+0J(u)30 (A.18)

ot ici 9 est le psendo-différentiel de J défini par
w € dJ(u) == J(v) = J(u) + (w,v —u)y Yo (A.20)
alors A.19 peut étre rééerit comme

g—u

€0/ (A21)
— 0 (?) Su (A.22)
u 1, . (9—u
=€ XBJ (T) (A.23)
g _g-—u 1, (g—u
=3 e +507 ( 5 ) (A.24)

Supposons que 1'on cherche un minimiseur de

2
w + %J*(w) (A.25)
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on applique Euler-Lagrange a A.25, on obtient alors

9,10
)— =4+ = A2
w )\+)\8J (w)>0 (A.26)
—wttorw sy (A27)
A A
On voit donc grace a A.24 que
w=9""
w 3 (A.28)

est un minimiseur de A.25

Or comme J*( Xa, (w) et siw = Pg, () (I'opérateur de projection sur
G) alors J*(w) = 0 et ||w — £|| est minimum. Donc

o ()15 wm
u=g—APg, (%) (A.30)

On note Pg, (%) = APg, (%), on a alors

u=g-Pg, (%) (A31)

Tl reste donc & trouver le moyen de calculer Pg, (g). A.Chambolle donne le
résultat suivant :

caleuler Pg, (g) <= U;I‘l/] {|[Adiv (p) — gl i <1 Vi, 5} (A.32)
2

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker montrent l'existence d'un multipli-
cateur de Lagrange a;; > 0 associ¢ a chaque contrainte de A.32 tel que 'on
ait Vi, j :

—(V(Aiv (p) = 9)); ; + @ijpij =0 (A.33)

avec
@ij>0 et |pij[=1 (A.34)
;=0 et |p;[ <1 (A.35)

On voit alors que si a;; = 0, alors (V (Adiv (p) — g)); ; = 0; donc ce cas
n’est pas intéressant. Donc passons au cas ;j # 0 :

aipij = (V(div(p) — 9)); ; (A.36)

= laigllpigl = |(V (div () — 9)); (A.37)
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= aj;j car a;; > 0 et |p; ;| = 1 donc

aij = |(V (div (p) — ), (A39)

On utilise alors un algorithme de descente du gradient avec 7 > 0; p° = 0;
nz=0

n+l _ on sy 9 _ sy 9 n+1
=y (7 (v en - 9)) -7 (avon =), o)
(A.39)
On obtient donc I'équation itérative
v (W (div (p) — 9)),
Pt () 8), o

L7 (9 (v ) - )

ij
Antonin Chambolle démontre le théoréme important suivant

Théoréme A.3.1 Si T < & alors Adiv (p”) converge vers Pg,(g) quand
n — +oo

La démonstration de ce théoréme est disponible dans [20]. En pratique, on
constate que le choix n = 20 est suffisant a obtenir la convergence souhaitée.




