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Bt Ly Signal, systeme et représentation

Systeme [— \ /_/

témps {emps

Signal : fluctuation d’'une grandeur physique
Systeme : ensemble organisé réalisant une fonction

Représentation temporelle x(t) ou spectrale X(f):
modele mathématique d’'une grandeur observable

Nous ne traitons que les signaux certains
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EEET L es signaux analogiques

Valeurs du
signal
/

O

Analogique = Analogique

échantillonné = continu
O
&)
discret continu temps

O

Numeérique N Numeérique
=

synchrone € asynchrone
s
@y
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I Les sighaux analogiques

Valeurs du
signal
Séquence x[K] ’ Fonction x(t)
O
Analogique = Analogique
échantillonné = continu
3
discret continu temps
O
Numeérique 0 Numeérique
synchrone '*% asynchrone
-]
@y

Transformée de Laplace Patricia Desgreys BRI



I Les sighaux analogiques

Te
x(t) X[K]

période d’échantillonnage

*Echelon unijté (Heaviside) noté u . U[K]
1 SEREE
0 : 001 2345
Impulsion de Dirac noté® Impulsion discrete
1/ 1—0
T2t /2 : 0

*Signal sinusoidal

: 1 it
/ \VQV Ll




I Les sighaux analogiques

Principales caractéristigues :

Les signaux sont de duree finie lorsque le phénomene ne se manifeste
gue sur un intervalle de temps fini. Si leur durée est faible, on parle de
sighaux transitoires ou impulsionnels.

Les sighaux de durée infinie sont stationnaires si leurs fluctuations
observe une certaine régularité quelque soit t ; c’est le cas des sighaux
periodiques ou quasi peériodiques (superposition de plusieurs
composantes harmoniques quelcongues)

L_es signaux sont causaux si leurs valeurs sont nulles pour t, k <0 ou
anticausaux si leurs valeurs sont nulles pour t, k > 0.
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I Les systemes analogiques

Systeme H

Entrée x——» —— Sortiey

y=H(x)
Les systemes considérés sont des systemes linéaires invariants (SLI).

*Un systéme est dit linéaire si H(Zani):Zai H(xi) ou les a sont des
coefficients constants. Ceci est equivalent au principe de superposition.

*Un systeme est dit invariant s’il ne déepend pas du temps.

S y(O)=H{x(t)} yIK]I=H{x[k]}
alors T [ n
y(t-1)=H{x(t-1)} y[k-n]=H{x[k-n]}

TELECOM
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I Les systemes analogiques

» X et y continus

R
X(t) _t
échelon unité C— y(t):1—e R RCyY (t)"'Y(t):X(t)

7777
Le comportement de ce type de systeme peut étre modélisé par une
équation différentielle d’ordre n a coefficients reels et constants.

boy(tH+bry @(t)+.. +bny™(t)=aox(t)+.. +amx™(t) avec msn

« X continu et y échantillonné : echantillonneur réel a pas constant T,
et duréee de fermeture 1 (1<<T,)

-
X(t) S yKI=x(t) pour KT,<t<kT,+T
période d’échantillonnage

TELECOM
T
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I Les systemes analogiques

» X et y échantillonnés

K Filtre

y >f T T T ﬂ< X ; dérivateur |—

0
Le comportement de ce type de systeme peut étre modellsgp% n%—: J< J<
‘équation aux differences finies’ d’ordre n a coefficients a; et 3, réels

et constants. n Lo _
Y[k]=‘ZBiY[k—|]+ZUJX[k—J] m et n sont finis
i=1 i=0

» X échantillonné et y continu : interpolation d’ordre 0 ou blocage

Y[k]=X[k]-X[k-1]

Blogueur

XKl | dordre0 y(®
X¥TTT¥ S e

-
0

‘arislech
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AT un sLIest un systeme de convolution

Définition : la reponse impulsionnelle est la sortie correspondante a une
entree impulsionnelle (x(t)=(t) ou x[kK]=9[K]).

Entrée o H Sortie h(t) ou h[k]
Cas discret :
Une entrée quelconque x[k] peut étre decomposée en une somme
d'impulsions discretes : x[k]:ZX[n]5[k—n]
n

Le systeme H est linéaire et invariant. Il vient donc :
YIKI=D xIn]H{3[k—n]}=) x[n]h[k-n]

Ceci est un produit de convolution discret noté * ;
yIK]=x*h[K]

TELECOM
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AT un sLIest un systeme de convolution

Cas continu :
Une entrée quelconque peut étre approchée par une somme d’impulsions
réelles de largeur 1 :

r 5 ()DZX(nT)T&(t m) - x(t j x(6)5(t-6)d6

1/t

- SLI

()DZx(nT)thT(t nt) -yt jx O)h(t-6)ie

Cecli est un produit de convolutlon continu noté egalement *

y(t)=x*hit)
ParisTech
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AT un sLIest un systeme de convolution

Quelgues caractéristiques

Le produit de convolution est commutatif.

y(t)=x*h(t) j h(e)x(t-6)d6 y[k]:x*h[k]:h*x[k]:zn:t{n}([k—n]

*Dans le cas d’'un systeme causal, la réponse a un instant donné ne dépend
gue des valeurs précédentes de I'entrée, h(t)=0 pour t<0 ou h[n]=0 pour n<0 :

j h(6)x(t-6)8 y[K]= Zh[n]x[k -n|

-Certams systemes discrets ont une réponse |mpuI5|onneIIe de durée finie
(systeme RIF) tandis que d’autres ont une réponse impulsionnelle de durée
infinie (systemes RII).

*Tous les systemes continus réels ont une réponse impulsionnelle de durée
infinie.

TELECOM
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ﬁﬁml Conclusion

Les systemes analogiques linéaires invariants homogenes sont regis par
des equations différentielles (ou équations aux différences). Connaissant
leur réponse impulsionnelle et le signal d’entrée, la détermination de la
sortie necessite le calcul d'un produit de convolution.
Ces deux representations de la fonctionnalité du systeme ne sont pas d'un
maniement aisé.
Les outils mathématiques et leurs propriétés sont définis pour les
systemes
homogenes :

continus - transformée de Laplace

échantillonnés ~ transformée en Z

Ces outils facilitent I'étude (analyse et conception) des circuits
analogiques et numériques (T2).

TELECOM
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iﬁml Plan du cours

. Introduction : présentation des signhaux et des systemes
analogiques

Il.  Définition et proprietés de la transformée de La  place
pour I'étude des signaux et des systemes continus

lll.  Principales utilisations de la transformeée de Laplace
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il Z 2800 Dafinition

La transformeée de Laplace constitue une extension de la définition de
la transformée de Fourier a tout le plan complexe de la variable fréquentielle.

[ TE jw - chﬁjoo
)= [x(t)e ot
notée TL(x) ou L[x()]

O'

jx (et

R facteur de convergence.

Il en résulte que la transformée de Laplace est définie (convergente) pour un
plus grand nombre de signaux, en particulier les signaux dont la croissance est
exponentielle.

TELECOM
I
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ﬁ%iml Existence

X(p)=+fx(t)e“pdt

Exemple : la fonction f(t)=exp(at) ou a est une constante reelle positive ne
possede pas de transformeée de Fourier. En revanche,

F(p):jexd(a—p)t]dt

jw
0
rgleda-olediay 1|

pour o>a, la transformée de Laplace est définie et vaut F(p)=1/(p-a)

v

La transformeée de Laplace d’une fonction x(t) estd  onnée par 'ensemble
de la fonction X(p) et de la bande de convergence.

Une condition suffisante pour I'existence de la TL est qu'’il existe un réel
positif o, tel que l'intégrale suivante converge:  +o

[x(t)edt
5

TELECOM
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m A Analyticite X(p):TX(t)e-tpdt

* X(t) doit étre localement sommable
 La croissance de x(t) avec t ne doit pas étre trop rapide : x(t) doit étre d’ordre
exponentiel, i.e. il existe deux réels positifs M et a tels que pour t - co :

x(t)<Mest
Alors la transformée de Laplace de x(t), X(p) est définie et analytique
(dérivable) dans la bande de convergence telle que Re(p)= o>a.

Et L[x(t)]< ~ pour Re(p)= c>a
Ce qui donne L[x(t)] - O pourp — oo
Exemples :

f(H)=K f(t)=t" f(t)=exp(t3)

TELECOM
I
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m A Exemples usuels X p):TX(t)e-tpdt

« Echelon unité (Heaviside)

TL(u) I t)e Pdt —J‘ e‘tpdt—[_p -tp} :% pour Re(p)>0
o

 Impulsion de Dirac o0
= Pdt=a | =
TL() Lé(t)e dt=e™|_=1
Toute I'énergie de I'impulsion de Dirac est concentrée en 0 (de 0- a 0*) donc
elle est bien englobée dans l'intégrale grace au choix de la borne O pour la
définition de la TL unilatérale.

» Signal sinusoidal complexe : f(t)=exp(xju,t) ou w, est une constante réelle
. positive (pulsation)
TL() =] exdjouxt)edt
pour Re(p)>0

-1 o

TELECOM
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m e Propriétés de la TL X p)=TX(t)e“pdt

n n
Linéarité : ZaiXi(t)}:Zai L[Xi(t)] ou a, sont des constantes
i=1 i=1

Application a la détermination des TL des fonctions cos wyt et sin wyt

lexdjotexd—junt) ] 1 . 1 _ p
R e = T e e
exd junt) exp(—J(mt) 1 1w
Lsinaat]= '-[ } “2i(p-ju) 2(ption)

Multiplication de la varlable t par une constante positive d :

Lx(at)=1X(p/a)
ParisTech
=TT




—Ped i Propriétés de la TL Tx(t) ]

e 2 . : _ dx(t
Différentiation dans le domaine temporel : }pX(p)—x(O—)

%Q}:Ix'(t)e‘tpdt:[x(t)e“p];w+pIx(t)e“pdt

Comme Xx(t) est d’'ordre exponentiel, dans le domaine d’analyticité de X,
x(t)exp(-tp) - 0 avec t — oo,

Donc l'opération transcendante de dérivation est convertie en une opération
algébrigue de multiplication.

t
Intégration dans le domaine temporel : IX(T)dT}X D

L'intégration dans le domaine temporel correspond a une division dans le
domaine frégquentiel. En combinant les deux derniéres propriétés, nous
pouvons conclure que grace a la TL, les équations intégro-différentielles
sont remplacées par des équations algébriques.

TELECOM
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—hd 1l Proprietes de la TL x(p)=+fx(t)e-tpdt

Intégration dans le domaine temporel : {j‘X(T)dT}_X(p)
P

0-

Application : détermination de la TL de la fonction f_(t)=t" ou n est
un entier.
Sachant que la TL de I'échelon unité u(t) vaut 1/p :

TELECOM

ParisTech
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—hd 1l Proprietes de la TL x(p)=+fx(t)e-tpdt

_ dx(p)
Differentiation dans le domaine frequentiel : L[—tx(t)} - dp

x(t) |_e
Intégration dans le domaine fréquentiel : I{t }: f X (S) ds

P
- Q)
Translation en temps : L[X(t -a) u(t—a)] =e X(p)
Translation en fréquence : L[eat x(t)} = X(p-a)
Convolution :

LI xg*x2(t)]=X1(p)X 2(p)

Signaux périodiques : L[x(t)] _ 1 }- x(t)e_tp dt

1—e_Tp 0
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WEEEM valeur initiale, valeur finale X(p)zTX(t)e_tpdt

Soit x(t) un signal causal de transformée X(p), a condition que les limites
existent, on a :

limx(t)=lim pX(p)
lim x(t)=lim pX(p)

- +o0

Le théoreme de la valeur initiale permet de connaitre la valeur de depart
de x(t) a partir de sa transformée de Laplace.

Le théoreme de la valeur finale permet de déterminer la valeur de x(t) a
I'état stable a partir de sa transformée de Laplace.

Evemole - _ 5p+3 _5p+3
Xempe X(p)—ﬁ(ﬁ) IOX(IO)—(p—ﬂ)
x(0*lim pX(p)=5
x{o)=lim pX(p)=3

TELECOM
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i%ml Transformée inverse

Nous considerons la fonction de la variable complexe p suivante:

F(DF%%}

ou N(p) et D(p) sont des polynémes a coefficients réels et deg N<deg D

Méthode : décomposer en éléments simples dont les TL1 sont connues
_ Nip
F(p)_ n ( )

ﬂ(p—pk)mk

Les poles de F(p) sont notes p,, ils peuvent étre réels ou complexes,
simples ou multiples (d'ordre m, ).

Comme D(p) est a coefficients réels, chaque pole complexe de F(p) est
accompagné de son conjugue.

TELECOM
I
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ﬁ%iml Transformée inverse

Type de pole expressio|n Eléments simples associég
Pole reel simple o-a A
p—a
Pole réel d'ordre r (p-b) plélb +(p§2b) n +(p5r3)
cofn?)?elizg '((:)c:gjrl?glués p*+cptd pgfz;p?-d
cozm%?leiseg 'cc:)cr)?\ﬁgrgéépb’e p+f) piggilf (sz jlfe);:fz F et (plzzrs ;an)m
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ﬁﬁml |dentification

op3—6p—3
Ap=2 P S=Au Ag Ag,y By B
pp+f P PP P ptl (p+)
e multiplier chague membre de I'égalité par D(p)
Ap?(p+1) +Azp(p+1) +Ao(p1)f +Bip¥(p+1)+Bep*=5p>-6p-3

» prendre les valeurs particulieres p=p

 egaler les coefficients de méme puissance jusqu'a o btenir le
bon nombre d'équations (autant que d'inconnues)

coefficient en p* Ar+Bi=0 A1=3
coefficient en p3 2A1+A2+B1+B2=5 - <1A2=0
coefficient en p? A1+2A2+A3=0 | B1=-3
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i%ml |dentification

,:(p\:5pg‘6p‘3=__ 3.3, 2
" p(ptY P PPl (praf
X(t) X(p) .
f(t):u(t{3—3§—3e‘t+ Ze-t}
u(t) 1
p f(t),
{2 1 _—
2 3
gat pTla
ot 1
© (o+af
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ﬁﬁml Geénéralisation

X(t) X(p) Pour un pole réel simple a , F(p) s’écrit
comme une somme d’eéléments simples :
= 1 APl 25 +G(P)
p—a
o 1 L‘l[F(p)]=Aeat+L‘1[G(p)]
Wea (p_a)n+1

A=|(p-a)Fp)],...

Pour un pole réel multiple b d’ordre r, F(p) s’écrit comme une somme

d’éléments simples :
Bl _|_ BZ + + Br G
R (b " (p-b) P

L-l[F(p)]:eb‘( Bu+tBo+.. .+(:le Br]+ {G(p)|




ﬁﬁml Geénéralisation

Soit CD(p):(p—b)rF(p), ®(p) admet au point b un développement en
série de Taylor :

o(p)=0(b)(p-b)o (o) P LL (o). + BLL oo} p-b (o)

i o)
F(p)-(ﬂ_g)lr*‘ (Sil(;)))—l-l_%l (Ijiél)?)z T }1)| (p-b) +G(p)
par identification =1, 2, ...,r
Bi:ﬁ)q)r_i(b)

tr-1 tr-2 2 d"(b (D(r‘l) b
Al ooy Oy Tk gy A




ﬁﬁml Geénéralisation

Exemple : F(p) un pole reel simple en 0
p(p+1) un péle triple en -1

En appliquant les résultats ci dessus, nous pouvons écrire directement :

cArplase] Sota ot 25D e o(0)= (p+ 1 (3= 12

A(=[p)F(p)]pao=—2 @' (p) :p22
d(-1)=3 —
o(-)=2 ©"(p)= "5
o (-1)=4 ;

3t2
Finalement f(t):u(t{—2+e‘t(2+2t+2ﬂ
=




ﬁ%ml Geénéralisation

Pour les poles complexes, la détermination de la TL peut étre traitée de
la méme facon que pour les poles réels en substituant (a+jp) et (a-jB)
pour a ou pour b.

Exemple : _ 2p+3 _ Z2p¥3
P pape (-2 fp-(-2-2)
F(p) possede deux pdles complexes conjugueés d'ordre 1 : -2+2j et -2-2j

X(t) X(p) Hp)= 2p+3 :2(p+2)—1:2 pt2 1 2
p2+4p+8 (p+2)2+4 (p+2)2+4 2(p+2)2+4

b
(p+a) +b?
p+a f(t)=e2 {2cos(2t)+%si r(2t)]
eicodot (p N a)z 2

Transformée de Laplace =T o]
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ﬁ%ml Formule des résidus

En principe, la transformée de Laplace inverse x(t) peut étre obtenue grace a
I'intégrale d’inversion complexe suivante, ou o appartient au domaine de

convergence de X(p). G+joo G+joo
_[X tIDdp:2 lim _[X (p)ePdp
0 Joo 0 jw

Théoreme des résidus : Si F(p) est analytique a I'intérieur et sur un contour
fermé C, excepté eéventuellement en un nombre fini de singularités situées a

I'intérieur de C, alors §CF(php:2T'jZkr

ou les k. sont les résidus de F(p) aux singularités.

En appliquant ce théoreme avec F(p)=X(p)e®, nous obtenons :

x(t)=> RésidusleX (p)e® auxpdlesdeX(p)
agn-1

Pour le pdle p, d'ordre n, kr:(nll)! dpn_l[(p‘pr)nx(p)etp]p:p,

TELECDM
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iﬁml Plan du cours

. Introduction : présentation des signhaux et des systemes
analogiques

Il.  Définition et propriétés de la transformée de Laplace pour
I'étude des signaux et des systemes continus

Ill.  Principales utilisations de la transformée de L  aplace
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iﬁﬁﬁ‘l POles de X(p) et comportement qualitatif de x(t)

Les pbles de X(p) contiennent toute I'information nécessaire a la connaissance
du comportement temporel de la fonction d’origine x(t).

Poble réel simple :

jQ_) A (I)(t) A
P=0o -
¢(t)=k exdoot)
£ 3 > >
0] t
A A A (I)(t) A‘/
001<0p3
% % > —§902 % > >
o 01 o t
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iﬁml POles de X(p) et comportement qualitatif de x(t)

Selon le signe de la partie réelle des podles de X(p), le signal x(t) converge
ou diverge ou encore reste borne.

Poles complexes conjugués : Jw 1 O(t) 4
P=Cox ]G % x '\ /\ /~ ‘
d(t)=kexp(oot)cosimt > VARV
Joy  x
Jo 4 O (t) 4 i O(t)

A
" \'n il -/

I Mol e R
x | 1% J| x

’ YELECOM
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ﬁﬁml Criteres de stabilité

La stabilité est une notion importante dans I'étude des systemes.

Entrée x

— >

Systeme H Sortie y

Intuitivement, un systeme est stable si lorsqu’on supprime I'excitation X,
la sortie y tend vers une limite borneée.

Stabilité Entrée Bornée — Sortie Bornée (EBSB) :
A toute entrée x, bornée en amplitude, correspond une sortie y également
bornée en amplitude. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

systeme soit stable EBSB est que : oo
-sa réponse impulsionnelle soit absolument sommable U h(tht<+00j

I

-sa fonction de transfert H(p) n’ait que des pdles a partie réelle négative et
gue le degré du numeérateur soit inférieur ou égal a celui du dénominateur.

TELECOM
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ﬁﬁml Criteres de stabilité

Stabilité au sens large :

Un systeme est stable au sens large si sa réponse impulsionnelle est bornée
pour tout t>0. Pour cette stabilité, H(p) peut aussi avoir des poles a partie
réelle nulle d’ordre 1.

Exemples :
op3—6p-3
Hip)= 5
©) p¥(p+1)

est la fonction de transfert d’'un systeme instable.

H(p): p—2 - estlafonction de transfert d'un systeme stable
p(p+1) au sens large, mais pas EBSB.

2p+3

P+Ap+E est la fonction de transfert d’un systeme stable

pour les deux définitions.

TELECOM
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Résolution d’équations differentielles

ﬁﬁml linéaires

La principale force de la représentation symbolique de Laplace est de convertir
les équations intégro-différentielles qui caractérisent les systemes linéaires
invariants en temps continu en équation algébriques.

domaine temporel domaine fréquentiel
dérivation de x(t) multiplication par p de X(p), avec
I'addition d’'un terme de condition initiale

v

A 4

intégration de x(t) division par p de X(p)

De I'équation algebrique en X(p), il est facile d’extraire I'inconnue X(p). Puis
les méthodes d’inversion de la transformée de Laplace sont mises en ceuvre
pour obtenir x(t).

Les mémes considérations peuvent s’appliquer a un systeme d’équations
différentielles avec plusieurs variables.

TELECOM
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m AT ccude d'un circuit électrique

La transformee de Laplace est un outil puissant pour I'analyse et la conception
de circuits et systemes électriques.

Les éléments de base :

Tension u(t) : U(p)
Courant i(t) I(p)
L U
Résistance R=lijt ZR:W%))):R
Inductance u(t):L%(:) U(p):LpI(p)—Li ((}):ZLI(p)—Li ((})

Capacie {24l (pl-cpulpl-culo -1 ulp)-cuo)

Les termes correspondants aux conditions initiales sont tres importants ;
lls peuvent étre modélisés par une source de tension continue ou de courant
continu.

Transformée de Laplace St |




m AT ccude d'un circuit électrique

Méthode d’étude générale :
Les données sont la topologie du circuit, les expressions temporelles des
excitations et les conditions initiales (valeurs des tensions et des courants a t=0).

Soit le circuit intégrateur et I'excitation représentés ci-dessous, déeterminer
I'expression temporelle de la sortie v (t) en fonction de sa valeur initiale.

R=1Q Ve (t) A
1V
Ve (t) C=1F _ Vs (t)
777 1 t(s)

1. Calculer les transformées de Laplace des entrées.

ve(t)=u(t)-ut-D)+ult-1)=tu(t)-(t-Lu(t-1) ~—— ve(p):é—ée-p:é@—e-p)

TELECOM
I
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m AT ccude d'un circuit électrique

2. Representer le circuit avec les éléments transformés et des générateurs
pour les conditions initiales.

R
1 vwle Ic(p):Cst (p)—CVso
VelP) Cp— | Vs Vs (p)=Zel op)+ V2
Vs P
D S; VsO:Vs(O‘)

3. Ecrire autant d’équations que d’inconnues dans le systéme grace aux lois
des nceuds et des mailles.

Vs (p)+R|c(p)=Ve (p)
Parislech



m AT ccude d'un circuit électrique

4. Reésoudre le systeme d’équations pour toutes les inconnues ou seulement
pour celles qui sont recherchées.

Ve (p)+ RCvg Ve (p)+VsD
Vs(PF—Re ofl  pHl

WO plev| R ied Ry

5. Calculer la transformée de Laplace inverse

fl(t):(e—t_1+t)u(t) f2(t)=vsoe-t u(t) Vg(t)
vs{t)=falt)-fi(t-1)+f(t) v

Allure de v(t) pour v =0

§1 tZs)
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