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Définition de la TL

La transformée de Laplace constitue une extensda définition de
la transformée de Fourier a tout le plan complex&drariable fréquentielle.
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0 L, facteur de convergence.

Il en résulte que la transformée de Laplace estidgiconvergente) pour un
plus grand nombre de signaux, en particulier lgisasix dont la croissance est
exponentielle.



Criteres de stabilité

La stabilité est une notion importante dans I'étdds systemes.

Entrée x Systeme H Sortie y

Intuitivement, un systeme est stable si lorsquigppsime I'excitation X,
la sortie y tend vers une limite bornée.

Stabilité Entree Bornée — Sortie Bornée (EBSB) :

A toute entrée x, bornée en amplitude, correspmedsortie y également
bornée en amplitude. Une condition nécessairefissasute pour qu’un
systeme soit stable EBSB est que : "

-sa reponse impulsionnelle soit absolument sommé&le{h(t]dt«ooj

-sa fonction de transfert H(p) n’ait que des palgartie reellmégativeet
gue le degré du numérateur soit inférieur ou égald du dénominateur.



Etude d’un circuit électrique

La transformée de Laplace est un outil puissant panalyse et la conception
de circuits et systemes électriques.

Les éléments de base :

Tension u(t) > U(p)

Courant i(t) I(p)

Résistance  R=1: zR:%%’)):R

nductance  uft)-L 9L U(p)=LpI(p}-Li0-J=z21(p)-Lilo)
Capacité i(t):cﬂdtﬁ (p)=CpUp)-CUo- J=E-U(p)-Cuo)

Les termes correspondants aux conditions initisdes tres importants ;
lIs peuvent étre modelisés par une source de tegsiatinue ou de courant
continu.



Exol: Etudeen Laplace d’un filtre

sélectif
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Définition de la TZ

Soit une séquence x[k] de nombre réels, la tramsferen Z est une fonction
de la variable complexe z définie par :
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y z|=1 X(2)=> K]z
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\ / Re 7 notée TZ(x) olZ[x[K]]

z=pe'°

Une condition suffisante pour I'existence de lagst qu’il existe
un réel positifp, tel que la somme suivante converge:

Z;X[k]\ Po*

Puis pour toup>p0, la somme a fortiori converge et donc la TZ &finie.



Exemples usuels X(2)=3 K]z
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Fonction de transfert et réeponse en
frequence des SLI

Systeme H

Entreex |, Sortiey

Systemes analogiques en temps échantillonne
Systemes de traitement du signal numérique (fiticaaériques)

Si de plus H est causal, I'équation aux differerestsle la forme géenérale
suivante, pet i sont des constantes reelles, avedNV

y[k]:garx[k—r]—gbry[k—r]

La transformation en Z de cette relation donne :

Y(z):X(z)rZi;arz-r—Y(z)rZ::brz-f



Fonction de transfert et réeponse en
frequence des SLI

Alors la fonction de transfert H(z) du systemedssta forme :
M

Une fraction rationnelle en z (ot )zrelie I'entrée et la sortie d’'un SLI dans

le domaine en Z. Si I'on considere que les séguexet y représentent des
signaux continus échantillonnés, la réponse emu&ace du systeme peut étre
obtenue en remplacant z pdre M
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Z RépoTnse en \Re&?gig o
amplitude

H(z) est une fraction rationnelle et expfF) est periodique. Donc les réponses
en amplitude et en phase sont périodiques de Eeiud.
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1. Etablir 'équation aux différences
La charge totale présente sur les armatures dekensateurs a I'instant rel-
est identique a celle qui existe juste apres langotation a I'instant nTe:

Cle[n]+Cz S{n—l]_(C1+C2 )s[n]
4n]_ Cit+ C2 d:n] C1 C2 s[n—l]

Jrl=3(dn}+4n-1)




2. En deduire la fonction de transfert H(z)
La transformée en Z de la relation de récurrenckessus donne ;

d'ou

Exemple
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3. déterminer la réponse en amplitude dans le danifeaquentiel et en

deduire la fonction réalisee par ce filtre.
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Exemples
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Passe bas idéal

Passe haut idéal

Passe bande idéal



Exo2: Relation entre la transformée en
Z et la transformée de Laplace

Si la séquence f[Kk] provient de I'échantillonnagendsignal continu x(t) :
f[k]= f(kT) k=0,1,2, ...

la transformée en Z s’écrit : F(z)= Zoo: f(KT)zZ™
k=0

D’autre part le signal échantillonnéf. (t) = > f (KT)(t —KT)
k=0

posséde une transformée de Laplage (t)] = F.(p) = i f (KT)exg(—KkTp)
k=0

Si I'on identifie F(z) et Kp), il vient : |Z= P

Grace a cette relation, les transformees en Z bagklace d’un signal
échantillonné causal sont identiques.



Relation entre la transformée en Z et la
transformeée de Laplace

p=0+jw z=eToglT*=pgl®
jw 4 Im z -

»

0x
iy ) Re z

Cas particulier :

Lorsque les domaines de convergence incluent J@dun coté et le cercle
unité de l'autre, la séquence x[k] posseéde unestoaméee de Fourier :

p=iw  z=€™  TF(f)=F(jw)= F(ejT“’)=2 [k]exp(- jKTw)

Les transformées en Z et de Fourier d’'une sequemcsale sont identiques.




Stabllite

Une condition nécessaire et suffisante pour quystesne soit stable EBSB
est que : .
-sa reponse impulsionnelle soit absolument somm@\le[k]\ < +00

T

-sa fonction de transfert F(z) n’ait que des pdi&st le module est inférieur
al

La transmittance d’un systeme stable au sens pegeavoir des poles d’ordre
guelconque dont le module est inférieur a 1 etpddss d’ordre 1 dont le
module est égal a 1.

Ces conditions sont les transposéees dans le plardes conditions définies
dans le plan de Laplace.



