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Modélisation des circuits électriques

1 Types derégime

En électronique, la modélisation de systémes sert a prévoir le fonctionnement et les performances de circuits
ou de fonctions. Cette modélisation porte essentiellement sur:

le systéeme proprement dit (le circuit),
les actions extérieures qui lui sont appliquées (les signaux d'entrée).

La modélisation analytique consiste a décrire, sous forme mathématique, le comportement électrique du
systeme et de ses actions appliquées. Les équations obtenues sont du type différentiel, de complexité souvent
importante.

Afin de diminuer la complexité de la description on détermine plusieurs régimes élémentaires de
fonctionnement, que l'on étudie séparément. Sous certaines conditions, on peut considérer que le comportement
en régime complexe, résulte de la superposition de ces différents régimes.

Ainsi pour le systeme et ses signaux appliqués on utilise les principaux régime suivants, décrits a partir des
équations différentielles complétes:

1.1 Régime statique (continu)

Les équations sont obtenues en annulant toutes les composantes temporelles des équations complétes.

1.2 Régime linéaire (petit signal)

Les équations sont obtenues en linéarisant autour d'un point de fonctionnement (obtenu en régime statique),
les équations complétes, et en ne prenant en compte que les petites variations autour de ce point.

Dans ces deux régimes on étudie la variation d'une variable électrique dite de sortie, en fonction d'une
variable électrique représentant le signal d'entrée.

1.3 Régime harmonique (alternatif)

C'est le régime linéaire auquel on ajoute la prise en compte de l'effet de la variation de la fréquence sur les
impédances complexes (capacités, inductances). Dans ce type de régime on étudie la variation d'une variable
électrique, telle que le gain en tension, I'impédance d'entrée..., en fonction de la fréquence (ou de la pulsation).

L'analyse (régime) harmonique s'applique ainsi a tout systeme linéaire invariant dans le temps, c'est a dire
tout systéme pouvant se décrire sous la forme d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants. Le
signal d'entrée (excitation) est un signal sinusoidal pur, celui de sortie est un signal de méme nature et de méme
fréquence.

1.4 Régime dynamique (transitoire)

On utilise les équations différentielles complétes, et I'on étudie la variation d'une variable électrique en
fonction du temps.



2 Eléments de modélisation

Le comportement d'un circuit réel est modélisé par un circuit équivalent formé d'éléments idéaux dont le
comportement est décrit par une équation simple dans le domaine temporel comme dans le domaine fréquentiel.

élément schéma domaine temporel | domaine fréquentiel
| R
Résistance A\ V=RI V=RI
-
\Y
| L
Inductance V =L di/dt V=i
>N Lo |
\%
| C
capacité > | = C dv/dt |=jCw V
<+—
\Y
; E
Source de tension [ _ _
indépendante > .@ V=E VI V=E Vi
\Y
J
Source de courant I _ _
indépendante *_@'l I=J WV I=J vV
V
i E(Xy)
Source de tension N
I - -
dépendante de xy V=E(w) VI V=E(n) VI
-
\Y
J(ym)
Source de courant M
dépendante de yy ! I=Jd(ym) YV I=J(ym) VYV
-
\Y;
Elément symbole |Equation symb.u. |unité
Tension U, V,E \% Volt
Courant l,J A Ampeére
Impédance Z v=2I (z=11Y)
Admittance Y =YV Y=1/2
Résistance R Z=R (R=1/G) Q Ohm
Conductance G Y=G (G=1/R) | U g 1 |Mho, Siemens
Inductance (self) L V=Ldl/dt Z=jLo H Henry
Capacité C I=Cdv/dt Y=jCow F Farad
Pulsation ® o=2nf rd s-1 radian par sec.
Fréquence f f=1/T Hz Hertz
Période T T=1/f S seconde

3 Principales lois et théoréemes

3.1 Série parallele

Z 21 72 =
T =117+ Ylj ="
Z=21+2»
Y=Y1+Y2



3.2 Lois de KIRCHHOFF
- La somme algébrique des courants au nceud de N branches, est nulle:

3.3 Théoréme de superposition

+p-ig+ig+ig-ij-ik=0

+V1+V2-V3-Vva+Vj-vg=0

La réponse d'un réseau lin€aire invariant contenant plusieurs sources indépendantes, peut étre obtenue en
considérant chaque source séparément (en éteignant les autres sources), puis en sommant les réponses

individuelles précédemment obtenues.

3.4 Théoreme de MILLMAN

Calcul de la tension en un nceud d'un circuit linéaire invariant:

3.5 Modéle de dipdle

3.5.1 Modéle de THEVENIN

Tout dipble constitué d'un réseau linéaire, peut se réduire en un dipdle
"équivalent THEVENIN", constitué de la mise en série d'un générateur de
tension Eih et d'une impédance Zi.

La valeur de Zi, est obtenue en remplacant toutes les sources

indépendantes de tensions par un court-circuit, et toutes les sources
indépendantes de courant par un circuit ouvert. E¢, est aussi appelée la tension

de sortie a vide du générateur.

3.5.2 Modele de NORTON

Tout dipble constitué d'un réseau linéaire, peut se réduire en un circuit
"équivalent NORTON", constitué de la mise en parallele d'un générateur de
courant Jpg et d'une admittance Ypg.

La valeur de Yjo est obtenue en remplacant toutes les sources

indépendantes de tensions par un court-circuit, et toutes les sources
indépendantes de courant par un circuit ouvert. Jho €st aussi appelée intensité

de court-circuit.

3.5.3 Passage du modeéle de THEVENIN a celui de NORTON

E'[h:‘]ﬂ et Zth:i Jno:E—th et
Yno Yno Zth

DL

DL

Yno = i
Zth

_YjVj+Ykek
Yi+Yj+ Yk

= Ey




3.6 Modéle de quadripdle

Tout quadrip6le linéaire unidirectionnel (ne fonctionnant que de I'entrée vers la sortie) peut se modéliser sous
la forme d'un dipdle d'entrée, constitué d'une impédance (ou d’une admittance) d'entrée, et d'un dipble de sortie de
type Thévenin ou de type Norton. On définit:

ie is

les variables d'entrée:
+ Latension ve ve QI—U VS ve ;ﬁ A, v ( i ) Vs
Le courant ie

Yo
Aa

les variables de sortie: ie is
o Latensionvs OV,
m- e
o Lecourantis ve QLU Vs ve \;EI Al @vs

les caractéristiques des modeéles:

L , ve 1 L . VS 1
« L'impédance d'entrée e=—=— « L'impédance de sortie /85=—=—"—
ie Ye is Ys
. . . X ie 1 , . _ is 1
« L'admittance d'entrée Ye=—=— « L'admittance de sortie Ys=—=—
ve Ze vs Zs
| . . AV = VSth
Pour le dipdle de sortie, on utilise les modéles « legainentension V="
Thevenin et Norton, dans les mémes conditions que -

. s
celles des §3.5.1 et 83.5.2. . le gain en courant Aj = Sno
VSy, est la tension a vide (a is=0) et is,, est le courant e
de court-circuit (& vs=0) du dip6le de sortie. iSpo

« latransconductance gm = e

4 Modélisation en régime harmonique

4.1 Définitions

L'analyse en régime harmonique s’applique aux circuits linéaires invariants dans le temps. L'entrée d'un tel
circuit est soumise a un signal E, sinusoidal permanent de pulsation o = 2 = f (f est la fréquence). La sortie fournit
un signal S également sinusoidal et de méme pulsation. La plupart du temps il s'agit de I'étude de la variation du
gain en tension, H = S/E, en fonction de la fréquence, ou de la pulsation.

4.2 Fonction de transfert

Il s'agit de la représentation mathématique de ce gain en tension H, en fonction de jo, la pulsation complexe.
L'analyse du réseau permet d'établir cette relation et de la mettre sous la forme d'un rapport de deux polyndémes
S(jm) et E(jw), a coefficients réels constants (a;j et by).

Chacun de ces polyndmes peut s'écrire sous la forme d'un produit de facteurs du premier degré. On obtient
alors I'équation écrite plus bas, ou: Tg, nombre réel, est le facteur de gain. Les racines du numérateur (wj, les
zeros de H(jw)) et celles du dénominateur (opk, les poles de H(jw)), sont des nombres réels ou des couples de
nombres complexes conjugués:

i=m i i:m.
H(jo) = 2o = 1= =Tn = olu:m<n
(J ) E(lco) k:nbk(jm)k 0 k:nj(o—(o k) u

k=0 k=1 P



4.3 Diagramme asymptotique, plan de BODE

En régime harmonique (p = jo), la fonction de transfert peut se mettre sous la forme: H(jo) = |H|(«) elo©) oy
|[H|(w) est le module et 6(w) I'argument (la phase) de la fonction de transfert H(jo)

Un diagramme asymptotique est une représentation graphique sommaire du module |H|(®) et de I'argument
0(w) (le déphasage entre I'entrée et la sortie) de la fonction de transfert. On appelle plan de BODE, I'ensemble des
deux graphes sur lequel est représenté la variation du module exprimé en dB, et la variation de I'argument, en
fonction de la pulsation ou de la fréquence, I'axe des abscisses étant gradué logarithmiquement.

4.4 Décibel

Le Bel est I'expression logarithmique en base 10 du rapport d'une puissance P a une puissance de référence
P,. Ainsi: Gpgr=10 Ig(P/P,). Dans le cas ol cette puissance est dissipée dans une résistance pure, avec P=V2/R:

[Guas = 20 Ig(V/Vi)]

4.5 Produit de plusieurs fonctions de transfert

On cherche souvent a mettre une fonction de transfert H(jo) d'ordre supérieur ou égal a 3, sous la forme d'un
produit de fonctions de transfert Hk(jw), chacune de degré inférieur ou égal a 2.

H(jo) = |H|(U)) elolo) _ [THk (jo) = HUHKKQ)) ejek((')))
k k

Ainsi le module résultant exprimé en dB, est égal a la somme des modules en dB, et I'argument résultant est
égal a la somme des arguments:

|H|dB(m): %deB(m) et 6(o)= %Ok(m)

4.6 Fonctions de transfert élémentaires

Ci-aprés sont les diagrammes asymptotiques dans le plan de Bode (ordonnée: |H| en dB, ou 6 en radians,
abscisse: Ig(») ou lg(f)), du module et de l'argument (la phase) des fonctions de transfert élémentaires du 1%
ordre.

AGdB

461 H(o)=Ag (AgeR 0
(J(D) 0 ( 0 € ) 201g(|Ao]) A AT O
*|H| = 20 Ig(|Ao) . 0= o)
. . (&)
* 0 = Arg(Ap) = arctg(0+) =0 SiAg20 0 |g(03 |SiA<0 J

.o _ o
0 = Arg(Ao) = arctg(0.) = -nsi Ap < 0 4.6.1 Diagramme du module (dB) et de I'argument

462 H(o)= jmﬂo

* |H| = +20 Ig(w) -20 lg(wp)
Dans le plan de Bode, c'est I'équation d'une droite AG"B

coupant I'axe 0dB en wq, et dont la pente est dite "+1", +1 Y

c'est & dire +6dB/Oct ou +20dB/Déc, en effet: 0 / - +ni2

Une Octave = o — 2, et: /coo Ig(e) 0

Hlas(24) - Hlag(je) = +20lg(2) = +6dB o
Une Décade = @ — 10w, et: 4.6.2 Diagramme du module (dB) et de lI'argument

[HIgs(10w) - |H|gB(j®) = +20Ig(10) = +20dB

* 0= MO _. I
0= Arg(JCOO ) = arctg(+o0) = + 2



463 H(jo) :%

]0)_0 ¢Gds Ae
* |H| = -20 Ig(w) +20 Ig(wp) 0 < - 0 Mol
L'asymptote de pente -1, coupant I'axe 0dB en og | (‘)0\'9(60) /2
e Arg(% ) = _Arg(jwﬂo) = -arctg(+00) = % 4.6.3 Diagramme du module (dB) et de I'argument
Joo
. o)
464 H(jo)=1+ J(DO
* 14| = LY/
IH| =+101g(1 + ()9
® — 0 = |H| - +10Ig(1) = 0dB Gas 0
alors lI'asymptote est I'axe 0dB y +ni2 .
® — 0 = |H| — +20 Ig(») -20 Ig(wp) 04 - 04 -
o Ig(w) @0 Ig(ew)

alors lI'asymptote de pente +1 coupe l'axe 0dB en og .
4.6.4 Diagramme du module (dB) et de lI'argument

*0 = L0 O
0= Arg(1+](Do )= +arctg(mO )

®—>0=06->arctg(04+) =0

N3

® — 00 = 0 — arctg(+o0) = +

1

465 H(o)=
1+j—
0]

*|H| = -10 Ig(1 + (Q%O )2)

0
L'asymptote est I'axe 0dB o |g(62 X 0 '9(0&
© = 00 = |H| = -20 Ig(e) +20 Ig(wp)

-1 -1/2
L'asymptote de pente -1 coupe l'axe 0dB en \
ymp 1p P *0 4.6.5 Diagramme du module (dB) et de lI'argument

®» — 0= |H| - -10Ig(1) = 0dB Gds
O%

(O]
* Q0 = — L
0 = Arg(—_) = -arctg(,, )

1+—
0
®—>0=06-—-arctg(0.))=0

® — 0 = 0 — -arctg(-0) = -%

5 Latransformée de Laplace

5.1 Utilisation

L'analyse des systéemes analogiques linéaires invariants dans le temps, est grandement facilitée par
l'utilisation d’outils mathématiques appropriés. La transformée de Laplace est ici, considérée comme une méthode
opérationnelle de résolution des équations différentielles linéaires censées décrire :

le systeme,
les signaux qui lui sont appliqués,
les réponses du systéme a ces signaux.

La transformée de Laplace des équations différentielles linéaires est une équation algébrique, soluble par les
méthodes courantes.



5.2 Définition

La définition de la transformée de Laplace unilatérale est donnée par I'équation suivante, ot eR" etp €C :

Y()A LIy ()]- [ v(t)e et

La définition de la transformée inverse est donnée par I'équation suivante, ot C est un contour du plan
complexe p, choisi pour inclure toutes les singularités de la fonction Y(p) :

(08 LH()]= 5 Yiple™'ap

5.3 Propriété

Nous ne présentons ici que la propriété de la transformée de Laplace d’'une équation différentielle linéaire :

n=0 dt

J[y(n(t)]: j(‘f%r(t)eptdt =p"Y(p)- nilprnl{Lyn(t)]
t—0

5.4 Application

On applique un signal analogique, défini par son équation temporelle x(t), a I'entrée d’'un systéme linéaire
invariant. On récupére, en sortie, la réponse du systéme : un signal analogique y(t). X(p) et Y(p) sont leurs
transformées respectives. Si les conditions initiales du systeme sont nulles, H(p) le rapport de Y(p) a X(p), est la
fonction de transfert du systéme qu’elle caractérise.

Z blp (p p2|)

x(t)y | Systme | y() Y(p) _ =0 -1
—»— linéaire — H(p) = X(p) ;:n -K j|=n ms=n
X(p) invariant Y(p) > a Jpj (p pp])

j=0 j=1

Le numérateur Y(p) et le dénominateur X(p) de cette fonction de transfert, sont des polynémes de la variable
complexe p, a coefficients réels constants. Les valeurs de p, réelles ou complexes conjuguées, p, et py, qui
annulent les unes le numérateur et les autres le dénominateur, sont appelées les zéros et les pbles de la fonction
de transfert H(p). Le facteur de gain K, est un nombre réel.

La connaissance du circuit permet de calculer la fonction de transfert H(p).

L’identification des pbles et des zéros de H(p), permet d’évaluer la stabilité du systeme.

Le calcul de la transformée E(p) du signal d’entrée e(t), permet de calculer la transformée S(p) = E(p) H(p) du
signal de sortie s(t). La fonction S(p) est décomposée en somme de fractions rationnelles de degré maximum 2,

de la variable p.

Le calcul de la transformée inverse de cette somme, permet de calculer s(t) la réponse temporelle du circuit.



5.5 Formulaire

F(p) f(t)
e®" F(p) f(t-T)
F(p-a) e (1)
F(p) ® le®T|<1
_— f _
o bt %: (t—nT)
pF(p)-f(0) fi(t)
F'o(P) t (1)
F t
% [f(u)du
0
f(t
I})F(u) du Q
0
Y(p) y(®)
1 3(t) 3(t) : impulsion de Dirac
1
E u(t) u(t) : échelon unité
LS th-1 .
pn m keR,neN
k -1 g+at
(p-a)" oo
a .
02 +a2 sin(at) aeR
p
p2 a2 cos(at)
b .
b2 4+ (p—a)? e sin(bt) beR
p-a ;
02 Er o —)a)z e cos(bt)
2
a
1 - cos(at)
p (pz + az)
3
a .
at — sin(at)
pz (pz + az)
2 h
p2 _ a2 S (at)
p
p2 .2 ch(at)




6 Exercices

6.1 Potentiometre, pont diviseur

T |E g
(k) 10kQ R1=R (k)
< 2
(1-k) 10kQ R2 =R (1-k)
s Vs
Le potentiomeétre Modéle électrique Circuit 1

Le pont diviseur du circuit 1 est réalisé avec un potentiomeétre de valeur R, la tension délivrée a vide par le
générateur est E. Pour l'application numérique: E =10 V; R =10 kQ; k =0,5 puis 0,25.

6.1.1 Calculer, en fonction de k, la valeur de chacune des résistances (R1 et R2) du modéle électrique.
6.1.2 Calculer le courant Ig débité par le générateur.

6.1.3 Calculer la tension de sortie Vg du circuit 1.

6.2 Impédance de sortie, tension de sortie a vide et en charge

Gy Re Gv | |Vec Gv||V'e
EG | VS RU* 'S
Modeéle de Gv Circuit 2 Circuit 3

Le modéle (schéma équivalent) du générateur de tension Gy, est constitué d'une source de tension Eg et
d'une résistance Rg, I'impédance de sortie du générateur. Ce générateur alimente le pont diviseur constitué du
potentiométre R. Pour I'application numérique: Eg =10 V; Rg =5kQ; R =10 kQ; k= 0,5 puis 0,25.

6.2.1 Calculer le courant Ig débité par le générateur.
6.2.2 Calculer la tension Vg, délivrée par Gy aux bornes du potentiométre du circuit 2.
6.2.3 Comparer Eg et Vg, les tensions de sortie a vide et en charge du générateur Gy,.

6.2.4 Calculer la tension de sortie Vg du circuit 2.

6.3 Thévenin Norton

Sous certaines conditions (linéarité et invariance du systéme), un dipdle peut se réduire a un modeéle tel que
celui présenté pour le générateur Gy, c'est I'équivalent Thévenin. Son dual (source de courant, conductance)

existe, c'est I'équivalent Norton (voir annexe du polycopié TMI).

6.3.1 Etablir le modéle de Thévenin du Circuit 2, pour k = 0,5.
6.3.2  Etablir le modéle de Norton du Circuit 2, pour k = 0,5.

La tension de sortie est maintenant recueillie sur une charge modélisée par la résistance Ry (circuit 3). Pour
I'application numérique: Ry = 50 kQ puis 5 kQ.

6.3.3 Calculer I'g et V'g, le courant et la tension délivrés par Gy,.
6.3.4 Calculer la tension de sortie en charge V's, du circuit 3.
6.3.5 Calculer le courant de charge Iy qui traverse Ry.

6.3.6  Conclusion sur le rapport entre la valeur de la charge et celle de I'impédance de sortie.
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6.4 Reégime continu, régime petit signal

Gy, le générateur délivre une tension sinusoidale d'amplitude e, et de composante continue Eq. Tel que:
Eg = Eg + e sinwt. Son impédance de sortie est Rg.

C
Gv R=C Gv| Ri= R2
Circuit 4 Circuit 5

6.4.1 Calculer la valeur de chacune des composantes du signal aux bornes de la résistance du circuit 4.

6.4.2 Faire de méme aux bornes des résistances du circuit 5.

6.5 Régime harmonique

Le générateur e délivre une tension sinusoidale pure d'amplitude e. L'analyse en régime harmonique consiste
a étudier I'évolution d'une variable électrique, la plupart du temps le gain en tension G = vg/e, en fonction de la

fréquence du signal appliqué. Pour I'application numérique: R=10kQ et C=1pF.

e(éi R C%*vs e C R ﬁVS

Circuit 6 Circuit 7

A l'aide des modéles présentés dans I'annexe du polycopié TMI, établir I'équation du module en dB, du gain en
tension G, en fonction de la fréquence du signal d'entrée, pour le circuit 6.

6.5.1 Etablir I'équation de /G(w) / quand @ — 0, puis quand & — .
6.5.2 Calculer la valeur de la fréquence f; pour laquelle le module du gain vaut\/% .

6.5.3 Etablir I'équation de la différence de phase entre la tension d'entrée et celle de sortie.
6.5.4 Tracer les asymptotes de ces fonctions ainsi que ces fonctions elles mémes dans le plan de Bode.

6.5.5 Faire de méme pour le circuit 7.

6.6 Régime dynamique
Le générateur de tension e, se comporte maintenant de la maniére suivante:

t<0 = e=0
t>0 = ezEg=10V

6.6.1 Etablir 'équation de Vg en fonction du temps, pour le circuit 6.
6.6.2 Calculer le temps de montée de Vg, c'est a dire le temps d'évolution de Vg de 0,1 Eg & 0,9 Eg.

6.6.3 Relation temps fréquence

6.6.4 Etablir la relation entre le temps de montée et la fréquence de coupure d'un circuit passe-bas du premier
ordre.

11



