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Résumé- Cetarticle introduit uneversiona fenétreglissantede I'algorithme API, qui effectuele suivi de I'espacedominantd’une séquence
devecteursCetalgorithmeestdérivé dela méthodedespuissance#térées et reposesur uneapproximatiormoinsrestrictve quecelle connue
sousle nom d’approximationpar projection Il garantit’'orthonormalitéde la matricegénéréex chaqueitération, et satishit une propriétéde
corvergenceglobaleet exponentielle De plus, il atteintde meilleuresperformancesjuela plupartdesalgorithmesde suivi d’espacedominant
voisins de la méthodedes puissancestérées,tels que PAST, NIC, NP3 et OPAST, tout en ayantla mémecompleité algorithmique.Nos
simulationsnumériquesnt montrél'intérét del'utilisation d’'unefenétreglissante I'algorithmeréagitbeaucouplusrapidementidebrusques
variationsdu signal.

Abstract — This paperintroducesa sliding window versionof the API subspacéracler. This algorithmis derived from the power iterations
method,and relies on an approximationlessrestrictive thanthe well knowvn projection approximation It guaranteeshe orthonormalityof
the subspaceveightingmatrix at eachiteration,and satisfiesa global and exponentialconvergenceproperty Moreover, it outperformsmary
subspacéraclersrelatedto the powver method,suchasPAST, NIC, NP3 and OPAST, while having the samecomputationatompleity. Our
numericalsimulationshave shavn theinterestof usinga sliding window: the algorithmoffersa muchfastertrackingresponseo abruptsignal

variations.

1 Intr oduction

Lestechniquesle suivi d’espacedlominantont étéprincipa-
lementétudiéesdansles domainedu filtrage adaptatif,de la
localisationdesourceset plusgénéralemerdel’estimationde
parameétresL’'une desméthodegproposéeslansia littérature
consistea optimiserune fonction de codt de faconitérative.
C’estle casdesalgorithmesPAST [1] et NIC [2]. Dans][3], il
a étédémontréquecesalgorithmesde suvi peuentaussiétre
dérivésa partir de la méthodedespuissance#érées[4]. Plu-
sieursimplémentationsle cetteméthodereposansurdesfac-
torisationsQR, ont étéproposéesians[5]. Ainsi, I'algorithme
Loraf2 s’avérestableet robuste,maispossédeainecompleité
algorithmiquesupérieurei cellede PAST etNIC ; inversement
I'algorithme Loraf3 possédéa mémecompleité, maisau prix
d’'une dégradatiordes performancesUne autreimplémenta-
tion rapidede la méthodedespuissancegérées/'algorithme
NP3 reposantsur desmisesa jour de rang 1, a été présenté
dans[3], mais cet algorithmes’avére instabledansde nom-
breuxcas.Une dernieéreimplémentationpaptiséeOPAST car
conguecommeune version orthonormaliséale PAST, a été
proposéalans[6], et fournit de meilleursrésultatsque PAST,
NIC et NP3.Plusrécemmentnousavons présentéin nouel
algorithmebasésurla méthodedespuissancei&éréesquenous
avonsbaptiséAPI [7], et qui présentda mémecomplexité al-
gorithmiqueque PAST, NIC, NP3et OPAST, maisfournit une
estimatiorplusprécisede'espacedominant.

Tous les algorithmesmentionnésci-dessusont été congus
pourunefenétred’analyseadécroissancexponentielle En ef-
fet, ce choix permetde lisserles variationsdu signal, et auto-
riseachaquenstantunemisea jour peucolteusentempsde
calcul. En comparaisonles algorithmeshasésur desfenétres

glissantesontsouwentplus colteux,maisoffrentuneréponse
plusrapideadebrusquewariationsdu signal[1, 8]. Cetarticle
introduit ainsi une versiona fenétreglissantede I'algorithme
API. La section2 rappelleles principesde basede la méthode
despuissancegtéréesLa section3 introduit I'algorithme API
afenétreglissante(SW-API), dontuneimplémentatiorrapide
(SWFAPI) estproposéedansla section4. Enfin, les perfor
mancedde cetteméthodesonttestéesdansla section5, et la
section6 résumdesprincipauxrésultats.

2 Meéthode despuissancestérées

Soit {z(t) }+>0 uneséquenceale vecteurscomplexesde di-
mensionn, dontla matricede covarianceC, (t) estestimée
surunefenétreglissantedelongueuri :

t

Cox(t) = Y a(@i)z(i)". @

i=t—I1+1
Cettematricepeutétremiseajour selonla récurrence
Coz(t) = Cop(t— D) +xt) () —z(t—-Daxt—1)". (2)

La méthodedespuissancegérées|3] effectuela poursuite
de I'espacedominant' de dimensionr < n engendrépar la
matriceC..(t). A chaquenstant,elle détermineunebasede
cetespacesousla forme d'unematriceW (¢) orthonorméele
dimensionn x r. Le calculde W (t) comprendune étapede
compressiomlesdonnéeg3) etuneétaped’orthonormalisation
dela matricecompresséét):

1. L’espacedominantde dimensionr engendrépar la matricehermitienne
positve Czz(t) estl'espaceengendréparlesr vecteurspropresde Cy (t)
associésauxr plusgrandes/aleurspropres.



Coy(t) = Coa(t) W(t - 1)
W () R(t) = Cuy(t).

®3)
(4)

L'étaped’orthonormalisatioffiaitintervenirunematrice R(t),
qui peut étre vue commeune racine carréede matrice’. En
effet, I'orthonormalité de W (¢) est équivalentea la relation
R(HE R(t) = ®(t), ou ®(t) £ Cyuy(t)?Cyy(t). Il apparait
ainsique R(t)" estuneracinecarréede ®(t), définiea une
transformatiorunitaireprés.On peutparexemplechoisir R(t)
triangulaire[5], ou hermitiennd3].

La multiplication dansl’étape (3) comporteO(n?r) opéra-
tions, et 'orthonormalisatiomécessit€) (nr?) opérationsEn
raisonde sonco(télevé, cetalgorithmen’est pasadaptépour
un traitementempsréel, et nécessita’étre simplifié. Dansce
but, nousavonsintroduit dans[7] I'approximation(5), moins
restrictive que celle connuesousle nom d’approximationpar
projection® [1] :

W(t) =~ W(t—1)0() )

oud(t) & W(t— 1)PW (t). La méthodedespuissanceé-
réespeutétre accéléréeen introduisanti’approximation(5) a
l'instantt — 1 dangl'étape(3). On obtientainsiunerécurrence
surla matriceC, (t), qui permetunemisea jour rapidede la
factorisation(4) entrelesinstants — 1 ett. Cetteapprochesera
déweloppéealansla section3.

3 Algorithme SW-API

CommencongarétablirlarécurrenceurlamatriceC, (t).
Tout d'abord, I'équation (1) peut étre réécritesousla forme
C..(t) = X(t) X", 00 X (t) & [x(t —14+1),...,2(t)].
Ainsi, I'équation(3) donneC., (t) = X (t) Y ()%, ouY (t) £
W (t—1)2 X (¢). Il sagitmaintenant’établirdesrécurrences
surX (¢) etY (¢). La premiéreestimmédiate

[z(t—1) | X(t) | =] X(t—1)|=(t) ]. (6)

EnmultipliantagaucheparW (t — 1), on obtient
[vt—=0D|Y(@) | =] WEt-1)"X({t-1) ]|yt }( )
7
olv(t—1) 2 W(t—1DHz(t—1)ety(t) = W(t—1)7x(t).
Enappliquant’approximation(5) al'instantt — 1 al'équation
(7), onobtientunerécurrencesurY (1) :

(o= Y0 ]~ [ V-1 |y |

ou .
Vi-1)2eit-1)"yr-1). (8)
La définitionexactedeY (t) estalorsremplacéear
[st-n Y ]2 Ve-D]ue] O

2.Si T estune matricehermitiennepositive, on appelleracinecarrée de
T toutematrice S de mémedimensionvérifiant'égalité S S¥ = T, eton
note S = T'2. Ainsi, lesracinescarréessontdéfiniesa unetransformation
unitairepres,etla notationS2 peutdésignem’importelaquelled’entreelles.
Par contre,il n'existe qu’'uneseuleracinecarréede T" qui soit elle-mémeher
mitiennepositive.

3.Dansle casde[1], ©(t) étaitcontrainta étrela matriceidentité.

oulevecteur(t—1), définiparla premiérecolonnedumembre
dedroite,estuneapproximatiorduvecteurv(t — ). Leséqua-
tions(6), (8) et(9) impliquentfinalement

C.y(t) = Cry(t—1)O(t—1)+z(t)y(t)" —x(t—D)v(t—1)".

(10)

Nous souhaitonsa présentutiliser I'équation (10) pour ef-

fectuerunemiseajour rapidedela factorisation(4). Ce calcul
nécessit¢introduction d’'une matriceauxiliaire, notéeZ (t).

SoientJ £ [ 5 ° |.y@®) £ [ y(t) |v(t—1) Jety(t) £

[ y(t) | o(t —1) ]. Par ailleurs, on supposeque la matrice

S(t—1) £ (R(t—1)©(t — 1)) estinversible.La propo-
sition 1 introduitunerécurrencesur Z (t — 1) £ S(t — 1)~ 1.

Proposition1 La matrice S(t) £ (R(t)©(t)) de dimen-
sion r x r estinversible si et seulemensi la matrice J +
y(t)7h(t) estinversible ol h(t) £ Z(t — 1) g(t). Dansce
cas,soninverse Z (t) = S(t)~! vérifie

Zt)y=0)" (I, —gtyy®™") Zzt -1 01t 7 (11)
oug(t) £ h(t) (J +y()"h(1))

Preuve Ensubstituantéquation(4) dand’équation(10)eten
multiplianta gauchepar W (¢ — 1)#, on obtient

Ot) R(t) = S(t - 1) +y(t) JTy®)". (12)
Considéronge lemmed’inversionmatricielle[9, pp. 18-19]:

Lemmel Soit A unematriceinversible de dimensionr x r.

On définitla matrice B = A + P J Q de dimensionr x r,

oulesmatricesP, @Q et J ontrespectivemergour dimension
rxm, mxretmxm.OnsupposeleplusqueJ estinversible

Alors B estinversible si et seulemensi J ' + Q A~ ' P est
inversible etdanscecas

B'=A"'-AT'P(J'+QA'P) QA"

En appliquantle lemme1 al'équation (12) avecm = 2, on
montrequela matrice®(¢t) R(t) estinversiblesi et seulement
si J+y(t)" h(t) estinversible(cequi fournitunmoyenrapide
de testerl'in versibilité communede ©(t) et R(t)). Dansce
cas,onobtient

O R(1)) " = Z(t—1)" (I, —y(t) g()™)
Cetteéquationinduit finalementa récurrencéll).

Enfin, la proposition2 introduit unerécurrenceur W (t).

Proposition2 Dansle casou la matrice J + y(t)?h(t) est
inversible W (¢) satisfaitla récurrence

W(t)=(W(t-1)+e() gt)?)O(1) (13)
o e(t) 2 a(t) - W(t - 1) ().

(14)

Preuve Ensubstituantéquation(4) dand’équation(10)eten
multipliant a droite par ®(t), on montreque

WSt = (Wt -1)S¢t - 1" +zt)Jyt)") O(t)

(15)
ouz(t) £ [ (t) | z(t —1) |. En substituanies équations
(12) et (14) dansl’équation(15), on obtient

WHSH" =W (t—1)0n)SH) +et)Jyt)"O(1).
(16)



TAB. 1 - AlgorithmeAPI a fenéte glissante(SWAPI)

Initialisation :

I 0 -
X(O) _ [ r X (l—7) —|
[ O(TL—’V‘)XT O(n—r)x(L—r)

~ I’f‘
V(O):[ I Opx(i—r) }:W(O): } ,Z(0) =1,
e mem e ___ 0w |
A chaque instant faire
[ Section semblable 4 SW — PAST :
Vecteur d’entrée : x(t)
[ et-0 | x0 | =] xt-1) | 2 |
y(t) = W(t — 1)"x(t) O(nr)
[sc-n|vw |=][ ve-v | ]
vt —1) =W(t—1)Tat—1) O(nr)
x(t) = [ x( | (t—1) }
a0 =] y@ | o1 |
y®) =[ v [ w1 |
(t) = ( -1yt o(r?)
@ (7 +y®"h@) o(r)
g(t) = @(t) W(t—1)y(t) O(nr)
Section principale de SW — API :
_1
o = (1. +gt) (emew) gt)™)* O(n +1°)
Z(t) =em" (Ir - g(t)y(t)”) zZi-new " or?)
W(t) = (W(t-1) +et)gv)™) O) O(nr?)
V) =0m)Y () o(ir?)

Or enmultipliantI'équation(12) agaucheparg(t)H, ona
Jy)" =gt (1) R(t).

En substituant’équation (17) dans(16) et en multipliant &
droitepar Z ()", onobtientfinalement(13).

17)

Puisquela matrice W (¢t — 1) estorthonormale)e vecteur
e(t) estorthogonala W (¢t — 1). Par conséquent|'orthonor-
malitéde W (t), conjuguée I'équation(13), setraduitpar

(I, +g(t) (et)e(t)) gt)™)

o) e = (18)

Ainsi, ©(t) estuneracinecarréeinversede la matricehermi-
tienne I, + g(t) (e(t)”e(t)) g(t)*. Le choix d'une racine
particuliéren’affecterapasla performancelu suii. Le pseudo-
codecompletde I'algorithme SW-API estdonnédansla table
1. La premiéresectionressemble I'algorithme SW-PAST, tel

queprésent&lansl’article [8]. Sacomplité estO(nr), alors
quecelledela secondesectionestO((n + ()r?).

Dansle casparticulierot la matrice J + y(t)? h(t) n’est
pasinversible, Z (t) et W (t) ne peuwent plus étre mis a jour
avecleséquationg11)et(13), maisunesolutionaétéproposée
dang[7]. Enpratique housn’avonsjamaisrencontréuntel cas
dansnossimulationsnumériques.

4 Algorithme SW-API rapide

Danscettesection,nousproposonsineimplémentatiorra-
pidedel'algorithme SW-API, baptiséeSW-FAPI, reposansur
unchoixparticulierdela matrice®(t), qui réduitla complexité
globaled O((n +1)r). Soite(t) uneracinecarréedela matrice

TAB. 2 — AlgorithmeSWAPI rapide (SWFAPI)

A chaque instant faire

Section semblable 4 SW — PAST (cf. table 1)
Section principale de SW — FAPI :

c(t) = (e e) * o(r)
p(t) = I+ e (g™ g (1)) e(®) o(r)
20 =) (o0 + o0 ¥ ) e o)
n®) =1 — (g™ g(t)) 7(t) o(1)
R (t) = Z(t—1)" (y(t)n(t) + () (t)) o@r?)
et) = (2t —1g(t) —gt) (R ()7 g(1)))

% (zone) )" o(r?)
Z(t) = 2Z(t 1)~ g() B/ ()T + &(t) g()" o(r?)
e/(t) = e(t) n(t) — W(t — 1) g(t) 7(t) O(nr)
W(t) = W(t—1)+e'(t) gt)” O(nr)

LYo =y® g0z (s0)y ) otr)_ _

e(t)fe(t), etp(t) = I + e(t)? (g(t)7 g (1)) e(t). On définit
alorsla matrice2 x 2

=) = e (p(6) + o0 %) e(t)".

Méme si d’autreschoix seraientpossiblesnoussupposerons
dansla suite que la racinecarréede p(t) qui intervientdans
I'équation(19) estl'unique racinehermitiennedéfiniepositive.
Cettecondition garantitquela matrice p(t) + p(t) = estbien
inversible,et que la matricer(t) ainsi définie estelle-méme
hermitiennepositive. On peutalorsvérifier que

o) £ I, —g(t)z(t) g(t)" (20)

estuneracinecarréeinversede I, + g(t) (e(t)"e(t)) g(t)”.
En particulier si 7(¢) estasymétriehermitienne® (t) présente
la mémesymétrie Posonsnsuite

n(t) =1, — (g(t) g(t)) z(1). (21)
Puisque®(t) estinversible,le lemmed’inversionmatricielle

montre que 7(t) I'est aussf. En substituant’équation (20)
dansl’équation(11), on obtient

(19)

Zt)y=2t-1)-g)R®O" +e)g)"  (22)
M RW =zt )T GO0 L en0)  (23)
et
elt) = (Z(t—1)g(t) — g(t) (') g(t)) (z(t)n(t) )"

(24)
Par ailleurs, en substituant’équation (20) dansl’équation
(13), onobtient

W) =W(t—-1)+€{t)gt)” (25)

M e e -Wi-Dg0z. @9
Enfin, ensubstituant'équation(20) dans(8), ona

Vi)=Yt -gt)z®" (a)"Y(1). @7

L'algorithmeSW-FAPI estrésumédansla table2.

gt) z(t),

4.0n appliquele lemme1 a I'équation (20), en posantA = I,, P =
J=ILetQ=gt".



5 Simulations numériques

Danscettesection,lesalgorithmesde suvi d’espacedomi-
nant sont appliqguésdansle contexte de I'estimation de fré-
quencesles performancegsiu suivi sont mesuréesen terme
d’anglemaximalentresous-espacgs, pp.603-604]) A chaque
instantt, on comparel’espacedominantexact de la matrice
de covarianceC,(t) a I'espaceestimépar l'algorithme de
suwvi. Le signalde testestunesommede r = 4 sourcessi-
nusoidaleomplexes et d'un bruit blanc gaussiencomplece
(le rapportsignal a bruit estde 5.7 dB). Les fréquencesles
sinusoidewarientpar paliers.Leurs variationssontreprésen-
téessur la figure 1-a. La figure 1-b représentdes variations
temporellegde I'angle maximald'erreurfsw_rapi(t) obtenu
avecla méthodeSW-FAPI®. On peutvoir que cetalgorithme
cornverge rapidementapréschaquesautde fréquence Ce ré-
sultat peut étre comparéa celui de la figure 1-c, obtenuavec
la méthodeFAPI a oubli exponentief [7]. On obsere quela
réponseaux sautsde fréquenceestplus lente,enraisonde la
naturede la fenétred’analyse,qui tend a lisserles variations
dusignal.Nousavonségalemenpu constateuel’algorithme
SWFAPI donnedesrésultatstrés prochesde ceuxde I'algo-
rithme SW-OPAST [8] etdel’algorithmeNIC [2], qui constitue
unegénéralisatiomobustede PAST, et dontnousavonsimplé-
mentéune versiona fenétreglissanteSWNIC ‘. Les perfor
mancege cesdiversalgorithmessontcomparéeslansles fi-
guresl-detl-e.Lafigurel-dreprésentée rapportendécibels
des anglesmaximauxd’erreur obtenusavec les algorithmes

SWEFAPI et SWNIC, cest-a-dire20logy (M> et

Osw_~1c(t)

la figure 1-e représentée rapportdesanglesd’erreurobtenus
avec SW-FAPI et SW-OPAST. On peutainsiobsener queSW

FAPI s’avereglobalemenplus précisqueles algorithmesSW

OPRAST et SWHNIC. Finalement|'orthonormalitédela matrice
W (t) peutétremesuréendécibelsal’aide du critered’erreur
201ogo([|W (t)EW (t) — I,.||r). Surle signal de test, SW

NIC atteint une erreurde -10 dB, alors que les algorithmes
SW-ORAST, SWFAPI et FAPI nedépasserjamais-240,-285
et-305dB respectiement.

6 Conclusion

Danscet article, nousavons présentéuneversiona fenétre
glissantedeI'algorithme API. Cetalgorithmegarantitl'ortho-
normalitéde la matricegénéréea chaqueinstant.De plus, sa
compleité estseulemenO((n + I)r), etil héritede la pro-
priété de corvergenceglobale et exponentiellevérifiée par la
méthodedespuissance#térées.Dansle contete de I'estima-
tion de fréquencescettetechniques’est avéréerobustea de
brusquewariationsdu signal,et permetd’atteindredesperfor
mancessupérieures cellesde I'algorithme OPAST a fenétre
glissante.

5. Les dimensionsde la matricede donnéesont été fixéesan = 80 et
1 =120.

6. Le facteurd’oubli o ~ 0.99 a étéchoisipourobtenirunelongueuref-
fective defenétreégaleal.

7.Le pasd'apprentissage a étéfixé a0.5.
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FiIG. 1 - Résultadessimulationsnumériques

(a) Fréquenceséduitesdessinusoides

(b) Trajectoired’erreuravec SW-FAPI

(c) Trajectoired’erreuravec FAPI

(d) Rapportdeserreursobtenuesvec SW-FAPI et SWANIC
(e) Rapportdeserreursobtenuesvec SW-FAP| et SW-OPAST

Références

[1] B. Yang, “ProjectionApproximationSubspacdracking;
IEEE Trans.on Signal Proc., vol. 44, no. 1, pp. 95-107,
jan.1995.

[2] Y. Miao et Y. Hua, “Fastsubspacdracking and neural
network learningby a novel informationcriterion; IEEE
Trans.on SignalProc., vol. 46,n0.7, jui. 1998.

[3] Y. Hua,Y. Xiang, T. Chen,K. Abed-Meraim,et Y. Miao,
“A new look at the power methodfor fast subspacdra-
cking; Digital SignalProc., oct.1999.

[4] G.H.GolubetC.E VanLoan, Matrix computations The
JohnsHopkinsUniversityPressBaltimoreetLondre third
edition,1996.

[5] P Strobach,“Low-rankadaptve filters;” IEEE Trans.on
SignalProc,, vol. 44,n0.12,déc.1996.

[6] K. Abed-MeraimA. Chkeif, etY. Hua, “Fastorthonormal
PAST algorithm! IEEE SignalProc. Letters, vol. 7, no. 3,
pp.60-62,mars2000.

[7] R. Badeau,G. Richard,B. David, et K. Abed-Meraim,
“Approximated power iterations for fast subspacetra-
cking; dansProc.ISSFA 2003 jui. 2003.

[8] R. Badeau,K. Abed-Meraim,G. Richard, et B. David,
“Sliding window orthonormal PAST algorithm; dans
Proc. IEEEICASSP2003 avr. 2003.

[9] R.A. Hornet C.R. Johnson,Matrix analysis Cambridge
University PressCambridge 1985.



