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Modele paramétrique de signal
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%im‘l Modélisation sinusoidale du signal audio

B | es sons qui engendrent une sensation de hauteur tonale bien
définie ont une forme d’onde quasi-périodique
B Spectres d’harmoniques multiples du fondamental :

= sons de parole voisés, produits par vibration quasi-périodique des
cordes vocales
= sons produits par des instruments a cordes ou a vent
B | a propriété d’harmonicité n’est pas toujours vérifiée :
= Certains instruments sont Iégérement inharmoniques
= Polyphonie : recouvrement des peignes d’harmoniques
= Présence de paires ou de triplets de fréquences proches :
— dissymétrie dans la géométrie d’'une cloche
— couplage entre cordes et chevalet dans une guitare

— paires ou triplets de cordes dans un piano, et couplage des modes de

vibration vertical et horizontal
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il E 80 Exponential Sinusoidal Model (ESM)

B Modulation d’amplitude exponentielle pour modéliser
'amortissement naturel des systémes vibratoires libres

m Modéle réel : s[t] = K1 ax e’ cos (2rft + ¢)
m Modele complexe : s[t] = SK_ ax e’ e/Bmht+ox)

®m Ecriture compacte : s[t] = Y.k, ax 2! ol
= ax = axe'? est une amplitude complexe,
= 7 = et est un pble complexe.
B Hypotheéses : pourtout k € {0...K — 1}, ax # 0, zx # 0, et tous
les pdles zx sont distincts deux a deux

B Le signal observé x[t] est modélisé comme le signal s[f] plus un
bruit blanc gaussien complexe b[t] de variance o2
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l # 2 T0 estimation spectrale par analyse de Fourier H Z 20 problemes de résolution

Signal de test :
B Fréquence d’échantillonnage : 8000 Hz
o , ; . B Premiére sinusoide : 440 Hz (la)
m Détection des pics dans la transformée de Fourier ® Deuxiéme sinusoide : 415,3 Hz (sol #)
B Avantages B Pas d’amortissement, amplitudes égales a 1
= existence d'un algorithme de calcul rapide (FFT) B | ongueur de la fenétre rectangulaire : N = 128 (16 ms)
|

. me,thgde robuste d'estimation Taille de la transformée : 1024 échantillons
B |Inconvénients

= résolution spectrale limitée par la longueur de la fenétre

= précision spectrale limitée par la taille de la transformée ]
= compromis entre la largeur du lobe principal et la hauteur des lobes :
secondaires induites par la forme de la fenétre Al |
= élargissement du pic en cas d’amortissement exponentiel :
; . |
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ﬁﬁml Méthode du maximum de vraisemblance ﬁﬁgml

(dB)

Amplitud

>

B Principe général d’estimation paramétrique, asymptotiquement
sans biais, consistant et efficace Partie 1
B || conduit a une estimation en trois étapes :
= Estimation des péles complexes : optimisation numérique d’'une

fonction de K variables complexes MéthOdeS é haute réSOIUtiOn

= Estimation des amplitudes complexes : par la méthode des
moindres carrés
= Estimation de la variance : puissance du résiduel

m Difficultés de la premiére étape :
= complexité algorithmique
= présence de nombreux maxima locaux
B Besoin de méthodes spécifiques pour les pbles complexes

B | es méthodes d’estimation paramétrique a haute résolution
s’affranchissent des limites de I'analyse de Fourier TELECOM
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ot ] | Méthodes de prédiction linéaire

B Principe : tout signal satisfaisant la récurrence
s[t] — zp [t — 1] = 0 est de la forme s[t] = ao zo!
K—1
m Cas général : soit P[z] & H (z—2z4) = Z p- 2K,

B Un signal discret {s[t]}icz satisfait I' equat/on de récurrence
K K—1
3 p,s[t— 7] =0 ssiil est de la forme s[t] = > ax z!
=0 k=0

B Méthodes de Prony et de Pisarenko :
= Estimer le polynéme P|z] par prédiction linéaire
= Extraire les racines de ce polynéme

B |Inconvénient : performances médiocres en présence de bruit
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® On définit la matrice de corrélation Rss = 1 S 8"

® Alors Rss = V' P V™ ot P =1 AV V" A"
B | a matrice Rgs est de rang K

B R, est diagonalisable en base orthonormée {wy,... w,_1}
B Ses valeurs propres \g > A1 > ... > A\,_q > 0 satisfont
*Vie{0...K—1}, \i > 0;
*Vie{K...n—1}, \;=0.

m On pose Ry = I1BB" et Ry, = E [I?.’bb} = o2l
® De méme, on pose Rxx = 1 X X" et Ry = [IA?XX].

| A|OFS RXX = Rss + ag In

8
RACEEAY Q Licence de droits d’'usage

TELECOM
ParisTech

54 i

TELECOM
ParisTech

=4 i |

il Représentation matricielle du signal

B Horizon d’observation:t € {0...N—1},ou N > 2K
B Matrice de données (n> K,/ >KetN=n+1-1):

s[0] s[1] s[l —1]
s s S
s[n—1] s[r] SN — 1]

L . T
B Factorisation de la matrice S: S= VAV, ol
= V" est la matrice de Vandermonde de dimensions nx K,

1 1 1
20 Z4 ZK -1
2 2 2
V' = 20 Zi ZK 1
20"z Zi_q" 1

= V! est la matrice de Vandermonde de dimensions / x K,

mﬁ —gliag(ag, a1, ..., ag=y)restunesmatricerdiagonalede

TR oheoe
ﬁﬁiml Espace signal et espace bruit
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® Pourtoutie€ {0...n— 1}, w; est aussi vecteur propre de Ryx

associé a la valeur propre \; = \; + o2. Ainsi,
=Vie{0...K—1}, X > o2;
svie{K...n—1}, N = o2

B Onnote W=[wp...wg_+],et W, =[wg...
® Alors Im(W) = Im(V") est appelé espace signal

B De méme, Im(W ) est appelé espace bruit

B Les poles {zfke(o..k—1} Sont les solutions de I'équation

H 2 s
HWLV(Z)H —0,0uv(z)=[1,z,...,2"]
B | a méthode MUSIC consiste a résoudre cette équation

® | a méthode Spectral-MUSIC consiste a rechercher les K pics les
plus élevés de la fonction z — 1

T . o-
|wiv(z)]|
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ﬁﬁim‘l Méthode Spectral MUSIC

Signal de test :
B Fréquence d’échantillonnage : 8000 Hz
B Premiére sinusoide : 440 Hz (la)
® Deuxiéme sinusoide : 415,3 Hz (sol #)
B Pas d’amortissement, amplitudes égales a 1
B |ongueur de la fenétre : N = 128 échantillons
B Valeurs des dimensions d’analyse : n=64, / =65, K =4
B Taille du pseudo-spectre : 1024 échantillons

Périodogramme
20 T

(dB)

Amplitude

I
&

o

o )

m Z A0 Algorithme ESPRIT

B Propriété d'invariance rotationnelle de V" : V", = V" D
® Formule de changementde base : V"' = W G
® [nvariance rotationnelle de W(t) : W(t)y = W(t), ®(1)
ol ®(t) = GD G est appelée matrice spectrale
® Les valeurs propres de ®(t) sont les poles {z fxecqo..k—1}

1
= La matrice ® vérifie ® = (W{'w,)  wi'w,
® Algorithme ESPRIT :

= calculer I'estimateur R,y de la matrice Ry,
* |e diagonaliser et en déduire la matrice W,

H 1 H
= calculer ® = <W¢ W¢> wiw,,
=_diagonaliser ® et en deduire les poles {Zx}xcio k13-
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H Z3T0 Algorithme ESPRIT

B Propriété d'invariance rotationnelle de V" :

1 ... 1

20 ... ZK-1 20 . ZK—1
Zon_z. . ZK_1n_ Zon_z. 2K A n—-
_Zon 1 ZK_1n—1 zon 1 ._ZK_1n—

n n
% Vn,
nx K (n—1)x K

— - - 1 -

20 ZK -1 20 ZK—1
Zon 2 ZK—1 Zonfz. 2K
zal 1
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ﬁﬁiml Estimation des amplitudes et des phases

m Soit x le vecteur [x[0], x[1],..., x[N — 1]]” de dimension N
® On note V" la matrice de Vandermonde contenant N lignes

® On note a = [y, a, ..., ax_4]" le vecteur contenant les
amplitudes complexes que I'on cherche a estimer

B | e principe du maximum de vraisemblance conduit a utiliser la

2
méthode des moindres carrés : a = argmin Hx — VNBH
B

1
B La solution est & = (VNHVN> vV x

B On en déduit 3, = |ax| et ok = arg(ax)
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Partie IlI

Signaux a traiter dans le TP
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ﬁ%im‘l Son de cloche

Amplitude

. . . I .
1 2 3 4 5 6
Temps (secondes)

(b)
T

Puissance (dB)

 1“ k A
Al

-100

-120

L L L L
0 1000 2000 4000 5000

3
Fréquence (Hz)

(a) Forme d’onde du signal
(b) Densité spectrale de puissance
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