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Préface

Dans les télécommunications mobiles, l’ARCEP (Autorité de Régulation des Com-
munications Electroniques et des Postes) publie chaque année une analyse de la qualité
des différents réseaux radiomobiles. Pour la voix, les deux critères sont la capacité
de démarrer une communication et de la maintenir deux ou cinq minutes ainsi que la
qualité audio de la communication. Pour chaque service de données, le temps de trans-
mission et l’intégrité du message (SMS, MMS) sont testés dans différentes situations :
milieu urbain, semi-urbain ; pour les piétons, les voitures, les TGV, etc. La figure 1
illustre les quantités mesurées pour un MMS.

ARCEP – Résultats pour l’année 2009 de l’enquête de qualité des services de voix et de 
données des réseaux mobiles (2G et 3G) en France métropolitaine 
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Figure 1 – Procédure de mesure de l’ARCEP pour la qualité d’un MMS. Extrait du
rapport 2010 de l’ARCEP [ARC 10]
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10 Modélisation et analyse des réseaux

Les résultats de ces mesures deviennent parfois des arguments commerciaux. A
contrario, de mauvais résultats nuisent gravement et rapidement à l’image d’un opéra-
teur. Il y a donc un enjeu majeur pour tous les intervenants du domaine.

La satisfaction de certains de ces critères dépend directement du nombre de res-
sources allouées au réseau, notamment la capacité de ce que l’on appelle les stations de
base. L’opérateur doit aller disposer de moyens quantitatifs pour anticiper la demande
et son impact sur le dimensionnement de son réseau. Si l’on veut dépasser le stade de
la divination, la modélisation s’impose alors. Il s’agit de traduire en équations, ayant
certes parfois un aspect kabbalistique, le phénomène que l’on veut étudier. A chaque
situation, peuvent correspondre plusieurs modèles selon que l’on s’intéresse à l’échelle
microscopique ou macroscopique, au comportement en temps long ou en temps court,
etc. Idéalement, le choix ne doit se faire qu’en fonction du but recherché mais il est
aussi conditionné par les connaissances techniques et mathématiques des personnes
qui construisent le modèle.

Une fois le problème posé, il faut le résoudre : en d’autres termes, si l’on a des
nombres en entrée, il faut qu’il y ait des nombres en sortie. Grâce aux progrès de
l’informatique, la situation a radicalement changé dans les vingt dernières années. Il
est maintenant possible de calculer des quantités qui ne sont plus seulement définies
par des formules mathématiques explicites, mais qui peuvent résulter d’algorithmes
plus ou moins sophistiqués.

Un modèle est aussi bien souvent un support pour la simulation, cette façon de
créer de façon artificielle une simplification de la réalité. Si cette méthode ne donne
bien souvent que des résultats approximatifs et fort coûteux en temps de calcul, elle est
aussi souvent la seule possible.

Nous avons donc essayé dans cet ouvrage de montrer ce à quoi pouvaient servir
les modèles stochastiques dans le cadre des réseaux de télécommunications, tant du
point de vue quantitatif que parfois seulement qualitatif. Nous avons voulu varier les
approches possibles (temps discret, temps continu, chaînes ou processus de Markov,
suites récurrentes, modélisation spatiale) pour permettre au lecteur de poursuivre lui-
même ses efforts de modélisation. Nous n’avons pas, loin s’en faut, abordé tous les
thèmes et toutes les techniques sur lesquels travaillent les chercheurs en « performances
de réseaux », notamment les limites fluides et les mesures de Palm, mais nous espérons
que notre lecteur pourra s’emparer de cette riche littérature pour prolonger sa réflexion.
Nous avons essayé d’être le plus complet possible dans les prérequis mathématiques.
Les démonstrations et les résultats manquants se trouvent aisément dans de nombreux
livres qui apparaissent dans les références. Pour insister sur les aspects informatiques
et pour aider notamment nos lecteurs étudiants, nous avons explicité aussi souvent
que nécessaire les algorithmes à mettre en place pour résoudre tel ou tel problème.
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Les langages comme Octave, Scilab ou Scipy/Numpy (disponibles à travers la plate-
forme SAGE) se prêtent particulièrement bien aux calculs vectoriels qui apparaissent
ici et permettent d’instancier les algorithmes décrits en quelques lignes seulement.

Ce livre n’existerait pas sans le concours d’un nombre considérable de personnes.
La première ébauche de cet ouvrage est un polycopié de cours de Telecom ParisTech
écrit par L. Decreusefond, D. Kofman, H. Korezlioglu et S. Tohmé. L’introduction aux
martingales discrètes doit beaucoup à un polycopié de A.S. Üstünel. Nous avons essayé
autant que possible de présenter les protocoles réseaux sous-jacents ; le décryptage de
normes de plusieurs milliers de pages et la capacité à en extraire la « substantifique
moelle » demandent de nombreuses et fines connaissances dans une grande variété de
champs disciplinaires, ainsi qu’une infinie patience. Nous tenons donc à remercier C.
Rigault et tout particulièrement P. Martins, sans qui nous ne saurions pas ce qu’est le
RTC et encore moins l’OFDMA.

Nous tenons à remercier amicalement N. Limnios, qui nous a proposé de nous
lancer dans cette aventure de longue haleine, ainsi que nos collègues F. Baccelli, C.
Graham, P. Robert et A.S. Üstünel, avec lesquels nous avons beaucoup discuté sur ces
sujets depuis plusieurs années. Ce livre n’aurait certainement pas été ce qu’il est sans
l’inspiration née de la lecture de leurs ouvrages respectifs. Nos étudiants ou collègues,
E. Ferraz, I. Flint, P. Martins, A. Vergne, T.T. Vu ont relu et amendé tout ou partie de
cet ouvrage. Qu’ils soient remerciés d’avoir participé à cette tâche souvent ingrate. Les
erreurs résiduelles sont nôtres.

Un grand merci à nos compagnes pour nous avoir supportés à certains moments
délicats. Merci à Adele pour son aide.
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Trafic, charge, Erlang, etc.

En électricité, il faut compter les ampères ou les volts ; en météorologie, il faut
mesurer la pression ; en télécommunications, il faut compter les erlangs.

Au début, en 1870, était le téléphone. La plupart des concepts et des notations
découlent donc de cette époque. Si l’on observe une jonction téléphonique sur une
période temps de longueur T , on définit son trafic écoulé, noté ρ, comme le pourcentage
du temps pendant lequel cette jonction est occupée (voir figure 1.1), c’est-à-dire que
l’on a :

ρ “

ř

i ti
T
¨

Temps0 T

t1 t2 t3 t4

Figure 1.1 – Trafic d’une jonction : rapport du temps d’occupation par le temps total
d’observation

A priori, le trafic est une quantité sans dimension puisque c’est le rapport du temps
d’occupation par le temps total. Il n’empêche qu’il a tout de même une unité, l’erlang en
hommage à celui qui fut, avec Palm, l’un des pionniers de l’évaluation de performances
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14 Modélisation et analyse des réseaux

des réseaux téléphoniques. Ainsi, une charge d’un erlang correspond à une jonction
occupée en permanence.

Si l’on observe plusieurs jonctions, le trafic écoulé par ce faisceau est la somme des
trafics de chacune des jonctions :

ρfaisceau “
ÿ

jonctions

ρjonction.

Ce n’est donc plus un pourcentage mais on peut donner à cette quantité une interpréta-
tion physique si l’on fait l’hypothèse ergodique. En effet, supposons que le nombre de
jonctions soit grand, on peut calculer un taux moyen d’occupation de deux manières
différentes : soit en calculant le pourcentage de temps d’occupation d’une jonction
particulière sur une grande période de temps ; soit en calculant à un instant donné,
le pourcentage de jonctions occupées. En mécanique statistique, l’ergodicité d’un
ensemble de molécules de gaz signifie que les moyennes spatiales (moyennes calculées
sur l’ensemble des molécules du gaz par exemple) sont égales aux moyennes tempo-
relles (moyennes calculées sur une molécule pendant une grande période de temps). Par
analogie, nous supposons dorénavant qu’il en va de même pour le taux d’occupation
des jonctions téléphoniques. On a donc :

p “ lim
TÑ8

1

T

ÿ

j

tj “ lim
NÑ8

1

N

ÿ

n

Xnptq, (1.1)

où Xn “ 1 si la jonction n est occupée à l’instant t, Xn “ 0 sinon. Notons que
dans le terme de droite, la valeur de t est quelconque. Cela signifie que nous avons
implicitement supposé que le système est dans un état stationnaire, c’est-à-dire que
statistiquement son comportement ne change pas avec le temps. Lorsque le nombre
de jonctions est grand, il est illusoire de vouloir définir une structure de corrélation
entre elles. Il est donc raisonnable de supposer qu’une jonction est libre ou occupée
indépendamment, au sens probabiliste, de la situation des autres jonctions. Par consé-
quent, à un instant donné t, le nombre de jonctions occupées suit une loi binomiale de
paramètres N (le nombre total de jonctions) et p (calculé par (1.1)). Le nombre moyen
de jonctions occupées est donc, à chaque instant, Np.

Cette relation donne un moyen simple et efficace d’estimer p. Les commutateurs
en téléphonie étaient des ordinateurs chargés de gérer les appels téléphoniques en
temps réel. Ces prouesses technologiques de l’époque dont la conception a mené
quantité d’ingénieurs à la dépression tant leur complexité était grande, avait entre autres
fonctions de compter le nombre d’appels en cours à chaque instant. En moyennant ce
nombre sur une quinzaine de secondes, on obtient donc une estimation assez précise
du nombre moyen d’appels simultanés, soit une estimation de p.

Se pose alors une question : comment choisir T et quand faire les mesures? Il
est en effet clair que le trafic fluctue au cours de la journée en fonction des activités
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humaines. Puisque l’on veut dimensionner et garantir un taux d’échec faible, il faut
envisager le pire cas et faire les mesures à fort trafic. Depuis des générations, la période
d’observation est l’heure et l’on regarde le trafic à l’heure la plus chargée de la journée.

Imaginons un instant que les appels se produisent toutes les 1{λ secondes et durent
exactement 1{µ secondes avec µ ą λ, voir figure 1.2.

t

Silence

Activité
1{µ 1{µ 1{µ

1{λ 1{λ

Figure 1.2 – Appels déterministes

Il est évident que le nombre d’appels entre 0 et T est de l’ordre de λT donc le taux
d’occupation d’une telle ligne est donné par :

1

T
pλT ˆ 1{µq “ λ{µ.

Evidemment, dans la réalité, ni les interarrivées, ni les durées d’appel ne sont déter-
ministes. Imaginons une situation dans laquelle les durées d’occupation et les temps
d’inactivité sont indépendants les uns des autres avec une distribution commune à
toutes les périodes d’activité, respectivement les périodes de silence, voir figure 1.3.
Mathématiquement parlant, soit pXn, Yn, n ě 1q une suite de variables aléatoires
indépendantes. Pour tout n, Xn a pour loi PX et Yn pour loi PY . On suppose que ces
deux lois ont des moments d’ordre 1 finis et on note :

1{µ “

ż

y dPY pyq, 1{τ “

ż

xdPXpxq, λ “
1

1{τ ` 1{µ
¨ .

On pose :
T0 “ 0, Tn “ Tn´1 `Xn ` Yn, T

1
n “ Tn `Xn,

et :

Xptq “

#

1 si T 1n ď t ă Tn`1

0 si Tn ď t ă T 1n.
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t

Silence

Activité

Y1 Y2 Y3

X1 X2

T1 T2 T3 T4 T5

Figure 1.3 – Appels aléatoires

On remarque E rTn`1 ´ Tns “ E rXn ` Yns “ 1{λ donc λ apparaît comme le
nombre moyen d’arrivées par unité de temps.

La théorie des processus de renouvellement ou la formule de Little (voir chapitre 8)
permet de montrer que l’on a la limite suivante :

1

T

ż T

0

11pXpsqq d s
TÑ8
ÝÝÝÝÑ

1

µ

1

1{λ
“
λ

µ
¨ (1.2)

On a donc montré dans ce cas particulier mais relativement général que :

charge = nombre moyen d’appels par unité de temps ˆ durée moyenne d’un appel .

Cette formule simple est importante car elle permet de basculer dans le monde de
l’internet. L’ARPANET, lointain ancêtre d’Internet, est né dans les années 1970 suite
aux travaux faits pour l’armée américaine qui souhaitait un réseau de transmission de
données distribué parce que plus résistant contre une attaque ponctuelle. A l’inverse du
réseau téléphonique où la ressource, c’est-à-dire la jonction téléphonique, est réservée
pendant toute la durée de la communication, les réseaux de données sont dits « non
commutés ». L’information est envoyée sous forme de paquets de quelques octets
auxquels on ajoute un certain nombre d’identifiants, suivants chacun leur propre chemin
dans les méandres du réseau. Dans ce cadre, la notion de jonction n’a plus d’équivalent
et la notion de trafic doit être redéfinie. Au vu de ce qui précède, la charge sera définie
comme le produit du nombre moyen de requêtes par unité de temps et du temps moyen
de traitement, quel que soit le type de réseau considéré.

Les volts et les ampères ne sont rien sans la loi d’Ohm, la météorologie n’est rien
sans les équations de la mécanique des fluides. Les erlangs ne servent à rien si l’on ne
précise pas la façon dont se produisent les arrivées ou le temps que durent les appels.
Comme le prouve la figure 1.4, la charge ne suffit pas à caractériser le nombre de
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ressources nécessaires au bon fonctionnement d’un système : pour écouler un erlang,
le premier système peut se satisfaire d’une seule jonction, tandis que dans le deuxième,
il en faut impérativement deux.

Temps

Jonction 1

Jonction 2

0 T

Jonction 1

Jonction 2

Temps0 T

Figure 1.4 – Deux systèmes nécessitant d’écouler un erlang

La situation était simple jusque dans les années 1990. Tant que le système télépho-
nique était concerné, le processus d’arrivée des appels était modélisé par un processus
de Poisson (voir chapitre 6). Cela se justifiait d’une part par les observations statistiques
qui le confirmaient et par un raisonnement qualitatif bien connu : chaque abonné au
téléphone a une probabilité faible d’appeler à un instant donné mais il y a beaucoup
(mathématiquement un nombre infini) d’abonnés. L’approximation d’une loi binomiale
par une loi de Poisson justifie, qu’au moins à un instant donné, le nombre d’appels si-
multanés suive une loi de Poisson. En ce qui concerne la durée des appels, des mesures
sur les commutateurs prouvaient que l’on pouvait la considérer comme suivant une loi
exponentielle de moyenne trois minutes. Au final, le trafic généré par un abonné était
considéré comme valant 0,12 erlang à l’heure chargée.

Pour les réseaux de données, malgré de sérieux doutes quant à sa validité, les
paquets étaient toujours supposés arriver selon un processus de Poisson et leur temps
de traitement suivre une loi exponentielle dont la moyenne dépendait de la vitesse de
traitement des routeurs et de la moyenne de leur longueur. Malheureusement, début
1990, des chercheurs des Bell Labs montrent sur une campagne statistique intensive,
que l’on ne peut décemment pas assimiler le trafic dans un réseau haut débit à du trafic
poissonnien. En effet, si l’on considère le nombre de paquets qui arrivent pendant
cent secondes, dix secondes, ..., dix millisecondes, on constate des comportements
similaires à ceux de la figure 1.5.
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t

Figure 1.5 – A toutes les échelles de temps observables, après renormalisation, le trafic
enregistré par intervalles de temps ressemble à celui-ci

Pour un trafic de type poissonnien, on observe des comportements visuellement
similaires à ceux de la figure 1.5 pour de petites échelles de temps mais lorsque l’on
agglomère les paquets reçus par période d’une dizaine ou d’une centaine de secondes,
on obtient plutôt un graphique du type de la figure 1.6.

Cette invariance du nombre de paquets à grande échelle de temps pour le processus
de Poisson s’explique par le théorème A.36. En effet, d’après celui-ci :

1

λt
pNptq ´ λtq

tÑ8
ÝÝÝÑ 0, soit

Nptq

t
tÑ8
ÝÝÝÑ λ.

A la vitesse où sont envoyés les paquets, λ est de l’ordre du millier de paquets
par seconde donc un intervalle de temps de cent secondes peut être considéré comme
un temps « infini » et on obtient que le nombre de paquets émis par période de cent
secondes est quasiment constant. Par conséquent, la situation réelle semble être plus
proche de celle d’un système « fractal » : le système conserve la même allure à toutes
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t

Np∆tq

Figure 1.6 – Trafic poissonnien observé sur de grands intervalles de temps

les échelles de temps. Les chercheurs des Bell Labs proposaient même dans leur papier
un modèle alternatif, le mouvement brownien fractionnaire.

DÉFINITION 1.1.– Un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H est un
processus gaussien centré de covariance donnée par :

E rBHptqBHpsqs “
1

2
pt2H ` s2H ´ |t´ s|2Hq.

Si H “ 1{2 on retrouve le mouvement brownien ordinaire, si H ą 1{2 les
incréments sont à covariance positive, si H ă 1{2, ils sont à covariance négative : si
le trafic a tendance à augmenter, immédiatement après il aura tendance à diminuer.
La figure 1.7 représente des trajectoires de mouvement brownien fractionnaire pour
différentes valeurs de H .

A partir de là, toute la communauté académique se mit à bruire autour de cette
question : à quoi est dû cet aspect fractal, l’invariance est-elle vraie à toutes les échelles
de temps, le modèle doit-il être fractal ou multi fractal et surtout quel est l’impact de
cette forme du trafic sur le dimensionnement des files d’attente ? Au bout de dix années
de recherche frénétique, on sait à peu près expliquer les raisons de la fractalité mais on
ne sait pas la contrôler et pourtant son impact sur le dimensionnement est majeur.

Pour expliquer la fractalité, il suffit de reprendre pour une source un schéma
d’émission comme celui de la figure 1.3 : quand X “ 1 cela signifie que la source
émet à son débit maximal, quand X “ 0, la source n’émet pas. Motivé par les études
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statistiques qui prouvent que la longueur des fichiers disponibles sur le web a une loi
dite à « queue lourde », c’est-à-dire que PpX ą xq „ x´α pour α ą 0, par opposition
à la loi exponentielle où PpX ą xq “ expp´bxq, la durée de la période d’émission
est supposée suivre une loi de Pareto, c’est-à-dire que dPXpxq “ cx´α 1rK,8rpxq, de
même que la période de silence. Lorsque l’on superpose de nombreuses sources de ce
type et que l’on regarde l’état stationnaire de cette superposition, on constate que le
processus résultat est justement un mouvement brownien fractionnaire dont l’indice de
Hurst dépend des puissances apparaissant dans les lois de Pareto.

Au final, tout cela n’a d’importance que si l’on cherche à raisonner au niveau des
paquets. Or les protocoles actuels cherchent plutôt à agglomérer les paquets en flux
(pour les prioriser par exemple) et ainsi recréer virtuellement la notion de jonction
propre à notre bon vieux téléphone. Dans ces conditions, seuls les instants d’apparition
et les durées de vie des flux importent ; or celles-ci sont moins faussement modélisées
par un processus de Poisson et des durées de vie indépendantes avec une distribution à
queue lourde. Le processus de Poisson a donc encore de beaux jours devant lui...

1.2. Notations et nomenclature

Il est d’usage de noter T0 “ 0 ă T1 ă . . . Tn les instants d’arrivée des clients
(paquets, sessions, appels, etc) dans le système « file d’attente ». Les durées Sn “
Tn ´ Tn´1 sont appelées interarrivées. Le temps de service du ne client (temps de
traitement, durée de communication, etc.) est noté σn.

Pour distinguer les différentes files d’attente, on a recours à une nomenclature
dite de Kendall. Une file d’attente est un système dynamique à événements discrets
décrit par cinq paramètres : le type d’interarrivées, le type des temps de service, le
nombre de serveurs, le nombre de ressources total (serveurs plus taille de la salle
d’attente), discipline de service. Implicitement, les entrées et les temps de service sont
des variables aléatoires indépendantes.

Pour les deux premiers points, on utilise les mêmes abréviations :
– Mλ, pour décrire des interarrivées (ou des durées de service) indépendantes de

loi exponentielle de paramètre λ ;
– GI, pour décrire des interarrivées (ou des durées de service) indépendantes de

même loi ;
– Dλ, pour décrire des interarrivées (ou des durées de service) déterministes égales

à λ ;
– G, pour décrire des interarrivées (ou des durées de service) quelconques.

La discipline de service décrit l’ordre dans lequel sont servis les clients. Les plus
connues sont les suivantes :
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– FIFO ou FCFS, pour First In First Out ou First Come First Served. En français,
on sert les clients dans l’ordre d’arrivée dans le système ;

– LIFO ou LCFS, pour Last In First Out. L’autre traduction est laissée au lecteur.
On sert d’abord le dernier client arrivé. Une telle discipline peut être préemptive si le
nouveau client interrompt le service en cours ou non préemptive dans le cas contraire.
Dans le cas préemptif, on peut distinguer le cas preemptive resume où le service d’un
client interrompu reprend où il en était, du cas preemptive non resume où le service
recommence à zéro.

Il est souvent pertinent de faire le tri des clients selon un autre critère que celui de
l’instant d’arrivée :

– SRPT ou Shortest Remaining Processing Time. On sert d’abord le client qui a le
temps résiduel de service le plus faible. Cette discipline peut être préemptive ou pas ;

– EDF ou Earliest Deadline First. Chaque client a un marqueur d’impatience et
l’on sert en premier le plus pressé.

Une discipline est dite conservative lorsque la charge en entrée est aussi celle en
sortie. Evidemment, si les ressources sont finies, aucune discipline ne peut être conser-
vative (sauf dans le cas déterministe avec charge strictement inférieure à 1). Même
avec des ressources infinies, une discipline n’est pas forcément conservative : dans la
discipline EDF, on peut tout à fait envisager de supprimer tous les clients qui ne sont
pas servis avant leur marqueur d’impatience ; les disciplines preemptive non resume ne
sont pas conservatives non plus puisqu’il y a plus de charge traitée que de charge en
entrée. Pour le reste, il ne vous reste plus qu’à en inventer d’autres !

En l’absence d’information sur le nombre de ressources ou la discipline de service,
il est entendu que le nombre de ressources est infini et que la discipline de service est
la discipline FIFO.

EXEMPLE.– La file M/M/1 est la file où les inter-arrivées sont indépendantes de loi
exponentielle, les temps de service indépendants de loi exponentielle et il y a un seul
serveur. La salle d’attente est de taille infinie et la discipline de service FIFO.

La file GI/D/S/S+K est une file à S serveurs, K places dans la salle d’attente,
des temps de service déterministe, des interarrivées indépendantes identiquement
distribuées de loi quelconque.

1.3. Lindley et Beneš

1.3.1. Modèle discret

On s’intéresse souvent au nombre de clients présents dans le système mais la
quantité qui contient le plus d’informations est la charge du système, définie à chaque
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instant comme étant le temps nécessaire pour que le système se vide en l’absence de
nouvelles arrivées. Le serveur travaille à vitesse unité, c’est-à-dire qu’il sert une unité
de travail par unité de temps. Par conséquent, la charge diminue à vitesse 1 entre deux
arrivées. On construit alors aisément la figure 1.8 qui représente la charge au cours
du temps en fonction des arrivées et des temps de service demandés. Ce graphique
permet de retrouver les instants de départ dans le cas d’une discipline FIFO donc de
représenter l’évolution du nombre de clients dans le système.

DÉFINITION 1.2.– Une période d’activité d’une file d’attente est une période qui
commence à l’arrivée d’un client dans un système (serveur plus buffer) vide et se
termine à la fin d’un service après lequel le système est de nouveau vide.

DÉFINITION 1.3.– Un cycle est une période de temps qui commence à l’arrivée d’un
client dans un système vide et se termine à l’arrivée suivante d’un client dans un
système vide. C’est la concaténation d’une période d’activité et du temps d’inactivité,
c’est-à-dire le temps écoulé entre le départ du dernier client de la période d’activité et
l’arrivée du suivant.

REMARQUE.– Sur la figure 1.8, une période d’activité commence en T1 et finit en D4.
Le cycle correspondant commence en T1 et finit en T5.

Il faut noter que tant qu’une politique de service est conservative, la taille d’une
période d’activité en est indépendante : pour des salles d’attente de taille infinie, les
périodes d’activité ont, par exemple, la même longueur pour la politique FIFO que
pour la politique LIFO non préemptive ou preemptive resume.

Intéressons nous maintenant à la charge du système juste avant l’arrivée du client n.
Si Wn´1 est la charge du système à l’arrivée du client n´ 1, celle-ci est augmentée
de la charge apportée par ce client, soit σn´1 et diminuée du temps de service écoulée
entre les instants d’arrivée Tn´1 et Tn, soit très exactement Sn. On a donc a priori :

Wn “Wn´1 ` σn´1 ´ Sn.

Toutefois, si Sn ąWn ` σn´1, l’interarrivée est tellement grande que le système
s’est vidé donc Wn “ 0 et non pas Wn ă 0. Par conséquent la vraie formule dite de
Lindley est donnée par :

Wn “ maxpWn´1 ` σn´1 ´ Sn, 0q. (1.3)

Entre Tn et Tn`1, puisque le serveur travaille à vitesse unité, la charge est donnée
par :

W ptq “ maxpWn ` σn ´ pt´ Tnq, 0q.
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Ces deux équations permettent de simuler facilement la charge dans n’importe quel
système, peu importe le type des arrivées ou des temps de service ou la discipline de
service tant qu’elle est conservative.

Elles permettent aussi d’analyser qualitativement la stabilité du système dans des
cas très généraux comme cela sera fait dans le chapitre 4.

1.3.2. Modèle fluide

Le modèle fluide consiste à assimiler une file d’attente à un réservoir de capacité
infinie se vidant à vitesse unité et alimenté par un flux quelconque. On peut ainsi
facilement obtenir des résultats qualitatifs sur des modèles dont l’étude résiste aux
autres approches. D’une part, la méthode ne requiert pas de connaître précisément
l’allure du processus d’entrée, d’autre part elle se prête particulièrement bien à l’étude
des cas limites : faible et forte charges, superposition de trafics hétérogènes.

On travaille en temps continu et on suppose que tous les processus sont continus à
droite avec des limites à gauche. On note :

– Sptq, le temps total de service pour les requêtes arrivées jusqu’à l’instant t ;
– W ptq, le temps d’attente virtuel d’un client arrivant à l’instant t, c’est-à-dire le

temps que ce client doit attendre avant de commencer à être servi ;
– Xptq “ Sptq ´ t.

Comme le système n’a pas de pertes, on a :

W ptq “ Xptq ´ pt´

ż t

0

1t0upW psqq d sq. (1.4)

En effet, W ptq représente ce qui reste à l’instant t, Xptq ce qui est rentré jusqu’à cet
instant, le dernier terme représente le temps où le serveur a été actif donc la quantité
de travail servi jusqu’à t puisqu’il travaille à vitesse unité. En utilisant la théorie de
la réflexion, nous allons nous attacher à montrer une formulation équivalente de cette
équation.

THÉORÈME 1.1 (Equation de Beneš).– Avec les notations précédentes, on obtient en
toute généralité l’identité suivante, pour x ě 0 :

P pW ptq ă xq “ P pXptq ă xq

´
B

Bx

ż t

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qP pW puq “ 0qdu, (1.5)
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et pour ´t ď x ď 0 :

P pXptq ă xq “
B

Bx

ż t`x

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qP pW puq “ 0qdu.

DÉFINITION 1.4.– Soit pXptqq, t ě 0q un processus continu à gauche dont les sauts
sont positifs, le couple pW,Lq résout l’équation de réflexion associé à X si :

– W ptq “ Xptq ` Lptq , @t ě 0 ;
– W ptq ě 0, @t ě 0 ;
– L est un processus croissant, continu à gauche, nul en zéro tel que la mesure

dLpsqpωq ne charge que l’ensemble ts : W psqpωq “ 0u, c’est-à-dire que L ne croît
qu’aux instants où W s’annule.

THÉORÈME 1.2.– Le problème de réflexion associé à X possède une solution unique
donnée par :

Lptq “ sup
sďt

Xpsq´, W ptq “ Xptq ` sup
sďt

Xpsq´

où x` “ maxpx, 0q et x´ “ maxp´x, 0q.

Démonstration. Si pW,Lq et pW̃ , L̃q sont deux solutions :

pW ptq ´ W̃ ptqq2 “ pLpsq ´ L̃psqq2 “ 2

ż t

0

pLpsq ´ L̃psqqdpL´ L̃qpsq

“ 2

ż t

0

pW psq ´ W̃ psqqdpL´ L̃qpsq

“ ´2

ż t

0

pW psqdL̃psq ` W̃ psqdLpsqq ď 0.

où l’on a successivement utilisé : la relation entre W , X et L (respectivement W̃ , X
et L̃) ; la dérivabilité presque partout du processus croissant s ÞÑ Lpω, sq ; la formule
d’intégration par parties (A.12) et la relation «W psqdLpsqpωq “ 0’ ». La positivité de
la dernière intégrale découle de la positivité de W et W̃ , ainsi que de celle de dL et dL̃
en tant que mesures. Par conséquent, W “ W̃ et l’unicité en résulte.

Il suffit maintenant de vérifier que le processus supsďtXpsq
´ convient pour L. Il

est clair qu’ainsi défini, L est un processus croissant, positif, nul en 0. D’autre part :

W ptq “ Xptq ` Lptq “ Xptq` ´Xptq´ ` sup
sďt

Xpsq´ ě 0.
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Soit T0 un point de croissance de L, alors pour tout h positif, il existe th tel que
Lt0´h ď X´th ď Lt0 . Quand h tend vers 0, par continuité à gauche Lt0 “ X´t0 “ ´Xt0

donc Xt0 ` Lt0 “Wt0 “ 0.

COROLLAIRE 1.3.– Avec les notations précédentes, on a l’identité suivante :

exp

ˆ

´λ

ż t

0

1t0upW psqqd s

˙

“ 1´ λ

ż t

0

eλXpsq 1t0upW psqqd s (1.6)

Démonstration. De la relation fptq ´ fp0q “
şt

0
f 1puqdu, on déduit :

exp

ˆ

´λ

ż t

0

1t0upW psqqd s

˙

“ 1´ λ

ż t

0

e´λ
şs
0

1t0upW puqq du 1t0upW psqqd s

“ 1´ λ

ż t

0

e´λpW psq´Xpsqq 1t0upW psqq d s

“ 1´ λ

ż t

0

eλXpsq 1t0upW psqqd s.

D’où le résultat.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer une version intermédiaire, aussi
intéressante en soi, de l’équation de Beneš.

THÉORÈME 1.4.– Avec les notations précédentes, on a l’identité suivante :

E rfpW ptqqs “ E rfpXptqqs `E

„
ż t

0

f 1pXptq ´Xpuqq 1t0upW puqqdu



“ E rfpXptqqs `

ż t

0

E
“

f 1pXptq ´Xpuqq |W puq “ 0
‰

P pW puq “ 0qdu. (1.7)

Démonstration. En multipliant les deux termes de la relation (1.6) par e´λXptq et en
prenant les espérances, il vient :

E
”

e´λW ptq
ı

“ E
”

e´λXptq
ı

´ λ

ż t

0

E
”

e´λpXptq´Xpuqq 1t0upW puqq du
ı

.

Plus généralement, pour toute fonction deux fois dérivable et bornée, on obtient la
relation (1.7).
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Maintenant nous pouvons donner une idée de la démonstration de l’équation de
Beneš (1.5).

REMARQUE.– P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0q “ 0 pour t` x ď u ď t, puisque
sur pW puq “ 0q :

Xptq ´Xpuq “W ptq ´ Lptq ` Lpuq ě ´pLptq ´ Lpuqq,

or Lptq ď t donc Xptq ´Xpuq ě ´pt´ uq. Donc Xptq ´Xpuq ne peut pas être plus
petit que x si x lui-même est inférieur à u´ t, soit u ě t` x.

Démonstration de l’équation de Beneš. En multipliant les termes de (1.5) par e´λx

puis en intégrant de ´t à `8, il apparaît que l’équation (1.5) est équivalente à :

ż `8

´t

e´λxP pW ptq ă xqdx “

ż `8

´t

e´λxP pXptq ă xqdx

´

ż `8

´t

e´λx
B

Bx

ż t`x

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qP pW puq “ 0qdu dx,

en vertu de la remarque ci-dessus. En utilisant l’identité :

ż `8

0

e´λxP pX ă xqdx “
1

λ
E
“

e´λX
‰

,
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et une intégration par parties, on en tire :

E
”

e´λW ptq
ı

“ E
”

e´λXptq
ı

´ λ
B

Bx

ż t

0

E
”

e´λpXptq´Xpuqq |W puq “ 0
ı

E
“

1t0upW puqq
‰

du

“ E
”

e´λXptq
ı

´ λ

„

e´λx
ż t`x

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qP pW puq “ 0q du

x“`8

x“´t

` λ2

ż `8

´t

e´λx
ż t`x

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qP pW puq “ 0q du dx

“ E
”

e´λXptq
ı

` λ2

ż `8

0

P pW puq “ 0q

ż `8

u´t

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qdx du

“ E
”

e´λXptq
ı

` λ2

ż `8

0

P pW puq “ 0q

ż `8

0

P pXptq ´Xpuq ă x |W puq “ 0qdx du

“ E
”

e´λXptq
ı

` λ

ż `8

0

P pW puq “ 0q

ż `8

0

E
“

e´λpXptq ´Xpuqq |W puq “ 0
‰

dx du,

toujours d’après la remarque initiale. Le résultat découle alors du théorème 1.4 appliqué
à la fonction exponentielle.

Au-delà de son intérêt trajectoriel évident, la représentation sous forme de processus
réfléchi est à la base de nombreux théorèmes de convergence. C’est aussi grâce à cette
formule que l’on peut étudier l’importance de la mémoire longue sur le délai de
transmission. Les autres méthodes d’origine markovienne ne pouvant traiter cette
situation. Il est aussi une classe particulière de processus pour laquelle on peut déduire
des résultats complets.

DÉFINITION 1.5.– Un processus X est dit à accroissements indépendants si et seule-
ment si pour tout 0 ď t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn, les variables aléatoires Xpt1q, Xpt2q ´
Xpt1q, ¨ ¨ ¨ , Xptnq ´Xptn´1q sont indépendantes. Le processus est dit à accroisse-
ments homogènes si pour tout couple pt, sq de réels positifs, la loi de Xpt` sq ´Xptq
est celle de Xpsq.
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THÉORÈME 1.5.– Si Xptq “ Sptq ´ t est un processus à accroissements indépendants
homogènes et pW, Lq est la solution du problème de réflexion associé à X , on a :

σ

ż `8

0

e´σtE
”

e´λW ptq´µLptq
ı

dt “ Ψ´σ p´λqΨ
`
σ p´µq (1.8)

où :
– Ψ la fonction de Lévy-Khintchine de X définie par E

“

esXptq
‰

“ etψpsq dont on
sait qu’elle peut s’écrire :

Ψpsq “ as`
1

2
σ2

0s
2 `

ż

|x|ă1

pesx ´ 1´ sxqd Πpxq `

ż

|x|ě1

pesx ´ 1qd Πpxq

pour une mesure Π intégrant x2 ^ 1 ;
– η est une fonction de Lévy-Khintchine telle que ψpηpsqq “ s ;
– Ψ`σ et Ψ´σ sont définies par :

Ψ`σ psq “
1

1´
s

ηpsq

et Ψ´σ psq “ p1´
s

ηpsq
qp

σ

σ ´Ψpsq
q¨

Ce résultat est complémentaire des résultats à venir sur la file M/GI/1 (voir cha-
pitre 5) puisqu’une telle file se représente par un modèle fluide en considérant :

Sptq “
ÿ

Tnďt

Yn

où pTn, n ě 1q est la suite des instants d’arrivées distribués selon un processus de
Poisson et pYn, n ě 1q une suite de variables aléatoires indépendantes et identiques
distribuées.

1.4. Notes et commentaires

Pour plus de détails sur la conception des réseaux téléphoniques, leur histoire et
leurs développements ultérieurs, on pourra consulter [RIG 98]. Le papier original des
Bells Labs a pour référence [LEL 94], les études qui montrent que les fichiers ont
une longueur qui suit une loi de Pareto sont disponibles dans [CRO 96]. L’explication
mathématique de l’autosimilarité vient de [SHE 97]. Le premier à avoir étudié l’impact
de l’autosimilarité pour les réseaux est I. Norros dans [NOR 94]. De nombreux résultats
tant sur l’estimation statistique, que sur l’utilisation en réseaux ou des aspects plus
mathématiques sur les processus à mémoire longue se trouvent dans [DOU 02].
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Résumé

– La charge s’appelle aussi le trafic. Elle est définie comme le nombre moyen
d’appels par unité de temps multiplié par le temps moyen de traitement d’un appel. Son
unité est l’Erlang.

– La nomenclature de Kendall permet de décrire les différentes files d’attente. La
file M/M/1 est la file où les inter-arrivées et les temps de service sont indépendants et
suivent des lois exponentielles. Il n’y a qu’un serveur, la file d’attente est infinie et la
politique de service, FIFO.

– On sait étudier qualitativement les files M/M/*/*/FIFO et dans une moindre
mesure les files M/GI/1 et GI/M/1. Pour les autres (autres lois d’interarrivées ou de
temps de service, autres disciplines), on n’a souvent que des résultats partiels ou
asymptotiques.



t

B0,25
ptq

t

B0,5
ptq

t

B0,75
ptq

Figure 1.7 – Mouvement brownien fractionnaire pour différentes valeurs de H : de
gauche à droite H “ 0,2 ; H “ 0,5 ; H “ 0,75 ; plus H est faible plus les trajectoires
sont irrégulières
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Figure 1.8 – L’évolution de la charge du système en fonction du temps
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t

Figure 1.9 – Un exemple de processus réfléchi : en foncé, le processus d’entrée X ; en
pointillé, le processus L ; en clair, le processus W
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Chapitre 2

Suites récurrentes stochastiques

La modélisation des systèmes dynamiques déterministes à temps discret repose sur
les suites récurrentes, c’est-à-dire les suites de la forme un`1 “ fpunq. On s’intéresse
principalement à la convergence quand n tend vers l’infini et à la valeur de la limite
qui, à supposer que f soit continue, est nécessairement solution de l’équation l “ fplq.

L’objet de ce chapitre est de développer les outils permettant de répondre aux
mêmes questions pour les suites récurrentes stochastiques.

Considérons par exemple une file G/G/1 (qui sera traitée exhaustivement en sec-
tion 4.1). En notant pξn, n P Nq la suite des temps interarrivées et pσn, n P Nq la suite
des temps de service, la charge de travail Wn`1 du serveur à l’arrivée du n` 1e client
se déduit de la charge à l’arrivée du ne client par l’équation de Lindley :

Wn`1 “ pWn ` σn ´ ξnq
`
. (2.1)

Si les deux suites sont indépendantes (cas GI/GI/1), la suite pWn, n P Nq est une
chaîne de Markov à valeurs dans l’espace non dénombrable R`. Son analyse est
impossible avec les outils du chapitre 3 puisque nous nous y limitons aux chaînes de
Markov à espace d’états au plus dénombrable.

Evidemment, il ne saurait y avoir de convergence ponctuelle des suites de Wnpωq
pour tout ω vers la même limite, mais on peut espérer une convergence « en loi », c’est-
à-dire PpWn P ra, bsq ÝÑ

nÑ8
PpW8 P ra, bsq pour une variable aléatoire W8 donc il

nous faut déterminer la loi. On dit alors que la suite converge vers son état stationnaire.
Il est alors remarquable qu’en choisissant bien l’espace de probabilités, on peut écrire
une équation déterministe, analogue à l’équation l “ fplq, dont la loi stationnaire est

35
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solution. Plus généralement, l’étude asymptotique repose essentiellement sur celle des
propriétés de la fonction de récurrence (monotonie, continuité, etc.), sur des critères de
comparaison avec des suites de référence et sur la résolution, dans un cadre stochastique,
d’une équation limite de type point fixe (voir (2.7)).

On l’aura compris, ce chapitre est purement théorique mais introduit les outils
nécessaires à l’étude de la stabilité des files d’attente, sous les hypothèses les plus
générales possibles.

2.1. Espace canonique

La notion de stationnarité renvoie à celle d’invariance dans le temps, c’est-à-dire
qu’un décalage dans le temps ne modifie pas l’état des choses. Si l’idée se comprend
aisément, sa formalisation opacifie rapidement le concept de base. Considérons dans
un premier temps, l’ensemble des suites d’éléments d’un ensemble F, noté comme il
se doit FN. L’opérateur de décalage θ est alors défini par :

θ :

"

FN ÝÑ FN

pωn, n ě 0q ÞÝÑ pωn`1, n ě 0q “ pωn, n ě 1q.

Défini de cette façon, cet opérateur a le défaut de ne pas être bijectif : si l’on se donne
une suite β “ pβn, n ě 0q, toutes les suites obtenues par concaténation d’un élément
quelconque de F et de β ont β comme image par θ. Pour pallier ce problème, il est
d’usage de travailler avec des suites indexées par Z et non plus par N.

- Mathématiquement, cela ne change presque rien, l’espace d’indexation reste dénom-
brable. Philosophiquement, cela revient à dire qu’il n’y a plus d’origine des temps...

L’opérateur de décalage est donc défini sur FZ par la formule :

θpωn, n P Zq “ pωn`1, n P Zq.

Ainsi défini, il est bijectif !

Supposons maintenant que F soit un espace polonais, de sorte que FZ soit polonais
et puisse donc être muni de la tribu de ses boréliens BpFZq. Notre espace canonique
dans ce chapitre sera Ω “ pFZ, BpFZqq. Pour n P Z, on noteXn, la «ne » application
coordonnée :

Xn :

"

Ω “ FZ ÝÑ F
ω “ pωn, n P Zq ÞÝÑ ωn.

Notons au passage l’identité intéressante suivante, pour tout k P Z :

Xk “ X0 ˝ θ
k. (2.2)
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DÉFINITION 2.1.– Soit pE, E , Pq un espace probabilisé et ψ une application mesu-
rable de pE, Eq dans pF, Fq, on note ψ˚P la mesure image de P par ψ, c’est-à-dire :

@A P F , pψ˚PqpAq “ Ppψ´1pAqq,

où ψ1pAq “ tx P E, ψpxq P Au.

DÉFINITION 2.2.– Une probabilité P sur Ω est dite stationnaire lorsque pour tout
A P BpFZq :

PpAq “ Ppθ´1Aq.

De manière équivalente, cela revient à dire que θ˚P “ P.

En particulier, si l’on considère les événements de la forme :

A “ pXk1 P A1, ¨ ¨ ¨ , Xkn P Anq,

on déduit que :

PpXk1
P A1, ¨ ¨ ¨ , Xkn P Anq “ PpXk1´1 P A1, ¨ ¨ ¨ , Xkn´1 P Anq. (2.3)

Une suite de variables aléatoires satisfaisant (2.3) pour tout n, tout k1, ¨ ¨ ¨ , kn et
tout A1, ¨ ¨ ¨ , An P BpF q, sera dite stationnaire.

- Si l’espace canonique Ω “ FZ est muni d’une probabilité stationnaire, la suite des
applications coordonnées est une suite de variables aléatoires stationnaire.

REMARQUE.– Réciproquement, si la suite pαn, n P Zq, définie sur un espace probabi-
lisé pΩ̃, P̃q, est une suite stationnaire, on peut considérer Pα sa loi sur FZ, c’est-à-dire
la mesure image de P̃ par l’application :

"

Ω̃ ÝÑ FZ

ω̃ ÞÝÑ pαnpω̃q, n P Zq.

Il est alors automatique que Pα est une mesure stationnaire sur FZ. En effet, il suffit
de vérifier (2.3) pour P “ Pα. Or, par définition d’une mesure image, on a :

PαpXk1
P A1, ¨ ¨ ¨ , Xkn P Anq “ P̃pαk1

P A1, ¨ ¨ ¨ , αkn P Anq,

d’où le résultat.

Dorénavant, toute suite stationnaire sera vue comme une probabilité stationnaire
sur FZ.
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REMARQUE.– Construire une suite stationnaire n’est pas chose aisée. L’exemple le
plus simple est celui des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées puisque dans ce cas :

P̃pαk1
P A1, ¨ ¨ ¨ , αkn P Anq “

n
ź

j“1

Pα0
pAjq,

et que cette quantité ne dépend pas de pk1, ¨ ¨ ¨ , knq.

Une autre construction de suites stationnaires peut être obtenue à partir des chaînes
de Markov (voir chapitre 3) irréductibles récurrentes positives. Soit X̃ une chaîne
de Markov sur E, d’opérateur de transition Q et de probabilité invariante π. On
note P̃ la loi de X̃ sur EN lorsque LoipX0q “ π. On sait d’après le lemme de
Kolmogorov que pour définir une probabilité sur EZ, il suffit d’en définir les lois fini-
dimensionnelles. Or en posant pour tout n-uple d’entiers relatifs k1 ă k2 ă . . . ă kn,
tout A1, ¨ ¨ ¨ , An Ă E :

PpXk1 P A1, ¨ ¨ ¨ , Xkn P Anq “ P̃pX̃0 P A1, ¨ ¨ ¨ , X̃kn´k1 P Anq,

on définit bien les marginales fini-dimensionnelles d’une mesure de probabilité unique
sur EZ. La stationnarité de P ainsi définie est évidente.

On définit le quadruplet O “ pΩ “ FZ, F “ BpFZq, P, θq.

DÉFINITION 2.3.– Une mesure de probabilité P sur FZ est ergodique lorsque :

lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

Φ ˝ θi “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

Φ ˝ θ´i “ EP rΦs , P´ presque sûrement, (2.4)

pour toute fonction Φ P L1pPq. Le cas échéant, le quadruplet O sera dit ergodique.

Une suite stationnaire pαn, n P Zq est dite ergodique si sa loi induit une mesure
ergodique sur FZ.

EXEMPLE 2.1.– Soient a et b deux réels. La suite aléatoire pαn, n P Zq à valeurs dans
pa, bq valant a, b, a, b, ¨ ¨ ¨ avec probabilité 1/2 et b, a, b, a, ¨ ¨ ¨ avec probabilité 1/2
est stationnaire (on a P pαn “ aq “ P pαn “ bq pour tout n) et ergodique (la condition
(2.4) est clairement vérifiée).

EXEMPLE 2.2.– La suite pβn, n P Zq valant a, ¨ ¨ ¨ , a ou b, ¨ ¨ ¨ , b avec probabilité
1{2 pour chaque possibilité, est également stationnaire. En revanche, il est facile de
vérifier qu’elle n’est pas ergodique.

LEMME 2.1.– Soit O un quadruplet ergodique. Tout événement A P BpFZq tel que
A “ θ´1A est trivial : P pAq “ 0 ou 1.
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Démonstration. Pour tout entier n P N, on définit F0
n “ σtXk, k ď nu et Wn “

E
“

1A |F0
n

‰

. La suite W est de manière évidente une martingale uniformément bornée
donc convergente presque sûrement et dans L1 vers 1A. Admettons temporairement
que Wn “ W0 ˝ θ

n. Si une suite pun, n P Nq converge vers une limite l alors ces
moyennes de Césaro convergent vers la même limite donc :

1

n

n
ÿ

k“1

Wk ÝÑ
nÑ8

1A .

D’autre part :
1

n

n
ÿ

k“1

Wk “
1

n

n
ÿ

k“1

W0 ˝ θ
k ÝÑ
nÑ8

E rW0s ,

d’après l’hypothèse (2.4). Il s’ensuit que la variable aléatoire 1A est constante d’où le
résultat.

Il nous reste à prouver queWn “W0˝θ
n ou de manière équivalente, E

“

1A |F0
n

‰

“

E
“

1A |F0
n´1

‰

˝ θ. Remarquons d’abord que si φ est F0
n-mesurable alors φ ˝ θ´1 est

F0
n´1-mesurable. De plus, θ´1A “ A est équivalent à 1A ˝θ “ 1A. Par définition de

Wn, pour toute φ bornée et F0
n-mesurable, on a :

E rφWns “ E rφ 1As

“ E
“

φ ˝ θ´1 ˝ θ 1A ˝θ
‰

“ E
“

φ ˝ θ´1 1A
‰

“ E
“

φ ˝ θ´1 Wn´1

‰

“ E
“

φ ˝ θ´1 Wn´1 ˝ θ ˝ θ
´1

‰

“ E rφ Wn´1 ˝ θs ,

où l’on a utilisé deux fois l’invariance de PX par θ, en d’autres termes la stationnarité
de PX . On en déduit l’identité recherchée par identification.

Le résultat suivant sera fréquemment utilisé par la suite.

LEMME 2.2 (Lemme ergodique).– Soit Y , une variable aléatoire définie sur le quadru-
plet stationnaire ergodique O, à valeurs réelles, P-presque sûrement positive, telle que
Y ˝ θ ´ Y est intégrable. Alors, E rY ˝ θ ´ Y s “ 0.

Démonstration. Pour tout n P N, la v.a. Y ^ n est intégrable et donc :

E rpY ^ nq ˝ θ ´ Y ^ ns “ E rpY ^ nq ˝ θs ´E rY ^ ns “ 0. (2.5)
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La suite ppY ^ nq ˝ θ ´ Y ^ n, n P Nq converge P-presque sûrement vers Y ˝ θ´Y ,
de plus il est aisé de voir que pour tout n :

| pY ^ nq ˝ θ ´ Y ^ n |“| pY ˝ θq ^ n´ Y ^ n |ď| Y ˝ θ ´ Y | .

Le théorème de convergence dominée implique que :

E rpY ^ nq ˝ θ ´ Y ^ ns ÝÑ
nÑ8

E rY ˝ θ ´ Y s ,

ce qui conclut la preuve.

Il est important de noter (et c’est sa raison d’être) que ce dernier résultat est vrai
lorsque Y n’est pas supposée intégrable.

DÉFINITION 2.4.– Une suite récurrente stochastique (SRS en abrégé) pWn, n P Nq
à valeurs dans E polonais, est définie sur un quadruplet stationnaire ergodique par
une variable aléatoire Y dans E, une application mesurable ϕ de E ˆ F dans E et les
relations :

W0 “ Y et Wn`1 “ ϕpWn, Xnq pour n ě 1. (2.6)

On dira que la SRS pWn, n P Nq est portée par ϕ et issue de Y , et l’on notera souvent
`

WY
n , n P N

˘

pour souligner la dépendance en la condition initiale Y .

EXEMPLE 2.3.– La suite pWn, n P Nq des charges de travail de la file G/G/1 évo-
quée en introduction de ce chapitre a une telle forme : on prend pour tout n, Xn “

pσn, ξnq, E “ R`, F “ R` ˆR` et :

ϕ :

"

E ˆ F ÝÑ E

px, py, zqq ÞÝÑ
`

x` y ´ z
˘`
.

Il y a donc deux sources d’aléa dans l’évolution de W : la condition initiale Y et le
« stimulus » représenté par la suite X . L’espace de probabilités sur lequel est défini M
est donc :

`

E ˆ FZ, BpEq bBpFZq
˘

.

En tant que variable aléatoire, W est à valeurs dans EN. La loi de la suite W définit
une probabilité sur EN. Cet espace est aussi muni d’un décalage θE défini de manière
analogue à celui sur FZ, que nous noterons temporairement θF . Le décalage θE
n’est pas bijectif mais nous n’aurons pas besoin de cette propriété pour l’instant. Les
définitions de stationnarité et d’ergodicité demeurent valides à l’identique.

Le stimulus est donné par le modèle, nous ne pouvons donc qu’agir sur la condition
initiale. La question est de savoir si l’on peut choisir Y comme une fonction du stimulus
de sorte que la loi de W soit stationnaire. Une condition suffisante est fournie par le
théorème suivant. Elle transforme une identité en loi en une identité trajectorielle que
l’on espère plus facile à prouver.
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THÉORÈME 2.3.– S’il existe une variable aléatoire Y telle que :

Y ˝ θF “ ϕpY, X0q, PX ´ presque sûrement, (2.7)

alors la SRS W définie par (2.6) admet une probabilité stationnaire.

Démonstration. Moyennant quelques notations, le résultat est totalement évident. In-
troduisons les applications :

Y :

"

FZ ÝÑ FZ ˆ E
ω ÞÝÑ pω, Y pωqq

et W :

"

FZ ˆ E ÝÑ EN

pω, ηq ÞÝÑ pη, ϕpη, ωq, ¨ ¨ ¨ q
.

On a alors le diagramme suivant :

FZ W˝Y
ÝÝÝÝÑ EN

θF

§

§

đ

§

§

đ

θE

FZ ÝÝÝÝÑ
W˝Y

EN

La ne composante de W ˝ Y ˝ θF pωq est WnpY pθFωq, θFωq. D’autre part, la ne

composante de θE ˝M ˝ Y pωq est Wn`1pY pωq, ωq. En particulier pour n “ 0, on a
d’une part Y ˝ θF pωq et d’autre part ϕpY pωq, ω0q, donc l’équation (2.7) signifie que
ces deux quantités sont égales. Par récurrence, on en déduit que c’est aussi le cas pour
toutes les composantes donc W ˝ Y ˝ θF “ θE ˝M ˝ Y . En termes savants, on dit que
« le diagramme est commutatif ».

On en déduit que les mesures images de PX par ces deux applications sont les
mêmes. Notons P la loi de W , c’est-à-dire la mesure image de PX par W ˝ Y . On a
d’une part :

pθE ˝W ˝ Y q˚PX “ θ˚EP

et d’autre part, comme θ˚FPX “ PX , on a :

pW ˝ Y ˝ θF q
˚PX “ pW ˝ Y q˚PX “ P.

On a donc prouvé que θ˚EP “ P, ce qui selon la définition 2.2 signifie que P est
stationnaire.

La question centrale de la stationnarité de la SRS revient donc à la résolution
de l’équation presque sûre (2.7). Nous proposons dans la suite de ce chapitre, deux
méthodes qui permettent de conclure dans de nombreux cas.
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2.2. Schéma de Loynes

Nous considérons ici le cas où l’espace d’état E est muni d’un ordre partiel ĺ et
d’un point minimal 0 tels que 0 ĺ x pour tout x P E. On suppose qu’il existe sur E
une métrique dE telle que toutes les suites croissantes et majorées pour ĺ convergent
dans Ē, l’adhérence de E.

DÉFINITION 2.5.– Une fonction ϕ : E ˆ FZ Ñ E est dite ĺ-croissante lorsque :

η ĺ η1 ùñ ϕpη, ωq ĺ ϕpη1, ωq, dPXpωq ´ presque sûrement.

Elle est dite continue par rapport à sa première variable lorsque pour PX presque tout
ω, la fonction pη ÞÑ ϕpη, ωqq est continue pour la métrique dE .

THÉORÈME 2.4 (Théorème de Loynes).– Si ϕ est ĺ-croissante et continue, l’équa-
tion (2.7) admet une solution M8 à valeurs dans l’adhérence Ē de E.

Démonstration. Souvenons-nous que nous supposons connu le stimulus par son qua-
druplet O, dont l’élément générique est noté ω. On cherche Y , variable aléatoire à
valeurs dans E, satisfaisant (2.7). On va obtenir Y comme limite d’une suite presque
sûrement convergente.

Pour ce faire, on considère la suite de Loynes pMn, n P Nq définie par :

M0pωq “ 0 et Mn`1pωq “ ϕpMn ˝ θ
´1pωq, θ´1ωq, @n ě 1. (2.8)

Par définition de 0, on a M0 “ 0 ĺ M1 et si l’on suppose que pour un certain n ą 1,
Mn´1 ĺ Mn presque sûrement, d’après la croissance de ϕ, PX -presque sûrement, on
a l’identité suivante :

Mnpωq “ ϕ
`

Mn´1pθ
´1ωq, θ´1ω

˘

ĺ ϕ
`

Mnpθ
´1ωq, θ´1ω

˘

“Mn`1pωq.

Par conséquent, la suite pMn, n P Nq est presque sûrement croissante. Compte tenu
des hypothèses sur les suites croissantes de E, elle converge donc presque sûrement
vers la variable aléatoire M8 “ supĺ

nPNMn, qui est à valeurs dans Ē. Par continuité
de ϕ, la relation deuxième relation de (2.8) implique que :

M8pωq “ ϕ
`

M8 ˝ θ
´1pωq, θ´1ω

˘

et comme θ est bijectif, on en déduit que M8 est solution de (2.7).

REMARQUE.– La suite M s’interprète en fait assez aisément. Soit
`

W 0
n , n P N

˘

, la
SRS issue de 0 et portée par ϕ. Il est aisé de vérifier que pour tout n P N, on a :

Mn “W 0
n ˝ θ

´n, presque sûrement.
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En effet, cette relation est vraie pour n “ 0, et si elle l’est au rang n, alors presque
sûrement, on a :

Mn`1pωq “ ϕpMnpθ
´1ωq, θ´1ωq

“ ϕpW 0
n ˝ θ

´n ˝ θ´1ω, θn ˝ θ´pn`1qωq

“W 0
n`1pθ

´pn`1qωq.

- De manière concrète, Mn est la valeur à l’instant 0 de la suite W 0, en partant de 0 à
l’instant ´n et en utilisant comme stimulus les valeurs de X´n, X´n`1, ¨ ¨ ¨ , X0. On
appelle pour cette raison la construction de Loynes un schéma de récurrence arrière.
On remarquera au passage l’aisance apportée par la construction sur FZ et non FN du
stimulus. L’idée sous-jacente est qu’en faisant partir la suite de ´8, on aura atteint
l’état stationnaire à l’instant 0.

n

Xn

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

n

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

p0`X´5q
`

p0`X´3q
` “ 0

W5

Figure 2.1 – Schéma de récurrence arrière pour ϕpx, zq “ px` zq`

EXEMPLE 2.4.– L’exemple 2.3 rentre tout à fait dans ce cadre puisque la fonction
px ÞÑ px` zq`q est évidemment continue et croissante pour tout z P R. Il existe donc
une variable aléatoire Y solution de (2.7) mais on ne sait pas a priori si sa distribution
est « propre », c’est-à-dire si PpY “ `8q “ 0. Ce sera l’un des objets d’étude du
chapitre 4.
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Nous pouvons maintenant répondre à la question de la convergence faible d’une
SRS issue de l’état minimal.

COROLLAIRE 2.5.– Sous les hypothèses du théorème 2.4, la SRS
`

W 0
n , n P N

˘

issue
de 0 et portée par ϕ converge en loi vers M8.

Démonstration. Soit F continue bornée de E dans R, comme PX est invariante par θ,
on a :

E
“

F pW 0
nq
‰

“ E
“

F pW 0
n ˝ θ

´nq
‰

“ E rF pMnqs ÝÑ
nÑ8

E rF pM8qs ,

d’où le résultat.

Le résultat suivant sera primordial dans les applications aux files d’attente.

THÉORÈME 2.6.– Sous les hypothèses du théorème 2.4, la solution M8 construite par
le schéma de Loynes est ĺ-minimale parmi les solutions de (2.7).

Démonstration. Soit Y , une solution de (2.7). On a M0 “ 0 ĺ Y , presque sûrement
et Mn ĺ Y , presque sûrement implique que l’on a :

Mn`1pωq ĺ ϕpY ˝ θ´1pωq, θ´1ωq “ Y pωq, PX ´ presque sûrement,

soit Mn`1 ĺ Y , presque sûrement. L’inégalité est conservée par passage à la limite
presque sûre donc M8 ĺ Y .

On peut appliquer les résultats précédents à E “ R`, totalement ordonné par «ď »
et de point minimal 0. Dans ce cadre, le théorème ergodique de Birkhoff peut être vu
comme une application fondamentale du résultat de Loynes.

THÉORÈME 2.7 (Théorème ergodique de Birkhoff).– Pour toute variable aléatoire
réelle Y P L1pPq, on a l’identité suivante :

E rY s “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

Y ˝ θ´i, P´ presque sûrement.

Démonstration. Soit ε ą 0. On définit la variable aléatoire :

Y ε “ Y ´E rY s ´ ε

et l’application aléatoire de R` dans lui même :

ϕε : x ÞÑ px` Y εq
`
“ x´ x^ p´Y εq .
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La fonction ϕε est presque sûrement croissante et continue, donc la suite de Loynes de
condition initiale ε portée par ϕε pMε

n, n P Nq est presque sûrement croissante dans
R` et converge presque sûrement en vertu du théorème 2.4 vers la variable aléatoire
Mε
8, qui vérifie :

Mε
8 ˝ θ “ ϕε pMε

8q “ pM
ε
8 ` Y

εq
`
. (2.9)

Une récurrence immédiate montre que les pMε
n, n P Nq sont intégrables. Pour tout

n P N, on a donc l’identité :

0 ě E rMε
ns ´E

“

Mε
n`1

‰

“ E
“

Mε
n ´M

ε
n`1 ˝ θ

‰

“ E rMε
n ´ ϕ

ε pMε
nqs “ E rMε

n ^ p´Y
εqs .

Par convergence dominée, il vient :

E rMε
8 ^ p´Y

εqs ď 0.

En vertu de (2.9), l’évènement tMε
8 “ `8u est θ-invariant et est donc de probabi-

lité 0 ou 1. Mais Mε
8 “ 8 presque sûrement impliquerait que E r´Y εs ď 0, ce qui est

absurde. Par conséquent, Mε
8 est presque sûrement fini. Soit maintenant l’application

aléatoire de R` dans lui-même, définie par ϕ̃ε : x ÞÑ x ` Y ε, et
´

M̃ε
n, n P N

¯

,

la suite de Loynes associée. Notons que par construction, M̃ε
n “

řn
i“1 Y

ε ˝ θ´i (en
comprenant que

ř0
i“1 “ 0). De plus, comme ϕ̃pxq ď ϕpxq pour tout x, il est facile

de vérifier par récurrence que M̃ε
n ď Mε

n presque sûrement pour tout n P N. En
particulier, on a M̃ε

n ď Mε
8 presque sûrement pour tout n P N, ce qui revient à dire

que :
1

n

n
ÿ

i“1

Y ˝ θ´i ď
1

n
Mε
8 `E rY s ` ε.

Ceci est vrai pour tout ε ą 0, on a par conséquent :

lim sup
nÑ`8

1

n

n
ÿ

i“1

Y ˝ θ´i ď E rY s ,P´ presque sûrement.

Cette dernière relation est également vérifiée par la variable aléatoire intégrable ´Y ,
on a donc aussi :

lim inf
nÑ`8

1

n

n
ÿ

i“1

Y ˝ θ´i ě E rY s ,P´ presque sûrement,

ce qui conclut la preuve.

REMARQUE.– Le quadruplet pΩ,F ,P, θq est stationnaire ergodique si et seulement si
`

Ω,F ,P, θ´1
˘

l’est aussi. On peut donc remplacer l’énoncé du théorème 2.7 par :

E rY s “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

Y ˝ θi, P´ presque sûrement.
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2.3. Couplage

L’idée de couplage est centrale dans l’étude asymptotique des SRS. Il est en effet
possible d’énoncer des conditions sous lesquelles les trajectoires de deux SRS (ou
éventuellement celles des schémas de récurrence arrière correspondants) coïncident
à partir d’un certain point. Ces propriétés impliquent naturellement, en particulier,
des propriétés plus classiques de convergence pour les suites aléatoires, comme la
convergence en loi.

Nous n’énonçons ici que les résultats qui nous seront utiles dans les applications
aux files d’attente, sous leur forme la plus simple.

Dans un second temps, nous développons la théorie des événements de renouvel-
lement de Borovkov qui donne des conditions suffisantes de couplage, et même de
couplage arrière fort. Les résultats de Borovkov permettent par ailleurs de résoudre
dans de nombreux cas l’équation (2.7), même lorsque les conditions de continuité et
monotonie du théorème 2.4 ne sont pas satisfaites. En particulier, on pourra également
traiter sous cet angle la question délicate du comportement transitoire en fonction
des conditions initiales. Dans toute la suite, O “ pΩ,F ,P, θq désigne un système
dynamique stationnaire ergodique.

2.3.1. Définition

Nous commençons par définir les différents types de couplage.

DÉFINITION 2.6.– Soient pWn, n P Nq et pYn, n P Nq deux suites aléatoires définies
sur pΩ,F ,P, θq.

– On dit que pWn, n P Nq et pYn, n P Nq couplent si :

P pWn “ Yn; @n ě Nq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 1. (2.10)

– On dit qu’il y a couplage arrière fort entre pWn, n P Nq et pYn, n P Nq si :

P
`

Wn ˝ θ
´n “ Yn ˝ θ

´n; @n ě N
˘ NÑ8
ÝÝÝÝÑ 1. (2.11)

Dans la suite, nous noterons :

τF “ inf tN P N;Wn “ Yn, @n ě Nu ,

τB “ inf
 

N P N;Wn ˝ θ
´n “ Yn ˝ θ

´n, @n ě N
(

,

les indices (aléatoires) de couplage respectifs vers l’avant (forward) et vers l’arrière
(backward) des deux suites, en comprenant bien sûr comme infinie ces variables



Suites récurrentes stochastiques 47

aléatoires lorsque l’ensemble de droite est vide. On voit alors facilement que le couplage
vers l’avant et le couplage arrière fort de pWn, n P Nq avec pYn, n P Nq admettent
respectivement les définitions équivalentes suivantes :

P pτF ě Nq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0, (2.12)

P pτB ě Nq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0. (2.13)

On remarque déjà un lien immédiat entre couplage et convergence en loi.

THÉORÈME 2.8.– Si la suite pWn, n P Nq à valeurs dans E couple avec la suite
stationnaire pY ˝ θn, n P Nq alors pWn, n P Nq converge en loi vers Y .

Démonstration. Soit G, une fonction continue et bornée : E Ñ R, et soit ‖ G ‖8 son
supremum. Pour tout entier N , on a :

ˇ

ˇ

ˇ
E rGpWN qs ´E rGpY qs

ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ
E rGpWN qs ´E

“

GpY q ˝ θN
‰

ˇ

ˇ

ˇ

ď E
”ˇ

ˇ

ˇ
GpWN q ´GpY ˝ θ

N q

ˇ

ˇ

ˇ

ı

“ E
”
ˇ

ˇ

ˇ
GpWN q ´GpY ˝ θ

N q

ˇ

ˇ

ˇ
1τFąN

ı

ď 2 ‖ G ‖8 P pτF ą Nq

et la quantité de droite tend vers 0 par hypothèse.

Notons :

τf “

#

8 si Wn ‰ Yn @n P N,

inf tn P N, Wn “ Ynu sinon,

le premier instant où les deux suites pWn, n P Nq et pYn, n P Nq coïncident.

REMARQUE.– On peut remarquer que deux SRS portées par la même fonction de
récurrence ϕ (nous les notons alors

`

WY
n , n P N

˘

et
`

WZ
n , n P N

˘

, seules leurs
variables aléatoires initiales les différencient éventuellement) couplent dès l’indice τf .
En effet, presque sûrement WY

n pωq “WZ
n pωq implique que :

WY
n`1pωq “ ϕpWY

n pωq, θ
nωq “ ϕpWZ

n pωq, θ
nωq “WZ

n`1pωq.

Par conséquent, pour tout n P N, tτf ď nu Ă tτF ď nu, soit :

τF “ τf presque sûrement. (2.14)
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En revanche, les deux suites
`

WY ˝ θ´n, n P N
˘

et
`

WZ ˝ θ´n, n P N
˘

peuvent
coïncider pour un certain indice, sans pour autant qu’il y ait couplage arrière fort,
puisque pour tout ω tel que WY

n pθ
´nωq “WZ

n pθ
´nωq, on a :

WY
n`1pθ

´pn`1qωq “ ϕpWY
n pθ

´pn`1qωq, θnpθ´pn`1qωqq

“ ϕpWY
n pθ

´pn`1qωq, θ´1ωq

WZ
n`1pθ

´pn`1qωq “ ϕpWZ
n pθ

´pn`1qω, θ´1ωq

et ces deux quantités ne sont pas égales en général.

Dans le cas des SRS, le lien entre les différents types de couplage est établi dans
les théorèmes suivants.

THÉORÈME 2.9.– Soient Z et Y , deux variables aléatoires à valeurs dans E et la SRS
`

WZ
n , n P N

˘

, une SRS issue de Z et portée par ϕ. S’il y a couplage arrière fort entre
`

WZ
n , n P N

˘

et la suite stationnaire pY ˝ θn, n P Nq alors ces deux suites couplent,
`

WZ
n , n P N

˘

converge en loi vers Y et Y est une solution de (2.7).

Démonstration. Tout d’abord, pour tout ω P θ´1ptτB ă 8uq (c’est-à-dire tel que
τBpθωq ă 8), pour tout n ě τBpθωq, on a :

Y ˝ θpωq “WZ
n`1 ˝ θ

´pn`1qpθωq

“ ϕpWZ
n ˝ θ

´npωq, θn ˝ θ´nωq

“ ϕpY pωq, ωq.

L’événement θ´1 pτB ă 8q est de probabilité 1 par hypothèse, on a donc bien :

Y ˝ θpωq “ ϕpY pωq, ωq, presque sûrement. (2.15)

Par ailleurs, pour tout N P N, on a :

P pτB ď Nq “ P
`

WZ
n ˝ θ

´n “ Y, @n ě N
˘

“ P
´

θ´N
!

WZ
n ˝ θ

´n “ Y, @n ě N
)¯

“ P
`

WZ
n ˝ θ

N´n “ Y ˝ θN , @n ě N
˘

ď P
`

WZ
N “ Y ˝ θN

˘

,

ď P pτf ď Nq . (2.16)
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Mais d’après (2.15), pY ˝ θn, n P Nq ”
`

WY
n , n P N

˘

, la SRS issue de Y et portée
par ϕ, et donc on est dans le cas de la remarque 2.3.1. D’après (2.14), τf “ τF presque
sûrement dans ce cas et donc (2.16) implique :

P pτB ą Nq ě P pτF ą Nq .

Le terme de droite tend donc vers 0 quand N tend vers l’infini comme le terme de
gauche, ce qui montre la propriété de couplage. Finalement, la convergence en loi
découle du théorème 2.8.

THÉORÈME 2.10.– Soit
`

W 0
n , n P N

˘

une SRS à valeurs dans E issue de 0 et portée
par ϕ, une application presque sûrement ĺ-croissante et continue. Soit W , une solution
de l’équation (2.7) correspondant à ϕ, à valeurs dans E. Les suites

`

W 0
n , n P N

˘

et
pW ˝ θn, n P Nq admettent un couplage avant si et seulement si elles admettent un
couplage arrière fort.

Démonstration. Nous allons en fait montrer que τF et τB ont ici la même loi. Notons
comme précédemment, pMn, n P Nq “

`

W 0
n ˝ θ

´n, n P N
˘

la suite de Loynes cor-
respondante, et rappelons que cette suite croît presque sûrement versM8 ĺ W . En par-
ticulier, presque sûrementMN pωq “W pωq implique queMnpωq “M8pωq “W pωq.
Pour tout entier N P N, on a donc :

P pτF ď Nq “ P
`

W 0
N “W ˝ θN

˘

“ P pMN “W q

“ P pMn “W, @n ě Nq

“ P
`

W 0
n ˝ θ

´n “W, @n ě N
˘

“ P pτN ď Nq .

Le résultat est démontré.

2.3.2. Evénements de renouvellement

La théorie des événements de renouvellement donne des critères simples pour le
couplage arrière fort d’une SRS avec une solution de (2.7). Dans toute cette sous-
section, pWn, n P Nq désigne une SRS définie sur O “ pΩ, F , P, θq, à valeurs dans
E et portée par ϕ.

DÉFINITION 2.7.– Soit N un entier strictement positif. On dit que la suite d’évé-
nements mesurables pAn, n P Nq est une suite d’événements de renouvellement de
longueur N pour pWn, n P Nq si et seulement s’il existe une variable aléatoire α
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définie sur Ω et à valeurs dans un espace mesurable F , et une application déterministe
Φ : FN Ñ E telle que pour tout n ě N , sur An´N :

Wn “ Φ
`

α ˝ θn´N , α ˝ θn´2, ..., α ˝ θn´1
˘

.

La propriété d’admettre une suite d’événements de renouvellement est donc une
propriété d’« oubli » : sur An´N ,Wn ne dépend que d’une liste deN valeurs de la suite
stationnaire pα ˝ θn, n P Nq. De manière imagée, si un événement donné se produit
N pas de temps dans le passé, Wn ne dépend de son passé que jusqu’à l’instant n´N ,
pas au-delà.

EXEMPLE 2.5.– On suppose que pWn, n P Nq est une SRS portée par ϕ. Soit x P E
et pour tout n, An “ tWn´1 “ xu . Il est facile de voir qu’alors, pAn, n P Nq est une
suite d’événements de renouvellement de longueur 1. En effet, pour tout n ě 1, sur
An´1,Wn “ ϕ˝θn´1 pxq, et l’on retrouve la définition en prenant F “ E, Φ l’identité
sur E et α “ ϕpxq. Dans les applications (chapitre 4), on considèrera essentiellement
ce type d’événements de renouvellement dans le cas particulier x “ 0.

DÉFINITION 2.8.– Une suite d’événements pAn, n P Nq est dite θ-compatible, si
pour tout n ě 0, An “ θ´nA0. On peut alors définir la suite pAn, n P Zq en posant
A´n “ θnA0 pour tout n ě 0.

EXEMPLE 2.6.– Soit β, une variable aléatoire définie sur Ω et à valeurs dans pE, Eq.
Alors, pour tout B P E , la suite d’événements définie par An “ tβ ˝ θn P Bu pour
tout n est θ-compatible, puisque pour tout n, ω P An revient à β ˝ θnω P B, soit
β ˝ θn`1

`

θ´1ω
˘

P B, ou encore ω P θAn`1. La suite des images réciproques d’un
ensemble mesurable par une suite stationnaire est donc logiquement une suite θ-
compatible.

Le théorème suivant est dû à Borovkov.

THÉORÈME 2.11.– Soit Z , une famille de variables aléatoires à valeurs dans E. On
suppose que toutes les suites

`

WZ
n , n P N

˘

, Z P Z , admettent la même suite d’évé-
nements de renouvellement pAn, n P Nq, de même longueur N , de même variable
aléatoire associée α et de même application associée Φ, et que la suite pAn, n P Nq
est θ-compatible et telle que P pA0q ą 0. Il existe alors une variable aléatoire finie W
telle que pour tout Z P Z , il y a couplage arrière fort entre les suites

`

WZ
n , n P N

˘

et
pW ˝ θn, n P Nq.

Démonstration. Soit n ě N , i P rr0, ..., n´N ss et k ě 0. Par θ-compatibilité :

A´N´i “
č

kě0

θn`kAn`k´N´i
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et on a donc pour toute variable aléatoire Z P Z , pour tout ω P A´N´i et pour tout
k ě 0 :

θ´pn`kqω P An`k´N´i

ðñWZ
n`k´ipθ

´pn`kqωq

“ Φ

ˆ

α ˝ θn`k´i´N pθ´pn`kqωq, ¨ ¨ ¨ , α ˝ θn`k´i´1pθ´pn`kqωq

˙

ðñWZ
n`k´i ˝ θ

´pn`kqpωq “ Φ
´

α ˝ θ´i´N pωq, ¨ ¨ ¨ , α ˝ θ´i´1pωq
¯

,

une variable aléatoire qui ne dépend ni de Z, ni de k. Ainsi, pour tout couple de
conditions initiales Z et Z 1 P Z , sur A´N´i, on a :

WZ1

n`k´i ˝ θ
´pn`kq “WZ

n´i ˝ θ
´n, @k ě 0.

Par conséquent :

WZ1

n`1`k´i ˝ θ
´pn`kq “ ϕ ˝ θn`k´i ˝ θ´pn`kq

´

WZ1

n`k´i ˝ θ
´pn`kq

¯

“ ϕ ˝ θn´i ˝ θ´n
`

WZ
n´i ˝ θ

´n
˘

“WZ
n`1´i ˝ θ

´n,

ce qui implique par une récurrence immédiate jusqu’au rang i que :

WZ1

n`k ˝ θ
´pn`kq “WZ1

n`i`k´i ˝ θ
´pn`kq “WZ

n`i´i ˝ θ
´n “WZ

n ˝ θ
´n.

Ainsi, sur A´N´i les suites
`

WZ
n ˝ θ

´n, n P N
˘

et
´

WZ1

n ˝ θ´n, n P N
¯

sont cons-
tantes et confondues après n. Ceci est vrai pour tout i P t0, ¨ ¨ ¨ , n ´ Nu, donc en
notant pour tout Z P Z , τZB l’instant de couplage arrière fort de la suite

`

WZ
n , n P N

˘

,
on a :

n´N
ď

i“0

A´i´N

Ď Bn “
"

τZB ď n,@Z P Z
*

č

"

WZ
n ˝ θ

´n “WZ1

n ˝ θ´n, @Z,Z 1 P Z
*

.

Ceci implique que :

A “
`8
ď

j“N

A´i “
`8
ď

n“N

n
ď

i“N

A´i Ď
`8
ď

n“N

Bn.
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Mais A Ď θA, alors que A´N Ď A a une probabilité strictement positive par hy-
pothèse. L’événement A est donc de probabilité 1. Donc l’événement

Ť`8

n“N Bn est
presque sûr, ce qui signifie que toutes les suites

`

WZ
n , n P N

˘

, Z P Z couplent (au
sens du couplage arrière fort), et avec la même variable aléatoire puisque les suites
`

WZ
n ˝ θ

´n, n P N
˘

, Z P Z sont confondues à partir d’un certain rang. Le théorème
est démontré.

Un corollaire immédiat, mais crucial de ce théorème est la donnée d’une condition
suffisante pour l’existence d’une solution à l’équation stationnaire (2.7).

COROLLAIRE 2.12.– S’il existe un ensemble de conditions Z non vide satisfaisant les
hypothèses du théorème 2.11, l’équation (2.7) admet une solution à valeurs dans E.

Démonstration. Pour tout Z P Z , il y a couplage arrière fort pour
`

WZ
n , n P N

˘

d’après le théorème 2.11. Ceci implique le résultat en vertu de l’assertion (ii) du théo-
rème 2.9.

Le deuxième corollaire suivant est un critère pour l’unicité d’une solution à (2.7).

COROLLAIRE 2.13.– Si l’ensemble :

Z “ psolutions de (2.7) à valeurs dans Eq

est non vide et vérifie le théorème 2.11, il est réduit à un singleton.

Démonstration. Pour tout couple de solutions Z,Z 1 P Z , les deux suites stationnaires
`

WZ
n , n P N

˘

“ pZ ˝ θn, n P Nq et
´

WZ1

n , n P N
¯

“ pZ 1 ˝ θn, n P Nq couplent
pour le couplage arrière fort avec la même suite stationnaire pW ˝ θn, n P Nq. On a
donc naturellement Z “ Z 1 “W , P-presque sûrement.

2.4. Comparaison des suites récurrentes stochastiques

Nous donnons dans cette dernière section deux résultats remarquables de comparai-
son pour les SRS, que nous appliquerons aux modèles de files d’attente dans le chapitre
4. Dans toute cette section, les espaces euclidiens RK , K ě 1 sont munis de l’ordre
partiel ă défini dans l’appendice A.

DÉFINITION 2.9.– Soient W et Y deux variables aléatoires à valeurs dans Rk, défi-
nies éventuellement sur deux espaces de probabilité différents Ω et Ω̂. On dit que Y
majore W stochastiquement ou pour l’ordre fort, et on note W ďst Y , si pour toute
fonction ă-croissante F : Rk Ñ R telle que les intégrales suivantes existent :

E rF pW qs ď Ê rF pY qs .
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On peut remarquer en particulier que siW et Y sont des variables aléatoires réelles :

W ďst Y ðñ P pW ď xq ě P̂pY ď xq pour tout x P R. (2.17)

Le théorème suivant est le résultat fondamental de la théorie de la comparaison
stochastique.

THÉORÈME 2.14 (Théorème de Strassen).– Soient W et Y deux variables aléatoires à
valeurs dans Rk. Alors W ďst Y si et seulement si il existe un espace de probabilité
sur lequel sont définies deux variables aléatoires W̃ et Ỹ , de mêmes lois respectives
que W et Y sur Rd et telles que :

W̃ ă Ỹ presque sûrement.

THÉORÈME 2.15.– Soient α et ᾱ deux variables aléatoires définies sur le quadruplet
stationnaire ergodique pΩ, F , P, θq, à valeurs dans Rm et intégrables. Soit f , une
application déterministe : RdˆRm Ñ Rd. On note pWn, n P Nq et

`

W̄n, n P N
˘

les
deux SRS à valeurs dans Rd et issues de 0, portées respectivement par les applications
aléatoires :

x ÞÑ fpx, αq et x ÞÑ fpx, ᾱq.

Si ᾱ ďst α et que f est croissante en ses deux arguments alors W̄n ďst Wn pour tout
n P N.

Démonstration. D’après le théorème de Strassen, il existe un espace de probabilité
sur lequel sont définies les suites pαn, n P Nq et pᾱn, n P Nq, telles que l’on ait les
égalités en loi :

αn
L
“ α ˝ θn et ᾱn

L
“ ᾱ ˝ θn, pour tout n P N,

et telles que :

ᾱn ă αn presque sûrement pour tout n P N.

Soient pYn, n P Nq et
`

Ȳn, n P N
˘

, les deux SRS définies sur ce nouvel espace,
issues de 0 et portées respectivement par les suites d’applications pfp., αnq, n P Nq et
pfp., ᾱnq, n P Nq. Montrons par récurrence sur n que :

Ȳn ă Yn, presque sûrement pour tout n P N.
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On a Y0 “ Ȳ0 “ 0 presque sûrement et si Ȳn ă Yn pour un certain n P N, alors
par monotonie de f , on a presque sûrement :

Ȳn`1 “ f
`

Ȳn, ᾱn
˘

ă f pYn, ᾱnq

ă f pYn, αnq

“ Yn`1.

Par conséquent, Ȳn ă Yn presque sûrement pour tout n P N sur le nouvel espace de
probabilité. Comme Ȳn (respectivement Yn) a clairement même loi que W̄n (respective-
ment Wn) pour tout n, la réciproque du théorème de Strassen permet de conclure.

Supposons maintenant, de plus, que l’application f est continue en sa première
variable. D’après le théorème de Loynes, les suites de Loynes pWn ˝ θ

´n, n P Nq
et
`

W̄n ˝ θ
´n, n P N

˘

convergent presque sûrement vers les versions stationnaires
minimales respectives W8 et W̄8 des deux SRS.

COROLLAIRE 2.16.– Sous les hypothèses du théorème 2.15, si le théorème de Loynes
s’applique aux deux SRS et si les solutions minimales W8 et W̄8 sont presque
sûrement finies, elles vérifient :

W̄8 ďst W8.

Démonstration. D’après le théorème 2.15, pour toute fonction F : E Ñ R croissante
telle que les espérances suivantes existent, on a :

E
“

F pW̄nq ˝ θ
´n

‰

“ E
“

F pW̄nq
‰

ď E rF pWnqs “ E
“

F pWnq ˝ θ
´n

‰

,

par θ-invariance. On conclut par convergence monotone.

Le théorème suivant est le cas particulier (qui nous sera utile sous cette forme
au chapitre suivant) d’un résultat plus général, qui décline la propriété de comparai-
son du théorème 2.15 pour un autre ordre stochastique impliquant les fonctions-test
convexes, en appliquant un corollaire du théorème de Strassen pour cet ordre. Dans la
suite, si Y est une variable aléatoire à valeurs dans Rk, k ě 1 et A est une tribu, on
note classiquement :

E rY |As “ pE rY p1q |As , E rY p2q |As , ¨ ¨ ¨ q .

THÉORÈME 2.17.– On suppose que l’application f est ă-croissante en son premier
argument, et convexe de Rd ˆ Rm dans Rd. Supposons en outre qu’il existe une
filtration pFn, n P Nq telle que pour tout n P N et pour tout i P rr0, nss, on ait :

ᾱ ˝ θi “ E
“

α ˝ θi | Fn
‰

.
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Sous ces hypothèses, pour toute fonction F : Rd Ñ R, ă-croissante et convexe, telle
que pour tout entier n, F pW̄nq P L

1 et F pWnq P L
1, on a :

E
“

F
`

W̄n

˘‰

ď E rF pWnqs pour tout n P N. (2.18)

Démonstration. Fixons n P N. Montrons par récurrence sur i P rr0, nss la relation :

W̄i ă E rWi |Fns presque sûrement pour tout i P rr0, nss, (2.19)

qui est bien sûr vérifiée pour i “ 0. En supposant qu’elle est vérifiée pour un certain i P
rr0, nss, l’inégalité de Jensen nous donne l’identité suivante, valable presque sûrement :

E rWi`1 |Fns “ E
“

f
`

Wi, α ˝ θ
i
˘

|Fn
‰

ą f
`

E rWi |Fns ,E
“

α ˝ θi |Fn
‰˘

ą f
`

W̄i,E
“

α ˝ θi |Fn
‰˘

“ f
`

W̄i, ᾱ ˝ θ
i
˘

“ W̄i`1,

et (2.19) est démontré. En particulier, on a :

W̄n ă E rWn |Fns presque sûrement.

Compte-tenu de l’inégalité de Jensen, pour toute fonction F : Rd Ñ R croissante et
convexe, si les intégrales sont bien définies, on a :

F
`

W̄n

˘

ď F pE rWn |Fnsq

ď E rF pWnq |Fns ,

et l’on conclut en passant aux espérances.

Comme pour le corollaire 2.16, on en déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.18.– Sous les hypothèses du théorème 2.17, si de plus le théorème de
Loynes s’applique aux deux SRS et si les solutions minimales W̄8 et W8 sont presque
sûrement finies, elles vérifient :

E
“

F
`

W̄8

˘‰

ď E rF pW8qs ,

pour toute fonction F : Rd Ñ R croissante et convexe, telle que les espérances sont
bien définies.
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2.5. Notes et commentaires

Le théorème de Loynes a été introduit dans [LOY 62] dans le cas particulier de la
file G/G/1. Il a été généralisé sous la forme présentée ici, par exemple dans [BAC 02]
et [NEV 84] .

Pour plus de renseignements sur la notion de couplage, le lecteur pourra consulter
[BRA 90] et [THO 00].

La théorie des événements de renouvellement est due à Borovkov et Foss. Elle est
introduite dans [BOR 84], puis développée dans [BOR 92, BOR 94] et [BOR 98].

Pour un tour plus complet sur les comparaisons de suites récurrentes stochastiques,
nous renvoyons le lecteur vers les références [BAC 02] et [STO 83]. La construction
que nous utilisons ici est due à Baccelli et Makowski [BAC 89], nous n’en donnons
qu’une version simplifiée des résultats.
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Résumé

– Une suite récurrente stochastique est de la forme Xn`1 “ fpXn, αnq, où pαnq
est une suite équidistribuée et ergodique.

– L’existence d’une loi stationnaire pour pXnq revient à celle d’une variable aléa-
toire X résolvant sur l’espace canonique de pαnq l’équation presque sûre :

X ˝ θ “ fpX,αq,

où θ est l’opérateur bijectif de décalage.
– Le schéma de récurrence arrière de Loynes garantit l’existence d’une solution X

(éventuellement infinie) si f est presque sûrement croissante et continue en sa première
variable.

– La théorie des événements de renouvellement de Borovkov permet d’obtenir des
conditions d’existence et d’unicité d’une solution X , et de couplage de la SRS avec sa
version stationnaire.

– Le théorème de Strassen permet de comparer les solutions stationnaires d’une
SRS en fonction de l’ordre relatif des suites qui la dirigent.
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Chapitre 3

Chaînes de Markov

Lorsque l’on veut rendre compte de l’évolution temporelle d’un système, il faut
décrire la façon dont le futur dépend du présent ou du passé. Parmi les principaux
exemples, citons celui des équations différentielles (en temps continu) et celui des
suites récurrentes (en temps discret). Dans le cas aléatoire à temps discret, l’analogue
des suites récurrentes a été traité dans le chapitre 2 dans le cas stationnaire. Un cas par-
ticulier, sous des hypothèses supplémentaires d’indépendance, est celui des chaînes de
Markov. Derrière une description apparemment simple se cache un outil mathématique
redoutable d’efficacité pour les applications et riche de nombreuses propriétés.

On rappelle qu’il est conseillé de lire le petit paragraphe sur les notations de la
remarque A.1.1.

3.1. Définition et exemples

Considérons donc une suite de variables aléatoires X “ pXn, n ě 0q à valeurs
dans E fini ou dénombrable et indexée par les entiers, et la filtration Fn “ σtXj , 0 ď
j ď nu engendrée par cette suite.

Les trajectoires sont des éléments de EN, c’est-à-dire des suites d’éléments de E.
Le décalage (voir l’annexe A) est alors défini par :

θ : EN ÝÑ EN

px0, x1, ¨ ¨ ¨ q ÞÝÑ px1, x2, ¨ ¨ ¨ q.

Le décalage est donc la restriction à EN, non bijective, du flot bijectif défini sur
EZ et introduit en section 2.1. Comme pour le flot, on aura souvent besoin du ne itéré
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de θ, noté θn et défini par :

θn : EN ÝÑ EN

px0, x1, ¨ ¨ ¨ q ÞÝÑ pxn, xn`1, xn`2, ¨ ¨ ¨ q.

Par la suite, on identifiera θ et θ1.

DÉFINITION 3.1.– La suite X est une chaîne de Markov lorsque pour tout n ď m, la
tribu Fn est indépendante de la tribu σpXmq conditionnellement à σpXnq. En d’autres
termes, pour toute fonction F et G bornées, on a :

E rF pX0, ¨ ¨ ¨ , XnqGpXmq |Xns

“ E rF pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq |Xns E rGpXmq |Xns . (3.1)

En vertu du théorème A.12, on sait que cette propriété est équivalente à l’indépen-
dance du passé et du futur conditionnellement au présent, ce qui s’exprime par :

E rF pX0, ¨ ¨ ¨ , XnqG ˝ θ
n |Fns “ F pX0, ¨ ¨ ¨ , XnqE rG ˝ θ

n |Xns . (3.2)

En particulier, pour G “ 1tyupX1q, pour tout entier n, on obtient :

PpXn`1 “ y |Fnq “ PpXn`1 “ y |Xnq.

DÉFINITION 3.2.– La chaîne de Markov X est dite homogène lorsque :

PpXn`1 “ y |Xn “ xq

ne dépend pas de n mais seulement de x et y. On notera cette quantité ppx, yq et on
appelle P “ pPpX1 “ y |X0 “ xq, x, y P Eq l’opérateur de transition de X. Si E
est de cardinal fini, P s’identifie à une matrice qui a autant de lignes et de colonnes
que d’éléments dans E.

EXEMPLE 3.1.– Un rat se déplace dans le labyrinthe à sept cases représenté dans la
figure 3.1. Il passe d’une case à l’autre uniformément suivant les possibilités qui lui
sont offertes, c’est-à-dire que lorsqu’il y a deux (respectivement trois) sorties dans la
case où il se trouve, il va dans chacune des cases possibles avec une probabilité d’un
demi (respectivement d’un tiers). Son évolution est sans mémoire : chaque changement
ne dépend que de la situation courante, pas du passé. On appelle Xn la position du rat
après son ne mouvement, X0 est sa position initiale.
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4 5

1 2 3

6

7

Figure 3.1 – Le labyrinthe

Ici, E “ t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u et la matrice de transition se déduit aisément de la
figure 3.1 :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1
2 0 1

2 0 0 0
1
3 0 1

3 0 1
3 0 0

0 1
2 0 0 0 1

2 0
1
3 0 0 0 1

3 0 1
3

0 1
3 0 1

3 0 1
3 0

0 0 1
2 0 1

2 0 0
0 0 0 1 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

EXEMPLE 3.2.– Partant d’un score vierge, on lance deux dés non pipés. Si la somme
est différente de 7, on ajoute cette somme au score courant et on rejoue. Sinon le
score s’annule et la partie s’arrête. On appelle Xn le score après le ne lancer. Il faut
distinguer ici deux états 0 si l’on veut que X soit une chaîne homogène. En effet,
on peut quitter le 0 du départ mais on ne peut pas quitter le 0 consécutif à un 7. On
prend donc espace d’états, E “ NY tδu, δ est ce qu’il est convenu d’appeler un point
cimetière. Les transitions sont alors données pour tout i ‰ δ par :

PpXn`1 “ i` 2 |Xn “ iq “ PpXn`1 “ i` 12 |Xn “ iq “ 1{36
PpXn`1 “ i` 3 |Xn “ iq “ PpXn`1 “ i` 11 |Xn “ iq “ 2{36
PpXn`1 “ i` 4 |Xn “ iq “ PpXn`1 “ i` 10 |Xn “ iq “ 3{36
PpXn`1 “ i` 5 |Xn “ iq “ PpXn`1 “ i` 9 |Xn “ iq “ 4{36
PpXn`1 “ i` 6 |Xn “ iq “ PpXn`1 “ i` 8 |Xn “ iq “ 5{36
PpXn`1 “ δ |Xn “ iq “ 1{6
PpXn`1 “ δ |Xn “ δq “ 1.
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La définition même d’une chaîne de Markov implique que toute son évolution
est déterminée par la loi de la position initiale que l’on notera ν et l’opérateur de
transition P .

THÉORÈME 3.1.– Pour tout n, la loi jointe de pX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq est déterminée par la loi
de X0 et P à partir de la formule suivante :

PpX0 “ x0, ¨ ¨ ¨ , Xm “ xmq “ νptx0uq

m´1
ź

l“0

ppxl, xl`1q ,

pour tout n et tout x0, ¨ ¨ ¨ , xn dans E.

REMARQUE.– Par la suite, nous noterons Pν la loi d’une chaîne de Markov avec loi
initiale ν. Par abus de notation, Px représentera la loi de la chaîne si le point de départ
est fixe, égal à x P E. Comme E est au plus dénombrable, on peut numéroter les états :
utiliser une injection qui existe entre E et N. On peut alors supposer que E Ă N.
On retrouve alors le formalisme des vecteurs et matrices même si l’on est amené à
manipuler de tels objets avec un nombre infini de composantes... On considère souvent
le « vecteur » πn défini par πnpxq “ PpXn “ iq pour i P E Ă N. Il est usuel de le
considérer comme un vecteur ligne. Pour tout n, la relation :

PpXn`1 “ jq “
ÿ

iPE

PpXn`1 “ j |Xn “ iqPpXn “ iq

“
ÿ

iPE

PpXn “ iqppi, jq, j P E,

se lit en notation matricielle :

πn`1 “ πn.P soit πn “ π0.P
n (3.3)

où Pn est la ne puissance de P. En particulier, si π0 n’est composé que de 0 sauf un 1
en ie position (ce qui revient à travailler sous Pi) alors pour tout j P E, on a :

PipXn “ jq “ ppnqpi, jq

où ppnqpi, jq est le terme en ie ligne et je colonne de Pn.

Comme Pn`m “ PnPm, on déduit de (3.3) l’équation de Chapman-Kolmogorov :

ppn`mqpx, yq “
ÿ

zPE

ppnqpx, zqppmqpz, yq, (3.4)

valable pour tout n, m, toute condition initiale et tout état final. On l’a écrite ici sous
forme « intrinsèque », c’est-à-dire sans tenir compte de l’injection mentionnée plus
haut.
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3.1.1. Simulation

Rappelons d’abord comment simuler une loi ν sur un ensemble au plus dénom-
brable E. Les états sont numérotés grâce à une bijection φ entre E et un sous-ensemble
de N. On pose ensuite :

r0 “ νptφ´1p0quq et rn “
n
ÿ

j“0

νptφ´1pjquq “ νpφ´1pt0, ¨ ¨ ¨ , nuqq.

Algorithme 3.1 . Réalisation d’une variable aléatoire de loi ν
Données : r0, r1, ¨ ¨ ¨
Résultat : un élément de E choisi selon la loi ν
xÐ réalisation d’une loi uniforme sur r0, 1s;
nÐ 0;
tant que x ą rn faire

nÐ n` 1
fin
retourner φ´1pnq

Dans une chaîne de Markov, lorsque l’on est à l’état x, on passe à l’état y avec
probabilité ppx, yq. Pour passer d’une étape à l’autre, il suffit d’appliquer l’algorithme
précédent à la loi µ “ pppx, yq, y P Eq.

Algorithme 3.2 . Simulation d’une trajectoire d’une chaîne de Markov pν, P q
Données : ν, P , N
Résultat : une trajectoire à N pas de la chaîne de Markov pν, P q
Choisir x0 condition initiale selon ν;
pour compteurÐ 1 à N faire

Choisir xcompteur selon la loi pppxcompteur´1, yq, y P Eq;
fin
retourner x0, x1, ¨ ¨ ¨ , xN

3.2. Propriété de Markov forte

Pour T temps d’arrêt, sur pT ă 8q, on définit θT par :

θT pωq “ pωT pωq, ωT pωq`1, ¨ ¨ ¨ q.
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Pour x P E, on définit :

τ1
x “

#

8 si Xn ‰ x pour tout n ą 0;

inftn ą 0, Xn “ xu sinon.

τkx “

#

8 si τk´1
x “ 8 ou Xn ‰ x pour tout i ą τk´1

x

inftn ą τk´1
x , Xn “ xu sinon.

Pour tout k, τkx est l’instant du ke passage de la chaîne X à l’état x.

LEMME 3.2.– Pour x fixé dans E, sur l’événement tτ1
x ă 8u, on a :

τkx “ τk´1
x ` τ1

x ˝ θ
τk´1
x . (3.5)

Démonstration. Si τk´1
x “ 8 alors on a 8 des deux côtés de l’égalité. Sinon, le

résultat est immédiat à partir du moment où l’on se persuade que θτ
k´1
x pωq représente

la partie de la trajectoire postérieure à la pk ´ 1qe visite à l’état x. Par conséquent, la
première visite après la pk ´ 1qe (si elle existe) est la ke visite depuis le début.

THÉORÈME 3.3.– Soit T un temps d’arrêt presque sûrement fini et F : Ω Ñ R` une
variable aléatoire intégrable. On a l’identité suivante :

E
“

F ˝ θT |FT
‰

“ E rF |X0 “ XT s . (3.6)

Pour calculer le terme de droite, on calcule E rF |X0 “ xs “ φpxq et l’on a :

E rF |X0 “ XT s “ φpXT q.

Démonstration. Pour A P FT , puisque AX tT “ nu P Fn et en utilisant (3.2) et les
propriétés de l’espérance conditionnelle, il vient :

E
“

F ˝ θT . 1A
‰

“

8
ÿ

n“0

E
“

F ˝ θn. 1AXtT“nu
‰

“

8
ÿ

n“0

E
“

E rF ˝ θn |Fns 1AXtT“nu
‰

“

8
ÿ

n“0

E
“

E rF |X0 “ Xns 1AXtT“nu
‰

“E rE rF |X0 “ XT s 1As

L’égalité est vraie par linéarité pour toutes les fonctions étagées et donc pour toutes les
fonctions positives.
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REMARQUE.– Soit la chaîne de Markov à deux états 0 et 1, et de matrice de transition
p0,0 “ 0,9, p1,1 “ 1. Soit T “ suptn ě 1, Xn “ 0u. Sous P0, T “ Y ´ 1 où Y
suit une loi géométrique de paramètre 0,1. Il s’ensuit T est presque sûrement fini. Or,
P0pXT`1 “ 1 |XT “ 0q “ 1, qui est différent de P0pXn`1 “ 1|Xn “ 0q “ 0,1.

Cet exemple illustre que l’on ne peut pas supprimer l’hypothèse « T temps d’arrêt »
dans la propriété de Markov forte. Il est clair qu’ici T n’est pas un temps d’arrêt car
savoir si T est inférieur à n nécessite de connaître la trajectoire après l’instant n pour
être sur que l’on ne repassera pas par 0 après n.

EXEMPLE (Suite de 3.1).– Supposons qu’il y ait un bout de fromage en case 3 et une
batterie en case 7. On veut calculer la probabilité que le rat puisse manger avant d’être
électrocuté. Introduisons :

τ3 “ inftn ě 0, Xn “ 3u et τ7 “ inftn ě 0, Xn “ 7u.

On pose ui “ Pipτ3 ă τ7q. Il est clair que u3 “ 1 et que u7 “ 0. Pour i R t3; 7u,

ui “
7
ÿ

j“1

Pipτ3 ă τ7 |X1 “ jqPipX1 “ jq.

Puisque i est différent de 3 et 7, l’événement pτ3 ă τ7q est Pi presque sûrement égal à
A1 où :

Al “ tω, Di ě l tel que ωi “ 3 et ωj P t1, 2, 4, 5, 6u pour tout l ď j ă iu

“ t postérieurement à l’instant l, on atteint 3 avant 7u .

Comme 1A1
“ 1A0

˝ θ, on a :

Pipτ3 ă τ7 |X1 “ jq “ Pjpτ3 ă τ7q.

Compte tenu du fait que PipX1 “ jq “ ppi, jq on voit que les ui sont solutions du
système linéaire :

u3 “ 1, u7 “ 0, ui “
6
ÿ

j“1

ppi, jquj pour i R t3; 7u.

La résolution de ce système donne u1 “ 7{12, u2 “ 3{4, u4 “ 5{12, u5 “ 2{3, u6 “

5{6.

Sans fromage et batterie, calculons maintenant le temps moyen d’atteinte de la
case 3. Posons vi “ Ei rτ3s . Il est clair v3 “ 0. Par ailleurs, pour i ‰ 3, on a :

Ei rτ3s “
7
ÿ

j“1

Ei rτ3 |X1 “ js ppi, jq.
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Si l’on a comme trajectoire ω “ p1, 2, 5, 2, 5, 6, 3, ¨ ¨ ¨ q alors τ3pωq “ 6 mais
τ3pθωq “ 5. Plus généralement, on a, conditionnellement à X0 ‰ 3, τ3 “ τ3 ˝ θ ` 1.
Par conséquent, on a :

vi “
7
ÿ

j“1

`

Ei rτ3 ˝ θ |X1 “ js ` 1
˘

ppi, jq “
7
ÿ

j“1

ppi, jqvj ` 1,

d’après la relation (3.2). Les vi sont donc les solutions d’un système linéaire à six
équations et six inconnues qu’il ne vous reste plus, cher lecteur, qu’à résoudre.

3.3. Classification des états

On note Nx le nombre de visites à l’état x après le départ :

Nx “
8
ÿ

n“1

1tXn“xu .

LEMME 3.4.– Pour tout k, les deux événements tNx ě ku et
 

τkx ă 8
(

coïncident.

Démonstration. Nx ě k signifie qu’il y a eu plus de k visites à l’état x, ce qui est très
exactement équivalent à dire que τkx ă 8.

DÉFINITION 3.3.– Un état x est dit récurrent lorsque Px
`

τ1
x ă 8

˘

“ 1. Sinon, x est
dit transient. La chaîne X est dite récurrente (respectivement transiente) si tous ses
états sont récurrents (respectivement transients).

LEMME 3.5.– Pour tout couple px, yq de E, on a :

Pypτ
k
x ă 8q “ Pxpτ

1
x ă 8q

k´1Pypτ
1
x ă 8q. (3.7)

En particulier, si x “ y, Px
`

τkx ă 8
˘

“ Pxpτ
1
x ă 8q

k. Par ailleurs, on a :

Ey rNxs “
Pypτ

1
x ă 8q

1´Pxpτ1
x ă 8q

“
ÿ

ně1

ppnqpy, xq. (3.8)

- Prenant comme instant présent celui de la ke visite à l’état x, d’après la propriété de
Markov forte, le passé et le futur conditionnellement à cette visite sont indépendants.
Par conséquent, sachant que l’on a déjà visité k fois l’état x, la probabilité que l’on
revienne en x une pk ` 1qe fois est la même que lors de la première visite en x on
revienne au moins une fois. De plus, ces deux événements sont indépendants.
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Démonstration. Pour k ą 2, d’après (3.5) et (3.6), on a :

Pypτ
k
x ă 8q “ Pypτ

k´1
x ă 8, τ1

x ˝ θ
τk´1
x ă 8q

“Ey

”

1
tτk´1
x ă8u

Pypτ
1
x ˝ θ

τk´1
x ă8 |Fτk´1

x
q

ı

“Ey

”

1
tτk´1
x ă8u

Pypτ
1
x ă 8 |X0 “ Xτk´1

x
q

ı

“Ey

”

1
tτk´1
x ă8u

Pypτ
1
x ă 8 |X0 “ xq

ı

“Ey

”

1
tτk´1
x ă8u

Pypτ
1
x ă 8q

ı

“Pypτ
k´1
x ă 8qPypτ

1
x ă 8q,

et on retrouve (3.7) par récurrence.

Maintenant, d’après le théorème de Fubini, on peut écrire :

Ey rNxs “
ÿ

kě1

PypNx ě kq “
ÿ

kě1

Pypτ
k
x ă 8q.

La première égalité de (3.8) en découle. Toujours d’après le théorème de Fubini et
(3.4), on a :

Ey rNxs “ Ey

«

8
ÿ

n“1

1tXn“xu

ff

“

8
ÿ

n“1

Ey
“

1tXn“xu
‰

“

8
ÿ

n“1

ppnqpy, xq,

d’où le résultat.

Le théorème suivant permet de donner les différentes caractérisations de la récur-
rence et de la transience.

THÉORÈME 3.6.– Soit x un état fixé.
1) Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) x est récurrent,
b) PxpNx “ 8q “ 1,
c) Ex rNxs “ 8.

2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) x est transient,
b) PxpNx ă 8q “ 1,
c) Ex rNxs ă 8.
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Démonstration. Montrons d’abord que añ b. D’après (3.4) et le lemme 3.5 :

PxpNx ą kq “ Pxpτ
k
x ă 8q “ Pxpτx ă 8q

k, (3.9)

et d’après le théorème de convergence monotone :

PxpNx “ 8q “ lim
kÑ8

PxpNx ą kq. (3.10)

La récurrence de x signifie Pxpτx ă 8q et implique donc Nx “ 8, Px presque
sûrement. Par conséquent, x récurrent implique que Pxpτ

1
x ă 8q “ 1. Par le même

raisonnement, x transient implique Pxpτ
1
x ă 8q ă 1.

bñ c. Immédiat dans le cas de x récurrent. Pour l’autre cas, utilisons la relation :

Ex rNxs “
ÿ

kě0

Pxpτx ă 8q
k. (3.11)

Comme Nx est fini presque sûrement, d’après (3.10), PxpNx ą kq tend vers quand k
tend vers l’infini. D’après (3.9) ceci implique que Pxpτx ă 8q ă 1 donc que la série
converge.

cñ a. Dans les deux cas, la relation (3.11) permet de conclure.

DÉFINITION 3.4.– On dit qu’un état x conduit à un état y et on le note x ÝÑ y, s’il
existe un entier strictement positif m tel que ppmqpx, yq ą 0 . Ce qui revient à dire que
Pxpτ

1
y ă 8q “ 1.

THÉORÈME 3.7.– Si x est un état récurrent et x ÝÑ y, alors y ÝÑ x et y est récurrent.

- Partant de x on sait que l’on va presque sûrement en y, si de y il y a un risque de ne
pas revenir en x on va finir par effectivement ne pas y revenir ; on ne fera donc qu’un
nombre fini de visites à x ce qui est incompatible avec l’hypothèse de récurrence. De
plus, si de y on est presque sûr de revenir en x et que l’on passe une infinité de fois par
x on passera vraisemblablement une infinité de fois en y aussi.

Démonstration. Montrons par l’absurde que y conduit à x en écrivant que la probabilité
de ne jamais revenir en x en étant parti de x est supérieure à la probabilité de la même
chose mais en passant une fois par y :

Pxpτx “ 8q ě Pxpτx ˝ θ
τy “ 8, τy ă 8q

“ Pxpτy ă 8qPypτx “ 8q,
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d’après la propriété de Markov forte. Si y ne conduit pas à x, cette quantité est
strictement positive ce qui est en contradiction avec la récurrence de x. De même, on
a :

Pypτy ă 8q ě Pypτy ˝ θ
τx ă 8, τx ă 8q

“ Pypτx ă 8qPxpτy ă 8q “ 1,

donc y est récurrent.

THÉORÈME 3.8.– La relation ÝÑ restreinte aux états récurrents est une relation
d’équivalence.

Démonstration. La réflexivité, c’est-à-dire x ÝÑ x, est induite par la définition même
d’un état récurrent. La symétrie, c’est-à-dire x ÝÑ y ùñ y ÝÑ x, découle du
théorème 3.7. Soit x, y et z trois états de E tels que x ÝÑ y et y ÝÑ z. Par définition,
il existe deux entiers positifs que nous appelons r et s tels que pprqpx, yq ą 0 et
ppsqpy, zq ą 0. L’équation de Chapman-Kolmogorov implique que :

ppr`sqpx, zq “
ÿ

`PE

pprqpx, `qppsqp`, zq.

Tous les termes de cette somme sont positifs et il existe au moins un terme strictement
positif : pprqpx, yqppsqpy, zq. Nous avons donc trouvé un entier positif, r ` s, tel que
ppr`sqpx, zq ą 0, d’où le résultat.

L’ensemble des points récurrents peut donc être partitionné en classes d’équivalence.
Par définition, un état appartenant à une classe conduit à tous les autres états de cette
classe et ne conduit à aucun état récurrent appartenant à une autre classe ni à un état
transient. En revanche, un état transient peut conduire aussi bien à un état transient
qu’à un état récurrent.

DÉFINITION 3.5.– Un sous-ensemble F de E est dit fermé, si pour tout x et y :

px P F et x ÝÑ yq ùñ y P F.

Autrement dit,
ř

yPF ppx, yq “ 1 pour tout x P F.

THÉORÈME 3.9.– Tout ensemble fermé de cardinal fini contient au moins un point
récurrent.

Démonstration. Soit F un ensemble fermé, si tous ses états sont transients, on a :

Ey rNxs “ Pypτ
1
x ă 8qEx rNxs ă 8
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pour tout couple px, yq de F. Comme F est de cardinal fini,
ř

xPF Ey rNxs ă 8. Or,
on a la suite d’identités :

ÿ

xPF

Ey rNxs “
ÿ

xPF

Ey

«

ÿ

ně0

1tXn“xu

ff

“
ÿ

ně0

Ey

«

ÿ

xPF

1tXn“xu

ff

“
ÿ

ně0

1 “ 8,

puisque F est fermé. On a abouti à une absurdité, il existe donc au moins un point
récurrent.

EXEMPLE 3.3.– Il est souvent simple d’avoir une représentation graphique de la
matrice de transition d’une chaîne de Markov . Pour ce faire, on construit un graphe
orienté dont les sommets correspondent aux états. L’arête (orientée) x, y a comme
poids la probabilité de transition de x vers y. Si cette probabilité est nulle, l’arête
n’existe pas. Considérons la chaîne de Markov de matrice de transition :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0.8 0.1 0 0.1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1

1000
999
1000 0 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1{3 1{3 1{3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

La représentation graphique est alors celle de la figure 3.2.

Il est clair que les ensembles t2, 3u et t4, 5, 6u sont des ensembles fermés. Comme
ils sont tous deux de cardinal fini, ils contiennent tous deux au moins un point récurrent.
A l’intérieur de chacun d’entre eux, les points conduisent tous les uns aux autres, donc
ils sont tous récurrents. Si l’on quitte le point 1 pour le point 2 ou 4, on n’est sûr de
ne pas y revenir donc la probabilité de ne pas revenir en 1 est 2 ˚ 1{10 ą 0 donc 1 est
transient.

Remarquons que même si l’ensemble E est fermé, le théorème 3.9 n’induit pas de
contradiction quant au statut de l’état 1. En effet, on sait qu’il existe au moins un point
récurrent dans E mais on ne sait pas lequel et on ne peut, a priori, rien dire de plus
puisque tous les états ne communiquent pas entre eux.

EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.1).– Tous les états conduisent les uns aux autres donc
le seul sous-ensemble fermé est E lui-même. Comme il est de cardinal fini, il existe au
moins un état récurrent donc ils sont tous récurrents.

EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.2).– Tant qu’il n’atteint pas δ, le score ne peut que
croître donc tous les états de N sont transients. δ est lui récurrent.
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Figure 3.2 – Représentation graphique d’une chaîne de Markov

EXEMPLE.– Un jeu de N cartes est mélangé en le coupant en deux parts qui sont
ensuite interverties. Chaque mélange du jeu est représenté par une permutation de
t1, ¨ ¨ ¨ , Nu. Si N “ 3 et que le mélange est représenté par p3, 2, 1q, cela signifie
que la carte 3 est en position 1, la carte 2 en position 2 et la carte 1 en position 3.
On note Xn l’état du paquet de cartes après la ne opération de mélange. L’espace
d’états est donc le groupe des permutations de t1, ¨ ¨ ¨ , Nu dans lui-même, noté SN .
Si X0 “ p3, 2, 1q et que la coupe se fait entre la première et la deuxième carte, on
a X1 “ p2, 1, 3q. En d’autres termes, on a juste fait une permutation circulaire sur
les cartes mais on n’a pas changé leur ordre relatif. Pour définir les probabilités de
transition, considérons l’ensemble à N éléments :

E1 “

!

σ P SN , Dk P t1, ¨ ¨ ¨ , Nu, σ “ pk ` 1, k ` 2, ¨ ¨ ¨ , N, 1, ¨ ¨ ¨ , kq
)

.

Lorsque l’on coupe le paquet au niveau de la ke carte, on applique le cycle pk` 1, k`
2, ¨ ¨ ¨ , N, 1, ¨ ¨ ¨ , kq à la situation courante. Comme le choix de l’endroit de la coupe
est supposé être uniforme sur t1, ¨ ¨ ¨ , Nu, on a :

PpX1 “ τ |X0 “ σq “
1

N
si τσ´1 P E1.
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Les classes d’équivalence de la relation ÝÑ sont celles de la relation σRτ ” τσ´1 P

E1. En d’autres termes, σ conduit à τ si et seulement s’il existe ρ P E1 tel que τ “ ρσ.
Il y a donc pn´ 1q! classes d’équivalence de cardinal n chacune. Toutes ces classes
forment des ensembles fermés de cardinal fini qui contiennent donc toutes au moins un
point récurrent. Comme à l’intérieur de ces classes les états communiquent tous entre
eux, ils sont tous récurrents. La chaîne est donc récurrente.

Lorsque l’espace d’état est infini, on ne peut pas appliquer le théorème 3.9. On
introduit alors la notion suivante.

DÉFINITION 3.6.– Une chaîne de Markov est dite irréductible lorsque tous les états
conduisent les uns aux autres. En particulier, le plus petit sous-espace fermé est E
lui-même et tous les états ont même nature.

REMARQUE.– Si le nombre d’états transients est fini, comme l’on ne passe qu’un
nombre fini de fois en chacun d’eux, la chaîne de Markov sera inexorablement
contrainte à aller dans une classe de récurrence et à y rester. Remarquons qu’en vertu
du lemme 3.7, une classe de récurrence est forcément un sous-ensemble irréductible.
Si le nombre d’états transients est infini, le raisonnement précédent ne s’applique plus
automatiquement mais les cas dans lesquels on n’atterrit pas automatiquement dans un
sous-ensemble fermé irréductible sont hors de notre propos. Pour ce qui nous intéresse
(le comportement asymptotique des chaînes de Markov), il n’y a donc pas de perte de
généralité à supposer que les chaînes de Markov étudiées sont irréductibles.

Lorsque x est récurrent, on sait que partant de x on reviendra nécessairement en x
en un temps fini mais quid du temps moyen de retour en x?

DÉFINITION 3.7.– Un état récurrent x est dit récurrent positif, si Ex
“

τ1
x

‰

ă 8 ;
récurrent nul, si Ex

“

τ1
x

‰

“ 8.

La chaîne X est alors dite récurrente positive (respectivement récurrente nulle) si
tous ses états sont récurrents positifs (respectivement récurrents nuls).

La construction suivante est utilisée plusieurs fois par la suite.

DÉFINITION 3.8.– Soit X , une chaîne de Markov irréductible et récurrente sur E et
F , un sous-ensemble de E. On note :

τ1
F “ inf

!

n ě 1, Xn P F
)

et τk`1
F “ τkF ` τ

1
F ˝ θ

τkF ,
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les instants de visite successifs de la chaîne à l’ensemble F . On considère la suite
aléatoire XF , définie par XF

n “ XτnF
, n P N. On vérifie facilement que XF est une

chaîne de Markov sur F , appelée chaîne de Markov restreinte à F .

THÉORÈME 3.10.– Soit X une chaîne de Markov irréductible et F un sous-ensemble
fini de E. Si pour tout x P F , Ex

“

τ1
F

‰

ă 8 alors X est récurrente positive.

Démonstration. Soit pour tout x P F , σx “ inftn ą 0, XF
n “ xu et pour tout k P N˚,

Yk “ τkF ´ τk´1
F . Comme F est fini, XF est récurrente positive donc Ex rσxs ă 8

pour tout x P F . Il nous faut prouver que Ex rτxs ă 8. Par construction des variables
Yk, on a :

Ex rτxs “ Ex

«

σx
ÿ

k“1

Yk

ff

“
ÿ

ně1

Ex

«

σx
ÿ

k“1

Yk 1tσx“nu

ff

“

8
ÿ

k“1

Ex

«

Yk
ÿ

něk

1tσx“nu

ff

“

8
ÿ

k“1

Ex
“

Yk 1tσxěku
‰

.

En utilisant la propriété de Markov forte, on obtient :

Ex
“

Yk 1tσxěku
‰

“ Ex

”

Ex

”

Yk |FτFk´1

ı

1tσxěku
ı

“ Ex

„

EX
τF
k´1

rY1s 1tσxěku


ď sup
yPF

Ey rY1sPxpσx ě kq.

Le supremum est fini par hypothèse puisque F est fini. On obtient donc :

Ex rτxs ď c
8
ÿ

k“1

Pxpσx ě kq “ cEx rσxs .

En vertu de la remarque initiale, cela prouve la positive récurrence de X .

LEMME 3.11.– Soit X une chaîne de Markov et h : E ˆE ÝÑ R, bornée. Pour tout
entier n, on a :

E rhpXn, Xn`1q |Fns “ P phpXn, .qqpXnq “
ÿ

yPE

ppXn, yqhpXn, yq. (3.12)
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Démonstration. Comme h est bornée, seul reste le calcul de l’espérance conditionnelle.
D’après la propriété de Markov :

E rhpXn, Xn`1q |Fns “ E rhpXn, Xn`1q |Xns .

Soit maintenant φ : E Ñ R bornée. On a :

E rhpXn, Xn`1qφpXnqs “

ż

φpxq

ż

hpx, yqdPXn`1 |Xn“xpyqdPXnpxq

“

ż

φpxq
ÿ

yPE

hpx, yqppx, yqdPXnpxq

“ E rφpXnqP phpXn, .qqpXnqs .

Comme la précédente équation est vraie pour toute fonction φ, on en déduit (3.12).

THÉORÈME 3.12 (Critère de Foster).– Soit E0 une partie finie de E. S’il existe une
fonction h : E Ñ R telle que l’ensemble tx P E, hpxq ă Ku soit fini pour tout
entier K et que :

hpyq ě Ey rhpX1qs pour tout y P Ec0,

alors X est récurrente.

Démonstration. En particulier, h est minorée donc quitte à rajouter une constante, on
peut supposer h ě 0. Soit le temps d’arrêt τ “ inftn, Xn P E0u et Y définie par
Yn “ hpXnq 1tτąnu. Montrons que Y est une sur-martingale positive dès queX0 P E

c
0.

Soit x P Ec0, on a :

Ex
“

hpXn`1q 1tτąn`1u |Fn
‰

“ 1tτąn`1uEXn rhpXn`1qs

ď 1tτąnu hpXnq “ Yn,

car sur pτ ą n ` 1q, Xn n’appartient pas à E0. Y converge donc presque sûrement
vers une variable aléatoire Y8.

Supposons que X soit transiente. Soit x R E0, pour tout entier K, l’ensemble
tx, hpxq ă Ku est fini donc n’est visité qu’un nombre fini de fois par X donc X n’est
pas bornée. Comme Y8 est finie, nécessairement τ est fini presque sûrement. Ce qui
revient à dire que pour x R E0, Pxpτ ă 8q “ 1. Partant de Ec0, on arrive forcément
dans E0. Soit on reste dans E0 pour toujours et comme E0 est fini, E0 est récurrent et
par irréductibilité la chaîne l’est. Soit la chaîne quitte E0 mais en vertu de ce que l’on
vient de démontrer, elle y reviendra. Le nombre de visites à E0 est donc infini, ce qui
implique encore une fois que E0 est récurrent donc la chaîne l’est aussi.
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3.4. Mesures et probabilité invariantes

DÉFINITION 3.9.– Soit E un ensemble dénombrable et P une opérateur de transition
sur E ˆ E. Une mesure positive finie ν sur E est dite invariante par rapport à P , si et
seulement si :

ν “ νP c’est-à-dire νpyq “
ÿ

xPE

νpxqppx, yq pour tout y P E. (3.13)

Si de plus
ř

νpxq “ 1, ν est une probabilité invariante.

REMARQUE.– Si π0 “ ν alors πn “ π0P
n “ π0.

THÉORÈME 3.13.– Soit x un état récurrent, alors la mesure ν définie par :

νpyq “ Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

1tXn“yu

fi

fl “

8
ÿ

n“0

PxpXn “ y, τ1
x ą nq

est une mesure invariante.

Démonstration. Montrons d’abord l’égalité des deux expressions de ν. Puisque x est
récurrent, τ1

x est presque sûrement fini donc Yně1tτ
1
x “ nu est une partition de Ω. En

déconditionnant sur toutes les valeurs possibles de τ1
x et en utilisant le théorème de

Fubini, on obtient :

Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

1tXn“yu

fi

fl “

8
ÿ

`“1

Ex

«

`´1
ÿ

n“0

1tXn“yu 1tτ1
x“`u

ff

“

8
ÿ

n“0

Ex

«

ÿ

`ąn

1tτ1
x“`u

1tXn“yu

ff

“

8
ÿ

n“0

Ex
“

1tτ1
xąnu

1tXn“yu
‰

.

Comme sous Px, X0 “ Xτ1
x
“ x, on peut aussi écrire νpyq “ Ex

”

řτ1
x
n“1 1tXn“yu

ı

,

ce qui donne par les mêmes calculs avec des bornes différentes :

νpyq “
8
ÿ

n“1

Ex
“

1tτ1
xěnu

1tXn“yu
‰

. (3.14)

Remarquons d’ores et déjà que l’événement tτ1
x ě nu appartient à Fn´1 puisque

c’est le complémentaire de l’événement tτ1
x ď n´ 1u. Pour y ‰ x, en appliquant les
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propriétés de l’espérance conditionnelle et la propriété de Markov forte :

8
ÿ

n“0

Ex
“

1tτ1
xěnu

1tXn“yu
‰

“

8
ÿ

n“1

Ex
“

1tτ1
xěnu

Ex
“

1tXn“yu |Fn´1

‰‰

“

8
ÿ

n“1

Ex
“

1tτ1
xěnu

Ex
“

1tXn“yu |Xn´1

‰‰

“

8
ÿ

n“1

ÿ

zPE

Ex
“

1tτ1
xěnu

1tXn´1“zuEx
“

1tXn“yu |Xn´1 “ z
‰‰

“
ÿ

zPE

ppz, yq
8
ÿ

n“1

Ex
“

1tτ1
xěnu

1tXn´1“zu

‰

“
ÿ

zPE

νpzqppz, yq.

Pour y “ x, il est clair que νpxq “ 1 et d’autre part :

ÿ

zPE

νpzqppz, xq “
8
ÿ

n“0

ÿ

zPE

ppz, xqPxpXn “ z, τ1
x ą nq

“

8
ÿ

n“0

ÿ

zPE

PxpXn “ z, Xn`1 “ x, τ1
x ą nq

“

8
ÿ

n“0

ÿ

zPE

PxpXn “ z, τ1
x “ n` 1q

“

8
ÿ

n“0

Pxpτ
1
x “ n` 1q

“ Pxpτ
1
x ă 8q “ 1.

On a donc bien ν “ νP, et il ne reste qu’à vérifier que νpyq ă 8 pour tout y. C’est
vrai pour x “ y. Pour y ‰ x, de deux choses l’une : soit x ne conduit pas à y et alors
νpyq “ 0, soit x conduit à y et comme x est récurrent, d’après le théorème 3.7, y
conduit à x, c’est-à-dire qu’il existem tel que ppmqpy, xq ą 0. Comme ν est invariante,
ν.Pm “ ν, ce qui implique que :

1 “ νpxq “
ÿ

zPE

νpzqppmqpz, xq ě νpyqppmqpy, xq,
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et donc νpyq ă 8.

COROLLAIRE 3.14.– Soit X une chaîne de Markov irréductible et récurrente de
mesure invariante ν. Soit F un sous-ensemble de E et XF la chaîne restreinte à F .
Alors, XF est irréductible et récurrente et admet, comme X , pour mesure invariante
celle donnée par le théorème 3.13.

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Pour y P F , le nombre de
visites à y de XF et de X sont les mêmes donc X et XF la même mesure invariante
donnée par le théorème 3.13.

THÉORÈME 3.15.– Si la chaîne de Markov X est irréductible et récurrente alors il
existe une unique (à un coefficient près) mesure invariante ν telle que pour tout y,
0 ă νpyq ă 8. L’unicité à un coefficient multiplicatif près signifie que si ν et ν1 sont
deux telles mesures alors il existe c ą 0 tel que νpxq “ cν1pxq pour tout x P E.

Démonstration. Soit µ une mesure invariante et soit a P E. Soit ν la mesure invariante
construite dans le théorème 3.13 avec a comme point de départ. Par construction,
νpaq “ 1 donc pour toute mesure invariante µ, µpaq “ νpaqµpaq. Par définition, pour
z P Eztau :

µpzq “
ÿ

yPE

µpyqppy, zq “ µpaqppa, zq `
ÿ

y‰a

µpyqppy, zq.

En itérant cette relation, on obtient :

µpzq “ µpaqppa, zq ` µpaq
ÿ

y‰a

ppa, yqppy, zq `
ÿ

i‰a

ÿ

y‰a

µpxqppx, yqppy, zq,

ce qui peut se récrire de la façon suivante :

µpzq “ µpaqPapX1 “ zq

` µpaqPapX1 ‰ a, X2 “ zq `PµpX0 ‰ a, X1 ‰ a, X2 “ zq.

Par récurrence sur n, on montre alors que pour tout n :

µpzq “ µpaq
n
ÿ

m“1

Papτ
1
a ą m,Xm “ zq `Pµ

˜

n
č

y“0

pXy ‰ aq XXn “ z

¸

.

La dernière probabilité est un terme positif et l’on reconnaît, quand n tend vers l’infini,
dans la première somme la définition de ν donc :

µpzq ě µpaqνpzq pour tout z P E.
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D’autre part, puisque pour tout n, µ.Pn “ µ, on a aussi :

µpaq “
ÿ

x

µpxqppnqpx, aq ě µpaq
ÿ

x

νpxqppnqpx, aq “ µpaqνpaq “ µpaq.

Par conséquent, l’inégalité intermédiaire est une égalité et comme µpxq ě µpaqνpxq,
on doit avoir µpxq “ µpaqνpxq chaque fois que n est tel que ppnqpx, aq ą 0. Etant
donné que X est irréductible, un tel entier n existe toujours donc µpxq “ µpaqνpxq
pour tout x P E.

THÉORÈME 3.16.– S’il existe une probabilité invariante ν, alors tous les états vérifiant
νpyq ą 0 sont récurrents.

Démonstration. Comme ν “ νPn, le théorème de Fubini implique que :
ÿ

xPE

νpxq
ÿ

ně1

ppnqpx, yq “
ÿ

ně1

νpyq “ 8 si νpyq ą 0.

D’autre part, d’après le lemme 3.5 :

ÿ

ně1

ppnqpx, yq “
Pxpτ

1
y ă 8q

1´Pypτ1
y ă 8q

.

Comme Pxpτ
1
y ă 8q ď 1, on a :

8 ď
ÿ

xPE

νpxq.
1

1´Pypτ1
y ă 8q

,

donc Pypτ
1
y ă 8q “ 1 puisque ν est finie, ce qui signifie que y est récurrent.

THÉORÈME 3.17.– Si X est irréductible et admet ν comme probabilité invariante alors
la relation suivante est satisfaite :

νpxq “
1

Ex rτ1
x s
¨

Démonstration. S’il existe x tel que νpxq “ 0 alors comme pour tout n, on a :

νpxq “
ÿ

yPE

ppnqpy, xqνpyq,

cela signifie que pour tout n et tout y, le produit de νpyq et de ppnqpy, xq est nul. Or
la chaîne est irréductible donc pour tout y, il existe ny tel que ppnyqpy, xq ą 0, donc
νpyq “ 0. Mais alors ν n’est pas une probabilité donc pour tout x P E, νpxq ą 0.
D’après le théorème précédent, tous les états sont donc récurrents. On sait donc
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que ν est à un coefficient c près donné par le théorème 3.13. Ce coefficient vérifie
c
ř

yPE νpyq “ 1, or l’on sait que :

ÿ

yPE

νpyq “
ÿ

yPE

Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

1tXn“yu

fi

fl “ Ex
“

τ1
x

‰

,

d’après le théorème de Fubini et pour x choisi de façon quelconque dans E.

Le théorème suivant résume les principaux résultats précédents.

THÉORÈME 3.18.– Si X est irréductible, les trois assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1) l’un des états est récurrent positif ;
2) il existe une probabilité invariante ;
3) tous les états sont récurrents positifs.

De plus, la probabilité invariante est donnée par :

νpyq “
1

Ex rτ1
x s

Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

1tXn“yu

fi

fl .

Démonstration. 1)ñ 2). En combinant les théorèmes 3.13 et 3.17, on voit que :

νpyq “
1

Ex rτ1
x s

Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

1tXn“yu

fi

fl

définit une probabilité invariante. Comme le terme de gauche ne dépend pas de x, on
peut choisir x “ y et on retrouve bien νpyq “ Ey

“

τ1
y

‰´1
.

2) ñ 3). Puisque X est irréductible, on sait que la probabilité invariante est un
multiple de celle construite dans le théorème 3.13 et donc que πpyq ą 0 pour tout
y P E. D’après le théorème 3.17, cela signifie que tous les états sont récurrents positifs.

3)ñ 1) est trivial.

COROLLAIRE 3.19.– Toute chaîne de Markov irréductible sur E de cardinal fini est
récurrente positive.
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Démonstration. Il existe une mesure invariante µ. Comme l’espace d’états est fini, on
peut toujours la normaliser en posant :

νpxq “
1

ř

yPE µpyq
µpyq,

et l’on obtient une probabilité invariante. D’après le point 2) du théorème précédent,
on en déduit qu’elle est récurrente positive.

Quand l’espace d’états est de cardinal infini, on peut utiliser le théorème suivant
qui se démontre avec les mêmes outils que le théorème 3.12.

THÉORÈME 3.20 (Critère de Foster).– Supposons qu’il existe h : E Ñ R et ε ą 0
tels que :

– lim infy hpyq ą ´8 ;
– hpX1q est intégrable ;
– pour tout y P Ec0, on ait :

hpyq ´ ε ě E rhpX1q |X0 “ ys .

Dans ces conditions, X est récurrente positive.

Soit X une chaîne de Markov irréductible récurrente sur E polonais. Pour tout
x P E, on pose pY nk , k ě 0q “

`

Xk^τ1
x

˘

et pour tout n ě 1, on définit la ne excursion
Y n de X depuis x par pY nk , k ě 0q, où :

Y nk “ Xk^τ1
x
˝ θτ

n
x .

- La 0e excursion coïncide avec X jusqu’à la première visite à x, après Y 0 reste à x.
La ne excursion est une chaîne de Markov qui part de x et suit le comportement de la
chaîne initiale jusqu’au temps d’atteinte de x suivant. Ensuite, elle reste constamment
égale à x. L’évolution de la chaîne est reflétée par Y n`1.

D’après la propriété de Markov forte, les processus pY n, n ě 0q sont indépendants
les uns des autres et à partir de n “ 1, ils ont tous la même loi : pour toute fonction
ψ : EN ÝÑ R :

E rψpY nqs “ E
”

ψpY 1 ˝ θτ
n
x q

ı

“ E
“

ψpY 1q
‰

.
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Y 0 Y 3

Figure 3.3 – Excursions de la chaîne de Markov de l’exemple 3.1

THÉORÈME 3.21.– Soit X récurrente, irréductible de loi invariante ν. Quelle que soit
la condition initiale x P E, pour toute fonction f dans L1pνq, pour toute fonction
g ě 0 telle que

ř

y gpyqνpyq ą 0, on a :

řn
j“0 fpXjq

řn
j“0 gpXjq

nÑ8
ÝÝÝÑ

ř

yPE fpyqνpyq
ř

yPE gpyqνpyq
, Px presque sûrement.

En particulier, pour f P L1pνq, on a :

1

n

n
ÿ

j“0

fpXjq
nÑ8
ÝÝÝÑ

ÿ

yPE

fpyqνpyq, Px presque sûrement.

- On peut découper toute fonctionnelle additive en morceaux dépendant de chaque
excursion. D’après l’indépendance et l’équidistribution de celles-ci, on peut appliquer
la loi forte des grands nombres. Il reste à prouver que les termes de « bord », c’est-à-dire
qui dépendent de Y 0 et ceux qui dépendent de l’excursion incomplète disparaissent
dans la division par n.

Démonstration. La probabilité invariante est proportionnelle à la mesure invariante
donnée dans le théorème 3.13. En particulier, il existe c ą 0 tel que pour toute fonction
g ě 0, on ait :

c
ÿ

yPE

gpyqνpyq “ Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

gpXnq

fi

fl .

Par homogénéité, on peut supposer que c “ 1.
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Soit Z “ pZk, k ě 1q définie par :

Zk “

τk`1
x ´1
ÿ

n“τkx

fpXnq “

τ1
x´1
ÿ

n“0

fpY kn q “ Z1 ˝ θ
τkx .

D’après la propriété de Markov forte, les variables aléatoires pZk, k ě 1q sont indé-
pendantes et identiquement distribuées. De plus, on a :

Ex r|Z1|s ď Ex

»

–

τ1
x´1
ÿ

n“0

|fpXnq|

fi

fl “
ÿ

yPE

| fpyq | νpyq ă 8,

puisque f P L1pνq. On peut donc appliquer la loi forte des grands nombres, qui stipule
que :

1

n

τnx´1
ÿ

k“0

fpXkq “
1

n

n
ÿ

k“1

Zk
nÑ8
ÝÝÝÑ Ex rZ1s “

ÿ

yPE

fpyqνpyq, Px p.s. (3.15)

Si l’on applique ce résultat à f ” 1, on obtient :

τnx
n

nÑ8
ÝÝÝÑ 1, Py presque sûrement. (3.16)

Soit epnq le nombre de visites à x entre les instants 0 et n. Notons que epnq est
aussi le nombre d’excursions partant de x complètes avant l’instant n. Par définition,
τ
epnq
x ď n ă τ

epnq`1
x , donc :

τ
epnq
x

epnq
ď

n

epnq
ă

τ
epnq`1
x

epnq ` 1

epnq ` 1

epnq
¨

En vertu de (3.16), les termes extrêmes de la ligne précédente tendent p.s. vers 1 donc
n´1epnq aussi. On écrit alors :

1

n

n
ÿ

k“0

fpXkq “

1

n

τ1
x´1
ÿ

k“0

fpXkq `
epnq

n

1

epnq
pZ1 ` . . .` Zepnqq `

1

n

n
ÿ

k“τ
epnq
x `1

fpXkq. (3.17)

Supposons que f ě 0. Le premier terme tend vers 0 Py-presque sûrement pour tout
y P E. D’après la définition de la convergence presque sûre, cela équivaut à ce que
l’on ait pour tout ε ą 0 :

Py

¨

˝lim sup
n

¨

˝

1

n

τ1
x´1
ÿ

k“0

fpXkq ą ε

˛

‚

˛

‚“ 0. (3.18)
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Par conséquent, compte tenu de la propriété de Markov forte, pour tout ε ą 0, on a :

Py

¨

˝lim sup
n

¨

˝

1

n

τepn`1q
x ´1
ÿ

k“τ
epnq
x

fpXkq ą ε

˛

‚

˛

‚

“ Px

¨

˝lim sup
n

¨

˝

1

n

τ1
x´1
ÿ

k“0

fpY nk q ą ε

˛

‚

˛

‚

“ Px

¨

˝lim sup
n

¨

˝

1

n

τ1
x´1
ÿ

k“0

fpXkq ą ε

˛

‚

˛

‚“ 0,

en vertu de (3.18). Comme :

n
ÿ

k“τ
epnq
x `1

fpXkq ď

τepn`1q
x ´1
ÿ

k“τ
epnq
x

fpXkq,

on a bien :
1

n

n
ÿ

k“τ
epnq
x

fpXkq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0, Py presque sûrement.

Pour f de signe quelconque, en appliquant le raisonnement précédent à |f |, on montre
que les premier et troisième termes de (3.17) tendent presque sûrement vers 0.

D’après la première partie de la preuve (voir (3.15)), le terme médian de (3.17) tend
presque sûrement vers

ř

yPE fpyqνpyq.

Le cas particulier s’obtient en prenant g “ 1.

DÉFINITION 3.10.– Un état x est dit périodique s’il existe un entier δ ě 2 tel que :

8
ÿ

k“1

Pxpτ
1
x “ δkq “ 1. (3.19)

Le plus petit δ vérifiant (3.19) est appelé la période de x et nous la noterons dpxq. Les
états qui ne sont pas périodiques sont appelés apériodiques.

EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.1).– Dans ce cas, un peu de réflexion montre que l’on
n’atteindra une case de numéro impair que tous les deux pas, de même pour les cases
de numéro pair : si le rat part de 1 il ne peut être en case 3, 5 ou 7 au coup d’après. La
période est donc 2. On voit que l’on peut classer les états en deux paquets, les cases
t1, 3, 5, 7u d’une part, les cases t2, 4, 6u d’autre part. Le rat sera tous les pas pairs
dans le sous-ensemble de départ et tous les pas impairs dans l’autre sous-ensemble.
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Plus généralement, on a le théorème suivant.

THÉORÈME 3.22.– Soit X une chaîne de Markov récurrente irréductible de période d.
Soit x fixé dans de E, il existe une partition de E en d ensembles C0, C1, . . . , Cd´1

tels que :
– x appartient à C0 ;
– soit y P Cr et z P Cs, si ppnqpy, zq ą 0 alors n “ ps´ rq mod d ;
– C0, ¨ ¨ ¨ , Cd´1 sont des classes de récurrence irréductibles apériodiques pour la

chaîne de Markov de matrice de transition P d.

La décomposition est unique à une renumérotation près. La chaîne de Markov de
matrice de transition P d est irréductible, récurrente, apériodique. Si sa condition
initiale est dans Cr pour r P rr0, d´ 1ss, alors tous ces éléments sont dans Cr.

La démonstration de ce théorème nécessite deux lemmes techniques.

LEMME 3.23.– Soit a1, ¨ ¨ ¨ , an des nombres entiers premiers dans leur ensemble,
tout entier m ě

ś

xp1` axq peut s’écrire sous la forme :

m “
ÿ

k

xkak avec xk ě 0 pour tout k. (3.20)

Démonstration. Montrons par récurrence sur n que si a1, ¨ ¨ ¨ , an sont n entiers (non
nécessairement premiers entre eux) et que m P N s’écrit m “

ř

k xkak alors on
peut toujours trouver une autre écriture satisfaisant les conditions de (3.20). Plus
précisément, il existe une permutation σ de t1, ¨ ¨ ¨ , Nu dans lui-même telle que :

xσpiq ď min
l‰σp1q, ¨¨¨ , σpi´1q

palq pour tout l ď n´ 1.

Supposons d’abord que n “ 2. Comme m ě 0, l’un des deux coefficients x1 ou x2

est positif. A une renumérotation près, on peut toujours supposer qu’il s’agit de x1.
Montrons que l’on peut toujours supposer que x1 ă a2. Si ce n’est pas le cas, on écrit
alors x1 “ ka2 ` r avec 0 ď r ă a2 :

m “ x1a1 ` x2a2 ` ka1a2 ´ ka1a2

“ px1 ´ ka2qa1 ` px2 ` ka1qa2 “ ra1 ` px2 ` ka1qa2.

En conclusion, tout entier m peut s’écrire sous la forme m “ x1a1 ` x2a2 avec
0 ď x ă b. En particulier, si m ě a1a2, x2 doit être positif.

Supposons le résultat démontré pour pn´ 1q. A une renumérotation près, on peut
toujours supposer que x1 est positif et appliquer l’hypothèse de récurrence à m´ x1a1
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et aux pn´ 1q nombres restants. La renumérotation que l’on a appliquée au cours de
cette opération définit la permutation σ.

Maintenant, si a1, ¨ ¨ ¨ , an sont premiers dans leur ensemble, le lemme de Bezout
garantit l’existence de la représentation m “

ř

k xkak pour tout entier. D’après la
première partie de la démonstration, on peut toujours supposer que

ř

kďn´1 xkak est
positive et inférieure à :

sup
x

˜

a1 . . . an `
ź

y‰x

ay ` . . .

¸

ď a1 . . . an`
ÿ

x

ź

y‰x

ay`. . . “
ź

p1`axq´1.

Par conséquent, pour m supérieur ou égal à
ś

p1` axq, il existe toujours une écriture
de la forme (3.20).

LEMME 3.24.– Si x est apériodique alors il existe n0 tel que si n ě n0 alors
ppnqpx, xq ą 0.

Démonstration. Définissons l’ensemble :

Ix “
!

n P N, ppnqpx, xq ą 0
)

.

D’après la propriété de Markov, Ix est un semi-groupe : si m et n appartiennent à Ix
alors m` n aussi. En effet, on a :

ppm`nqpx, xq ě ppmqpx, xqppnqpx, xq.

On ordonne Ix par l’ordre naturel. Soit un le nombre de diviseurs communs des
n premiers éléments de Ix. pun, n P Nq est une suite décroissante positive donc
convergente, et puisque x est apériodique, cette limite est 1. Comme un est à valeurs
entières, il y a nécessairement un rang à partir duquel elle est constante, soit n0 ce rang
et soit a1, ¨ ¨ ¨ , an0

les n0 premiers éléments de Ix. D’après le lemme précédent, pour
n assez grand, n P Ix.

Démonstration du théorème 3.22. Soit Ky “

!

n, ppnqpx, yq ą 0
)

. Pour k et l deux
entiers, d’après la propriété de Markov, on a l’identité suivante :

PxpXk`l “ xq ě PxpXk “ yqPypXl “ xq.

Par conséquent, n ne peut appartenir à Ky que si d divise n` l, c’est-à-dire si n s’écrit
αd`r où r P t0, ¨ ¨ ¨ , d´1u est le reste de la division de l par d. On définit Cr comme
l’ensemble des points de E qui ont le même r. Ces ensembles forment clairement une
partition et en prenant l “ 0, on prouve que x P C0.
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Soit m et n tels que ppmqpy, zq ą 0 et ppnqpx, yq ą 0. Comme ppn`mqpx, zq ą 0,
il en découle d’après i) que n`m ” s mod d et comme n ” r mod d, le résultat
s’ensuit.

L’irréductibilité découle immédiatement du point précédent, l’apériodicité de la
définition de la période.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat.

THÉORÈME 3.25.– Soit X une chaîne de Markov irréductible, récurrente positive,
apériodique, de matrice de transition P et de probabilité invariante ν. Alors, on a :

lim
nÑ8

ppnqpx, yq “ νpyq, pour tout x et tout y.

- La démonstration se fait par couplage : on va montrer que deux chaînes de Markov
indépendantes de même matrice de transition mais de conditions initiales différentes
finissent toujours par se rencontrer. Notons qu’à partir de cet instant de rencontre, elles
coïncident en loi.

Démonstration. SurEˆE, on définit la chaîne de Markov Zn “ pWn, ynq de matrice
de transition :

p̂
`

px1, x2q, py1, y2q
˘

“ ppx1, y1qppx2, y2q.

En d’autres termes, les deux coordonnées W et Y évoluent indépendamment l’une de
l’autre selon la loi de la chaîne de Markov originelle.

On va montrer premièrement que Z est une chaîne de Markov irréductible. Comme
tous les états sont apériodiques, d’après le lemme 3.24, à partir d’un certain rang M :

pplqpy1, y1q ą 0 et pplqpx2, x2q ą 0.

Comme X est irréductible et récurrent, il existe K ěM et L ěM tels que :

ppKqpx1, x2q ą 0 et ppLqpy1, y2q ą 0.

Par conséquent, le chemin :

px1, y1q Ñ px2, y1q Ñ px2, y2q

est de probabilité strictement positive pour l’indice K ` L`M. En effet, d’après la
propriété de Markov :

ppK`Lq
`

px1, y1q, px2, y2q
˘

ě ppKqpx1, x2qp
pKqpy1, y1q.p

pLqpx2, x2qp
pLqpy1, y2q ą 0.
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Il est clair que ν̂px, yq “ νpxqνpyq définit une probabilité invariante pour la chaîne
de Markov Z. Par conséquent d’après le théorème 3.18, tous les états sont récurrents
positifs. Soit T le temps d’atteinte de la diagonale de E ˆ E par Z :

∆ “ tpx, yq P E ˆ E, x “ yu ;

T “ inf tn ą 0, Zn P ∆u .

Comme Z est irréductible, récurrente, le temps d’atteinte d’un état px, xq de la diago-
nale est presque sûrement fini. Comme T est le minimum de tous ces temps, il est aussi
presque sûrement fini. Montrons que sur tT ď nu, Wn et Yn ont même loi :

PpWn “ y, T ď nq “
ÿ

x

E
“

1tWn“yu 1tWT“xu 1tTďnu
‰

“
ÿ

x

E
“

1tWT“xu 1tTďnuE
“

1tWn“yu |FT
‰‰

“
ÿ

x

E
“

1tWT“xu 1tTďnuEx
“

1tWn´T“yu

‰‰

“
ÿ

x

E
“

1tYT“xu 1tTďnuEx
“

1tYn´T“yu
‰‰

“ PpYn “ y, T ď nq.

D’après ce qui précède :

PpWn “ yq “ PpWn “ y, T ď nq `PpWn “ y, T ą nq

“ PpYn “ y, T ď nq `PpWn “ y, T ą nq

ď PpYn “ yq `PpWn “ y, T ą nq.

Symétriquement, on a :

PpYn “ yq ď PpWn “ yq `PpYn “ y, T ą nq,

dont on déduit que :
ˇ

ˇPpWn “ yq ´PpWn “ yq
ˇ

ˇ ď PpYn “ y, T ą nq `PpWn “ y, T ą nq.

D’où en sommant sur toutes les valeurs possibles de y, on obtient :
ÿ

y

ˇ

ˇPpYn “ yq ´PpWn “ yq
ˇ

ˇ ď 2PpT ą nq.

Comme T est presque sûrement fini, le terme de droite tend vers 0 quand n croît
indéfiniment. Si l’on prend W0 “ x et Y ayant la loi ν, on en déduit :

ÿ

y

ˇ

ˇppnqpx, yq ´ νpyq
ˇ

ˇ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

ce qui implique le résultat annoncé.
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REMARQUE.– On remarque que l’hypothèse d’apériodicité ne sert que dans la dé-
monstration de l’irréductibilité de la chaîne de Markov Z. Pour se convaincre que
cela est essentiel, regardons encore l’exemple du rat dans son labyrinthe. Formons la
chaîne de Markov Zn “ pXn, Ynq qui représente les positions de deux rats lâchés dans
le même labyrinthe, qui évoluent indépendamment l’un de l’autre selon les mêmes
règles que précédemment. Soit C1 la classe cyclique de 1 et C2 celle de 2 pour la
chaîne de Markov X. Si Z part d’un état de C1 ˆ C2 alors Z évolue entre des états
de cet ensemble et des états de C2 ˆ C1 mais n’atteint jamais d’états de C1 ˆ C1, par
conséquent Z n’est pas irréductible.

Dans le cas périodique, on a toutefois le résultat suivant :

THÉORÈME 3.26.– Soit X une chaîne de Markov irréductible, récurrente positive,
périodique de période d et de probabilité invariante ν. Soit x P E et C0, ¨ ¨ ¨ , Cd´1 les
classes cycliques associées à x. Si y P Cr, on a :

lim
nÑ8

ppnd`rqpx, yq “ dνpyq.

- L’idée est d’appliquer le théorème précédent à la chaîne de matrice de transition
P d. Il faut pour cela déterminer la probabilité invariante de cette chaîne de Markov. On
remarque d’après le théorème 3.13 qu’à un coefficient près la probabilité invariante
d’un état y est égal à la proportion du nombre de visites à cet état entre deux visites à
un état fixe x. Etant donné que dans la chaîne de Markov de matrice P d on divise par d
le nombre de pas, cette proportion est multiplié par d.

Démonstration. Par définition de la période et de Ck, Ck est un sous-ensemble fermé
pour la chaîne Xk définie par Xk

n “ Xnd`k pour k “ 0, ¨ ¨ ¨ , d ´ 1. Ces chaînes
sont irréductibles et récurrentes positives. En vertu du corollaire 3.14, la probabilité
invariante νk deXk est proportionnelle à ν, c’est-à-dire qu’il existe αk tel que νkpyq “
αkνpyq pour tout y P Ck. Par ailleurs, puisque ν est la probabilité invariante de X ,
pour tout k et tout l appartenant à 0, ¨ ¨ ¨ , d´ 1, on a :

αk “ PνpXnd`k P Ckq “ PνpXnd`k P Ck Y Clq “ PνpXnd`l P Clq “ αl.

Il s’ensuit que αk “ d´1. Le dernier point découle du théorème 3.25.

Enfin, le dernier résultat utile pour les simulations est le théorème central limite
suivant.
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THÉORÈME 3.27.– Soit X une chaîne de Markov récurrente positive de probabilité
invariante ν. Pour f : E ˆ E Ñ R, on note :

Pf :

"

E ÝÑ R
x ÞÝÑ Pfpxq “

ř

y fpx, yqppx, yq “ Ex rfpX0, x1qs .

Pour toute fonction f telle que EνrP pf
2qs ă 8 on a la convergence en loi suivante :

1
?
n

n
ÿ

k“1

pfpXk´1, Xkq ´ PfpXk´1qq
Loi
ÝÝÝÑ
nÑ8

N p0, σ2pfqq,

où N p0, σ2pfqq représente une loi gaussienne centrée de variance donnée par :

σ2pfq “ EνrP pf
2qs ´EνrpPfq

2s.

Démonstration. Le lemme 3.12 implique que pour f bornée, la suite :

Mf
n “

n
ÿ

j“0

fpXn, Xn`1q ´

n
ÿ

j“0

PfpXj , .qpXjq

est une martingale. D’autre part, son processus croissant est défini par :

∆xMf yn “ E
“

p∆Mf
n q

2 |Fn
‰

“ E

„

´

fpXn, Xn`1q ´ PfpXnq

¯2

|Fn


“ Pf2pXnq ` PfpXnq
2 ´ 2PfpXnq

2

“ ΓfpXnq,

où Γf “ P pf2q ´ pPfq2 est l’opérateur carré du champ associé à P . Par conséquent,
on a :

xMf yn “

n
ÿ

j“0

ΓfpXjq.

Par hypothèse, Γf est intégrable par rapport à ν, le théorème 3.21 implique que :

xMf yn

n
nÑ8
ÝÝÝÑ σ2pfq, Px presque sûrement.

Le résultat découle du théorème de la limite centrée pour les incréments de martingales.

Si l’on prend comme cas particulier, fpXk´1, Xkq “ 1tXk“xu, on obtient :

P
`?
npNn

x ´ πpxqq P ra, bs
˘ nÑ8
ÝÝÝÑ

ż b

a

expp´x2{2σ2q
dx

σ
?

2π
,

avec σ2 “ νpyq ´
ř

x ppx, yq
2νpxq.
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EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.1).– C’est le cas le plus simple dans lequel on n’a
qu’à résoudre le système ν “ νP et

ř

πpxq “ 1. Tous calculs faits, on trouve :

ν “

ˆ

1

8
,

3

16
,

1

8
,

3

16
,

3

16
,

1

8
,

1

16

˙

.

EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.3).– Il faut restreindre la chaîne de Markov à une
quelconque classe d’équivalence de la relation « communique ». Dans ce cas, il est
clair que la probabilité invariante est la mesure uniforme sur ces états.

3.5. Calcul pratique de la probabilité invariante

Le principe est simple : la probabilité invariante est l’unique vecteur à composantes
positives ou nulles, de poids total 1 qui satisfait l’équation νpP ´ Idq “ 0. Si l’on veut
résoudre un tel système par ordinateur, il faut prendre garde au fait que ce système est
de co-rang 1 : il faut donc supprimer une colonne de P (par exemple, la dernière) et la
remplacer par une colonne composée uniquement de 1. Soit P̂ la matrice ainsi obtenue.
Il nous faut alors résoudre le système :

πpP̂ ´ Îq “ b, avec b “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1q et Î “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0
1 p0q 0

p0q
. . .

0

˛

‹

‹

‹

‚

.

Pratiquement, les chaînes que l’on utilise ont un espace d’états fini mais de cardinal très
grand (plusieurs milliers d’états). Se pose alors le problème de la détermination de la
probabilité invariante. Il s’agit a priori « simplement » de résoudre un système linéaire
mais la taille de ce système oblige à utiliser des méthodes d’analyse numérique.

3.5.1. Méthode itérative

On a donc à résoudre l’équation π “ πP où P est la matrice de transition. D’après le
théorème 3.25, si la chaîne est apériodique alors πn`1 “ πnP tend vers la probabilité
invariante. Pratiquement, on prend un π0 quelconque et on itère. Ce procédé peut
s’avérer coûteux si le calcul des coefficients de P est long. Néanmoins, la convergence
est extrêmement rapide puisque géométrique de raison le module de la deuxième plus
grande valeur propre de P.

Dans le cas où la chaîne est périodique (voir l’exemple du rat) de période d, il faut
être plus précautionneux. Le théorème 3.25 nous indique que la suite πn a d valeurs
d’adhérence. Précisément, par définition même des classes cycliques, si π0 est une
masse de Dirac en x, les termes πkn ont des composantes positives seulement pour
les états de la classe cyclique de x, les termes πkn`j ont des composantes positives
seulement pour les états de la classe cyclique Cj , pour tout j P t1, ¨ ¨ ¨ , d´ 1u.
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EXEMPLE (Suite de l’exemple 3.1).– Si la condition initiale est π0 “ p1, 0, . . .q alors
on a :

vp2q “

ˆ

0,
1

2
, 0,

1

2
, 0, 0, 0

˙

vp3q “

ˆ

1

3
, 0,

1

6
, 0,

1

3
, 0,

1

6

˙

vp4q “

ˆ

0,
13

36
, 0,

4

9
, 0,

7

36
, 0

˙

vp5q “

ˆ

29

108
, 0,

47

216
, 0,

79

216
, 0,

4

27

˙

vp6q “

ˆ

0,
473

1296
, 0,

131

324
, 0,

299

1296
, 0

˙

vp7q “

ˆ

997

3888
, 0,

1843

7776
, 0,

2891

7776
, 0,

131

972

˙

Un moyen pour éviter ce désagrément est de considérer les sommes de Césaro,
π̂n “ d´1

řn
i“n´d πi. Cela exige de connaître la période, si c’est impossible on peut

alors utiliser la méthode ergodique.

3.5.2. Méthode ergodique

Le théorème 3.21 affirme que pour une chaîne de Markov irréductible et récurrente
positive de probabilité invariante ν, on a pour toute condition initiale et tout x P E :

lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

k“1

1tXk“xu “ νpxq.

On simule donc une trajectoire de la chaîne de Markov le plus longtemps possible et on
compte le pourcentage des fois où l’on passe dans l’état x. Le théorème 3.27 indique
que la vitesse de convergence est en 1{

?
n ce qui se compare très désavantageusement

avec les deux méthodes précédentes. En échange, on n’a pas à stocker tous les νpxq
mais seules les fréquences des valeurs qui nous intéressent. Il est en fait très fréquent
que seules nous intéressent quelques composantes de ν.

EXEMPLE (File M/GI/1/K).– Il y a un buffer de taille K et l’on note Xn le nombre de
clients dans le système juste après le départ du client n. Alors pXn, n P Nq vérifie la
récurrence Xn`1 “ minppXn ´ 1q` `An`1,K ` 1q. On a donc bien une chaîne de
Markov irréductible et nécessairement récurrente puisque l’espace d’états est fini. On
ne peut pas facilement calculer les probabilités invariantes par la méthode de la fonction



92 Modélisation et analyse des réseaux

génératrice à cause des effets de bord. Cependant, pour le dimensionnement du buffer
seule nous intéresse la probabilité de perte, c’est-à-dire νpK ` 1q et éventuellement le
nombre moyen de clients dans la file. Ces deux quantités s’obtiennent comme suit :

νpK ` 1q “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

k“1

1tXk“K`1u et N̂ “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

k“1

Xk.

3.6. Problèmes

EXERCICE 1.– Sur un échiquier de 8 par 8, on place un cavalier dans le coin A1, on
suppose que le cavalier se déplace au hasard (il choisit une direction au hasard parmi
celles possibles à chaque coup) et sans mémoire. On rappelle qu’un cavalier se déplace
de deux cases dans une direction (horizontale ou verticale) et d’une case dans l’autre
direction. En utilisant la réversibilité et des considérations de symétrie, calculer le
temps moyen de retour à la case A1.

Même question, si l’on identifie les bords opposés de l’échiquier ; le cavalier se
déplace alors sur un tore !

EXERCICE 2.– Construire (dans les cas où c’est possible) une chaîne de Markov à
deux états telle que :

– les deux états soient récurrents ;
– les deux états soient transients ;
– l’un des états soit transient, l’autre récurrent ;
– les deux soient transients ;
– les deux soient récurrents nuls.

EXERCICE 3.– On considère la chaîne de Markov à valeurs dans t1, 2, 3u dont la
matrice de transition est donnée par :

¨

˝

0 1{2 1{2
fppq 0 1´ fppq

1´ fppq 0 fppq

˛

‚

où p P r0, 1s et fppq est définie par :

fppq “

$

&

%

0 si p ď 1{4
2p´ 1{2 si 1{4 ă p ď 3{4
1 si p ě 3{4.

1) Donner la classification des états en fonction des valeurs de p.
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2) Pour quelles valeurs de p existe-il une probabilité invariante? La calculer lors-
qu’elle existe.

3) Partant de 2, quelle est, en fonction de p, la valeur du temps moyen de retour en
2?

4) Soit h la fonction définie par :

hp1q “ ´1, hp2q “ 1, hp3q “ 1.

Que vaut la limite :
1

n

n
ÿ

j“1

hpXjq

quand n tend vers `8 pour p ă 3{4?
5) Si l’on dispose d’un nombre arbitrairement grand d’exemples de trajectoires,

comment sait-on si p est supérieur à 3{4? Comment sait-on si p ă 1{4? Comment
peut-on estimer p dans le cas où il est compris entre 1{4 et 3{4?

EXERCICE 4.– Soit X , une chaîne de Markov irréductible et récurrente sur E, et soit
F un sous-ensemble de E. Montrer que la chaîne restreinte à F

`

XF
n , n P N

˘

(voir
définition 3.8) est une chaîne de Markov sur E.

EXERCICE 5.– On considère la chaîne de Markov homogène X à deux états A et B
de matrice de transition :

P “

ˆ

1{2 1{2
1{2 1{2

˙

.

On cherche le temps de première apparition de la séquence ABA. Pour ce faire, on
construit le processus Yn “ pXn, Xn`1, Xn`2q.

1) Montrer que Y est une chaîne de Markov homogène dont on donnera la matrice
de transition (sous forme de matrice ou de graphe).

2) Cette chaîne est-elle irréductible? apériodique? récurrente positive?
3) Calculer la probabilité invariante de Y.On pourra numéroter les états dans l’ordre

lexicographique : AAA “ 1, AAB “ 2, . . .

4) En déduire le temps moyen (à l’état invariante) qui s’écoule entre deux occur-
rences de ABA.

5) On suppose que X0 “ A, X1 “ B. Donner les équations qui permettent de
calculer E

“

τ1
ABA

‰

. Il n’est pas demandé de les résoudre.

EXERCICE 6.– Soit un équipement qui émet, sur une ligne de transmission, des paquets
de taille constante. On note T le temps de transmission d’un paquet. Par la suite on
considère un modèle à temps discret du système, c’est-à-dire, un modèle pour lequel le
temps est divisé en intervalles de longueur constante, que nous supposons égale à T . On
appelle chaque intervalle un slot. La ligne de transmission peut introduire des erreurs et
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on définit une suite pYn, n P Nq tel que Yn “ 1 si, à l’instant n` 1, la ligne est dans
un état pour lequel elle introduit des erreurs et Yn “ 0 si, à l’instant n` 1, elle est dans
un état où elle n’introduit pas des erreurs. On suppose que pYn, n P Nq est une chaîne
de Markov invariante et que P pY1 “ 1 |Y0 “ 1q “ 0,9 et P pY1 “ 0 |Y0 “ 0q “ 0,1.

L’émission se fait avec le protocole « arrêt et attente » (stop and wait). Selon ce
protocole, chaque paquet doit être acquitté. S’il n’y a pas d’erreur, le paquet est acquitté
positivement et le paquet suivant peut être transmis. En cas contraire, le paquet doit
être retransmis. Pour simplifier le problème nous considérons que l’acquittement arrive
instantanément.

1) Calculer la distribution de probabilité invariante de Yn.
2) On suppose que les paquets arrivent selon un processus géométrique. C’est-à-

dire qu’au ne slot il y a une arrivée avec probabilité q et aucune arrivée avec probabilité
1 ´ q. Un paquet peut être transmis au même slot que celui où il arrive. Soit Xn le
nombre de paquets dans le système, au slot n, après la transmission (s’il y a un paquet
à transmettre). Le couple pXn, Ynq est une chaîne de Markov. On ordonne les états
dans l’ordre lexicographique, c’est-à-dire :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
00 01 10 11 20 21 30 31 40 41 . . .

3) Trouver Q la matrice de transition de pXn, Ynq.
4) Montrer que :

ν0 “ 1,

ν2n “ 9
´

3
a

q{1´ q
¯2n

,

ν2n`1 “ 9ν2n

est une mesure invariante pour la chaîne de Markov pXn, ynq.
5) Trouver l’ensemble de valeurs de q pour lesquelles tous les états sont récurrents

positifs. Comparer le résultat obtenu avec le résultat de 1. Conclure.

EXERCICE 7.– On considère un paquet de N cartes. Pour le mélanger, on procède de
la manière suivante : on choisit une carte au hasard parmi les N et on met cette carte
sur le dessus du paquet sans bouger les ordres relatifs des autres.

1) Comment représenter l’état du paquet, noté Xn, après la ne opération?
2) En introduisant les permutations particulières :

τk “

ˆ

1 2 . . . k ´ 1 k k ` 1 . . . N
2 3 . . . k 1 k ` 1 . . . N

˙

,

pour k P t1, ¨ ¨ ¨ , Nu; écrire les probabilités de transition de X.
L’écriture de τk signifie que τkp1q “ 2, τkp2q “ 3, ¨ ¨ ¨ , ce que l’on peut aussi

noter :
τk “ p2, 3, ¨ ¨ ¨ , k, 1, k ` 1, ¨ ¨ ¨ , nq.
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3) Montrer que cette chaîne est irréductible (on pourra avantageusement raisonner
pour de petites valeurs de N comme N “ 4 par exemple).

4) Montrer qu’au bout d’un nombre suffisamment grand d’opérations on obtient un
« bon » mélange, caractérisé par l’équiprobabilité de tous les états possibles du paquet
de cartes. (Cette question comporte deux parties : formaliser mathématiquement le
problème puis le résoudre.)

EXERCICE 8.– On pose E “ t1, ¨ ¨ ¨ , 10u. On définit sur E, l’addition comme
l’addition modulo 10, c’est-à-dire que 10 ` 1 “ 1. On considère X, la chaîne de
Markov de matrice de transition P “ ppi, jq donnée par :

pi, i`1 “ p, pi, i´1 “ 1´ p.

On suppose que p n’est égal ni à 0, ni à 1.

1) Cette chaîne est-elle irréductible? récurrente? apériodique?
2) Quelle est sa probabilité invariante?

On considère maintenant X1 et X2 deux copies indépendantes de cette chaîne. On pose
Y “ pX1, X2q.

3) Cette chaîne est-elle irréductible?
4) Quelle est sa probabilité invariante?
5) On pose maintenant Zn “ Y2n. Cette chaîne est-elle irréductible? Quels sont

ces sous-ensembles fermés? Est-elle récurrente? apériodique?

EXERCICE 9.– Soit A “ tAn : n ě 1u une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées à valeurs dans Rk, soit h une application de E ˆ Rk

dans E et soit X0 une variable aléatoire indépendante de la suite A. On définit la suite
X “ tXn : n P Nu par X0 pour n “ 0 et par Xn “ hpXn´1, Anq, pour n ě 1.
Montrer que X est une chaîne de Markov.

3.7. Notes et commentaires

Le nombre d’ouvrages traitant des chaînes de Markov est incalculable, on ne
saurait les citer tous. Parmi les plus récents et qui s’approchent le plus ou complètent
notre approche, on peut noter [BAL 01, GRA 08]. Les chaînes de Markov constituent
toujours un champ d’investigation très actif en raison de leur universalité. Les problèmes
actuels se focalisent autour du calcul de la vitesse de convergence vers la probabilité
stationnaire et son lien avec le « trou spectral », la réduction de l’espace d’états pour
calculer plus facilement une approximation de la probabilité invariante, les applications
en simulation et statistiques à travers les méthodes MCMC.
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Résumé

– Une chaîne de Markov est définie par sa loi initiale ν et son opérateur de transition
P .

– Un état récurrent est un état visité une infinité de fois. Un état transient est un état
visité un nombre fini de fois.

– Deux états reliés entre eux ont même nature, c’est-à-dire transient ou récurrent.
– Une chaîne est irréductible si tous les états sont liés entre eux.
– Une mesure stationnaire s’identifie à un vecteur ligne solution de l’équation

πP “ π.
– Si l’on peut trouver π tel que

ř

xPE πpxq “ 1 alors π est une probabilité inva-
riante, la chaîne est récurrente.

– Dans ce cas, quelle que soit la condition initiale, PpXn “ xq
nÑ8
ÝÝÝÑ πpxq.

– Pour calculer π, on peut au choix résoudre le système πP “ π,
ř

xPE πpxq “ 1
ou considérer la limite de la suite πn`1 “ πnP , π0 quelconque.



Chapitre 4

Files d’attente stationnaires

Dans les chapitres 8 et 9, on suppose que les lois génériques des suites des inter-
arrivées pξn, n P Nq et des temps de service pσn, n P Nq sont exponentielles. Cette
hypothèse permet d’étudier de nombreux modèles assez simplement, à travers l’étude
en temps continu de processus markoviens de sauts. De nombreux résultats quantitatifs
peuvent alors être obtenus sur les performances de ces systèmes.

Malheureusement, cette hypothèse n’est pas réaliste dans de nombreux cas et l’on
est amené à considérer des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de lois générales. Selon la nomenclature de Kendall, ce sont donc les
modèles de type GI/GI. L’architecture des systèmes considérés amène souvent à relaxer
encore ces hypothèses. En effet, une file d’attente modélise souvent le trafic dans
un nœud intégré au sein d’un réseau et il est souhaitable que les caractéristiques
probabilistes d’une file soient les mêmes que celles de la file suivante, autrement dit que
le trafic d’entrée d’une file soit de même nature que le trafic de sortie. Or, alors même
que le trafic de sortie est poissonnien quand le trafic d’entrée l’est aussi (théorème 8.8),
il est facile de se convaincre que les temps interarrivées dans la deuxième file (qui sont
les temps entre les sorties de la première file) ne sont pas indépendants en général,
même si les interarrivées dans la première file l’étaient pour leur part, puisque leur
ordre, par exemple, dépend de l’ordre de service dans la première file.

Il apparaît donc crucial de pouvoir considérer des modèles de files d’attente sous
des hypothèses générales de stationnarité et non d’indépendance. Dans ce contexte,
on comprendra aisément que des résultats quantitatifs fins sur les modèles puissent
être plus difficiles à obtenir. Néanmoins, en se plaçant dans le cadre de travail intro-
duit dans le chapitre 2, on peut dans bien des cas mener à bien l’étude de questions
essentielles : existence et unicité d’un état d’équilibre, étude qualitative de cet équilibre
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(comparaison de modèles, dépendance des caractéristiques à l’équilibre en la loi des
variables aléatoires mises en jeu, etc.).

Dans un premier temps, nous abordons la file classique G/G/1, puis la file à plusieurs
serveurs. Les résultats obtenus s’appuient essentiellement sur le théorème de Loynes
(théorème 2.4) et donc sur la monotonie de la SRS mise en jeu. Nous considérons
ensuite plusieurs modèles de files admettant des représentation dans des espaces plus
complexes (comme la file processor sharing ou la file à une infinité de serveurs) ou
dont la représentation naturelle par une SRS n’est pas monotone, comme les files à
rejet ou les files avec clients impatients.

4.1. Files à un serveur

4.1.1. Résultats généraux

On considère une file d’attente à un seul serveur travaillant sans vacations, traitant
suivant une discipline de service non anticipative et conservative des requêtes se
présentant suivant un flux d’arrivée stationnaire. Plus précisément, on se donne deux
suites aléatoires pξn, n P Zq et pσn, n P Zq, respectivement à valeurs dans R`˚ et dans
R`, et qui représenteront respectivement les temps entre les arrivées des clients et
leurs temps de service, comptés en unité de temps.

HYPOTHÈSE.– On suppose que ppξn, σnq, n P Zq est stationnaire et ergodique. De
plus, E rξ0s `E rσ0s ă 8.

Comme on l’a vu dans le chapitre 2, on peut supposer que l’espace de probabilité
canonique est Ω “ FZ où F “ R`˚ ˆR` muni de la tribu produit F . La probabilité
de référence P est la mesure image de la suite des couples et l’automorphisme θ est
l’opérateur de décalage vers la droite. Le quadruplet pΩ,F ,P, θq est appelé espace de
Palm des arrivées et des services.

Les variables aléatoires σ et ξ sont définies sur Ω par :

σ pppξn, σnq, n P Zqq “ σ0 et ξ pppξn, σnq, n P Zqq “ ξ0,

et le décalage θ opère sur les deux composantes simultanément de sorte que :

ξn “ ξ ˝ θn et σn “ σ ˝ θn.

Pour tout n P N, ξ ˝ θn est donc interprété comme le temps entre l’arrivée du ne

client Cn et du n ` 1e client Cn`1, et σ ˝ θn comme le temps de service demandé
par Cn. On fixe l’origine des temps T0 “ 0 à l’arrivée de C0, et on note pour tout
n ě 1, Tn “

řn´1
i“0 ξ ˝ θ

i, qui est donc interprété comme dans le reste de l’ouvrage,
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comme l’instant d’arrivée de Cn. Pour tout n P N, notons Wn la quantité de travail
(workload en anglais, comptée en unité de temps) que le serveur a à accomplir juste
avant l’arrivée du client Cn (c’est-à-dire à Tn´), en partant d’une quantité de travail
arbitraire W0 à l’arrivée de C0. La quantité Wn correspond à la somme des temps de
service des clients éventuellement en attente, plus le temps de service restant à traiter
pour le client éventuellement en service à cet instant.

Dans le cas particulier où la discipline de service est FCFS (First Come, First
Served), Wn représente donc la quantité de travail prioritaire sur celle apportée par Cn
à son entrée, soit son temps d’attente proposé, avant de pouvoir atteindre le serveur.

LEMME 4.1.– Pour une file G/G/1, la suite des quantités de travail pWn, n P Nq obéit
à l’équation de récurrence suivante (dite équation de Lindley) :

Wn`1 “ rWn ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θns`. (4.1)

Démonstration. Pour tout n ě 0, la quantité de travail Wn`1 s’écrit comme la somme
de la quantité de travail Wn restant à l’entrée de Cn, plus la quantité de travail σ ˝ θn

apportée par Cn, moins la quantité de travail Jn traitée par le serveur entre l’arrivée de
Cn et celle de Cn`1. Donc :

Wn`1 “Wn ` σ ˝ θ
n ´ Jn.

Remarquons que juste après l’arrivée de Cn, le serveur a une charge de travail de
Wn ` σ ˝ θ

n. Il y a donc deux cas de figure :
– si Wn ` σ ˝ θ

n ě ξ ˝ θn, le serveur est occupé sans interruption entre l’arrivée
de Cn et celle de Cn`1, et il traite donc une quantité de travail égale à ξ ˝ θn entre ces
deux instants. Dans ce cas, Jn “ ξ ˝ θn ;

– si Wn ` σ ˝ θn ă ξ ˝ θn, le serveur se libère avant l’arrivée de Cn`1, celui-ci
trouve un système vide et est servi à son arrivée. En particulier Jn “Wn ` σ ˝ θ

n.

Dans tous les cas, on obtient (4.1).

On sait depuis l’exemple 2.3 qu’il existe une unique variable aléatoireW susceptible
d’être la limite en loi des Wn et que cette variable aléatoire W satisfait l’équation :

W ˝ θ “ rW ` σ ´ ξs
`
“ ϕpW q, P´ presque sûrement. (4.2)

Intéressons-nous aux conditions sous lesquelles une solution W à valeurs dans R` (et
non dans R` Y t8u) existe. A ces conditions, une charge de travail stationnaire finie
existe, dont on peut dire qu’elle décrit l’état stable du système.
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THÉORÈME 4.2.– Si :
E rσs ă E rξs , (4.3)

la variable aléatoire W définie par (2.8) est l’unique solution presque sûrement finie
de (4.2). Si :

E rσs ą E rξs ,

il n’y a pas de solution presque sûrement finie à (4.2).

Preuve du théorème 4.2. Nous pouvons former explicitement W . Rappelons (voir la
preuve du théorème 2.4) que presque sûrement M0 “ 0, puis :

M1pωq “ ϕpM0, θ
´1ωq

“ rσ
`

θ´1ω
˘

´ ξ
`

θ´1ω
˘

s`;

M2pωq “ ϕpM1

`

θ´1ω
˘

, θ´1ωq

“

«

rσ ˝ θ´1
`

θ´1ω
˘

´ ξ ˝ θ´1
`

θ´1ω
˘

s` ` σ
`

θ´1ω
˘

´ ξ
`

θ´1ω
˘

ff`

“

«

max
1ďkď2

k
ÿ

i“1

pσ
`

θ´iω
˘

´ ξ
`

θ´iω
˘

q

ff`

et par récurrence, on montre que pour tout n P N˚ :

Mn “

«

max
1ďkďn

k
ÿ

i“1

pσ ˝ θ´i ´ ξ ˝ θ´iq

ff`

.

Ainsi, la solution minimale de (4.2) est donnée presque sûrement par :

W “M8 “

«

sup
kě1

k
ÿ

i“1

pσ ˝ θ´i ´ ξ ˝ θ´iq

ff`

. (4.4)

La variable aléatoire σ ´ ξ étant intégrable, on a d’après le théorème ergodique 2.7 :

1

n

n
ÿ

i“1

`

σ ˝ θ´i ´ ξ ˝ θ´i
˘ nÑ8
ÝÝÝÑ E rσ ´ ξs , presque sûrement. (4.5)

Notons Sn “
řn
i“1

`

σ ˝ θ´i ´ ξ ˝ θ´i
˘

pour tout n.

Supposons que E rσ ´ ξs ą 0. Dans ce cas, d’après (4.5), Sn tend vers`8 presque
sûrement. D’après (4.4), W “ lim supn S

`
n donc PpW “ `8q “ 1. Il n’existe donc

pas de solution finie à (4.2) en vertu de la minimalité de W .
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Supposons que E rσ ´ ξs ă 0. D’après (4.5), la suite pS, n P Nq tend vers ´8
donc Pplim supn S

`
n ă `8q “ 1, soit P pW ă `8q “ 1.

Il reste à vérifier que W est bien l’unique solution presque sûrement finie de (4.2).
Remarquons d’abord que :

P pY “ 0q ą 0 pour toute solution finie Y de (4.2). (4.6)

En effet, si Y ą 0 presque sûrement alors Y ˝ θ “ Y ` σ ´ ξ presque sûrement, ce
qui implique que E rY ˝ θ ´ Y s “ E rσ ´ ξs ă 0, en contradiction avec le lemme 2.2.
Or :

tY “ 0u Ă tY ďW u ,

ce qui implique d’après (4.6) que :

P pY ďW q ą 0. (4.7)

Mais sur tY ďW u :

Y ˝ θ “ ϕ pY q ď ϕ pW q “W ˝ θ,

par monotonie. L’événement tY ďW u est donc θ-contractant, il est par conséquent
presque-sûr d’après (4.7), soit Y ď W presque sûrement. Par minimalité de W , il
s’ensuit que Y “W presque sûrement.

Le cas où E rσs “ E rξs est un cas limite où une charge de travail stationnaire
finie peut exister ou ne pas exister suivant les lois de σ et ξ. Pour nous en convaincre,
considérons deux exemples très simples.

EXEMPLE 4.1.– Supposons que σn “ ξn “ 1 pour tout n, ce qui revient à σ “ ξ “ 1,
P-presque sûrement. Alors, il est immédiat de voir que pour tout x ě 0, la variable
aléatoire W ” x est une solution de (4.2).

EXEMPLE 4.2.– Supposons maintenant que pσn, n P Nq et pξn, n P Nq sont deux
suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de même moyenne et de variances respectives σ2

1 et σ2
2 . Soit 0 ă ε ă 1

2 et a P R˚` tel
que 1´F paq “ ε, où F désigne la fonction de répartition de N p0, 1q. Alors, pour tout
x ą 0, il existe un indice n suffisamment grand tel que

?
n
a

σ2
1 ` σ

2
2a ě x, et donc :

P pW ą xq ě P pSn ą xq ě P

˜

Sn
?
n
a

σ2
1 ` σ

2
2

ą a

¸

ÝÑ
nÑ8

ε

d’après le TLC. Ceci montre que P pW “ 8q ě ε, et donc W “ `8 presque
sûrement, puisque l’événement tW “ 8u est θ-contractant.



102 Modélisation et analyse des réseaux

Nous supposons dorénavant que la condition de stabilité (4.3) est vérifiée.

THÉORÈME 4.3.– Pour toute variable aléatoire Y , P-presque sûrement finie et positive,
la suite des charges de travail

`

WY
n , n P N

˘

issue de Y couple avec pW ˝ θn, n P Nq.

En particulier, WY
n

L
ÝÑ
nÑ8

W . D’autre part, il y a couplage arrière fort si Y ď W ,
presque sûrement.

Démonstration. Soit ψ l’application définie par :

ψ :

"

R` ˆ Ω ÝÑ R
px, ωq ÞÝÑ x` pσpωq ´ ξpωqq

et pZn, n P Nq la SRS portée par ψ et issue de Y . Le théorème 2.7 montre que sur un
événement A de probabilité 1 :

1

n
Zn “

Y

n
`

1

n

n
ÿ

i“1

`

σ ˝ θi ´ ξ ˝ θi
˘

ÝÑ
nÑ8

E rσ ´ ξs ă 0.

Sur A, Zn tend vers ´8 donc :

NY “ inftn ě 0, Zn ă 0u

est presque sûrement fini. On remarque que WY
n “ Zn ą 0 pour tout n ď NY

et WY
N “ 0. Par ailleurs, comme Y ě 0, une récurrence immédiate montre que

WY
n ěW 0

n presque sûrement pour tout n. Ceci implique que W 0
NY “ 0 “WY

NY d’où
il s’ensuit par définition d’une SRS que W 0

n “WY
n pour tout n ě NY . Pour une autre

condition initiale, par exemple Y “ W , il existe NW ă 8 tel que que WW
n “ W 0

n

pour tout n ě NW . Pour n ě NY _ NW , WY
n “ W 0

n “ WW
n , ce qui montre la

propriété de couplage entre
`

WY
n , n P N

˘

et pW ˝ θn, n P Nq.

Soit maintenant Y une variable aléatoire presque sûrement majorée par W . Par
monotonie, on a clairement WY

n ďWW
n “W ˝ θn presque sûrement pour tout n P N.

Sur θ´ntW “ 0u, on a donc WY
n “ 0, ce qui montre que pθ´ntW “ 0u, n P Nq

est une suite d’événements de renouvellement de longueur 1 pour
`

WY
n , n P N

˘

. Le
théorème 2.11 permet de conclure à la propriété de couplage arrière fort.

Nous nous intéressons maintenant à la faculté de la file d’attente à pouvoir se vider
une infinité de fois presque sûrement. Il est clair que si la file se vide entre l’arrivée
de Cn´1 et celle de Cn, on a Wn “ 0. Pour parler le langage des chaînes de Markov,
la propriété de se vider une infinité de fois presque sûrement correspond donc à la
récurrence du point 0 pour la suite pWn, n P Nq. Nous montrons que cette propriété
est vérifiée à la condition (4.3).
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COROLLAIRE 4.4.– Sous la condition de stabilité E rσs ă E rξs, la file G/G/1 issue
de toute charge finie Y à l’arrivée de C0 se vide P-presque sûrement une infinité de
fois.

Démonstration. D’après le théorème 2.7 et (4.6), on a P-presque sûrement :

0 ă P pW “ 0q “ lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“1

10

`

W ˝ θi
˘

“ lim
nÑ8

1

n

#

N´1
ÿ

i“1

10

`

W ˝ θi
˘

`

n
ÿ

i“N

10

`

WY
i

˘

+

.

Autrement dit,
ř`8

i“N 10

`

WY
i

˘

“ `8, P-presque sûrement, ce qui signifie très
exactement que la file se vide une infinité de fois.

4.1.2. Comparaisons de files G/G/1

THÉORÈME 4.5.– Soit deux files G/G/1, portées respectivement par les variables
aléatoires pσ, ξq et pσ̄, ξ̄q respectivement définies sur pΩ, F , P, θq et

`

Ω̄, F̄ , P̄, θ̄
˘

.
Si l’on a :

σ̄ ´ ξ̄ ďst σ ´ ξ, (4.8)

alors les solutions respectives W et W̄ des équations :

W ˝ θ “ rW ` σ ´ ξs
`
, P´ presque sûrement,

W̄ ˝ θ̄ “
“

W̄ ` σ̄ ´ ξ̄
‰`
, P̄´ presque sûrement

vérifient :
W̄ ďst W. (4.9)

Démonstration. On applique le théorème 2.15 à ᾱ “ σ̄´ ξ̄ et α “ σ´ ξ et fpx, yq “
px` yq`.

REMARQUE.– En particulier, si l’on suppose que pσ ˝ θn, n P Nq (respectivement
`

σ̄ ˝ θ̄, n P N
˘

) est indépendante de pξ ˝ θn, n P Nq (respectivement
`

ξ̄ ˝ θ̄n, n P N
˘

),
il est facile de voir que l’une des deux conditions :

ξ
L
“ ξ̄ et σ̄ ďst σ,

σ
L
“ σ̄ et ξ ďst ξ̄

implique (4.8) et donc (4.9).
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THÉORÈME 4.6.– Soit une file G/G/1 stable portée par les variables aléatoires σ et ξ,
où l’on suppose que les suites pσ ˝ θn, n P Nq et pξ ˝ θn, n P Nq sont indépendantes
et satisfont la condition de stabilité E rσ ´ ξs ă 0. Définissons sur le même espace de
probabilité, les deux files alternatives suivantes :

– la première est une file G/D/1 de même charge, où le temps de service générique
est donné par σ̂ “ E rσs et d’interarrivée générique ξ. Cette file est également stable et
l’on note Ŵ , sa charge de travail stationnaire ;

– la deuxième est une D/G/1 portée par ξ̌ “ E rξs et σ. On note W̌ sa charge de
travail stationnaire.

Pour toute fonction F croissante convexe, on a :

E
”

F
´

Ŵ
¯ı

ď E rF pW qs ; (4.10)

E
“

F
`

W̌
˘‰

ď E rF pW qs . (4.11)

Démonstration. Il est clair qu’à la condition (4.3), les deux systèmes sont stables, et
l’on note Ŵ et W̌ leurs charges de travail stationnaires respectives. Le théorème 2.17
est vérifié, en posant pour Ŵ :

α “ σ ´ ξ, ᾱ “ E rσs ´ ξ et Fn “ σ
`

ξ ˝ θj ; j “ 0, ¨ ¨ ¨ , n
˘

et pour W̌ :

α “ σ ´ ξ, ᾱ “ σ ´E rξs et Fn “ σ
`

σ ˝ θi; i “ 0, ¨ ¨ ¨ , n
˘

.

En effet, par exemple pour le premier cas, par indépendance on a presque sûrement
pour tout n P N et tout i ď n :

E
“

α ˝ θi | Fn
‰

“ E
“

σ ˝ θi ´ ξ ˝ θi | ξ ˝ θj ; j “ 0, ¨ ¨ ¨ , n
‰

“ E rσs ´ ξ ˝ θi.

“ ᾱ ˝ θi.

L’autre cas se traite de manière analogue. On conclut d’après le corollaire 2.18.

- En ce sens, le déterminisme minimise à l’équilibre la charge de travail moyenne
et donc le temps d’attente moyen si la discipline est FIFO. Si l’on admet que dans
un routeur, le temps de traitement des paquets est proportionnel à leur longueur, cela
signifie que le délai moyen est minimisé lorsque l’on prend des paquets de longueur
constante.

A la limite, remarquons que le système déterministe, d’interarrivées et de temps
de service égaux à leurs moyennes respectives, admet bien sûr l’unique solution
stationnaire W “ 0 presque sûrement.
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4.1.3. Représentation des disciplines de service

Dans une file d’attente, la discipline de service caractérise la politique suivie par
le(s) serveur(s) pour choisir un client lorsqu’il(s) se libère(nt) et qu’il y a plusieurs
clients en attente. Notons que tous les résultats obtenus jusqu’ici dans la section 4.1 sont
indépendants de la discipline considérée. Ainsi, afin de représenter cette information
dans l’état du système, il convient d’enrichir le modèle, puisque la charge de travail
seule ne suffit pas à caractériser la discipline de service.

Pour rendre compte de la discipline de service, nous représentons le système dans
un espace plus grand. Concrètement, on décrit le système juste avant l’arrivée du client
Cn, n ě 0, par une suite ordonnée Sn, représentant les temps de service résiduels des
clients présents dans le système à cet instant. Plus précisément, on note Xn le nombre
de clients dans le système à T´n , et pour tout i ă n tel que Ci est dans le système à
T´n , on note ϕnpiq P t1, ¨ ¨ ¨ , Xnu, la place de Ci dans la file d’attente dans l’ordre
des priorités, la première étant celle occupée par le client en service à T´n . Pour chaque
tel client Ci, on note Rnpϕnpiqq le temps de service résiduel de Ci à T´n , c’est-à-dire :

Rnpϕnpiqq

“

"

σ ˝ θi si Ci n’a pas reçu de service avant T´n ,
σ ˝ θi ´ γi si Ci a déjà reçu la quantité de service γi ă σ ˝ θi à T´n .

Pour tout n P Z, on définit Sn P S (voir l’appendice A.3) la suite représentant les temps
de service résiduels des clients présents dans le système au même instant, rangés dans
l’ordre inverse des priorités, et en fixant à 0 les autres composantes de Sn, c’est-à-dire :

Snpiq “ Rn pXn ` 1´ iq , i ď Xn et Snpiq “ 0, i ą Xn,

ou encore :

Sn “

"

RnpXnq, RnpXn ´ 1q, ¨ ¨ ¨ , Rnp2q, Rnp1q, 0, 0, ¨ ¨ ¨

*

.

On appelle Sn, le profil des services résiduels à T´n .

Nous détaillons maintenant la dynamique de la suite de suites pSn, n P Nq, en
fonction de la discipline de service. On part d’un profil arbitraire S0 P S à l’arrivée
de C0. Soit Sn, la valeur du profil juste avant l’arrivée de Cn. A Tn, on insère dans le
profil le temps de service σ ˝ θn du client entrant, arbitrairement à la première place, et
l’on décale les autres termes de la suite d’un cran à droite. En appelant Sn` la suite
résultante, on a donc :

Sn` “

"

σ ˝ θn, Snp1q, Snp2q, ¨ ¨ ¨

*

“ F 1 pSn, σ ˝ θ
nq . (4.12)

Ensuite, la discipline de service Φ est représentée par une application FΦ : S Ñ S de
la manière suivante :
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– FCFS, F FCFS est l’identité puisque le client entrant a la priorité la plus basse ;
– LCFS non préemptif :

F LCFSpuq “

"

up2q, up3q, ¨ ¨ ¨ , u
`

Npuq ´ 1
˘

, up1q, u
`

Npuq
˘

, 0, ¨ ¨ ¨

*

,

puisque le client entrant est inséré juste derrière le client en service dans l’ordre des
priorités ;

– LCFS préemptif, dans ce cas :

F LCFSpuq “

"

up2q, up3q, ¨ ¨ ¨ , u
`

Nu ´ 1
˘

, u
`

Nu
˘

, up0q, 0, ¨ ¨ ¨

*

,

puisque le client entrant prend immédiatement la place du client en service (s’il y en a
un) ;

– SRPT (Shortest Remaining Processing Time), on donne priorité préemptive au
client qui a le temps de service résiduel le plus petit. Donc :

F SRPTpuq “
"

up1q, up2q, ¨ ¨ ¨ , upi´ 1q, up0q, upiq, ¨ ¨ ¨ , u
`

Npuq
˘

, 0, ¨ ¨ ¨

*

si upi´ 1q ě up0q ě upiq,
"

up0q, up1q, up2q, ¨ ¨ ¨ , u
`

Npuq
˘

, 0, ¨ ¨ ¨

*

si up0q ě up1q,

"

up1q, up2q, ¨ ¨ ¨ , u
`

Npuq
˘

, up0q, 0, ¨ ¨ ¨

*

si up0q ă u
`

Npuq
˘

.

Il vient ainsi que F SRPTpuq est décroissante dès que u l’est ;
– SPT (Shortest Processing Time) : on donne priorité non-préemptive au client qui

a le temps de service résiduel le plus petit. Donc F SPT égale F SRPT à ceci près que
up0q est inséré juste avant u

`

Npuq
˘

, même si up0q ă u
`

Npuq
˘

.

On voit bien que l’on peut ainsi représenter par une telle permutation des coordon-
nées non nulles de tout élément de S , toute discipline de service ne dépendant que des
dates d’arrivée et des demandes de service des clients depuis la dernière entrée dans un
système vide, ou au plus depuis l’instant T0´. Une telle discipline sera dite admissible.

On notera alors Sn``, le profil de la file juste après l’ordonnancement des clients,
de sorte que :

Sn`` “ FΦ pSn`q . (4.13)
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Ensuite, le client en service à Tn (de service résiduel Sn`pXnq à cet instant) a juste
avant l’arrivée de Cn`1 un temps de service résiduel :

Sn`1pXnq “ rSn`1pXnq ´ ξ ˝ θ
ns`.

Tout client le suivant (de service résiduel donné à Tn par Sn`pjq, j “ 0, ¨ ¨ ¨ , Xn´1)
reçoit un service avant Tn`1 si et seulement si :

ξ ˝ θn ą
`8
ÿ

i“j`1

Snpiq,

en quantité donnée par :
˜

ξ ˝ θn ´
`8
ÿ

i“j`1

Snpiq

¸

^ Sn`pjq.

Autrement dit, pour tout j P N :

Sn`1pjq “ Sn`pjq ´

˜

ξ ˝ θn ´
`8
ÿ

i“j`1

Snpiq

¸`

^ Sn`pjq

“

¨

˝Sn`pjq ´

˜

ξ ˝ θn ´
`8
ÿ

i“j`1

Snpiq

¸`
˛

‚

`

.

On notera alors F 3p., ξ ˝ θnq l’application correspondante, de sorte que :

Sn`1 “ F 3 pSn``, ξ ˝ θ
nq . (4.14)

Les équations (4.12) à (4.14) indiquent que pour Φ fixée, la suite pSn, n P Nq est
récurrente puisque pour tout n P N :

Sn`1 “ F 3p., ξ ˝ θnq ˝ FΦ ˝ F 1p., σ ˝ θnqpSnq. (4.15)

Une suite de profils stationnaire correspond donc de manière univoque à une variable
aléatoire SΦ à valeurs dans S, solution de l’équation :

SΦ ˝ θ “ GΦ
`

SΦ
˘

, (4.16)

où GΦ est l’application définie par :

GΦ :

"

S ÝÑ S
u ÞÝÑ F 3pu, ξq ˝ FΦ ˝ F 1pu, σq.
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THÉORÈME 4.7.– Soit Φ, une discipline de service admissible. Si la condition de
stabilité (4.3) est vérifiée, il existe une unique solution SΦ à (4.16) telle que SΦ P S
presque sûrement. De plus, il y a couplage arrière fort entre les suites

`

SΦ, µ
n , n P N

˘

et
`

SΦ ˝ θn, n P N
˘

, pour toute µ P S telle que :

Zpµq “
ÿ

iPN˚

µpiq ďW presque sûrement, (4.17)

où W est l’unique solution presque sûrement finie de (4.2).

Démonstration. Remarquons que pour tout n P N, la charge de travail à T´n (partant
d’une condition initiale donnée) se déduit de Sn par :

Wn “
ÿ

iPN

Snpiq.

Soit µ P S satisfaisant (4.17) et SΦ, µ
n , la représentation du profil de la file d’attente à

T´n sous la discipline Φ, en partant du profil µ à T0´. Alors, on a clairement :
ÿ

iPN

SΦ, µ
n piq “WZpµq

n , presque sûrement,

où WZpµq
n est la ne valeur de la SRS portée par ϕ définie par (4.2) et issue de Zpµq.

Par ailleurs, en vertu de la croissance presque sûrement de ϕ, il est facile de montrer
par récurrence à partir de (4.17) que presque sûrement :

WZpµq
n ďW ˝ θn, n P N.

Par conséquent, sur l’événement An “ tW ˝ θn “ 0u, on a WZpµq
n “ 0 et donc

SΦ, µ
n “ 0, la suite nulle de S. Ainsi, pAn, n P Nq “ ptW “ 0u ˝ θ´n, n P Nq est

une suite stationnaire d’événements de renouvellement de longueur 1 pour la suite
`

SΦ, µ
n , n P N

˘

. Comme P pW “ 0q ą 0 d’après (4.6), le théorème 2.11 appliqué à
la classe de conditions initiales :

Z “
"

µ P S;µ vérifie (4.17)
*

(4.18)

implique l’existence d’une solution SΦ à l’équation (4.16) pour la discipline Φ. Cette
solution (qui s’écrit comme la limite presque sûrement d’une suite constante à partir
d’un certain rang (voir la preuve du théorème 2.11) est presque sûrement finie) dans
le sens où ses composantes sont presque sûrement finies et qu’elle admet un nombre
presque sûrement fini de composantes non nulles. En d’autres termes, SΦ appartient à
S presque sûrement.
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Soient S et S1, deux solutions de (4.16) à valeurs dans S. En notant :

Z “
ÿ

iPN

Spiq et Z 1 “
ÿ

iPN

S1piq

les charges de travail respectives correspondant à ces deux profils, il est facile de vérifier
avec (4.12) et (4.13) que Z et Z 1 sont deux solutions presque sûrement finies de (4.2).
D’après le théorème 4.2, on a alors Z “ Z 1 “W . Donc :

tW “ 0u Ă tZ “ Z 1 “ 0u Ă tS “ S1 “ 0u.

Comme l’événement de gauche est de probabilité non nulle et celui de droite est
θ-invariant, on a S “ S1 presque sûrement.

Le théorème 2.11 appliqué à la classe Z implique en particulier la propriété de
couplage arrière fort de

`

SΦ, µ
n , n P N

˘

avec
`

SΦ ˝ θn, n P N
˘

.

4.1.4. Autres caractéristiques à l’équilibre

Pour une discipline admissible donnée Φ, le vecteur SΦ donne donc une information
plus riche sur l’état d’équilibre du système que la seule charge de travail W . Montrons
comment cette information peut être exploitée pour en déduire d’autres caractéristiques
stationnaires du système, comme la congestion ou le temps d’attente.

4.1.4.1. Congestion

Notons
`

XΦ
n , n P N

˘

la suite comptant pour tout n P N le nombre de clients
trouvés dans le système par Cn, partant d’un profil initial SΦ. Dans ces conditions, la
suite des profils trouvés par les clients successifs à leur arrivée est stationnaire et vaut
`

SΦ ˝ θn, n P N
˘

. En particulier, le client Cn trouve dans le système à son arrivée un
profil SΦ ˝ θn, et donc :

XΦ
n “ N

`

SΦ ˝ θn
˘

“ N
`

SΦ
˘

˝ θn presque sûrement pour tout n P N,

où Np.q est le nombre de coordonnées non nulles de la suite (voir A.3). Cela signifie
que

`

XΦ
n , n P N

˘

est stationnaire et qu’une congestion du système à l’équilibre existe,
donnée par XΦ “ N

`

SΦ
˘

.

4.1.4.2. Temps d’attente et temps de séjour

On peut appliquer le même raisonnement pour montrer l’existence d’un temps
d’attente à l’équilibre grâce au profil de service. Notons en général TAΦ

n , le temps
d’attente du client Cn pour entrer en service sous la discipline admissible Φ (rappelons
que pour Φ “ FIFO, TAΦ

n “Wn).

Partons là encore d’un profil de service SΦ. Le profil du système à l’arrivée du
client Cn égale SΦ˝θn et devient

`

SΦ ˝ θn
˘

``
après l’insertion de σ˝θn (voir (4.13)).
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Si i est le rang de σ ˝ θn dans la suite
`

SΦ ˝ θn
˘

``
, le temps d’attente de Cn égale

donc la somme
ř

jąi

`

SΦ ˝ θn
˘

``
pjq des temps de service des clients prioritaires sur

Cn, plus ceux des clients arrivés après l’entrée de Cn et avant son départ du système
(ou son entrée en service si la Φ est non préemptive).

Cette quantité peut prendre une forme très complexe suivant la discipline Φ, mais
l’essentiel est de se convaincre qu’elle ne dépend que de SΦ

n , de σ ˝ θn et des temps de
service

!

σ˝θj ; j ą n
)

et temps interarrivées
!

σ˝θj ; j ą n
)

des clients arrivés après

Cn. Autrement dit, il existe une fonction déterministe JΦ : pR`q
N
ˆ pR`q

N
Ñ R`

ne dépendant que de Φ telle que presque sûrement pour tout n P N :

TAΦ
n “

ÿ

jąi

`

SΦ ˝ θn
˘

``
pjq

` JΦ

ˆ

!

σ ˝ θn`1, σ ˝ θn`2, ...
)

,
!

ξ ˝ θn`1, ξ ˝ θn`2, ...
)

˙

“

˜

ÿ

jąi

ˆ

FΦ ˝ F 1p., σq
`

SΦ
˘

˙

pjq

` JΦ

ˆ

!

σ ˝ θ, σ ˝ θ2, ...
)

,
!

ξ ˝ θ, ξ ˝ θ2, ...
)

˙

¸

˝θn,

où l’on a utilisé (4.15). Ceci montre donc, là encore, l’existence d’un temps d’attente
stationnaire :

TAΦ
“

ÿ

jąi

ˆ

FΦ ˝ F 1p., σq
`

SΦ
˘

˙

pjq

` JΦ

ˆ

!

σ ˝ θ, σ ˝ θ2, ...
)

,
!

ξ ˝ θ, ξ ˝ θ2, ...
)

˙

. (4.19)

EXEMPLE 4.3.– Ecrivons TAΦ, par exemple, pour Φ “ LIFO non préemptive. Tout
d’abord, comme le service du client entrant C0 est placé directement en priorité juste
derrière le client en service, la somme de gauche de (4.19) égale le temps de service
résiduel du client en service à l’arrivée de C0, donné par le dernier terme non nul de

SLIFO, soit SLIFO

ˆ

N
´

SLIFO
¯

˙

.

Ensuite, le terme de droite égale la somme des temps de service des clients entrés
avant que le client C0 ne puisse atteindre le serveur. Autrement dit :

JLIFOp...q “

#

ři0´1
i“1 σ ˝ θi si i0 ą 1,

0 sinon,
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où

i0 “ inf

#

j ě 1; S̃LIFO
ˆ

N
´

S̃LIFO
¯

˙

`

i´1
ÿ

j“1

σ ˝ θj ´
i
ÿ

k“1

ξ ˝ θk ď 0

+

est le premier indice d’un client entré après C0 qui termine son service avant que le
client suivant ne soit entré.

REMARQUE.– A la condition de stabilité (4.3), pour toute discipline admissible Φ il
existe donc également un temps de séjour stationnaire TSΦ dans le système, donné
par :

TSΦ
“ TAΦ

` σ. (4.20)

4.1.5. Optimalité de SRPT

Forts de la représentation exhaustive introduite dans la section précédente, nous
montrons maintenant comment comparer à l’équilibre, les différentes disciplines de
service. On travaille ici avec l’ordre Schur-convexe, noté « ăc », présenté en A.3.

THÉORÈME 4.8.– Soit une file G/G/1 satisfaisant la condition de stabilité (4.3). Soit Φ
une discipline admissible quelconque. Alors :

SΦ ăc S
SRPT presque sûrement,

où SΦ et SSRPT sont les uniques solutions de (4.16) pour Φ et SRPT, respectivement.

Démonstration. Soit Φ, une discipline admissible et SΦ l’unique solution presque
sûrement finie de (4.16). Avec les notations précédentes, on a presque sûrement :

SΦ F 1
p., σq
ÝÑ SΦ

`

FΦ

ÝÑ SΦ
``

F 2
p., ξq
ÝÑ SΦ ˝ θ.

Fixons j P N. Si σ ă SΦ
pj´1q, alors σ P tSΦ

`piq; i ě ju, alors que si σ ě SΦ
pj´1q,

on a SΦ
`piq “ SΦ

pi´ 1q pour tout i ě j ´ 1. On a donc dans tous les cas :

`8
ÿ

i“j

SΦ
`piq “

˜

σ `
`8
ÿ

i“j

SΦ
piq

¸

^

˜

`8
ÿ

i“j´1

SΦ
piq

¸

. (4.21)

Par ailleurs, les clients de temps de service initialement égaux à SΦ
``piq, i ě j,

reçoivent à eux tous dans un intervalle de temps de longueur ξ un temps de service au
plus égal à :

˜

`8
ÿ

i“j

SΦ
``piq

¸

^ ξ.
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Par conséquent :

`8
ÿ

i“j

`

SΦ
˝ θ

˘

piq ě

«

`8
ÿ

i“j

SΦ
``piq ´ ξ

ff`

“

«

`8
ÿ

i“j

SΦ
`piq ´ ξ

ff`

“

«

min

#

σ `
`8
ÿ

i“j

SΦ
piq ;

`8
ÿ

i“j´1

SΦ
piq

+

´ ξ

ff`

, (4.22)

avec (4.21).

Remarquons maintenant que par définition de SRPT, on a SSRPT
`` “ SSRPT

` , ce qui
avec (4.21) et (4.22) implique que SSRPT ˝ θ est ordonné et que l’on a :

`8
ÿ

i“j

`

SSRPT
˝ θ

˘

piq “
`8
ÿ

i“j

`

SSRPT ˝ θ
˘

piq

“

«

`8
ÿ

i“j

min

#

σ `
`8
ÿ

i“j

SSRPT
piq ;

`8
ÿ

i“j´1

SSRPT
piq

+

´ ξ

ff`

.

(4.23)

Par conséquent, pour tout discipline admissible Φ, sur
 

SΦ ă SSRPT
(

on a pour
tout j P N :

`8
ÿ

i“j

SΦ
piq ě

`8
ÿ

i“j

SSRPT
piq.

Ceci implique avec (4.22) et (4.23) que :

`8
ÿ

i“j

`

SΦ
˝ θ

˘

piq ě
`8
ÿ

i“j

`

SSRPT
˝ θ

˘

piq.

Comme cette dernière égalité est vraie pour tout j P N, et que pour j “ 1 :

`8
ÿ

i“1

`

SΦ
˝ θ

˘

piq “
`8
ÿ

i“j

`

SSRPT
˝ θ

˘

piq “W ˝ θ,

on a SΦ
˝ θ ă SSRPT

˝ θ. L’événement
 

SΦ ă SSRPT
(

est donc θ-contractant. Il est
par ailleurs, de probabilité positive puisqu’il inclut l’événement tW “ 0u. Le théorème
est démontré.
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Les preuves des corollaires suivants sont laissées au lecteur.

COROLLAIRE 4.9.– Soit Φ, une discipline quelconque. Alors :
– XSRPT ď XΦ presque sûrement, oùXSRPT etXΦ désignent le nombre de clients

à l’équilibre dans le système sous SRPT et Φ, respectivement ;
– E

“

TSSRPT‰
ď E

“

TSΦ
‰

, où TSSRPT et TSΦ désignent le temps de séjour station-
naire, respectivement sous SRPT et Φ (voir (4.20).

4.1.6. File GI/GI/1 : optimalité de FIFO

Considérons une file d’attente GI/GI/1, où λ, µ et ρ représentent les paramètres
habituels. En plus des hypothèses courantes, nous supposons donc que les suites des
interarrivées et des temps de service sont indépendantes et identiquement distribuées et
indépendantes l’une de l’autre. Nous supposons, de plus, que la condition de stabilité
(4.3) est vérifiée. Nous notons à nouveau pour tout n TAn, le temps d’attente de
Cn avant d’atteindre le serveur, TSn “ TAn ` σ ˝ θn le temps de séjour de Cn et
T 1n “ Tn ` TSn, l’instant de sortie de Cn. Par la suite, nous soulignons quand cela
est nécessaire la dépendance en la discipline de service en ajoutant des exposants
FIFO et Ψ aux différents paramètres. On a vu en particulier qu’un temps d’attente
stationnaire TAFIFO (respectivement TAΨ) et un temps de séjour stationnaire TSFIFO

(respectivement TSΨ) existent sous FIFO (respectivement Ψ).

THÉORÈME 4.10.– Pour toute fonction convexe g : R Ñ R et toute discipline
admissible Ψ non préemptive et ne dépendant pas des temps de service :

E
“

g
`

TSFIFO˘‰
ď E

“

g
`

TSΨ
˘‰

. (4.24)

- La discipline FIFO est optimale pour le temps de séjour parmi toutes les disciplines
admissibles non préemptives et indépendantes des temps de service.

Démonstration. Nous couplons deux systèmes « nourris » par les mêmes arrivées
et temps de service, l’un traité par FIFO et l’autre par Ψ. Nous supposons que C0

trouve un système vide à son arrivée. Comme le système est stable, il existe P-presque
sûrement un entier fini τ (commun aux deux systèmes) tel queCτ entre dans un système
vide. Notons pour tout k ě 0, ψpkq l’indice du ke client servi par Ψ, en considérant
bien sûr que C0 est servi en « 0e » position (puisqu’il est seul dans le système à son
arrivée), c’est-à-dire ψp0q “ 0.

Définissons presque sûrement les deux vecteurs de taille τ suivants :

N “ ppξ0, σ0q , ..., pξτ´1, στ´1qq et Nψ “
``

ξ0, σψp0q
˘

, ...,
`

ξτ´1, σψpτ´1q

˘˘

,
(4.25)
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qui représentent respectivement, durant la première période d’activité, les arrivées de
clients avec leurs temps de service et les arrivées de clients en réarrangeant les temps
de service suivant ψ. L’argument d’échange pour les suites de variables aléatoires
indépendates et identiquement distribuées est le résultat intuitif suivant :

N et Nψ ont la même loi. (4.26)

Moralement, comme les temps de service sont indépendants, identiquement distribués
et indépendants de tout le reste, on ne modifie pas la loi des différents paramètres du
système en échangeant les temps de service des clients. Tout se passe comme si c’était le
serveur qui décidait des temps de service des clients en réalisant un tirage indépendant
de temps de service à l’arrivée de chaque client. Pour une preuve rigoureuse de ce
résultat, voir les références en fin de chapitre.

Nous ajouterons par la suite, quand cela sera nécessaire, un argument pNq (respec-
tivement

`

Nψ
˘

) quand les entrées et temps de service de la première période d’activité
sont donnée parN (respectivementNψ). Pour tout n P rr0, τ ´1ss, l’instant où le client
Cn termine son service sous FIFO, si les temps de service suivent Nψ , est donné par :

T 1FIFO
n

`

Nψ
˘

“

n
ÿ

i“0

σψpiq

“

ψ´1
pψpnqq
ÿ

i“0

σψpiq

“ T 1ψψpnqpNq, (4.27)

c’est-à-dire l’instant où le client Cψpnq termine son service sous ψ si les temps de
service sont donnés par N . Par conséquent :

TSFIFO
n

`

Nψ
˘

“ T 1FIFO
n

`

Nψ
˘

´ Tn “ T 1ψψpnqpNq ´ Tn. (4.28)

Notons à partir de maintenant par des lettres en gras les vecteurs à τ composantes repré-
sentant les différentes grandeurs pour chaque client de la première période d’activité,
par exemple :

T1ΨpNq “
`

T 1Ψ0 pNq, ¨ ¨ ¨ , T
1Ψ
τ´1pNq

˘

.

Remarquons que T1Ψψ est, par définition, la version totalement ordonnée de T1Ψ. Donc,
d’après le lemme A.14 :

T1Ψψ pNq ´T ăc T
1ΨpNq ´T “ AΨpNq,

c’est-à-dire avec (4.28) :

TSFIFO `

Nψ
˘

ăc TSΨ
pNq.
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Donc d’après le (i) du lemme A.14, pour toute fonction convexe et symétrique F :
Rτ Ñ R :

F
`

TSFIFO `

Nψ
˘˘

ď F
`

TSΨ
pNq

˘

et en particulier pour toute fonction convexe g : RÑ R :

τ´1
ÿ

n“1

g
`

TSFIFO
n

`

Nψ
˘˘

ď

τ´1
ÿ

n“1

g
`

TSΨ
n pNq

˘

.

Finalement, comme les périodes d’activités sont indépendantes et indistinguables en
loi d’après l’hypothèse d’indépendance :

lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

g
`

TSFIFO
n

`

Nψ
˘˘

ď lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

g
`

TSΨ
n pNq

˘

et on retrouve (4.24) avec (4.26) et le théorème de Birkhoff.

Les deux corollaires suivants sont à démontrer en exercice.

COROLLAIRE 4.11.– Pour toute fonction convexe g : R Ñ R, les temps d’attente
stationnaires sous FIFO et Ψ vérifient :

E
“

g
`

TAFIFO˘‰
ď E

“

g
`

TAΨ
˘‰

.

COROLLAIRE 4.12.– Pour toute fonction convexe g :

E
“

g
`

TSΨ
˘‰

ď E
“

g
`

TSLIFO˘‰ et E
“

TAΨ
‰

ď E
“

g
`

TALIFO˘‰ .

4.1.7. Files avec délais : optimalité d’EDF

On suppose maintenant que les clients ont une échéance pour entrer en service. On
note En, l’échéance du client Cn et Dn “ En ´ Tn, le délai initial avant l’échéance
de Cn. Nous supposons que la suite pDn, n P Zq est stationnaire et nous nous plaçons
sur l’espace canonique pΩ,F , P, θq des arrivées, des services et des délais. On note
alors D, la projection de pDn, n P Zq sur sa première coordonnée, interprétée comme
le délai avant l’échéance du client C0.

Nous supposons que pσn, n P Zq est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées, indépendantes du processus des arrivées (et donc
de pξn, n P Zq et de pDn, n P Zq), et que les variables aléatoires ξ, σ et D sont inté-
grables. Les délais des clients sont souples, par opposition au cas d’impatiences dures
abordé en section 4.6, dans le sens où un client qui n’est pas en service avant la fin
de son délai ne quitte pas le système, mais continue d’attendre son tour. Les délais
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doivent donc être vus comme des indicateurs de l’exigence des clients en termes de
délai d’exécution. Nous étudions ci-après la faculté du système à minimiser le retard par
rapport à cette exigence, en comparant les différentes politiques de service. Supposons
là encore que la condition de stabilité (4.3) pour ce système est vérifiée. Nous notons à
nouveau TAn, le temps d’attente de Cn avant d’atteindre le serveur, et Bn “ Tn`TAn
l’instant où Cn entre en service. A tout instant t ě Tn, le délai résiduel (c’est-à-dire le
temps résiduel avant l’échéance) de Cn à t est donné par Rnptq “ En ´ t. Le délai
résiduel de Cn au moment où il commence son service est donc donné par :

Rn “ Rn pBnq ,

alors que le retard de Cn par rapport à son échéance s’écrit :

Ln “ pRnq
´
“ ´Rn ^ 0.

On définit deux disciplines sensibles aux échéances :
– la discipline Earliest Deadline First (EDF) donne toujours priorité au client ayant

l’échéance la plus précoce ;
– la discipline Latest Deadline First (LDF) donne priorité au client ayant l’échéance

la plus tardive.

Par ailleurs, le système étant stable, il existe pour toute Φ un délai résiduel station-
naire à l’entrée en service et un retard stationnaire. Ceux-ci sont donnés respectivement
par :

RΦ “ D ´ TAΦ et LΦ “
`

RΦ
˘´
.

Nous établissons maintenant l’analogue du théorème 4.10 dans le cas d’une file avec
délais.

THÉORÈME 4.13.– Pour toute fonction convexe g : R Ñ R et toute discipline
admissible et non préemptive Ψ, ne dépendant pas des temps de service :

E
“

g
`

REDF˘‰ ď E
“

g
`

RΨ
˘‰

. (4.29)

Démonstration. Les notations déjà introduites dans la preuve du théorème 4.10 ne sont
pas rappelées ici. Nous notons pour tout j ě 0, Cαpjq le je client dans l’ordre croissant
des échéances (c’est-à-dire Dαpiq ď Dαpjq pour i ă j), et définissons l’application :

ζ “ α ˝ ψ ˝ φ´1 ˝ α´1,

où φpkq est pour tout k l’indice du ke client servi par EDF. Le temps d’arrêt τ ,
indépendant de la discipline considérée, est défini comme précédemment et l’on note
maintenant les vecteurs aléatoires suivants :

N “ ppξ0, σ0, D0q , ..., pξτ´1, στ´1, Dτ´1qq

Nζ “
``

ξ0, σψp0q, D0

˘

, ...,
`

ξτ´1, σψpτ´1q, Dτ´1

˘˘

,
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autrement ditNζ réarrange les services suivant ζ pendant la première période d’activité.
Alors, N et Nζ ont même distribution comme en (4.26). Pour tout n P rr0, τ ´ 1ss :

BEDF
αpnq

`

Nζ
˘

“

F´1
pnq´1
ÿ

i“0

σζ˝α˝φpiq

“

φ´1
pnq´1
ÿ

i“0

σα˝ψ˝φ´1˝α´1˝α˝φpiq

“

φ´1
pnq´1
ÿ

i“0

σα˝ψpiq

“ Bψζ˝αpnq pNq .

On a donc :

REDF
αpnq

`

Nζ
˘

“ Eαpnq
`

Nζ
˘

´BEDF
αpnq

`

Nζ
˘

“ Eαpnq
`

Nζ
˘

´BΨ
ζ˝αpnqpNq

“ EαpnqpNq ´B
Ψ
ζ˝αpnqpNq. (4.30)

Mais d’autre part, en renvoyant le lecteur aux notions introduites en appendice A.3.

LEMME 4.14.– ζ est la composition de permutations ordonnantes de BΨ
α pNq.

Preuve du lemme 4.14. Le premier entier n, s’il existe, tel que ζpαpnqq ‰ αpnq est
tel qu’à la αpnqe fin de service sous Ψ (qui est aussi la αpnqe fin de service sous EDF
puisque ζpkq “ k pour k P rr0, αpnq ´ 1ss), il y a dans le système deux clients Ci1
et Ci2 tels que Di1 ă Di2 , et EDF choisit Ci1 alors que Ψ choisit Ci2 . En d’autres
termes, en notant pour ` “ 1, 2, j` “ α´1pi`q, on a BΨ

αpj2q
pNq ă BΨ

αpj1q
pNq alors

que i2 “ αpj2q ą αpj1q “ i1. Mais comme EDF donne priorité à Ci1 sur Ci2 , on a
φ´1pj1q ă φ´1pj2q. Donc :

BΨ
ζ˝αpj1q

pNq “ BΨ
α˝ψ˝φ´1pj1q

pNq ă BΨ
α˝ψ˝φ´1pj2q

pNq “ BΨ
ζ˝αpj2q

pNq.

Donc la permutation ζ1 échangeant i et j ordonne BΨ
α pNq. On conclut en remarquant

que ζ s’écrit ζ “ ζp ˝ . . . ˝ ζ1, où les ζi sont de telles permutations.

D’après le lemme A.14 et le lemme 4.14, on a donc :

EαpNq ´BEDF
ζ˝α pNq ăc EαpNq ´BΨ

α pNq “ RΨ
α pNq,
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et donc d’après (4.30) :

REDF
α

`

Nζ
˘

ăc R
Ψ
α pNq.

On conclut alors comme dans le preuve du théorème 4.10.

Comme g : x ÞÑ x´ est une fonction convexe, et par définition de EDF et LDF, on
a en particulier le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.15.– Le retard moyen à l’équilibre est minimisé par EDF et maximisé
par LDF. Autrement dit, pour toute discipline admissible Ψ :

E
“

LEDF‰ ď E
“

LΨ
‰

ď E
“

LLDF‰ .

4.2. La file processor sharing

Nous introduisons maintenant un système de service d’un type particulier, qui a
la capacité de servir tous les clients en même temps (il n’y a donc par définition, pas
de salle d’attente). Le prix à payer pour un tel mécanisme (qui modélise de nombreux
systèmes physiques – voir les références en fin de chapitre) est que la vitesse de
traitement instantanée pour chaque client est divisée par le nombre de clients dans le
système. Autrement dit, s’il y a p clients dans le système à un instant donné, leurs
temps de service résiduels respectifs décroissent de 1{p par unité de temps.

Nous faisons les mêmes hypothèses probabilistes, et conservons les mêmes nota-
tions qu’auparavant. Comme le serveur travaille, quoiqu’il arrive, à vitesse unité dès
que le système n’est pas vide, il est facile de se convaincre que la suite pWn, n P Nq
des charges de travail satisfasse sur l’espace canonique l’équation de Lindley (4.1). Il
existe donc une charge de travail stationnaire à la condition (4.3).

Pour caractériser plus complètement l’état d’équilibre, nous cherchons à construire
les versions stationnaires de caractéristiques remarquables, telles que la congestion du
système et le temps d’attente ou de séjour. Or, le profil de service à l’équilibre, dont
nous déduirons ces quantités, n’a pas la même forme sous ces hypothèses que pour
une file G/G/1 classique. Nous montrons ici comment le construire, en utilisant les
événements de renouvellement.

Nous renvoyons le lecteur aux notions introduites en appendice A.3 concernant
l’espace de suites S . Nous définissons pour tout n, SPS

n le profil de service à T´n partant
d’un profil arbitraire SPS

0 P S, en rangeant par convention les termes non nuls de SPS
n

par ordre décroissant. Clairement, SPS
n P S pour tout n P N. On a la résultat suivant.
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LEMME 4.16.– La suite
`

SPS
n , n P N

˘

est récurrente dans S : notons pour tout u P S
et x P R` :

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

γipu, xq “
1
i px´

`8
ÿ

j“i`1

upjqq pour tout i P N˚;

i0pu, xq “ minti P N˚; upiq ď γipu, xqu;
γpu, xq “ γpi0pu, xq´1q_1pu, xq;
`

F PSpu, xq
˘

pkq “ rupkq ´ γpu, xqs` pour tout k P N˚.

Pour tout n P N, on a :

SPS
n`1 “ F PSpF 1

`

SPS
n , σ ˝ θn

˘

, ξ ˝ θnq, (4.31)

où u désigne la version réordonnée de u par ordre décroissant et F 1p., σq est définie
par (4.12).

Démonstration. Nous notons comme plus haut :

SPS
n`` “ F 1

`

SPS
n , σ ˝ θn

˘

,

le profil juste après Tn et après le réordonnancement des temps de service à Tn par
valeurs décroissantes.

Notons pour tout i P N˚ tel que SPS
n``piq ‰ 0, C̃i le client de temps de service

résiduel SPS
n``piq à Tn et T̃ 1i , le temps de sortie virtuel de C̃i si aucun client ne rentrait

après Tn. Bien sûr, T̃ 1i n’est pas égal à Tn ` SPS
n``piq si Cn n’est pas entré dans un

système vide.

Rappelons que NpSPS
n``q désigne le nombre de termes non nuls de SPS

n``. Pour
tout i P

 

1, ¨ ¨ ¨ , NpSPS
n``q

(

, C̃i et C̃i´1 reçoivent tous deux la quantité de service
SPS
n``piq sur l’intervalle de temps rTn, T̃ 1i s. Donc, le temps de service résiduel de C̃i´1

à T̃ 1i égale SPS
n``pi´ 1q ´ SPS

n``piq, et ce client ainsi que tous ceux qui le suivent sont

servis à la vitesse 1
i´1 sur l’intervalle de temps

”

T̃ 1i , T̃
1
i´1

ı

. On a par conséquent la
formule de récurrence :

T̃ 1i´1 “ T̃ 1i ` pS
PS
n``pi´ 1q ´ SPS

n``piqqpi´ 1q, i P rr2, N
`

SPS
n``

˘

ss,

dont nous déduisons que pour tout i P rr1, NpSPS
n``qss :

T̃ 1i “ Tn ` iS
PS
n``piq `

NpSPS
n``q
ÿ

j“i`1

SPS
n``pjq.
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Pour tout i, C̃i est servi avant Tn`1 si T̃ 1i ´ Tn ď ξ ˝ θn ou en d’autres termes si :

SPS
n``piq ă

1

i

¨

˝ξ ˝ θn ´

NpSPS
n``q
ÿ

j“i`1

SPS
n``pjq

˛

‚.

En particulier, i0 “ i0
`

SPS
n``, ξ ˝ θ

n
˘

représente l’indice du dernier client à quitter le
système avant Tn`1 (ou 0 s’il n’y a aucun départ entre Tn et Tn`1).

Alors, le système n’est pas vide juste avant Tn`1´ si i0 ă N , et dans ce cas
!

C̃i, i P rr1, i0 ´ 1ss
)

est la famille des clients présents dans le système à cet instant

Tn`1. Pour un tel client C̃i, le temps de service résiduel à Tn`1 égale son temps de
service résiduel à T̃ 1i0 moins la quantité de travail reçue entre T̃ 1i0 et Tn`1, c’est-à-dire :

SPS
n``piq ´ S

PS
n`` pi0q ´

Tn`1 ´ T̃
1
i0

i0 ´ 1
“ SPS

n``piq ´ γ
`

SPS
n``, ξ ˝ θ

n
˘

.

D’où le résultat.

Un profil stationnaire correspond donc à l’unique solution SPS de l’équation :

SPS ˝ θ “ GPS `SPS˘ , P´ presque sûrement, (4.32)

où GPS est l’application aléatoire : S Ñ S définie sur Ω par :

GPSpuq “ F PS
´

F 1 pu, σq, ξ
¯

.

THÉORÈME 4.17.– A la condition (4.3), l’équation (4.32) admet une unique solution à
valeurs dans S.

Démonstration. La charge de travail à un instant donné égale la somme des termes
du profil à cet instant. Donc, comme dans la preuve du théorème 4.7, la même suite
pAn, n P Nq est une suite stationnaire d’événements de renouvellement de longueur
1 pour toute suite

`

SPS, µ
n , n P N

˘

issue de µ P S telle que
ř

iPN˚ µpiq ď W, où
W est l’unique solution de (4.2). Là encore, le théorème 2.11 implique l’existence
d’une solution à (4.32). L’unicité découle encore de l’égalité de deux solutions sur
l’événement non négligeable tW “ 0u.

On peut alors raisonner comme en section 4.1.4.

COROLLAIRE 4.18.– Il existe une unique congestion stationnaire XPS à la condition
(4.3). De plus, pour toute condition initiale de la famille Z (définie par (4.18)), la suite
des congestions converge avec couplage arrière fort vers XPS.
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REMARQUE.– On peut également, comme en section 4.1.4, construire un temps de
séjour (ou autrement dit, un temps de service) stationnaire dans le système à partir de
SPS. Ce développement est laissé en exercice.

4.3. Files en parallèle

Considérons maintenant un système soumis au même type de flux d’arrivée G/G,
mais où S serveurs (où S ě 1) traitent les demandes des clients de manière conservative
et sans vacation. Il y a une file d’attente de capacité illimitée pour chaque serveur. On
affecte les clients à leur arrivée à l’un des serveurs libres ou s’il n’y en a pas, au serveur
ayant la charge de travail la plus petite. Une fois affecté à un serveur, tout client le reste
jusqu’à sa sortie du système, il n’y a donc pas d’échange.

4.3.1. Résultat préliminaire

On commence par introduire un résultat technique, utile pour la suite. On se place
sur un quadruplet stationnaire ergodique donné pΩ, F , P, θq, sur lequel on définit α
et β, deux variables aléatoires intégrables à valeurs dans R`. On suppose de plus que
P pβ ą 0q ą 0. Soit Fα, β la fonction aléatoire : R` Ñ R` définie pour tout x P R
par :

Fα, βpxq “ rx_ α´ βs
`
. (4.33)

Le résultat suivant découle de la théorie de Loynes, comme pour la file G/G/1. Sa
preuve est laissée en exercice.

THÉORÈME 4.19.– Il existe une unique solution P-presque sûrement finie à l’équa-
tion :

Z ˝ θ “ Fα, β pZq , (4.34)

donnée par :

Y α, β “

«

sup
jPN˚

˜

α ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

β ˝ θ´i

¸ff`

. (4.35)

De plus, pour toute variable aléatoire Z presque sûrement finie et positive, la SRS
`

Y Zn , n P N
˘

couple avec
`

Y α, β ˝ θn, n P N
˘

, et il existe une presque sûrement une
infinité d’indices n tels que Y Zn “ 0 si et seulement si :

P
`

Y α, β “ 0
˘

ą 0. (4.36)

Nous représentons le système à S files en parallèle, à l’arrivée de chaque client,
par une variable aléatoire à valeurs dans l’espace pR`qS (voir A.3), représentant la
charge de travail de chaque serveur à cet instant, rangée dans l’ordre croissant. On
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part, à l’instant 0, d’un état initial V0 “ pV0p1q, ¨ ¨ ¨ , V0psqq P pR`qS , où pour tout
i, V0piq représente la charge de travail du serveur ayant la ie charge de travail la plus
petite. Ensuite, on représente le système à l’arrivée du client Cn, n ě 0 par le vecteur
Vn P pR`qS , où Vnpiq est la ie plus petite charge de travail d’un serveur juste avant
l’arrivée de Cn. On appelle alors Vn le profil de service à cet instant.

2 clients

3 clients

2 clients 4 clients

V p1q V pSqV p2q V p3q

Figure 4.1 – Le vecteur des charges de travail. Les portions de la colonne V piq repré-
sentent les temps de service des clients qui seront par le serveur de charge V piq.

Il est alors facile de vérifier, pour tout n P N, l’équation dite de Kiefer et Wolfowitz :

Vn`1 “
“

Vn ` σ ˝ θn.e1 ´ ξ ˝ θn.1
‰`
. (4.37)

Un profil de service correspond donc de manière univoque à une solution Y à valeurs
dans pR`qs pour l’équation :

Y ˝ θ “ rY ` σ.e1 ´ ξ.1s
`
“ GpY q, (4.38)

où σ et ξ sont définies dans l’introduction de la section 4.1. L’application G est
clairement presque sûrement continue. Il est facile de remarquer qu’elle est presque
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sûrement ă-croissante : si u et v sont tels que u ă v dans pR`qS , alors pour tout
i P rr1, Sss, presque sûrement :

Gpuqpiq “ rupiq _ ppup1q ` σq ^ upi` 1qq ´ ξs
` (4.39)

ď rvpiq _ ppvp1q ` σq ^ vpi` 1qq ´ ξs
`

“ Gpvqpiq,

en comprenant que upS`1q “ vpS`1q “ 8. On peut donc appliquer le théorème 2.4,
et conclure à l’existence d’une solution ă-minimale Y8, donnée par la limite presque
sûre de la suite de Loynes correspondante à pVn, n P Nq, que nous notons dans ce cas
pYn, n P Nq.

4.3.2. Stabilité

Comme pour la file G/G/1, rien ne garantit que la solution minimale Y8 que nous
venons d’introduire soit presque sûrement finie (au sens où toutes ses coordonnées sont
presque sûrement finies). Nous donnons ci-après la condition de stabilité du système,
c’est-à-dire une condition suffisante pour que Y8 soit bien presque sûrement à valeurs
dans pR`qS .

THÉORÈME 4.20.– Si :
E rσs ă SE rξs , (4.40)

Y8piq ă 8 presque sûrement pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , S, et si :

E rσs ą SE rξs ,

Y8piq “ 8 presque sûrement pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , S.

Démonstration. La suite de Loynes vérifie presque sûrement pour tout n P N :

Yn`1 “ rYn ˝ θ´1 ` σ ˝ θ´1.e1 ´ ξ ˝ θ´1.1s`,

ce qui implique en particulier d’après (4.39) que :

Yn`1pSq “

«

ˆ

pYn ˝ θ
´1p1q ` σ ˝ θ´1q _ Yn ˝ θ

´1pSq

˙

´ξ ˝ θ´1

ff`

. (4.41)

Comme pour tout i, pYnpiq, n P Nq tend en croissant presque sûrement vers Y8piq, le
passage à la limite presque sûre dans (4.41) implique que :

pY8pSqq ˝ θ “

„

ppY8p1q ` σq _ Y8pSqq ´ ξ

`

(4.42)

“ FY8p1q`σ ,ξ pY8pSqq ,
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en rappelant la notation (4.35). D’après le théorème 4.19, on a donc presque sûrement :

Y8pSq “

«

sup
jPN˚

˜

pY8p1q ` σq ˝ θ
´j ´

j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸ff`

.

Par conséquent, comme E rξs ě 0, à un négligeable près on a :

tY8pSq “ 8u Ă tY8p1q “ 8u

et donc, comme Y8 est ordonné dans l’ordre croissant :

tY8pSq “ 8u “ tY8piq “ 8, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , Su .

L’égalité (4.42) implique que l’événement de gauche est θ-contractant. Donc, on est
dans l’alternative suivante :

Y8piq ă 8 presque sûrement pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , S (4.43)

ou :
Y8piq “ 8 presque sûrement pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , S. (4.44)

Comme chaque serveur travaille à vitesse unité s’il a quelqu’un à servir, on a presque
sûrement pour tout n P N :

˜

S
ÿ

i“1

Yn`1piq

¸

˝ θ “
S
ÿ

i“2

rYnpiq ´ ξs
` ` rYnp1q ` σ ´ ξs

`. (4.45)

Donc, en notant :

Sn “
S
ÿ

i“1

Ynpiq

la somme des charges de travail des serveurs à l’entrée de Cn, on a :

Sn`1 ˝ θ ´ Sn “
S
ÿ

i“2

´

rYnpiq ´ ξs
`
´ Ynpiq

¯

` rYnp1q ` σ ´ ξs
`
´ Ynp1q

“ ´

S
ÿ

i“1

pξ ^ Ynpiqq ´ ppξ ´ σq ^ Ynp1qq. (4.46)

Comme la suite pYn, n P Nq est presque sûrement ă-croissante, pSn, n P Nq est
presque sûrement croissante. En particulier, par θ-invariance E rSn`1 ˝ θs ´E rSns ě
0, ce qui donne avec (4.46) que :

S
ÿ

i“2

E rξ ^ Ynpiqs `E rpξ ´ σq ^ Ynp1qs ď 0.
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En passant à la limite par convergence monotone :

S
ÿ

i“2

E rξ ^ Y8piqs `E rpξ ´ σq ^ Y8p1qs ď 0. (4.47)

Donc, (4.44) implique que :
E rσs ě SE rξs ,

ce qui montre la suffisance de la condition.

D’autre part, comme x` ` y` ě px ` yq` pour touts réels x et y, on a d’après
(4.45) que pour tout n P N, presque sûrement :

Sn`1 ˝ θ ě rSn ` σ ´ Sξs
`
.

Rappelons que la suite de Loynes
´

M̃n, n P N
¯

correspondant à la charge de travail

d’une file G/G/1 d’interarrivées générique ξ̃ “ Sξ, vérifie M̃0 “ 0 presque sûrement
et pour tout n P N :

M̃n`1 ˝ θ “
”

M̃n ` σ ´ Sξ
ı`

.

L’application x ÞÑ rx` σ ´ Sξs
` étant presque sûrement croissante, comme S0 “

0 “ M̃0 presque sûrement, une récurrence immédiate montre que Sn ě M̃n presque
sûrement pour tout n. Notons M̃8 la solution minimale donnée par (4.4) pour ξ̃.
D’après le théorème 4.2, on obtient donc en passant à la limite que dès que E rσs ą

E
”

ξ̃
ı

“ SE rξs :

S8 ě M̃8 “ 8,

ce qui conclut la preuve.

REMARQUE.– Il est facile de construire des exemples où Y8 n’est pas la seule solution
de l’équation (4.38) à composantes toutes finies. On peut construire une solution
maximale à cette équation en s’intéressant aux translatées de la suite de Loynes par
une constante.

Nous montrons maintenant qu’ici aussi, la file stable revient presque sûrement une
infinité de fois dans un état de congestion finie (voir 4.4).

THÉORÈME 4.21.– A la condition (4.40), la solution minimale Y8 de (4.38) vérifie :

P pY8p1q “ 0q ą 0. (4.48)

En particulier, il y a P-presque sûrement une infinité d’instants où le système compte
un nombre fini de clients.
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Démonstration. D’après (4.47), si l’on a Y8p1q ě ξ ´ σ et Y8p2q ě ξ presque
sûrement, on a alors E rσs ě sE rξs, ce qui est une absurdité. Donc, sur un événement
non négligeable, on a Y8p1q ă ξ´σ ou Y8p2q ă ξ, ce qui implique que Y8p1q˝θ “ 0.

Nous montrons en section 4.4 qu’une file ne peut pas être inactive s’il y a un client
en attente dans une autre file : ce client aurait choisi la file vide, qui avait à son arrivée
la charge la plus faible. L’événement Y8p1q “ 0 correspond aux états d’équilibre où
au plus S ´ 1 serveurs sont occupés, et donc d’après la remarque précédente, où il y
a au plus S ´ 1 clients dans le système. On déduit alors de (4.48) que l’on visite un
système dans un état de congestion finie presque sûrement une infinité de fois comme
dans le corollaire 4.4.

REMARQUE.– On peut vérifier par l’exemple que la condition (4.40) n’implique pas
que :

P pX8pSq “ 0q ą 0

et donc que le système se vide presque sûrement une infinité de fois : il suffit par
exemple de fixer le couple de réels px, yq tel que x ą 0 et x ă y ď 2x, et de
considérer le système déterministe où ξ “ x, σ “ y presque sûrement et S “ 2. Alors,
la solution minimale est le plus petit couple ordonné v tel que :

v “
´

pvp1q ` y ´ xq
`
, pvp2q ´ xq

`
¯

,

qui est clairement donné par :

v “ p0, y ´ xq .

4.3.3. Comparaison de systèmes

Comme en section 4.1.2, la ă-monotonie de la SRS des profils nous permet de
comparer les états d’équilibre des systèmes en fonction de l’ordre stochastique des
variables aléatoires qui le dirigent.

THÉORÈME 4.22.– Soit deux systèmes à S files portés respectivement par les variables
aléatoires pσ, ξq et pσ̄, ξ̄q, éventuellement définies sur deux quaduplets différents. Si
l’on a :

`

σ̄, ´ξ̄
˘

ďst pσ, ´ξq , (4.49)

alors les solutions respectives W et W̄ de l’équation (4.37) pour pσ, ξq et pσ̄, ξ̄q
vérifient :

W̄ ďst W. (4.50)
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Démonstration. On applique le théorème 2.15 à ᾱ “ pσ̄, ξ̄q, α “ pσ, ξq et :

f :

#

RS ˆR2 Ñ RS

`

x, pyp1q, yp2q
˘

ÞÑ

”

x` yp1q.e1 ` yp2q.1
ı`

.

On déduit facilement de (4.39) que f est ă -croissante en ses deux arguments.

REMARQUE.– Comme précédemment, si l’on suppose que pσ ˝ θn, n P Nq (res-
pectivement

`

σ̄ ˝ θ̄, n P N
˘

) est indépendante de pξ ˝ θn, n P Nq (respectivement
`

ξ̄ ˝ θ̄n, n P N
˘

), il est facile de voir que le théorème précédent s’applique sous l’une
des deux conditions suivantes :

ξ
L
“ ξ̄ et σ̄ ďst σ,

σ
L
“ σ̄ et ξ ďst ξ̄.

4.3.4. L’allocation optimale

Nous montrons ici en quel sens l’allocation d’un client entrant au serveur de plus
petite charge de travail est optimale. Considérons un système où, partant d’un profil de
service arbitraire U à l’arrivée de C0, on affecte tout client entrant à la Ie file (où I est
un entier fixé dans rr1, Sss), dans l’ordre des charges de travail croissantes, plutôt qu’à
la première. Pour ce modèle, la suite

´

Ṽ Un , n P N
¯

des profils de service satisfait la
relation de récurrence :

Ṽ Un`1 “

”

Ṽ Un ` σ ˝ θn.eI ´ ξ ˝ θn.1
ı`

, presque sûrement. (4.51)

Notons comme précédemment,
`

V Un , n P N
˘

la SRS des profils de service ordonnés
issue de U si l’on applique toujours l’allocation au serveur de plus petite charge, définie
sur le même espace canonique que

´

Ṽ Un , n P N
¯

. Dans le théorème suivant, « ă˚ »

désigne l’ordre partiel sur pR`qS introduit dans la définition A.21.

THÉORÈME 4.23.– Pour toute variable aléatoire U à valeurs dans pR`qS , pour tout
n P N, presque sûrement :

V Un ă˚ Ṽ
U
n ; (4.52)

@ ` ě I, V Un p`q ď Ṽ Un p`q. (4.53)

Démonstration. Nous raisonnons par récurrence. Les relations (4.52) et (4.53) sont
clairement vérifiées pour n “ 0, supposons qu’elles le sont au rang n. En posant encore
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upS ` 1q “ 8 pour tout u P pR`qS , on a alors presque sûrement pour tout ` ě I :

V Un`1p`q “
“

V Un p`q _
``

V Un p1q ` σ ˝ θ
n
˘

^ V Un p`` 1q
˘

´ ξ ˝ θn
‰`

ď

”

Ṽ Un p`q _
´´

Ṽ Un pIq ` σ ˝ θ
n
¯

^ Ṽ Un p`` 1q
¯

´ ξ ˝ θn
ı`

“ Ṽ Un`1p`q

et (4.53) est vérifiée au rang n` 1. En particulier, ceci implique que :

S
ÿ

i“k

V Un`1piq ď
n
ÿ

i“k

Ṽ Un`1piq pour tout k ě I

et par conséquent il suffit de montrer que :

S
ÿ

i“k

V Un`1piq ď
n
ÿ

i“k

Ṽ Un`1piq pour tout k ď I ´ 1 (4.54)

pour vérifier (4.52) au rang n` 1. Fixons donc k ď I ´ 1 et formons les sommes :

S
ÿ

i“k

V Un`1piq “
S
ÿ

i“k`1

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`

`
“`

V Un p1q ` σ ˝ θ
n
˘

_ V Un pkq ´ ξ ˝ θ
n
‰`

; (4.55)

S
ÿ

i“k

Ṽ Un`1piq “
S
ÿ

i“k;k‰I

”

Ṽ Un piq ´ ξ ˝ θ
n
ı`

`

”

Ṽ Un pIq ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

ı`

. (4.56)

Si V Un pkq ě V Un p1q ` σ ˝ θ
n, alors (4.55) vaut :

S
ÿ

i“k

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`
ď

S
ÿ

i“k

”

Ṽ Un piq ´ ξ ˝ θ
n
ı`

ď

S
ÿ

i“k

Ṽ Un`1piq presque sûrement,

où l’on a utilisé le (i) du lemme A.15 dans la première inégalité. Il ne reste donc qu’à
traiter le cas où V Un pkq ď V Un p1q ` σ ˝ θ

n. Alors, (4.55) égale :

“

V Un p1q ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

‰`
`

S
ÿ

i“k`1

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`
. (4.57)

Le vecteur
`

V Un p1q, V
U
n pk ` 1q, ¨ ¨ ¨ , V Un pSq

˘

est ordonné et presque sûrement :

pξ ´ σ, ξ, ¨ ¨ ¨ , ξq ˝ θn “

¨

˝ξ, ¨ ¨ ¨ , ξ
loomoon

I´1

, ξ ´ σ
loomoon

I

, ξ
loomoon

I`1

, ¨ ¨ ¨ , ξ

˛

‚˝ θn.
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Donc, d’après (A.8) et (A.6) :

`

V Un p1q, V
U
n pk ` 1q, ¨ ¨ ¨ , V Un pSq

˘

´ pξ ´ σ, ξ, ¨ ¨ ¨ , ξq ˝ θn

ăc

`

V Un p1q, V
U
n pk ` 1q, ¨ ¨ ¨ , V Un pSq

˘

´

¨

˝ξ, ¨ ¨ ¨ , ξ
loomoon

I´1

, ξ ´ σ
loomoon

I

, ξ
loomoon

I`1

, ¨ ¨ ¨ , ξ

˛

‚˝ θn,

où ăc désigne l’ordre Schur-convexe. Comme, pour tout p, la fonction uÑ
řp
i“1 u

`

est symétrique et convexe de pR`qp dans R, d’après (A.7) la somme (4.57) vérifie
presque sûrement :

“

V Un p1q ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

‰`
`

S
ÿ

i“k`1

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`

ď
“

V Un p1q ´ ξ ˝ θ
n
‰`
`

S
ÿ

i“k`1;i‰I

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`

`
“

V Un pIq ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

‰`

ď

S
ÿ

i“k;i‰I

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`
`
“

V Un pIq ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

‰`
. (4.58)

Par ailleurs, comme V Un pIq ď Ṽ Un pIq en vertu de (4.52), les assertions (ii) puis (i) du
lemme A.15 montrent que (4.52) implique que presque sûrement :

”

V Un ` σ ˝ θn.eI ´ ξ ˝ θ
n.1

ı`

ă˚

”

Ṽ Un ` σ ˝ θn.eI ´ ξ ˝ θ
n.1

ı`

.

En particulier :

S
ÿ

i“k;i‰I

“

V Un piq ´ ξ ˝ θ
n
‰`
`
“

V Un pIq ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

‰`

ď

S
ÿ

i“k;i‰I

”

Ṽ Un piq ´ ξ ˝ θ
n
ı`

`

”

Ṽ Un pIq ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

ı`

(4.59)

et l’on déduit (4.54) de (4.55), (4.57), (4.58) et (4.59). La relation (4.52) est donc bien
vérifiée au rang n` 1.

Le résultat précédent montre en particuliar que, partant d’un même profil initial
de service et soumettant le système au même trafic, l’allocation au serveur de plus
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petite charge optimise la charge de travail totale par rapport à n’importe quelle autre
allocation figée à un autre serveur, puisque pour tout I P rr1, Sss, presque sûrement :

S
ÿ

i“1

V Un piq ď
S
ÿ

i“1

Ṽ Un piq.

D’autre part, comme Ṽ Un est ordonné, (4.53) implique que V Un p1q ď Ṽ Un pIq presque
sûrement, autrement dit le temps d’attente proposé au ne client est également minimisé.

Nous pouvons étendre ces résultats à l’état d’équilibre. D’après (4.51), un profil
de service stationnaire pour l’allocation au Ie serveur est une solution à valeurs dans
pR`q

S de l’équation :

Ṽ ˝ θ “
”

Ṽ ` σ.eI ´ ξ.1
ı`

“ G̃pṼ q presque sûrement. (4.60)

Pour tous u et v tels que u ă v, pour tout i ě I , presque sûrement :

G̃puqpiq “ rupiq _ ppupIq ` σq ^ upi` 1qq ´ ξs
`

ď rvpiq _ ppvpIq ` σq ^ vpi` 1qq ´ ξs
`

“ G̃pvqpiq,

alors que pour tout pour tout i ă I , presque sûrement :

G̃puqpiq “ rupiq ´ ξs
`
ď rvpiq ´ ξs

`
“ G̃pvqpiq.

L’application G̃ est donc presque sûrement ă ´ croissante et clairement continue. En
appliquant le théorème de Loynes, on obtient la solution minimale de (4.60), donnée
par Ỹ8, la limite presque sûre, coordonnée par coordonnée, de la suite de Loynes
correspondante

´

Ỹn, n P N
¯

“

´

Ṽ 0
n ˝ θ

´n, n P N
¯

. D’après le théorème 4.23, en
passant à la limite les solutions minimales vérifient presque sûrement :

Y8 ă˚ Ỹ8 et Y8p1q ď Ỹ8pIq.

L’allocation au serveur de plus petite charge minimise donc à l’équilibre la charge de
travail totale et le temps d’attente proposé.

Il est par ailleurs immédiat de remarquer que pour tout n P N, presque sûrement
V 0
n p`q “ 0 pour tout ` ă I , puisqu’au aucun service n’est jamais attribué aux I ´ 1

premières files, toujours inactives. Par conséquent, la restriction de V8 à ses S´pI´1q
dernières coordonnées s’écrit clairement comme la solution minimale de (4.38), c’est-
à-dire le profil stationnaire minimal pour l’allocation à la plus petite file parmi S ”
S ´ pI ´ 1q files. Nous avons donc montré les deux corollaires suivants.
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COROLLAIRE 4.24.– Pour tout I P rr1, Sss, la solution ă -minimale Ỹ8 de (4.60)
satisfait Ỹ8pSq ă 8 presque sûrement à la condition :

E rσs ă pS ´ I ` 1qE rξs .

De plus, si Y8 désigne la solution minimale de (4.38) on a :

Y8 ă˚ Ỹ8;

@ ` ě I, Y8p`q ď Ỹ8p`q,

et en particulier Y8p1q ď Ỹ8pIq.

COROLLAIRE 4.25.– Notons Y S8 et Y S
1

8 les solutions minimales de l’équation (4.38)
respectivement pour S et S1 serveurs, où 1 ď S1 ď S. A la condition E rσs ă S1E rξs
où elles sont toutes deux presque sûrement finies, elles vérifient :

Y S8pS ´ iq ď Y S
1

8 pS
1 ´ iq presque sûrement pour tout i P rr0, S1 ´ 1ss.

En particulier, Y S8p1q ď Y S
1

8 p1q.

- Le dernier résultat précise la propriété qu’une augmentation du nombre de files
réduit la charge de travail à l’équilibre : si les deux systèmes sont stables, la charge
de travail de chaque file du système le plus petit est plus grande que celle de la file
correspondante (en partant de la file la plus chargée) dans le système le plus grand. La
dernière inégalité signifie que le temps d’attente proposé au client entrant est minimisé
par le plus grand système.

4.4. La file à S serveurs

Nous considérons maintenant un système voisin du précédent. Il y a S serveurs
qui traitent les requêtes de manière conservative et sans vacation, mais l’architecture
du système d’attente est différente : si tous les S serveurs sont occupés, les clients
sont mis en attente dans une file unique et de taille infinie, et sont affectés au premier
serveur qui se libère dans l’ordre premier entré, premier servi. Les notations et les
hypothèses probabilistes sont les mêmes que précédemment – on considère donc une
file stationnaire G/G/S/8/FIFO. Nous montrons ici que ce système équivaut en fait au
précédent. En particulier la condition de stabilité est la même, donnée par (4.40).

Nous représentons à nouveau la file d’attente par la suite de ses profils de service,
en gardant la trace des temps de service de tous les clients présents dans le système
à l’instant courant. Plus précisément, on fixe V̂0 P S et on note pour tout n P N, V̂n
l’élément de S qui représente le temps de service résiduel de tous les clients dans le
système à l’arrivée du ne :
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– si les S serveurs sont occupés :
- les S premières coordonnées de V̂n sont les temps de service résiduels des S

clients en service, rangés par ordre décroissant,
- les coordonnées suivantes représentent les temps de service demandés par les

clients en attente, rangés dans l’ordre des priorités. Autrement dit, pour tout indice
i P rrS ` 1, NpV̂nqss, V̂npiq représente le temps de service du ie client en attente dans
l’ordre des arrivées. En particulier, le client de temps de service V̂n pNpS ` 1qq sera le
prochain à entrer en service, etc. ;

– si j ď S serveurs sont occupés, NpV̂nq “ j et les V̂npiq, i P rr1, jss représentent
les temps de service résiduels des clients en service, rangés dans l’ordre décroissant.

V̂ p1q V̂ p2q V̂ pSq

Clients en service

V̂ pS ` 1q V̂ pNpV̂ qq

Temps de service du client prioritaire

Temps de service du dernier client entré

Figure 4.2 – Le profil de services de la file G/G/S

Il est facile de voir que la suite
´

V̂n, n P N
¯

ainsi définie est récurrente sur
l’espace canonique des arrivées et des services et d’expliciter la fonction de récur-
rence. Pour cela, nous construisons pour tout u P S, la famille d’ensembles d’indices
A1puq, A2puq, ¨ ¨ ¨ , ASpuq, par récurrence de la façon suivante :

– on fixe au départ A0
1puq “ A0

2puq “ . . . “ A0
Spuq “ H ;

– ensuite, pour tout j P rr1, Npuq ´ Sss, on note :

ϕupjq “ Argmin
i“1, ¨¨¨ , S

$

&

%

upiq `
ÿ

kPAj´1
i puq

u pS ` kq

,

.

-

(4.61)
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et on pose :
$

&

%

Ajϕupjqpuq “ Aj´1
ϕupjq

puq Y tju ;

Aji puq “ Aj´1
i puq, pour tout i ‰ ϕupjq.

– on pose finalement :

Aipuq “ A
Npuq´S
i puq pour tout i P rr1; Sss.

Bien sûr, on comprendra que
ř

kPH ... “ 0, et on fixera Aipuq “ H si Npuq ď S.

THÉORÈME 4.26.– Partant de V̂0 P S, on a pour tout n P N :

V̂n`1 “ Ĝ3 ˝ Ĝ2 p., ξ ˝ θnq ˝ Ĝ1 p., σ ˝ θnq
´

V̂n

¯

,

où Ĝ1, Ĝ2 et Ĝ3 sont respectivement définies par (4.62), (4.65) et (4.66).

Démonstration. On suppose que Cn trouve un profil de service V̂n à son arrivée. Tout
d’abord, le temps de service σ ˝ θn apporté par Cn est placé à son arrivée à la place la
moins prioritaire, autrement dit le profil de service devient tout d’abord :

V̂n` “ V̂n ` pσ ˝ θ
nq .eNpV̂nq`1 “ Ĝ1

´

V̂n, σ ˝ θ
n
¯

. (4.62)

Il convient ensuite d’affecter les clients éventuellement en attente aux différents
serveurs :

(i) si NpV̂nq ă S, il y a des serveurs libres à l’arrivée de Cn et donc le temps de
service σ ˝ θn est affecté au premier serveur libre. V̂n` reste inchangé car le temps de
service du client entrant est par construction donné par V̂n`pNpV̂n`q ` 1q ;

(ii) si NpV̂n`q ě S, il n’y a pas de serveur libre à l’arrivée de Cn. Il suffit alors
de bien comprendre la construction des ensembles AipV̂nq précédents pour écrire
simplement la fonction de récurrence. Appelons « serveur i », i “ 1, ¨ ¨ ¨ , S, le serveur
dont le client en service a un service résiduel égal à V̂npiq à l’arrivée de Cn (en
particulier, le serveur 1 a la plus grande charge de travail résiduelle et le serveur s a
la plus petite à cet instant). Notons également C̃j , j “ 1, ¨ ¨ ¨ , NpV̂n`q ´ S, le client
(s’il existe) en attente à l’arrivée de Cn, dont le temps de service est donné par V̂n`piq
(en particulier, C̃1 est le client prioritaire à cet instant et C̃NpV̂n`q´S “ C̃NpV̂nq`1´S

est le client Cn à peine arrivé). Notons bien que ces deux indexations sont relatives à la
situation à l’instant d’entrée de Cn, autrement dit elles dépendent de n.

Remarquons d’abord que 1 P ASpV̂n`q par définition. Or, le premier client à
éventuellement entrer en service après l’arrivée de Cn est C̃1. Celui-ci rejoindra le
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premier serveur qui se libèrera, c’est-à-dire le serveur S. Le deuxième client à entrer
en service C̃2 rejoindra alors le serveur S si :

V̂n`pSq ` V̂n`pS ` 1q ď V̂n`pS ´ 1q,

ou le serveur S ´ 1 si :

V̂n`pSq ` V̂n`pS ` 1q ą V̂n`pS ´ 1q.

Notons alors que dans le premier cas, 2 P ASpV̂n`q et dans le deuxième,
2 P AS´1pV̂n`q, par définition. Ainsi de suite, on remarque que pour tout j P
rr1, ¨ ¨ ¨ , NpV̂n`q ´ Sss, ϕV̂n`pjq défini par (4.61) représente l’indice (à l’instant d’en-

trée de Cn) du serveur qui servira effectivement le client C̃j , puisque c’est le premier
dont la charge de travail résiduelle s’annulera après l’entrée en service du client C̃j´1

(ou après l’arrivée de Cn si j “ 1). En d’autres termes, pour tout i P rr1, Sss, pour
tout j “ 1, ¨ ¨ ¨ , NpV̂n`q ´ S, Aji pV̂n`q représente l’ensemble des indices (dans la
numérotation des C̃j) des clients présents dans le système après l’entrée de Cn et entrés
strictement avant C̃j`1, et qui entreront en service avec le serveur i. Par conséquent,
AipV̂n`q désigne alors l’ensemble des indices de tous les clients présents juste après
l’arrivée de Cn et qui seront affectés au serveur i.

Il est facile de voir, puisque la discipline est FCFS, que les ensembles Aji pV̂n`q ne
diffèrent des Aji pV̂nq que pour l’indice du client à peine entré j “ NpV̂n`q ´ S, qui

est ajouté à l’ensemble ANpV̂nq´S
ϕV̂n`

pNpV̂n`q´Sq
.

Ainsi, entre l’entrée de Cn et celle de Cn`1, le serveur d’indice i à l’entrée de Cn
sert une quantité de service égale à :

ξ ˝ θn ^

¨

˝V̂n`piq `
ÿ

kPAipV̂n`q

V̂n`pS ` kq

˛

‚.

Si ξ ˝ θn est inférieur à la somme précédente, le serveur i a encore du travail à l’arrivée
de Cn`1. Le dernier client à être entré en service au serveur i avant l’arrivée de Cn`1

est alors :
- le client qui était déjà en service à l’arrivée de Cn si V̂n`piq ą ξ ˝ θn ;
- sinon, c’est le client C̃ψpiq, où :

ψpiq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

min

#

j P AipV̂n`q | V̂n`piq `
ÿ

kPAji pV̂n`q

V̂n`pS ` kq ą ξ ˝ θn

+

,

ou
maxAipV̂n`q si l’ensemble précédent est vide,

puisque l’on comprend bien que ψpiq désigne l’indice du dernier client qui a eu le
temps de rentrer en service avec le serveur d’indice i à l’entrée de Cn, entre l’instant
d’arrivée de Cn et celui de Cn`1.
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Autrement dit, pour tout j P rr1, NpV̂n`q ´ Sss, le client C̃j entre en service (avec
le serveur ϕV̂n`pjq) avant l’arrivée de Cn`1 si et seulement si j ď ψpϕV̂n`pjqq.

Dans les deux cas (i) et (ii), on peut donc écrire la suite V̂n`` qui représente le
profil de service juste avant l’arrivée de Cn`1 et avant réordonnancement de la manière
suivante, en comprenant éventuellement que

ř

kPH “ 0 :

V̂n``piq “

»

–V̂n`piq `
ÿ

kPA
ψpiq
i pV̂n`q

V̂n`pkq ´ ξ ˝ θ
n

fi

fl

`

; i P rr1, Sss, (4.63)

et pour tout j P rr1, NpV̂n`q ´ Sss :

V̂n``pS ` jq “

$

&

%

0 si j ď ψpϕV̂n`pjqq;

V̂n`pS ` jq sinon.
(4.64)

Comme précédemment, on note G̃2p., ξ˝θnq l’application : pR`qNˆRÑ pR`qN

définie par (4.63) et (4.64) et telle que :

V̂n`` “ Ĝ2pV̂n`, ξ ˝ θ
nq. (4.65)

Finalement, on réordonne par ordre décroissant les temps de service résiduels
des clients en service (qui sont les S premières coordonnées de V̂n``). Quand aux
éventuelles coordonnées non nulles suivantes, elles représentent les clients en attente
dans l’ordre des priorités, juqu’à l’indice NpV̂n``q. En notant Ĝ3, l’application :
pR`qN Ñ S qui ordonne les S premières composantes d’une suite dans l’ordre
décroissant, et qui supprime les 0 des composantes suivantes en conservant leur ordre
(pour ne garder que les services résiduels des clients encore en attente à l’arrivée de
Cn`1), on a donc :

V̂n`1 “ Ĝ3pV̂n``q. (4.66)

D’où le résultat.

Définissons l’application Ψ suivante :

Ψ :

$

&

%

S Ñ pR`qS ,

u ÞÑ Ψpuq tel que Ψpuqpiq “ upiq `
ÿ

jPAipuq

upS ` jq pour tout i P rr1, Sss.

En l’espèce, pour tout n P N et tout i P rr1, Sss, la quantité ΨpV̂nqpiq représente
donc la charge de travail « virtuelle » du serveur d’indice i juste avant l’entrée de Cn,
composée des temps de service de tous les clients destinés à être servis par ce serveur.
On a le résultat suivant.
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LEMME 4.27.– Pour tout n P N :

ΨpV̂n`1q “

„

ΨpV̂nq ` σ ˝ θn.e1 ´ ξ ˝ θn.1

`

. (4.67)

Démonstration. A l’arrivée de Cn :

(i) si certains serveurs sont libres (c’est-à-dire NpV̂nq ă S), ΨpV̂nq n’est autre
que la version ordonnée par ordre croissant de la restriction de V̂n à ses S premières
composantes. Ensuite :

V̂n` “ V̂n ` σ ˝ θ
n.eNpV̂nq`1,

AipV̂n`1q “ H, i P rr1, Sss,

ce qui implique que :

V̂n`1 “

”

V̂n ` σ ˝ θ
n.eNpV̂nq`1 ´ ξ ˝ θ

n.1
ı`

et donc (4.67) est vérifiée dans ce cas ;
(ii) si tous les serveurs sont occupés, Cn sera affecté au serveur d’indice

ϕV̂n`pNpV̂n`q ´ Sq. En FCFS, les affectations des clients aux différents serveurs
ne dépendent pas des arrivées ultérieures, et donc tout client en attente à l’arrivée de
Cn reste destiné au même serveur après l’arrivée de Cn, après les arrivées suivantes et
ainsi de suite jusqu’à son service (même si l’indice du serveur changera éventuellement
lors des arrivées successives). Donc, pour tout serveur i auquel Cn ne sera pas affecté,
l’ensemble des indices des clients destinés à être servis par i juste avant l’arrivée de
Cn est le même que celui juste après l’arrivée de Cn. Autrement dit :

ΨpV̂n`qpiq “ ΨpV̂nqpiq; i ‰ ϕV̂n`

´

NpV̂n`q ´ S
¯

.

Ensuite, pour tout i l’ensemble des indices des clients destinés à un serveur donné juste
avant l’entrée de Cn`1 est égal à celui juste après l’arrivée de Cn, auquel on enlève les
indices des clients entrés en service entre les deux arrivées, pendant un intervalle de
temps ξ ˝ θn. D’autre part, l’indice du serveur varie éventuellement de i à ` suivant
l’ordre des temps de service résiduels des clients en service à l’arrivée de Cn`1. Par
conséquent, on a :

@i ‰ ϕV̂n`pNpV̂n`q ´ Sq, D` P rr1, Sss;

ΨpV̂n`1qp`q “
”

ΨpV̂nqpiq ´ ξ ˝ θ
n
ı`

. (4.68)

D’autre part, Cn est effectivement affecté au serveur qui a, à son arrivée, la charge de
travail virtuelle (constituée par les clients en attente à l’arrivée de Cn) la plus faible,
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c’est-à-dire :

ΨpV̂n`q
´

ϕV̂n`pNpV̂n`q ´ sq
¯

“ ΨpV̂nqp1q ` σ ˝ θ
n

et donc :

Dk P rr1, Sss tel que ΨpV̂n`1qpkq “
”

ΨpV̂nqp1q ` σ ˝ θ
n ´ ξ ˝ θn

ı`

. (4.69)

Clairement, (4.68) et (4.69) impliquent également (4.67) dans ce cas.

- La SRS des vecteurs des charges virtuelles des serveurs suit donc l’équation de
Kiefer et Wolfowitz. Ceci montre bien que le système équivaut à celui à S files en
parallèle où les clients rejoignent la queue la moins chargée : chaque file correspond à
un instant donné à un serveur et aux clients qu’il est destiné à servir.

Nous pouvons maintenant étudier la stabilité du système. Notons Ĝ, l’application
aléatoire : S Ñ S définie pour tout u P S par :

Ĝpuq “ Ĝ3 ˝ Ĝ2p., ξq ˝ Ĝ1p., σqpuq presque sûrement. (4.70)

Un profil de service stationnaire correspond comme d’habitude à une solution V̂ à
l’équation :

V̂ ˝ θ “ ĜpV̂ q presque sûrement. (4.71)

THÉORÈME 4.28.– L’équation (4.71) admet une solution à valeurs dans S à la condi-
tion (4.40). Sinon, elle n’admet aucune solution à valeurs dans S.

Démonstration. Soit pVn, n P Nq, la suite des profils de service du système à S files
en parallèle et Y8, la solution minimale de (4.38). Soit U P S tel que :

ΨpUq “ Y8 presque sûrement. (4.72)

On déduit alors de (4.37) et (4.67) que les SRS :
´

ΨpV̂ Un q, n P N
¯

et
`

V Y8n , n P N
˘

“ pY8 ˝ θ
n, n P Nq

sont presque sûrement confondues.

Soit l’événement :
E “ tY8p1q “ 0u.
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D’après la remarque précédente, pour tout n P N, sur θ´nE on a :

ΨpV̂ Un qp1q “ 0

et donc AspV̂ Un q “ H, ce qui implique que V̂ Un pS ` 1q “ V̂ Un pS ` 2q “ ... “ 0
puisque pour tout u P S, S P ASpuq dès que upS ` 1q ą 0. Donc, sur l’événement
θ´nE :

V̂ Un`1 “

”

V̂ Un ` σ ˝ θn.eNpV̂ Un q`1 ´ ξ ˝ θ
n
ı`

“

ˆ

”

ΨpV̂ Un q ` σ ˝ θ
n.eS ´ ξ ˝ θ

n
ı`

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

S premières composantes

, 0, 0, ¨ ¨ ¨

˙

“

ˆ

”

Y8 ˝ θ
n ` σ ˝ θn.e1 ´ ξ ˝ θ

n
ı`

, 0, 0, ¨ ¨ ¨

˙

.

La suite pθ´nE , n P Nq est donc une suite d’événements de renouvellement de lon-
gueur 1 pour

`

SUn , n P N
˘

, pour toute condition initiale U satisfaisant (4.72). En
conclusion :

– si (4.40) est vérifiée, en vertu du fait que E est non négligeable d’après le théo-
rème 4.21, le corollaire 2.12 implique l’existence d’une solution V̂ à valeurs dans S à
l’équation (4.71). De plus, il est facile de montrer que ΨpV̂ q “ Y8 presque sûrement ;

– si (4.40) n’est pas vérifiée, si (4.71) admettait une solution V̂ à valeurs dans S,
une solution V à valeurs dans pR`qS à l’équation (4.38) serait clairement donnée par
V “ ΨpV̂ q, une absurdité d’après le théorème 4.20.

Le résultat est démontré.

4.5. Le système à une infinité de serveurs

On considère maintenant un système idéal où tous les clients sont servis en même
temps, à pleine vitesse. En d’autres termes, il y a un nombre infini de serveurs, de sorte
que tout client soit servi dès son arrivée. Nous supposons là encore que le flux d’arrivée
dans le système est de type G/G, et conservons les mêmes notations que précédemment.
On notera donc G/G/8 un tel système sans attente. Il est facile de voir que dans ce cas,
la suite des charges de travail n’est pas récurrente, puisque la quantité de travail traitée
par le serveur entre deux arrivées successives dépend du nombre de clients dans le
systèmes à chaque instant entre ces deux dates. Nous présentons ci-après une condition
de stabilité pour ce système, et une représentation exhaustive à l’équilibre par le profil
de service.
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4.5.1. Le profil de services

Comme précédemment, nous nous plaçons sur l’espace S (voir A.3). Nous notons
S8n , le profil des services à T´n , en partant d’un profil S80 à l’origine. On ordonne
arbitrairement les profils S8n , n P N par ordre décroissant. Il est immédiat de remarquer
que la suite des profils est récurrente sur S : pour tout n P N :

S8n`1 “

”

F 1 pS8n , σ ˝ θ
nq ´ ξ ˝ θn.1

ı`

,

où F 1p. , σ ˝ θnq est définie par (4.12).

En se plaçant sur Ω l’espace canonique des arrivées et des services, l’existence d’un
profil de services stationnaire revient donc à celle d’une solution S8 à valeurs dans S
à l’équation :

S8 ˝ θ “ G8 pS8q , P´ presque sûrement, (4.73)

où G8p.q “
”

F 1 p., σq ´ ξ.1
ı`

, P-presque sûrement.

La condition de stabilité du système est donnée dans la proposition suivante.

THÉORÈME 4.29.– On suppose que σ et ξ sont intégrables et que P pξ ą 0q ą 0. A la
condition :

P

˜

sup
jPN˚

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď 0

¸

ą 0, (4.74)

l’équation (4.73) admet une unique solution S8 à valeurs dans S. De plus, en notant
Z, l’unique solution de l’équation :

Z ˝ θ “ rZ _ σ ´ ξs
`
, (4.75)

alors pour toute µ P S telle que :

µp1q ď Z, (4.76)

il y a couplage arrière fort entre les suites pS8, µn , n P Nq et pS8 ˝ θn, n P Nq.

Démonstration. Partant d’un profil quelconque à l’origine, pour tout n P N le plus
grand temps de service résiduel à T´n`1 est le maximum entre le plus grand terme à T´n
et le temps de service initial de Cn, moins la quantité de service reçue pour tous les
clients entre Tn et Tn`1. Autrement dit :

S8n`1p1q “ rS
8
n p1q _ σ ˝ θ

n ´ ξ ˝ θns
`
.
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L’existence d’un plus grand temps de service résiduel revient donc à celle d’une solution
proprement définie à l’équation (4.75). D’après le théorème 4.19, cette équation admet
une unique solution presque sûrement finie, donnée par :

Z “

«

sup
jPN`

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸ff`

. (4.77)

On applique alors la même méthode que dans la preuve du théorème 4.7. Comme
up1q “ 0 implique u “ 0 pour toute u P S , en notant pour tout n, Bn “ tZ ˝ θ

n “ 0u ,
pBn, n P Nq est une suite stationnaire d’événements de renouvellement de longueur 1
pour toute suite pS8,µn , n P Nq issue de µ, une variable aléatoire à valeurs dans S telle
que :

µp1q ď Z, presque sûrement.

Comme (4.74) revient à P pB0q ą 0, le théorème 2.11 implique à nouveau l’existence
d’une solution à (4.73). L’unicité de la solution à valeurs dans S provient du fait que
Sp1q “ Z pour toute solution S, et donc que deux solutions coïncident et sont à valeurs
dans S sur l’événement non négligeable tZ “ 0u. Finalement, la propriété de couplage
arrière fort découle du théorème de Borovkov, comme dans le théorème 4.7.

Comme précédemment, on en déduit naturellement les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4.30.– A la condition (4.74), il existe une unique congestion stationnaire
X8 et il y a convergence avec couplage arrière fort de la suite des congestions issue de
toute µ vérifiant (4.76) vers X8.

COROLLAIRE 4.31.– A la condition (4.74), la file G/G/8 issue de tout profil fini se
vide presque sûrement une infinité de fois.

Démonstration. Comme la plus grande composante S8p1q du profil stationnaire satis-
fait (4.75), elle est donnée explicitement par (4.77) et l’hypothèse (4.74) implique :

P pS8 “ 0q “ P pS8p1q “ 0q ą 0.

On conclut alors par un raisonnement analogue à celui du corollaire 4.4.

4.5.2. File GI/GI/8

Supposons que les temps de services et les interarrivées forment deux suites in-
dépendantes, identiquement distribuées et indépendantes l’une de l’autre (système
GI/GI/8). Dans ce cas particulier, la condition de stabilité du système peut être réécrite
plus explicitement.
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COROLLAIRE 4.32.– Dans le cas GI/GI/8, les conclusions du théorème 4.29, des
corollaires 4.30 et 4.31 sont valables, à la condition de stabilité :

P pσ ď ξq ą 0. (4.78)

Démonstration. Il suffit de vérifier que (4.74) équivaut à (4.78) dans ce cas. Bien sûr,
(4.74) implique toujours (4.78) puisque :

P pσ ď ξq “ P
`

σ ˝ θ´1 ´ ξ ˝ θ´1 ď 0
˘

et presque sûrement :

sup
jPN˚

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ě σ ˝ θ´1 ´ ξ ˝ θ´1.

Pour la réciproque, on a presque sûrement pour tout j P N˚ :

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

“ σ ˝ θ´1 ´ ξ ˝ θ´1 `

j´1
ÿ

i“1

``

σ ˝ θ´1 ´ σ
˘

˝ θ´i ´
`

ξ ˝ θ´1
˘

˝ θ´i
˘

,

et donc en vertu de l’hypothèse d’indépendance :

P

˜

sup
jPN˚

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď 0

¸

ď P

«

tσ ˝ θ´1 ´ ξ ˝ θ´1 ď 0u

X

#

sup
jPN˚

j´1
ÿ

i“1

p
`

σ ˝ θ´1 ´ σ
˘

˝ θ´i ´
`

ξ ˝ θ´1
˘

˝ θ´iq ď 0

+ff

“ P pσ ´ ξ ď 0qP

˜

sup
jPN˚

j
ÿ

i“1

p
`

σ ˝ θ´1 ´ σ
˘

˝ θ´i ´
`

ξ ˝ θ´1
˘

˝ θ´iq ď 0

¸

.

La dernière probabilité du membre de droite est strictement positive en appliquant (4.6)
aux variables aléatoires σ ˝ θ´1 ´ σ et ξ et en remarquant que :

E
“

σ ˝ θ´1 ´ σ ´ ξ
‰

“ E r´ξs ă 0

d’après le lemme 2.2. Donc, (4.78) implique bien (4.74) dans ce cas.
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4.6. Les files d’attente avec clients impatients

Considérons un système à un serveur et de capacité infinie, dans lequel des clients
entrent suivant un flux G/G (on conservera les mêmes notations qu’en section 4.1). On
suppose de plus que ces clients sont impatients : le client Cn exige d’être servi avant un
certain délai Dn, où l’on supposera que la suite ppσn, ξn, Dnq; n P Zq est stationnaire.
Ce délai (ou patience) fixe donc une « date butoir » Tn `Dn, au-delà de laquelle le
client quitte le système, pour toujours, s’il n’a pas été satisfait. On notera un tel système
G{G{1{1`G´X , où le troisième G caractérise la suite des délais et où X désigne
la discipline de service.

Nous nous intéressons principalement à deux types de systèmes :
– le client Cn exige d’être entré en service avant Tn ` Dn. Si tel est le cas, on

considèrera que le client restera dans le système jusqu’à la fin de son service, même
si celle-ci intervient après Tn ` Dn. Sinon, le client quitte le système à Tn ` Dn,
pour toujours, sans avoir atteint le serveur. Le délai est alors dit jusqu’au début du
service. On dira alors que la file est de type pbq, comme beginning et on la notera
G{G{1{1`Gpbq ´X ;

– le client Cn exige d’avoir été totalement servi avant Tn `Dn. Sinon, le client
quitte le système pour toujours à Tn`Dn et ce même si son service a été entamé avant
cette date. On dit alors que le délai court jusqu’à la fin du service et que la file est de
type peq, comme end. On la notera G{G{1{1`Gpeq ´X .

Dans toute cette section, nous travaillons sur l’espace canonique pΩ,F ,P, θq de la
suite ppσn, ξn, Dnq; n P Zq ou autrement dit, sur l’espace de Palm des arrivées, des
services et des délais. Les variables aléatoires σ, ξ et D sont alors définies comme
dans les sections précédentes, nous supposons qu’elles sont toutes intégrables et que
P pξ ą 0q ą 0.

4.6.1. Le profil des services et des patiences

Nous donnons dans cette section une représentation exhaustive du système par une
SRS gardant la trace de tous les temps de service résiduels et toutes les patiences rési-
duelles des clients en service et en attente. Pour simplifier l’exposé, nous considérons
ici uniquement un système G/G/1/1+G(b) avec discipline de service non préemptive. Il
apparaîtra cependant, comme nous le remarquerons, que des descriptions semblables
pourront être proposées pour des files (e) et des files avec plusieurs serveurs.

Comme précédemment, on note Xn le nombre de clients dans le système juste
avant l’arrivée du client Cn (à Tn´) et pour tout i ă n tel que Ci est dans le système à
T´n , on note ϕnpiq P t1, ..., Xnu, la place de Ci dans la file d’attente dans l’ordre des
priorités, la première étant celle occupée par le client en service à T´n . Pour chaque tel
client Ci, on note :
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– Rnpϕnpiqq le temps de service résiduel de Ci à T´n (déjà défini en section 4.1.3) ;
– R̃npϕnpiqq le temps de patience résiduel deCi à T´n , c’est-à-dire le temps résiduel

à Tn avant la fin de la patience de Ci. Autrement dit :

R̃n pϕnpiqq “ Ti `Di ´ Tn. (4.79)

Pour tout n P N, on définit νn P S2 (voir la définition formelle de S2 et les
notations complémentaires en appendice A.3), la suite représentant les temps de service
résiduels et les patiences résiduelles des clients présents dans le système à cet instant,
rangés dans l’ordre inverse des priorités. Par convention, on fixe à 0 le temps de patience
résiduel du client en service (ce client ne sera de toute façon plus éliminé) et à p0, 0q
les autres composantes de νn. Autrement dit :

νnpiq “

$

’

’

&

’

’

%

´

Rn pXn ` 1´ iq , R̃n pXn ` 1´ iq
¯

, i ă Xn;
´

Rn pXn ` 1´ iq , 0
¯

, i “ Xn;

p0, 0q, i ą Xn.

On appelle νn, le profil des services et des patiences résiduels à T´n .

Nous détaillons la dynamique du processus des profils sur l’espace de Palm des
arrivées, des services et des patiences. On suppose que le client Cn trouve à son arrivée
un profil νn. Tout d’abord, le temps de service et la patience de Cn sont insérés dans le
profil arbitrairement à la première place, c’est-à-dire :

νn` “

"

pσ ˝ θn, D ˝ θnq, νnp1q, νnp2q, ...

*

“ H1 pνn, σ ˝ θ
nq . (4.80)

Ensuite, comme dans le cas des profils de service d’une file G/G/1, on applique
à Sn` la fonction HΦ : S2 Ñ S2, qui réordonne les composantes de νn` suivant
l’ordre des priorités pour la discipline Φ :

– si Φ ne dépend que des dates d’arrivée et de service des clients (c’est-à-dire
Φ “ FIFO, LIFO, SRPT, etc.), HΦ n’est autre que l’« extension » de l’application FΦ

définie en (4.13) à S2, dans le sens où pour tout u P S2 :

HΦpuqpiq “
´

Fφpu1qpiq, u2pjq
¯

, où j est tel que Fφpu1qpiq “ u1pjq,

la deuxième coordonnée « suit » donc la première, réarrangée suivant FΦ ;
– la discipline Φ peut aussi dépendre des patiences des clients :

- la discipline Earliest Deadline First (EDF) donne priorité non préemptive, à la
fin de chaque service, au client en attente dont la patience résiduelle est la plus courte.
Par conséquent :

HEDFpuq “

"

up2q, up3q, ..., upiq, up1q, upi` 1q, ...

*

si u2pi` 1q ď u2p1q ă u2piq,
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autrement dit la suite des deuxièmes coordonnées de HEDFpuq est ordonnée par ordre
décroissant,

- la discipline Latest Deadline First (EDF) donne priorité non préemptive, à la
fin de chaque service, au client en attente dont la patience résiduelle est la plus longue.
Ainsi :

HLDFpuq “

"

up2q, up3q, ..., upiq, up1q, upi` 1q, ...

*

si u2pi` 1q ě u2p1q ą u2piq,

les deuxièmes coordonnées de HLDFpuq sont donc ordonnées par ordre croissant.

On note alors comme précédemment, pour toute discipline Φ :

νn`` “ H2,Φ pνn`q . (4.81)

Ensuite, les clients sont servis successivement dans l’ordre des priorités pendant une
durée ξ ˝ θn.

Pour décrire cette opération, on définit pour tout x P R` et tout u P S2, les
ensembles d’indices Bjxpuq, j “ 1, ..., Npuq ´ 1 à la manière des ensembles Aji puq de
la section 4.4, de la façon suivante :

B0
xpuq “ t0u,

et pour tout j P N˚ :

Bjxpuq “

$

&

%

Bj´1
x puq Y tju si

ÿ

kPBj´1
x puq

u1 pNpuq ´ kq ă x^ u2 pNpuq ´ jq ;

Bj´1
x puq sinon .

Finalement, on note :

Bxpuq “ BNpuq´1
x puq et ψxpuq “ maxBxpuq.

Appelons C̃j , j “ 0, ..., N pνn``q´ 1, le client présent dans le système juste après
l’arrivée de Cn et dont le temps de service et la patience résiduels sont donnés par
νn``

´

N pνn``q ´ j
¯

, de telle sorte que C̃0 est le client en service, C̃1 le client qui le

suit dans l’ordre des priorités, etc. et C̃Npνn``q´1 est le client Cn à peine entré.

L’ensemble Bjξ˝θn pνn``q contient alors tous les indices (jusqu’à j inclus) des
clients qui ont le temps de rentrer en service avant l’arrivée de Cn`1. En effet, C̃j peut
entrer en service avant l’arrivée de Cn`1 si :
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– le temps nécessaire pour servir les clients qui lui sont prioritaires est inférieur à
ξ ˝ θn, c’est-à-dire :

ÿ

kPBj´1
ξ˝θn

pνn``q

ν1
n`` pN pνn``q ´ kq ď ξ ˝ θn;

– sa patience n’a pas été épuisée avant la fin des services des clients qui lui sont
prioritaires, c’est-à-dire :

ÿ

kPBj´1
ξ˝θn

pνn``q

ν1
n`` pN pνn``q ´ kq ď ν2

n`` pN pνn``q ´ jq .

L’entier ψξ˝θn pνn``q représente donc le plus grand indice d’un client entré en service
avant l’arrivée de Cn`1 (ou le client en service à l’arrivée de Cn si son service n’est
pas terminé à l’arrivée de Cn`1).

Juste avant l’arrivée de Cn`1, les composantes de νn`` deviennent donc :

νn```

´

N pνn``q ´ j
¯

“ p0, 0q, j P rr0, ψξ˝θn pνn``q ´ 1ss, (4.82)

puisque tous les clients d’indices correspondant ont soit fini leur service, soit épuisé
leur patience avant l’arrivée de Cn`1. Les composantes correspondant au client en
service à l’arrivée de Cn`1 sont données par :

ν1
n```

´

N pνn``q ´ ψξ˝θn pνn``q
¯

“

«

ψξ˝θn pνn``q
ÿ

k“0

ν1
n``

´

N pνn``q ´ k
¯

´ξ ˝ θn

ff`

; (4.83)

ν2
n```

´

N pνn``q ´ ψξ˝θn pνn``q
¯

“

„

ν2
n``

´

N pνn``q ´ ψξ˝θn pνn``q
¯

´ξ ˝ θn
`

, (4.84)

la dernière quantité étant nulle si la patience de ce client a expiré après le début de son
service. Enfin, pour tout j P rrψξ˝θn pνn``q , N ppνn``q ´ 1ss :

ν2
n```

´

N pνn``q ´ j
¯

“

”

ν2
n``

´

N pνn``q ´ j
¯

´ξ ˝ θn
ı`

, (4.85)

ν1
n```

´

N pνn`q ´ j
¯

“ ν1
n``

´

N pνn``q ´ j
¯

1#
ν2
n``

´

Npνn``q´j

¯

ą0

+,

(4.86)
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les éventuels clients moins prioritaires que le client actuellement en service voient
donc leur temps de service résiduel inchangé et leur patience résiduelle diminuer du
temps écoulé entre les deux arrivées. Ils sont éliminés (la coordonnée correspondante
est fixée à p0, 0q) si celle-ci est négative. Les équations (4.82) à (4.86) décrivent donc
une application H1 : S2 ˆR` Ñ S2 telle que :

νn``` “ H3 pνn``, ξ ˝ θ
nq . (4.87)

Finalement, νn`1 est obtenu en effaçant les composantes égales à p0, 0q intercalées
entre des composantes non nulles (qui correspondent à des clients éliminés ou servis
entre les arrivées de Cn et de Cn`1), en conservant l’ordre des composantes restantes.
On écrit alors :

νn`1 “ H4 pνn```q . (4.88)

On a donc démontré le résultat suivant.

THÉORÈME 4.33.– La suite pνn, n P Nq est récurrente pour toute discipline admis-
sible Φ : pour toute valeur initiale ν0 P S2, pour tout n P N :

νn`1 “ HΦ ˝ θn pνnq ,

où :
HΦ “ H4 ˝H3p. , ξq ˝H2,Φ ˝H1p. , σq,

définies par (4.80), (4.81), (4.87) et (4.88).

Comme d’habitude, pour une discipline de service admissible Φ donnée, un profil
stationnaire est une variable aléatoire νΦ à valeurs dans S2 satisfaisant l’équation :

νΦ ˝ θ “ HΦ
`

νΦ
˘

presque sûrement. (4.89)

On a le résultat suivant.

THÉORÈME 4.34.– Pour toute discipline admissible Φ, si :

P

˜

sup
jPN˚

˜

pσ `Dq ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď 0

¸

ą 0, (4.90)

la file G/G/1/1+G(b)-Φ admet un unique profil stationnaire νΦ.

Démonstration. Existence. D’après le théorème 4.19 appliqué à α ” σ `D et β ”
ξ, il existe à la condition (4.90) une unique variable aléatoire positive, solution de
l’équation :

Y ˝ θ “ rY _ pσ `Dq ´ ξs
`
,
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donnée par :

Y σ`D,ξ “

«

sup
jPN˚

˜

pσ `Dq ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸ff`

.

Définissons pour tout u P S2 :

Zpuq “ sup
iPN˚

`

u1piq ` u2piq
˘

(4.91)

la plus grande somme des deux coordonnées d’une composante de u et soit χ une
variable aléatoire à valeurs S2 telle que :

Zpχq P Z “
 

variables aléatoires positives Z t.q. Z ď Y σ`D,ξ presque sûrement
(

.
(4.92)

Soit pνχn , n P Nq la suite des profils issue de χ pour la discipline fixée Φ. Comme on
l’a vu dans le calcul de la fonctionelle de récurrence de pνχn , n P Nq, pour tout n P N
et pour tout i P N˚, il existe un j P N˚ tel que :

νχ,1n`1piq ` ν
χ,2
n`1piq ď

„

νχ,1n` pjq ` ν
χ,2
n` pjq ´ ξ ˝ θ

n

`

, (4.93)

puisqu’entre les arrivées de Cn et Cn`1, la patience résiduelle d’un client décroît de
ξ ˝ θn et le temps de service résiduel est au plus constant (l’indice du client dans la file
peut changer de i à j entre νn` et νn`1, en fonction des priorités). Or, d’après (4.80) :
"

νχ,1n` pjq ` ν
χ,2
n` pjq; j P N

˚

*

“

"

νχ,1n pjq ` νχ,2n pjq; j P N˚

*

Y

!

σ ˝ θn `D ˝ θn
)

,

ce qui donne avec (4.93) en passant au supremum :

Z
`

νχn`1

˘

ď

„

Z pνχ,n q _ pσ ˝ θ
n `D ˝ θnq ´ ξ ˝ θn

`

presque sûrement. (4.94)

Par conséquent, pour tout n P N tel que Z pνχn q ď Y σ`D,ξ ˝ θn, on obtient par
monotonie avec (4.94) que :

Z
`

νχn`1

˘

ď

„

`

Y σ`D,ξ ˝ θn
˘

_ pσ ˝ θn `D ˝ θnq ´ ξ ˝ θn
`

“ Y σ`D,ξ ˝ θn`1,

par définition de Y σ`D,ξ. On a donc montré par récurrence avec (4.92) que :

Z pνχn q ď Y σ`D,ξ ˝ θn presque sûrement pour tout n P N. (4.95)
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Soit maintenant l’événement :

A “ tY “ 0u . (4.96)

D’après (4.95), sur θ´nA on a Z pνχn q “ 0 et donc νχn “ 0, la suite nulle de S2. Par
conséquent, pθ´nA, n P Nq est une suite d’événements de renouvellement de longueur
1 pour toute condition intiale χ appartenant à la famille Z définie par (4.92). En vertu
de l’hypothèse (4.90), le corollaire 2.12 implique l’existence d’une solution pour (4.89)
à valeurs dans S2.

Unicité. Soit ς , une solution de (4.89) pour Φ fixée. D’après (4.94), on a presque
sûrement :

Z pς ˝ θq ď
”

Zpςq _ pσ `Dq ´ ξ
ı`

. (4.97)

Si l’on avait Z pςq ą σ ` D presque sûrement (ce qui implique en particulier que
Zpςq ˝ θ ą 0 presque sûrement), on aurait presque sûrement d’après (4.97) :

Zpςq ˝ θ ď
”

Zpςq _ pσ `Dq ´ ξ
ı`

“ Zpςq _ pσ `Dq ´ ξ “ Zpςq ´ ξ,

et donc E rZpςq ˝ θ ´ Zpςqs ď ´E rξs ă 0, en contradiction avec le lemme 2.2. On a
donc :

P pZ pςq ď σ `Dq ą 0. (4.98)

D’après (4.97), sur l’événement
 

Zpςq ď Y σ`D,ξ
(

:

Zpςq ˝ θ ď
”

Y σ`D,ξ _ pσ `Dq ´ ξ
ı`

“ Y σ`D,ξ ˝ θ.

Donc,
 

Zpςq ď Y σ`D,ξ
(

est θ-contractant. D’autre part, sur tZ pςq ď σ `Du :

Zpςq ˝ θ ď rZpςq _ pσ `Dq ´ ξs
`
“ rσ `D ´ ξs

`

ď
“

Y σ`D,ξ _ pD ` σq ´ ξ
‰`
“ Y σ`D,ξ ˝ θ,

et (4.98) implique que P
`

Zpςq ď Y σ`D,ξ
˘

ą 0 et donc :

Zpςq ď Y σ`D,ξ presque sûrement.

En d’autres termes, pour toute solution ς , Zpςq appartient à la famille Z et donc
pνςn, n P Nq “ pς ˝ θ

n, n P Nq admet pθ´nA, n P Nq comme suite d’événements de
renouvellement de longueur 1. D’après le corollaire 2.13, P pAq ą 0 implique l’unicité
de la solution νΦ.

Comme la file se vide à l’arrivée de Cn si et seulement si νn “ 0 et que ceci est
vrai si et seulement si Zpνnq “ 0, on obtient comme d’habitude le résultat suivant par
minoration.
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COROLLAIRE 4.35.– Pour toute discipline admissible Φ, la file G/G/1/1+G(b)-Φ se
vide presque sûrement une infinité de fois si (4.90) est vérifiée.

Comme nous l’avons déjà fait nous pouvons déduire du théorème 4.34, l’existence
d’une charge de travail et d’une congestion stationnaire.

COROLLAIRE 4.36.– Pour toute discipline admissible Φ, la file G/G/1/1+G(b)-Φ
admet une unique congestion stationnaire XΦ et une unique charge de travail WΦ à la
condition (4.90).

REMARQUE.– Pour des systèmes G/G/S/S+G(b), G/G/1/1+G(e) et G/G/S/S+G(e),
des représentations par des SRS de profils peuvent être proposées. Elles permettent
de retrouver des conditions de stabilité voisines, que le lecteur pourra retrouver en
exercice.

4.6.2. File GI/GI/1/1+GI

On peut appliquer les arguments de la section 4.5.2 pour donner la condition de
stabilité du système GI/GI/1/1+GI(b).

COROLLAIRE 4.37.– Pour toute discipline admissible Φ, la file GI/GI/1/1+GI(b)-Φ est
stable et les conclusions du théorème 4.34 et des corollaires 4.35 et 4.36 sont valides
sous la condition :

P pσ `D ď ξq ą 0. (4.99)

4.6.3. Optimalité d’EDF

Considérons le cas particulier d’une file G/M/1/1+G(b) : les temps de service des
clients pσn, n P Zq sont supposés indépendants et identiquement distribués de loi
exponentielle, indépendants des temps d’interarrivées pξn, n P Zq et des patiences
pDn, n P Zq. Nous montrons dans ce cas que la discipline EDF est optimale, en tant
qu’elle est celle qui perd le moins de clients, en un sens que nous allons préciser.

Soient x P R` et u, v P S2. On va modifier les deux suites pour en obtenir deux
autres û et v̂, de la manière suivante :

– on ramène arbitrairement à la même valeur leur première composante non nulle :

û1 pNpuqq “ v̂1 pNpvqq “ 0 “ u1 pNpuqq ;

– les deuxièmes composantes de û sont celles de u et celles de v̂ sont celles de v ;
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– soit :
`1 “ min

 

j ě 0; j P Bjxpuq ou j P Bjxpvq
(

,

le premier indice appartenant à Bxpuq ou à Bxpvq. On fixe alors pour tout j ă `1,
û1 pNpuq ´ jq “ u1 pNpuq ´ jq et v̂1 pNpvq ´ jq “ v1 pNpvq ´ jq. Ensuite, si `1 P
Bjxpuq “ Bjxpûq, en appelant :

k1 “ min
 

j ě 0; j P Bjxpvq “ Bjxpv̂q
(

ě `1

le premier indice de Bxpvq, on fixe :

v̂1 pNpvq ´ k1q “ u1 pNpuq ´ `1q ,

c’est-à-dire que l’on rend artificiellement égales les premières coordonnées des premiers
indices de Bxpuq et Bxpvq ;

– ensuite, on note :

`2 “ min
 

j ą `1; j P Bjxpûq
(

^min
 

j ą k1; j P Bjxpv̂q
(

,

le deuxième indice appartenant à Bxpuq ou Bxpvq et l’on recommence la même
construction. Si là encore le minimum est donné par celui de gauche, on laisse les
premières composantes intermédiaires inchangées, puis l’on note :

v̂1 pNpvq ´ k2q “ u1 pNpuq ´ `2q “ û1 pNpuq ´ `2q ,

où k2 est le deuxième indice de Bxpv̂q, ainsi de suite jusqu’à ψxpûq ^ ψxpv̂q.

Ces notations sont compliquées, mais elles décrivent l’idée simple que l’on peut pas
à pas, en partant des dernières composantes positives, transformer les deux suites u et
v pour en obtenir deux autres, û et v̂, dont les deuxièmes composantes sont inchangées
et dont les premières composantes, correspondant aux indices successifs de Bxpûq et
Bxpv̂q, sont égales jusqu’à ψxpûq ^ ψxpv̂q.

Nous renvoyons maintenant le lecteur à la définition de « ă » dans l’ensemble S
(définition A.22). On a le résultat suivant.

LEMME 4.38.– Si u, v P S2 sont telles que :

u2 ă v2 dans S, (4.100)

alors pour tout x P R` :

`

H3 pû, xq
˘2

ă
`

H3 pv̂, xq
˘2

dans S,

où H3 est définie par (4.87).
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Démonstration. Remarquons déjà que par définition de S2, en vertu de (4.100) on a
nécessairement Npûq ď Npv̂q.

Ensuite, on montre par récurrence qu’il existe, pour tout j P rr0, ψxpûqss, une
bijection :

Fj :

"

Bjxpûq Ñ Bjxpv̂q
i ÞÑ Fjpiq ď i.

Cette propriété est évidente pour j “ 0 et si on la suppose vraie à l’indice j ´ 1, on a
Card Bj´1

x pûq “ Card Bj´1
x pv̂q, donc d’après (4.87) et la construction de û et v̂ :

ÿ

kPBj´1
x puq

û1 pNpuq ´ kq “
ÿ

kPBj´1
x pv̂q

v1 pNpv̂q ´ kq . (4.101)

Par ailleurs, j P Bjxpûq signifie que le terme de gauche est inférieur à :

x^ u2 pNpûq ´ jq ď x^ v2 pNpûq ´ jq ,

d’après (4.100). C’est aussi le cas du terme de droite de (4.101), donc il existe un
entier k ď j `Npûq ´Npv̂q ď j tel que k P Bkxpv̂q Ă Bkj pv̂q. La récurrence est donc
démontrée, en prenant Fjpjq “ i.

En conséquence, ψxpûq ď ψxpv̂q et donc il existe une injection :

F :

"

Bxpûq Ñ Bxpv̂q
i ÞÑ F piq ď i.

Le résultat est finalement une conséquence du fait que ψxpûq ď ψxpv̂q et que pour tout
j ą ψxpûq, j P Bxpv̂q implique que :

û2 pNpûq ´ jq ď
ÿ

kPBxpûq

û1 pNpûq ´ kq

“
ÿ

kPBj´1
x pv̂q

v̂1 pNpv̂q ´ kq ď v̂2 pNpv̂q ´ jq .

Ainsi, tout terme non égal à p0, 0q de H3 pû, xq a une deuxième composante plus petite
que le terme correspondant de H3 pv̂, xq : ces deux termes sont respectivement le
terme de même indice de û et de v̂, laissés à l’identique.

Soit Φ, une discipline indépendante des temps de service des clients. Dans ce
paragraphe, nous ajoutons un exposant Φ ou EDF pour souligner la dépendance en l’une
ou l’autre des disciplines de service. Plaçons-nous sous la condition de stabilité (4.90).
Il existe donc deux profils stationnaires νΦ et νEDF, respectivement sous Φ et EDF.
Plaçons-nous sur l’événement :

 

ν2,Φ ă ν2,EDF( “
 

ν̂2,Φ ă ν̂2,EDF( .
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Alors, il est facile de voir par définition des applicationsH1p. , σq,H2,. et par définition
de la discipline EDF que :

´

H2,Φ ˝H1p., σq
`

ν̂Φ
˘

¯2

ă

´

H2,EDF ˝H1p., σq
`

ν̂EDF˘
¯2

,

puisque EDF range les termes des suites par ordre décroissant suivant leurs deuxièmes
coordonnées.

Alors, le lemme 4.38 et la définition de l’application H4 nous permettent de
conclure que :

HΦ
`

ν̂Φ
˘2

ă HEDF `ν̂EDF˘2
.

Donc, l’événement
 

ν̂2,Φ ă ν̂2,EDF
(

est θ-contractant. Comme il inclut l’événement
A et que ce dernier est non négligeable, il est presque-sûr.

En particulier, les congestions stationnaires respectives N
`

ν̂Φ
˘

et N
`

ν̂EDF
˘

satis-
font :

N
`

ν̂Φ
˘

ď N
`

ν̂EDF˘ presque sûrement,

et donc pour tout x P R :

P
`

N
`

ν̂Φ
˘

ě x
˘

ď P
`

N
`

ν̂EDF˘ ě x
˘

.

On conclut en remarquant que la transformation aléatoire passant des suites u à leur
transformée û reviennent à :

(1) synchroniser le temps de service résiduel courant à chaque arrivée ;
(2) synchroniser les temps de service suivant en échangeant éventuellement les

demandes de services des clients.

Comme on l’a vu précédemment, l’argument d’échange (voir par exemple (4.26))
permet de conclure que l’opération (2) ne change pas la loi des caractéristiques du
système, puisque les temps de service sont indépendants et identiquement distribués
et que Φ ne dépend pas des temps de service. D’autre part, d’après le paradoxe de
l’autobus, l’hypothèse exponentielle implique de surcroît que l’opration de tirer au
sort un temps de service courant identique aux deux systèmes à l’arrivée d’un client
(et donc faire comme si ce temps de service était remis à zero), ne change pas non
plus la loi des caractéristiques du système. On en conclut donc que XΦ et XEDF ont
respectivement même loi que N

`

ν̂Φ
˘

et N
`

ν̂EDF
˘

. On a donc le résultat suivant.

THÉORÈME 4.39.– EDF maximise stochastiquement la congestion stationnaire pour
les files G/M/1/1/G(b) : pour tout x P R :

P
`

XEDF ě x
˘

ě P
`

XΦ ě x
˘

.

- Cette propriété d’optimalité est cruciale : elle signifie en particulier que la discipline
EDF perd moins de clients que toute autre discipline indépendante des temps de service.
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4.6.4. Files FIFO à un serveur

Considérons le cas particulier où le serveur traite les demandes dans l’ordre des
arrivées. Comme nous allons le voir, dans ce cas le système peut être directement
représenté par la charge de travail du serveur, comme dans une file G/G/1 classique.

4.6.4.1. File pbq

Supposons tout d’abord que le système est G/G/1/1+G(b)-FIFO : les délais courent
seulement jusqu’au début du service. Ainsi, le client Cn est servi jusqu’au bout de
son service, sans interruption, dès lors qu’il a atteint le serveur avant sa date buttoir
Tn`Dn. Comme en section 4.1, notons pour tout n,Wn la quantité de travail (comptée
en unité de temps) soumise au serveur juste avant l’arrivée de Cn. Cette quantité de
travail représente donc le temps d’attente proposé à Cn avant d’attendre le serveur.

Nous cherchons à établir la dynamique de la suite pWn, n P Nq partant d’un état
initial donné à l’arrivée de C0. A l’arrivée de Cn, on est dans l’alternative suivante :

– si la patience de Cn est supérieure au temps d’attente proposé (c’est-à-dire
D ˝ θn ě Wn), le client Cn atteindra le serveur et apporte donc une contribution de
σ ˝ θn à la quantité de travail de ce dernier ;

– sinon, D ˝ θn ă Wn et Cn, même s’il reste dans le système pendant un temps
D ˝ θn, ne contribue pas à la charge de travail puisqu’il n’atteindra jamais le serveur.

Donc, partant d’une charge de travail arbitraire W juste avant l’arrivée de C0, on a
pour tout n P N :

Wn`1 “
“

Wn ` σ ˝ θ
n 1tr0, D˝θnsupWnq ´ ξ ˝ θ

n
‰`
. (4.102)

La suite
`

WW
n , n P N

˘

est donc une SRS portée par l’application aléatoire :

ϕ : x ÞÑ
“

x` σ 1tr0, Dsupxq ´ ξ
‰`
, presque sûrement,

et une charge de travail stationnaire W résout l’équation :

W ˝ θ “ ϕpW q presque sûrement. (4.103)

L’application ϕ admet presque sûrement une discontinuité en D et n’est pas mono-
tone : le théorème de Loynes ne s’applique pas ici. Nous donnons ci-après, en utilisant
la théorie des événements de renouvellement, une condition suffisante pour l’existence
d’une solution à (4.103).

THÉORÈME 4.40.– Si la condition (4.90) est vérifiée, (4.103) admet une unique
solution finie W , qui vérifie :

W ď Y σ`D, ξ, presque sûrement, (4.104)
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où Y σ`D, ξ est définie comme en (4.35). De plus, pour toute variable aléatoire Z telle
que Z ď Y σ`D, ξ presque sûrement, les suites

`

WZ
n , n P N

˘

et pW ˝ θn, n P Nq
couplent pour le couplage arrière fort.

Démonstration. Existence. Remarquons tout d’abord que pour tout x P R` :

ϕpxq

“
“

x` σ 1tp´8, Dsupxq ` x 1tpD,D`σsupxq ` x 1tpD`σ,8qupxq ´ ξ
‰`

ď
“

pD ` σq 1tp´8, Dsupxq ` pD ` σq 1tpD,D`σsupxq ` x 1tpD`σ,8qupxq ´ ξ
‰`

“ rx_ pσ `Dq ´ ξs
`
“ Fσ`D, ξpxq, presque sûrement,

(4.105)

où Fσ`D,ξ est définie comme en (4.33). Comme cette dernière application est presque
sûrement croissante, pour tous x ď y :

ϕpxq ď FD`σ, ξpyq, presque sûrement (4.106)

et une récurrence immédiate montre que Z ď Y σ`D, ξ presque sûrement implique :

WZ
n ď Y σ`D, ξ ˝ θn, n ě 0, presque sûrement

Donc, si l’on définit pour tout n l’événement :

An “
 

Y σ`D, ξ ˝ θn “ 0
(

,

on a An Ď
 

WZ
n “ 0

(

, n ě 0, et donc pAn, n P Nq est une suite θ-compatible
d’événements de renouvellement de longueur 1 pour

`

WZ
n , n P N

˘

. Par conséquent,
comme (4.90) revient à P pA0q ą 0, c’est d’après le théorème 2.11 une condition
suffisante pour l’existence d’une solution W à (4.103) et pour le couplage fort dans le
passé de

`

WZ
n , n P N

˘

avec pW ˝ θn, n P Nq.

Unicité. Soit W , une solution de (4.103). Tout d’abord, si l’on avait W ą D presque
sûrement (ce qui implique en particulier que W ˝ θ ą 0 presque sûrement), on aurait :

W ˝ θ “W ´ ξ, presque sûrement,

en contradiction avec le lemme 2.2. On a donc :

P pW ď Dq ą 0. (4.107)

D’après (4.106), sur l’événement
 

W ď Y σ`D, ξ
(

:

W ˝ θ “ ϕpW q ď Fσ`D, ξ
`

Y σ`D, ξ
˘

“ Y σ`D, ξ ˝ θ.
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Donc,
 

W ď Y σ`D, ξ
(

est θ-contractant. Par ailleurs, sur tW ď Du :

W ˝ θ “ rW ` σ ´ ξs
`
ď rD ` σ ´ ξs

`

ď
“

Y σ`D, ξ _ pD ` σq ´ ξ
‰`
“ Y σ`D, ξ ˝ θ

et (4.107) implique que P
`

W ď Y σ`D, ξ
˘

ą 0, soit (4.104).

Par conséquent, pour toute solutionW :
`

WW
n , n P N

˘

“ pW ˝ θn, n P Nq admet
pAn, n P Nq comme suite d’événements de renouvellement de longueur 1. D’après le
corollaire 2.13, P pA0q ą 0 implique l’unicité de W .

LEMME 4.41.– On a :

Y σ^D, ξ ďW presque sûrement, (4.108)

où Y σ^D, ξ est définie comme en (4.35).

Démonstration. Laissée au lecteur : on utilise une minoration comme en (4.105).

4.6.4.2. File à rejet

Considérons une file d’attente G/G/1/1 : le système a un serveur et pas de file
d’attente. Les clients, qui entrent suivant un flux G{G, sont donc :

– immédiatement servis si le système est vide à leur arrivée ;
– immédiatement perdus si le serveur est occupé à leur arrivée.

Ce système classique, largement étudié dans la littérature (voir les remarques biblio-
graphiques), est souvent appelé file à rejet. Il facile de voir qu’il est un cas particulier
de la file G/G/1/1+G(b)-FIFO, où l’on suppose que les délais sont identiquement
nuls, presque sûrement. Alors, en adoptant les mêmes notations que dans la section
précédente, la suite des charges de travail aux arrivées des clients vérifie la dynamique :

Wn`1 “
“

Wn ` σ ˝ θ
n 1t0upWnq ´ ξ ˝ θ

n
‰`
, n P N, P´ presque sûrement.

Sur l’espace de Palm des arrivées et des services, une charge de travail stationnaire
vérifie donc l’équation :

W ˝ θ “
“

W ` σ 1t0upW q ´ ξ
‰`
, presque sûrement. (4.109)

Le résultat suivant découle directement du théorème 4.40.
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COROLLAIRE 4.42.– Si :

P

˜

sup
jPN˚

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď 0

¸

ą 0, (4.110)

(4.109) admet une unique solution finie W 0 telle que W 0 ď Y σ, ξ, où Y σ, ξ est définie
comme en (4.35).

4.6.4.3. File à plafond de charge

Un autre exemple classique de file à perte peut être traité dans ce cadre : supposons
que l’unique serveur du système n’accepte les clients qui arrivent que si sa charge de
travail à cet instant n’excède pas un seuil donné, noté d ą 0. Le serveur sert alors les
clients acceptés suivant une discipline de service quelconque X (X préemptive ou
non), jusqu’à la fin de leur service. Sous les hypothèses courantes et en utilisant les
mêmes notations, la suite des charges de travail vérifie donc la dynamique :

Wn`1 “
“

Wn ` σ ˝ θ
n 1tr0, dsupWnq ´ ξ ˝ θ

n
‰`
, n P N, P´ presque sûrement.

La suite pWn, n P Nq pour ce système égale celle du système G/G/1/1+G(b)-FIFO
avec le même flux, même si les deux systèmes sont différents en général puisque l’on
ne sert pas les mêmes clients si X ‰ FIFO.

Une charge stationnaire pour ce modèle est une solution P-presque sûrement finie
de :

W ˝ θ “
“

W ` σ 1tr0, dsupW q ´ ξ
‰`
, presque sûrement. (4.111)

On a ainsi le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.43.– Si :

P

˜

sup
jPN˚

˜

σ ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď ´d

¸

ą 0, (4.112)

(4.111) admet une unique solution finie W d telle que :

Y σ^d, ξW d ď Y σ`d, ξ, presque sûrement.

4.6.4.4. File peq

Nous considérons maintenant une file G/G/1/1+G(e)-FIFO. Dans ce cas, un client
peut arriver au bout de sa patience et donc être perdu, alors qu’il est en service. Un tel
client contribue alors à la charge de travail du serveur, en lui apportant une quantité de



Files d’attente stationnaires 157

travail correspondant au temps qu’il passera en service avant la fin de sa patience. Plus
précisément, la charge de travail apportée par le client Cn à son arrivée est donnée par :

$

’

’

&

’

’

%

σ ˝ θn, si Wn ď pD ˝ θ
n ´ σ ˝ θnq`;

σ ˝ θn ´ pWn ` σ ˝ θ
n ´D ˝ θnq “ D ˝ θn ´Wn,

si pD ˝ θn ´ σ ˝ θnq` ăWn ď D ˝ θn;
0, si Wn ą D ˝ θn.

Dans le premier cas, la patience de Cn dure au-delà de la fin de son service. Dans
le deuxième, elle se termine alors que Cn est en service et celui-ci reste en service pour
une durée égale à D ˝ θn ´Wn. Finalement, dans le troisième cas Cn n’a pas le temps
d’atteindre le serveur avant la fin de sa patience. L’équation dynamique précédente
peut être reformulée dans une forme plus compacte. Pour tout n P N, partant d’une
charge W0 à l’arrivée de C0 :

Wn`1 “

„

Wn `

´

σ ˝ θn ´ pWn ` σ ˝ θ
n ´D ˝ θnq

`
¯`

´ ξ ˝ θn
`

. (4.113)

Par conséquent, une charge de travail stationnaire sur l’espace de Palm est une
variable aléatoire S à valeurs dans R` qui résout l’équation :

S ˝ θ “ ψpSq “

„

S `
´

σ ´ pS ` σ ´Dq
`
¯`

´ ξ

`

. (4.114)

THÉORÈME 4.44.– Il existe une solution presque sûrement finie S à (4.114), telle que
presque sûrement :

S ď Y D, σ, (4.115)

où Y D, σ est défini comme en (4.35). De plus, cette solution est unique dès que :

P

˜

sup
jPN˚

˜

D ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ď 0

¸

ą 0. (4.116)

Démonstration. Il est facile de vérifier que l’application ψ est presque sûrement crois-
sante et continue. On peut donc appliquer le théorème de Loynes et conclure à l’exis-
tence d’une solution minimale S à (4.114), limite presque sûre de la suite de Loynes
correspondante.

D’après le théorème 4.19, l’unique solution Y D, ξ presque sûrement finie à l’équa-
tion :

Y ˝ θ “ FD, ξpY q
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est donnée par :

Y D, ξ “

«

sup
jPN˚

˜

D ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸ff`

.

En notant maintenant que pour tout x P R`, presque sûrement :

ψpxq “
“

ppx` σq ^Dq 1tr0, Dsupxq ` x 1tpD,8qupxq ´ ξ
‰`

ď
“

px_Dq ^
`

x` σ 1tr0, Dsupxq
˘

´ ξ
‰`

“ ϕpxq ^ FD, ξpxq, (4.117)

on voit clairement que l’événement tS ď YD, ξu est θ-contractant. D’autre part, on a
P pS ď Dq ą 0, puisque le contraire impliquerait que S ˝θ “ S´ ξ presque sûrement,
une contradiction avec le lemme 2.2. Mais sur l’événement tS ď Du :

S ˝ θ “ rppS ` σq ^Dq ´ ξs
`
ď rD _ YD, ξ ´ ξs

`
“ YD, ξ ˝ θ.

Ceci implique donc que presque sûrement :

S ď YD, ξ ă 8.

Finalement, pour toute solution S1 de (4.114), tS “ S1u est θ-invariant. En vertu de la
minimalité de S et de (4.115), cet événement inclut tYD, ξ “ 0u. Il est donc presque-sûr
dès que (4.116) est vraie.

Les preuves des deux lemmes suivants suivent les mêmes principes et sont laissées
au lecteur.

LEMME 4.45.– Sous la condition (4.116), si une variable aléatoire Z satisfait presque
sûrement l’inégalité Z ď Y D, ξ, alors il y a couplage arrière fort entre

`

WZ
n , n P N

˘

et pS ˝ θn, n P Nq. Par ailleurs, si la condition (4.90) est satisfaite, on a presque
sûrement :

S ďW, (4.118)

où W désigne l’unique solution de (4.103) et :

S ě Y σ^D,ξ, (4.119)

où Y σ^D,ξ est définie comme en (4.35).
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4.6.5. Probabilité de perte

La probabilité de perte à l’équilibre est une caractéristique cruciale des perfor-
mances du système. Celle-ci peut être définie intuitivement sur l’espace de Palm des
arrivées, services et délais comme la proportion asymptotique de clients perdus dans
un système stable.

Considérons tout d’abord la file G{G{1{Gpbq ´ FIFO et supposons que la condi-
tion de stabilité (4.90) est vérifiée. Pour tout n ě 0, le client Cn a une patience de
D ˝ θn et se voit proposer un temps d’attente W ˝ θn si C0 avait trouvé à son entrée
une charge de travail W . Donc Cn est perdu si et seulement si W ˝ θn ą D ˝ θn. Par
conséquent, si l’on note πpbq la probabilité de perte pour ce système et :

B “
 

px, yq P pR`q2; x ą y
(

,

on a P-presque sûrement :

lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

i“0

1tBu
`

pW, Dq ˝ θi
˘

“ E
“

1tBu ppW, Dqq
‰

“ P pW ą Dq . (4.120)

D’après (4.35), (4.104) et (4.108), on a donc :

P

˜

sup
jPN˚

˜

pσ ^Dq ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ą D

¸

ď πpbq ď P

˜

sup
jPN˚

˜

pσ `Dq ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ą D

¸

. (4.121)

Revenons maintenant au système G{G{1{Gpeq ´ FIFO. Le client Cn est perdu (son
service n’arrive pas à son terme) si son temps de séjour proposé Wn ` σ ˝ θ

n dépasse
sa patience D ˝ θn. La probabilité de perte stationnaire πpeq est donc donnée, pour la
même raison que précédemment, par :

πpeq “ P pS ą D ´ σq .

D’après (4.115) et (4.119), on a donc :

P

˜

sup
jPN˚

˜

pσ ^Dq ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ą D ´ σ

¸

ď πpeq ď P

˜

sup
jPN˚

˜

D ˝ θ´j ´
j
ÿ

i“1

ξ ˝ θ´i

¸

ą D ´ σ

¸

. (4.122)
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D’autre part, la probabilité stationnaire π̂peq qu’un client ne puisse même pas atteindre
le serveur est donnée par :

π̂peq “ P pS ą Dq .

D’après (4.118), on a donc :
π̂peq ď πpbq.

4.7. Notes et commentaires

L’approche que nous proposons pour l’étude de stabilité, reposant sur l’étude des
suites récurrentes stochastiques, rejoint en de nombreux points celle introduite et
développée dans [BAC 02].

Le théorème de Loynes pour la file à un serveur a été introduit par Loynes dans
[LOY 62]. La preuve de l’optimalité de SRPT qui est présentée ici est due à Flipo
[FLI 81]. L’optimalité de FIFO a été traitée sous des angles différents par plusieurs
auteurs. Nous présentons ici une preuve proche de celle de [FOS 81]. L’optimalité
de EDF sans perte a été démontré dans le même cadre dans [MOY 08a]. L’argument
d’échange est démontré page 267 de [BAC 02]. La représentation des systèmes Proces-
sor sharing et à une infinité de serveurs par des suites de profils est dûe à [MOY 08b].
La construction de l’état stationnaire du système à S files en parallèle est dûe à Neveu
[NEV 84]. La construction de la charge de travail stationnaire de la file FIFO avec
clients impatients suit la représentation de [BAC 84]. Elle peut être trouvée sous cette
forme dans [MOY 10]. L’optimalité d’EDF pour la file non conservative a été formulée
dans des termes comparables dans [PAN 88]. La preuve présentée ici est originale.
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Résumé

– Dans une file à un seul serveur, la condition de stabilité est ρ ă 1 où ρ est la
charge.

– Dans une file à S serveurs, cette condition devient ρ ă S.
– Un système à S files en parallèle, où chaque client rejoint la file la plus courte du

point de vue de la charge de travail, est équivalente à une file FIFO avec S serveurs.
Elle a donc la même condition de stabilité.

– Des paquets de longueur déterministes minimisent le délai moyen d’attente.
– La discipline de service SRPT est celle qui minimise les temps d’attente parmi

toutes les disciplines conservatives.
– La discipline FIFO minimise dans le cas indépendant les temps d’attente et de

séjour parmi les disciplines indépendantes des temps de service.
– Le système GI/GI à une infinité de serveurs est stable si P pσ ď ξq ą 0.

– La file GI/GI/1 avec clients impatients est stable si P pσ `D ď ξq ą 0, où D
désigne le temps de patience.

– La discipline EDF est optimale pour le retard dans le cas conservatif et pour la
perte dans le cas non conservatif.
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Chapitre 5

La file M/GI/1

Au rayon des files à un serveur que l’on sait étudier totalement, après la file M/M/1
que nous étudierons dans le chapitre 8, les suivantes en terme de généralités sont
les files GI/M/1 et M/GI/1, c’est-à-dire que les temps inter-arrivées (respectivement
les temps de service) sont indépendants et identiquement distribués mais pas de loi
exponentielle. Dans ce cas malheureusement, le processus « nombre de clients dans le
système à l’instant t » n’est plus markovien. En effet, à un instant donné, on ne peut pas
reproduire le raisonnement de l’exemple 7.1 puisque seule la loi exponentielle satisfait
le paradoxe de l’autobus (voir les théorèmes [6.7] et [7.3]).

Pour contourner la difficulté, le système est observé à temps discret à des instants
convenablement choisis, en l’occurrence pour la file M/GI/1, juste après le départ de
chaque client. Pour garder ce chapitre assez simple, nous nous contentons d’étudier la
chaîne incluse qui donne les résultats les plus importants.

5.1. Le nombre de clients dans la file

Soit Xn comme étant le nombre de clients dans le système immédiatement après
le départ du client n. Résumons les principaux résultats. On rappelle que les arrivées
forment un processus de Poisson d’intensité λ et que les temps de service sont indépen-
dants et de même loi Pσ, de moyenne 1{µ. On a posé ρ “ λ{µ et σn est le temps de
service du client n. On a déjà vu dans l’introduction que Xn le nombre de clients dans
le système après le départ du client n satisfait l’équation

Xn`1 “ pXn ´ 1q` `An`1,

où An est le nombre de clients qui arrivent pendant le service du client n.

163
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THÉORÈME 5.1.– La suite pAn, n ě 0q est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi donnée par

PpAn “ kq “

ż 8

0

expp´λtq
pλtqk

k!
dPσptq.

En particulier,
E rAns “ ρ “ λ{µ.

Démonstration. Posons T 1n l’instant de départ du client n et X le processus à temps
continu comptant le nombre de clients présents dans le système. Le processus X est
donc adapté par rapport à la filtration

Gt “ σtNpuq, u ď tu _ σtσn, n ě 1u.

Comme le processus de Poisson N est indépendant des temps de service, N reste un
processus de Poisson d’intensité λ par rapport à G, i.e., le processus pt ÞÑ Nptq ´ λtq
est une G martingale. Comme on peut écrire,

T 11 “ inf
!

t ą 0, ∆Xptq “ ´1
)

et T 1n “ inf
!

t ą T 1n´1, ∆Xptq “ ´1
)

,

les variables aléatoires T 1n sont des G-temps d’arrêt. De plus, il sont tous construits « de
la même manière » :

T 1n “ T 1n´1 ` T
1
1 ˝ θ

T 1n´1 .

D’après la propriété de Markov forte, la suite

pT 11, T
1
2 ´ T

1
1, ¨ ¨ ¨ , T

1
n ´ T

1
n´1q

est une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées. Par
construction, A1 est le nombre d’arrivées pendant le premier temps de service, qui dure
par définition σ1 unités de temps. Pour calculer A1, on conditionne par la valeur de σ1 ;
comme N indépendant de σ1, on a

PpA1 “ kq “ E rE r1kpA1q |σ1ss

“ E rE r1kpNpσ1qq |σ1ss

“ E rPpNpσ1q “ kq |σ1s

“ E

„

expp´λσ1q
pλσ1q

k

k!



“

ż 8

0

expp´λtq
pλtqk

k!
dPσptq.
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Pour calculer l’espérance de A1, on utilise sa définition, d’où

E rA1s “

8
ÿ

k“0

kPpA1 “ kq

“

ż 8

0

expp´λtq
8
ÿ

k“0

k
pλtqk

k!
dPσptq

“ λ

ż 8

0

tdPσptq

“ ρ.

D’après le théorème 4.2, on connaît déjà les conditions de stabilité du système :
il est stable, dans le sens où il existe une charge de travail et un nombre de clients
stationnaire, si et seulement si la charge ρ “ λ{µ est strictement inférieure à 1. Comme
X est une chaîne de Markov, on peut préciser le mode de récurrence.

THÉORÈME 5.2.– Posons ak “ PpAn “ kq et ρ “ E rAns. Supposons que 0 ă a0 ď

a0 ` a1 ă 1.

1) La chaîne X est transiente si et seulement si ρ ą 1,

2) X est récurrente nulle si et seulement si ρ “ 1,

3) X est récurrente positive si et seulement si ρ ă 1.

Démonstration. Il est évident que X est irréductible puisque il décrit l’ensemble N
par incréments de 1 et de -1, grâce aux conditions sur a0 et a1 qui garantissent qu’il y
ait de temps en temps au moins un départ.

Supposons que ρ ą 1. Soit X0 “ l ą 0. Tant que X n’a pas décru de l unités,
c’est-à-dire tant que n est inférieur à τ1

0 , l’évolution de X est donnée par

Xn “ l ` pA1 ´ 1q ` . . .` pAn ´ 1q.

Posons X̂n “
řn
j“1pAj ´ 1q et τ̂0 “ inftn ą 0, X̂n “ 0u “ τ1

l . Comme ρ ą 1,
d’après la loi forte des grands nombres,

X̂n

n
ÝÑ ρ´ 1 Pi p.s. pour tout i.
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Par conséquent, pour presque toutes les trajectoires ω, il existe Npωq tel que

n ě Npωq ùñ 0 ă pρ´ 1q{2 ď
X̂n

n
ď 3pρ´ 1q{2. (5.1)

Par conséquent, l’atteinte de 0 doit se faire avant Npωq. Pour conclure, montrons qu’il
existe une valeur l0 de l pour laquelle

0 ă α “ Ppω : Npωq ă l0q ă 1. (5.2)

Comme X ne peut décroître au maximum que d’une unité par pas de temps, si X0 “ l0
et Npωq ă l0 alors X1pωq ą 0, . . . , XNpωqpωq ą 0 et d’après (5.1), Xnpωq ą 0 pour
tout n ą Npωq. Par conséquent, partant de 0, comme la chaîne est irréductible, il y a
une probabilité non nulle que l’on atteigne X0, partant de ce point avec probabilité α
on ne retournera jamais en 0 donc 0 est transient, ce qui par irréductibilité implique
que la chaîne est transiente.

Montrons maintenant (5.2). Si pour tous les i ě 0, Npωq est p.s. inférieur à i, cela
signifie que Npωq est p.s nul donc que Xn ě X0 pour toute valeur de n, ce qui est
contraire à l’hypothèse d’irréductibilité. Si pour tous les i ě 0, Npωq est p.s. supérieur
à i, cela signifie que Npωq est p.s infini, ce qui est contraire à la convergence de X̂n{n.

Supposons ρ ď 1. Prenons pour h la fonction identité et F “ t0u dans les critères
de Foster. Comme Xn “ fpX0, A1, . . . , Anq est indépendant de An`1, pour i ą 0,

E rXn`1 |Xn “ is “ E ri`An`1 ´ 1 |Xn “ is

“ i`E rAn`1s ´ 1

“ i` ρ´ 1,

donc d’après les critères de Foster, la chaîne est récurrent nulle ssi ρ “ 1 et récurrente
positive si et seulement si ρ ă 1.

5.2. Formules de Pollacek-Khinchin

Le calcul de la probabilité stationnaire dans le cas ρ ă 1 se fait par une méthode
subtile mais fréquemment utilisée, celle de la transformée en z ou probabilistiquement
parlant, par le calcul de la fonction génératrice. On sait déjà que la probabilité station-
naire existe puisque d’après les critères de Foster la chaîne est récurrent positive. Soit
π cette probabilité stationnaire et soit X8, une variable aléatoire de loi π.

THÉORÈME 5.3.– Soit π la probabilité invariante d’une file M/GI/1 de charge ρ ă 1.
On a l’identité suivante, appelée formule de Pollacek-Khinchin :

ÿ

k

zkπpkq “
pz ´ 1qQApzq

z ´QApzq
p1´ ρq, (5.3)
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où QA est la fonction génératrice de A1, i.e. pour tout QApzq “ E
“

zA1
‰

pour tout z.

Démonstration. Posons

QX8pzq “ E
“

zX8
‰

“
ÿ

k

zkπpkq, pour | z |ď 1.

Si ρ ă 1, on sait que Xn converge en loi vers X8, donc que

lim
nÑ8

E
“

zXn
‰

“ QX8pzq.

QXnpzq “ E
“

zXn`1
‰

“ E
”

zAn`1zpXn´1q`
ı

“ E
“

zAn`1
‰

´

E
“

zXn´1 1tXną0u

‰

`PpXn “ 0q
¯

et

E
“

zXn´1 1tXną0u

‰

“
1

z

´

E
“

zXn
‰

´E
“

zXn 1tXn“0u

‰

¯

“
1

z
E
“

zXn
‰

´
1

z
PpXn “ 0q.

Notons QApzq “ E
“

zA1
‰

, en passant à la limite on obtient

QX8pzq “
pz ´ 1qQApzq

z ´QApzq
πp0q. (5.4)

Au voisinage de 1,

QApzq “ 1` pz ´ 1qE rA1s ` opz ´ 1q

“ 1` ρpz ´ 1q ` opz ´ 1q et

QX8pzq “ 1`Opz ´ 1q,

donc le terme de droite de (5.4) doit d’une part tendre vers 1 et est d’autre part équivalent
à p1´ ρqπp0q, soit πp0q “ 1´ ρ. Au final,

QX8pzq “
pz ´ 1qQApzq

z ´QApzq
p1´ ρq.

Comme QX8pzq est une fonction développable en série entière, on a

QX8pzq “ 1`
8
ÿ

k“1

QpkqX8p0q
k!

zk, (5.5)

il suffit donc en théorie de dériver k fois QX8 en 0 pour obtenir πpkq.
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Nous souhaitons calculer QA en fonction de la loi des temps de service et de
l’intensité du processus de Poisson. Pour z ě 0, posons

Lσpzq “
ż 8

0

e´zt dPσptq,

c’est-à-dire que Lσ est la transformée de Laplace-Stieltjes de la loi des temps de
service.

LEMME 5.4.–
QApzq “ Lσpλ´ λzq pour tout z P r0, 1s.

Démonstration. Par définition, QApzq “ E
“

zNσ
‰

, d’où l’on tire :

QApzq “ E
“

E
“

zNσ |σ
‰‰

“

ż 8

0

E
“

zNu |σ “ u
‰

dPσpuq

“

ż 8

0

E
“

zNu
‰

dPσpuq

“

ż 8

0

expp´p1´ zqλuqdPσpuq

“ Lσpλ´ λzq.

LEMME 5.5 (Deuxième équation de Pollacek-Khinchin).– Si ρ ă 1, le nombre moyen
de clients à l’état stationnaire est donné par :

E rX8s “ ρ`
ρ2p1` C2

b q

2p1´ ρq
où C2

b “
Varrσs

E rσs
2 , (P-K 2)

avec σ une variable aléatoire de loi Pσ.

Démonstration. Il est supposé su que S1p1q “ E rX8s . Par ailleurs, d’après le théo-
rème de dérivation sous le signe intégrale,

dLσ
d s

psq “ ´

ż 8

0

xe´sx dPσpxq,

d’où il apparaît que
dQA

dz
p1q “ ρ.

Le calcul complet de la dérivée donne (P-K 2).
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REMARQUE.– Dans la file M/M/1, on a Cb “ 1 et l’on retrouve ainsi le résultat connu :
E rX8s “ ρp1´ ρq´1.

EXEMPLE (Optimalité du déterminisme).– On retrouve clairement avec (P-K 2) qu’à
charge ρ fixée, le nombre moyen de clients dans le système à l’équilibre est minimisé
pour Varrσs “ 0, i.e. pour un temps de service déterministe.

D’après la formule de Little, on minimise également le délai moyen d’attente à
l’équilibre, et c’est essentiellement pour cette raison que l’on privilégiera, dans les
réseaux de paquets, les messages de taille fixe.

EXEMPLE (La file M/Γ/1).– On note ainsi la file dans laquelle les temps de service
suivent une loi Γ, c’est-à-dire lorsque l’on a

dPσpxq “
βα

Γpαq
xα´1e´βx 1R`pxqdx

où α et β sont strictement positifs. Un rapide calcul montre que

E rσs “ α{β et Varrσs “ α{β2 donc C2
b “ 1{α.

On s’aperçoit alors que lorsque α devient petit, β choisi de manière telle que le rapport
α{β soit constant, la charge est constante mais le nombre moyen de clients tend vers
l’infini. Comme Varrσs peut s’écrire aussi E rσs {β, α petit induit β petit donc une
variance des temps de service très grande. Compte-tenu de ce résultat et du précédent
sur la file M/D/1, on voit que l’on a tout intérêt à la limiter les fluctuations des temps
de service.

Les lois pour lesquelles C2
b est supérieur à 1 sont dites sur-variantes. Dans le cas de

la loi Gamma, cette sur-variance est due au fait que la densité tendant vers 0 à l’infini
moins vite qu’une exponentielle, la probabilité d’avoir des temps de service longs est
bien plus élevé que dans la file M/M/1. Ce phénomène s’avère crucial et assez fréquent
puisqu’il a été observé statistiquement que sur la toile, la longueur des fichiers suivait
une loi de Pareto, c’est-à-dire de la forme :

dPσpxq “ x´α 1rK,`8rpxqdx

oùK ą 0 représente la longueur minimale des fichiers et α ą 0 le taux de décroissance
à l’infini. La situation est encore plus dramatique dans ce cas que dans celui de la loi
Gamma, puisque si α ă 2, la variance de σ est infini.

REMARQUE.– En utilisant la formule de Little, on montre aisément que

ErTAs

ErXs
“
ρp1` C2

b q

2p1´ ρq
,

formule où apparaît une dépendance linéaire entre le temps d’attente moyen et le
coefficient de variation pour une charge fixée du serveur.
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5.3. Temps de séjour

Pour calculer la loi du temps de séjour dans le système, nous partons de l’observation
suivante : étant donnée que la politique de service est de type FIFO, au moment où le
client quitte le système, il laisse derrière lui tous les clients arrivés pendant son séjour
dans celui-ci. Par conséquent la loi du nombre de clients aux instants de départ coïncide
avec celle du nombre d’arrivées pendant les temps de de séjour :

NpTSnq “ Xn, (5.6)

où TSn est le temps de séjour du client n. De même, comme le temps de séjour ne
dépend que des clients qui sont arrivés avant le client n, TSn est indépendant du nombre
des arrivées qui se produisent pendant le séjour du client n. Connaissant la distribution
aux instants de départ par la formule de Pollaczek-Khinchin, nous pouvons en déduire
celle du temps de séjour. Notons que l’on peut décomposer TSn en la somme du temps
d’attente TAn dans la file plus le temps de service σn.

THÉORÈME 5.6.– Si ρ ă 1 alors les variables aléatoires TSn et TAn convergent en loi
vers des variables aléatoires notées respectivement TS et TA. De plus, pour tout s ě 0,

LTSpsq “ E
“

e´sTS
‰

“ Lσpsq
sp1´ ρq

s´ λ` λLσpsq

LTApsq “ E
“

e´sTA
‰

“
sp1´ ρq

s´ λ` λLσpsq
¨

Démonstration. En utilisant la relation (5.6), on a

QXnpzq “ E
“

E
“

zNrTn,Tn`TSnr | TSn
‰‰

“

ż 8

0

E
“

zNrTn,Tn`ur | TSn “ u
‰

dPTSnpuq

“

ż 8

0

E
“

zNrTn,Tn`ur
‰

dPTSnpuq

“

ż 8

0

E
“

zNu
‰

dPTSnpuq

“

ż 8

0

expp´p1´ zqλuqdPTSnpuq

“ LTSnpλ´ λzq.

Comme Xn converge en loi vers X8, QXn converge simplement vers QX8pzq donc
LTSn a aussi une limite simple ce qui est équivalent à dire que TSn converge en loi
vers TS. Comme TAn “ TSn ´ σn, et que la loi de σn est constante, on en déduit que



La file M/GI/1 171

TAn converge en loi, vers une variable aléatoire notée TA. Compte-tenu de (5.3), on en
déduit que

LTSpsq “ Lσpsq
sp1´ ρq

s´ λ` λLσpsq
¨

Comme TAn ne dépend que ce qui s’est passé strictement avant le client n, TAn et σn
sont indépendants donc

E
“

e´sTSn
‰

“ E
“

e´sTAn
‰

E
“

e´sσn
‰

,

d’où l’on tire la formule désirée pour LTA.

5.4. Distribution de queue du temps d’attente

Lorsque l’on veut dimensionner un buffer, on a a priori besoin de connaître les
probabilités de perte pour chaque valeur possible du dit buffer. Dans les cas autres que
celui de la M/M/1, ces quantités sont inaccessibles analytiquement, en revanche dans
le cas de la file M/GI/1 on peut accéder la queue de la distribution du temps d’attente
virtuel, c’est-à-dire PpTA ą xq pour x grand. De là, on en déduit un dimensionnement
en choisissant x de telle sorte que cette probabilité de dépassement de seuil soit
inférieure au taux de perte toléré. Il est possible qu’en pareil cas, on surdimensionne
(parfois de beaucoup) le buffer.

LEMME 5.7.– Pour tout s ą 0,

E
“

e´sTA
‰

“ 1´

ż 8

0

PpTA ą xqse´sx dx.

Démonstration. D’après le théorème de Fubini, on a :
ż 8

0

PpTA ą xqse´sx dx “

ż 8

0

´

ż 8

x

dPTApuq
¯

se´sx dx

“

ż 8

0

´

ż u

0

se´sx dx
¯

dPTApuq

“

ż 8

0

p1´ e´suqdPTApuq

“ 1´E
“

e´sTA
‰

.

Autrement dit, si l’on note TAcpxq “ PpTA ą xq, on a

LTAc8
psq “

1

s
p1´ LTApsqq.
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L’étude asymptotique de LTAc permet d’étudier le comportement de la queue de distri-
bution de TA.

EXEMPLE (File M/PH/1).– Considérons qu’une proportion p des requêtes puissent être
traitées localement en un temps de loi exponentielle de paramètre µ1 et que les autres
requêtes aient besoin d’un traitement distant qui s’effectue en un temps exponentiel de
paramètre µ2. On dit alors que le temps de service est de type « phase », d’où le nom
de la file M/PH/1. On a alors :

1{µ “ E rσ1s “ p{µ1 ` p1´ pq{µ2 et VarrG1s “ 2p{µ2
1 ` 2p1´ pq{µ2

2.

De même,
Lσpsq “ E

“

e´sσ1
‰

“ p
µ1

µ1 ` s
` p1´ pq

µ2

µ2 ` s
.

Tous calculs faits, on trouve

LTAc8
psq “

pρµ2 ` sρ´ 1` ρµ1qλ

µ1 µ2 ` µ2 s´ µ2 λµ1 ρ` s2 ´ λ s` µ1 s
.

Le dénominateur s’annule en deux points réels :

α` “ ´
1

2
pµ1 ` µ2 ´ λ`

?
∆q

α´ “ ´
1

2
pµ1 ` µ2 ´ λ´

?
∆qavec

∆ “ pµ1 ` µ2 ´ λq
2 ´ 4µ1µ2p1´ ρq.

On a donc la décomposition en éléments simples suivante :

LTAc8
psq “

ρ

2

ˆ

µ1 ` µ2 ´ λ`
?

∆

s´ α´
`
µ1 ` µ2 ´ λ´

?
∆

s´ α`

˙

.

REMARQUE.– Il n’est pas absolument clair que si µ1 ` µ2 ´ λ est négatif alors α`
est négatif. En fait en utilisant la condition ρ “ λpp{µ1 ` p1´ pq{µ2q ă 1, on montre
qu’automatiquement µ1 ` µ2 ´ λ est positif.

En utilisant les formules d’inversion de Laplace on trouve :

PpTA8 ą xq “
ρ

2

ˆ

pµ1 ` µ2 ´ λ`
?

∆qeα´x ` pµ1 ` µ2 ´ λ´
?

∆qeα`x
˙

.

En fait quand x devient grand, seul compte le terme qui a la décroissance la plus
lente,c’est-à-dire le terme avec l’exponentielle contenant α´. On a donc

PpTA8 ą xq »
ρ

2
pµ1 ` µ2 ´ λ`

?
∆qeα´x.



La file M/GI/1 173

Ce résultat est à comparer avec celui de la file M/M/1 qui donne

PpTA8 ą xq » ρe´µp1´ρqx.

Fixons l’unité de temps de telle sorte que λ “ 1 et fixons ρ, ce qui revient à fixer le
temps moyen de service 1{µ. Dans ce cas pour garantir une probabilité de dépassement
de seuil inférieure à ε, il faut dans la file M/M/1 un seuil supérieur à

´
1

µ´ 1
lnpµεq;

dans le cas de la file M/PH/1 il faut prendre

x ě
1

α´
ln

ˆ

µε.
2

µ1 ` µ2 ´ 1`
?

∆

˙

.

Fixer ρ revient à lier les 3 paramètres µ1, µ2 et pmais il reste tout de même deux degrés
de liberté que l’on choisit comme étant µ1 et µ2. On voit que le dimensionnement de
la file M/PH/1 est déterminé non seulement par ρ mais aussi par le produit et la somme
de µ1 et µ2. En d’autres termes, la seule connaissance de la charge ne suffit pas pour
dimensionner le buffer et garantir une perte donnée. C’est une situation très différente
de celle de la file M/M/1 où la seule connaissance de ρ permet de calculer le seuil.

En supposant toujours que la file d’attente est stable (ρ ă 1), en régime stationnaire,
un cycle de fonctionnement de la file se compose d’une période d’inactivité I qui se
termine par l’arrivée d’un client, suivi que d’une période d’activité U qui se termine
par le départ du dernier client du système laissant derrière lui un système vide.

5.5. Périodes d’activité

La période I d’inactivité est celle qui sépare l’instant de départ du dernier client
de celui de la prochaine arrivée. Compte tenu du caractère sans mémoire de la loi
exponentielle, I suit la même distribution que celle de l’inter-arrivée :

P pI ď tq “ 1´ e´λt.

Pour analyser la période d’activité U , nous allons prendre comme origine des
temps t “ 0 l’instant d’arrivée du premier client dans un système vide, ou de manière
équivalente, le départ d’un client en laissant derrière lui un seul client dans le système.
On note dans la suite, pXptq, t ě 0q le processus à temps continu comptant le nombre
de clients dans le système à tout instant.
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DÉFINITION 5.1.– On appelle période d’activité élémentaire U la variable aléatoire
suivante :

U “

"

inf tt ą 0, Xt “ 0 | X0 “ 1u si ρ ă 1
8 si ρ ě 1

Il est possible de généraliser la définition de la période d’activité au cas où l’instant
initial coïncide avec le départ d’un client laissant derrière lui n autres paquets.

DÉFINITION 5.2.– On appelle période d’activité de condition initiale n, Un la variable
aléatoire suivante :

Un “

"

inftt ą 0, Yt “ 0 | Y0 “ nu si ρ ă 1
8 si ρ ě 1

.

Dans ce cas U1 ” U .

THÉORÈME 5.8.– La distribution de probabilité de Un est le produit de convolution
d’ordre n de la distribution de U .

Démonstration. La durée de la période d’activité est insensible à la politique de service,
pourvu que celle-ci soit conservative, i.e. le serveur sert jusqu’au bout tous les clients
qui se présentent : elle s’écrit comme la somme des temps de service de tous les
clients présents dans le système durant sa durée. Ainsi, pour calculer Un, nous allons la
décomposer de la manière suivante : les n clients présents à l’origine du temps seront
appelés les pères.

1) Servir le client en tête de file (le premier père),
2) servir tous les clients qui sont arrivés pendant le service du père (les fils),
3) servir tous les clients qui sont arrivés pendant le service des fils (les petits fils),
4) répéter l’étape précédente jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de descendants à servir,
5) répéter les étapes 1,2,3 et 4 précédentes pour le deuxième père, puis le troisième

père, . . ., jusqu’au nieme père.

La durée des étapes 1,2,3 et 4 n’est autre que U . En vertu des hypothèses, les variables
aléatoires représentant le temps de service d’un des pères suivi du service de tous ses
descendants sont indépendantes et de même loi que U . Donc la loi de la somme

Un “ U ` U ` ¨ ¨ ¨ ` U n fois

est la convolution d’ordre n de celle de U .

THÉORÈME 5.9.– Pour tout s ě 0,

LU psq “ E
“

e´sU
‰

“ Lσ rs` λ´ λLU psqs . (5.7)
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Démonstration. Nous allons décomposer U de manière similaire à Un :
1) Servir le père, pendant ce service, V fils sont arrivés,
2) servir le premier fils suivi de tous ses descendants,
3) répéter l’étape précédente pour les V ´ 1 fils restants.

Ainsi

U “ σ1 `

V
ÿ

i“1

Φi,

où chaque Φi est distribuée suivant la loi de U . Pour calculer la loi de U, on commence
par calculer la loi conditionnelle en V et σ1, puis nous déconditionnons successivement
sur V puis sur σ1. Pour tous x et k,

Ere´sU |σ1 “ x, V “ ks “ Ere´spx`
řk
i“1 Φiqs

“ e´sx
k
ź

i“1

Ere´sΦis

“ e´sxrLU psqsk.

En déconditionnant sur V ,

Ere´sU |σ1 “ ts “
8
ÿ

k“0

Ere´sU |σ1 “ t, V “ ksP pV “ k |σ1 “ xq

“ e´sx
8
ÿ

k“0

rLU psqsk
pλxqk

k!
e´λx

“ e´xrs`λ´λLU psqs.

Enfin en déconditionnant sur σ1,

LU psq “
ż 8

0

Ere´sU |σ1 “ xsdPσpxq

“

ż 8

0

e´xrs`λ´λLU psqs dPσpxq.

EXEMPLE (File M/M/1).– Dans ce cas, tout est calculable et l’on obtient :

THÉORÈME 5.10.– Dans le cas de la file M/M/1,

LU psq “
1

2λ
rpλ` µ` sq ´

a

pλ` µ` sq2 ´ 4λµ.
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En inversant LU psq et en dérivant on obtient la densité de la période d’activité élémen-
taire

gptq “
d

dt
Gptq “

1
?
ρt
e´pλ`µqtI1r2t

a

λµs,

où Ikptq est la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre k définie par

Ikptq “
8
ÿ

m“0

p t2 q
pk`2mq

pk `mq!m!
.

Démonstration. Comme
Lσpsq “

µ

s` µ
,

il s’ensuit que
LU psq “

µ

s` λ´ λLU psq ` µ
.

D’où
λrLU psqs2 ´ pλ` µ` sqLU psq ` µ “ 0.

Cette équation a deux racines

αpsq “
1

2λ
rpλ` µ` sq ´

a

pλ` µ` sq2 ´ 4λµ;

βpsq “
1

2λ
rpλ` µ` sq `

a

pλ` µ` sq2 ´ 4λµ,

où s P C , <epsq ą 0 et λµ ą 0. D’autre part, LU psq P C. Le système étant supposé
stable la distribution de U n’est pas dégénérée, donc |LU psq | ď 1. Par conséquent,
seule les racines de module inférieur ou égal à l’unité conviennent. Nous allons voir
maintenant si les deux racines remplissent cette condition.

Notons d’abord que |αpsq | ă |βpsq | car λµ<epsq ą 0, ceci pour tout s dans le
demi plan droit du plan complexe. Quand |LU psq | “ 1 (sur la frontière du disque
unité), on a

| pλ` µ` sqLU psq | “ | pλ` µ` sq | ą λ` µ ě |µ` λLU psq2 | .

Nous avons donc deux fonctions complexes

fpzq “ ´pλ` µ` sqz;

hpzq “ µ` λz2,

analytiques à l’intérieur et sur la frontière d’un domaine fermé du plan complexe défini
par son contour

C “ tz P C; | z | “ 1u
č

ts;<epsq ą 0u
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et telles que | fpzq | ą |hpzq | sur le contour. Le théorème de Rouché permet de dire
que la plus grande (en module) des deux fonctions (c’est–à–dire fpzq) et la somme des
deux fonctions ont le même nombre de zéros dans le domaine défini par le contour C.
Or, dans ce domaine, fpzq a un seul zéro. Donc seule une des deux racines αpsq, βpsq
se trouve dans le domaine délimité par C. C’est obligatoirement la plus petite des deux
αpsq, qui convient. Le résultat est démontré.

En théorie, il est possible d’obtenir numériquement à partir de l’expression analy-
tique de gp.q, la distribution de Gp.q. Seulement, l’opération n’est pas simple compte
tenue de la complexité de la forme de la série ci-dessus. Il est également théorique-
ment possible de calculer la distribution de Un en inversant la fonction pLU psqqn.
Paratiquement, il est très facile de calculer le premier moment de U :

E rU s “

ż 8

0

tdPσptq “ ´
d

ds
LU psq | ts“0u,

soit

E rU s “

$

&

%

1

µ´ λ
si ρ ă 1

8 si ρ ě 1
.

THÉORÈME 5.11.– Si ρ ą 1,

P pU ă 8q “
1

ρ
ă 1 et P pU “ 8q “ 1´

1

ρ
ą 0

Démonstration. Remarquons que

lim
sÑ0

LU psq “ lim
sÑ0

ż 8

0

e´sx dPσpxq “ lim
xÑ8

Gpxq.

Or le second membre tend vers P pU ă 8q. Si la file est stable (ρ ă 1), l’état 0 est
récurrent positif : on y revient presque sûrement au bout d’un temps fini, partant de 0
avec un temps inter-visite moyen fini. Donc

ρ ă 1 ùñ Gp8q “ P pU ă 8q “ 1.

Si ρ “ 1, alors 0 est récurrent nul. La chaîne y revient presque sûrement, mais le temps
moyen séparant deux visites est infini. Nous avons toujours Gp8q “ 1. Enfin, si ρ ą 1,
alors 0 est transient, et il y a une probabilité non nulle de ne jamais revenir à 0 partant
de cet état. D’où

ρ ą 1 ùñ Gp8q “ LU p0q “
1

2λ
rλ` µ´

a

pλ` µq2 ´ 4λµs “
µ

λ
,

ce qui permet de conclure.
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DEUXIÈME PARTIE

Modélisation à temps continu
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Chapitre 6

Processus de Poisson

La modélisation d’un système physique doit obéir à deux contraintes. D’une part,
elle doit refléter aussi fidèlement que possible la « réalité » et d’autre part elle doit
avoir un rôle prédictif ; autrement dit on doit pourvoir faire des calculs grâce à cette
modélisation. Au-delà de la difficulté à déterminer quantitativement et qualitativement
les paramètres pertinents d’un système physique, l’expérience prouve que plus l’on
voudra un modèle précis moins celui-ci sera utilisable pour les calculs.

Dans le cadre des files d’attente, il nous faut modéliser en premier lieu le processus
des arrivées des requêtes. Le processus de Poisson, que nous étudions dans cette section,
est le modèle le plus fréquemment utilisé essentiellement parce que c’est l’un des rares
avec lequel on peut faire des calculs. Cette modélisation se trouve être très pertinente
pour les arrivées des appels téléphoniques à un commutateur, malheureusement il n’en
est pas de même pour les autres types de réseaux dans lesquels le trafic est beaucoup
plus versatile. Néanmoins, comme nous le verrons à la fin de ce chapitre, le processus de
Poisson peut être modifié de façon à refléter dans une certaine mesure cette versatilité.

La définition d’un processus ponctuel et les notations associées sont définies
dans A.5.2. Rappelons qu’un processus ponctuel intégrable est une suite strictement
croissante de variables aléatoires positives pT1, T2, ¨ ¨ ¨ q telle que Tn Ñ 8 presque-
sûrement. Par convention, on adjoint à cette suite la variable aléatoire T0 “ 0 presque
sûrement. Ces variables aléatoires vont représenter les instants d’arrivées des requêtes
au système. On peut tout aussi bien décrire la suite par l’écart de temps qui s’écoule
entre deux arrivées successives : ξn “ Tn`1´Tn est la ne interarrivée. La donnée de la
suite pξn, n P Nq définit aussi un processus ponctuel par la relation Tn “

ř

iďn´1 ξi.
On notera finalement Nptq, le nombre de points (d’arrivées), entre les instants 0 et t.
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T0 “ 0 T1 T2 T3

t

Nptq “ 2

ξ0 ξ1 ξ2

Nptq

Figure 6.1 – Notations relatives aux processus ponctuels

6.1. Définitions

Le processus de Poisson admet plusieurs caractérisations. Comme n’importe la-
quelle peut être considérée comme une définition et les autres comme des propriétés,
nous donnons à toutes le statut de définition et nous démontrons qu’elles sont équiva-
lentes.

DÉFINITION 6.1.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d’intensité λ
si et seulement si les variables aléatoires pξn, n P Nq sont indépendantes et de même
loi exponentielle de paramètre λ.

DÉFINITION 6.2.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d’intensité λ
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

– pour tout t ě 0, la variable aléatoire Nptq suit une loi de Poisson de paramètre
λt ;

– conditionnellement à tNptq “ nu, la famille pT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq est uniformément
distribuée sur r0, ts.

DÉFINITION 6.3.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d’intensité λ
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

– pour tout 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn, les variables aléatoires pNpti ` 1q ´
Nptiq, 1 ď i ď n´ 1q sont indépendantes ;

– pour tout t, s, la variable aléatoire Npt` sq ´Nptq suit une loi de Poisson de
paramètre λs :

PpNpt` sq ´Nptq “ kq “ expp´λsq
pλsqk

k!
¨
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DÉFINITION 6.4.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d’intensité
λ si et seulement si pour toute fonction f : R` Ñ R` (ou pour toute fonction f à
support compact dans R`), on a l’identité suivante :

E

«

exp

ˆ

´
ÿ

ně1

fpTnq

˙

ff

“ exp

ˆ

´

ż 8

0

p1´ e´fpsqqλ d s

˙

.

DÉFINITION 6.5.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson d’intensité λ
si et seulement si le processus pNptq ´ λt, t ě 0q est une martingale par rapport à la
filtration F engendrée par N , c’est-à-dire Ft “ σtNpsq, s ď tu.

Afin de montrer l’équivalence entre ces définitions, nous devons introduire trois
résultats techniques.

LEMME 6.1.– La densité de la loi de pT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq est donnée par :

dPpT1, ¨¨¨ , Tnqpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ λn expp´λxnq 1Cpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq dx1 . . . dxn,
(6.1)

où :
C “ tpy1, ¨ ¨ ¨ , ynq P pR

`qn, 0 ď y1 ď . . . ď ynu.

En particulier, Tn suit une loi gamma de paramètres n et λ, définie par :

dPTnpxq “ λn expp´λxq
xn´1

pn´ 1q!
1R`pxq dx (6.2)

Démonstration. On procède par identification :

E rfpT1, ¨ ¨ ¨ , Tnqs

“

ż

. . .

ż

pR`qn
f px0, x0 ` x1, ¨ ¨ ¨ , x0 ` . . .` xn´1qdPξ0px0q . . . dPξn´1pxn´1q.

On considère le changement de variables :

u1 “ x0, u2 “ x0 ` x1, ¨ ¨ ¨ , un “ x0 ` . . .` xn´1,

dont le jacobien vaut clairement 1. Les conditions x0 ě 0, . . . , xn´1 ě 0 reviennent à
0 ď u1 ď u2 . . . ď un. On a donc :

E rfpT1, ¨ ¨ ¨ , Tnqs “

ż

. . .

ż

pR`qn
fpunqλ

ne´λun 1Cpu1, ¨ ¨ ¨ , unq du1 . . . dun.



184 Modélisation et analyse des réseaux

La densité de la loi jointe s’en déduit. Si f ne dépend que de Tn, on obtient :

E rfpTnqs “

ż

. . .

ż

0ďu1...ďun

fpunqλ
n expp´λunq du1 . . . dun

“

ż 8

0

fpunqλ
n expp´λunq

ˆ
ż un

0

dun´1

ż

. . .

ż u2

0

du1

˙

dun

“

ż 8

0

fpunqλ
n expp´λunq

un´1
n

pn´ 1q!
dun.

Le résultat en découle.

LEMME 6.2.– Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre λ. On a :

E
“

e´sX
‰

“ expp´λp1´ e´sqq.

Démonstration. Par définition de la loi de Poisson, on a l’identité suivante :

E
“

e´sX
‰

“

8
ÿ

k“0

E
“

e´sk
‰

e´λ
λk

k!
“ expp´λ` λe´sq,

d’où le résultat.

LEMME 6.3.– Soit pU1, ¨ ¨ ¨ , Unq des variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme sur r0, ts. Soit Ū , le réordonnancement de ce n-uple par ordre croissant, c’est-à-
dire :

Ū1pωq ď Ū2pωq ď . . . ď Ūnpωq, presque sûrement.

La loi de Ū est donnée par :

dPpŪ1, ¨¨¨ , Ūnqpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “
n!

tn
1Cpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq dx1 . . . dxn

Démonstration. On appelle σ la variable aléatoire à valeurs dans Sn, qui représente
le réarrangement à faire pour mettre dans l’ordre les différentes valeurs des Uipωq,
c’est-à-dire que σpωq est défini de la manière suivante : si l’on a :

U2pωq ď U3pωq ď U1pωq,

alors :

σpωq “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

.

L’image de i par σpωq est l’indice de la variable aléatoire qui est en ie position pour
cet ω. On a donc par définition Ūipωq “ Uσpωqpiqpωq. Comme les variables aléatoires
Ui, i P rr1, nss sont indépendantes et de même loi, pour tout τ P Sn, on a :

dPpUτp1q, ¨¨¨ , Uσ0pnqq
pu1, ¨ ¨ ¨ , unq “ b

n
i“1

1

t
1r0,tspuiq dui.
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On remarque en particulier que cette loi ne dépend pas de τ. Par conséquent, il vient :

Ppσ “ τq “ P
`

Uτp1q ď . . . ď Uτpnq
˘

“

ż

. . .

ż

1Cpu1, ¨ ¨ ¨ , unqdPpUτp1q, ¨¨¨ , Uτpnqqpu1, ¨ ¨ ¨ , unq

“ Ppσ “ Idq.

Ainsi, σ suit une loi uniforme sur Sn, c’est-à-dire que Ppσ “ τq “ 1{n!. Pour calculer
la loi du n-uple Ū on décompose l’espace d’état en la partition YτPSnpσ “ τq. Pour
toute fonction continue bornée, on a l’identité suivante :

E
“

f
`

Ū1, ¨ ¨ ¨ , Ūn
˘‰

“
ÿ

τPSn

E
“

f
`

Ū1, ¨ ¨ ¨ , Ūn
˘

; σ “ τ
‰

“
ÿ

τPSn

E
“

f
`

Uτp1q, ¨ ¨ ¨ , Uτpnq
˘

1CpUτp1q, ¨ ¨ ¨ , Uτpnqq
‰

“
ÿ

τPSn

ż

. . .

ż

f pu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1Cpu1, ¨ ¨ ¨ , unqdPpUτp1q, ¨¨¨ , Uτpnqqpu1, ¨ ¨ ¨ , unq

“
ÿ

τPSn

ż

. . .

ż

f pu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1Cpu1, ¨ ¨ ¨ , unq b
n
i“1

1

t
1r0,tspuiqdui

“
n!

tn

ż

. . .

ż

f pu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1Cpu1, ¨ ¨ ¨ , unq du1 . . . dun,

d’où le résultat.

Démonstration des équivalences entre les définitions. Nous allons montrer la chaîne
d’implications : 6.1ùñ6.2 ùñ 6.3ùñ 6.4 ùñ 6.5 ùñ 6.1.

6.1 ùñ 6.2.
Montrons d’abord que Nptq suit une loi de Poisson. Comme il est évident que les
événements tNptq “ ku et tTk ď t ă Tk`1u coïncident, on a :

PpNptq “ kq “ PpTk ď t ă Tk ` ξk`1q

“

ĳ

1txďtu 1tx`yątu dPTkpxqdPξkpyq

“

ż t

0

ˆ
ż 8

t´x

λe´λy dy

˙

λk
xk´1

pk ´ 1q!
expp´λxqdx

“ e´λt
ż t

0

λk
xk´1

pk ´ 1q!
dx “ e´λt

pλxqk

k!
¨
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Pour la loi conditionnelle, on procède de façon analogue :

P ppT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq P A |Nptq “ nqPpNptq “ nq

“P ppT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq P A, Tn ď t ă Tn`1q

“

ż

. . .

ż

0ďu1ď...ďun`1

1Apu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1run, un`1rptqλ
n`1e´λun`1 du1 . . . dun`1

“λn
ż

. . .

ż

0ďu1ď...ďun`1

1Apu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1run,8rptq
ˆ
ż 8

t

λe´λun`1

˙

du1 . . . dun

“λne´λt
ż

. . .

ż

0ďu1ď...ďun`1

1Apu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1run,8rptq du1 . . . dun.

En divisant le terme de droite par e´λtpλtqn{n!, on obtient :

P ppT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq P A |Nptq “ nq

“
n!

tn

ż

. . .

ż

0ďu1ď...ďun`1

1Apu1, ¨ ¨ ¨ , unq 1run,8rptqdu1 . . . dun,

ce qui en vertu du lemme 6.3 signifie que pT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq a conditionnellement à
tNptq “ nu la même loi que

`

Ū1, ¨ ¨ ¨ , Ūn
˘

définie dans ce lemme. On résume
ceci en disant que, conditionnellement à tNptq “ nu, le n-uple pT1, ¨ ¨ ¨ , Tnq est
uniformément réparti sur r0, ts.

6.2 ùñ 6.3.
Soit t0 “ 0 ă t1 ă . . . ă tn des réels et i0, ¨ ¨ ¨ , in´1 des entiers. On veut prouver
que :

P

˜

n´1
č

l“0

!

Nptl`1q ´Nptlq “ il

)

¸

“

n
ź

l“1

PpNptl`1q ´Nptlq “ ilq.

On peut toujours écrire :

P

˜

n´1
č

l“0

!

Nptl`1q ´Nptlq “ il

)

¸

“
ÿ

kPN

P

˜

n´1
č

l“0

!

Nptl`1q ´Nptlq “ il

)

|Nptnq “ k

¸

PpNptnq “ kq.
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La seule valeur de k pour laquelle les probabilités conditionnelles de cette somme sont
non nulles est k0 “

ř

l il. Pour calculer la probabilité conditionnelle correspondante
on sait que les impacts entre 0 et tn sont uniformément répartis. Cette quantité égale
donc la probabilité que k points uniformément répartis sur un intervalle se répartissent
en i1 points dans l’intervalle r0, t1s, i2 points dans l’intervalle st1, t2s, etc. Chaque
point se trouve dans un intervalle de longueur x avec probabilité x{tn, par conséquent
on a :

P

˜

n´1
č

l“0

!

Nptl`1q ´Nptlq “ il

)

|Nptnq “ k0

¸

“
k0!

i1! . . . in!

n´1
ź

l“0

ˆ

tl`1 ´ tl
tn

˙il

.

Comme N ptnq suit une loi de Poisson de paramètre λtn et k0 “
řn´1
l“0 il, on en déduit

que :

P

˜

n´1
č

l“0

!

Nptl`1q ´Nptlq “ il

)

¸

“ e´λtn
pλtnq

k0

k0!

k0!

i1! . . . in!

n´1
ź

l“0

ˆ

tl`1 ´ tl
tn

˙il

“

n´1
ź

l“0

e´λptl`1´tlq

`

λptl`1 ´ tlq
˘il

il!
¨

On a pu mettre la probabilité de l’intersection comme un produit de probabilité, par
conséquent les variables aléatoires sont indépendantes. En prenant n “ 2, t1 “ t, t2 “
t` s, i0 “ i et i1 “ j, on obtient :

P pNptq “ i, Npt` sq ´Nptq “ jq “ e´λt
pλtqi

i!
e´λs

pλsqj

j!
¨

En sommant sur toutes les valeurs de i, on obtient le résultat voulu.

6.3ùñ 6.4.
Remarquons que si l’on prend fpsq “ 1sa,bspsq, on a :

ÿ

n

fpTnq “ Npbq ´Npaq.

Du lemme 6.2, on déduit que le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices et par
linéarité pour les fonctions étagées (c’est-à-dire les combinaisons linéaires de fonctions
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indicatrices). Par convergence monotone, on en déduit que le résultat est vrai pour toute
fonction mesurable positive.

6.4ùñ 6.5.
Il suffit d’écrire Npt` sq “ pNpt` sq ´Nptqq `Nptq et d’utiliser l’indépendance
de ces variables aléatoires pour prouver que :

E rNpt` sq |Fts “ E rNpt` sq ´Nptqs `Nptq “ λs`Nptq,

d’où le résultat.

6.5ùñ 6.1
Comme N n’évolue pas entre ses instants de sauts, pour f bornée, on a :

fpNptqq ´ fpNpsqq

“
ÿ

sărďt,∆Nprq“1

fpNprqq ´ fpNpr´qq

“

ż t

s

`

fpNpr´q ` 1q ´ fpNpr´qq
˘

dNprq

“

ż t

s

`

fpNpr´q ` 1q ´ fpNpr´qq
˘

pdNprq ´ λ d rq

`

ż t

s

`

fpNpr´q ` 1q ´ fpNpr´qq
˘

λ d r.

Comme le processus pr ÞÑ fpNpr´qq est prévisible, le théorème A.34 implique que
l’intégrale stochastique définit bien une martingale donc on a :

t ÞÝÑ fpNptqq ´

ż t

0

`

fpNpr´q ` 1q ´ fpNpr´qq
˘

λ d r

est une martingale. D’après le théorème 7.15, N est un processus de Markov de
générateur infinitésimal :

Afpxq “ λpfpx` 1q ´ fpxqq pour f : NÑ R bornée.

D’après le théorème 7.9, la définition 6.1 est vérifiée.

6.2. Propriétés

Il ne faut pas se laisser abuser par la définition 6.2 qui stipule que, conditionnelle-
ment au nombre de points sur un intervalle, les impacts sont uniformément répartis sur
cet intervalle. Certes, lorsque l’on observe une trajectoire, on connaît t et le nombre
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d’impacts dans cet intervalle, on devrait donc observer des points uniformément ré-
partis. Pourtant, on observe une répartition similaire à celle de la figure 6.2. C’est le
phénomène de « clusterisation » : sur une trajectoire, les arrivées donnent l’impression
d’être groupées. C’est d’ailleurs ce que l’on constate dans les magasins où après une
période d’inactivité, plusieurs clients arrivent presqu’en même temps.

Temps

Figure 6.2 – Quatre trajectoires d’un processus de Poisson

- En fait, la notion même de répartition uniforme est floue, il ne faut pas la confondre
avec la constance de l’écart entre les arrivées. Comme le montre la figure 6.2, l’unifor-
mité dans la répartition se « voit » sur plusieurs trajectoires : il n’y a ici presque plus
de parties de r0, 1s qui ne comporte pas d’impact dans l’une ou l’autre des trajectoires.
Il y a une différence essentielle entre le phénomène de « clusterisation » apparente du
processus de Poisson et le régime de « rafales » (ou burst) que l’on observe dans les
grands réseaux haut débit : dans le premier cas, le débit moyen instantané (calculé en
moyennant sur un grand nombre de trajectoires) ne dépend pas du temps (puisqu’il
est égal à λ) tandis que dans l’autre cas, il va grandement varier avec le temps (penser
à de la vidéo à débit variable). On ne peut donc pas représenter de tels trafics par un
processus de Poisson.

THÉORÈME 6.4.– Soit N un processus de Poisson d’intensité λ. Pour toute fonction f
à support compact, on a :

E

«

exp

˜

´
ÿ

ně1

fpTnq

¸ff

“ exp

ˆ

´

ż

R`
p1´ e´fpsqqλ d s

˙

(6.3)

Démonstration. Si l’on prend fpsq “ α 1sa,bspsq, on a :

ÿ

n

fpTnq “ αpNpbq ´Npaqq.
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On sait queNpbq´Npaq suit une loi de Poisson de paramètre λpb´aq. Par conséquent,
on a :

E

«

exp

˜

´
ÿ

ně1

fpTnq

¸ff

“

8
ÿ

n“0

e´αne´λpb´aq
pλpb´ aqqn

n!

“ expp´λpb´ aq ` λpb´ aqe´αq

“ exp

ˆ

´

ż

´

1´ e´fpsq
¯

λ d s

˙

.

Par indépendance des incréments, l’équation (6.3) est donc vraie pour les fonctions
étagées. Par convergence dominée, elle l’est aussi pour les fonctions à support compact.

6.2.1. Superposition, amincissement

Lorsque l’on dispose de deux processus ponctuels N1 et N2, la superposition de
ces processus est le processus ponctuel, noté N “ N1 ` N2, dont les impacts sont
ceux de N1 et ceux de N2.

En vertu du théorème 6.4, le résultat suivant est immédiat.

THÉORÈME 6.5.– La superposition de deux processus de Poisson indépendants est un
processus de Poisson d’intensité somme.

REMARQUE.– En particulier, lors de la superposition de deux processus de Poisson
indépendants, deux clients ne peuvent arriver simultanément. Ce résultat reste vrai pour
n’importe quels processus ponctuels indépendants.

Supposons maintenant qu’un processus de Poisson N d’intensité λ soit éclaté en
deux processus N1 et N2 selon un tirage de Bernoulli de paramètre p, c’est-à-dire qu’à
chaque point de N , on décide qu’il appartient à N1 avec probabilité p et à N2 avec
probabilité 1´ p, ce tirage au sort étant indépendant de tout le reste et en particulier
des précédents tirages au sort (voir la figure 6.3 dans laquelle le chiffre au-dessus ou
au-dessous de chaque point représente le numéro du flux auquel ce point est attribué).
On dit que le processus de Poisson est aminci.

1 1 1

2 2 2 2 22 2 Temps

Figure 6.3 – Amincissement d’un processus de Poisson
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Le théorème 6.4 assure qu’un processus de Poisson sur R` est un cas particulier
de processus de Poisson spatial (voir section 10.3). Par conséquent, le théorème 10.6
assure le résultat qui suit.

THÉORÈME 6.6.– Les processus N1 et N2 résultants de l’amincissement de N , sont
deux processus de Poisson indépendants d’intensités respectives λp et λp1´ pq.

6.2.2. Paradoxe de l’autobus

Il est en revanche un résultat spécifique de la dimension 1, connu sous le nom
de paradoxe de l’autobus (ou paradoxe de l’inspection). Interprétons les points d’un
processus de Poisson comme les instants d’arrivée des bus à un arrêt donné. Soit :

$

&

%

W ptq “ TNptq`1 ´ t,
Zptq “ t´ TNptq,
ξptq “W ptq ` Zptq “ TNptq`1 ´ TNptq,

respectivement le temps d’attente du bus si l’on arrive en t à l’arrêt, le temps écoulé
depuis le passage du dernier bus et l’intervalle de temps entre le bus que l’on prend et
celui que l’on a raté.

T0 “ 0 T1 T2 T3

t

ξ0 ξ1 ξ2

W ptqZptq

ξptq

Figure 6.4 – Notations

THÉORÈME 6.7 (Paradoxe de l’autobus).– W ptq suit une loi exponentielle de para-
mètre λ et est indépendante de Zptq, dont la loi est donnée par :

PpZptq ď xq “

"

1´ e´λx si 0 ď x ă t;
1 si x ě t.
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x

PpZptq ď xq

1

1´ e´λt y “ 1´ expp´λxq

t

Figure 6.5 – Fonction de répartition de Zptq

- Ceci peut sembler paradoxal puisque la valeur moyenne de Wt, c’est-à-dire le temps
moyen d’attente, est donc 1{λ alors que le temps moyen qui s’écoule entre les passages
de deux bus vaut aussi 1{λ. Cette propriété est une manifestation de ce qu’il est convenu
d’appeler l’absence de mémoire de la loi exponentielle, sur laquelle nous reviendrons
dans le chapitre suivant. En fait, tout se passe comme si, au moment où l’on arrive à
l’arrêt de bus, le compteur qui égrène le temps qui s’écoule entre deux bus était remis à
zéro et que l’on recomptait un temps de loi exponentielle jusqu’à la prochaine arrivée.

A proprement parler, cette approche est mathématiquement fausse car si ξn suit
bien un loi exponentielle de paramètre λ, ξptq n’a pas la loi de ξn puisqu’en fonction de
ω le numéro du bus que l’on vient de rater change. Conditionnellement à tNptq “ nu,
ξptq a effectivement une loi exponentielle de paramètre λ mais contrairement à ce
que l’on pourrait croire, lorsque l’on déconditionne, la loi de ξptq n’est plus une loi
exponentielle.

Démonstration du théorème 6.7. Notons que Zptq, par définition même, ne peut pas
être plus grand que t. Pour 0 ď x ă t et y ě 0, en utilisant au passage l’indépendance
de Tn et ξn pour tout n P N on a :

PpZptq ď x, W ptq ą yq “
ÿ

nPN

PpZptq ď x, W ptq ą y, Nptq “ nq

“
ÿ

nPN

Ppt´ Tn ď x, Tn ` ξn ´ t ą y, Tn ď t ă Tn ` ξnq.

Pour n “ 0, cette dernière probabilité vaut :

Ppt ď x, ξ0 ą t` yq “ 0
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puisque l’on a supposé que x ă t. La somme précédente s’écrit donc :

ÿ

ną1

ĳ

1tt´uďxu 1tu`v´tąyu 1tuďtu dPTnpuqdPξn`1pvq

“
ÿ

ną1

ż t

t´x

λne´λu
un´1

pn´ 1q!

ˆ
ż 8

t`y´u

λeλv dv

˙

du

“
ÿ

ną1

λne´λpt`yq
ż t

t´x

un´1

pn´ 1q!
du

“
ÿ

ną1

λne´λpt`yq
„

tn

n!
´
pt´ xqn

n!



“e´λpt`yq

˜

ÿ

ną1

pλtqn

n!
´

ÿ

ną1

pλpt´ xqqn

n!

¸

“e´λpt`yq
´

eλt ´ 1´
´

eλpt´xq ´ 1
¯¯

“e´λyp1´ e´λxq.

Comme limxÕtp1 ´ e´λxq “ 1 ´ e´λt ă 1, on en déduit qu’il y a un saut dans la
fonction de répartition de Zptq et par conséquent que PpZptq “ tq “ e´λt ą 0.

REMARQUE.– Le calcul de l’espérance de ξptq se fait de la manière suivante :

E rξptqs “ E rW ptqs `E rZptqs

“
1

λ
` t.e´λt `

ż t

0

λse´λs d s

“
1

λ
p2´ e´λtq.

Par conséquent, lorsque t grandit, la moyenne de ξptq tend vers 2{λ et le temps moyen
d’attente, qui vaut 1{λ, en représente la moitié, conformément à l’intuition.

6.3. Analogue discret : le processus de Bernoulli

L’analogue du processus de Poisson à temps discret est défini de la manière suivante.

DÉFINITION 6.6.– Soit p Ps0, 1r et
´

ξ̃n, n P N
¯

, une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, de loi géométrique de paramètre p, c’est-à-
dire :

P
´

ξ̃0 “ k
¯

“ pp1´ pqk´1; k ą 1.
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On pose alors T̃0 “ 0 et T̃n`1 ´ T̃n “ ξ̃n pour tout n P N. Le processus ponctuel
pT0, T1, ..., Tn, ...q ainsi défini est appelé processus de Bernouilli.

REMARQUE.– Comme pour le processus de Poisson, on peut définir le processus
aléatoire Ñ , à trajectoires cadlag, défini pour tout t ě 0 par :

Ñptq “
ÿ

nPN

1
tT̃nďtu

,

qui compte le nombre de points du processus jusqu’à t. Il est clair que Ñptq suit pour
tout t ě 0, la loi binomiale B pttu, pq, où t.u désigne la partie entière.

Nous pouvons vérifier que le processus de Bernouilli satisfait à l’analogue du
paradoxe de l’autobus. Pour tout k P N, notons par analogie avec la section 6.2.2 :

#

W̃k “ k ´ T̃Ñpkq, le temps écoulé depuis le dernier point avant k;

Z̃k “ T̃Ñpkq`1, le temps à attendre avant le premier point après k.

Par définition, W̃k est nul s’il y a précisément un point en k, alors que Z̃k est nécessai-
rement strictement positif. On a le résultat suivant.

THÉORÈME 6.8.– Pour tout k ě 0, W̃k suit la loi géométrique de paramètre p et est
indépendante de Z̃k, dont la loi est donnée par :

P
´

Z̃k “ i
¯

“

$

&

%

pp1´ pqi si i ă k;
p1´ pqi si i “ k;
0 si i ą k.

Démonstration. Le schéma de la preuve est le même que celui de la preuve du théo-
rème 6.7. Fixons j ą 1. Il est clair par définition que Z̃k ne peut pas être supérieur à k.
Par ailleurs, pour tout i ă k, Z̃k “ i si Ñpkq est strictement positif (sinon k “ i) et
strictement inférieur à k ´ i, car il n’y a aucun point entre l’instant k ´ i et l’instant k.
Par conséquent :

P
´

Z̃k “ i, W̃k “ j
¯

“
ÿ

1ďnďk´i

P
´

Z̃k “ i, W̃k “ j, Ñpkq “ n
¯

“
ÿ

1ďnďk´i

P
´

T̃n “ k ´ i, ξ̃n “ i` j
¯

“
ÿ

1ďnďk´i

P
´

T̃n “ k ´ i
¯

pp1´ pqi`j´1,

par indépendance. Or, Tn “ k ´ i revient à dire qu’il y a un point à k ´ i (et donc
un succès à une expérience de Bernouilli de paramètre p) et si k ´ i ´ 1 ą 0, qu’il
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y a eu n ´ 1 succès lors de k ´ i ´ 1 expériences de Bernouilli précédentes, toutes
indépendantes. Autrement dit :

P
´

T̃n “ k ´ i
¯

“ pP pB “ n´ 1q “ pCn´1
k´i´1p

n´1p1´ pqk´i´1´pn´1q,

où B est une variable aléatoire de loi binomiale B pk ´ i´ 1, pq et en comprenant
éventuellement C0

0 “ 1. Pour tout i ă k, on a donc :

P
´

Z̃k “ i, W̃k “ j
¯

“
ÿ

1ďnďk´i

pCn´1
k´i´1p

n´1p1´ pqk´i´1´pn´1qpp1´ pqi`j´1

“ p2p1´ pqi`j´1
ÿ

0ďnďk´i´1

Cnk´i´1p
np1´ pqk´i´1´n

“ pp1´ pqj´1pp1´ pqi, (6.4)

d’après la formule du binôme. Par ailleurs, Z̃k “ k revient à dire que Ñpkq “ 0 et
donc :

P
´

Z̃k “ k, W̃k “ j
¯

“ P
´

ξ̃0 “ i` j
¯

“ pp1´ pqi`j´1 “ pp1´ pqj´1p1´ pqi. (6.5)

De (6.4) et (6.5), on déduit que Z̃k et W̃k sont indépendantes et suivent les lois
annoncées.

- Cette propriété d’oubli se comprend aisément : une variable aléatoire ξ̃i compte le
nombre d’essais de Bernouilli indépendants, nécessaires pour obtenir un succès. La
variable aléatoire W̃k compte le nombre d’essais encore nécessaires à partir de k pour
obtenir le premier succès après k. Les essais étant indépendants, on voit bien là encore
que l’attente « capitalisée » entre le dernier succès jusqu’à k n’augmente pas la chance
de succès à chaque tentative après k et donc W̃k a la même loi que n’importe lequel
des ξ̃i.

Le dernier résultat est donc intuitivement clair et il peut nous aider à comprendre
le paradoxe de l’autobus en temps continu. En effet, le processus de Poisson n’est
autre qu’une version macroscopique de processus de Bernouilli. Plus précisément, on
fixe λ ą 0 et pour tout entier n ą 1 tel que λ{n ă 1, on note Ñn, un processus de
Bernouilli de paramètre λ{n, de variables associées ξ̃n0 , ξ̃

n
1 , ... Finalement, on définit

pour tout n le processus ponctuel N̄n comme suit :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ξ̄ni “ ξ̃ni {n, i P N;

T̄n0 “ 0, T̄ni`1 ´ T̄
n
i “ ξ̄ni , i P N;

N̄nptq “
ÿ

iPN

1tT̄ni ďtu .
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A partir du processus de Bernouilli de paramètre λ, pour obtenir N̄n, on divise
donc par n la probabilité d’occurrence d’un point à chaque instant et l’on compense
par une « accélération du temps » de facteur n, en divisant les temps interpoints par n.
On a alors le résultat suivant.

THÉORÈME 6.9.– La suite de processus
 

N̄n, n ą tλu
(

converge en loi vers le pro-
cessus de Poisson de paramètre λ.

Démonstration. La notion de convergence en loi pour les processus est assez lourde
à définir. Nous n’entrerons pas ici dans ces détails. En fait, il suffit dans notre cas de
vérifier que les interpoints de N̄n tendent en loi vers ceux du processus de Poisson de
paramètre λ. C’est clairement le cas puisque pour tout i P N et tout t, on a :

P
`

ξ̄ni ą t
˘

“ P
´

ξ̃ni ą nt
¯

“

ˆ

1´
λ

n

˙tntu

,

et la dernière quantité tend vers e´λt quand n tend vers l’infini.

6.4. Simulation du processus de Poisson

La définition 6.1 permet de simuler des trajectoires d’un processus de Poisson
d’intensité λ simplement en effectuant des tirages successifs de variables aléatoires de
loi exponentielle de paramètre λ.

Algorithme 6.1 . Réalisation d’une trajectoire d’un processus de Poisson
(méthode 1)

Données : λT
Résultat : une trajectoire ptn, n ě 1q sur r0, T s d’un d’un processus de

Poisson d’intensité λ
tÐ 0;
nÐ 0;
tant que t ď T faire

xÐ réalisation d’une εpλq;
tÐ t` x;
tn Ð t;
nÐ n` 1

fin
retourner t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn

La définition 6.2 permet de simuler une trajectoire sur r0, ts en effectuant un tirage
d’une loi de Poisson de paramètre λt, dont on note le résultat par k, puis d’effectuer
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k tirages uniformes sur r0, ts. Une fois ordonné, le plus petit de ces tirages peut être
assimilé au premier impact, le deuxième plus petit à T2, etc.

Algorithme 6.2 . Réalisation d’une trajectoire d’un processus de Poisson
(méthode 2)

Données : λT
Résultat : une trajectoire ptn, n ě 1q sur r0, T s d’un processus de Poisson

d’intensité λ
nÐ réalisation d’une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre λT ;
pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n faire

ui Ð réalisation d’une Upr0, 1sq;
fin
pt1, ¨ ¨ ¨ , tnq Ð tri en croissant de pu1, ¨ ¨ ¨ , unq;
retourner t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn

Dans les deux méthodes, si l’on veut ensuite prolonger la trajectoire sur rt, t`ss, on
recommence la même chose sur rt, t` ss seulement, puisque la définition 6.3 garantit
que la trajectoire sur rt, t` ss est indépendante de celle sur r0, ts.

La méthode 1 est la plus avantageuse pour les « grandes » valeurs de λ, parce que
simuler une loi de Poisson pour λ grand se révèle impossible dès lors que expp´λq
devient plus petit que la précision numérique de l’ordinateur. En revanche, comme nous
le voyons dans le chapitre 10, la méthode 2 est la seule qui s’adapte à la simulation
d’un processus de Poisson spatial.

6.5. Processus de Poisson non homogène

DÉFINITION 6.7.– N est un processus de Poisson non homogène d’intensité λpsq où
s varie dans R` si et seulement si pour toute fonction f : R` Ñ R`, on a l’identité
suivante :

exp

˜

´
ÿ

ně1

fpTnq

¸

“ exp

ˆ

´

ż

´

1´ e´fpsq
¯

λpsqd s

˙

. (6.6)

Cette définition doit être rapprochée de la définition 6.4. Si λ est une fonction
constante alors on retrouve la définition d’un processus de Poisson d’intensité λ. Cette
classe de processus modélise des trafics dans lesquels le débit varie au cours du temps
mais de façon connue (λ est une fonction déterministe). On suppose toujours que λ est
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continue à droite pourvue de limites à gauche en tout point. Posons :

aptq “

ż t

0

λpsq d s;

τptq “ infts ě 0, apsq ě tu.

Le graphe de τ s’obtient en prenant le symétrique de celui de a par rapport à la
première bissectrice. Par définition, apτptqq “ t. La relation inverse, τpaptqq “ t n’est
vraie que si λ ne s’annule pas sur un intervalle. En effet, dans ce cas, a présente un
intervalle de constance et τ n’est plus continue.

Figure 6.6 – Graphe de a et de son inverse τ (en pointillés)

THÉORÈME 6.10.– SoitN un processus de Poisson non homogène d’intensité λpsqd s
alors le processus Ñ défini par :

Ñptq “
ÿ

s: ∆Npsq“1

1tapsqďtu, (6.7)

est un processus de Poisson homogène d’intensité d s.

- En d’autres termes, quand N saute à l’instant t, Ñ a un saut à l’instant aptq.

Démonstration. Il suffit de montrer que Mptq “ Npτtq vérifie les propriétés de la
définition 6.3. Or, pour tout 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn, on l’identité suivante :

Mpti`1q ´Mptiq “
ÿ

n

1sτti , τti`1
spTnq.
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Comme τ est déterministe, par définition du processus de Poisson non homogène, on a :

E

«

exp

ˆ

´
ÿ

j

αjpMptj`1q ´Mptjqq

˙

ff

“

“E

«

exp

ˆ

´
ÿ

n

ÿ

j

αj 1tsτtj , τtj`1
supTnq

˙

ff

“ exp

ˆ

´
ÿ

j

ż τtj`1

τtj

p1´ e´αj qλpsq d s

˙

“ exp

ˆ

´
ÿ

j

p1´ e´αj qrapτtj`1
q ´ apτtj qs

˙

“ exp

ˆ

´
ÿ

j

αjptj`1 ´ tjq

˙

,

d’où le résultat.

Avec les notations précédentes, on en déduit l’algorithme de simulation d’un
processus de Poisson non homogène.

Algorithme 6.3 . Réalisation d’une trajectoire d’un processus de Poisson non
homogène

Données : a, T
Résultat : une trajectoire ptn, n ě 1q sur r0, T s d’un processus de Poisson

d’intensité λpsqd s
s1, ¨ ¨ ¨ , sn Ð réalisation d’un processus de Poisson d’intensité 1 sur apT q;
retourner ti “ apsiq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n

THÉORÈME 6.11.– Le processus ponctuel N est un processus de Poisson non homo-
gène d’intensité λpsqd s si et seulement si le processus Ñ est une martingale où :

Ñ : t ÞÝÑ Nptq ´

ż t

0

λpsqd s.

Démonstration. Soit f à support compact. D’après la formule d’Itô (A.14), on a :

exp

ˆ
ż t

0

fprqd Ñprq

˙

“ 1`

ż t

0

exp

ˆ
ż s

0

fprqd Ñprq

˙

fpsqd Ñprq

`

ż t

0

exp

ˆ
ż s

0

fprqd Ñprq

˙

´

efpsq ´ 1´ fpsq
¯

dNpsq.
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En vertu du théorème A.34, l’intégrale stochastique du terme de droite est une martin-
gale, donc en prenant les espérances, il reste :

E

„

exp

ˆ
ż t

0

fprqd Ñprq

˙

“ 1`E

„
ż t

0

exp

ˆ
ż s

0

fprqd Ñprq

˙

´

efpsq ´ 1´ fpsq
¯

dNpsq



“ 1`E

„
ż t

0

exp

ˆ
ż s

0

fprqd Ñprq

˙

´

efpsq ´ 1´ fpsq
¯

λpsqd s



.

En posant φptq “ expp
şt

0
fprqd Ñprqq, il vient alors :

φptq “ 1`

ż t

0

φpsqupsqd s,

où upsq “ pefpsq ´ 1´ fpsqqλpsq. En résolvant l’équation différentielle, on obtient :

φptq “ exp

ˆ
ż t

0

´

efpsq ´ 1´ fpsq
¯

λpsqd s

˙

,

soit en simplifiant les deux côtés par exp
´

´
şt

0
fpsqλpsqd s

¯

:

E

„

exp

ˆ
ż t

0

fprqdNprq

˙

“ exp

ˆ
ż t

0

´

efpsq ´ 1
¯

λpsqd s

˙

.

Réciproquement, en appliquant (6.6) à :

f “
n´1
ÿ

i“0

αi 1sti, ti`1s,

on obtient :

E

«

exp

˜

´
ÿ

i

αipNpti`1q ´Nptiqq

¸ff

“ exp

ˆ

´λ
ÿ

i

ż 8

0

´

1´ e´αi 1sti, ti`1s
psq
¯

ds

˙

.

Remarquons alors que la fonction sÑ
´

1´ e´αi 1sti, ti`1s
psq
¯

s’annule en dehors de

l’intervalle sti, ti`1s et vaut 1´ e´αi sur cet intervalle. On a donc :

E

«

exp

˜

´
ÿ

i

αipNpti`1q ´Nptiqq

¸ff

“ exp

ˆ

´
ÿ

i

`

1´ e´αi
˘

ż ti`1

ti

λpsqd s

˙

.
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On obtient donc que la transformée de Laplace du vecteur aléatoire pNpti ` 1q ´
Nptiq, 1 ď i ď n´1q est le produit des transformées de Laplace de chaque composante
(puisque qu’elle s’écrit comme produit de fonctions dépendant chacune d’un seul des
αi), donc les variables aléatoires sont indépendantes. Par classe monotone, on en déduit
que Npt ` sq ´ Nptq est indépendante de Ft “ σpNprq, r ď tq. Dans le cas où
n “ 2, t1 “ a, t2 “ b on obtient de la formule précédente que :

E rexp p´α pNpbq ´Npaqqqs “ exp
`

´p1´ e´αq
˘

ż b

a

λpsqd s,

donc Npbq ´Npaq suit une loi de Poisson de paramètre
şb

a
λpsqd s. Par conséquent :

E rNpt` sq ´Nptq |Fts “ E rNpt` sq ´Nptqs “

ż t`s

t

λpsqd s,

donc Ñ est une martingale.

6.6. Processus de Cox

Les processus de Cox sont des processus de Poisson pour lesquels on choisit
aléatoirement l’intensité. De ce qui précède, on voit que cela revient à mettre une
mesure de probabilité sur les fonctions positives (de préférence cadlag).

DÉFINITION 6.8.– Soit M une variable aléatoire à valeurs dans D. Le processus
ponctuel N est un processus de Cox d’intensité M si et seulement si pour toute
fonction f à support compact, on a :

E

«

exp

˜

´
ÿ

n

fpTnq

¸

|M

ff

“ exp

ˆ

´

ż

´

1´ e´fpsq
¯

Mpsqd s

˙

.

Par conséquent, pour calculer la transformée de Laplace, il faut déconditionner par
rapport à M , d’où :

E

«

exp

˜

´
ÿ

n

fpTnq

¸ff

“ E

„

exp

ˆ

´

ż

´

1´ e´fpsq
¯

Mpsqd s

˙

.

Les résultats précédents de martingales s’étendent sans changement autre que celui de
la filtration, qui doit ici être prise égale à F0 “ σpMq, Ft “ σpMq _ σpNprq, r ď tq.

L’exemple de processus de Cox qui nous sera le plus utile est celui des MMPP, voir
la section 7.6.
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6.7. Problèmes

EXERCICE 10.– SoitN un processus de Poisson d’intensité λ, on note Tn le ne instant
de saut. Par convention, T0 “ 0. Soit pZn, n ě 1q, une suite de variables aléatoires de
même loi telles que pour tout n, Tn et Zn sont indépendantes. Soit g la densité de la
loi commune aux Zn.

1) Montrer que pour toute fonction f :

ErfpTn, Znqs “

ż `8

0

ż

fpt, zqgpzqλe´λt
pλtqn´1

pn´ 1q!
d z d t.

2) En déduire que :

Er
ÿ

ně1

fpTn, Znqs “ λ

ż `8

0

ż

fpt, zqgpzq d z d t.

3) On suppose que les communications téléphoniques d’un abonné durent un temps
aléatoire de loi exponentielle de moyenne trois minutes. Ces durées sont indépendantes
entre elles. Au siècle dernier, le coût d’une communication était fonction de sa durée t
selon la formule suivante :

cptq “ α si t ď t0 et cptq “ α` βpt´ t0q si t ě t0.

Déduire de ce qui précède que le coût moyen d’une heure totale de communication est
donné par :

λ

ż 1

0

cptqλe´λt d t

avec λ “ 20. (Indication : considérer Zn “ Tn`1 ´ Tn et expliquer pourquoi on peut
appliquer le résultat précédent.)

Application numérique : pour les communications locales, en 1999, on avait les para-
mètres suivants : t0 “ 3 minutes, α “ 0,11 euro et β “ 0,043 euro par minute. Pour
les communications nationales, t0 “ 39 secondes et β “ 0,17 euro par minute. α était
le même. En tarif réduit, diviser β par 2. En mettant t0 “ 1 minute et α “ 0,15 euro, à
combien s’élevait le prix de la seconde supplémentaire en téléphonie mobile dans un
forfait dont le montant pour 1 heure de communication était de 23,62 euros?

EXERCICE 11.– Un distributeur automatique de billets enregistre les instants de début
et de fin de requêtes de ces clients mais évidemment par leur heure d’arrivée dans la
file. Un nouveau cycle d’activité ayant commencé à 7h30, on a relevé les données du
tableau 11.

Supposons que les arrivées aient lieu selon processus de Poisson, que peut-on dire
de l’instant d’arrivée T1 du client numéro 1? En particulier, calculer son espérance.
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Client numéro Début de service Fin de service
0 7h30 7h34
1 7h34 7h40
2 7h40 7h42
3 7h45 7h50

Tableau 6.1 –

EXERCICE 12.– Une compagnie d’assurance doit payer pour des sinistres au rythme
de cinq par jour. On suppose que les instants d’occurrence des sinistres suivent un
processus de Poisson et que les montants des dégâts sont indépendants les uns des
autres, de loi exponentielle, de moyenne cinq cents euros. On introduit pXi, i ě 1q
une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées, de loi exponentielle de
moyenne 1{µ “ 3 000 euros et N un processus de Poisson d’intensité λ “ 5 jours´1,
indépendant des Xi.

1) Que représente Z “
řNp365q
i“1 Xi ?

2) Calculer le montant total moyen dépensé par an par la compagnie d’assurance.
3) Calculer Ere´sZs.
4) En déduire la variance de Z.

6.8. Notes et commentaires

Pour des résultats plus approfondis sur les processus ponctuels en dimension
quelconque, on pourra consulter [BRE 81, DAL 03, LAS 95]. Pour les convergences
en loi de processus ponctuels, on pourra consulter l’annexe D de [ROB 03].
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Résumé

– Un processus de Poisson est un processus qui représente un flux aléatoire à débit
moyen constant dans le temps.

– Son intensité λ représente le nombre moyen d’arrivées par unité de temps.
– La superposition de deux processus de Poisson est un processus de Poisson.

L’amincissement d’un processus de Poisson est un processus de Poisson.
– Un processus de Poisson représente bien les événements issus de l’activité hu-

maine (téléphone, instants d’arrivée dans un magasin, ouverture de session mail, ou-
verture de page web, etc.) pas ceux de l’activité d’une machine (envoi de paquets,
messages de signalisation, etc.).



Chapitre 7

Processus de Markov

La modélisation markovienne d’un système dynamique se fait naturellement en
utilisant une chaîne de Markov dont les durées de séjour dans chaque état deviennent
aléatoires. Cette description est insuffisante pour établir les propriétés mathématiques
intéressantes. On a, pour cela, recours au formalisme des processus markoviens avec
leur semi-groupe et leur générateur infinitésimal. Pour aller plus loin et prouver no-
tamment des identités comme PASTA ou ses avatars, on a besoin de caractériser les
processus de Markov comme solutions de problèmes de martingales. Dans ce cha-
pitre, nous passons en revue ces différentes caractérisations et montrons qu’elles sont
équivalentes.

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace au plus dénombrable muni de la
topologie discrète. On rappelle qu’il est conseillé de lire le petit paragraphe sur les
notations de la remarque A.1.1.

7.1. Préliminaires

Nous commençons par énoncer deux lemmes techniques sur la loi exponentielle,
qui nous seront utiles dans les calculs qui suivent.

LEMME 7.1.– Soit U et V , deux variables aléatoires indépendantes, de lois respectives
εpλq et εpµq, où λ, µ ą 0. Les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) P pU ď V q “ λ{pλ` µq ;
(ii) U ^ V „ εpλ` µq.

205
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Démonstration. (i) La densité du couple de variables aléatoires pU, V q est donnée pour
tout pu, vq par :

fpU,V qpu, vq “ λe´λuµe´µv 1R`puq 1R`pvq.

On notant le sous-ensemble A “
 

pu, vq P R2;u ď v
(

, on peut donc écrire :

P pU ď V q “

ż ż

A

fpU,V qpu, vq du dv

“

ż `8

0

λe´λu
"
ż `8

u

µe´µv dv

*

du

“

ż `8

0

λe´pλ`µqu du “
λ

λ` µ
.

(ii) Il suffit de voir que, pour tout x ě 0, on a :

P pU ^ V ě xq “ P ptU ě xu X tV ě xuq “ e´λxe´µx “ e´pλ`µqx.

D’où le résultat.

LEMME 7.2 (Propriété d’oubli de la loi exponentielle).– Soit U , une variable aléatoire
de loi εpλq, où λ ą 0. Soit t ě 0. Conditionnellement à tU ě tu, la variable aléatoire
U ´ t suit aussi la loi εpλq.

Démonstration. Il suffit de calculer, pour tout x ě 0, la probabilité conditionnelle :

P pU ě t` x | U ě tq “
P pU ě t` xq

P pU ě tq
“
e´λpt`xq

e´λt
“ e´λx.

D’où le résultat.

- Si la durée de vie de chaque humain suivait une loi exponentielle, le résultat précédent
signifierait que la probabilité d’atteindre 90 ans quand on a déjà plus de 80 ans est la
même que celle d’atteindre l’âge de 10 ans au moment de sa naissance. Comme il y
a sensiblement moins d’octogénaires qui deviennent nonagénaires que de bébés qui
atteignent le collège, on ne peut raisonnablement pas représenter la durée de vie d’un
humain par une telle loi.

7.2. Construction trajectorielle

DÉFINITION 7.1.– Soit ν une mesure de probabilité sur E et Q “ pqpx, yq, x, y P Eq
une famille de réels tels que pour tout px, yq P E, les propriétés suivantes soient
satisfaites :

qpx, yq ě 0 et
ÿ

y‰x

qpx, yq “ 1. (7.1)
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Le processus de Markov X de paramètres pν, Qq est ainsi construit :
– Xp0q est une variable aléatoire de loi ν ;
– si Xp0q “ x, on considère ξ1 “ T1 „ εpqpx, xqq indépendante de Xp0q ;

Xptq “ x pour t ă T1 ; ensuite, on considère X̂1 une variable aléatoire indépendante
de pXp0q, T1q telle que :

PpX̂1 “ yq “ qpx, yq;

– soit x1 la valeur de X̂1 ; on considère ξ2 „ εpqpx1, x1qq indépendante de
pXp0q, ξ1, X̂1q. Xptq “ X̂1 pour T1 ď t ă T2 ;

– on continue cette construction jusqu’à l’infini.

REMARQUE.– Une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 0 doit être
comprise comme égale presque sûrement à l’infini. Pour tout point x P E tel que
qpx, xq “ 0, (7.1) impose que qpx, yq “ 0 pour tout y. Le point x est donc un point
« cimetière », puisque l’on n’en sort jamais.

Temps0

E

X̂0 “ x
ξ0

X̂1 ξ1

X̂2 ξ2

X̂3 ξ3

X̂4

T̂1 T̂2 T̂3 T̂3

Figure 7.1 – Réalisation d’une trajectoire d’un processus
de Markov de paramètres pν, Qq

REMARQUE.– Compte tenu des hypothèses d’indépendance, il est évident que la suite
pX̂n, , n ě 0q est une chaîne de Markov de matrice de transition Q̂ définie par :

Q̂px, yq “

#

qpx, yq si x ‰ y

0 si x “ y.



208 Modélisation et analyse des réseaux

Cette chaîne de Markov s’appelle la chaîne incluse. Il ne peut pas y avoir de transition
d’un état vers lui-même puisque l’on observe les positions de X seulement lors de ses
changements d’état.

EXEMPLE 7.1 (File M/M/1).– Dans ce modèle, les arrivées ont lieu selon un processus
de Poisson d’intensité λ et les temps de séjour sont indépendants et de loi exponentielle
de paramètre µ. Le processus étudié X “ pXptq, t ě 0q est le processus qui compte
le nombre de clients dans le système à chaque instant. L’espace d’états E est égal à
l’espace des entiers naturels. S’il y a i ‰ 0 clients dans le système, le prochain événe-
ment est un départ ou une arrivée. En vertu du paradoxe de l’autobus (théorème 6.7), la
prochaine arrivée aura lieu après une durée de loi exponentielle de paramètre λ. Par
ailleurs, le théorème 7.3 ci-après nous apprend que le prochain départ aura lieu après
un temps exponentiel de paramètre µ. En vertu du lemme 7.1, le temps de séjour dans
l’état i suit donc une loi exponentielle de paramètre λ` µ donc qpi, iq “ λ` µ pour
i ‰ 0. Si i “ 0, il ne peut pas y avoir de départ donc qp0, 0q “ λ. Toujours en vertu du
lemme 7.1, la probabilité de passer de l’état i à l’état pi` 1q correspond à la probabilité
qu’une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ se termine avant une
variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre µ donc :

qpi, i` 1q “
λ

λ` µ
et de même qpi, i´ 1q “

µ

λ` µ
¨

Si i “ 0, on obtient qp0, 1q “ 1.

Il nous reste donc à démontrer notre assertion sur la loi du temps de service résiduel.
Le processus des départs n’est pas de façon évidente un processus de Poisson puisqu’il
n’y a pas de départs quand la file est vide. On ne peut donc pas a priori appliquer le
paradoxe de l’autobus (voir le théorème 6.7). Néanmoins, si l’on conditionne par le fait
d’être dans une période d’activité alors les départs forment un processus de Poisson.
Nous formalisons cette idée dans le théorème suivant.

THÉORÈME 7.3.– Soit Rptq le temps à venir entre t et le prochain départ. Pour tout
t ě 0, Rptq suit, conditionnellement à tXptq ą 0u, la loi εpµq.

Démonstration. On note T 10 ă T 11 ă ... les instants successifs de sortie du système et
pour tout t ě 0, Bt P N˚, l’indice du dernier client entré dans un système vide avant
t. Autrement dit, TBt représente l’instant de début de la dernière période d’activité
débutée avant t. A partir de là, on marque les instants de sortie du serveur par un
processus ponctuel de la façon suivante :

T̃ t0 “ TBt ; T̃
t
k “ T 1Bt`k´1; k ą 1,
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le ke instant de sortie du serveur à partir du début de la dernière période d’activité
débutée avant t. Pour tout s ě TBt , on note également :

M t
s “

ÿ

kPN˚

1
tT̃ tkďsu

et pour tout u ě 0 :
M̃ t
u “M t

TBt`u
.

Temps

W ptq

TBt “ T̃ t0 t T̃ t1

Rptq

T̃ t2 T̃ t3

Temps0

M̃ t

1

2

3

Figure 7.2 – Notations

Les notations sont un peu compliquées, mais l’idée est simple : le processus ponctuel
´

M̃ t
u, u ě 0

¯

marque les instants de sortie du serveur à partir du début de la dernière
période d’activité débutée avant t, instant auquel on initialise l’échelle de temps. Le
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nombre de sorties du serveur entre le début de la période d’activité et t est donné par
M̃ t
t´TBt

. Sur tXptq ą 0u, le système n’est jamais vide entre TBt et t et pour tout

1 ď k ď M̃ t
t´TBt

` 1, on a donc :

T̃ tk ´ T̃
t
k´1 “ σBt`k´1,

le temps de service du k ´ 1e client depuis le début de la période d’activité. Ces temps
de service sont indépendants les uns des autres, indépendants du passé avant TBt et tous
de loi εpµq pour k ď M̃ t

t´TBt
. Donc, conditionnellement à tXptq ą 0u, le processus

´

M̃ t
u, u ě 0

¯

est égal en loi sur l’intervalle r0, T̃ t
M̃t
t´TBt

s à un processus de Poisson

de paramètre µ, dont T̃0 ă T̃1 ă ... représentent les points et ξ̃0, ξ̃1, ¨ ¨ ¨ les tailles des
intervalles entre les points. Pour tout x, on peut donc écrire que :

P pRptq ě x |Xptq ą 0q

“
ÿ

kPN

P
´!

T̃k ` ξ̃k ´ pt´ TBtq ě x
)

X tT̃k ď t´ TBt ă T̃k`1u

¯

,

et l’on peut poursuivre le calcul comme dans la preuve du théorème 6.7 pour conclure
la preuve.

DÉFINITION 7.2.– Un processus de Markov X est dit irréductible (respectivement ré-
current, transient) si et seulement si la chaîne incluse X̂ est irréductible (respectivement
récurrente, transiente).

Une autre construction équivalente est possible. Elle est plus artificielle mais permet
de démontrer plus facilement certaines propriétés mathématiques.

DÉFINITION 7.3.– Un processus X de paramètres pν,Qq est régulier lorsque :

}q}8 “ sup
xPE

qpx, xq ă 8.

Soit X un processus de Markov régulier de paramètres pν,Qq. On pose :

q̃px, yq “

$

’

’

&

’

’

%

qpx, xqqpx, yq

}q}8
si x ‰ y,

1´
qpx, xq

}q}8
si x “ y.

On considère X̃ la chaîne de Markov de loi initiale ν et de matrice de transition Q̃.
On considère aussi N un processus de Poisson d’intensité }q}8 indépendant de X̃ .
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Le processus Y ptq “ X̃Nptq a même loi que X . En effet, dans les trajectoires de ce
processus, on peut rester pendant plusieurs transitions dans le même état. Soit x P E
et :

τ̃xc “ inftn ą 0, X̃n ‰ xu.

Conditionnellement à X̃p0q “ x, τ̃xc est indépendante deN et suit une loi géométrique
de paramètre qpx, xq{}q}8. Soit τxc “ inftt ą 0, Y ptq ‰ xu. On a alors :

Ppτxc ě t |Y p0q “ xq “ P

˜

τ̃xc
ÿ

j“1

ξj ě t

¸

,

où les ξj sont les interpoints de N , donc des variables aléatoires indépendantes entre
elles et indépendantes de τ̃xc , de loi exponentielle de paramètre }q}8.Du lemme 7.1, on
déduit que le temps de séjour dans l’état x suit bien une loi exponentielle de paramètre
qpx, xq. De plus, au moment d’un saut de X̃ , on remarque que :

P
´

X̃1 “ y | X̃1 ‰ X̃0 “ x
¯

“
q̃px yq

1´ q̃px, xq
“ qpx, yq “ P

´

X̂1 “ y | X̂0 “ x
¯

.

REMARQUE.– On déduit aussi de cette construction que pour s fixé, il n’y a presque
sûrement pas de saut : Pp∆Xpsq ą 0q “ 0. En effet, on a :

Pp∆Xpsq ą 0 “ 0q ď Pp∆Npsq “ 1q

“ E

„
ż

1spxqdNpxq



“

ż

1spxq}q}8 dx “ 0.

Par conséquent, P b d s-presque sûrement, Xpsq “ Xps´q. En effet, la mesure de
Lebesgue ne voit pas les sauts puisqu’ils sont en nombre au plus dénombrable.

7.3. Semi-groupe markovien et générateur infinitésimal

DÉFINITION 7.4.– SoitX , un processus à valeurs dansE et à trajectoires cadlag et soit
Ft “ σtXu, u ď tu. Le processus X vérifie la propriété de Markov simple lorsque
pour tout t, s ě 0, on a :

E rfpXpt` sqq |Fts “ E rfpXpt` sqq |Xptqs . (7.2)

Le processus X est dit homogène lorsque pour tout t ě 0, pour tout x P E, on a :

E rfpXpt` sqq |Xptq “ xs “ E rfpXpsqq |Xp0q “ xs . (7.3)
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SoitX un processus à trajectoires cadlag satisfaisant (7.2) et (7.3). Pour f P l8pEq,
pour x, y P E, on pose :

Ptpx, yq “ PpXptq “ y |Xp0q “ xq;

Ptfpxq “
ÿ

yPE

fpyqPtpx, yq “ E rfpXptqq |Xp0q “ xs .

THÉORÈME 7.4 (Equation de Kolmogorov).– Pour tout t ě 0, Pt est continu de l8pEq
dans lui-même. Par ailleurs, pour tout t, s ě 0, Pt`s “ PtPs “ PsPt.

REMARQUE.– Cette identité s’entend soit comme une identité entre opérateurs, c’est-
à-dire que pour toute f P l8pEq, pour tout x P E, on a :

Pt`sfpxq “ PtpPsfqpxq

où comme une identité entre matrices (même si la notion de matrice de taille infinie
reste floue) :

Pt`spx, yq “
ÿ

zPE

Ptpx, zqPspz, yq.

La famille pPt, t ě 0q un semi-groupe d’opérateurs : tous ces opérateurs satisfont une
propriété de stabilité analogue à celle d’un groupe mais chaque élément de la famille
n’a pas nécessairement d’inverse pour le produit de composition.

Preuve du théorème 7.4. On remarque d’abord que d’après la définition de Pt, on a :

Pt 1 “ 1 et |Ptf | ď Pt|f |.

De plus, d’après les propriétés de l’espérance conditionnelle, si f ě 0 alors Ptf ě 0
donc en particulier, si f ď g, on a Ptf ď Ptg. Par conséquent si f est bornée, Ptf
l’est aussi :

|Ptfpxq| ď Pt|f |pxq ď Ptp}f}8 1qpxq “ }f}8Pt 1pxq “ }f}8.

Pour tout t ě 0, Pt est donc continu de l8pEq dans lui-même. Comme il est vrai que :

σpXp0qq _ Ft “ Ft.

D’après la propriété d’emboîtement des espérances conditionnelles, on a :

Pt`sfpxq “ E rfpXpt` sqq |Xp0q “ xs

“ E rE rfpXpt` sqq |Fts |Xp0q “ xs

“ E rpPsfqpXptq |Xp0q “ xs

“ PtpPsfqpxq.

On obtient la deuxième identité en conditionnant par Fs.
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Comme le processus X a des trajectoires cadlag, le théorème de convergence
dominée assure que pour tout x P E, Ptfpxq tend vers fpxq.

DÉFINITION 7.5.– On dit qu’un semi-groupe P est fortement continu lorsque pour
tout f P l8pEq, on a :

lim
tÑ0

sup
xPE

|Ptfpxq ´ fpxq| “ 0.

DÉFINITION 7.6.– Soit P un semi-groupe fortement continu. Soit DomA l’ensemble
des fonctions f pour lesquelles t´1pPtfpxq ´ fpxqq a une limite quand t tend vers 0.
Le générateur infinitésimal A du semi-groupe P est défini sur DomA par :

Afpxq “ lim
tÑ0

1

t
pPtfpxq ´ fpxqq. (7.4)

THÉORÈME 7.5.– Soit P un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal
A.

(i) Pour f P DomA et t ě 0, la fonction :

x ÞÑ

ż t

0

Psfpxqd s

appartient à DomA et :

Ptf ´ f “ A

ż t

0

Psf d s. (7.5)

(ii) Pour f P DomA et t ě 0, la fonction Ptf appartient à DomA et :

d

dt
Ptf “ APtf “ PtAf. (7.6)

(iii) Pour f P DomA et t ě 0, l’identité suivante est satisfaite :

Ptf ´ f “

ż t

0

APsf d s “

ż t

0

PsAf d s. (7.7)

Démonstration. Par définition de A, il faut montrer que :

1

h
pPh ´ Idq

ˆ
ż t

0

Psfpxqd s

˙

converge quand hÑ 0.
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Or :

pPh ´ Idq
ˆ
ż t

0

Psfpxqd s

˙

“

ż t

0

PhPsfpxqd s´

ż t

0

Psfpxqd s

“

ż t

0

Ps`hfpxqd s´

ż t

0

Psfpxqd s

“

ż t`h

h

Psfpxqd s´

ż t

0

Psfpxqd s

“

ż t`h

t

Psfpxqd s´

ż h

0

Psfpxqd s.

Comme P est un semi-groupe fortement continu, la continuité en 0 implique la conti-
nuité en s, c’est-à-dire que pour f P l8pEq, l’application ps ÞÑ Psfq est continue de
R` dans l8pEq. Par conséquent, on a la limite suivante :

lim
hÑ0

1

h

˜

ż t`h

t

Psfpxqd s´

ż h

0

Psfpxqd s

¸

“ Ptfpxq ´ fpxq.

Pour h ą 0, on pose Ahf “ h´1pPhf ´ fq. On a facilement :

AhPtf “ h´1pPt`hf ´ Ptfq “ Ptph
´1pPhf ´ fqq “ PtAhf.

Comme f P DomA, Ahf tend vers Af quand h tend vers 0 donc AhPtf converge
aussi, ce qui revient à dire que Ptf appartient à DomA et que (7.6) est vraie.

L’identité (7.7) est une conséquence immédiate de (7.5) et (7.6).

- En fait, tout cela s’interprète très facilement. Formellement, (7.6) implique que
Ptf “ expptAqf . Cette écriture a un sens bien connu si A est une matrice. Le fait
que A puisse être un opérateur (une matrice de « taille infinie ») oblige à quelques
circonvolutions mathématiques, mais l’essentiel est là. Il est, par exemple, évident sur
cette écriture que A et Pt commutent (voir (7.6)) et que A´1f “

ş8

0
Ptf d t (penser à

ce que vaut
ş8

0
exppatqd t quand a est réel négatif).

THÉORÈME 7.6.– Soit X un processus à valeurs dans E au plus dénombrable, à
trajectoires cadlag et satisfaisant les propriétés (7.2) et (7.3). Le couple pν, Aq déter-
mine complètement la loi de X . En particulier, pour tout entier n ě 1, pour toutes
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fj , j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, fonctions bornées définies sur E et pour tout t1 ă . . . ă tn, on a :

E

«

n
ź

j“1

fjpXptjqq

ff

“

ż

E

Pt1
`

f1Pt2´t1
`

f2 . . . Ptn´1´tn´2
pfn´1Ptn´tn´1

fnq
˘

. . .
˘

pxqd νpxq. (7.8)

Démonstration. En vertu du théorème 7.5, connaître P est équivalent à connaître
A. Tenons pour acquise l’identité (7.8), en l’appliquant à fj “ 1Aj où Aj est un
sous-ensemble quelconque de E, on voit que le terme de gauche est :

PpXpt1q P A1, ¨ ¨ ¨ , Xptnq P Anq.

Les lois fini-dimensionnelles de X sont donc complètement caractérisées par pν, Aq.
D’après le théorème de prolongement, on en déduit que la loi de X est bien complète-
ment caractérisée par pν, Aq. Reste à démontrer (7.8). Pour n “ 1, c’est la définition
de P . Supposons que le résultat soit vrai pour n. Par conditionnement et d’après la
définition de P , on a :

E

«

n`1
ź

j“1

fjpXptjqq

ff

“ E

«

n
ź

j“1

fjpXptjqqE rfn`1pXptn`1qq |Ftns

ff

“ E
“

f1pXpt1qq . . . fn´1pXptn´1qqpfnPtn`1´tnfn`1qpXptnqq
‰

.

Comme fnPtn`1´tnfn`1 est bornée, le résultat vient par récurrence.

THÉORÈME 7.7.– Soit X un processus à valeurs dans E au plus dénombrable, à
trajectoires cadlag et satisfaisant les propriétés (7.2) et (7.3). Le processus X satisfait
la propriété de Markov forte : pour toute fonction F : DpR`, Eq Ñ R bornée, pour
tout temps d’arrêt τ , on a :

E rF pθτXq |Fτ s “ E rF pXq |Xp0q “ Xpτqs . (7.9)

Démonstration. Supposons dans un premier temps que τ prenne ses valeurs dans
T “ ttj , j ě 1u dénombrable. Les ensembles tτ ď tu et tτ ą tu appartiennent, par
définition d’un temps d’arrêt, à Ft, donc :

tτ “ tu “

˜

tτ ď tu X
č

săt, sPT

tτ ą su

¸

P Ft.
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On peut alors suivre la preuve de Markov fort (voir (3.6)) établie pour les chaînes de
Markov (en remplaçant n par tn), pour obtenir que pour toute fonction f P l8pEq :

E rfpXpτ ` sqq |Fτ s “ E rfpXpτ ` sq |Xpτqs “ PsfpXpτqq. (7.10)

Pour τ temps d’arrêt quelconque, on considère la suite de temps d’arrêt tτn, n ě 1u
définie par :

τn “
8
ÿ

k“0

k ` 1

2n
1sk2´n, pk`1q2´nspτq.

Cette suite converge en décroissant vers τ . Comme X a des trajectoires continues à
droite Xpτn ` sq tend presque sûrement vers Xpτ ` sq. Par conséquent, pour tout
A P Fτ Ă Fτn , par convergence dominée, on a :

E rfpXpτ ` sqq 1As “ lim
nÑ8

E rfpXpτn ` sqq 1As

“ lim
nÑ8

E rPsfpXpτnqq 1As “ E rPsfpXpτqq 1As ,

donc (7.10) reste vraie pour τ quelconque.

Par conditionnements successifs, pour 0 ă s1 ă . . . ă sk, on a donc :

E

«

k
ź

j“1

fjpXpτ ` sjqq |Fτ

ff

“ pPsk´sk´1
fk . . . Ps1f1qpXpτqq

“ E

«

k
ź

j“1

fjpXpτ ` sjqq |Xpτq

ff

.

Or, on a aussi (voir (7.8)) :

E

«

k
ź

j“1

fjpXpsjqq |Xp0q “ x

ff

“ pPsk´sk´1
fk . . . Ps1f1qpxq.

Par conséquent :

E rF ˝ θτ |Xpτq “ xs “ E rF |Xp0q “ xs ,

pour les fonctions F de la forme
ś

j fj . Par classe monotone, ce résultat reste vrai
pour toutes les fonctions bornées de DpR`, Eq dans R, d’où (7.9).

DÉFINITION 7.7.– Soit X un processus de Markov régulier de paramètres pν, Qq.
Pour f P l8pEq, on pose :

AQfpxq “ qpx, xq
ÿ

y‰x

pfpyq ´ fpxqqqpx, yq.
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Si l’on identifie f au vecteur colonne pfpxq, x P Eq (après avoir ordonné les éléments
de E ce qui est possible puisque E s’injecte dans N), on peut réécrire l’identité
précédente sous la forme d’un produit matriciel en introduisant la matrice, notée
également AQ et définie par :

AQpx, yq “

#

´qpx, xq si x “ y,

qpx, yqqpx, xq si x ‰ y.
(7.11)

On notera que AQpx, yq “ pAQ 1yqpxq pour tous x, y.

THÉORÈME 7.8.– Soit X un processus de Markov régulier de paramètres pν, Qq. Le
processus X satisfait la propriété de Markov simple (7.2) et d’homogénéité (7.3). Le
semi-groupe associé est fortement continu. Son générateur infinitésimal est AQ et son
domaine est l8pEq.

Démonstration. Partons de la deuxième construction des trajectoires de X . Dans ce
cas, connaître Ft revient à connaître en particulier le nombre de sauts de N avant t et
la valeur de X après le dernier saut de N avant t. De par la construction même des
trajectoires, ces deux quantités sont les deux seules utiles pour déterminer la suite de la
trajectoire. On a donc :

E rfpXpt` sqq |Fts “ E
”

fpXpt` sqq |Nptq, X̃Nptq

ı

“
ÿ

ně0

E
”

fpXpt` sqq 1tNpt`sq´Nptq“nu |Nptq, X̃Nptq

ı

“
ÿ

ně0

E
”

fpX̃Nptq`nq 1tNpt`sq´Nptq“nu |Nptq, X̃Nptq

ı

.

Comme X̃ et N sont indépendants et N a des accroissements indépendants, on a :

E rfpXpt` sqq |Fts “
ÿ

ně0

Q̃pnqfpX̃Nptqqe
´}q}8 s

p}q}8sq
n

n!
¨
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Par ailleurs :

E rfpXpt` sqq |Xptqs

“
ÿ

ně0

E
“

E
“

fpXpt` sqq 1tNpt`sq´Nptq“nu |Nptq, Xptq
‰

|Xptq
‰

“
ÿ

ně0

E
”

E
”

fpX̃Nptq`nq 1tNpt`sq´Nptq“nu |Nptq, X̃Nptq

ı

|Xptq
ı

“ E

«

ÿ

ně0

Q̃pnqfpX̃Nptqqe
´}q}8 s

p}q}8sq
n

n!
|Xptq

ff

“
ÿ

ně0

Q̃pnqfpX̃Nptqqe
´}q}8 s

p}q}8sq
n

n!
,

d’après la première partie de la preuve et puisque Xptq “ X̃Nptq. La propriété de
Markov simple est donc bien vérifiée. On déduit aussi de la dernière équation que :

E rfpXpt` sqq |Xptq “ xs “
ÿ

ně0

Q̃pnqfpxqe´}q}8 s
p}q}8sq

n

n!
¨

Le terme de droite ne dépend pas de t donc la propriété d’homogénéité est aussi
vérifiée.

THÉORÈME 7.9.– Soit X un processus à valeurs dans E au plus dénombrable, satisfai-
sant (7.2) et (7.3). Soit ν la loi de Xp0q et A son générateur infinitésimal. Le processus
X est un processus de Markov de paramètres pν, QAq où :

QApx, yq “

$

’

’

&

’

’

%

|Apx, xq| si y “ x,

Apx, yq

|Apx, xq|
si y ‰ x.

(7.12)

Démonstration. Posons T0 “ 0 et pour tout entier n :
$

&

%

Tn`1 “ inftt ą Tn, Xptq ‰ XpTnqu
ξn “ Tn`1 ´ Tn,

X̂n “ XpTnq,

avec la convention habituelle : infH “ 8.

Soit pour tout u ě 0, gpuq “ PpT1 ą u |X0 “ xq. Montrons que g est solution
de l’équation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle. D’après les
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propriétés (7.2) et (7.3), on a :

gpu` vq “ PpT1 ą u` v |X0 “ xq

“ E
“

1tXpsq“x, sPr0,usu 1tXptq“x, tPru,u`vsu
‰

“ E
“

1tXpsq“x, sPr0,usuE
“

1tXptq“x, tPru,u`vsu |Fu
‰‰

“ E
“

1tXpsq“x, sPr0,usuE
“

1tXptq“x, tPr0,vsu |X0 “ x
‰‰

“ E
“

1tXpsq“x, sPr0,usu
‰

gpvq

“ gpuqgpvq.

Comme g est borné, on en déduit l’existence de qpxq ě 0 tel que :

gpuq “ expp´qpxquq.

Le temps de séjour dans l’état initial suit donc une loi exponentielle.

Par définition d’un temps d’arrêt, l’événement tT1 ą uu appartient à Fu. De plus,
sur tT1 ą uu, Xpuq “ Xp0q donc :

PpX̂1 “ y, T1 ą u |Xp0q “ xq “ Ex

”

1ru,8rpT1qEx

”

1tyupX̂1q |Fu
ıı

“ Ex

”

1ru,8rpT1qEx

”

1tyupX̂1q |X0 “ x
ıı

.

Comme la quantité PpX̂1 “ y |X0 “ xq est déterministe, elle sort de l’espérance. Par
conséquent, si l’on pose :

PpX̂1 “ y |Xp0q “ xq “ qpx, yq,

on peut écrire :

PpX̂1 “ y, T1 ą u |Xp0q “ xq “ qpx, yq exp´pqpxquq. (7.13)

On déduit de (7.13) que conditionnellement àXp0q “ X̂0, X̂1 et T1 sont indépendantes.
On a donc bien prouvé ce que l’on voulait jusqu’au premier saut : temps de séjour
de loi exponentielle dépendant de l’état initial, puis choix du nouvel état de façon
indépendante de ce temps de séjour.

Supposons prouvé que pour j ď n´ 1, pour tout y P E, tout u ě 0, on a l’identité :

PpX̂j`1 “ y, ξj ą u | X̂0, ¨ ¨ ¨ , X̂j , T1, ¨ ¨ ¨ , Tjq

“ qpX̂j , yq expp´qpX̂j , X̂jquq. (7.14)
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Etant donné que la connaissance de X̂0, ¨ ¨ ¨ , X̂n, T1, ¨ ¨ ¨ , Tn est équivalente à celle
de tout le passé du processus jusqu’à l’instant Tn, nous avons :

PpX̂n`1 “ y, ξn ą u | X̂0, ¨ ¨ ¨ , X̂n, T1, ¨ ¨ ¨ , Tnq

“ PpX̂n`1 “ y, ξn ą u |FTnq.

D’après la propriété forte de Markov (voir le théorème 7.7), on peut transformer cette
quantité de la manière suivante :

PpX̂n`1 “ y, ξn ą u |FTnq “ PpX̂n`1 “ y, ξn ą u | X̂nq

“ PX̂npX̂1 “ y, ξ0 ą uq

“ qpX̂n, yq expp´qpX̂n, X̂nquq,

d’après (7.13). La relation (7.14) est donc vérifiée au rang n. Cette relation signifie que
l’on peut construire les trajectoires de X comme dans la définition 7.1.

Par identification, (7.12) découle de (7.11) et du théorème 7.8.

EXEMPLE (File M/M/1).– En vertu de (7.11) et des considérations de l’exemple 7.1,
le générateur infinitésimal du nombre de clients dans la file M/M/1 est donné pour tout
i P N par :

$

&

%

Api, i` 1q “ λ,
Api, iq “ ´pλ` µ 1r1,`8rpiqq,
Api, i´ 1q “ µ si i ą 0.

A cette écriture en ligne, on préfère souvent la représentation matricielle :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ p0q

. . .
p0q µ ´pλ` µq λ

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

ou la représentation graphique de la figure 7.3.

0 1 2 i´ 1 i i` 1

λ λ

µ µ

λ λ

µµ

λ

µ

λ

µ

λ

µ

Figure 7.3 – Représentation graphique des taux de transition de la file M/M/1
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THÉORÈME 7.10.– Soit X un processus de Markov régulier de paramètres pν, Qq. On
note X̂ la chaîne include. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– X̂ est irréductible ;
– pour tout x, y P E, il existe t ą 0 tel que ptpx, yq ą 0 ;
– pour tout x, y P E, pour tout t ą 0, ptpx, yq ą 0.

Démonstration. En partant de la deuxième construction des trajectoires deX , la chaîne
X̃ est indépendante de N donc on a :

ptpx, yq “ PpXptq “ y |Xp0q “ xq

“

8
ÿ

n“0

PpXptq “ y, Nptq “ n |Xp0q “ xq

“

8
ÿ

n“0

PpNptq “ nqPpX̃n “ y | X̃0 “ xq

“

8
ÿ

n“0

e´}q}8t
p}q}8tq

n

n!
Q̃pnqpx, yq.

D’après la définition de l’irréductibilité, l’équivalence est évidente.

DÉFINITION 7.8.– Une mesure µ surE est dite invariante pour le processus de Markov
X lorsque Xp0q „ µ implique que Xptq „ µ pour tout t ě 0.

THÉORÈME 7.11.– Soit X un processus de Markov régulier de paramètre pν, Qq. Une
mesure µ est invariante si et seulement si elle satisfait les équations :

ż

Af dµ “ 0, pour tout f P l8pEq. (7.15)

En notation matricielle, cela revient à : µA “ 0, où µ est le vecteur ligne pµpxq, x P Eq.

Démonstration. Dire queXptq etXp0q ont même loi signifie que pour tout f P l8pEq,
E rfpXptqqs “ E rfpXp0qqs . Or :

E rfpXptqqs “ E rE rfpXptq |Xp0qss “ E rPtfpXp0qqs “

ż

E

Ptfpxqdµpxq.

Donc, µ est une mesure invariante si et seulement si :
ż

E

Ptfpxqdµpxq “

ż

E

fpxqdµpxq.
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Par dérivation, on en déduit (7.15). Réciproquement, si (7.15) est vraie, d’après (7.7)
et le théorème de Fubini :

ż

E

pPtfpxq ´ fpxqqdµpxq “

ż

E

ż t

0

PsAfpxqd sdµpxq

“

ż t

0

ˆ
ż

E

PsAfpxqdµpxq

˙

d s

“ 0.

Comme E est un espace discret, l’équation (7.15) s’écrit :

ÿ

xPE

˜

ÿ

zPE

Apx, zqfpzq

¸

µpxq “ 0.

Pour tout y P E, en prenant f “ 1y , il vient donc :

ÿ

xPE

µpxqApx, yq “ 0.

Dans le langage matriciel, cela signifie exactement que le produit du vecteur ligne µ
par la matrice A est nul.

De manière analogue au cas discret, posons :

τ1
x “ inf tt ą 0, Xptq “ xu ,

avec la convention τ1
x “ 8 si Xptq ‰ x pour tout t ą 0.

THÉORÈME 7.12.– Soit X un processus de Markov régulier irréductible récurrent. Il
existe une unique mesure invariante à un facteur multiplicatif près. Cette mesure est
proportionnelle à l’une des trois mesures suivantes :

(i) pour tout y P E :

µpyq “ Ex

«

ż τ1
x

0

1tXpsq“yu d s

ff

, (7.16)

où x P E est quelconque mais fixé ;
(ii) pour tout y P E, µpyq “ µ̂pyq{qpy, yq où µ̂ est une mesure invariante de la

chaîne incluse X̂ ;
(iii) µ, solution de l’équation matricielle µA “ 0.
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Démonstration. Pour prouver le point (i), il faut vérifier que pour tout t ą 0, pour tout
f P l8pEq, l’identité suivante est satisfaite :

ż

E

Ptfpxqdµpxq “

ż

E

fpxqdµpxq. (7.17)

Or, avec l’expression (7.16), on a :

ż

E

Ptfpyqdµpyq “
ÿ

yPE

Ex

«

ż τ1
x

0

Ptfpyq 1tXpsq“yu d s

ff

“
ÿ

yPE

Ex

„
ż 8

0

PtfpXpsqq 1tXpsq“yu 1tsăτ1
xu

d s



“ Ex

„
ż 8

0

E rfpXps` tqq |Fss 1tsăτ1
xu

d s



“

ż 8

0

Ex
“

E
“

fpXps` tqq 1tsăτ1
xu
|Fs

‰‰

d s

“

ż 8

0

Ex
“

fpXps` tqq 1tsăτ1
xu

‰

d s

“ Ex

«

ż τ1
x`t

t

fpXpsqq d s

ff

“ Ex

«

ż τ1
x

t

fpXpsqq d s

ff

`Ex

«

ż τ1
x`t

τ1
x

fpXpsqqd s

ff

.

D’après la propriété de Markov et en remarquant que, par définition de τ1
x et par

continuité à droite de X , on a Xpτ1
xq “ x, on obtient :

ż

E

Ptfpyqdµpyq “ Ex

«

ż τ1
x

t

fpXpsqqd s

ff

`Ex

„
ż t

0

fpXpsqqd s



“ Ex

«

ż τ1
x

0

fpXpsqqd s

ff

“
ÿ

yPE

Ex

«

ż τ1
x

0

fpXpsqq 1tXpsq“yu d s

ff

“
ÿ

yPE

Ex

«

ż τ1
x

0

fpyq 1tXpsq“yu d s

ff

“

ż

E

fpyqdµpyq.
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Pour le point (ii), rappelons qu’avec les notations du chapitre 3, on a :

τ̂1
x “ inftn ą 0, X̂n “ xu.

En utilisant la première construction des trajectoires de X , on obtient :

Ex

«

ż τ1
x

0

1tXpsq“yu d s

ff

“

8
ÿ

n“1

Ex

”

ξn 1ypX̂n´1q 1tnďτ̂1
xu

ı

.

L’événement
 

n ď τ̂1
x

(

est le complémentaire de
 

τ1
x ă n

(

“
 

τ1
x ď n´ 1

(

, donc il
est F̂n´1 mesurable (avec des notations évidentes). Par construction :

E
”

ξn | F̂n´1

ı

“ E
”

ξn | X̂n´1

ı

“
1

qpX̂n´1, X̂n´1q
¨

On en déduit que :

Ex

”

ξn 1ypX̂n´1q 1tnďτ̂1
xu

ı

“ Ex

”

E
”

ξn | F̂n´1

ı

1ypX̂n´1q 1tnďτ̂1
xu

ı

“
1

qpy, yq
PxpX̂n´1 “ y, τ̂1

x ě nq.

Pour µ̂ mesure stationnaire de X̂ , on obtient alors :

Ex

«

ż τ1
x

0

1tXpsq“yu d s

ff

“
1

qpy, yq

8
ÿ

n“1

PxpX̂n´1 “ y, τ̂1
x ě nq “

1

qpy, yq
µ̂pyq.

Le point (iii) a déjà été démontré dans le théorème 7.11.

EXEMPLE (File M/M/1).– Pour cet exemple, la résolution du système :

pπp0q, πp1q, ¨ ¨ ¨ , πpiq, ¨ ¨ ¨ q

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ p0q

. . .
p0q µ ´pλ` µq λ

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ 0



Processus de Markov 225

équivaut aux équations :

´λπp0q ` µπp1q “ 0

λπp0q ´ pλ` µqπp1q ` µπp2q “ 0

...

λπpi´ 1q ´ pλ` µqπpiq ` µπpi` 1q “ 0

...

En additionnant ces équations deux à deux successivement, on obtient :

´λπp0q ` µπp1q “ 0,´λπp1q ` µπp2q “ 0, . . .´ λπpiq ` µπpi` 1q “ 0,

soit, pour tout entier i :

πpi` 1q “ ρπpiq avec ρ “ λ{µ.

Par conséquent, πpiq “ ρiπp0q. On sait de l’étude de la file M/GI/1 que la file M/M/1
n’est stable (le processus comptant le nombre de clients est récurrent) que si ρ ă 1. On
retrouve bien ici sur la forme particulière des mesures invariantes, que l’on ne peut
construire une probabilité invariante que si ρ ă 1. Dans ce cas, la probabilité invariante
est donnée par πpiq “ ρip1´ ρq. Cela correspond à une loi géométrique de paramètre
ρ, décalée de 1.

Compte tenu de la propriété de Markov forte du théorème 7.12, la preuve du résultat
suivant est rigoureusement similaire à celle de son analogue dans le cas discret, le
théorème 3.21.

THÉORÈME 7.13.– Soit X un processus de Markov régulier irréductible récurrent. On
note π l’unique probabilité invariante. Pour tout f P L1pπq, on a :

lim
tÑ8

1

t

ż t

0

fpXpsqq d s “
ÿ

xPE

fpxqπpxq.

REMARQUE.– Notons que ce théorème permet d’approcher π. En effet, il suffit de
mener la simulation d’une trajectoire, en suivant par exemple la construction trajec-
torielle du début de ce chapitre et de calculer la proportion du temps passé par le
processus dans chaque état. Cela donnera pour un temps long une approximation de
π qui permettra ensuite de calculer les espérances de fonctions plus générales à l’état
stationnaire. Il reste à déterminer ce que « long » signifie, donc d’identifier la vitesse
de cette convergence. Cela dépasse le cadre de cet ouvrage, mais n’en est pas moins un
sujet particulièrement actuel de recherche.
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THÉORÈME 7.14.– Soit X un processus de Markov régulier irréductible. Si X est
transient alors :

ptpx, xq ÝÑ
tÑ8

0, pour tout x P E.

Si X est récurrent de probabilité invariante π :

ptpx, yq ÝÑ
tÑ8

πpyq et Ex
“

τ1
x

‰

“
1

πpxq
,

pour tout x P E.

Démonstration. Nous ne développons la preuve que dans le cas récurrent, le cas
transient se traite de manière analogue. Soit h ą 0 et Xh

n “ Xpnhq. D’après le
théorème A.12 :

E
“

fpXh
nq |X

h
j , j “ 0, ¨ ¨ ¨ , n´ 1

‰

“ E
“

fpXh
nq |X

h
n´1

‰

“ E rfpXpnhqq |Xppn´ 1qhqs “ Phf pX ppn´ 1qhqq .

La suite Xh est donc une chaîne de Markov d’opérateur de transition Ph. En vertu du
théorème 7.10, Xh est irréductible et d’après (7.17), π en est une probabilité invariante.
D’après le théorème 3.25 :

pnhpx, yq
nÑ8
ÝÝÝÑ πpyq.

Comme l’on a :

|ptpx, yq ´ pspx, yq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

s

Apupx, yqdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż t

s

|Apupx, yq| du

ď }q}8pt´ sq,

on en déduit que :

|ptpx, yq ´ πpyq| ď }q}8|t´ nh| ` |pnhpx, yq ´ πpyq|.

Soit ε ą 0, on choisit h tel que h}q}8 ă ε et n0 tel que :

n ě n0 ùñ |pnhpx, yq ´ πpyq| ď ε.

Si t ě n0h, il existe n tel que |t ´ nh| ď h et alors |ptpx, yq ´ πpyq| ď 2ε. Donc,
limtÑ8 ptpx, yq “ πpyq.
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On sait que la probabilité invariante est proportionnelle à la mesure définie dans
(7.16). Or :

ÿ

yPE

Ex

«

ż τ1
x

0

1tyupXpsqqd s

ff

“ Ex
“

τ1
x

‰

,

donc en appliquant (7.16) avec y “ x, on obtient :

πpxq “
1

Ex rτ1
x s
,

d’où le résultat.

7.4. Problème de martingale

DÉFINITION 7.9.– Soit ν une mesure de probabilité sur E dénombrable et A un
opérateur continu de l8pEq dans lui-même, c’est-à-dire qu’il existe c ą 0 tel que pour
tout f P l8pEq, l’identité suivante soit satisfaite :

}Af}8 “ supxPE |Afpxq| ď c}f}8.

On note alors :

}A}8 “ sup
}f}8“1

}Af}8.

THÉORÈME 7.15.– Le processus X est un processus de Markov régulier de loi initiale
ν et de générateur infinitésimal A, si et seulement si la loi de Xp0q est ν et pour toute
fonction bornée f , le processus :

Mf : t ÞÑ fpXptqq ´ fpXp0qq ´

ż t

0

AfpXpsqqd s

est une martingale locale. Pour tout t, son crochet s’écrit alors :

xMf , Mf yt “

ż t

0

`

Af2pXpsqq ´ 2fpXpsqqAfpXpsqq
˘

d s. (7.18)

Démonstration. Soit f P l8pEq, supposons dans un premier temps que les processus :

t ÞÑ

ż t

0

AfpXpsqqd s et t ÞÑ
ż t

0

Af2pXpsqqd s
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soient bornés. On remarque que le processus ps ÞÑ AfpXpsqqq est adapté. Pour tout
s ě 0, on a :

E
“

Mf pt` sq |Ft
‰

“ E rfpXpt` sqq |Fts ´
ż t`s

0

E rAfpXpuqq |Ftsdu

“ E rfpXpt` sqq |Xptqs ´

ż t

0

AfpXpuqqdu´

ż t`s

t

E rAfpXpuqq |Ftsdu

“ PsfpXptqq ´

ż t

0

AfpXpuqqdu´

ż s

0

PuAfpXptqqdu.

D’après (7.5) :

PsfpXptqq ´

ż s

0

PuAfpXptqqdu “ fpXptqq,

donc :

E
“

Mf pt` sq |Ft
‰

“ fpXptqq ´

ż t

0

AfpXpuqqdu “Mf ptq,

ce qui signifie que Mf est une martingale.

Pour f P l8pEq, le processus pt ÞÑ f2pXptqqq est intégrable. D’une part, d’après
la première partie de la preuve on peut écrire :

f2pXptqq ´ f2pXp0qq “

ż t

0

Af2pXpsqqd s`Mf2

ptq. (7.19)

D’autre part, la formule d’Itô (voir théorème A.23) pour les martingales cadlag à
variation finie, donne :

f2pXptqq ´ f2pXp0qq “ 2

ż t

0

fpXps´qqdMf psq

` 2

ż t

0

fpXps´qqAfpXpsqq d s` rf ˝X, f ˝Xst. (7.20)

En comparant (7.19) et (7.20), par définition du crochet, on en déduit que :

rf ˝X, f ˝Xst “

ż t

0

Af2pXpsqqd s´ 2

ż t

0

fpXps´qqAfpXpsqqd s.

Comme ce processus est continu et adapté, il est prévisible, d’où (7.18). Noter que l’on
peut remplacer fpXps´qq par fpXpsqq dans la deuxième intégrale car il n’y pas de
saut fixe en s donc ds presque sûrement Xps´q “ Xpsq, voir la remarque 7.2.
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Traitons maintenant le cas général. Pour tout entier n, posons :

τn “ inf

"

t ě 0,

ż t

0

|AfpXpsqq|d s ą n ou
ż t

0

|Af2pXpsqq|d s ą n

*

,

et Mf
τnptq “Mf pτn ^ tq. Notons par construction que |Mf

τnptq| ď 2}f}8 ` n donc
Mf
τn est uniformément intégrable. Par ailleurs, comme A est continu de l8pEq dans

lui-même, τn tend vers l’infini donc tτn, n ě 1u réduit Mf . On remarque enfin que
pour tout temps d’arrêt τ :

Mf
τ ptq “ fpXpt^ τqq ´ fpXp0qq ´

ż t^τ

0

AfpXpsqqd s

“ fpXτ ptqq ´ fpXτ p0qq ´

ż t^τ

0

AfpXτ psqqd s,

où Xτ psq “ Xpτ ^ sq. Par conséquent, on peut appliquer ce qui précède à Mf
τn et

Xτn . Il en résulte que Mf
τn est une martingale de carré intégrable dont le crochet est

donné par (7.18).

Pour la réciproque, admettons le résultat du lemme 7.16 ci-après. On va montrer
que pour toute f P l8pEq, pour tout t, s ě 0, on a :

E rfpXpt` sqq |Fts “ lim
nÑ8

pId´n´1Aq´rnssfpXptqq. (7.21)

L’espérance conditionnelle sachant Ft apparaît donc comme dépendant uniquement de
Xptq et de s d’où la propriété de Markov simple et l’homogénéité. SoitA1 le générateur
infinitésimal de X . D’après la première partie de la preuve :

t ÞÑ

ż t

0

pA´A1qfpXpsqq d s

est une martingale nulle en 0. Qui plus est, ce processus est continu et à variation finie.
Cela implique que ce processus est nul Pb dt-presque sûrement. Par ailleurs :

pA´A1qfpxq “ lim
tÑ0

1

t

ż t

0

pA´A1qfpXpsqqd s “ 0,

donc A “ A1. Finalement, comme A est continu de l8pEq dans lui-même et :

sup
xPE

|apx, xq| “ sup
xPE

|A 1txupxq| ď c,

on en déduit que X est un processus de Markov régulier.

Montrons maintenant (7.21). Quitte à localiser X , on peut toujours supposer que
Eλ, f est une martingale uniformément intégrable. On utilise (7.22) pour λ “ n, on en
déduit :

fpXptqq “ E

„
ż 8

0

e´nsppn Id´AqfqpXpt` sqqd s |Ft


.
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On peut appliquer ce résultat à
`

Id´ 1
nA

˘´1
f :

ˆ

Id´
1

n
A

˙´1

fpXptqq “ nE

„
ż 8

0

e´nsfpXpt` sqq d s |Ft


“ E

„
ż 8

0

e´sfpXpt` s{nqqd s |Ft


.

Par récurrence, pour tout entier k, il vient donc :

ˆ

Id´
1

n
A

˙´k

fpXptqq

“ E

„
ż 8

0

. . .

ż 8

0

e´ps1`...`skqfpXpt` n´1ps1 ` . . .` skqqq d s1 . . . d sk |Ft


.

Soit tZk, k ě 1u une suite de variables aléatoires indépendantes, indépendantes de X ,
de loi exponentielle de paramètre 1. Pour tout réel u non nul, la loi forte des grands
nombres indique que :

u
1

tnuu

tnuu
ÿ

j“1

Zj
nÑ8
ÝÝÝÑ uE rZ1s “ u.

On a alors :

ż 8

0

. . .

ż 8

0

e´ps1`...`stnuuqf
`

X
`

t` n´1ps1 ` . . .` skq
˘˘

d s1 . . . d sk

“ E

«

f

˜

X

˜

t` upnuq´1
tnuu
ÿ

j“1

Zj

¸¸ff

nÑ8
ÝÝÝÑ fpXpt` uqq.

Par convergence dominée, on obtient (7.21).

REMARQUE.– Le calcul du crochet est intéressant en lui-même car il est à la base de
nombreuses méthodes d’approximations de processus, en particulier les limites fluides
(ou approximations champ-moyen) et les approximations diffusions.

LEMME 7.16.– Soit X un processus cadlag. Pour toute f P l8pEq, le processus :

Mf : t ÞÑ fpXptqq ´ fpXp0qq ´

ż t

0

AfpXpsqqd s

est une martingale locale si et seulement si pour tout λ P R, le processus :

Eλ, f : t ÞÑ e´λtfpXptqq `

ż t

0

e´λs pλfpXpsqq ´AfpXpsqqqd s
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est une martingale locale. En particulier, si tτn, n ě 1u réduit Eλ, f , on obtient
l’identité suivante :

fpXτnptqq “ E

„
ż 8

0

e´λspλfpXτnpt` sqq ´AfpXτnpt` sqqq d s |Ft


. (7.22)

Démonstration. Quitte à localiser, on peut toujours supposer que les processus Eλ, f

et Mf sont uniformément intégrables. On pose pour tout t ě 0, Uptq “ expp´λtq. Ce
processus est continu, à variation bornée, d’après la formule d’intégration par parties,
pour tout t, on a :

UptqMf ptq “

ż t

0

UpsqdMf psq ´

ż t

0

Mf psqλe´λs ds. (7.23)

Par hypothèse,Mf est une martingale donc par construction de l’intégrale stochastique,
ş

U dMf aussi. Notons maintenant que :
ż t

0

ż s

0

AfpXpuqqduλe´λs d s “

ż t

0

AfpXpuqq

ż t

u

λe´λs d sdu

“

ż t

0

AfpXpuqq
`

e´λu ´ e´λt
˘

du. (7.24)

En reportant (7.24) dans (7.23), on voit que le processus :

t ÞÑ UptqMf ptq `

ż t

0

Mf psqλe´λs ds

“ e´λtfpXptqq `

ż t

0

fpXpsqqλe´λs d s´

ż t

0

AfpXpsqqe´λs d s

est une martingale, d’où le résultat.

7.5. Réversibilité et applications

Dans cette section, pXptq, t ě 0q désigne un processus de Markov homogène,
régulier, irréductible, récurrent à trajectoires cadlag sur l’espace dénombrable E, d’opé-
rateur de transition Q et de générateur infinitésimal A. Dans la suite, on dira que
pXptq, t ě 0q est stationnaire s’il admet une probabilité invariante π et si la loi de
Xp0q est π. On peut toujours supposer que πpxq ą 0 pour tout x P E.

DÉFINITION 7.10.– On suppose que pXptq, t ě 0q est stationnaire. Pour tout T ą 0,
le processus retourné de pXptq, t ě 0q à partir de T est le processus

`

X̄T ptq, t P r0, T s
˘

défini pour tout t P r0, T s par :

X̄T ptq “ XppT ´ tq´q “ lim
sŒt

XppT ´ sqq.
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Rappelons (voir la définition A.5 pour plus de détails) que l2pN, πq est l’espace de
Hilbert des suites de carré intégrable pour la mesure π.

LEMME 7.17.– Si A est le générateur infinitésimal d’un processus de Markov régulier
X alors A est continu de l2pN, πq dans lui-même. Il admet donc un adjoint Ā dans
l2pN, πq défini par :

Āpx, yq “ Apy, xq
πpyq

πpxq
¨

Démonstration. Rappelons que Apx, xq “ ´
ř

y‰xApx, yq ă 0 donc on a :
ÿ

yPE

|Apx, yq| “ 2|Apx, xq|.

Par conséquent, la mesure ν définie par :

νpyq “
1

2|Apx, xq|
|Apx, yq|, pour tout y P E,

est une mesure de probabilité sur E. Par conséquent :
˜

ÿ

yPE

Apx, yqfpyq

¸2

ď 4Apx, xq2

˜

ÿ

yPE

|Apx, yq|

2|Apx, xq|
fpyq

¸2

ď 2|Apx, xq|
ÿ

yPE

|Apx, yq||fpyq|2

ď 2}A}8
ÿ

yPE

|Apx, yq||fpyq|2,

d’après l’inégalité de Jensen et la régularité de A. Par conséquent :
ÿ

xPE

pAF qpxq2πpxq ď 2}A}8
ÿ

xPE

ÿ

yPE

|Apx, yq||fpyq|2πpxq

“ 2}A}8
ÿ

yPE

p1` |Apy, yq|qπpyqfpyq2

ď 2}A}8p1` }A}8q}f}
2
l2pπq.

Donc, A est continu de l2pN, πq dans lui-même. Par conséquent, l’adjoint Ā de A,
défini pour tous u, v P l2pN, πq par :

xAu, vyl2pN, πq “ xu, Avyl2pN, πq (7.25)

est aussi continu de l2pN, πq dans lui-même. De plus :

Āpx, yq “ Apy, xq
πpyq

πpxq
¨
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En effet : Āpx, yq “
`

Ā 1txuq
˘

pyq donc pour u “ 1tyu, (7.25) donne :
`

A 1tyu
˘

pxqπpxq “
`

Ā 1txuq
˘

pyqπpyq, soit Apx, yqπpxq “ Āpy, xqπpyq,

d’où le résultat.

THÉORÈME 7.18.– Sous les hypothèses de cette section, pour tout T ą 0 le processus
`

X̄T ptq, t P r0, T s
˘

est markovien et à trajectoires cadlag, de générateur infinitési-
mal Ā.

Démonstration. Les trajectoires du processus
`

X̄T ptq, t ě 0
˘

sont presque sûrement
continues à droite, car par existence presque sûre d’une limite à gauche en tout point
pour X , on a presque sûrement :

lim
hŒ0

X̄T pt` hq “ lim
hŒ0

lim
h1Œ0

X
`

T ´ pt` hq ´ h1
˘

“ lim
εŒ0

X pT ´ pt` εqq “ XpT ´ tq´ “ X̄T ptq,

et l’existence d’une limite à gauche se démontre de manière similaire. On prend donc
la limite à gauche en T ´ t pour rendre cadlag le processus retourné.

Compte tenu du théorème 7.15, pour tout f P l8pEq, nous devons prouver que :

t ÞÑ fpX̄T ptqq ´ fpX̄T p0qq ´

ż t

0

ĀfpX̄T prqq d r

est une martingale locale. La filtration est bien évidemment celle engendrée par les
trajectoires de X̄T et non celles de X , c’est-à-dire que l’on a F̄t “ σtX̄T psq, s ď tu.
En utilisant un raisonnement de classe monotone, il faut et il suffit que l’on prouve que
pour 0 ď s1 ă . . . ă sn ď s ă t, pour toute fonction ϕ : En Ñ R bornée, on a :

E

„ˆ

fpX̄T ptqq ´ fpX̄T psqq ´

ż t

s

ĀfpX̄T prqq d r

˙

ϕpX̄T ps1q, ¨ ¨ ¨ , X̄
T psnqq



“ 0.

Comme X est markovien, on peut réécrire cette identité sous la forme :

0 “ E

„ˆ

fpXpT ´ tqq ´ fpXpT ´ sqq ´

ż t

s

pĀfqpXpT ´ rqqd r

˙

ˆ E
“

ϕpX̄T ps1q, ¨ ¨ ¨ , X̄
T psnqq |XpT ´ sq

‰



.
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D’après le théorème A.7 , il suffit que pour ψ bornée, l’on démontre :

E

«˜

fpXpT ´ tqq ´ fpXpT ´ sqq ´

ż T´s

T´t

pĀfqpXprqq d r

¸

ψpXpT ´ sqq

ff

“ 0. (7.26)

Or, en introduisant le semi-groupe associé à X et en se rappelant que par stationnarité,
la loi de XpT ´ sq est celle de Xp0q, c’est-à-dire π, on obtient d’une part :

E
“`

f pXpT ´ tqq ´ f pXpT ´ sqq
˘

ψ pXpT ´ sqq
‰

“

ż

E

ψPt´sf dπ ´

ż

E

fψ dπ (7.27)

et d’autre part, d’après (7.25) et (7.5), on a :

E

„
ż t

s

ĀfpXpT ´ rqqd r ψpXpT ´ sqq



“

ż

E

ż t

s

Pr´sψĀf d r dπ

“

ż t´s

0

ż

E

PrψĀf dπ d r

“

ż t´s

0

ż

E

APrψf dπ d r

“

ż

E

ż t´s

0

APrψ d rf dπ

“

ż

E

pPt´sψ ´ ψqf dπ. (7.28)

En faisant la différence de (7.27) et (7.28), on obtient (7.26).

Remarquons en particulier que le générateur de
`

X̄T ptq, t ě 0
˘

ne dépend pas de
T , ce qui va s’avérer très précieux dans la construction suivante.

DÉFINITION 7.11.– On dit que le processus pXptq, t ě 0q est réversible, s’il est
stationnaire et pour tout T ą 0, de même loi que son processus retourné sur r0, T s.

Pour tout T ą 0, Xp0q et X̄T p0q ont même loi π. Comme la loi d’un processus
de Markov est entièrement caractérisée par son générateur et sa loi initiale, on déduit
du théorème 7.18 que pXptq, t ě 0q est réversible si et seulement si pour tout x, y P E,
on a :

πpxqApx, yq “ πpyqApy, xq. (7.29)
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Cette équation, appelée de balance locale, est une propriété « mirroir » : le flux de
passage de x à y est le même que celui de y à x.

THÉORÈME 7.19.– Réciproquement, pour tout processus markovien X , s’il existe une
probabilité π vérifiant (7.29) alors X admet π pour probabilité stationnaire.

Démonstration. Il suffit pour cela de vérifier que πA “ 0. Or, pour tout x P E, on a :

πApxq “
ÿ

yPE

πpyqApy, xq “
ÿ

yPE

πpxqApx, yq “ πpxq
ÿ

yPE

Apx, yq “ 0.

Qui plus est, X est un processus de Markov réversible.

Une classe importante de processus markoviens, dans laquelle on pourra ranger
pratiquement tous les processus rencontrés dans la suite, a automatiquement la propriété
de réversibilité dès qu’il existe une probabilité invariante : ce sont les processus de
naissance et de mort.

DÉFINITION 7.12.– Un processus markovien pXptq, t ě 0q homogène à valeurs dans
E, où E “ N ou rr0, nss, est dit de naissance et de mort si son générateur infinitésimal
est tridiagonal sur E, c’est-à-dire que pour tout i P E, on a :

Api, jq “ 0 pour tout j tel que | j ´ i |ě 2.

Cette terminologie est héritée de la dynamique des populations. Si pXptq, t ě 0q
compte la taille d’une population donnée à chaque instant, les sauts de pXptq, t ě 0q
ne se produisent qu’au moment d’une naissance (de i à i` 1) ou d’une mort (de i à
i` 1).

THÉORÈME 7.20.– Tout processus de naissance et mort stationnaire de loi π est
réversible.

Démonstration. Comme A est tridiagonale, il suffit de vérifier que :

πpi´ 1qApi´ 1, iq “ πpiqApi, i´ 1q

pour tout i P E, ce que nous faisons par récurrence. Tout d’abord, on a :

πp0qAp0, 1q “ ´πp0qAp0, 0q “ πp1qAp1, 0q,
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puisque πAp0q “ 0. Ensuite, si πpi´ 1qApi´ 1, iq “ πpiqApi, i´ 1q pour un indice
i ě 1 tel que i` 1 P E, on a :

πpiqApi, i` 1q “ πpiq p´Api, iq ´Api, i´ 1qq

“ ´πpiqApi, iq ´ πpi´ 1qApi´ 1, iq

“ πpi` 1qApi` 1, iq,

puisque πApiq “ 0. Le résultat est démontré.

Le théorème suivant permet de calculer très facilement de nombreuses lois station-
naires dans des cas pratiques.

THÉORÈME 7.21 (Théorème de Kelly).– Soit pXptq, t ě 0q un processus de Markov
réversible sur E, de générateur infinitésimal A et de probabilité invariante π. Soit
F Ă E. On définit, pour un certain α ě 0, la matrice Ã suivante sur E ˆ E :

Ãpx, yq “

"

αApx, yq si x P F, y P EzF ;
Apx, yq sinon pour x ‰ y;

Ãpx, xq “ ´
ÿ

y‰x

Ãpx, yq pour tout x P E.

Alors, le processus de Markov
´

X̃ptq, t ě 0
¯

de générateur Ã est réversible, de
probabilité invariante π̃ donnée pour tout i P E par :

πpxq “

"

Cπpxq si x P F ;
Cαπpxq si x P EzF,

où C “
´

ř

kPF πpkq ` α
ř

kPEzF πpkq
¯´1

est la constante de normalisation.

Démonstration. On montre très facilement que π̃ définit bien une probabilité sur E. Il
suffit de vérifier qu’elle est réversible, ce qui est immédiat en remarquant que :

π̃pxqÃpx, yq “ αCπpxqApx, yq “ π̃pyqÃpy, xq

pour tout x P F et y P EzF .

Si l’on pose α “ 0, on interdit donc au processus de quitter le sous-ensemble F ,
tout en gardant la propriété de réversibilité. Nous verrons une application de ce résultat
au chapitre 9.
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7.6. MMPP

Les processus de Poisson modulé, Markov Modulated Poisson Process (MMPP),
correspondent à une classe de processus markoviens qui généralisent les processus de
Poisson tout en gardant des caractérisques calculables. Ils apparaissent naturellement
dans la modélisation des processus de débordement, voir chapitre 9. On a pendant un
temps pensé qu’ils pouvaient servir de modèles pour les flux de données. Même si cette
approche semble tombée en désuétude, elle n’en demeure pas moins intéressante, voir
le chapitre 1.

DÉFINITION 7.13.– Soit pJptq, t ě 0q un processus de Markov stationnaire à valeurs
dans E “ rr1,mss. Soit Q son générateur infinitésimal et ν sa probabilité station-
naire. Soit λ une fonction de E dans R`. Le processus ponctuel N est un MMPP de
paramètres Q et Λ si et seulement si pour toute fonction f à support compact, on a :

E

„

exp

ˆ

´

ż t

0

fpsqdNpsq

˙

“ E

„

exp

ˆ

´

ż t

0

´

1´ e´fpsq
¯

λpJpsqqd s

˙

.

- Un MMPP est donc un processus de Cox dont l’intensité, variable dans le temps,
dépend de l’évolution d’un processus de Markov à espace d’états fini.

Cela revient à dire que lorsque le processus des phases J est dans la phase j, les
arrivées du processus ponctuelN se font selon un processus de Poisson d’intensité λpjq.
Quand le processus des phases change d’état, selon la dynamique induite par son
générateur infinitésimal, l’intensité du processus de Poisson des arrivées change. La
figure 7.4 représente une réalisation d’un MMPP à deux phases.

temps

Jt

1

2

Figure 7.4 – Une réalisation d’un MMPP à deux phases
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Le processusN n’est pas markovien seul car à l’instant t, le temps avant la prochaine
arrivée suit, certes, une loi exponentielle, mais dont le paramètre dépend de la phase.
Le processus pN, Jq est markovien et son générateur s’écrit sous forme de matrices
par blocs. On note Λ, la matrice diagonale dont le coefficient en pi, iq est λpiq. Avec
ces notations, le générateur infinitésimal de pN, Jq est déterminé par :

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Q´ Λ Λ
0 Q´ Λ Λ

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

En effet, les événements sont de deux types : arrivée ou changement de phase. Une
arrivée engendre une transition d’un état pi, φq vers pi ` 1, φq. Un changement de
phase laisse la première composante inchangée et modifie la deuxième. On en déduit
un algorithme (voir 7.1) de simulation de trajectoires de MMPP. On suppose toujours
que l’espace d’états est E “ rr1, mss.

EXEMPLE 7.2.– Un autre exemple de MMPP est donné par le processus de déborde-
ment d’une file Mλ/Mµ/S/S. Dans un tel système, tant que les serveurs ne sont pas tous
occupés, rien ne déborde. Lorsque tous les serveurs travaillent, les nouvelles arrivées
sont refusées et forment le processus de débordement. Pour représenter cela sous forme
d’un MMPP, il suffit de considérer comme processus des phases le processus J qui
compte le nombre de serveurs occupés et la fonction λ définie par :

λpiq “

#

0 si i ă S,

λ si i “ S.

Pour qu’elle soit utilisable en pratique, une classe de processus doit être stable
par superposition : si l’on superpose deux processus de la même classe (par exemple
Poisson, Cox ou MMPP), il est souhaitable que le processus « somme » soit de la même
classe. Nous savons déjà que les processus de Poisson satisfont cette propriété. Nous
allons l’étendre au cas des MMPP. Cela nécessite d’introduire de nouvelles notations.

DÉFINITION 7.14.– Le produit de Kronecker de deux matrices A et B, noté AbB,
est la matrice :

¨

˚

˝

Ap1, 1qB Ap1, 2qB . . . Ap1, nqB
...

...
...

Apn, 1qB . . . . . . Apn, nqB

˛

‹

‚

.

La somme de Kronecker est alors définie par A‘B “ pAb IdBq ` pIdAbBq où IdA
est la matrice identité de même taille que A.
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Algorithme 7.1 . Réalisation d’une trajectoire d’un MMPP
Données : m, Q, λ, ti0u, T
Résultat : une trajectoire ptn, n ě 1q sur r0, T s d’un MMPP (m, Q, λ) d’état

initial ti0u.
pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , m faire

ri0 “ λi;
pour j “ 1, ¨ ¨ ¨ , m faire

ri, j “ ri, j´1 ` qpi, jq;
fin

fin
phase Ð i0;
tÐ 0;
nÐ 0;
tant que t ď T faire

xÐ réalisation d’une ε
´

λpphaseq `
ř

j qpphase, jq
¯

;

tÐ t` x;
uÐ réalisation d’une variable aléaotoire de loi uniforme sur r0, 1s;
si u ď ri0 alors

tn Ð t
sinon

j Ð 1;
tant que u ą ri, j faire

j Ð j ` 1;
fin
phase Ð j;

fin
nÐ n` 1

fin
retourner t1, t2, ¨ ¨ ¨ , tn

Si A est diagonale de taille n, on peut lui associer la fonction :

a :

"

rr1, nss ÝÑ R
i ÞÝÑ Api, iq.

Pour deux matrices diagonales A1 et A2 donnant lieu à deux fonctions a1 et a2 définies
respectivement sur rr1, n1ss et rr1, n2ss, la matriceA1‘A2 est la matrice qui correspond
à la fonction :

a1 ‘ a2 :

"

rr1, n1ss ˆ rr1, n2ss ÝÑ R
pi, jq ÞÝÑ A1pi, iq `A2pj, jq “ a1piq ` a2pjq.
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THÉORÈME 7.22.– Soit J1 “ pE1, A1, ν1q et J2 “ pE2, A2, ν2q deux processus
de Markov indépendants. Le processus « produit » J “ pJ1, J2q est un processus de
Markov de caractéristiques pE1 ˆ E2, A1 ‘A2, ν1 b ν2q.

Démonstration. Il est évident que l’espace d’états est E “ E1 ˆ E2. Compte tenu du
théorème 7.15, il suffit de démontrer que pour toute fonction f P l8pEq, le processus :

t Ñ Θf ptq “ fpJ1ptq, J2ptqq ´

ż t

0

pA1 ‘A2qfpJ1psq, J2psqq d s

est une martingale. Supposons d’abord que f “ f1b f2 avec f1 et f2 bornées. Puisque
J1 et J2 sont des processus de Markov, pour i “ 1, 2, pour tout t ě 0, on peut écrire :

fipJiptqq “ fipJip0qq `

ż t

0

AifipJipsqqd s`Miptq,

où M1 et M2 sont des martingales. La formule d’Itô donne alors :

f1pJ1ptqqf2pJ2ptqq ´ f1pJ1p0qqf2pJ2p0qq

“

ż t

0

f1pJ1psqqA2f2pJ2psqqd s`

ż t

0

f2pJ2psqqA1f1pJ1psqq d s

`
ÿ

sďt

∆f1pJ1psqq∆f2pJ2psqq `Mptq,

où M est une martingale. Comme J1 et J2 sont indépendants, presque sûrement ils
n’ont aucun instant de sauts commun, donc l’avant-dernier terme est nul. On peut donc
réécrire :

f1pJ1ptqqf2pJ2ptqq ´ f1pJ1p0qqf2pJ2p0qq

“

ż t

0

pA1 ‘A2qpf1 b f2qpJ1psq, J2psqqd s`Mptq.

Le résultat est donc prouvé pour f “ f1 b f2. Par linéarité, pour f “
řn
k“1 f1k b f2k

et ψ P Ft bornée, on a donc :

E
“

Θf pt` sqψ
‰

“ E
“

Θf ptqψ
‰

, pour tout s ě 0. (7.30)

Pour toute fonction f bornée, il existe une suite de fonctions pf l, k ě 1q de la forme
f l “

řnl
k“1 f

l
1k b f l2k, qui converge uniformément vers f . Comme A1 et A2 sont

des noyaux markoviens, }Aif}8 ď }fi}8. Par conséquent, d’après le théorème de
convergence dominée, Θfk converge dans l8pEq vers Θf . Comme ψ est bornée, (7.30)
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est vraie aussi pour toute fonction f bornée, par conséquent Θf est une martingale.
Finalement, il vient :

ν1 b ν2pA1 ‘A2q “ ν1 b ν2pA1 b Id2` Id1bA2q

“ ν1A1 b ν2 ` ν1 b ν2A2

“ 0

et donc ν1 b ν2 est une mesure invariante du processus pJ1, J2q.

Il est intéressant d’écrire « à la main » le générateur du processus produit et de
retrouver la forme A1 ‘A2 (voir l’exercice 15).

THÉORÈME 7.23.– SoitNi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , K des MMPP indépendants tels que pour tout
i, Ji est à valeurs dans Ei “ rr1, miss, de générateur infinitésimal Ai et de probabilité
invariante νi. On note Λi la matrice diagonale des taux pour le MMPP Ni.

Le processus superposition N est un MMPP de processus des phases J , dont le
générateur infinitésimal est donné par :

A “ A1 ‘A2 ‘ . . .‘AK

et de fonction de taux λ “ λ1 b λ2 b . . .b λK . La probabilité invariante du processus
des phases est ν1 b . . .b νK .

- Donnons une idée intuitive de ce qui se passe dans le cas de deux MMPP. Tant qu’au-
cun processus de phases ne change d’état, les clients arrivent selon la superposition de
deux processus de Poisson indépendants, donc selon un processus de Poisson d’inten-
sité somme. On a donc bien sur des intervalles aléatoires, un processus de Poisson dont
l’intensité est modulée par les couples de phases sous-jacents. Toutes les combinaisons
de phases sont a priori possibles donc il y a m1.m2 phases et intensités possibles, ce
que traduit le fait que λ est définie sur l’espace produit E1 ˆ E2. Il faudrait ensuite
s’assurer que le processus des phases est bien markovien. La démonstration par les
transformées de Laplace est plus abstraite mais largement plus facile que ce début de
raisonnement.

Démonstration. Nous pouvons nous contenter de faire la preuve pour K “ 2, le cas
général s’en déduit par récurrence. D’après la défintion d’un MMPP, pour i “ 1, 2 et
f1, f2 des fonctions bornées, pour tout t ě 0, on a :

fipNiptqq “ fipN
ip0qq `

ż t

0

fipN
ipsqqλipJipsqqd s`M iptq,
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où M i est une martingale. Comme les processus sont indépendants, les martingales
M i sont indépendantes et donc leur crochet est nul. Par conséquent, d’après la formule
d’intégration par parties (A.12), on a :

f1pN
1ptqqf2pN

2ptqq ´ f1pN
1p0qqf2pN

2p0qq

“

ż t

0

f2pN2psqq dM1psq `

ż t

0

f1pN1psqqdM2psq

`

ż t

0

f1pN1psqqf2pN2psqqpλ1pJ1psqq ` λ2pJ2psqqqd s.

En vertu du théorème A.32, on a prouvé que :

t ÞÝÑ pf1 b f2q
`

N1ptq, N2ptq
˘

´pf1 b f2q
`

N1p0q, N2p0q
˘

´

ż t

0

pf1 b f2q
`

N1psq, N2psq
˘`

λ1pJ1psqq ` λ2pJ2psqq
˘

d s

est une martingale. Par densité, ce résultat reste vrai pour toutes les fonctions bornées
sur NˆN, en particulier pour les fonctions de la forme pn1, n2q ÞÑ fpn1 ` n2q avec
f bornée de N dans R. Il s’ensuit que le processus N1 `N2 est un processus de Cox
de compensateur λ1pJ1q ` λ2pJ2q. En vertu du théorème 7.22, cela correspond bien
au processus intensité associé au processus produit pJ1, J2q.

THÉORÈME 7.24 (PASTA modifiée).– SoitN “ pE, J, νq un MMPP et pψptq, t ě 0q
un processus FNprévisible borné. On a l’identité :

lim
tÑ8

1

Nt

ż t

0

ψpsqdNs “
1

ř

jPE λpjqνpjq
lim
tÑ8

1

t

ż t

0

ψpsqλpJpsqqd s, (7.31)

dès lors que chacune des limites existe.

Démonstration. D’après le théorème A.37, comme ψ est bornée, on a :

lim
tÑ8

1

Nptq

ż t

0

ψpsqdNpsq “ lim
tÑ8

t
şt

0
λpJpsqq d s

1

t

ż t

0

ψpsqλpJpsqqd s.

Comme J est un processus de Markov ergodique, on a aussi :

lim
tÑ8

1

t

ż t

0

λpJpsqqd s “
ÿ

jPE

λpjqνpjq,

d’où le résultat.
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7.7. Problèmes

EXERCICE 13.– Soit pJptq, t ě 0q le processus de Markov à valeurs dans tA,Bu
dont le générateur infinitésimal est donné par :

ˆ

´σA σA
σB ´σB

˙

1) Déterminer la probabilité stationnaire π de J.
2) Quelle est la loi du temps de séjour à l’état A? On construit maintenant un

processus d’arrivées de la manière suivante : pendant les périodes où Jptq “ A il n’y
a pas d’arrivées, pendant les périodes où Jptq “ B, les arrivées se font un processus
de Poisson d’intensité λ. Notons comme d’habitude par Nt le nombre de clients qui
arrivent jusqu’à l’instant t. On admet qu’il ne peut y avoir simultanément changement
de phase (c’est-à-dire changement d’état du processus J et une arrivée).

3) Ecrire les coefficients non nuls du générateur infinitésimal du processus de
Markov pJ,Nq.

4) Ce processus admet-il une probabilité stationnaire? On appelle ce processus,
un processus IPP (Interrupted Poisson Process), c’est un modèle possible de la voix
humaine (la phase A représentant les périodes de silence et la phase B les périodes
de parole). On veut maintenant étudier la file IPP {M{1{1. On appelle 1{µ le temps
moyen de service. Pour ce faire, on étudie le processus pX, Jq où X représente le
nombre de clients dans la file. On énumère les états dans l’ordre lexicographique :

p0, Aq, p0, Bq, p1, Aq, p1, Bq.

5) Ecrire le générateur infinitésimal de pX, Jq.
6) Ce processus admet-il une probabilité stationnaire? Expliciter les valeurs de

trois de ses composantes en fonction de la quatrième.
7) Exprimer la probabilité stationnaire de X en fonction de celle de pX,Jq. On

suppose maintenant que :

λ “ 3, µ “ 1, σA “ 1, σB “ 2.

8) Calculer complètement les probabilités stationnaires de pX, Jq puis de X.
9) Quelle est la probabilité de blocage à l’état stationnaire?

10) Quelle est la probabilité de perte à l’état stationnaire?

EXERCICE 14.– Pour tout entier n et tout réel positif β, on rappelle que :
ż `8

0

xnβe´βxdx “
n!

βn
.



244 Modélisation et analyse des réseaux

On considère une file d’attente dans laquelle les temps de service sont indépendants
et de même loi. Une requête a une probabilité p que son temps de service suive une loi
exponentielle de paramètre µα et une probabilité q “ 1´ p que son temps de service
suive une loi exponentielle de paramètre µβ . Formellement, si X1, X2 sont deux
variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètres respectifs µα et
µβ , si Y est une variable aléatoire indépendante de X1 et X2 telle que P pY “ 1q “
p “ 1´ P pY “ 0q, alors la variable aléatoire X “ XY “ X11tY“1u `X21tY“2u a
la loi d’une durée de service.

Les arrivées forment un processus de Poisson d’intensité λ. Il y a un seul serveur et
un buffer de taille K.

1) Montrer que le temps moyen de service est donné par :

p
1

µα
` q

1

µβ
.

On notera cette quantité par 1{µ.

2) Montrer que la variance du temps moyen de service est donnée par :

p
2

µ2
α

` q
2

µ2
β

´
1

µ2
.

Afin d’étudier les performances de cette file d’attente, on considère le processus de
Markov X qui représente le nombre de clients dans le système et la phase du client en
service. L’espace d’état est donc :

E “ t0u Y tpi, γq, 1 ď i ď K ` 1, γ P tα, βuu.

Par exemple, lorsque X est dans l’état p5, αq, cela signifie qu’il y a quatre clients dans
le buffer et que le client en service est en phase α donc que son temps de service est
distribué comme une exponentielle de paramètre µα.

3) Pour K “ 0, écrire le générateur infinitésimal de X.
4) Pour K “ 0, calculer la probabilité de perte à l’état stationnaire.
5) Comparer au résultat obtenu pour la file M/M/1/1 pour la même charge.

On suppose dorénavant que le buffer est de taille infinie.
1) Quelle est la condition d’existence d’une probabilité stationnaire ? (Aucun calcul

à faire !)
2) Quel est le nombre moyen de clients dans le système à l’état stationnaire?
3) Si µα “ 1 et µ est fixé, quelle est la relation entre p et µβ ?
4) Représenter les variations du nombre moyen de clients quand p varie de 0 à 1{µ.

5) Ecrire les coefficients non nuls du générateur infinitésimal de X.
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6) Soit π le vecteur représentant la probabilité stationnaire, on pose x0 “

πp0q, xi “ pπpi, αq, πpi, βqq. Ecrire les équations satisfaites par les xi en utilisant des
produits matriciels par blocs. Il n’est pas demandé de résoudre le système obtenu.

EXERCICE 15.– Soit J1 “ pE1, A1, ν1q et J2 “ pE2, A2, ν2q deux processus de
Markov indépendants. Ecrire « à la main » le générateur du processus produit J “
pJ1, J2q, pour retrouver la conclusion du théorème 7.22.

7.8. Notes et commentaires

Il existe de nombreux livres sur les processus de Markov à espaces d’états discrets
et leurs applications notamment aux files d’attente, par ordre plus ou moins chronolo-
gique, citons de façon non exhaustive [ASM 03, CIN 75, KEL 79, KLE 76]. Ces livres
n’abordent pas les problèmes de martingales à cause de leur complexité. Cet outil est
néanmoins à la base de nombreux travaux notamment sur les limites fluides comme
l’on en trouvera de magnifiques exemples dans [ROB 03]. Les livres de référence plus
mathématiques sur ce sujet sont [BRE 81, DEL 76, ETH 86, JAC 79]. Nous avons
délibérément choisi cette approche un peu plus formelle que celle utilisée dans le
chapitre sur les chaînes de Markov à la fois pour son élégance mais aussi pour préparer
le terrain pour les lecteurs qui voudraient se lancer dans la théorie, autrement plus
ardue, des processus de Markov à espaces d’états continus.

Pour en savoir plus sur les MMPP, on pourra se référer à [FIS 93, NEU 94] et à
leurs références. Noter toutefois que l’approche par les martingales développée ici est
originale.
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Résumé

– Un processus de Markov à valeurs dans un espace d’états discret est un processus
dont les trajectoires sont faites de sauts régulés par une chaîne de Markov et dont les
durées de séjour dans chaque état sont de loi exponentielle. Le paramètre de la loi
exponentielle dépend de l’état. Entre deux sauts, le processus n’évolue pas.

– Son générateur infinitésimal A est une matrice éventuellement infinie dont les
coefficients s’interprètent par :

- Apx, xq est l’opposé du paramètre de la loi exponentielle qui régit le temps
de séjour dans l’état x. Attention au signe moins !

- Apx, yq{|Apx, xq| est la probabilité que le processus aille en y lorsqu’il
quitte x.

– La nature des états (récurrents, transients) du processus de Markov est la même
que la nature des états de la chaîne de Markov incluse.

– La probabilité invariante π s’obtient en résolvant les équations πA “ 0 et
ř

xPE πpxq “ 1 où π est écrite sous forme de vecteur ligne.
– La probabilité stationnaire par une multiplication de tous les coefficients du

générateur infinitésimal par un même réel positif. La dynamique change : les temps
dans chaque état sont plus courts, les transitions restent les mêmes. En modélisation de
files d’attentes, on tire profit de cela en choisissant la durée moyenne de service comme
l’unité de temps, c’est-à-dire µ “ 1.

– Si le processus est irréductible, récurrent, de probabilité invariante π, on a :

1

t

ż t

0

fpXpsqqd s
tÑ8
ÝÝÝÑ

ÿ

xPE

fpxqπpxq

PpXptq “ y |Xp0q “ xq
tÑ8
ÝÝÝÑ πpyq, @x, y P E.

– Le temps de retour à un point se déduit de la probabilité invariante :

Ex
“

τ1
x

‰

“
1

πpxq
¨

– Les trajectoires d’un processus de Markov se simulent en utilisant la construction
de la définition 7.1.



Chapitre 8

Systèmes à attente

Tous les systèmes de télécommunications réels sont des processus à pertes puisque
toutes les mémoires ont des capacités finies, donc limitées. On entend par système à at-
tente, un système dans lequel le dimensionnement est tel que les pertes par débordement
sont négligeables et pour lesquels le critère pertinent d’évaluation des performances est
le temps d’attente.

Avant de nous lancer dans l’étude détaillée de ces systèmes, il est important de
mentionner une formule bien connue sous le nom de formule de Little.

8.1. Formule de Little

On considère un système à attente dans lequel les clients arrivent à des instants
pTn, n ě 1q, restent un temps pWn, n ě 1q et en sortent aux dates pDn “ Tn `
Wn, n ě 1q. On note N , le processus ponctuel des entrées et X le processus qui
compte le nombre de clients présents dans le système à t. A l’instant 0, le système est
supposé vide, donc Xp0q “ 0. L’important est que le système soit conservatif : autant
de travail en sortie qu’en entrée.

THÉORÈME 8.1 (Formule de Little).– On suppose que N est asymptotiquement li-
néaire, c’est-à-dire qu’il existe λ ą 0 tel que :

Nptq

t
tÑ8
ÝÝÝÑ λ, p.s.

On suppose que la suite W est ergodique, c’est-à-dire que :

1

n

n
ÿ

j“1

Wj
nÑ8
ÝÝÝÑW, p.s.

247
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Sous ces hypothèses, on a :

X “ lim
tÑ8

1

t

ż t

0

Xpsqd s “ λW.

L’existence de cette dernière limite est montrée dans la preuve.

Démonstration. Fixons t ě 0 et appliquons la formule d’intégration par parties (A.12)
aux processus X et t ÞÑ t. Comme le deuxième est continu, il n’y a pas de parties
« crochet » et l’on a :

tXptq “

ż t

0

Xpsqd s`

ż t

0

sdXpsq.

Or les sauts de X sont ceux de N et D, le processus des départs. Par conséquent :

ż t

0

Xpsqd s “

ż t

0

pt´ sqdNpsq ´

ż t

0

pt´ sqdDpsq

“
ÿ

Tnďt

pt´ Tnq ´
ÿ

Tn`Wnďt

pt´ Tn ´Wnq.

Il faut maintenant distinguer les clients qui sont entrés puis sortis avant t, de ceux qui
sont entrés avant t mais pas encore sortis à t. D’où :

ż t

0

Xpsqd s “
ÿ

Tn`Wnďt

pt´ Tn ´ pt´ Tn ´Wnqq `
ÿ

Tn`Wnąt,Tnďt

pt´ Tnq

“
ÿ

Tn`Wnďt

Wn `
ÿ

Tn`Wnąt,Tnďt

pt´ Tnq.

Pour les instants Tn tels que pTn `Wn ą t, Tn ď tq, on a évidemment 0 ď t´ Tn ď
Wn donc :

ÿ

Tn`Wnďt

Wn ď

ż t

0

Xpsqd s ď
ÿ

Tn`Wnďt

Wn `
ÿ

Tn`Wnąt,Tnďt

Wn “
ÿ

Tnďt

Wn.

Par définition de Nptq, on a :

ÿ

Tnďt

Wn “

Nptq
ÿ

n“1

Wn,

donc :
1

t

ÿ

Tnďt

Wn “
Nptq

t

1

Nptq

Nptq
ÿ

n“1

Wn
tÑ8
ÝÝÝÑ λW,
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d’après les deux hypothèses. Il reste à prouver que l’on a la même limite pour la borne
inférieure. Pour cela, il faut contrôler le nombre de clients entrés avant t et pas encore
sortis à cet instant. Remarquons que :

Wn

n
“

1

n
p

n
ÿ

j“1

Wj ´

n´1
ÿ

j“1

Wjq

“
1

n

n
ÿ

j“1

Wj ´
n´ 1

n

1

n´ 1

n´1
ÿ

j“1

Wj

nÑ8
ÝÝÝÑ 0, p.s.

Par conséquent :
Wn

Tn
“
Wn

n

NpTnq

Tn

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.λ “ 0, p.s.

Raisonnons à trajectoire fixée. Pour tout ε ą 0, il existe m (dépendant de la trajectoire)
tel que Wn ď εTn pour n ě m. Pour n ě m, Tn `Wn ď p1 ` εqTn. Si n ě m et
Tn ď tp1` εq´1 alors le client n est sorti à l’instant t donc :

ÿ

Tn`Wnďt

Wn ě

Nptp1`εq´1
q

ÿ

j“m

Wj “

Nptp1`εq´1
q

ÿ

j“1

Wj ´

m´1
ÿ

j“1

Wj .

Le même raisonnement que pour la borne supérieure donne :

lim inf
tÑ8

ÿ

Tn`Wnďt

Wn ě λW p1` εq´1.

Comme ce résultat est vrai pour tout ε ą 0, on en déduit qu’il est encore vrai pour
ε “ 0. D’après le célèbre théorème des « gendarmes », on en déduit le résultat.

EXEMPLE.– Prenons comme système le serveur d’une file à un seul serveur. Le temps
de séjour y est égal au temps de service. Comme il y a 0 ou 1 client dans le serveur,
le nombre moyen de clients correspond au taux d’occupation du serveur noté τ . De
la formule de Little, on déduit τ “ λˆ 1{µ. En d’autres termes, la charge est bien le
pourcentage du temps où le serveur est occupé.

EXEMPLE.– Revenons sur l’équation (1.2) associée à la figure 1.3. On peut considérer
que l’on a un système où les clients rentrent aux instants Tn et sortent aux instants
Tn ` Yn. Le temps de traversée du client n est donc Yn. D’après la loi forte des grands
nombres, on a :

Tn
n
“

1

n

n
ÿ

j“1

pXj ` Yjq
nÑ8
ÝÝÝÑ

1

µ
`

1

τ
, presque sûrement. (8.1)
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Si l’on note N le nombre d’arrivées entre 0 et t, on a évidemment :

Tn ď t ă Tn`1 ðñ Nptq “ n,

donc :
Nptq

TNptq`1
ď
Nptq

t
ď
Nptq

TNptq
¨

Comme Nptq tend vers l’infini presque sûrement, le théorème « dit des gendarmes »
et (8.1) impliquent que Nptq{t tend vers 1{p1{µ ` 1{τq “ λ. Par construction, Q
représente le pourcentage du temps où le serveur est actif, d’après la formule de Little
on obtient : Q “ λ{µ. On a donc bien montré que dans ce cas, la charge est bien égale
au produit du nombre moyen d’arrivées par le temps moyen de traitement.

REMARQUE.– On remarque que dans la démonstration de la formule de Little, il
n’est nullement fait mention de la discipline de service. Il s’ensuit que le temps
moyen d’attente est le même dans la discipline FIFO que dans la discipline LIFO. Ce
phénomène pour le moins paradoxal signifie seulement que le temps moyen d’attente
n’est qu’une mesure bien pauvre en renseignements sur le comportement du système.
En revanche, elle est souvent très facile à calculer. En fait, la différence entre les
disciplines de service se verra sur la variance et plus généralement sur la loi du temps
d’attente.

8.2. File à un serveur

THÉORÈME 8.2.– Pour la file d’attente Mλ/Mµ/1/8-FIFO, on pose ρ “ λ{µ. La
condition de stabilité au sens du théorème 4.2 est donnée par ρ ă 1. Dans ce cas, la
probabilité invariante π est définie par :

πp0q “ 1´ ρ, πpnq “ ρnp1´ ρq, n ě 1.

Le nombre moyen de clients dans le système à l’état stationnaire est ρp1´ ρq´1.

Démonstration. On a vu dans l’exemple 7.1 que le processus X “ pXptq, t ě 0q
désignant le nombre de clients dans le système (aussi appelé processus de congestion
du système) est markovien de générateur infinitésimal :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ p0q

. . .
p0q µ ´pλ` µq λ

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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L’unique probabilité stationnaire π du processus X sur N (si elle existe) vérifie le
système matriciel :

πA “ 0 et π.e “ 1, (S)

où e “ p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1q et x.y le produit scalaire euclidien de deux vecteurs lignes x et
y. La première égalité du système (S) équivaut aux équations :

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

´λπp0q ` µπp1q “ 0
λπp0q ´ pλ` µqπp1q ` µπp2q “ 0

...
λπpi´ 1q ´ pλ` µqπpiq ` µπpi` 1q “ 0

...

En additionnant ces équations deux à deux successivement, on obtient :

´λπp0q ` µπp1q “ 0,´λπp1q ` µπp2q “ 0, . . .´ λπpiq ` µπpi` 1q “ 0,

soit, pour tout entier i,

πpi` 1q “ ρπpiq avec ρ “ λ{µ.

Par conséquent, πpiq “ ρiπp0q. Il s’ensuit alors de la deuxième égalité de (S) que sous
la condition :

ρ ă 1, (8.2)

on a :

πp0q “
1

ř

iPN ρi
“ 1´ ρ et donc πpiq “ ρip1´ ρq, pour tout i ě 1.

Cela signifie, en d’autres termes, qu’à la condition (8.2) qui est, d’après le théorème 4.2,
la condition de stabilité du système et donc de récurrence de 0 pour X , l’unique
probabilité stationnaire de X est la loi d’une variable aléatoire X8 “ Z ´ 1, où Z suit
la loi géométrique de paramètre 1´ ρ.

En particulier, le nombre de client moyen dans le système à l’équilibre est donné
par :

E rX8s “ E rZ ´ 1s “
1

1´ ρ
´ 1 “

ρ

1´ ρ
¨ (8.3)

On suppose dorénavant que la condition de stabilité (8.2) est satisfaite.

Pour ce système, une métrique de performance intéressante est la proportion de
client entrant dans un système vide ou, ce qui revient au même comme nous allons le
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voir, la proportion du temps pendant laquelle le serveur est au repos. En rappelant que
l’on note T1 ă T2 ă . . ., les instants d’entrée des clients dans la file, la limite en temps
long de la proportion de clients entrant dans un système vide est donnée par :

lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

1t0u
`

XpT´n q
˘

“ lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1t0u
`

Xpt´q
˘

dt

“ lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1t0u pXptqq dt

“ E
“

1t0u pX8q
‰

“ πp0q “ 1´ ρ, (8.4)

où la première égalité presque sûre découle de la propriété PASTA pour la fonction
mesurable 1t0u (voir le théorème A.38), la deuxième du fait queX est presque sûrement
à trajectoires cadlag et la troisième de l’ergodicité du processus X (théorème 3.21). Par
exemple, un système de charge 1/2 fonctionne donc la moitié du temps et sur un long
intervalle de temps, la moitié des clients trouvent à leur entrée un système vide.

8.2.1. Temps d’attente, temps de séjour

Intéressons-nous au temps d’attente (temps passé dans la salle d’attente) et au
temps de séjour (temps total passé dans le système) des clients dans le système. Nous
reprenons les notations du chapitre 5 et notons pour tout n ě 1, TAn le temps d’attente
du client Cn (qui coïncide, en FIFO, avec la quantité de travail du serveur à l’entrée de
Cn étudiée dans le chapitre 4). D’après le théorème 4.2, à la condition (8.2) il existe,
pour toute discipline de service admissible, un temps d’attente stationnaire TA et par
voie de conséquence, un temps de séjour stationnaire TS dans le système (attente +
service), donné par TS “ TA ` σ. La formule de Little nous apprend alors que :

E rTSs “
E rX8s

λ
“

1

µ´ λ
, (8.5)

avec (8.3). On en déduit alors que :

E rTAs “ E rTSs ´E rσs “
1

µ´ λ
“

ρ

µ´ λ
¨ (8.6)

Alors même que la congestion moyenne (8.3) ne dépend que de la charge, comparons
les temps d’attente et de séjour des deux systèmes de même charge Mλ/Mµ/1 et
Mαλ/Mαµ/1, où α est un paramètre positif. En ajoutant l’exposant α aux paramètres
du deuxième système, on déduit de (8.5) et (8.6) que :

E rTSαs “
1

α
E rTSs et E rTAαs “

1

α
E rTAs .
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Ainsi, les temps d’attente et de séjour moyens sont par exemple divisés par deux
dès que les temps de service et d’interarrivée sont divisés par deux. Les paramètres de
sortie conservent ainsi le facteur d’échelle des paramètres d’entrée.

Rappelons que l’on peut en fait obtenir explicitement la loi du temps d’attente et du
temps de séjour stationnaires à travers leur transformée de Laplace. Il suffit pour cela
de spécialiser les résultats du théorème 5.6 au cas où les temps de service suivant la loi
εpµq. On a donc le théorème suivant.

THÉORÈME 8.3.– Le temps d’attente stationnaire TA et le temps de séjour stationnaire
TS dans une file M/M/1 admettent respectivement pour transformée de Laplace les
fonctions définies pour tout s par :

E
“

e´sTA
‰

“ p1´ ρq

ˆ

µ` s

µp1´ ρq ` s

˙

, (8.7)

E
“

e´sTS
‰

“ p1´ ρq

ˆ

µ

µp1´ ρq ` s

˙

¨ (8.8)

La propriété PASTA permet aussi de montrer que la loi stationnaire de la chaîne
incluse coïncide avec celle du processus.

LEMME 8.4.– Sous la condition ρ ă 1, la chaîne de Markov pX “ pXpT´n q, n ě 0q
est irréductible, récurrente positive de loi stationnaire π.

Démonstration. Il est évident que la chaîne est irréductible et récurrente, soit pπ sa loi
invariante. D’après le théorème 7.13, pour f P l8pNq, on a :

1

N

N
ÿ

n“1

fpXpT´n qq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ

ż

N

f d pπ.

Comme Nptq est à valeurs dans N et tend vers l’infini quand t tend vers l’infini ; par
extraction, on a :

1

Nptq

Nptq
ÿ

n“1

fpXpT´n qq
tÑ8
ÝÝÝÑ

ż

N

f d pπ.

Or d’après le théorème A.38, il vient :

lim
tÑ8

1

Nptq

Nptq
ÿ

n“1

fpXpT´n qq “ lim
tÑ8

1

Nptq

ż t

0

fpXps´qq dNpsq

“ lim
tÑ8

1

t

ż t

0

fpXps´qqd s “

ż

N

f dπ.
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On en déduit que pour toute fonction bornée f , on a :
ż

N

f dπ “

ż

N

f d pπ.

Par identification, il s’ensuit que pπ “ π.

REMARQUE.– L’installation d’un lien est un investissement qu’il faut amortir. Par
conséquent, le lien doit être utilisé le plus possible, c’est-à-dire supporter une charge la
plus proche possible de 1. Malheureusement, d’après (8.6), une telle charge induit des
délais importants et donc un service de qualité limitée. Heureusement, dans la vraie
vie, les liens sont chargés à 10 % de leur capacité...

REMARQUE.– Un même volume d’informations peut être transmis par des paquets
de taille moyenne m émis à un taux λ ou par des paquets de taille moyenne cm émis
à un taux λ{c. La charge, ρ, sera la même et donc le nombre moyen de clients en
attente dans la file sera le même. Par conséquent, la taille des mémoires nécessaires (les
mémoires physiques n’étant pas infinies) sera d’autant plus grande que la taille moyenne
des paquets est grande. Cela n’est pas une évidence a priori, en effet le volume total
d’octets transmis est le même ! A charge constante, la taille moyenne des paquets a aussi
une influence sur le délai de séjour. En effet, ErTSs “ 1{µp1 ´ ρq. Transmettre des
informations dans des grands paquets impose donc des délais de transmission grands. Il
semblerait alors que la solution soit de choisir de petits paquets. Malheureusement, les
petits paquets ont aussi leur coté négatif. Un paquet est constitué d’informations utiles
et d’informations de contrôle. Comme les informations de contrôle sont, en général,
de taille constante pour un protocole donné, limiter la taille des paquets revient alors
à limiter le champ d’informations utiles. Par conséquent, plus les paquets sont petits,
plus l’efficacité (définie comme le rapport entre les informations utiles transmises et la
taille totale du paquet) diminue.

8.3. File à plusieurs serveurs

Nous abordons maintenant la file markovienne à S serveurs (S ě 1) et à salle
d’attente de capacité illimitée, noté Mλ/Mµ/S/8-FIFO avec la nomenclature habituelle.
Ce modèle est représenté par le processus

`

XpSqptq, t ě 0
˘

comptant le nombre total
de clients dans le système, à valeurs dans N. Ce processus est naturellement markovien,
nous déterminons ci-après sa matrice de transition :

– pour tout i P rr1, S ´ 1ss, si le processus est dans l’état i il y a i clients dans le
système qui sont tous en service. Donc le temps de séjour en i (que nous noterons
Yi pour tout i) est le minimum d’une variable aléatoire U „ εpλq comptant le temps
d’interarrivée en cours et de i variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées V1, V2, ¨ ¨ ¨ , Vi de loi εpµq, comptant les temps de service résiduels des i
clients en service. Ensuite, le processus saute en i´ 1 si Yi “ Vk pour un certain k et
en i` 1 si Yi “ U ;
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– pour tout i ě S, dans l’état i les S serveurs sont occupés et i´ S clients sont en
attente. Ainsi, Yi égale le minimum de variables aléatoires V1, V2, ¨ ¨ ¨ , VS de loi εpµq
et de U de loi εpλq, en conservant les notations précédentes. On saute alors en i´ 1 ou
en i` 1 comme dans le cas précédent ;

– Y0 est de loi εpλq et l’on quitte forcément l’état 0 pour aller en 1.

D’après la définition 7.1, la matrice de transition QpSq du processus s’écrit donc :
– qpSqp0, 0q “ λ et qp0, 1q “ 1 ;
– pour tout i P rr1, S ´ 1ss, qpSqpi, iq “ iµ` λ et les seules transitions non nulles

sont :
qpSqpi, i` 1q “

λ

iµ` λ
et qpSqpi, i´ 1q “

iµ

iµ` λ
;

– pour tout i ě S, qpSqpi, iq “ Sµ` λ et les seules transitions non nulles sont :

qpSqpi, i` 1q “
λ

Sµ` λ
et qpSqpi, i´ 1q “

Sµ

Sµ` λ
.

Ainsi, d’après 7.11 le processus
`

XpSqptq, t ě 0
˘

est markovien de générateur
infinitésimal :

ApSq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ
0 2µ ´pλ` 2µq λ p0q

. . .
p0q Sµ ´pλ` Sµq λ

Sµ ´pλ` Sµq λ
. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La démonstration du théorème suivant reproduit celle du théorème 8.2, elle est donc
laissée au lecteur.

THÉORÈME 8.5.– Sous la condition de stabilité ρ ă S, l’unique probabilité station-
naire πpSq du processus

`

XpSqptq, t ě 0
˘

s’écrit :

πpSqp0q “

˜

S´1
ÿ

k“0

ρk

k!
`

SρS

S!pS ´ ρq

¸´1

,

πpSqpiq “
ρi

i!
, πp0q pour tout i P rr1, S ´ 1ss,

πpSqpiq “
ρi

Si´SS!
, πp0q pour tout i ě S.

(8.9)
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Sous la condition de stabilité ρ ă S, on peut déduire du théorème 8.5, comme
en (8.4), la limite du taux de clients qui doivent attendre pour être servis. Celle-ci est
donnée par la formule d’Erlang-C :

lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

1trS,`8qu
´

XpSqpTn´q
¯

“ E
”

1trS,`8qu
´

X
pSq
8

¯ı

“

`8
ÿ

i“S

πpSqpiq “
πpSqp0q

S!S´S

`8
ÿ

i“1

´ ρ

S

¯i

“

˜

S´1
ÿ

k“0

ρk

k!
`

SρS

S!pS ´ ρq

¸´1
SρS

S!pS ´ ρq

Cette dernière formule est appelée Formule d’Erlang-C. On note :

CpS, ρq “

˜

S´1
ÿ

k“0

ρk

k!
`

SρS

S!pS ´ ρq

¸´1
SρS

S!pS ´ ρq
¨

On peut donc implémenter un algorithme simple de dimensionnement d’une file
à plusieurs serveurs étant fixée une contrainte de qualité de service en termes de
proportion de clients mis en attente.

Algorithme 8.1 . Dimensionnement d’un système multiserveur avec taux de
mise en attente garanti

Données : ρ, p
Résultat : le nombre de serveurs optimal S, étant donné une charge ρ et la

garantie d’une proportion p d’utilisateurs mis en attente.
S Ð 1;
tant que p ă CpS, ρq faire

S Ð S ` 1;
fin
retourner S
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Le nombre moyen de clients dans le système à l’équilibre est donné par :

E
”

X
pSq
8

ı

“

8
ÿ

i“0

iπpSqpiq

“ πpSqp0q

˜

S
ÿ

i“0

iρi

i!
`
SS´1ρ

S!

8
ÿ

i“S`1

i
´ ρ

S

¯i´1
¸

“ πpSqp0qρ

˜

S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`
SS´1

S!

d

dx

˜

8
ÿ

i“S`1

xi

¸

´ ρ

S

¯

¸

“ πpSqp0qρ

˜

S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`
ρS

S!

S2 ´ Sρ` S

pS ´ ρq2

¸

.

D’après la formule de Little, à l’état stationnaire le temps de séjour TSpSq et le temps
d’attente TApSq ont donc pour moyennes respectives :

E
”

TSpSq
ı

“
πpSqp0q

µ

˜

S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`
ρS

S!

S2 ´ Sρ` S

pS ´ ρq2

¸

, (8.10)

E
”

TApSq
ı

“
1

µ

«

πpSqp0q

˜

S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`
ρS

S!

S2 ´ Sρ` S

pS ´ ρq2

¸

´ 1

ff

. (8.11)

La formule (8.11) permet de dimensionner un système, étant garanti un temps d’attente
moyen.

Algorithme 8.2 . Dimensionnement d’un système multiserveur avec temps
d’attente garanti

Données : ρ, µ, TS
Résultat : le nombre de serveurs optimal S, étant donné une charge ρ et la

garantie d’un temps d’attente moyen TS.
S Ð 1;
tant que

TS ă
1

µ

»

–

˜

S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`

SρS

S!pS ´ ρq

¸´1 ˜S´1
ÿ

i“0

ρi

i!
`
ρS

S!

S2 ´ Sρ` S

pS ´ ρq2

¸

´ 1

fi

fl

faire
S Ð S ` 1;

fin
retourner S
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Par ailleurs, comme dans le cas de la file à un seul serveur, on peut calculer la loi
du temps d’attente à travers sa transformée de Laplace.

THÉORÈME 8.6.– Si ρ ă S, le temps d’attente Wn converge en loi vers TApSq dont la
transformée de Laplace est donnée par :

E
”

e´sTApSq
ı

“ 1´ CpS, ρq ` πpSqp0q
ρS

S!

Sµ

s` pS ´ ρqµ
. (8.12)

Ce qui équivaut à dire que :

dPTApSqpxq “ p1´ CpS, ρqqδ0pxq ` π0
ρS

S!
Sµ expp´pS ´ ρqµxq 1R`pxqdx.

- Cette dernière équation signifie que le temps d’attente est nul avec probabilité
1´CpS, ρq (ce qui est évident) et que conditionnellement à ce qu’il soit positif, TApSq

est exponentiellement distribué de paramètre pS ´ ρqµ.

Démonstration. Comme les durées de service suivent des lois exponentielles, condi-
tionnellement à ce que tous les serveurs soient pris, les interdéparts sont non seulement
tous exponentiellement distribués de paramètres Sµ mais de plus les interdéparts sont
indépendants les uns des autres. On a donc :

Wn
loi
“

X̂n´S`1
ÿ

j“1

ηj 1
tX̂něSu

,

où pηk, k ě 0q est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi exponentielle de paramètre Sµ. Par conséquent :

E
”

e´sWn | X̂n

ı

“

ˆ

Sµ

s` Sµ

˙X̂n´S`1

1
tX̂něSu

` 1
tX̂năSu

.

D’après le théorème 8.4, X̂n converge en loi vers X. Comme cette espérance condi-
tionnelle est une fonction bornée de X̂n, si ρ ă S, E

“

e´sWn
‰

converge simplement
pour tout s vers :

E

«

ˆ

Sµ

s` Sµ

˙X̂n´S`1

1
tX̂něSu

` 1
tX̂năSu

ff

“ E
”

e´sTApSq
ı

.
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On obtient donc :

E
”

e´sTApSq
ı

“ 1´ CpS, ρq `
8
ÿ

j“S

ˆ

ρ

S

Sµ

s` Sµ

˙j´S`1

“ 1´ CpS, ρq ` πpSqp0q
ρS

S!

Sµ

s` Sµ

8
ÿ

j“0

ˆ

ρµ

s` Sµ

˙j

“ 1´ CpS, ρq ` π0
ρS

S!

Sµ

s` pS ´ ρqµ
¨

8.3.1. Comparaison de systèmes

A partir d’une file d’attente simple, nous comparons ici qualitativement trois types
d’opérations visant à en améliorer les performances : le multiplexage des ressources, le
parallélisme et le débit d’exécution. On considère les quatre systèmes suivants, tous
soumis à des arrivées poissoniennes d’intensité λ, de clients demandant des temps de
service de loi εpµq. La charge égale donc toujours ρ “ λ

µ Erlang et l’on supposera que
ρ ă 2. On suppose de plus que tous les serveurs considérés travaillent en FCFS et que
les salles d’attente sont toujours de capacité illimitée :

– le système A a un serveur travaillant à vitesse unité et correspond donc à une file
d’attente simple Mλ/Mµ/1 ;

– dans le système B, on dirige les clients avec probabilité 1/2 (de manière indépen-
dantes entre les clients et indépendantes de toutes les autres variables aléatoires) vers
l’un ou l’autre de deux systèmes indépendants fonctionnant en parallèle, chacun à un
serveur travaillant à vitesse unité. D’après le théorème 6.6, chacune des deux files en
parallèle est donc une file Mλ

2
/Mµ/1 ;

– le système C est une file d’attente unique à deux serveurs, chacun travaillant à
vitesse unité. C est donc exactement une file Mλ/Mµ/2 ;

– le système D a un serveur travaillant à vitesse double : le clientCn qui demande un
temps de service de durée σn met effectivement un temps σn

2 pour être servi. Il est alors
facile de voir que les temps de service des clients sont indépendantes et identiquement
distribués de loi εp2µq et D correspond donc à une file d’attente Mλ/M2µ/1.

Dans la suite, nous ajoutons respectivement les exposants A, B, C et C aux caracté-
ristiques des différents systèmes.

D’après (8.5) le temps de séjour moyen d’un client à l’équilibre dans le système D
est donné par :

E rTSD
s “

1

2µ´ λ
, (8.13)
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λ
µ

λ
1{2

1{2

µ

µ

Système A Système B

λ
µ

µ

λ
2µ

Système C Système D

Figure 8.1 – Les quatre systèmes comparés ; la charge est ρ dans A et ρ{2 dans les trois
autres

et dans le système A, à condition que ρ ă 1, on a :

E rTSA
s “

1

µ´ λ
¨ (8.14)

Considérons maintenant le système B. SoitX1 etX2, les processus comptant respective-
ment le nombre de clients dans les deux files en parallèle et pour tout t,XB

t “ X1
t `X

2
t

le nombre de clients dans l’ensemble du système à t. Comme ρ ă 2, X1 et X2 sont
ergodiques et en notant X1

8 et X2
8 leurs limites en loi, d’après (8.3) , on a :

lim
tÑ8

1

t

ż t

0

XB
s ds “ lim

tÑ8

1

t

ż t

0

X1
s ds` lim

tÑ8

1

t

ż t

0

X2
s ds

“ E
“

X1
8

‰

`E
“

X2
8

‰

“
λ{2

µ´ λ{2
`

λ{2

µ´ λ{2
“

2λ

2µ´ λ
¨ (8.15)

D’après le théorème 4.20, il existe à la condition ρ ă 2 un temps d’attente et donc
un temps de séjour stationnaire TSB pour ce système, vérifiant la convergence presque
sûre :

lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

TSB
n “ E rTSB

s ,

où pour tout n, TSB
n désigne le temps de séjour proposé au ne client. La formule de

Little s’applique donc pour ce système. Avec (8.15), il vient :

E rTSB
s “

2

2µ´ λ
¨ (8.16)
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Finalement, d’après (8.10) et (8.9), on a :

E rW Cs “
1

µ
πp0q

ˆ

1` ρ`
ρ2

2

4´ 2ρ` 2

p2´ ρq2

˙

“
1

µ

2´ ρ

2` ρ

ˆ

4

p2` ρqp2´ ρq

˙

“
4µ

p2µ´ λqp2µ` λq
¨ (8.17)

Regroupons (8.13), (8.14), (8.16) et (8.17). On retrouve que, dès que ρ ă 2 :

E rTSB
s ´E rTSC

s “
2λ

p2µ´ λqp2µ` λq
;

E rTSC
s ´E rTSD

s “
1

2µ` λ
¨

Ainsi :

E rTSD
s ă E rTSC

s ă E rTSB
s ă E rTSA

s ; (8.18)

E rTSD
s ă

1

2
E rTSA

s , (8.19)

où (8.19) et la dernière inégalité de (8.18) n’ont de sens que si de plus ρ ă 1. Du
point de vue du temps passé dans le système, il est donc préférable de doubler la
vitesse d’exécution que de doubler le nombre de ressources, ce qui est à son tour plus
performant qu’une mise en parallèle de deux systèmes. En outre, d’après (8.19) on fait
mieux que doubler les performances d’un système à un serveur en doublant sa vitesse
d’execution.

8.4. La file processor sharing

Nous abordons succintement le cas de la file markovienne Mλ/Mµ/PS, étudiée
dans le cas général en section 4.2. Les clients entrent suivant un processus de Poisson
d’intensité λ, demandent des temps de service de loi εpµq et sont immédiatement servis
par un serveur selon la discipline processor sharing : tous sont servis simultanément, à
une vitesse inversement proportionnelle au nombre de clients présents.

Notons XPS, le processus comptant le nombre de clients dans le système. Il est
facile de se convaincre que ce processus est Markovien et de calculer son générateur.
Pour tout t ě 0, notons comme précédemment :

– W ptq le temps résiduel avant la prochaine arrivée après t ;
– Rptq, le temps résiduel avant le prochain départ après t.
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Soit i ě 1. Sur tXPSptq “ iu, notons R1ptq, R2ptq, ¨ ¨ ¨ , Riptq, les temps de
service résiduels des i clients à t, comptés en unités de temps. D’après le paradoxe
de l’autobus, ces temps de services sont indépendants et de loi εpµq. Tant qu’il n’y
a pas de nouvelle arrivée après t (c’est-à-dire jusqu’à t`W ptq), le serveur travail à
vitesse 1{i (ce qui multiplie l’échelle de temps par ce facteur) et donc du point de vue
du serveur les temps de service rédiduels des clients suivent la loi εpµ{iq et alors :

– si minj“1, ¨¨¨ , iRjptq ď W ptq, le serveur travaille à la même vitesse jusqu’au
prochain départ, qui a lieu avant la prochaine arrivée et donc Rptq est le minimum de i
variables aléatoires indépendantes de loi εpµ{iq ;

– si W ptq ă minj“1, ¨¨¨ , iRjptq, à l’instant t `W ptq il y a une nouvelle arrivée
et donc i ` 1 clients dans le système. Toujours d’après le paradoxe de l’autobus, la
loi des caractéristiques du système ne change pas si l’on tire au sort de nouveau les
temps de services des i` 1 clients, suivant la loi εpµq. Alors, Rptq a la même loi que le
minimum de i` 1 variables aléatoires indépendantes de loi εpµ{pi` 1qq, à moins qu’il
n’y ait une autre arrivée avant le premier départ. Le cas échéant, on tire de nouveau au
sort les i` 2 temps de service suivant la même loi εpµq, etc.

En conclusion, dans tous les cas la loi de Rptq suit conditionnellement à tXPSptq “
iu, la loi εpµq. Comme Rptq suit pour tout t la loi εpλq, comme pour les systèmes
précédent, on obtient le théorème suivant.

THÉORÈME 8.7.– Le processus XPS a la même loi que le processus de congestion X
de la file Mλ/Mµ/1. Il admet donc la même loi stationnaire, à condition que ρ ă 1. En
particulier, d’après la formule de Little le temps de séjour moyen à l’équilibre est le
même que celui de la file M/M/1.

- Attention, cela ne signifie pas pour autant que les processus X et XPS ont presque
sûrement la même trajectoire ! Cela n’est pas le cas, l’identité précédente n’est vraie
qu’en loi.

8.5. La file M/M/8

La file M/M/8 est évidemment une chimère théorique puisqu’aucun système n’aura
un nombre infini de serveurs. En revanche, il existe de nombreuses situations où cet
objet apparaît, par exemple dans le théorème 10.14.

Soit pX8ptq, t ě 0q le processus comptant le nombre de clients dans le système
(et donc en service). Comme précédemment, on vérifie aisément pour tout i P N que :

– le processus pX8ptq, t ě 0q séjourne en i durant un temps de loi εpiµ` λq ;
– il quitte l’état i pour l’état i ` 1 avec probabilité λ{pλ` iµq et si i ě 1, pour

l’état i´ 1 avec probabilité λ{pλ` iµq.
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Le processus pX8ptq, t ě 0q est donc Markovien, de générateur infinitésimal A8

donné par :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ
0 2µ ´pλ` 2µq λ p0q

. . . . . . . . .
p0q iµ ´pλ` iµq λ

pi` 1qµ ´pλ` pi` 1qµq λ
. . . . . . . . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

En revanche, la théorie développée dans le chapitre 7 ne s’applique pas telle quelle
car les coefficients du générateur infinitésimal ne sont pas bornés. En utilisant une
représentation totalement différente de cette file (voir l’exemple 10.3), on peut toutefois
en déduire que l’unique probabilité stationnaire π8 de pX8ptq, t ě 0q vérifie :

π8piq “
ρie´ρ

i!
,

où comme précédemment, ρ “ λ{µ, ce qui signifie en d’autres termes que la congestion
limiteX88 suit une loi de Poisson de paramètre ρ. En particulier, la congestion moyenne
du système à l’équilibre vaut :

E rX88 s “ ρ. (8.20)

8.6. Le processus des départs

Nous considérons ici l’un des trois modèles considérés dans les sections précédentes
(file à un, plusieurs ou une infinité de serveur). Nous voyons ici qu’à la condition de
stabilité, la loi du processus des départs est identifiable. Rappelons que l’on note pour
tout n P N, Tn l’instant de la ne arrivée et T 1n l’instant du ne départ. On note encore
pAptq, t ě 0q le processus des arrivées et pDptq, t ě 0q, le processus de comptage des
départs :

Dptq “
ÿ

nPN

1T 1nďt .

A première vue, l’on pourrait penser que le processus des départs est tel que le temps
entre deux départs est de loi εpµq. Nous allons voir que cela n’est pas le cas. Commen-
çons par une heuristique sur la file M/M/1 pour réfuter cette idée. Plaçons-nous à un
instant de sortie de la file, disons T 1n l’instant du départ de Cn. Alors, T 1n`1 égale :

– T 1n ` σn`1 si Cn`1 est dans la file au départ de Cn ;
– Tn`1 ` σn`1, si Cn laisse un système vide derrière lui.
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Donc, si l’on admet que T 1n`1 ´ T
1
n est indépendant du passé de T 1n (une propriété qui

sera démontrée par la suite), on a :

E
“

T 1n`1 ´ T
1
n

‰

“ E rσn`1s `E
“`

Tn`1 ´ T
1
n

˘

1XpT 1nq“0

‰

“
1

µ
`

1

λ
P
`

XpT 1nq “ 0
˘

,

d’après le paradoxe de l’autobus. Ainsi, à l’équilibre, le temps moyen entre deux
départs vaut :

1

µ
`

1

λ
πp0q “

1

λ
,

autant que le temps moyen entre deux arrivées !

Le résultat suivant précise ce résultat et montre qu’à l’équilibre le processus des
départs est en fait, comme celui des arrivées, un processus de Poisson d’intensité λ.

THÉORÈME 8.8 (Théorème de Burke).– A l’état stationnaire, le processus des départs
est un processus de Poisson d’intensité λ. De plus, pour tout s ě 0, les départs après s
sont indépendants des arrivées avant s, autrement dit, σ pDu; u ě sq est indépendant
de σ pApuq; u ď sq.

Démonstration. Dans tous les cas, le processus de congestion pXptq, t ě 0q est de
naissance et de mort. Il est par conséquent réversible, de probabilité stationnaire π. En
particulier, en supposant que X est issu de la loi π, il a pour tout T ě 0 la même loi
que son processus retourné

`

X̄T ptq, t ě 0
˘

.

Il est clair que pour tout n P N, T 1n (respectivement Tn) est le ne instant de saut
vers le bas (respectivement vers le haut) du processus X . Par ailleurs, pour tout T ě 0
les instants de sauts vers le bas de X jusqu’à T correspondent aux instants de sauts vers
le haut du processus retourné : le processus original descend de 1 quand le processus
retourné remonte d’autant. Plus précisément, si l’on note T̃ 1n “ T 1n ^ T , n P N les
points du processus pAptq, t ě 0q restreint à r0, T s, on a pour commencer :

T̃ 11 “ inf
 

t ď T ;Xptq “ Xpt´q ´ 1
(

“ T ´ sup
 

s ď T ;XpT ´ sq “ X
`

pT ´ sq´
˘

´ 1
(

“ T ´ sup
 

s ď T ; X̄T psq “ X̄T ps´q ` 1
(

.

Le dernier supremum est le dernier instant de saut vers le haut du processus retourné
avant T ě 0. Comme X est réversible, ce supremum égale en loi le temps écoulé
depuis le dernier instant de saut vers le haut de X (c’est-à-dire la dernière arrivée)
avant T ě 0. D’après le théorème 7.3, on a donc l’égalité en loi suivante :

T̃ 11
L
“ T ´ TApT q

L
“ T ^ Y1,
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où Y1 est une variable aléatoire de loi εpλq. De la même façon, on montre que :

T̃ 12 ´ T̃
1
1

L
“

´

T ´ T̃ 11

¯

^ Y2,

où Y2 est indépendante de Y1 et de loi εpλq et ainsi de suite.

Ceci montre que pAptq, t ě 0q égale en loi un processus de Poisson sur r0, T s.
Comme ceci est vrai pour tout T ě 0, pAptq, t ě 0q est bien un processus de Poisson.

Finalement, la propriété d’indépendance découle, naturellement, de celle du proces-
sus des arrivées.

8.7. Réseaux de files d’attente

Dans cette section, nous présentons succinctement les principaux résultats sur le
modèle le plus simple de réseau de files d’attente : un ensemble de files d’attente dans
lequel les clients qui sortent d’une file sont susceptibles d’en rejoindre une autre pour
recevoir un nouveau service.

8.7.1. Réseaux de Jackson ouverts

On considère le système suivant :
– un processus de Poisson de paramètre λ ą 0, qui est interprété comme le proces-

sus des arrivées de l’extérieur dans le système ;
– un ensemble de N files d’attente, où la ie file est de type ./Mµi /Si/8-FIFO :

les clients qui entrent dans la ie file demandent des temps de service indépendants et
identiquement distribués de loi εpµiq à un groupe de Si serveurs. La loi des interarrivées
dans la file n’est pas connue, car elle dépend a priori des autres files, comme on va le
voir ;

– une matrice markovienne P de taille N ` 1 : pour tout i P rr0, N ss, Pij P r0, 1s et
řN
j“0 Pij “ 1. La matrice P est appelée matrice de routage du système : dès qu’un

client a fini son service dans la file i, il fait un tirage au sort indépendant de tous les
autres paramètres pour décider de la prochaine file dans laquelle il va demander un
service. Pour tout j P rr0, N ss, il rejoint alors la file j avec probabilité Pij . La « file
0 » représente ici l’extérieur du système : les clients faisant le chemin de 0 vers j
arrivent directement de l’extérieur dans la file j et ceux qui vont de i à 0 sortent du
système après avoir visité la file i. Notons que si Pii ą 0 pour un certain i, un client
est susceptible de se remettre en queue dans la file i juste après avoir reçu un service
dans cette même file. On suppose que P vérifie les deux conditions :

P00 “ 0, (8.21)
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et pour tout i P rr1, N ss, il existe n P N et un n-uplet ti1, i2, ¨ ¨ ¨ , inu d’éléments de
rr1, N ss contenant i et tel que :

P0i1Pi1i2 . . . Pin1 in
Pin0 ą 0. (8.22)

La condition (8.22) garantit donc que toute file i fait partie d’un chemin possible, allant
de l’extérieur à l’extérieur.

µ1

µ1

µ1

File 1

µ2

µ2

µ2

File 2

λp01

λp02

P21

P20

P12

P10

Figure 8.2 – Un réseau de Jackson à deux files
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Le système est décrit par le processus :

pXptq, t ě 0q “ ppX1ptq, X2ptq, ¨ ¨ ¨ , XN ptqq , t ě 0q ,

où pour tout i, Xiptq compte le nombre de clients dans la ie file à l’instant t. Comme le
trafic dans chaque file dépend de l’état des autres files, il est facile de voir que chaque
processus pXiptq, t ě 0q n’est par markovien. C’est le cas en revanche du processus
pXptq, t ě 0q, comme nous le montrons dans le lemme suivant. On appelle (voir les
notations dans l’annexe A) pour tout i P N, ei “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0, 1 , 0, ¨ ¨ ¨ , 0q et pour tout
k P N, µipkq “ µi pk ^ Siq.

LEMME 8.9.– Le processus pXptq, t ě 0q décrivant le réseau de Jackson ouvert est
markovien de générateur infinitésimal AJO défini pour tout x “ pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq
par :

$

&

%

AJOpx, x` ej ´ eiq “ µipxpiqqPij ;
AJOpx, x` ejq “ λP0j ;
AJOpx, x´ eiq “ µipxpiqqPi0,

,

tous les autres coefficients AJOpx, yq sont nuls et les coefficients diagonaux AJOpx, xq
égalent l’opposée de la somme des AJOpx, yq pour y ‰ x.

Démonstration. Supposons que le processus pXptq, t ě 0q se trouve dans l’état x à t.
Alors, le processus peut quitter directement x seulement pour les états suivants :

– x` ej ´ ei si xpiq ą 0 et si l’un des clients en service dans la file i termine son
service, puis se rend dans la file j ;

– x´ ei si xpiq ą 0 et si l’un des clients en service dans la file i termine son service,
puis sort du système ;

– x` ej si un client entre de l’extérieur vers la file j.

D’après le théorème 6.6, le processus d’entrée de l’extérieur vers la file j est Poissonien
d’intensité λP0j . Le temps résiduel avant le prochain point de ce processus suit donc
la loi εpλP0jq. Ensuite, le temps résiduel avant la prochaine fin de service de chacun
des xpiq ^ Si services en cours dans la file i suit, comme vu précédemment, la loi
ε ppxpiq ^ Siqµiq “ ε pµipxpiqqq. En notant pour tout i l’événement :

Bi “ tLe premier service qui se termine est un service de la file iu ,

la probabilité que l’on quitte effectivement x pour x´ei`ej (respectivement x´ei) est
donc donnée par P pBi X t le client quitte i pour juq “ P pBiqPij (respectivement
P pBiqPi0). Ceci conclut la preuve d’après les propriétés des lois exponentielles vues
précédemment.

Nous aurons besoin du résultat technique suivant pour caractériser l’état stationnaire
de pXptq, t ě 0q.
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LEMME 8.10.– Le système suivant :

λj “ λP0j `

N
ÿ

i“1

λiPij , (8.23)

d’inconnues pλ1, λ2, ¨ ¨ ¨ , λN q et appelé équation du trafic, admet une unique solution
dans pR`qN .

Démonstration. Comme la matrice P est markovienne, il existe naturellement une
unique chaîne de Markov pMn, n P Nq à valeurs dans rr0, N ss et de matrice de tran-
sition P . Pour tout couple pi, jq d’éléments de rr1, N ss, il existe d’après (8.22) deux
familles finies ti1, ¨ ¨ ¨ , inu et tj1, ¨ ¨ ¨ , jpu d’éléments de rr1, N ss, comprenant res-
pectivement i et j, telles que :

P0i1 . . . Pin´1inPin0 ą 0 et P0j1 . . . Pjp´1jpPjp0 ą 0.

Donc, avec les notations du chapitre 3, il existe un entier q ă n`p tel que la probabilité
que pMn, n P Nq passe de i à j en q pas vérifie :

ppqqpi, jq ě P0i1 . . . Pin´1inPin0P0j1 . . . Pjp´1jpPjp0 ą 0.

La chaîne pMn, n P Nq est donc irréductible sur l’espace d’état fini rr0, N ss. Elle
est donc récurrente positive et d’après le théorème 3.15 il existe à un coefficient
multiplicatif près une unique mesure stationnaire ν sur rr0, N ss qui représentée en ligne,
vérifie l’équation matricielle :

ν “ νP. (8.24)

Par ailleurs, si λ tλ1, ¨ ¨ ¨ , λNu est solution de (8.23), comme P est markovienne,
d’après (8.21), on a :

N
ÿ

i“1

λiPi0 “
N
ÿ

i“1

λi

˜

1´
N
ÿ

j“1

Pij

¸

“

N
ÿ

i“1

λi ´
N
ÿ

j“1

N
ÿ

i“1

λiPij

“

N
ÿ

i“1

λi ´
N
ÿ

j“1

pλj ´ λP0jq

“ λ
N
ÿ

i“1

P0i

“ λ. (8.25)
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Ceci montre bien que tλ1, ¨ ¨ ¨ , λNu est solution de (8.23) si et seulement si Λ “

pλ, λ1, ¨ ¨ ¨ , λN q est solution de (8.24). L’unique solution de (8.23) est donc l’unique
mesure invariante de première composante λ.

Pour tout i P rr1, N ss, à la condition que λi ă µiSi le processus de congestion de la
file Mλi /Mµi /Si admet la probabilité invariante πi suivante :

πip0q “

˜

8
ÿ

k“0

pλiq
k

śk
j“1 µipjq

¸´1

; (8.26)

πipkq “
pλiq

k

śk
j“1 µipjq

πip0q, i ě 1. (8.27)

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant.

THÉORÈME 8.11.– Soit tλ1, ¨ ¨ ¨ , λNu l’unique solution de l’équation du trafic (8.23).
On suppose que la condition de stabilité :

λi ă µiCi, pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N, (8.28)

est satisfaite. Soit πi, la mesure de probabilité sur N défine par (8.26) et (8.27). Alors, le
processus pXptq, t ě 0q décrivant le réseau de Jackson ouvert admet sur NN l’unique
probabilité stationnaire πJO définie pour tout x “ pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq P NN par :

πJO pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq “
N
ź

i“1

πipxpiqq. (8.29)

Démonstration. Dans ce qui suit, on fait la convention que Āxy “ AJO
xy “ 0 si l’une

des composantes de y est négative. Pour tout x et y P NN , définissons :

Āpx, xq “ AJOpx, xq et Āpx, yq “
πJOpxqAJOpx, yq

πJOpyq
pour x ‰ y,

où πJO est la probabilité définie par (8.29) et AJO est le générateur infinitésimal défini
dans le lemme 8.9. Pour tout i et j, on a :

Āpx, x` eiq “ λiPi0

Āpx, x´ ejq “
µjpxpjqq

λj
λP0j pour tout x tel que xpjq ě 1,
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ainsi que :

Āpx, x´ ej ` eiq “
πJOpx´ ej ` eiqA

JOpx´ ej ` ei, xq

πJOpxq

“
πipxpjq ´ 1qπipxpiq ` 1q

πjpxpjqqπipxpiqq
µipxpiq ` 1qPij

“
µjpxpjqq

λj

λi
µipxpiq ` 1q

µipxpiq ` 1qPij

“
λi
λj
µjpxpjqqPij ,

pour tout i et j tels que i ‰ j et tout x tel que xpjq ě 1. Pour tout x P NN , formons
les sommes suivantes :

ÿ

y‰x

Āpx, yq

“

N
ÿ

j“1

N
ÿ

i“1; i‰j

Āpx, x´ ej ` eiq `
N
ÿ

i“1

Āpx, x` eiq `
N
ÿ

j“1

Āpx, x´ ejq

“

N
ÿ

j“1

˜

µjpxpjqq

λj
λP0j ` λi

N
ÿ

i“1; i‰j

µjpxpjqq

λj
Pij

¸

`

N
ÿ

i“1

λiPi0

“

N
ÿ

j“1

µjpxpjqq

λj
pλj ´ λjPjjq `

N
ÿ

i“1

λiPi0

“

N
ÿ

j“1

µjpxpjqq p1´ Pjjq ` λ,

où l’avant-dernière égalité est une conséquence de l’équation du trafic et la dernière
découle de (8.25). D’autre part :

ÿ

y‰x

ARJpx, yq

“

N
ÿ

i“1

N
ÿ

j“1; j‰i

ARJpx, x´ ej ` eiq `
N
ÿ

i“1

ARJpx, x´ eiq `
N
ÿ

j“1

ARJpx, x` ejq

“

N
ÿ

i“1

µipxpiqq p1´ Piiq `
N
ÿ

j“1

λP0j “

N
ÿ

i“1

µipxpiqq p1´ Piiq ` λ “
ÿ

y‰x

Āpx, yq.

On a donc Āpx, xq “ ARJpx, xq et l’on conclut par réversibilité (voir théorème 7.19).
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- Le théorème précédent, grand classique de la théorie des files d’attente, est appelé
théorème de la forme produit : si le réseau de Jackson ouvert est stable, il se comporte
à l’équilibre comme un système de N files d’attente indépendantes, où la ie file est
une file Mλi /Mµi /Si. Ce résultat, assez contre-intuitif, a un intérêt évident pour la
simulation, car il indique que l’étude à l’équilibre d’un réseau de Jackson se ramène à
celle de files d’attente simples à plusieurs serveurs. A l’équilibre, tout se passe donc
comme si les N files fonctionnaient indépendamment et comme des files markoviennes
classiques (alors que, rappelons-le, chaque file considérée seule n’est pasune file M/M).
Le théorème de Burke appliqué à chacune de N files Mλi /Mµi /Si ; i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N
donnerait que le débit de sortie de chaque file égale λi et donc le débit d’entrée dans la
file j soit donné par la quantité :

λP0j `

N
ÿ

i“1

λi,

soit λj d’après l’équation du trafic : le résultat est cohérent.

A tout instant t, conditionnellement à ce que Xptq “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xN q, on
peut montrer par les techniques de calcul habituelles sur la loi exponentielle, que
le temps résiduel avant la première sortie de la file i vers l’extérieur après t suit la loi
ε pµipxpiqqPi0q. Par conséquent, le temps résiduel avant la prochaine sortie du réseau
pris dans sa globalité vers l’extérieur suit la loi ε

´

řN
i“1 µipxpiqqPi0

¯

. Il est donc
naturel de définir le débit de sortie instantané à t par la variable aléatoire :

Dptq “
N
ÿ

i“1

µi pXiptqqPi0.

Le débit moyen de sortie à l’équilibre est donc donné par :

E rDp8qs “ E

«

N
ÿ

i“1

µi pXip8qqPi0

ff

“
ÿ

pxp1q, ¨¨¨ , xpNqqPNN

N
ÿ

i“1

µi pxpiqqPi0π
RJ pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq ,

oùXp8q “ pX1p8q, ¨ ¨ ¨ , XN p8qq est la variable aléatoire distribuée sur NN suivant
la loi πRJ. On a alors l’analogue suivant du théorème de Burke.

THÉORÈME 8.12.– Dans un réseau de Jackson ouvert à l’équilibre, le débit moyen de
sortie égale l’intensité du processus d’entrée :

E rDp8qs “ λ.
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8.7.2. Réseaux de Jackson fermés

Le réseau de Jackson fermé est l’analogue du réseau ouvert, en supposant main-
tenant que le réseau n’est pas « nourri » par un processus de Poisson exogène, et
qu’aucune file n’est reliée à l’extérieur : K clients (où K est fixé) circulent donc
indéfiniment dans un réseau de N files ./Mµi /Si, suivant les mêmes modalités que dans
le réseau ouvert. Le système est donc totalement décrit par :

– la taille K de la population du réseau ;
– les N files ./Mµi /Si ;
– une matrice de routage P , markovienne et de taille N satisfaisant une propriété

d’irréductibilité analogue à (8.22) : pour tout i et j P rr1, N ss, il existe n P N et un
n-uplet ti1, i2, ¨ ¨ ¨ , inu d’élément de rr1, N ss contenant i et j et tel que :

Pi1Pi1i2 . . . Pin1
in ą 0. (8.30)

Soit l’ensemble :

A “

#

x “ pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq P NN ;
N
ÿ

i“1

xpiq “ K

+

.

Le processus pXptq, t ě 0q, défini comme dans la section précédente, est markovien
sur A, de générateur défini pour tout x par :

AJF px, x` ej ´ eiq “ µipxpiqqPij ; si xpiq ě 1,

où tous les autres termes sont nuls sauf le terme diagonal, qui est l’opposé de la somme
des autres termes de la même ligne.

Comme précédemment, l’introduction d’une chaîne de Markov sur t1, ¨ ¨ ¨ , Nu de
matrice de transition P permet de conclure qu’il existe, à un coefficient multiplicatif
près, une unique solution λ P pR`qN à l’équation matricielle :

λ “ λP. (8.31)

On a alors le résultat suivant.

THÉORÈME 8.13.– Le processus pXptq, t ě 0q décrivant le réseau de Jackson fermé
admet une unique probabilité stationnaire πJF, définie pour tout x P A par :

πJF pxp1q, ¨ ¨ ¨ , xpNqq “ C
N
ź

i“1

xpiq
ź

`“1

λi
µip`q

,

où λ “ pλ1, ¨ ¨ ¨ , λN q est une solution quelconque de (8.31) et C est la constante de
normalisation :

C “

¨

˝

ÿ

pxp1q, ¨¨¨ , xpNqqPA

N
ź

i“1

xpiq
ź

`“1

λi
µip`q

˛

‚

´1

.
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Un réseau de Jackson fermé est donc beaucoup moins confortable à étudier que
dans le cas ouvert. On peut en effet remarquer que, au contraire du cas ouvert, la forme
précédente n’est pas une forme produit à cause de l’expression de la constante C. De
plus, le calcul numérique de cette constante pour un grand réseau est très couteux
algorithmiquement.

8.8. Problèmes

EXERCICE 16.– On considère la file M/M/1 avec la discipline de service suivante : une
proportion p des clients (les « polis ») se place normalement en queue, tandis qu’une
proportion q “ 1 ´ p « d’impolis » double tout le monde et prend la première place
de la file d’attente. La catégorie (« polis » ou « impolis ») d’un client est indépendante
de son instant d’arrivée. Cette discipline est non préemptive, c’est-à-dire que l’on
n’interrompt pas le service en cours. L’intensité du processus d’arrivée global est λ, le
temps moyen de service est 1{µ.

On note pXptq, t ě 0q le nombre de clients dans le système (file + serveur) à
l’instant t.

1) Donner le générateur infinitésimal de X. Est-il différent du générateur infinitési-
mal de la file M/M/1 avec discipline FIFO (First In First Out) ?

2) En déduire la condition de stabilité du système et la distribution à l’état station-
naire de X.

3) Quel est le temps moyen d’attente à l’état stationnaire?
4) Quelles sont la nature et l’intensité du processus d’arrivée des clients « impolis » ?
5) On note W p le temps d’attente d’un client poli donné, on note X le nombre de

clients dans le système à son arrivée et NpW pq le nombre de clients « impolis » qui
arrivent pendant son temps d’attente. Montrer qu’en loi, on a :

W p loi“

X
ÿ

j“1

ηj `

NpWp
q

ÿ

l“1

σl, (8.32)

où pηj , j ě 0q et pσl, l ě 0q sont deux suites indépendantes entre elles et indépen-
dantes de X, de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètre
µ.

6) Expliquer pourquoi X et NpW pq sont indépendantes conditionnellement à W p.
7) On suppose dorénavant que X a la loi stationnaire identifiée dans la deuxième

question, montrer que :

E

«

X
ÿ

j“1

ηj

ff

“
ρ

p1´ ρqµ
.
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8) Montrer que :

E
”

e´s
řNpWpq
l“1 σl |W p “ v

ı

“ e´λqv
s

µ`s .

9) En déduire que si X a la loi stationnaire identifiée dans la deuxième question,
on a :

E
”

e´λqW
p s
µ`sE

”

e´s
řX
j“1 ηj |W p

ıı

.

(On ne demande pas de calculer explicitement E
“

e´sW
p‰

.)
10) En déduire, par dérivation, le temps moyen d’attente d’un client « poli ».
11) On note W i le temps d’attente d’un client « impoli » à l’état stationnaire et W

le temps d’attente d’un client quelconque à l’état stationnaire – on considère prouvé
que le temps d’attente du ne client impoli converge en loi vers W i, de même pour W.
Expliquer pourquoi l’on a :

E rW s “ pE rW ps ` qE
“

W i
‰

.

12) En déduire le temps moyen d’attente d’un client « impoli ».

EXERCICE 17.– On considère que l’on a une station d’essence à deux pompes et un
emplacement d’attente :

entrée
Attente Pompe 2 Pompe 1

sortie

Figure 8.3 – Station d’essence à trois pompes en série

Les clients arrivent à la pompe selon un processus de Poisson d’intensité λ. Si les
deux pompes sont libres, le client va en pompe 1. Si la pompe 1 est prise, le client va
en pompe 2. Si les deux pompes sont occupées, le client peut se mettre dans la place
d’attente. Si la place d’attente est occupée, le client passe son chemin. Un client en
pompe 2 doit attendre que la pompe 1 soit libre pour sortir de la station d’essence.
Dans le cas où le client à la pompe 2 finit avant celui de la pompe 1, les deux sortent
en même temps de la station au moment où le client de la pompe 1 a fini. S’il y a, à
ce moment-là, un client en attente, il va instantanément en pompe 1 et commence à
remplir son réservoir. Dans le cas où la pompe 1 est libre mais la pompe 2 occupée,
personne ne peut entrer en pompe 1. Les temps de remplissage des réservoirs suivent
une loi exponentielle de paramètre µ. On modélise ce système par un processus de
Markov X “ pX1, X2, X3q où X1 vaut 0 ou 1 et représente le nombre de clients à la
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pompe 1, X2 représente le nombre de clients à la pompe 2 et X3 représente le nombre
de clients dans la place d’attente (X3 vaut 0 ou 1).

1) Quel est l’espace d’état ?
2) Ecrire les composantes du générateur infinitésimal ?
3) Existe-il une probabilité stationnaire?
4) Si oui, quelles sont les équations qui la caractérise?
5) Quel est le pourcentage de clients qui ne peuvent pas entrer dans la station?
6) Quel est le pourcentage de clients qui ne peuvent pas entrer dans la station parce

qu’elle est mal faite : le pourcentage des clients qui ne peuvent pas être servis bien que
la pompe 1 soit libre.

EXERCICE 18.– Dans un magasin, les clients, en moyenne vingt par heure, arrivent à la
caisse selon un processus de Poisson. Tant qu’il y a moins de deux clients en attente, il
y a une seule caisse d’ouverte. Le temps de service à cette caisse est exponentiellement
distribué, le temps moyen de service est de cinq minutes. A partir de trois clients en
attente, une deuxième caisse ouvre. Les deux caisses partagent la même file d’attente.
La deuxième caisse referme dès qu’il n’y a plus que deux clients en attente. On note
Xt le nombre de clients présents à l’instant t.

1) Ecrire le générateur infinitésimal de X.
2) Trouver la probabilité stationnaire si elle existe.
3) Quel est le nombre moyen de clients dans le système?
4) Quel est le nombre moyen de clients en attente?
5) Quel est le temps moyen d’attente?
6) Quel est le pourcentage du temps où la deuxième caisse est ouverte?

EXERCICE 19.– Une agence bancaire comporte S “ 5 employés. Le nombre d’appels
est en moyenne de vingt par heure, la durée moyenne d’un appel est de six minutes.
Les arrivées forment un processus de Poisson d’intensité λ et les temps de service sont
indépendants et de loi exponentielle de paramètre µ. Dans les questions 1 à 5, on ne
vous demande pas de démontrer les formules, juste de trouver celles qu’il faut utiliser
et de faire les calculs numériques. Ecrivez bien formellement tous les calculs que vous
avez à faire, il y a pas mal de résultats partiels qui servent plusieurs fois.

1) Dans le cas où N “ 5 et où il n’y a pas d’attente, quel est le pourcentage de
client dont l’appel échoue faute de conseiller libre?

2) L’agence s’équipe d’un dispositif de mise en attente, c’est-à-dire un disque
qui vous fait patienter en attendant qu’un conseiller se libère. On suppose que tous
les clients attendent aussi longtemps que nécessaire. Quelle est la probabilité que la
probabilité d’avoir à attendre?

3) Est-elle égale à la probabilité de blocage dans le système sans attente ? Pourquoi ?
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4) Quel est le temps moyen d’attente?
5) Quelle est la probabilité que le temps d’attente soit supérieur à deux minutes?

On supprime maintenant le système de mise en attente et on considère qu’un
pourcentage 100.p d’appels nécessitent un reroutage vers un centre de traitement plus
spécialisé. Au niveau du PABX (et des N liaisons louées), cela se traduit par une
occupation de deux liaisons : une pour l’appel entrant, l’autre pour l’appel rerouté.
On note X1 le nombre d’appels directs, utilisant une seule liaison ; X2 représente le
nombre d’appels qui ont besoin de deux liaisons. N est maintenant à déterminer. X1

est limité par S le nombre de conseillers, tandis que X2 est seulement limité par la
condition X1 ` 2X2 ď N. On considère, en effet, que le dimensionnement du centre
de traitement spécialisé est tel que les appels qui lui sont destinés aboutissent et on
néglige le temps nécessaire au conseiller local pour décider du reroutage. D’autre part,
lorsque tous les conseillers sont occupés, les appels sont tous dirigés vers le centre de
traitement spécialisé.

6) Ecrire le générateur infinitésimal de X “ pX1, X2q.

7) Le processus X admet-il une probabilité stationnaire?
8) Ecrire les équations permettant de la déterminer.
9) A N fixé, quelle est la taille de la matrice à inverser ?

EXERCICE 20.– Retrouver (8.20) avec la formule de Little.

EXERCICE 21.– Démontrer le théorème 8.13 en utilisant le théorème 7.19.

8.9. Notes et commentaires

Nous n’avons qu’effleuré l’étude des files d’attente markoviennes à buffer infini.
Depuis le temps que ce sujet a intéressé nombre de chercheurs, il existe nombre
d’articles dévolus à ce problème. Nous n’avons en particulier pas parlé de trafic
élastique dans les files processor sharing. Ce cadre pourtant riche et très bien étudié
dans [BON 11] permet d’obtenir une formule pour les délais, insensible à la loi du
temps de service.

L’étude des réseaux à forme produit repose essentiellement sur le lemme de Kelly
que l’on trouvera dans [KEL 79]. L’équation de balance locale que cela induit est
souvent trop restrictive pour être satisfaite. De nombreuses versions plus faibles mais
toutefois moins contraignantes que les équations globales induites par la recherche des
solutions de πA “ 0, existent. On en trouvera de nombreux exemples dans [CHA 99].



Systèmes à attente 277

Résumé

– La probabilité stationnaire d’une file M/M/1 d’intensité λ en entrée et de temps
de service moyen 1{µ est donnée par :

πp0q “ 1´ ρ, πpnq “ ρnp1´ ρq où ρ “ λ{µ.

– Le temps d’attente à l’état stationnaire vaut 0 avec probabilité 1´ ρ. Condionnel-
lement à ce qu’il soit strictement positif, le temps d’attente suit une loi exponentielle
de paramètre µ´ λ. Sa valeur moyenne est 1{pµ´ λq.

– Dans la file M/M/S, la condition de stabilité est ρ ă S. La probabilité stationnaire
est donnée par (8.9).

– Les comparaisons de files d’attente ne peuvent se faire qu’à charge égale.
– Dans un réseau de Jackson ouvert, la probabilité stationnaire du système est

le produit des probabilités stationnaires de chacune des files vues comme une file
M/M/1 avec comme paramètres d’entrée, les composantes de la solution de l’équation
d’équilibre des flux, voir lemme 8.10.
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Chapitre 9

Modèles à pertes

9.1. Généralités

Un système à pertes est un système qui comporte moins de ressources que d’utili-
sateurs potentiels ; tout client arrivant à un moment où les ressources du système sont
toutes occupées est perdu. Il s’agit donc de trouver le nombre de ressources adéquat
de façon à ne pas trop pénaliser le client ou le fournisseur. Dans toute la suite, on
désignera toujours par :

– Nptq, le nombre de clients qui se sont présentés à l’entrée du système jusqu’à
l’instant t ;

– Y ptq, le nombre de clients qui sont effectivement rentrés dans le système entre 0
et t. Par conséquent, Xdptq “ Nptq ´ Y ptq est le nombre de clients perdus à l’instant
t ;

– Xptq, le nombre de clients dans le système (serveurs + salle d’attente) à l’instant
t ;

– S le nombre de serveurs et K le nombre de places dans la salle d’attente.

EXEMPLE 9.1.– Le réseau téléphonique mobile de deuxième génération, plus connu
sous le nom de GSM, repose techniquement sur le TDMA (Time Division Multiple
Access).

Pour une fréquence, on divise le temps en périodes de durée égales et constantes,
appelées slots. Les slots sont regroupés par paquet de huit pour former une trame. La
voix d’un appel est numérisée de sorte qu’acheminer une communication revient à
transporter des bits d’information. Pour acheminer une communication, les octets d’un
appel sont regroupés par paquets et on attribue à un appel un slot fixe pendant toute la
durée de la communication. Sur la figure 9.1, c’est le quatrième slot qui est attribué à
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un appel. Un équipement émission/réception ne peut donc acheminer que huit appels
simultanément. Il importe donc à l’opérateur d’en déterminer le nombre pour chaque
station de base, c’est-à-dire les antennes qui décorent les toits des immeubles. En fait,
pour tenir compte de la signalisation, un équipement permettra d’acheminer sept appels
simultanés, deux équipements quatorze, trois équipements vingt-deux, etc.

1 trame

Un canal logique

Figure 9.1 – Principe du TDMA

EXEMPLE 9.2.– Un multiplexeur est l’un des éléments-clés des réseaux de données. Il
permet d’acheminer les communications qui arrivent de N ports vers N ports de sortie.
Comme un même port de sortie peut être sollicité simultanément par plusieurs flux, il
importe d’installer des mémoires pour stocker temporairement les données en attendant
que le canal soit libre. Le problème est ici de trouver la taille des mémoires de sorte
que la probabilité de perte de bits soit inférieure à un certain seuil. Ce seuil dépend de
la nature du flux de données. Grosso modo, les flux voix et vidéo tolèrent des pertes de
l’ordre de un pour mille tandis que les flux de données ne devraient tolérer aucune perte.
En pratique, on considère que quelque chose qui arrive avec une probabilité inférieure
à un pour un milliard ne se produira de fait pas.

Ces deux exemples sont de même nature mais le deuxième soulève deux problèmes
de taille : il n’est pas évident de choisir un modèle de trafic d’entrée qui puisse refléter
les différences (de débit, par exemple, pour ne citer qu’elles) qui existent entre des flux
de voix, de video et paroles ; par ailleurs la petitesse de la probabilité de perte interdit
toute simulation et exige un modèle analytique précis. Ils nous amènent aussi à préciser
et distinguer trois probabilités.

DÉFINITION 9.1.– La probabilité de congestion d’un système à S `K ressources est
la proportion asymptotique du temps où toutes les ressources soient occupées :

PB “ lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1tXptq“S`Ku d t.
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La probabilité de perte est la probabilité de blocage du point de vue des clients :

Pp “ lim
tÑ8

1

Nptq

Nptq
ÿ

j“1

1
tXpT´j q“S`Ku

(9.1)

La probabilité de dépassement de seuil n’existe en fait que lorsque le nombre de
ressources est infini, elle est alors définie par :

PS “ lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1tXptqąSu d t.

Ces trois probabilités sont en général distinctes. En effet, considérons une situation
avec un seul serveur, des arrivées et des temps de service déterministes, de durée
respectives ρ ă 1 et 1.

Temps

Xptq

T1 T2 T3 T4 T5 T6

Figure 9.2 – L’évolution temporelle de la file D{D{1{1

D’après les définitions, la probabilité de blocage est égale au pourcentage d’aire
grisée, soit ρ. La probabilité de perte est nulle puisqu’aucun client n’arrive avec le
serveur occupé. En revanche, si les arrivées sont poissonniennes, les probabilités de
perte et de blocage coïncident en vertu de la propriété PASTA.

THÉORÈME 9.1.– Si les arrivées suivent un processus de Poisson alors PB “ Pp.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème A.38 à ψpsq “ 1tXpsq“S`Ku .

La probabilité de perte est de loin la plus cruciale mais aussi la plus difficile à
évaluer. Les probabilités de blocage et de dépassement sont beaucoup plus facile-
ment calculables et c’est pourquoi elles sont souvent utilisées comme succédané à la
probabilité de perte.



282 Modélisation et analyse des réseaux

9.2. Modèle d’Erlang

On suppose que les arrivées se font selon un processus de Poisson d’intensité
λ, que les temps de service sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
exponentielle de paramètre εpµq, et que la capacité de la salle d’attente est nulle, soit
c “ 0, de telle sorte que tout client est servi si et seulement si l’un des serveurs est
libre à son arrivée, et perdu sinon. On étudie en d’autres termes la file Mλ/Mµ/S/S et
l’on note comme d’habitude sa charge ρ “ λ

µ .

Comme précédemment, on décrit le système par le processus pXEptq, t ě 0q comp-
tant le nombre de clients dans le système. Sur son espace d’état rr0, Sss, pXEptq, t ě 0q
a les mêmes transitions que le processus

`

XSptq, t ě 0
˘

décrivant la file Mλ/Mµ/S/8
(voir section 8.3), sauf en l’état S, que le processus ne quitte que pour sauter en S ´ 1,
puisqu’alors aucun client n’est accepté. Le générateur infinitésimal de pXEptq, t ě 0q
est donc donné par :

AE “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pµ` λq λ

. . . p0q

kµ ´pλ` kµq λ

p0q
. . .

pS ´ 1qµ ´ppS ´ 1qµ` λq λ
Sµ ´Sµ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Il est alors aisé de calculer comme d’habitude l’unique probabilité stationnaire πE du
processus, qui satisfait :

πEpiq “
λ

iµ
πEpi´ 1q, i P rr1, Sss;

S
ÿ

i“0

πEpiq “ 1,

ce qui équivaut à :

πEpiq “
ρi{i!

řS
k“0 ρ

k{k!
pour i P rr0, Sss. (9.2)

Par ailleurs, comme le processus pXEptq, t ě 0q est de naissance et de mort, il est
réversible.
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REMARQUE.– Nous pouvons retrouver cette probabilité invariante en remarquant
que la file Mλ/Mµ/S/S est une file Mλ/Mµ/8 contrainte à ne pas dépasser S clients.
En d’autres termes, pXEptq, t ě 0q est la version tronquée, contrainte à rester dans
rr0, Sss, du processus réversible pX8ptq, t ě 0q représentant le nombre de clients dans
la Mλ/Mµ/8. Pour tout i P rr0, Sss, le lemme de Kelly permet de calculer πE :

πEpiq “
1

řS
i“0 π

8pkq
π8piq “

ρi{i!
řS
k“0 ρ

k{k!
.

D’après (9.1), la probabilité de perte pour ce système vaut :

lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

j“1

1tSu
`

XpT´j q
˘

“ lim
tÑ8

1

t

ż T

0

1tSu
`

Xps´q
˘

ds

“ πEpSq.

Nous avons donc établi le résultat suivant.

THÉORÈME 9.2.– La probabilité de perte de la file Mλ/Mµ/S/S de charge ρ est donnée
par :

Errρ, Ss “
ρS{S!

řS
i“0 ρ

i{i!
.

REMARQUE.– On montre que cette probabilité de perte ne dépend pas de la loi de
service : cette expression est encore vraie pour la file M{GI{S{S.

Pour l’évaluation numérique de cette probabilité, on pourra utiliser l’approximation
suivante :

Errρ, Ss « expS log
ρu

S
` S ´ ρu

c

u` ρup1´ uq2

S

avec u défini par :

u “
pS ` ρ` 1q ´

a

pS ` ρ` 1q2 ´ 4ρS

2ρ
;

ou alors la relation de récurrence :

1

Errρ, Ss
“ 1`

S

ρErrρ, S ´ 1s
.

En pratique, ayant mesuré ρ, il s’agit de trouver S tel que Errρ, Ss soit inférieur au
seuil désiré pour garantir la qualité de service. On considère généralement que ce seuil
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est de 0,001 pour le réseau téléphonique fixe et 0,02 pour le réseau GSM. L’algorithme
est alors le suivant.

Algorithme 9.1 . Calcul du nombre de serveurs pour garantir une probabilité
de perte

Données : ρ, ε
Résultat : S tel que Errρ, Ss ď ε
S Ð 0;
xÐ 1;
tant que x ă ε´1 faire

S Ð S ` 1;
xÐ 1` S

ρ x;
fin
retourner S

L’expérience montre que pour une perte de un pour mille, le nombre de serveurs
nécessaire est (très) approximativement égal à ρ ` 3

?
ρ. Si les arrivées et les temps

de service étaient déterministes, ρ représenterait le nombre d’appels simultanés donc
aussi le nombre de serveurs nécessaires. Le terme 3

?
ρ s’interprète donc comme une

garantie contre les fluctuations aléatoires du trafic.

9.3. La file M/M/1{1`K

Nous considérons maintenant une file d’attente à un serveur travaillant en FCFS,
dont la salle d’attente a une capacité limitée K. Comme précédemment, le processus
d’arrivées est poissonien d’intensité λ, les clients demandent des temps de service
indépendants et identiquement distribués de loi εpµq et nous notons ρ “ λ{µ, la charge
du système.

Le processus pXKptq, t ě 0q comptant le nombre de clients dans le système est à
valeurs dans rr0, 1`Kss. Il satisfait la dynamique suivante :

– pour tout i P rr0, Kss, le temps de séjour en i et les probabilités de saut partant de
i sont clairement les mêmes que pour la file Mλ/Mµ/1/8 ;

– une fois en 1 `K, le système est plein et ne peut plus accepter de clients. Le
processus ne peut quitter cet état que pour l’état K, après un temps de séjour égal au
temps de service résiduel du client alors en service, de loi εpµq tant que le processus
vaut 1`K.
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Il est donc facile de voir que pXKptq, t ě 0q est markovien et admet sur rr0, 1`Kss
le générateur infinitésimal :

AK “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ λ
µ ´pλ` µq λ p0q

. . .
p0q µ ´pλ` µq λ

µ ´µ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Le processus pXKptq, t ě 0q étant à valeurs dans un ensemble fini, il est néces-
sairement ergodique et admet donc une unique probabilité stationnaire πK. Celle-ci
est réversible puisque pXKptq, t ě 0q est de naissance et de mort. On la retrouve, soit
directement en résolvant le système :

"

πKAK “ 0
πKe “ 1,

soit encore en appliquant le lemme de Kelly : pXKptq, t ě 0q est la troncature à
l’ensemble rr0, 1`Kss du processus réversible pXptq, t ě 0q comptant le nombre de
clients dans la Mλ/Mµ/1/8. On retrouve la probabilité donnée pour tout i P rr0, 1`Kss
par :

πKpiq “
πpiq

ř

kPrr0, 1`Kss πpkq

“
p1´ ρqρi

ř

kPrr0, 1`Kssp1´ ρqρ
k

“

$

’

&

’

%

ρi ´ ρi`1

1´ ρK`2
si ρ ‰ 1,

1

K ` 2
si ρ “ 1,

(9.3)

et l’on remarque au passage que l’unique probabilité invariante et la probabilité uni-
forme sur rr0, 1`Kss dans le cas critique ρ “ 1.

THÉORÈME 9.3.– Dans une file Mλ/Mµ/1/1+K, la probabilité de perte est donnée par
la formule :

ρK`1 ´ ρK`2

1´ ρK`2
si ρ ‰ 1.

Si ρ “ 1, la perte est donnée par 1{pK ` 2q.

Démonstration. La probabilité de perte pour ce système est donnée par la limite du
taux de clients perdus, c’est-à-dire les clients trouvant un système plein à leur arrivée.
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D’après la propriété PASTA et l’ergodicité de pXKptq, t ě 0q, celle-ci s’écrit :

lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

1t1`Ku pXKpTn´qq “ lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1t1`Ku pXKptqqd t

“ E
“

1t1`Ku pXK
8q

‰

“ πKp1`Kq.

Le résultat découle alors de (9.3).

Si la charge ρ est strictement inférieure à 1, la probabilité de perte peut être compa-
rée à la probabilité de dépassement de seuil de la file Mλ/Mµ/1/8 correspondante. Avec
les notations de la section 8.2, la probabilité que ce dernier système ait une congestion
supérieure ou égale à 1`K à l’équilibre s’écrit :

P pX8 ě 1`Kq “
8
ÿ

i“1`K

πpiq “ p1´ ρq
8
ÿ

i“1`K

ρi “ ρ1`K , (9.4)

alors que :
PPERTE “ πKp0qρ1`K ă ρ1`K . (9.5)

Ainsi, il est ainsi possible d’estimer la perte d’un système à buffer fini par la probabilité
de dépassement de seuil de la file à buffer infini correspondante. Ce faisant, on surestime
la perte d’après (9.4) et (9.5), mais cela peut s’avérer être le seul calcul que l’on sache
faire en pratique car le système à buffer infini est globalement plus simple à décrire par
des lois de probabilité connues. Qui plus est, un dimensionnement pessimiste tant qu’il
n’est pas exagéré, il permet de se protéger contre les fluctuations de trafic ou contre les
incertitudes sur l’estimation de la charge.

Dimensionnement du buffer

Il est intéressant de se demander quelle est la taille de buffer optimale que l’on doit
déployer pour garantir à l’utilisateur une qualité de service en termes de probabilité
de perte de paquets. On peut déjà vérifier que la perte du système est une fonction
décroissante du nombre de serveurs. En effet, la fonction définie pour tout ρ P R`zt1u
par :

fρ :

#

R ÝÑ R

x ÞÝÑ
ρx`1

´ρx`2

1´ρx`2 ¨

admet pour dérivée la fonction définie pour tout x par :

f 1ρpxq “
ρx`1 ln ρ

p1´ ρx`2q
2 p1´ ρq ą 0,

et les choses se passent bien sûr de la même façon pour ρ “ 1.
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Le dimensionnement optimal du buffer est donc donné par l’algorithme suivant
(dans le cas ρ ‰ 1).

Algorithme 9.2 . Calcul du nombre minimal de places dans le buffer pour
garantir une probabilité de perte ď ε.

Données : ρ, ε
Résultat : K tel que PPERTE ď ε
K Ð 1;
tant que

ε ă
ρK`1 ´ ρK`2

1´ ρK`2

faire
fin
retourner K

9.4. L’effet trunk

Appliquons nos résultats au GSM. Dans le langage du protocole, un slot s’appelle
un TCH (traffic channel). On considère usuellement que la charge par mobile est de
0,025 erlang et que la probabilité de perte acceptable est 0,02. Compte tenu de ce qui
précède, on obtient les résultats suivants.

Nb émetteur-récepteurs 1 2 3 4 5 6 7
Nb TCH 7 14 22 29 37 45 52
Capacité 2,9 8,2 15 21 28 35,5 42

Trafic écoulé par TCH 0,41 0,59 0,68 0,72 0,76 0,79 0,81
Nb de mobiles 116 328 596 840 1128 1424 1680

Tableau 9.1 – Mise en évidence de l’effet trunk

Ce tableau appelle deux commentaires. Il importe de prendre conscience de la
grande variabilité des résultats. Une augmentation raisonnable du nombre de ressources
induit une grande augmentation de la capacité. Par exemple, si l’on passe de un à deux
émetteurs-récepteurs, la capacité est multipliée par presque trois. Pour écouler plus de
trafic, on n’a pas besoin d’augmenter proportionnellement le nombre de TCH : pour
écouler 42 erlangs au lieu de 21, on a besoin de 52 au lieu de 2 ˚ 29 “ 58.

L’autre remarque est connue sous le nom d’effet trunk : plus on augmente le nombre
de serveurs, plus la charge écoulée par chaque serveur est importante. Journalistique-
ment, cela s’appelle aussi « les économies d’échelle ». Par conséquent, lorsque le seuil
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de perte est fixé, on cherchera à avoir un petit nombre de systèmes à grands nombres
de serveurs plutôt qu’un grand nombre de systèmes à faible nombre de serveurs.

9.5. Modèle d’Engset

Pour pouvoir utiliser le modèle d’Erlang, il faut implicitement supposer que le
nombre de sources potentielles est sinon infini du moins très grand comme c’est le
cas, par exemple, en téléphonie. En revanche, lorsque le nombre de sources est faible
devant le nombre de serveurs et que l’on suppose qu’une source en service ne peut
plus émettre jusqu’à la fin de son service, on ne peut plus considérer que l’intensité
d’arrivée des clients est indépendante de l’état du système.

Dans le modèle dit d’Engset, on suppose que l’on a M sources indépendantes
qui génèrent chacune des requêtes selon un processus de Poisson d’intensité λ. On
a toujours S serveurs (S ď M ) et les lois de service sont toujours supposées être
exponentielles de paramètre µ, la salle d’attente est encore de taille 0. A la différence
du modèle d’Erlang, lorsque k sources sont « en service », seules M ´ k sources
sont susceptibles d’émettre une requête. Par conséquent le taux d’arrivées instantané
est pM ´ kqλ. De fait, X est un processus de Markov de sauts pur de générateur
infinitésimal A donné par :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λ0 λ0

µ1 ´pµ1 ` λ1q λ1

. . . p0q

µk ´pλk ` µkq λk

p0q
. . .

µS´1 ´pµS´1 ` λS´1q λS´1

µS ´µS

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où l’on a posé λi “ pM ´ iqλ, µi “ iµ et ρ “ λ{µ. La distribution invariante de ce
processus est définie par :

νA “ 0 ðñ

"

´λ0ν0 ` µν1 “ 0
λi´1νi´1 ´ pλi ` µiqνi ` µi`1νi`1 “ 0

On obtient alors :

νi “
ρiCiM

řS
j“0 C

j
Mρ

j
¨
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THÉORÈME 9.4.– Dans le modèle d’Engset, la probabilité de perte est donnée par :

Engrρ, S, M s “
ρSCSM´1

řS
j“0 C

j
M´1ρ

j
¨

Démonstration. D’après la construction du modèle, le processus d’arrivées est un
processus ponctuel de Poisson dont l’intensité varie dans le temps comme une fonction
de Xpsq : son intensité est donnée par :

Λptq “

ż t

0

pM ´Xpsqqλ d s.

Comme les sauts de Nptq sont de hauteur 1, le crochet de la martingale N ´Λ est aussi
Λ. Soit le processus adapté borné, ψpsq “ 1tXpsq“Su . D’après le theorème A.37 :

Pp “ lim
tÑ8

1

Nptq

ż t

0

ψps´qdNpsq “ lim
tÑ8

1

Λptq

ż t

0

ψpsqd Λpsq

“ lim
tÑ8

t

Λptq

1

t

ż t

0

ψpsqpM ´Xpsqqλ d s.

Comme X est markovien ergodique, on a les limites presque sûres suivantes :

1

t
Λptq

tÑ8
ÝÝÝÑ pM ´

S
ÿ

j“0

jνpjqqλ

et
1

t

ż t

0

ψpsqpM ´Xpsqqλ d s
tÑ8
ÝÝÝÑ λpM ´ SqνpSq.

Par conséquent :

Engrρ, S, M s “
λpM ´ SqνpSq

λ
řS
j“0pM ´ jqνpjq

“
ρSCSM´1

řS
j“0 C

j
M´1ρ

j
¨

En d’autres termes, la probabilité de pertes d’un système à M machines est la probabi-
lité de blocage d’un système àM´1 machines, le reste étant inchangé par ailleurs.

9.6. File IPP/M/S/S

Les résultats précédents peuvent laisser accroire que la perte dépend uniquement de
la charge. Il n’en est rien comme l’illustre l’exemple suivant.
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Un processus IPP (Interrupted Poisson Process) est un cas particulier de processus
MMPP (voir 7.6) où le processus de phases J est à deux états : A et B. Le générateur
infinitésimal de J est donc de la forme :

QJ “

ˆ

´σA σA
σB ´σB

˙

,

où 1{σA et 1{σB sont les temps moyens de séjour dans les phases A et B respective-
ment. Sa probabilité invariante, notée ν se calcule facilement et l’on obtient :

νpAq “
σB

σA ` σB
et νpBq “

σA
σA ` σB

¨

La file IPP/M/S/S est donc la file à S serveurs, sans buffer, avec des temps de service de
loi exponentielle et un processus d’arrivées IPP. Le processus X comptant le nombre
de serveurs occupés n’est pas markovien mais le processus pX, Jq l’est. On numérote
les états par ordre lexicographique et on note Λ la matrice des intensités d’arrivées :

Λ “

ˆ

λA 0
0 λB

˙

.

L’intensité moyenne du flux d’entrée est donc :

λ “ λA
σB

σA ` σB
` λB

σA
σA ` σB

¨ (9.6)

Le générateur infintésimal de pX, Jq s’écrit donc :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

QJ ´ Λ Λ
µ Id pQJ ´ Λ´ µ Idq Λ

2µ Id pQJ ´ Λ´ 2µ Idq Λ
. . . . . . . . .

Sµ Id pQJ ´ Sµ Idq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Le processus de Markov est à espace d’états fini, évidemment irréductible, il admet une
probabilité invariante π solution de l’équation πA “ 0 et π.e “ 1. Pour simplifier les
calculs, on introduit les vecteurs lignes à deux composantes xn “ pπpn, Aq, πpn, Bq
pour n “ 0, ¨ ¨ ¨ , S. Les équations correspondant à πA “ 0 deviennent ainsi S
équations vectorielles 2 par 2 :

x0pQJ ´ Λq ` µx1 “ 0

x0Λ` x1pQJ ´ Λ´ µ Idq ` 2µx2 “ 0

...

xS´2Λ` xS´1pQJ ´ λ´ pS ´ 1qµ Id`SµxS “ 0

xS´1Λ` xSpQJ ´ Sµ Idq “ 0.
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Des pS ´ 1q premières équations, on tire :

x1 “
1

µ
x0pQJ ´ Λq

x2 “ ´
1

2µ
px0Λ` x1pQJ ´ Λ´ µ Idqq

...
...

xS “ ´
1

Sµ
pxS´2Λ` xS´1pQJ ´ λ´ pS ´ 1qµ Idqq

xS “ xS´1ΛpQJ ´ Sµ Idq´1.

Posons :

R1 “
1

µ
pQJ ´ Λq,

Rn “ ´
1

nµ
pRn´2Λ`Rn´1pQJ ´ λ´ pn´ 1qµ Idqq pour n “ 2, ¨ ¨ ¨ , S. (9.7)

On peut alors écrire :

xn “ xn´1Rn et x0pRS ´RS´1ΛpQJ ´ Sµ Idq´1q “ 0.

Cela définit deux équations sur les deux composantes de x0. En fait, une seule est utile
puisque si le système est rang 2, la seule solution est 0 ce qui est exclu. On en déduit
l’algorithme de résolution suivant.

Algorithme 9.3 . Calcul de la probabilité invariante de la file IPP/M/S/S
Données : Λ, µ, S, QJ
Résultat : π telle que πA “ 0 et π.e “ 1
Calculer R1, ¨ ¨ ¨ , RS selon l’équation (9.7);
x0p0, Aq Ð 1;
Trouver x0p0, Bq tel que x0 satisfasse x0pRS ´RS´1ΛpQJ ´Sµ Idq´1q “ 0;
Calculer xn “ xn´1Rn pour n “ 1, ¨ ¨ ¨ , S;
Calculer m “

řS
n“0 xn.e;

π Ð x{m;
retourner π

THÉORÈME 9.5.– Dans une file IPP/M/S/S de probabilité invariante, la probabilité de
perte est donnée par :

λA
λ
πpS, Aq `

λB
λ
πpS, Bq, (9.8)

où λ est l’intensité moyenne donnée par (9.6).
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Démonstration. On applique le théorème 7.24 à ψpsq “ 1tSupXpsqq, il vient que la
probabilité de perte est donnée par :

1

λ
lim
tÑ8

1

t

ż t

0

1tSupXpsqqλpJpsqqd s “
1

λ
pλAπpS, Aq ` λBπpS, Bqq,

d’où le résultat.

Fixer la charge revient à fixer λ mais suivant les valeurs relatives de λA, λB , σA et
σB on obtient des probabilités de perte très différentes comme l’illustre le tableau 9.2.
Nous avons choisi pour les calculs S “ 10 serveurs et une charge de 5 Erlang. La
formule d’Erlang donnerait une perte égale à 0, 018.

Paramètres Perte Blocage
ˆ

σA “ 1{2 σB “ 1{2
λA “ 10 λB “ 0

˙

0, 1 0, 05
ˆ

σB “ 1{10 σA “ 9{10
λA “ 50 λB “ 0

˙

0, 66 0, 07
ˆ

σB “ 1{100 σA “ 99{100
λA “ 500 λB “ 0

˙

0, 96 0, 01
ˆ

σB “ 1{10 σA “ 9{10
λA “ 1 λB “ 5, 444

˙

0, 02 0, 05

Tableau 9.2 – Probabilités de pertes à charge constante dans une file IPP/M/S/S

Il apparaît à la lecture de ce tableau que l’on peut augmenter la probabilité de perte
en gardant une charge constante. On pourrait croire que le facteur déterminant devient
alors la variance du processus d’entrée puisque plus l’on augmente la variabilité de
celui-ci, plus la perte augmente. C’est certainement un critère mais ce n’est hélas pas
le seul. Fixer la variance et la charge revient à imposer deux équations que doivent
satisfaire les quatre paramètres. Il reste donc deux degrés de liberté que l’on peut
utiliser pour faire varier la probabilité de perte comme bon nous semble.

On remarque aussi que la probabilité de blocage est désespérément loin de la
probabilité de perte, il y a donc une erreur monumentale à assimiler l’une à l’autre.

9.7. Modèles d’Erlang généralisés

9.7.1. Canaux de garde

Les canaux de garde sont un système bien connu des téléphonistes qui permet de
définir une priorité entre plusieurs flux sans altérer trop la probabilité de perte du flux
le moins prioritaire.
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Nous illustrons cette notion par la gestion des hand-over dans le réseau GSM.
Lorsqu’un appel issu d’un téléphone mobile bouge, il arrive un moment où la BTS qui
gérait cet appel perd le contact radio avec le mobile. Il est donc nécessaire de passer
le relais à une autre BTS. Cette opération, appelée hand-over, nécessite de lourdes
opérations du plan contrôle et l’on doit s’assurer qu’il y a suffisamment de ressources
dans la nouvelle cellule pour acheminer ce nouvel appel.

Lorsque l’on prend en compte la mobilité des usagers, il est nécessaire d’introduire
la durée de séjour dans la cellule de chaque usager. Pour pouvoir faire des calculs, on
suppose que le temps de traversée d’une cellule suit une loi exponentielle de paramètre
α. Le temps de communication d’un mobile vu de la BTS suit donc le minimum de
la durée de communication et du temps de séjour. Compte tenu des propriétés de la
loi exponentielle, cette durée de communication suit donc une loi exponentielle de
paramètre µ` α. La probabilité qu’un usager « quitte » la cellule sur un hand-over est
la probabilité qu’une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre µ se termine
avant une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre α. On sait que cela vaut
θ “ µpµ` αq´1.

Considérons un ensemble de cellules de caractéristiques identiques et faisons le
bilan des entrées sorties dans une cellule donnée. Dans la figure 9.3, λf est le taux
d’appels nouveaux ou « frais », λHO le nombre moyen d’appels en hand-over qui arrive
dans la cellule étudiée, p la probabilité de perte dans la cellule.

Cellule

Appels frais

hand-over

λf

λHO

Appels terminés

Appels continuant en HO

pλf`λHOqp1´pqp1´θq

pλf`λHOqp1´pqp1´θq

Figure 9.3 – Entrées-sorties d’une cellule

Comme le système est conçu de sorte que p soit négligeable devant 1, on a à
l’équilibre :

λHO “ pλf ` λHOqθ soit λHO “
θ

1´ θ
λf .
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La charge totale que doit traiter la BTS est donc :

ρ “ pλf ` λHOq ˆ
1

µ` α

“ λf p1`
θ

1´ θ
q

1

µ` α

“ λf
1

1´ θ

1

µ` α

“ λf
µ` α

µ

1

µ` α

“
λf
µ
¨

On ne peut toutefois pas appliquer la formule d’Erlang pour dimensionner le
système avec hand-over car ceux-ci ont des besoins de qualité de service différents.
Il est en effet bien plus désagréable d’avoir sa communication interrompue que de ne
pouvoir en initier une. Pour donner une priorité aux appels en hand-over, on modifie la
fonction de contrôle d’accès : on choisit g ă S ; tant que le nombre de serveurs libres
est supérieur à g on accepte les appels frais et les appels en hand-over. Dès qu’il reste
moins de g canaux disponibles, on n’accepte plus que les appels en hand-over. Pour
calculer les probabilités de perte, on représente le système par un processus de Markov
X comptant les serveurs occupés à chaque instant. C’est un processus de Markov dont
les transitions peuvent se représenter par le diagramme 9.4 où λ` “ λf ` λHO et
µ` “ µ` α.

0 1 2 S´g S´g`1 S

λ` λ`

µ` 2µ`

λHO λHOλ`

Sµ`pS ´ gqµ`

Figure 9.4 – Les transitions du processus « nombre de serveurs occupés » avec canaux
de garde

A partir de là, on en déduit la probabilité invariante ν puis les probabilités de perte
par la propriété PASTA. Puisque le trafic des appels frais est toujours un processus
de Poisson d’intensité λf , le théorème A.38 implique que la probabilité de perte des
appels frais est donnée par

řS
j“S´g νpjq et celle des appels en hand-over par νpSq.

On obtient les résultats numériques suivants.
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S 30 32 34 34
g 0 2 4 3

Perte appels frais 0,8457% 1,0275% 1,0332% 0,6584%

Pertes HO 0,8457% 0,0278% 0,0008% 0,0028%

Tableau 9.3 – Pertes des appels frais et des appels en hand-over en fonction du nombre
de canaux de garde

Il est tout à fait remarquable que pour de petites valeurs de g, on donne aux appels
en hand-over une probabilité de perte bien inférieure à celle des appels frais sans pour
autant trop pénaliser ces derniers.

9.7.2. Systèmes multiclasses

Dans de nombreuses situations, les clients ne réclament pas tous la même quantité
de ressources. Dans ce cas là, on utilise la formule d’Erlang multiclasse. Soit un
système comportantK classes de clients et S ressources. Les clients de classe i arrivent
selon un processus de Poisson d’intensité λi et ont une durée de communication de loi
exponentielle de moyenne 1{µi. On pose ρi “ λi{µi. Un client de classe i consomme
si ressources. Les nombres de clients ni de chaque classe sont donc soumis à la
contrainte :

řK
i“1 nisi ď S. On étudie le processus X qui comptabilise le nombre de

ressources occupées. Son espace d’états est :

E “ tpn1, ¨ ¨ ¨ , nKq P N,
k
ÿ

j“1

njsj ď Su.

THÉORÈME 9.6.– La probabilité invariante de ce système est donnée par :

νpn1, ¨ ¨ ¨ , nKq “
1

G

k
ź

j“1

ρnj {nj !,

où G est la constante de normalisation :

G “
ÿ

pn1, ¨¨¨ , nKqPE

k
ź

j“1

ρnj {nj !¨

Démonstration. Si S “ 8, les composantes de X sont des processus de Markov indé-
pendants qui évoluent respectivement comme le nombre de serveurs occupés dans une
file Mλi{Mµi{8. Ce sont donc des processus réversibles (voir définition 7.11) de loi
invariante νi, loi de Poisson de paramètre ρi (voir l’exemple 10.3). Le processus X est
donc réversible, sa probabilité invariante est le produit tensoriel de ces probabilités νi.
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Pour S fini, X est juste la restriction à E de la dynamique précédente. En vertu du
lemme de Kelly, on sait alors que la loi invariante deX est la restriction, renormalisation
de la probabilité invariante dans le cas infini.

Soit ei le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la ie qui vaut 1. Il
y a perte d’un appel de classe i lorsque X P E mais X ` ei n’appartient pas à E. La
probabilité de perte pi d’une classe donnée i est donc selon la propriété PASTA égale :

pi “
ÿ

nPE,n`eiRE

νpn1, ¨ ¨ ¨ , nKq.

EXEMPLE 9.3 (Interface A-bis).– Les progrès des codeurs de voix impliquent que là
où un TCH par trame était nécessaire pour acheminer la communication, il n’y en a
dorénavant besoin que qu’un demi. Cependant, certains appels ont toujours besoin d’un
slot complet. Comme la théorie précédente nécessite des nombres entiers de ressources,
il faut compter ici le nombre de demi-slots occupés. On a donc deux classes de clients,
l’une avec s1 “ 1 et l’autre s2 “ 2. Prenons comme exemple une cellule avec trente
TCH soit soixante demi-slots. Le tableau suivant donne les taux de perte de chaque
classe en fonction des charges.

Charge des appels de classe 1
10 20 30 40

Charge des 10 0,004 % 0,24 2,47 % 8,34 %
appels de 0,1 % 0,55 % 5,29 % 16,71 %
classe 2 20 2,62 % 7,48 % 13,9 % 20,62 %

5,53 % 14,99 % 26,54 % 37,66 %

Tableau 9.4 – Taux de perte des différentes classes en fonction de la charge

9.8. Réseaux hiérarchiques

On a déjà vu que plus l’on augmente le nombre de serveurs moindre est la perte. Une
bonne mesure de cette rentabilité peut être le coût de l’Erlang transporté : considérons
un système à S serveurs, sans salle d’attente pour lequel on fixe une borne supérieure
α à la probabilité de perte. Le trafic maximal ρS,α qui peut passer dans ce système est
défini par l’équation :

ErrρS,α, Ss “ α.

Le rendement du système est alors défini comme le rapport de ρS,α par S :

R “
ρS,α
S

.
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Comme le montre la figure 9.5, le rendement augmente quand le nombre de serveurs
augmente.

Mais si l’on prend en compte le coût de l’installation d’un serveur, il vient un
moment où l’augmentation du coût compense l’augmentation du gain de rendement.
La solution mise en œuvre dans le réseau téléphonique classique consiste à hiérarchiser
le réseau. Les abonnés sont tous reliés à un commutateur que l’on qualifiera ici de
commutateur de niveau 0, les commutateurs de niveau 0 sont reliés à des commutateurs
reliés à des commutateurs de niveau 1 en moindre nombre. On continue ainsi jusqu’au
niveau 3 dans la hiérarchie. Pour mémoire, du temps de sa splendeur, le réseau télépho-
nique commuté français comportait environ 1 500 commutateurs de niveau 0, quelques
centaines de commutateurs de niveau 1 et 2 et sept commutateurs de niveau 3.

L’établissement d’une communication se faisait en tentant toujours d’utiliser des
jonctions de plus bas niveau possible. S’il existait une jonction entre les deux commuta-
teurs de niveau 0, on la prenait. Sinon, le commutateur de niveau 0 envoyait la gestion
de l’appel à son commutateur de niveau 1, qui lui-même essayait d’acheminer l’appel
en restant à son niveau, etc.

Si le RTC en lui-même est aujourd’hui bien obsolète, il n’empêche que nombre de
ses inventions ont été reprises dans des systèmes modernes, notamment les canaux de
garde et les réseaux hiérarchiques.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

1

2

3

4

5

6

7

S

rendement

Figure 9.5 – Le rendement en fonction de S
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Prenons le cas du GSM. En milieu urbain, les cellules, c’est-à-dire la zone gérée par
une antenne ou station de base, sont petites et les hand-over fréquents pour les usagers
« rapides » tels les automobilistes. On ajoute donc des antennes plus puissantes que les
autres, qui couvrent une zone plus large et qui vont offrir deux services. Premièrement,
prendre en charge les appels des mobiles rapides pour ainsi diminuer la fréquence des
hand-over. Deuxièmement, acheminer les appels en débordement des microcellules
qu’elles couvrent.

Microcellule 1 Microcellule 2 Microcellule K

...

...

1

S1

...

...

1

S2

λ2λ1 . . . . . .

...

...

1

SK

λK

1

...

...

S

Superposition des processus de débordement

Figure 9.6 – Le trafic écoulé par la macrocellule est la somme des trafics de débordement
des microcellules

L’une des questions qui se pose est celle du dimensionnement du nombre d’émetteurs-
récepteurs dans la cellule de plus haut niveau. En effet, le processus des arrivées en
débordement d’une microcellule n’est pas un processus de Poisson mais un MMPP
(voir 7.6, exemple 7.2). Pour la microcellule numéro i, le processus des phases du
processus de débordement a pour générateur infinitésimalQi celui du nombre de clients
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dans une file Mλi /Mµi /Si/Si et pour fonction de taux λi donnée par :

λipjq “ 0 pour j ă Si et j “ Si.

Compte tenu du théorème 7.23, le processus des phases du MMPP global noté J a
pour générateur Q “ Q1 ‘ . . .‘QK , la fonction de taux λ “ λ1 ‘ . . .‘ λK .

On a vu que la superposition de MMPP est encore un MMPP et un processus
de Poisson est un cas particulier de MMPP. Par conséquent, le dimensionnement
de la macrocellule revient à étudier la file MMPP/M/S/S. Notons X le nombre de
serveurs occupés et J le processus des phases. Ce processus n’est pas markovien parce
que sans savoir la phase, on ne peut pas savoir dans combien de temps aura lieu la
prochaine arrivée. Dans ces conditions, l’astuce consiste à augmenter l’espace d’états
du processus. En l’occurrence, le processus pJ, Xq est markovien. Son générateur
infinitésimal A s’écrit par blocs sous la forme suivante :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Q´ Λ Λ
µIm Q´ Λ´ µIm Λ

2µIm Q´ Λ´ 2µIm Λ p0q
. . . . . . . . .
SµIm Q´ Λ´ SµIm Λ

p0q SµIm Q´ Λ´ SµIm Λ
. . .

SµIm Q´ SµIm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La probabilité invariante s’écrit comme d’habitude :

πA “ 0, πe “ 1,

où e est le vecteur à pS ` 1q.m composantes toutes égales à 1. On note π la probabilité
stationnaire de ce processus. On pose xi “ pπpi, 1q, ¨ ¨ ¨ , πpi, mqq. Les xi sont
solutions du système :

$

’

’

&

’

’

%

x0pQmc ´ Λmcq ` θx1 “ 0

x0Λmc ` x1pQmc ´ Λmc ´ θImq ` 2θx2 “ 0

xn´1Λmc ` xnpQmc ´ Λmc ´ nθImq ` pn` 1qθxn`1 “ 0

La dernière équation est :

xL´1Λmc ` xLpQmc ´ LθnImq “ 0. (9.9)

De ces équations, on tire :
$

’

&

’

%

xn “ x0Rn avec R´1 “ 0, R0 “ Im,

Rn`1 “ ´
1

θpn` 1q

`

Rn´1Λmc `RnpQmc ´ Λmc ´ nθImq
˘

.
(9.10)
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Cela détermine les xi en fonction de x0. Pour déterminer x0, nous avons deux possibi-
lités.

– Méthode 1. La probabilité stationnaire du nombre de serveurs occupés dans
chaque cellule est donnée par la formule d’Erlang :

νpiq “
ρi{i!

řS
j“0 ρ

j{j!
¨

Comme les cellules sont indépendantes les unes des autres, la probabilité stationnaire
du processus des phases est le produit tensoriel de ces trois vecteurs :

νmc “ ν b ν b ν.

On remarque que :
L
ÿ

n“0

πpn, jq “ νmcpjq.

On introduit alors fn le vecteur ligne à m composantes dont seule la ne est non nulle
et vaut 1. On introduit aussi en le transposé de fn. La dernière relation s’écrit alors :

L
ÿ

n“0

x0Rn.ej “ νmcpjq.

Comme ej .fj est la matrice dont le seul coefficient non nul est le coefficient pj, jq, on
a
řm
j“1 ej .fj “ Idm. D’autre part :

νmc “
m
ÿ

j“1

νmcpjqfj ,

on a donc :

x0

L
ÿ

l“0

Rl “ νmc. (9.11)

– Méthode 2. En utilisant (9.10) dans (9.9), on obtient :

x0 pRL´1Λmc `RLpQmc ´ Lθqq “ 0.

Cette équation détermine toutes les composantes de x0 sauf une. Ensuite, il faut utiliser
la condition de normalisation pour calculer la valeur de cette composante.

Enfin, en vertu du théorème 7.24, la probabilité de perte est donnée par :
´

νmcΛmce
¯´1

xLΛmce, (9.12)

où e “
řm
n“1 en.
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9.9. Un modèle avec renoncement

On modélise ici une limitation forcée de la charge du système, non pas par la
limitation de sa capacité, mais par l’introduction d’un filtre aléatoire à l’entrée : plus le
système est engorgé, moins le client a de chance d’y entrer.

Avec les notations habituelles, on considère un système Mλ/Mµ/S, dans lequel les
clients qui arrivent font un tirage au sort (indépendant d’un client à l’autre et tous les
autres paramètres) pour décider de leur entrée dans le système. On note pXRptq, t ě 0q,
le processus comptant le nombre de clients dans le système (et tous les paramètres
seront affectés de l’exposant R pour « renoncement »). Pour le n-ème client entrant, le
tirage au sort est une expérience de Bernouilli de probabilité p pXRpT´n qq, dépendant
donc de la congestion à l’arrivée du client. Si la variable de Bernouilli vaut 1, le client
entre et attendra dans le système jusqu’à la fin de son service. Sinon, le client ne rentre
même pas dans le système et est définitivement perdu. Il est donc cohérent de supposer
que la fonction pp.q soit décroissante et nous considérerons par exemple ici que :

ppnq “
1

n` 1
, (9.13)

qui est la probabilité d’entrée principalement considérée dans la littérature. Dans la
suite, on appelera « client entrant », un client arrivant et entrant effectivement dans le
système.

Nous allons décrire le comportement stationnaire du système par l’étude du proces-
sus pXRptq, t ě 0q. Commençons par remarquer que l’on a dans ce cas, l’analogue du
paradoxe de l’autobus.

LEMME 9.7.– Soit pour tout instant t, W̃ ptq le temps résiduel à t avant la prochaine
arrivée d’un client entrant. Pour tout i P N, W̃ ptq suit la loi ε pλpiq conditionnellement
à XRptq “ i, c’est-à-dire que pour x ě 0, on a :

P
´

W̃ ptq ď x |XRptq “ i
¯

“ 1´ e´λpix.

Démonstration. Notons à nouveau T0 “ 0 et T1, T2, ... les instants d’arrivées des
clients et pour tout t ě 0, Nptq le nombre de clients arrivés jusqu’à t et Zptq, le
nombre d’arrivées nécessaires après t pour voir entrer effectivement le premier client
après t. Alors, il est facile de voir que :

W̃ ptq “ TNptq`Zptq ´ x.

D’autre part, Zptq suit conditionnellement à tXRptq “ iu une loi géométrique de
paramètre pi, puisqu’alors, chaque client entre à partir de t avec probabilité pi indépen-
demment des autres et ce jusqu’à la première entrée effective après t.
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Pour tout x, on peut donc écrire :

P
´

W̃ ptq ě x |XRptq “ i
¯

“
ÿ

kě1

P
´

W̃ ptq ě x |Zptq “ k; XRptq “ i
¯

P pZptq “ k |XRptq “ iq

“
ÿ

kě1

P
´

W̃ ptq ě x |Zptq “ k; XRptq “ i
¯

p1´ piq
k´1

pi

“ pi
ÿ

kě1

p1´ piq
k´1

P
`

TNptq`k ´ t ě x
˘

“ pi
ÿ

kě1

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj`k ´ t ě x; Nptq “ jq .

(9.14)

D’après le paradoxe de l’autobus :

pi

8
ÿ

j“1

P pTj`1 ´ t ě x; Nptq “ jq “ pie
´λx. (9.15)

D’autre part :

pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

P pTk ´ t ě x; Nptq “ 0q

“ pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

P pTk ě t` x; ξ1 ą tq

“ pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

tP pξ1 ą t` xq `P pTk ě t` x; t ă ξ1 ă t` xqu

“ pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

e´λpt`xq

` pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

ż t`x

t

λe´λu
ż 8

t`x´u

λk´1 vk´2

pk ´ 2q!
e´λv d v du

“ e´λpt`xq p1´ piq `

ż t`x

t

λe´λup1´ piqe
´λpipt`x´uq du

“ ´pie
´λpt`xq ` e´λte´λpix. (9.16)
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Ensuite :

pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj`k ´ t ě x; Nptq “ jq

“ pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj ď t;Tj ` ξj`1 ą t` xq

` pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj`k ě t` x; Tj ď t; t ă Tj ` ξj`1 ď t` xq .

(9.17)

Or, comme on l’a vu dans la preuve du paradoxe de l’autobus :

pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj ď t;Tj ` ξj`1 ą t` xq

“ pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

e´λpt`xq
`

eλt ´ 1
˘

“

´

e´λx ´ e´λpt`xq
¯

p1´ piq ,

(9.18)

alors que :

pi
ÿ

kě2

p1´ piq
k´1

8
ÿ

j“1

P pTj`k ě t` x; Tj ď t; t ă Tj ` ξj`1 ď t` xq

“ pi

ż t

0

8
ÿ

j“1

ˆ

λj
uj´1

pj ´ 1q!

˙

e´λu
ż t`x´u

t´u

λe´λv

˜

ż 8

t`x´u´v

8
ÿ

k“2

ˆ

p1´ piq
k´1

λk´1 wk´2

pk ´ 2q!

˙

e´λw dw

¸

d v du.

“

ż t

0

λe´λpipt`x´uq
ż t`x´u

t´u

λp1´ piqe
´λp1´piqv d v du

“

´

e´λte´λpix ´ e´λpt`xq
¯

ż t

0

λeλu du

“ e´λpix ´ e´λx ´ e´λte´λpix ` e´λpt`xq.

(9.19)
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En rassemblant (9.15), (9.16), (9.17), (9.18) et (9.19) dans (9.14), on obtient bien que :

P
´

W̃ ptq ě x |XRptq “ i
¯

“ pie
´λx ´ pie

´λpt`xq ` e´λte´λpix `
´

e´λx ´ e´λpt`xq
¯

p1´ piq

` e´λpix ´ e´λx ´ e´λte´λpix ` e´λpt`xq

“ e´λpix.

Comme précédemment, on déduit du lemme 9.7 que le processus pXRptq, t ě 0q
est markovien de générateur AR donné par :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´λp0 λp0

µ ´pλp1 ` µq λp1

0 µ ´pλp2 ` µq λp2 p0q

. . .
. . .

. . .
p0q µ ´pλpi ` µq λpi

µ ´pλpi`1 ` µq λpi`1

. . .
. . .

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

On peut alors vérifier qu’à la condition de stabilité :

8
ÿ

i“1

ρi
i´1
ź

j“0

pj ă `8, (9.20)

l’unique probabilité stationnaire πR du processus de congestion est définie par :

πRp0q “

˜

1`
8
ÿ

i“1

ρi
i´1
ź

j“0

pj

¸´1

;

πRpiq “ ρi

˜

i´1
ź

j“0

pi

¸

πp0q, i ě 1. (9.21)

REMARQUE.– Dans le cas classique, souvent privilégié dans la littérature, où :

pi “
1

i` 1
, i ě 0,

on a πpiq “ e´ρρi{i! pour tout i ě 0. Cela signifie que la congestion stationnaire X8
suit une loi Ppρq, comme pour la file à une infinité de serveurs.
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Probabilité de perte

Définissons le processus pY ptq, t ě 0q par récurrence sur les instants d’arrivée de
la manière suivante. On fixe :

Y ptq “ 0; t P r0, T1r,

puis pour tout i ě 1 :

Y pTiq “

"

1 si le client Ci entre dans le système ;
0 sinon,

et :
Y ptq “ Y pTiq, t P rTi, Ti`1r.

Il est alors facile de vérifier que le processus couple ppXRptq, Y ptqq , t ě 0q est marko-
vien sur Nˆ t0, 1u ; en effet, c’est un processus à trajectoires cadlag (on remarquera
que pY ptq, t ě 0q est constant par morceaux) dont on peut écrire le générateur ÃR

comme suit :
– pour tout i ě 0, le processus peut quitter l’état pi, 0q pour l’état pi` 1, 1q si une

arrivée d’un client effectivement entrant se produit et si i ě 1, pour l’état pi´ 1, 0q si
un service se termine donc :

ÃR ppi, 0q, pi` 1, 1qq “ λpi;

ÃR ppi, 0q, pi´ 1, 0qq “ µ pour i ě 1;

– le processus a les mêmes transitions de pi, 1q vers pi` 1, 1q et pi´ 1, 1q ;
– un autre saut possible se fait de pi, 1q vers pi, 0q, lorsqu’un client arrive et ne

rentre pas donc :

ÃR ppi, 1q, pi` 1, 1qq “ λpi;

ÃR ppi, 1q, pi, 0qq “ λp1´ piq;

ÃR ppi, 1q, pi´ 1, 1qq “ µ pour i ě 1,

où l’on applique un résultat analogue au lemme 9.7 pour la deuxième transition.

Nous résolvons le système :
"

π̃RÃR “ 0,
π̃Re “ 1,

où ÃR est le générateur du processus sur N ˆ t0, 1u et π̃R est une probabilité sur
Nˆ t0, 1u.
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Appelons XR
8 et Y R

8, les variables aléatoires limites des deux processus, si elles
existent. Le cas échéant, π̃R doit vérifier pour tout i P N que :

πRpiq “ P pX8 “ iq “ P pX8 “ i; Y8 “ 0q `P pX8 “ i; Y8 “ 1q

“ π̃Rpi, 0q ` π̃R pi, 1q . (9.22)

En particulier, une unique solution au système précédent existe nécessairement et donc
le processus ppXRptq, Y ptqq , t ě 0q est ergodique, à la condition de stabilité (9.20). En
effet, les séries mises en jeu dans le calcul de π̃R sont alors nécessairement sommables
d’après (9.22). Remarquons ensuite que pour tout i P N :

µπRpi` 1q ´ λpiπ
Rpiq “ 0,

ce qui donne avec (9.22) que :

µπ̃Rpi` 1, 0q ` µπ̃Rpi` 1, 1q ´ λpiπ̃
Rpi, 0q ´ λpiπ̃

Rpi, 1q “ 0. (9.23)

On lit par ailleurs sur le générateur ÃR que :

´λpiπ̃
Rpi, 0q ´ µπ̃Rpi, 0q ` λπ̃Rpi, 1q ´ λpiπ̃

Rpi, 1q ` µπ̃Rpi` 1, 0q “ 0,

ce qui en combinant avec (9.23) implique que pour tout i ě 0, on a :

π̃R pi` 1, 0q “ pρpi ` 1q π̃R pi, 0q ` ρ ppi ´ 1q π̃R pi, 1q ;

π̃R pi` 1, 1q “ ´π̃R pi, 0q ` ρπ̃R pi, 1q .

On a donc la relation de récurrence matricielle :

ˆ

π̃R pi` 1, 0q
π̃R pi` 1, 1q

˙

“

ˆ

ρpi ` 1 ρ ppi ´ 1q
´1 ρ

˙ˆ

π̃R pi, 0q
π̃R pi, 1q

˙

(9.24)

“Mi

ˆ

π̃R pi, 0q
π̃R pi, 1q

˙

. (9.25)

Pour tout i ě 1, notons :

Ai “
i´1
ź

j“0

Mj

et A1
i (respectivement A2

i ) la première (respectivement deuxième) ligne de Ai et
rappelons les relations (9.22) et

ř

iPN pπ̃
Rpi, 0q ` π̃Rpi, 1qq “ 1. La probabilité π̃R est
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donc complètement définie par :
ˆ

π̃R pi, 0q
π̃R pi, 1q

˙

“ Ai

ˆ

π̃R p0, 0q
π̃R p0, 1q

˙

“ Ai

"

π̃R pp0, 0qq

ˆ

1
´1

˙

`

ˆ

0
πRp0q

˙*

, i ě 0;

π̃Rp0, 0q “

«

1´
ÿ

iPN

"

A1
i

ˆ

0
πRp0q

˙

`A2
i

ˆ

0
πRp0q

˙*

ff

.

«

ÿ

iPN

"

A1
i

ˆ

1
´1

˙

`A2
i

ˆ

1
´1

˙*

ff´1

.

On peut donc calculer numériquement π̃R en estimant les valeurs des séries de la
formule précédente. La probabilité de perte est alors donnée, d’après la propriété
PASTA et l’ergodicité du processus ppXptq, Y ptqq , t ě 0q, par la formule :

P R
PERTE “ lim

NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

1t0u
`

Y pT´n q
˘

“ lim
NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

8
ÿ

i“0

1tpi, 0qu
``

XRpT´n q, Y pT
´
n q

˘˘

“

8
ÿ

i“0

lim
TÑ8

1

T

ż T

0

1tpi, 0qu ppXRptq, Y ptqqq d t

“

8
ÿ

i“0

π̃R ppi, 0qq .

9.10. Un centre d’appels avec mise en attente et clients impatients

On a vu que le modèle d’Erlang modélise par exemple un centre d’appels à s postes,
où les appels des clients n’aboutissent que si l’une des lignes est libre au moment de
leur prise d’appel. Comme l’on va le voir ici, on peut enrichir le modèle précédent
dans le cas, où les clients peuvent être mis en attente. Il est alors cohérent de supposer
que les clients sont susceptibles de s’impatienter et de raccrocher avant d’avoir vu leur
appel aboutir.

Le modèle choisi est donc celui d’une file d’attente avec capacité infinie et clients
impatients : on considère plus précisément une file Mλ/Mµ/S/S`Mα, c’est-à-dire
que les temps d’interarrivées et les durées d’appels sont exponentiels et les temps de
patience des clients pDn, n P Zq avant d’accèder à un opérateur sont indépendants



308 Modélisation et analyse des réseaux

et identiquement distribués de loi εpαq, où α ą 0. Soulignons bien ici, comme dans
les modèles avec impatience étudiés au chapitre 4, que l’impatience des clients dure
jusqu’à l’accès à un opérateur et tout client qui n’a pas raccroché avant cet instant,
poursuit alors son appel jusqu’à son terme : avec la terminologie de la section 4.6,
la patience court jusqu’au début du service. Dans toute cette section, les clients sont
servis en FCFS.

Notons pX Iptq, t ě 0q, le processus comptant le nombre de clients dans le système
à chaque instant (et ajoutons l’exposant I pour « impatience » à tous les paramètres
du système). A t, X Iptq compte les clients en service et les clients en attente, aussi
bien ceux qui atteindrons un serveur un jour que ceux qui s’impatienteront avant d’y
parvenir. Ce processus peut quitter l’état i P N pour visiter les états suivants :

– l’état i` 1, si une arrivée se produit ;
– l’état i´ 1, si i ą S et l’un des i clients en attente quitte la salle d’attente, soit

parce qu’un serveur s’est libéré, soit parce que le temps de patience du client a expiré.

Comme les temps résiduels de patience des i´S clients en attente sont indépendants
et suivent à tout instant la loi εpαq, il est donc aisé de vérifier que pX Iptq, t ě 0q est
markovien, de générateur infinitésimal donné par :

– AIpi, i` 1q “ λ pour tout i ě 1 ;
– AIpi, i´ 1q “ iµ pour tout i P rr1, Sss ;
– AIpi, i´ 1q “ Sµ` pi´ Sqα pour tout i ě S ` 1.

On calcule alors, comme habituellement, la probabilité stationnaire πI de pX I, t ě 0q :

πIpiq “
ρi

i!
πIp0q pour tout i P rr0, Sss;

πIpiq “
λi´SρS

śi´S
j“1pSµ` jαqS!

πIp0q pour tout i ě S ` 1;

πIp0q “

˜

S
ÿ

i“0

ρi

i!
`

8
ÿ

i“1

λiρS
śi
j“1pSµ` jαqS!

¸´1

.

Estimation de la probabilité de perte

Comme dans le modèle d’Erlang, on cherche à dimensionner le système en déter-
minant la valeur optimale de S pour garantir une probabilité de perte cible. Le calcul
exact de cette probabilité est fastidieux et repose sur des arguments techniques qui
dépassent le cadre de cet exposé. Nous pouvons néanmoins en donner une estimation
heuristique.
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Dans ce système, le client Cn est perdu si et seulement s’il trouve dans le système
un temps d’attente Wn supérieur à son temps de patience Dn. La probabilité de perte
est donc donnée par :

P I
PERTE “ lim

NÑ8

1

N

N
ÿ

n“1

1tr0,Dnsu pWnq

D’après les résultats de la section 4.6, il existe un temps d’attente W8 jointement
stationnaire avec les temps de patience. A supposer que les variables aléatoires limites
W8 et D soient effectivement indépendantes (comme le sont Wn et Dn pour tout n),
le théorème 2.7 nous donne donc que :

P I
PERTE “ P ppW8, Dq P tpx, yq; x ě yuq

“

ż

R`

ż x

0

αe´αy dy PW8pdxq

“ 1´ LW8pαq,

où LW8 est la transformée de Laplace de W8.

9.11. Problèmes

EXERCICE 22.– On considère le concentrateur suivant.

A

C

B

Figure 9.7 – Concentrateur simple

Les clients de classe 1 sont ceux qui empruntent les liaisons A et C. Les clients de
classe 2 sont ceux qui empruntent les liaisons B et C. On note SA, SB , SC les capacités
de chacun des liens. On pose Xt “ pX

1
t , X

2
t q, avec Xi

t le nombre d’appels de classe i
en cours. Les arrivées des appels de classe i forment un processus de Poisson d’intensité
λi, i “ 1, 2. Les durées des appels de classe i sont exponentiellement distribuées de
moyenne 1{µi. On pose ρi “ λi{µi.
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1) On suppose dans un premier temps que SA “ SB “ SC “ 8. Ecrire le
générateur infinitésimal de X.

2) Quelle est sa probabilité stationnaire?
3) Montrer qu’il est réversible.
4) Décrire l’espace d’états S lorsque les capacités sont finies.
5) En déduire la probabilité stationnaire π de X lorsque les capacités sont toutes

finies.
6) Montrer que la probabilité pi de blocage (et donc de pertes) des appels de classe

i est de la forme :

pi “ 1´

ř

pn1,n2qPSi
πpn1, n2q

ř

pn1,n2qPS
πpn1, n2q

,

où Si est un sous-ensemble de S que l’on précisera.
7) Application numérique : SA “ SB “ 2, SC “ 3, ρ1 “ ρ2 “ 2. Calculer p1.

8) Comparer cette probabilité de perte à la quantité :

1´ p1´ Erρ1, SAsqp1´ Erρ1, SCsq.

Pourquoi considère-t-on cette quantité ?

9.12. Notes et commentaires

Les calculs explicites pour le dimensionnement avec hand-over sont issus d’un
cours de X. Lagrange, ceux pour l’interface A-bis ont été faits par N. Dailly. Le
dimensionnement des réseaux hiérarchiques est un ancien problème. Les anciennes
méthodes reposaient sur le faisceau équivalent de Wilkinson et la méthode Kuczura
(voir [IVE 01]). L’approche par les processus MMPP date de [MEI 89]. Son application
aux réseaux radio mobiles est inspirée de [LAG 96].
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Résumé

– La probabilité de perte n’est égale à la probabilité de blocage que si le proces-
sus d’arrivée est un processus de Poisson. Dans les autres cas, on peut se référer
au théorème A.34.

– Dans la file M/M/S/S, la probabilité de perte est donnée par la formule d’Erlang :

Errρ, Ss “
ρS{S!

řS
i“0 ρ

i{i!
.

– Dans le modèle d’Engset, la probabilité de perte est donnée par :

Engrρ, S, M s “
ρSCSM´1

řS
j“0 C

j
M´1ρ

j
¨

où S est le nombre de serveurs et M le nombre de clients.
– La probabilité de perte ne dépend pas uniquement de la charge, voir le cas de la

file IPP/M/S/S.
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TROISIÈME PARTIE

Modélisation spatiale
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Chapitre 10

Processus ponctuels spatiaux

10.1. Motivation

Dans les communications radio, la distance entre l’émetteur et le récepteur joue
un rôle crucial. Pour évaluer les performances de protocoles radio-cellulaires, il est
d’usage de considérer que les points d’accès ou station de base sont répartis de façon
régulière selon un schéma hexagonal, voir figure 10.1.

R

Figure 10.1 – Réseau hexagonal de stations de base

Les mobiles sont, quant à eux, modélisés par un continuum : un appel peut être
émis d’un point x quelconque avec une probabilité indépendante de x. Cette approche

315
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très macroscopique empêche des calculs vraiment précis et réalistes. Depuis quelques
années, sous l’impulsion des travaux de F. Baccelli, les modèles issus de la géométrie
stochastique rencontrent de plus en plus d’attention. Ils permettent de représenter plus
finement la réalité et de faire des calculs plus rigoureusement.

10.2. Géométrie stochastique

La notion de configuration est précisée dans l’exemple A.1. Rappelons-en la défini-
tion, voir la section A.1.2 pour les notations.

DÉFINITION 10.1.– Une configuration est un ensemble de points d’un ensemble E
localement fini : il y a un nombre fini de points dans tout ensemble borné. On note NE

l’ensemble des configurations de E.

EXEMPLE 10.1 (Processus de Bernoulli).– Le processus ponctuel de Bernoulli est
un processus où E est un ensemble fini E “ tx1, ¨ ¨ ¨ , xnu. Chacun de ces points
est « allumé » indépendamment des autres et avec probabilité p. Si l’on introduit
A1, ¨ ¨ ¨ , An des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramètre p,
on peut écrire :

N “

n
ÿ

i“1

Aiδxi .

Tableau 10.1 – A gauche, l’ensemble E ; au milieu et à droite, deux réalisations
possibles ; en plein, les points « allumés »

EXEMPLE 10.2 (Processus binomial).– Le nombre de points est fixé à n et l’on
se donne µ, une mesure de probabilités sur R2. Les atomes sont tirés au hasard
indépendamment les uns des autres selon µ.
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On peut aisément calculer que :

PpNpAq “ kq “

ˆ

n

k

˙

µpAqkp1´ µpAqqn´k

et que pour des ensembles disjoints A1, ¨ ¨ ¨ , An, on a :

PpNpA1q “ k1, ¨ ¨ ¨ , NpAnq “ knq “

pk1 ` . . .` knq!

k1! . . . kn!
µpA1q

k1 . . . µpAnq
kn . (10.1)

10.3. Processus de Poisson

Le processus ponctuel mathématiquement le plus riche est le processus de Poisson
spatial dont on reconnaîtra qu’il généralise le processus de Poisson sur la droite réelle
introduit dans le chapitre 6.

DÉFINITION 10.2.– Soit µ une mesure de Radon sur E polonais, c’est-à-dire que
µpΛq ă 8 pour tout ensemble compact Λ Ă E. Le processus de Poisson d’intensité µ
est défini par sa transformée de Laplace. Pour toute fonction f : E Ñ R`, on a :

E

„

expp´

ż

f dNq



“ exp

ˆ

´

ż

E

p1´ e´fpsqqdµpsq

˙

.

Pour préciser que la mesure intensité est µ, on indexera souvent l’espérance par µ.
Par dérivation, on déduit immédiatement de la définition la formule de Campbell.

THÉORÈME 10.1 (Formule de Campbell).– Soit f P L1pE, µq, on a :

Eµ

„
ż

f dN



“

ż

E

f dµ.

Soit f P L2pE ˆ E, µb µq, on a :

Eµ

«

ÿ

x‰yPN

fpx, yq

ff

“

ĳ

EˆE

fpx, yqdµpxqdµpyq.

REMARQUE.– En particulier, pour f “ 1A où A est un compact de E, on voit que
E rNpAqs “ µpAq. Si µ “ λ dx alors λ représente le nombre moyen de clients par
unité de surface.

THÉORÈME 10.2.– Soit µ une mesure de Radon sur E polonais. Le processus de
Poisson d’intensité µ est la probabilité sur NE telle que :
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– pour tout ensemble compact Λ Ă E, NpΛq suit une loi de Poisson de paramètre
µpΛq ;

– pour Λ1 et Λ2 deux sous-ensembles de pE, BpEqq disjoints, les variables aléa-
toires NpΛ1q et NpΛ2q sont indépendantes.

De cette deuxième définition, on déduit immédiatement le résultat « d’uniformité »
suivant.

THÉORÈME 10.3.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ. Soit Λ Ă E un
ensemble compact. Conditionnellement à NpΛq “ n, les atomes sont répartis selon un
processus binomial pour µΛpAq “ µpAX Λq{µpΛq.

Démonstration. Soit A1, ¨ ¨ ¨ , Am une partition de Λ. Soit pk1, ¨ ¨ ¨ , kmq tels que k1`

. . .` km “ n. On a :

PpNpAiq “ ki, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , m
ˇ

ˇ

ˇ
NpΛq “ nq

“
PpNpAiq “ ki, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , m, NpΛq “ nq

PpNpΛq “ nq

“
PpNpAiq “ ki, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , mq

PpNpΛq “ nq

“

expp´
řm
i“1 µpAiqq

śm
i“1

µpAiq
ki

ki!

expp´µpΛqqµpΛq
n

n!

“
n!

k1! . . . km!

m
ź

i“1

ˆ

µpAiq

µpΛq

˙ki

.

(10.2)

On reconnaît alors la formule (10.1) pour µΛ, d’où le résultat.

On déduit de ce résultat un moyen de simulation d’un processus de Poisson dans
tout ensemble Λ tel que µpΛq soit fini.

Algorithme 10.1 . Simulation d’une réalisation d’un P.P.(µ) sur un ensemble
Λ

Données : µ, Λ
Résultat : n= réalisation d’une variable aléatoire de loi de Poisson (µpΛq)
pour i “ 1 à n faire

Xi = tirage d’un point selon µ{µpΛq
fin
Sorties : n, Xi, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n
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Par discrétisation, on peut imaginer des mesures µ quelconques, comme par exemple
celles correspondant à des densités de population.

EXEMPLE 10.3 (File M/M/8).– La file M/M/8 est la file à arrivées poissonniennes,
temps de service indépendants et identiquement distribués de loi exponentielle et une
infinité de serveurs (donc sans buffer). C’est un objet d’abord théorique particulièrement
simple à analyser mais aussi un modèle auquel on peut comparer d’autres situations.
De par l’indépendance des interarrivées et des temps de service, d’après la deuxième
caractérisation des processus de Poisson, le processus :

N “
ÿ

ně1

δpTn, Snq

où Tn est l’instant de ne arrivée et Sn le ne temps de service, est un processus de
Poisson d’intensité dµpt, xq “ λ d t b µe´µx dx dans E “ R` ˆR`. Les clients
en service à l’instant t sont ceux qui sont arrivés avant t et dont le service n’est pas
terminé en t, c’est-à-dire que le ne client est en service à l’instant t si seulement si :

Tn ď t ă Tn ` Sn.

Soit Tt le domaine du plan défini par :

Tt “
 

px, sq P pR`q2, x ď t ă x` s
(

.

Le nombre de clients à l’instant t est donc donné par :

Xptq “

ż

Tt

dNpx, sq “
ÿ

ně1

1TtpTn, Snq.

Dans la figure 10.2, les clients encore en service à l’instant t sont ceux qui corres-
pondent à des points dans le trapèze ombré.

On en déduit que Xptq, le nombre de serveurs occupés à l’instant t suit une loi de
Poisson de paramètre :

ż t

0

ˆ
ż 8

t´s

µe´µx dx

˙

λ d s “ λ

ż t

0

e´µpt´sq d s “ ρp1´ e´µtq,

où ρ “ λ{µ. Si le système n’est pas vide à l’instant 0, il faut ajouter à cette loi, la loi du
nombre de clients à l’instant 0 encore en service à l’instant t. En particulier, si X0 suit
une loi de Poisson de paramètre ρ0, à l’instant t, le nombre de clients en service suit
une loi de Poisson ρ0e

´µt car chacun des clients a une probabilité e´µt d’être encore
en service et le total est donc l’amincissement d’une variable aléatoire de loi de Poisson.
En conclusion, Xptq suit alors une loi de Poisson de paramètre ρ ` pρ0 ´ ρqe´µt.
Quelle que soit la valeur de ρ0, X admet comme probabilité stationnaire la loi de
Poisson de paramètre ρ.
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Temps

Durée de service

t
Sortie du client 2 Sortie du client 3

Figure 10.2 – La file M/M/8 comme un processus de Poisson dans R` ˆR`

REMARQUE.– Illustrons certaines différences entre un modèle poissonnien et un
modèle hexagonal pour les réseaux sans fil. Dans un modèle hexagonal, le nombre
moyen d’utilisateurs par unité de surface est l’inverse de l’aire d’un hexagone. Si
le rayon des hexagones est R, cela donne une densité moyenne de 2{p3

?
3qR´2.

Dans un modèle poissonnien, le nombre moyen d’utilisateurs par unité de surface est
λ. De la même manière que pour comparer deux files d’attente, la charge doit être
identique, pour comparer deux systèmes spatiaux, le nombre moyen d’utilisateurs doit
être identique. On doit donc choisir λ et R2 tels que λR2 “ 2.3´3{2.

L’un des paramètres essentiels est comme on l’a dit, la distance. Notamment, une
distance courte entre ressources assure une meilleure couverture mais engendre des
interférences. Dans un modèle hexagonal, si le rayon de la cellule est R, la distance
entre plus proches voisins est R

?
3. Calculons cette quantité dans le cas d’un processus

de Poisson d’intensité λ dx sur R2. Soit x P R2 un point quelconque du plan, on
définit le domaine DxpNq par :

DxpNq “ dpx, Nq “ inft}x´ y}, y P Nu.

On a de manière évidente :

Ppdpx, Nq ě τq “ PpN pBpx, τqq “ 0q “ expp´λπτ2q.
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Par conséquent :

E rDxs “

ż `8

0

PpDx ě τqd τ

“

ż `8

0

expp´λπτ2qd τ

“

ż `8

0

expp´u2{2q
1

?
2λπ

du “
1

2
?
λ
,

car on reconnaît la demi-intégrale de la densité gaussienne de variance λ. En utilisant
le calcul de Palm, on montre que ce résultat reste vrai pour la distance en un point
quelconque du processus et son plus proche voisin. En conclusion, si λR2 “ 2{33{2,
on obtient que la distance moyenne dans le modèle poissonnien est approximativement
0,8R, soit bien moins que la distance dans le modèle hexagonal. Pour les interférences,
qui sont inversement proportionnelles à la distance, le modèle poissonnien est donc
plus pessimiste que le modèle hexagonal.

EXEMPLE 10.4 (Interférence moyenne).– En un point x du plan, l’interférence créée
par les mobiles a pour expression :

Ipx, Nq “
ÿ

yPN

hpyqP pyqlp}y ´ x}q,

où P pxq est la puissance du signal émis par le mobile en y, l est une fonction de R`

dans R` que l’on prend généralement de la forme :

l0prq “ r´γ ou l1prq “ minp1, r´γq. (10.3)

La deuxième formulation donne des formules moins élégantes mais est plus réaliste
(un signal ne vas pas être amplifié sous prétexte que le récepteur est très proche de
l’émetteur) et évite les problèmes de divergence d’intégrale. Les variables aléatoires
phpyq, y P Nq sont généralement identiquement distribuées (de même loi qu’une va-
riable aléatoire H), indépendantes entre elles et indépendantes de N . Elles représentent
le facteur de perte induit par le fading (l’atténuation due aux mouvements locaux du
récepteur) et le shadowing (l’atténuation du signal due aux obstacles entre l’émetteur
et le récepteur). Généralement, le fading est modélisé par une variable aléatoire de loi
exponentielle de paramètre 1. Le shadowing est représenté par une loi log-normale,
c’est-à-dire l’exponentielle d’une variable gaussienne.

La formule de Campbell indique que :

Eµ rIpxqs “ E rHs

ż

P pyqlp}y ´ x}qdµpyq.

Supposons alors que l’on se place sur le plan tout entier, que la puissance soit la
même pour tous les mobiles et que µ soit proportionnelle à la mesure de Lebesgue :
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dµpxq “ λ dx. On observe immédiatement que la quantité précédente ne dépend pas
de x, d’où :

Eµ rIp0qs “ PE rHs

ż

lp}y}qλ d y “ λE rHs

ż 8

0

lprqr d r.

Si l’on prend comme modèle de path-loss la fonction l1 définie dans (10.3), pour une
cellule de rayon R ą 1, on obtient :

Eλ rIp0qs “ E rHsλ

ˆ

π `
π

γ ´ 2
p1´R2´γq

˙

.

Pour R grand, cette quantité s’approche de E rHsπλγ pour γ ą 2. Il est normal que
l’interférence augmente avec le nombre moyen d’utilisateurs donc d’interféreurs et avec
la portée des signaux : plus γ augmente, moindre est l’atténuation due au path-loss.

EXEMPLE 10.5 (Loi de l’interférence).– Supposons maintenant que les variables
aléatoires phpxq, x P R2q soient indépendantes de même loi. Pour s réel positif, on a :

E

„

expp´s

ż

hpxqlp}x}qdNpxqq



“ E

„

E

„

expp´s

ż

hpxqlp}x}qdNpxqq |NpΛq



“ E

«

ź

xPN

ż

expp´slp}x}qyqdPHpyq

ff

,

puisque conditionnellement au nombre de points dans Λ, les atomes sont indépendants
les uns des autres. En notant LH la transformée de Laplace de H , on obtient :

E

„

expp´s

ż

hpxqlp}x}qdNpxqq



“ E

«

ź

xPN

LHpslp}x}qq

ff

“ E

„

expp

ż

Λ

lnLHpslp}x}qqdNpxqq



“ expp´

ż

Λ

1´ elnLHpslp}x}qq dµpxqq

“ expp

ż

Λ

plnLHpslp}x}qq ´ 1qdµpxqq.

Pour le fading de Rayleigh, H est la loi exponentielle de paramètre 1. Si l’on suppose
que µ “ λ dx et que le path-loss est donné par l0, tous les calculs sont faisables et l’on
obtient la formule suivante :

LIp0qpsq “ expp´πλsδ
πδ

sinpπδq
q,
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où δ “ 2{γ.On sait alors que cela correspond à une loi stable d’exposant caractéristique
δ, voir [SAM 94].

La plupart des propriétés du processus de Poisson réel se transfèrent au processus
de Poisson spatial.

THÉORÈME 10.4 (Superposition).– Soit N1 et N2 deux processus de Poisson indé-
pendants d’intensité respective µ1 et µ2, leur superposition N définie par :

ż

f dN “

ż

f dN1 `

ż

f dN2

est un processus de Poisson d’intensité µ1 ` µ2.

DÉFINITION 10.3.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ et p : E ÝÑ r0, 1s.
Le processus de Poisson aminci de paramètre pµ, pq est le processus où un atome du
processus de Poisson N en x est conservé avec probabilité ppxq.

THÉORÈME 10.5 (Amincissement).– Un processus de Poisson aminci de paramètres
pµ, pq est un processus de Poisson d’intensité µp définie par :

µppAq “

ż

A

ppxqdµpxq.

Tableau 10.2 – Une réalisation et l’un de ses amincissements avec p “ 2{3 ; en plein,
les points qui sont gardés

REMARQUE.– Ce résultat est intéressant dans le cadre de la modélisation. Si les
utilisateurs sont représentés par les points d’un processus de Poisson ponctuel, seuls
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ceux qui émettent à un instant donné concerne l’opérateur. On peut supposer que chaque
utilisateur a une probabilité p d’émettre à un instant quelconque et ce indépendamment
des autres mobiles. Le théorème 10.5 nous indique alors que les utilisateurs actifs sont
dispersés dans le plan selon un processus de Poisson d’intensité λp.

Le théorème 10.5 est un cas particulier du théorème du déplacement.

DÉFINITION 10.4.– Soit pΩ1, A1, P1q un espace probabilisé et pF, Fq un espace
polonais. Un déplacement est une application mesurable Θ de Ω1 ˆ E ÝÑ F telle que
les variables aléatoires pΘpω1, xq, x P Eq soient indépendantes dans leur ensemble.
Pour A P F , on note :

θpx, Aq “ P1pω1 : Θpω1, xq P Aq.

Ainsi, θpx, Aq représente la probabilité que le point x soit déplacé dans A. Plus
mathématiquement, si l’on note Θpω1, .q˚µ la mesure image de µ par l’application
Θpω1, .q, on a :

EP1 rΘ
˚µpAqs “ EP1

„
ż

1tΘpω1, xqPAu dµpxq



“

ż

P1pΘpω1, xq P Aqdµpxq “

ż

θpx, Aqdµpxq.

Cela revient à dire que :

EP1

„
ż

1A d Θ˚µ



“

ż ż

A

θpx, d yqdµpxq,

donc pour une fonction f positive, on obtient :

EP1

„
ż

f d Θ˚µ



“

ż ż

fpyqθpx, d yqdµpxq. (10.4)

DÉFINITION 10.5.– Un déplacement est dit conservatif lorsque pour tout Λ Ă E
compact, la propriété suivante est satisfaite :

EP1 rΘ
˚µpΛqs “

ż

Λ

ż

F

θpx, d yqdµpxq “ µpAq.

Cela signifie qu’en moyenne, la « masse totale » du processus ponctuel est conservée.

Soit Θ un déplacement tel que
ş

Λ

ş

F
e´fpyqθpx, d yqdµpxq “ µpAqet N un pro-

cessus ponctuel, le processus ponctuel « déplacé » NΘ est défini par :

NΘpω1q “
ÿ

xPN

δΘpω1, xq.
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THÉORÈME 10.6 (Déplacement).– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ sur
E et Θ un déplacement conservatif de E dans F . Le processus NΘ est un processus
de Poisson d’intensité µΘ définie par :

µΘpAq “

ż

E

θpx, Aqdµpxq.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que f est à support compact,
noté Λ. On sait que conditionnellement à NpΛq, les atomes de N sont indépendants
distribués selon µ{µpΛq. Par conséquent, on peut écrire :

E

„

F expp´

ż

Λ

dNq



“

8
ÿ

n“0

e´µpΛqµpΛqn

n!

ż

En

n
ź

j“1

e´fpxjq
dµpxjq

µpΛq
¨

D’après la construction de NΘ, l’aléa du déplacement est indépendant de N , on a :

E

„

expp´

ż

f dNΘq



“ EP1

«

8
ÿ

n“0

e´µpΛq

n!

ż

En

n
ź

j“1

e´fpΘpω
1, xjqq dµpxjq

ff

“

8
ÿ

n“0

e´µpΛq

n!
EP1

«

ż

En

n
ź

j“1

e´fpΘpω
1, xjqq dµpxjq

ff

.

Par définition d’un déplacement, les variables aléatoires pΘpω1, xjq, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq
sont indépendantes. En utilisant (10.4), on obtient :

E

„

expp´

ż

f dNΘq



“

8
ÿ

n“0

e´µpΛq

n!

ˆ

EP1

„
ż

E

e´fpΘpω
1, xqq dµpxq

˙n

“

8
ÿ

n“0

e´µpΛq

n!

ˆ
ż

e´f dµΘ

˙n

“ exp

ˆ

´µpΛq `

ż

Λ

ż

F

e´fpyqθpx, d yqdµpxq

˙

.

Comme Θ est conservatif, on obtient :

E

„

expp´

ż

f dNΘq



“ exp

ˆ

´

ż

F

p1´ e´fpyqq

ż

Λ

θpx, d yqdµpxq

˙

donc Nθ est bien un processus de Poisson d’intensité µΘ.

On obtient le cas général pour f à support quelconque, par troncature (on applique
le résultat précédent à fΛ “ f 1Λ) et passage à la limite (en considérant une suite
croissante de compacts pΛn, n ě 1q telle que YnΛn “ E. Notons que l’existence
d’une telle suite est assurée par le caractère polonais de E.
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Preuve du théorème 10.5. On considère F “ E Y∆ où ∆ est un point externe à E.
Avec probabilité ppxq, l’atome x reste en x, avec la probabilité complémentaire, il est
envoyé sur ∆. La restriction à E du processus ainsi obtenu est bien l’amincissement
du processus initial. Ce déplacement est bien conservatif puisque l’on garde le même
nombre d’atomes. Le théorème 10.5 est alors une conséquence directe du théorème 10.6.

En appliquant le théorème 10.6 à la fonction px P Rd ÞÑ rxq où r P R`, on obtient
un résultat dit de scaling très utile dans de nombreuses applications.

COROLLAIRE 10.7.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ sur Rd. Soit r ą 0,
on appelle N prq le processus dilaté défini par :

N prq “
ÿ

xPN

δrx.

Le processus N prq est un processus de Poisson d’intensité µprq où : µprqpAq “ µpA{rq
pour tout A P BpEq.

COROLLAIRE 10.8.– Soit N un processus de Poisson d’intensité λ dx sur Rd. Le
processus des modules est indépendant du processus des arguments. Le premier est
un processus de Poisson d’intensité 2λπr d r, le deuxième un processus de Poisson
d’intensité p2πq´1 1r0, 2πspθqd θ.

Démonstration. Le théorème 10.6 implique que le processus :

N̂ “
ÿ

xPN

δ}x},Argpxq

est un processus de Poisson d’intensité λr 1r0, 2πspθqd r d θ. D’où le résultat.

EXEMPLE 10.6 (Protocole OFDMA).– Illustrons ces résultats sur le cas particulier du
protocole OFDMA. Dans ce protocole, le temps et la bande de fréquence sont découpés
en morceaux appelées sous-porteuses. A une communication, sont attribuées une ou
plusieurs sous-porteuses. En pratique, l’allocation se fait pour une durée de quelques
slots d’où les affectations en rectangle dans la figure 10.3.

Pour une communication radio, il est impératif que le rapport signal sur bruit plus
interférence (SINR) soit suffisamment grand pour que la communication puisse être
établie. Notons Pe la puissance émise, A le facteur d’atténuation due au fading et au
shadowing, γ le coefficient de path-loss et η la valeur minimale du SINR tolérable pour
établir une communication. La formule de capacité de Shannon stipule que pour un
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utilisateur souhaitant émettre à un débit C, le nombre de sous-porteuses nécessaires est
donné par :

Qpxq “

»

—

—

—

—

—

C

W log2

ˆ

1`
APe
}x}γ

˙

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

1tAPe}x}´γąηu,

où W est la largeur de bande de chaque sous-porteuse, Pe est la puissance du signal et
le facteur A dépend des effets de fading et shadowing. Le rapport SINR minimal varie
entre 0, 001 (excellent canal) et 0, 1 (conditions plus mauvaises). On supposera que
l’affectation se fait à chaque slot. Il s’agit de déterminer la probabilité que le nombre
de sous-porteuses disponibles soit supérieur au nombre de sous-porteuses demandées.

On suppose que le point d’accès est situé à l’origine du plan et que les utilisa-
teurs sont spatialement répartis selon un processus de Poisson d’intensité λ dx. Un
modèle simple pour représenter les utilisateurs actifs est d’assigner à chacun une
probabilité d’activité p dépendant éventuellement de sa position et de considérer que
l’activité ou l’oisiveté d’un mobile est indépendante de celle des autres. En vertu du
théorème 10.2, le processus ponctuel des utilisateurs actifs est encore un processus
de Poisson d’intensité λ

ş

ppxqdx. Le nombre total de sous-porteuses demandées est
alors :

M “

ż

Λ

QpxqdNpxq,

où Λ est le domaine qui représente la cellule couverte par le point d’accès en p0, 0q. En
supposant que A et Pe sont déterministes et indépendants de x, en vertu de la formule
de Campbell :

E rM s “ λ

ż

Λ

Qpxqppxqdx.

Si A et Pe dépendent de x et d’un aléa indépendant de N , on a la même expression
quitte à prendre l’espérance du terme de droite.

Il est souvent impossible de calculer explicitement les lois des variables aléatoires
construites à partir d’un processus ponctuel comme celle de M . L’analyse stochastique
nous donne des outils pour obtenir tout de même des informations sur ces distributions
(on se reportera à la section 10.4 pour les notations et les preuves).
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Figure 10.3 – Découpage et allocation dans l’espace temps-fréquence pour le protocole
OFDMA

THÉORÈME 10.9.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ sur E. Soit F P

DomD telle que E rF s “ 0. On a alors l’inégalité suivante :

dVTpPF , N p0, 1qq ď E

„
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´

ż

E

DxFDxL
´1F dµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ



`

ż

E

E
“

|DxF |
2|DxL

´1F |
‰

dµpxq,

où dVT représente la distance en variation totale entre deux mesures de probabilité
N p0, 1q la mesure gaussienne centrée réduite sur R.

COROLLAIRE 10.10.– Soit N1, ¨ ¨ ¨ , NK des processus de Poisson spatiaux indépen-
dants d’intensité respective λi dx sur un domaine borné Λ. Soit F une fonctionnelle
de la forme :

F “
K
ÿ

i“1

NipΛq
ÿ

n“1

Y in

où pY in, i, n P Nq sont des variables indépendantes dont la loi ne dépend que de
l’indice en exposant, c’est-à-dire que Y in et Y im ont la même loi mais ce n’est pas
nécessairement le cas pour Y in et Y jn . Soit :

c2 “
K
ÿ

i“1

λipΛq

ż

R

m2 dPY i1 pmq,

où λipΛq “
ş

Λ
λi dx est l’aire de Λ multipliée par λi. On obtient :

dVTploippF ´ ErF sq{cq, N p0, 1qq ď 1

c3

˜

K
ÿ

i“1

λipΛq

ż

R

m3 dPY i1 pmq

¸

.
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En particulier :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pp
F ´ ErF s

c
ě xq ´

ż 8

x

eu
2
{2 du
?

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

c3

˜

K
ÿ

i“1

λi

ż

Λ

dx

ż

R

m3 dPY i1 pmq

¸

.

Démonstration. Comme les processus de Poisson individuels sont indépendants les
uns des autres, le processus :

K
ÿ

i“1

ÿ

px,mqPNi

δx,m

est un processus de Poisson sur R` ˆR d’intensité :

K
ÿ

i“1

λi dxb dPY i1 pmq.

Dans ce cas, l’opérateur gradient est défini par :

Dx,mF pωq “ F pω ` δx,mq ´ F pωq

La fonctionnelle F se réécrit :

F “

ż

Λ

ż

R

mdp
K
ÿ

i“1

ÿ

px,mqPNi

δx,mq

où Λ est le domaine du plan sur lequel on travaille. Par conséquent, on a Dx,mF “ m.
Le résultat découle du théorème 10.9.

EXEMPLE (Suite de l’exemple 10.6).– On suppose dans un premier temps que le
fading est constant. C’est une hypothèse peu réaliste mais qui permet d’illustrer la
complexité du problème. Dans ce cas, pour chaque mobile, Q ne dépend que de sa
position. On a donc un ensemble de couronnes concentriques autour de la station de
base dans chacune desquelles le nombre de sous-porteuses demandées est le même. En
effet, on a :

Qpxq “ k ðñ k ´ 1 ă
C

W log2

ˆ

1`
APe
}x}γ

˙ ď k ðñ Rk´1 ă x ă Rk,

où R0 “ 0, Rk “

ˆ

APe
p2C0{pkW q´1qI

˙1{γ

. Le rayon maximum RM est défini par la

relation :
APe
}RM }γ

“ η, soit RM “

ˆ

APe
η

˙1{γ

.
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De même, le nombre maximum de sous-porteuses demandées est NM “ QpRM q. Il
est instructif d’étudier les variations du nombre moyen de sous-porteuses demandées
en fonction des variations de certains paramètres. Fixons C “ 200 kb/s,W “ 250 kHz,
APe “ 20 000 et λ “ 0, 01 mobile par mètre carré.

D’après la deuxième caractérisation du processus de Poisson, le nombre d’utilisa-
teurs dans la couronne k noté Nk suit une loi de Poisson de paramètre λπpR2

k´R
2
k´1q.

Par ailleurs, les variables aléatoires pNk, k ě 1q sont indépendantes puisque les cou-
ronnes sont disjointes. Le nombre de sous-porteuses demandées est donc à chaque slot
N “

ř

k kNk. Par conséquent :

E rN s “ λπ
ÿ

k

kpR2
k ´R

2
k´1q et VarpNq “ λπ

ÿ

k

k2pR2
k ´R

2
k´1q.

Une telle variable aléatoire suit une loi dite de Poisson composé. On sait facilement
en calculer la transformée de Laplace mais cela ne donne pas d’expression explicite
de la probabilité que N soit égale à k. On peut aussi en calculer numériquement la loi
par convolution des lois de chacune des variables aléatoires de Poisson « dilatées » qui
la composent. Néanmoins, la taille des calculs est rapidement prohibitive, on a donc
recours à des approximations. Pour une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre
λ, on sait que quand λ tend vers l’infini, la loi de cette variable convenablement
renormalisée tend vers une loi gaussienne. Les inconvénients de cette démarche sont de
deux ordres. D’une part, on ne sait pas ce que signifie λ « grand », c’est-à-dire à partir
de quelles valeurs de λ l’approximation est « valable ». D’autre part, l’approximation
est, suivant les valeurs, de λ tantôt pessimiste, tantôt optimiste ainsi que le montre la
figure 10.4, obtenue pour γ “ 3, 5 et λ “ 0, 02.

r

Probabilité d’outage

Figure 10.4 – Probabilité d’outage en fonction de r. En trait plein, la valeur exacte, en
pointillés, l’approximation gaussienne
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Pour répondre à la première difficulté, on peut utiliser les résultats précédents. En
prenant Y kn “ k pour tout n, on remarque que le c2 du théorème 10.10 est égal à
VarpNq. On a donc :

dVT

ˆ

loip
N ´E rN s

c
q, N p0, 1q

˙

ď
λπ

ř

k k
3pR2

k ´R
2
k´1q

pλπ
ř

k k
2pR2

k ´R
2
k´1qq

3{2

“
1
?
λ

ř

k k
3pR2

k ´R
2
k´1q

?
πp
ř

k k
2pR2

k ´R
2
k´1qq

3{2
¨

En d’autre termes, la convergence vers la loi gaussienne se fait en 1{
?
λ comme cela

est attendu. Cette borne toute théorique est en fait très pessimiste comme le prouve la
figure 10.4.

Néanmoins, l’avantage de ce résultat est qu’il fournit une borne explicite. Le
tableau 10.3 montre une grande sensibilité du nombre moyen de sous-porteuses deman-
dées aux variations de γ.

γ

η 2, 5 3 3, 5 4

0, 1 2.103 334 98 38
0, 01 9.105 105 3.103 56
0, 001 5.106 5.105 105 555

Tableau 10.3 – Nombre moyen de sous-porteuses demandéesen fonction de η et γ

Les mêmes calculs montreraient une aussi grande sensibilité aux variations de λ,
le nombre moyen d’usagers actifs par unité de surface. Or ces deux paramètres sont
particulièrement délicats à estimer, notamment le coefficient γ qui dépend grandement
de l’environnement (rural, urbain, semi-urbain, pavillonnaire, gratte-ciels, etc.). Il est
donc d’une importance cruciale d’avoir des dimensionnements qui soient robustes aux
variations de ces paramètres.

THÉORÈME 10.11.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ sur E et Λ un
compact de E. Soit F : NΛ Ñ R telle que :

DxF pNΛq ď β, pµbPq ´ p.p. et
ż

E

|DxF pNΛq|
2 dµpxq ď α2, P´ p.p.

Pour tout r ą 0, on a l’inégalité suivante :

PpF pNΛq ´E rF pNΛqs ą rq ď exp

ˆ

´
r

2β
lnp1`

rβ

α2
q

˙

.
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EXEMPLE (Suite de l’exemple 10.6).– Dans le cas qui nous intéresse, le nombre
maximal de sous-porteuses demandées est borné et ne dépend que des caractéristiques
du réseau (puissance émise, largeur de bande des sous-porteuses, etc.). Par conséquent,
DxN ď NM et si E est la cellule, on peut choisir α2 “ N2

MµpEq “ λπR2
MN

2
M dans

le théorème 10.11. On obtient donc :

PpN ´E rN s ą rq ď exp

ˆ

´
r

2N2
M

logp1`
r

λπR2
M

q

˙

.

Par rapport à l’approximation gaussienne, cette formule ne nécessite pas de calculer la
variance de N , seule la moyenne suffit.

On constate dans le tableau 10.4, que le dimensionnement par l’approximation
gaussienne est optimiste, ce qui est absolument rédhibitoire. Le surdimensionnement
induit par l’inégalité de concentration est raisonnable dans la plupart des cas. Lorsqu’il
est franchement grand, cela peut être vu comme une garantie contre les imprécisions
dans les mesures de λ et γ. On pourrait tout à fait envisager des classes d’utilisateurs
avec différents débits et intégrer au modèle des considérations de fading et de shado-
wing. Les calculs exacts deviennent impossibles tandis que le calcul de la borne de
concentration reste aussi aisé.

γ Exact Gaussienne Concentration Erreur
2,5 2060 2056 2357 0,14
2,6 1420 1417 1682 0,18
2,7 1010 1006 1243 0,23
2,8 738 735 948 0,29
2,9 553 549 745 0,35
3 423 420 600 0,42

3,5 146 142 276 0,9
4 69 66 177 1,57

Tableau 10.4 – Dimensionnement par les trois méthodes pour différentes valeurs de
γ (pour λ “ 0, 01) ; la dernière colonne contient le surdimensionnement relatif entre
celui obtenu par l’inégalité de concentration et le calcul exact

10.4. Analyse stochastique

Abordons maintenant la preuve des théorèmes 10.9 et 10.11.

LEMME 10.12 (Théorème de Girsanov).– Soit N et N 1 deux processus de Poisson
ponctuels, d’intensité respectives µ et µ1. Supposons que µ1 ! µ et notons p “
dµ1{dµ. Soit Λ un compact de E. Si, de plus que p P L1pµΛq, alors pour toute
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fonction F bornée, on a :

E
“

F pN 1Λq
‰

“ E

„

F pNΛq exp

ˆ
ż

ln pdNΛ `

ż

Λ

p1´ pqdµ

˙

.

Démonstration. Vérifions cette identité pour les fonctionnelles exponentielles F de la
forme expp´

ş

f dNq avec f à support compact. En vertu de la définition 10.2, on a :

E

„

expp´

ż

f dNΛq exp

ˆ
ż

Λ

ln p dNΛ `

ż

p1´ pqdµ

˙

“ E

„

expp´

ż

pf ´ ln pqdNΛq



expp

ż

Λ

p1´ pqdµq.

D’après la définition 10.2, il vient :

E

„

expp´

ż

f dNΛq exp

ˆ
ż

Λ

ln p dNΛ `

ż

p1´ pqdµ

˙

“ expp´

ż

p1´ expp´f ` ln pqqdµ`

ż

Λ

p1´ pqdµq.

Après simplification, on obtient :

E

„

expp´

ż

f dNΛq exp

ˆ
ż

Λ

ln p dNΛ `

ż

p1´ pqdµ

˙

“ expp´

ż

Λ

p1´ e´f qp dµq “ E
“

F pN 1Λq
‰

.

Il en résulte que les mesures sur NE , PN 1Λ et RdPNΛ
où :

R “ exp

ˆ
ż

ln p dNΛ `

ż

p1´ pqdµ

˙

ont la même transformée de Laplace. Par conséquent, elles sont égales et le résultat
s’ensuit pour toute fonction F bornée.

Dans ce qui suit, pour une configuration η :

η ` δx “

#

η, si x P η,
η Y txu, si x R η.
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De même :

η ´ δx “

#

ηztxu, si x P η,
η, si x R η.

Comme µ est supposée diffuse, E rNptxuqs “ µptxuq “ 0 donc pour x fixé, presque
sûrement, η ne contient pas x.

DÉFINITION 10.6.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ et F : NE ÝÑ R
une fonction mesurable telle que E

“

F 2
‰

ă 8. On définit DomD comme l’ensemble
des variables aléatoires de carré intégrable telles que :

E

„
ż

E

|F pN ` δxq ´ F pNq|
2 dµpxq



ă 8.

Pour F P DomD, on pose :

DxF pNq “ F pN ` δxq ´ F pNq.

EXEMPLE.– Par exemple, pour f déterministe appartenant à L2pµq, F “
ş

f dN
appartient à DomD et DxF “ fpxq car :

F pN ` δxq “
ÿ

yPNYtxu

fpyq “
ÿ

yPN

fpyq ` fpxq.

De même, si F “ maxyPN fpyq alors :

DxF pNq “

#

0 si fpxq ď F pNq

fpxq ´ F si fpxq ą F pNq.

Dans les deux cas, si f est bornée, DF l’est aussi.

L’une des formules essentielles pour le processus de Poisson est la suivante.

THÉORÈME 10.13.– Soit N un processus de Poisson d’intensité µ. Pour tout champ
aléatoire F : NE ˆ E Ñ R tel que :

E

„
ż

E

|F pN, xq| dµpxq



ă 8

alors :

E

„
ż

E

F pN, xqdµpxq



“ E

„
ż

E

F pNzx, xqdNpxq



. (10.5)

Démonstration. D’après la première définition du processus de Poisson, pour f à
support compact et Λ un compact de E, pour tout t ą 0, on a :

E

„

expp´

ż

pf ` t 1ΛqdNq



“ expp´

ż

E

1´ e´fpxq´t 1Λpxq dµpxqq.
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D’après le théorème de dérivation sous le signe somme, on a d’une part :

d

dt
E

„

expp´

ż

pf ` t 1ΛqdNq


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ ´E

„

e´
ş

f dN

ż

1Λ dN



,

et d’autre part :

d

dt
expp´

ż

E

1´ e´fpxq´t 1Λpxq dµpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ ´E

„
ż

e´
ş

f dN`fpxq 1Λpxqdµpxq



.

Comme
ş

f dN ´ fpxq “
ş

f dpN ´ δxq, la relation (10.5) est vraie pour les fonctions
de la forme 1Λ e

´
ş

f dN . On admettra que cela suffit à ce que le résultat soit vrai pour
toutes les fonctions F telles que les deux membres soient bien définis.

Soit µ une mesure de Radon sur E polonais et Λ un compact de E. Introdui-
sons maintenant, le processus de Poisson-Glauber, noté NΛ dont la dynamique est la
suivante :

– NΛp0q “ η P NΛ ;
– chaque atome de η a une durée de vie indépendante de celle des autres atomes,

de loi exponentielle de paramètre 1 ;
– des atomes naissent à des instants suivant un processus de Poisson d’intensité

µpΛq ; à son apparition, chaque atome est localisé indépendamment de tous les autres
selon µ{µpΛq ; il est aussi affecté de manière indépendante d’une durée de vie de loi
exponentielle de paramètre 1.
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Algorithme 10.2 . Les k premières transitions d’une trajectoire du processus
de Glauber associé à un processus de Poisson d’intensité µ, sur une domaine
Λ, de condition initiale N

Données : µ, Λ, N , k
Résultat : T1, ¨ ¨ ¨ , Tk = instants de sauts. Nj “ NΛpTjq, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , k
T0 Ð 0;
N0 Ð N ;
pour n “ 1 à k faire

Ln Ð tirage d’une εpµpΛq `Nn´1pΛqq;
Tn Ð Tn´1 ` Ln;
r Ð µpΛq{pµpΛq `Nn´1pΛqq;
U Ð tirage d’une Upr0, 1sq;
si U ď r alors

X Ð tirage d’une variable aléatoire de loi µ{µpΛq;
Nn Ð Nn´1 ` δX ;

sinon
κÐ tirage d’une Upt1, ¨ ¨ ¨ , Nn´1pΛquq;
Nn Ð Nn´1 ´ δxκ ;

fin
fin
retourner T1, ¨ ¨ ¨ , Tk

Λ

Temps0

NΛ
ptq

t

Figure 10.5 – Réalisation d’une trajectoire de NΛ

A chaque instant, NΛptq est une configuration de E (voir figure 10.5). On remarque
d’abord que le nombre total d’atomes de NΛptq suit exactement la même dynamique
que le nombre de serveurs occupés dans une file M/M/8 de paramètre µpΛq et 1.
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THÉORÈME 10.14.– Supposons que NΛp0q soit un processus de Poisson ponctuel
d’intensité ν. A chaque instant, la loi de NΛptq est celle d’un processus de Poisson
d’intensité e´tνΛ ` p1 ´ e´tqµΛ où νΛ est la restriction de ν à Λ. En particulier, si
νΛ “ µΛ, la loi de NΛptq ne dépend pas de t et est égale à µΛ. On note EµΛ

rXs
l’espérance d’une variable aléatoire X calculée sous cette condition.

Démonstration. Pour deux parties disjointes A et B de Λ, par construction les proces-
sus GA et GB sont indépendants et suivent la même dynamique qu’une file M/M/8 de
paramètres respectifs pµpAq, 1q et pµpBq, 1q. Le résultat découle des propriétés de la
file M/M/8 établies dans l’exemple 10.3.

Comme tous les temps de séjour sont de loi exponentielle, NΛ est un processus
de Markov à valeurs dans NE . Loin de nous l’idée de développer la théorie générale
des processus de Markov dans les espaces de mesures. On peut toutefois étudier son
générateur infinitésimal et son semi-groupe.

THÉORÈME 10.15.– Soit Λ un compact de E. Le générateur infinitésimal de NΛ est
donné par :

´ LΛF pNq “

ż

Λ

pF pN ` δxq ´ F pNqq dµpxq `

ż

pF pN ´ δxq ´ F pNqqdNpxq,

(10.6)
pour F bornée de NΛ dans R.

Démonstration. On raisonne de la même manière que pour les processus de Markov.
A un instant t, il peut y avoir soit un départ, soit une naissance. Lors d’un départ, on
choisit l’atome tué uniformément parmi les atomes existants. Le taux de mort est donc
ηpΛq et chaque atome a une probabilité ηpΛq´1 d’être tué. Par conséquent, la transition
η vers η ´ δx a lieu au taux 1 pour tout x P η. Le taux de naissance est µpΛq et la
position du nouvel atome est réparti selon la mesure µΛ{µpΛq donc la transition η vers
η ` δx a lieu au taux dµΛpxq pour chaque x P Λ. On en déduit (10.6).

THÉORÈME 10.16.– Le semi-groupe PΛ est ergodique. De plus, LΛ est inversible de
L2

0 dans L2
0 où L2

0 est le sous-espace de L2 des variables aléatoires d’espérance nulle
et l’on a :

L´1
Λ F “

ż 8

0

PΛ
t F d t. (10.7)

Pour tout x P E et tout t ą 0, on a :

DxP
Λ
t F “ e´tPΛ

t DxF, (10.8)

ainsi que :

EµΛ

„
ż

Λ

|DxpL
´1
Λ F pNqq|2 dµpxq



ď EµΛ

„
ż

Λ

|DxF pNq|
2 dµpxq



. (10.9)
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Démonstration. Notons px1, ¨ ¨ ¨ , xnq les atomes de NΛp0q et pY1, ¨ ¨ ¨ , Ynq des va-
riables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramètre 1. On pose :

NΛp0qrts “
ÿ

i“1

1tYiětu δxi ,

la mesure constituée des atomes de NΛp0q survivants en t. La loi de NΛptq est celle de
la superposition indépendante d’un processus de Poisson d’intensité p1´ e´tqµΛ et de
NΛp0qrts. D’après le lemme 10.12, pour tout F P L1, on sait que :

Ep1´e´tqµΛ
rF pNΛqs “ EµΛ

“

F pNΛq expplnp1´ e´tqNpΛq ` e´tµpΛqq
‰

.

Par conséquent, pour toute fonction F bornée et tout η P NΛ, on a l’identité suivante :

PΛ
t F pηq “ E

“

F pNΛptqq |NΛp0q “ η
‰

“ E
“

F pηrts `NΛq expplnp1´ e´tqNpΛq ` e´tµpΛqq
‰

. (10.10)

Posons :
Rptq “ expplnp1´ e´tqNpΛq ` e´tµpΛqq.

On a d’une part Rptq ď eµpΛq et d’autre part, d’après la définition 10.2, E rRptqs “ 1
et ce pour tout t ě 0. Comme NΛp0q a un nombre fini d’atomes, NΛp0qrts tend presque
sûrement vers la mesure nulle quand t tend vers l’infini. Par convergence dominée, on
en déduit que :

PΛ
t F pηq

tÑ8
ÝÝÝÑ EµΛ

rF pNΛqs ,

c’est-à-dire que PΛ est ergodique.

La propriété (10.7) est une relation bien connue entre semi-groupe et générateur
infinitésimal. Formellement, sans se soucier des convergences d’intégrale, on a :

LΛp

ż 8

0

PΛ
t F d tq “

ż 8

0

LΛP
Λ
t F d t

“ ´

ż 8

0

d

dt
PΛ
t F d t

“ F ´E rF s “ F,

d’après l’ergodicité de PΛ et puisque F est centrée.

Notons NΛpt, NΛq la valeur de NΛptq lorsque la condition initiale est NΛ. On peut
écrire :

DxP
ΛF ptq “ E

“

NΛpt, NΛ ` δxq
‰

´E
“

NΛpt, NΛq
‰

.

Soit Yx la durée de vie de l’atome en x. Soit Yx ě t et l’atome est toujours vivant
à t donc NΛpt, NΛ ` δxq “ NΛpt, NΛq ` δx. Soit l’atome est déjà mort à t et
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NΛpt, NΛ ` δxq “ NΛpt, NΛq. Comme Yx est par construction, indépendant de NΛ

et de NΛ, il est légitime d’écrire :

E
“

F pNΛpt, NΛ ` δxq |NΛ

‰

´E
“

F pNΛpt, NΛq |NΛ

‰

“ E
“

1tYxětupF pN
Λpt, NΛ ` δxqq ´ F pN

Λpt, NΛqq |NΛ

‰

`E
“

1tYxďtupF pN
Λpt, NΛqq ´ F pN

Λpt, NΛqqq |NΛ

‰

“ e´tE
“

DxF pN
Λpt, NΛqq

‰

,

d’où le résultat. D’après la représentation (10.10) et l’inégalité de Jensen, on voit que :

ˇ

ˇPΛ
t F

ˇ

ˇ

2
ď PΛ

t F
2. (10.11)

D’après (10.7) et (10.8), on a :

ż

Λ

|DxpL
´1
Λ F pNΛqq|

2 dµpxq “

ż

Λ

|Dx

ż 8

0

PΛ
t F pNΛqd t|2 dµpxq

“

ż

Λ

|

ż 8

0

e´tPΛ
t DxF pNΛqd t|2 dµpxq.

En vertu de l’inégalité de Jensen et de (10.11), il vient :

ż

Λ

|DxpL
´1
Λ F pNΛqq|

2 dµpxq

ď

ż

Λ

ż 8

0

e´t|PΛ
t DxF pNΛq|

2 d tdµpxq

ď

ż

Λ

ż 8

0

e´tPΛ
t |DxF pNΛq|

2 d tdµpxq

“

ż

Λ

ż 8

0

e´tE
“

|DxF |
2pNΛptqq |NΛp0q “ NΛ

‰

d tdµpxq.

Comme NΛptq a la même loi que NΛp0q, si celle-ci est choisie comme celle d’un
processus de Poisson d’intensité µΛ, lorsque l’on prend les espérances de chaque côté,
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on obtient l’identité suivante :

EµΛ

„
ż

Λ

|DxpL
´1
Λ F pNΛqq|

2 dµpxq



“ EµΛ

„
ż

Λ

ż 8

0

e´t|DxF |
2pNΛptqqd tdµpxq



“

ż

Λ

ż 8

0

e´tEµΛ

“

|DxF |
2pNΛq

‰

d tdµpxq

“ EµΛ

„
ż

Λ

|DxF pNΛq|
2 dµpxq



,

d’où le résultat.

THÉORÈME 10.17.– Soit F et G deux fonctions appartenant à DomD. L’identité
suivante est satisfaite :

EµΛ

„
ż

Λ

DxF pNΛqDxGpNΛqdµpxq



“ EµΛ
rF pNΛqLΛGpNΛqs .

En particulier, si G est centrée, il vient :

EµΛ
rF pNΛqGpNΛqs “ EµΛ

„
ż

Λ

DxF pNΛqDxpL
´1
Λ GqpNΛqdµpxq



. (10.12)

Démonstration. Soit F et G appartenant à DomD, d’après (10.5) deux fois et la
definition de LΛ, on a :

EµΛ

„
ż

Λ

DxF pNΛqDxGpNΛqdµpxq



“ EµΛ

„
ż

Λ

pF pNΛq ´ F pNΛ ´ δxqqpGpNΛq ´GpNΛ ´ δxqqdNΛpxq



“ EµΛ
rGpNΛqLΛF s `EµΛ

„
ż

GpNΛqpF pNΛ ` δxq ´ F pNΛqqdµpxq



´EµΛ

„
ż

GpNΛ ´ δxqpF pNΛq ´ F pNΛ ´ δxqqdNΛpxq



“ EµΛ
rGpNΛqLΛF pNΛqs .

Le résultat s’ensuit.
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Preuve du théorème 10.11. Soit Λ un compact de E, F bornée, d’espérance nulle.
D’après le théorème 10.17, nous pouvons écrire les identités suivantes :

EµΛ

”

F pNΛqe
θF pNΛq

ı

“ EµΛ

„
ż

DxpL
´1
Λ F pNΛqqDxpe

θF pNΛqqdµpxq



“ EµΛ

„
ż

Λ

DxpL
´1
Λ F pNΛqqpe

θDxF pNΛq ´ 1qeθF pNΛq dµpxq



.

La fonction px ÞÑ pex ´ 1q{xq est continue croissante sur R donc on a :

EµΛ

”

F pNΛqe
θF pNΛq

ı

“ θ EµΛ

„
ż

Λ

DxpL
´1
Λ F pNΛqqDxF pNΛq

eθDxF pNΛq ´ 1

θDxF pNΛq
eθF pNΛq dµpxq



ď θα2 e
θβ ´ 1

θβ
EµΛ

”

eθF pNΛq
ı

.

Cela implique que :

d

dθ
logEµΛ

”

eθF pNΛq
ı

ď α2 e
θβ ´ 1

β
,

donc :

EµΛ

”

eθF pNΛq
ı

ď exp

˜

α2

β

ż θ

0

peβu ´ 1qdu

¸

.

Pour x ą 0, pour tout θ ą 0, on en déduit que :

PpF pNΛq ą xq “ PpeθF pNΛq ą eθxq

ď e´θxE
”

eθF pNΛq
ı

ď e´θx exp

˜

α2

β

ż θ

0

peβu ´ 1qdu

¸

. (10.13)

Ce résultat est vrai pour tout θ donc on peut optimiser en θ. A x fixé, on cherche la
valeur de θ qui annule la dérivée du terme de droite par rapport à θ. En reportant dans
(10.13), on obtient le résultat.

Preuve du théorème 10.9. On peut toujours supposer que F P DomD est d’espérance
nulle. On note respectivement φ et φc la fonction de répartition (respectivement fonction
de répartition inverse) d’une gaussienne centrée réduite :

φpxq “
1
?

2π

ż x

´8

e´u
2
{2 du, φcpxq “

1
?

2π

ż 8

x

e´u
2
{2 du.
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Pour r ą 0, considérons ψr, solution de l’équation différentielle :

x.ypxq ´ y1pxq “ φcprq ´ 1rr,8rpxq, pour tout x P R.

On peut choisir :

ψrpxq “

#?
2πex

2
{2φpxqφcprq si x ď r,

?
2πex

2
{2φcpxqφprq si x ě r.

Notons que :
|ψ1rpxq| ď φprq et |ψ2r pxq| ď 2. (10.14)

On utilise alors la méthode de Stein. Il suffit de remarquer que d’après (10.12), on a :

φcprq ´PpF ě rq “ EµΛ

“

1rr,8rpF q ´ φcprq
‰

“ EµΛ

“

FψrpF q ´ ψ
1
rpF q

‰

“ EµΛ

„
ż

DxψrpF qDxL
´1
Λ F dµpxq



´EµΛ

“

ψ1rpF q
‰

.

(10.15)

D’après la formule de Taylor avec reste intégral, il s’ensuit que :

DxψrpF q “ ψrpF pNΛ ` δxqq ´ ψrpF pNΛqq “ ψ1rpF pNΛqqDxF pNΛq

` pDxF pNΛqq
2

ż 1

0

ψ2r pF pNΛq ` p1´ uqF pNΛ ` δxqqp1´ uqdu. (10.16)

En reportant (10.16) dans (10.15) et en utilisant (10.9), d’après (10.14), il vient :

|φcprq ´PpF ě rq| ď φprqEµΛ

„

|1´

ż

DxF DxL
´1
Λ F dµpxq|



` 2 EµΛ

„
ż 1

0

p1´ uqdu

ż

|DxF pNΛq|
2|DxL

´1
Λ F |dµpxq



.

Le résultat en découle.

10.5. Problèmes

EXERCICE 23.– On continue l’étude du protocole OFDMA. On suppose maintenant
que l’on prend en compte le fading de Rayleigh. Cela signifie que le nombre de
sous-porteuses réclamées par un utilisateur en position x devient :

Npxq “ minpNM ,

»

—

—

—

—

—

C

W log2p1`
K Fx
}x}γ

q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

q si KFx}x}´γ ą SNRmin,
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où Fx est le coefficient du fading de Rayleigh. Du point de vue de la modélisation, cela
signifie qu’à chaque atome du processus de Poisson l’on ajoute une marque représentant
le fading de Rayleigh de cet utilisateur. On suppose généralement que :

– Fx et Fy sont des variables aléatoires indépendantes si x et y sont différents ;
– pour tout x P R2, Fx suit une loi exponentielle de paramètre 1.

Le modèles est donc maintenant un processus ponctuel marqué où les réalisations sont
de la forme :

ξ̃ “
ÿ

xPξ

δx,m

avec dPM pmq “ expp´mq 1R`pmqdm.

1) Exprimer sous forme d’intégrale le nombre moyen de sous-porteuses demandées
à chaque instant dans la cellule. On utilisera le même principe de découpage que
précédemment pour calculer explicitement cette intégrale. On rappelle que la fonction
gamma est définie par :

Γpzq “

ż 8

0

e´mmz´1 d z.

2) Pour k “ 1, ¨ ¨ ¨ , NM , quelle est la loi du nombre d’utilisateurs qui demandent
k sous-porteuses à un instant donné?

3) Vérifier ce résultat sur les simulations.
4) Calculer par simulation la probabilité d’outage pour des valeurs de S allant de

Smin à Smax avec un pas de 10.
5) Que vaut la borne de l’inégalité de concentration dans ce nouveau modèle?
6) On fixe un seuil de perte égal à 0,01, calculer le nombre de ressources nécessaires

pour obtenir une perte inférieure à ce seuil par simulation et en utilisant la borne obtenue
par inégalité de concentration.

7) Calculer par simulation la probabilité d’outage pour λ, λ ` 10 %, λ ` 20 %.
Comparer à la borne de concentration obtenue pour λ.

8) Même question en faisant varier γ de 10 %, 20 %.
9) Vos conclusions.

EXERCICE 24.– On considère X comme le processus représentant le nombre de
serveurs occupés dans une file Mλ/Mµ/8. On dit que f : NÑ R est c-lipschitizienne
si :

fpn` 1q ´ fpnq ď c, pour tout n.

1) Exprimer Xptq sous forme d’une intégrale par rapport à un processus de Poisson
sur R` ˆR`.
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C 200 kb/s
W 250 kHz
K 106

γ 2.8
R 300 m
λ 0,01 m´2

SINRmin 0,1
p 0,01

Smin 30
Smax 100

Tableau 10.5 – Valeurs numériques

On introduit D l’opérateur de différence associé à ce processus de Poisson. Soit f
c-lipschitizienne.

2) Pour tout ps, zq P R` ˆR`, montrer que :

|Ds,zfpXptqq| ď c 1r0, tspsq

et que :
ż

|Ds,zfpXptqq|
2λ d sdPσpzq ď λc2t.

3) En déduire une inégalité de concentration pour fpXptqq.

10.6. Notes et commentaires

La référence pour ce chapitre est bien entendu [BAC 09a, BAC 09b]. Pour de
nombreux résultats sur les interférences dans un cadre poissonnien, on pourra consulter
[HAE 08]. Les résultats d’analyse stochastique sont inspirés de [HOU 02] et [WU 00].
L’introduction de la dynamique de Glauber comme processus d’Ornstein-Uhlenbeck
est nouvelle. On trouvera une autre approche du calcul de Malliavin pour le processus
de Poisson principalement dans [PRI 09].
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Résumé

– Un processus de Poisson ponctuel permet de représenter des mobiles à un instant
donné ou des points d’accès de manière mathématiquement utilisable.

– La formule de Campbell permet de calculer facilement les espérances de fonc-
tionnelles d’un processus de Poisson. Elle permet de faire le lien avec le modèle dit
« fluide ».

– De la même manière qu’en dimension 1, la superposition de deux processus de
Poisson indépendants est un processus de Poisson.

– Le théorème du déplacement stipule que lorsque l’on bouge les atomes d’un
processus de Poisson indépendamment les uns des autres avec les mêmes statistiques,
le résultat est encore un processus de Poisson dont on sait calculer l’intensité.

– L’analyse stochastique permet d’établir l’inégalité de concentration. Cette identité
est utile pour borner des probabilités et ainsi définir des dimensionnements robustes.
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Annexe A

Cuisine et dépendance

Les concepts mathématiques et les théorèmes ont leur existence et leur intérêt
propre. Dans le cadre de la modélisation, les outils mathématiques deviennent des
ustensiles au service de la résolution d’un problème concret. Pour faire de la bonne
cuisine, encore faut-il connaître les ingrédients disponibles. Nous passons en revue
dans ce chapitre les notions de base, rarement décrites parce que supposées connues,
indispensables dans le reste de cet ouvrage. Il s’agit en particulier de définir les concepts
qui permettent de mesurer la dépendance entre aléas.

A.1. Espace de probabilités, processus

A.1.1. Dénombrabilité

Le concept de dénombrabilité joue un rôle primordial en probabilités ne serait-ce
que parce que la propriété de mesurabilité est stable par union dénombrable. Il est donc
intéressant de clarifier certaines notions et résultats relatifs à ce concept.

DÉFINITION A.1.– Un ensemble est fini de cardinal n s’il est en bijection avec l’en-
semble t1, ¨ ¨ ¨ , nu.

DÉFINITION A.2.– Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N,
l’ensemble des entiers naturels.

EXEMPLE.– 2N, l’ensemble des entiers pairs, est dénombrable. PpNq, l’ensemble
des parties de N, ne l’est pas. Il est en bijection avec l’ensemble des réels R. En effet,

347
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pour une partie A de N, on peut définir « la suite indicatrice » χApnq par :

χApnq “

#

1 si n P A,
0 sinon.

Puis à cette suite, on peut associer le réel xA défini par : xA “
ř

ně1 2´nχApnq.
Réciproquement, à un réel de r0, 1r, on peut associer son développement dyadique
propre :

x “
ÿ

ně1

xn2´n

avec xn P t0, 1u pour tout n. Cela définit un ensemble en prenant :

A “
ď

n : xn“1

tnu.

Par conséquent, PpNq est s en bijection avec t0, 1uN PpNq n’est pas dénombrable.

THÉORÈME A.1.– Si X et Y sont deux ensembles dénombrables alors X ˆ Y et
X Y Y sont dénombrables.

Tout est basé sur le résultat essentiel qui stipule de Nˆ N est en bijection avec N.
La bijection est construite comme indiquée sur la figure A.1. Par exemple, l’élément
p2, 0q est envoyé sur 3 et l’élément p0, 2q est envoyé sur 5.

N

N

0 1

2

3

4

5

6

Figure A.1 – Bijection de Nˆ N avec N
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COROLLAIRE A.2.– L’ensemble des entiers relatifs, Z, est dénombrable.

Le théorème suivant est loin d’être trivial.

THÉORÈME A.3.– S’il existe une injection de l’ensemble X dans l’ensemble Y et une
injection de Y dans X alors il existe une bijection de X dans Y .

COROLLAIRE A.4.– L’ensemble des rationnels, Q est dénombrable.

Démonstration. Il existe évidemment une injection de N dans Q et par construction
de Q, il existe une injection de Q dans Zˆ Z, qui d’après le théorème précedent est
en bijection avec N. Par conséquent, Q est en bijection avec N.

REMARQUE.– La plupart des processus que nous rencontrerons prennent leurs valeurs
dans des espaces au plus dénombrables. Grâce à l’étymologie, cela revient à dire
que l’on peut numéroter les éléments de ces ensembles. Soit E un ensemble au plus
dénombrable et soit ix P N l’indice correspondant à x P E. Inversement, xi le i-ème
élément de E est l’élément x de E tel que ix “ i. Lorsque E est un sous-ensemble
discret de R, la numérotation est évidente. Elle demande souvent un peu d’astuce
lorsque par exempleE est un espace produit comme dans le cas de la file MMPP/M/S/S,
mais cette difficulté relève de la représentation informatique des données plus que des
mathématiques à proprement parler.

EXEMPLE.– Soit E “ t0, 1u ˆ ta, b, cu. Cet ensemble comporte six éléments. On
peut décider d’un ordre en utilisant l’ordre lexicographique :

p0, aq ă p0, bq ă p0, cq ă p1, aq ă p1, bq ă p1, cq.

Ce qui donne ip0, cq “ 3 et x4 “ p1, aq.

Pour ce qui est des mathématiques, une fonction de E dans R est complètement
caractérisée par son « graphe » ppx, fpxqq, x P Eq mais comme E est dénombrable,
on identifie cet ensemble au vecteur colonne dont la ix-ème composante est fpxq. Une
mesure sur un espace dénombrable est caractérisée par sa valeur sur les singletons
donc s’identifie aussi à un vecteur π “ pπpixq, x P Eq. Ce vecteur est classiquement
écrit en ligne car mesures et fonctions sont en dualité (penser au théorème de Riesz),
l’intégrale de f sous la mesure π s’écrit :

ż

f dπ “
ÿ

xPE

fpxqπpxq “ pπpx1q, ¨ ¨ ¨ , πpxnq, ¨ ¨ ¨ q

¨

˚

˚

˚

˚

˝

fpx1q

...
fpxnq

...

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,
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où le vecteur ligne et le vecteur colonne sont multipliés selon les règles du produit
matriciel. Il est parfois plus pratique de raisonner en termes de fonctions, notamment
pour les preuves mathématiques, parfois plus agréable d’utiliser la notation vectorielle,
en particulier pour les calculs à l’ordinateur ou à la main. Dans le cas où l’on raisonne
avec des fonctions, il est plus naturel de noter les états par x, y, etc. Dans le cas où l’on
fait référence à des vecteurs, il est d’usage de numéroter les états par i, j, etc.

A.1.2. Espaces polonais

Les espaces polonais sont une catégorie d’ensembles topologiques suffisamment
générale pour de nombreuses applications et qui permettent de faire des probabilités de
façon rigoureuse sans douleur.

DÉFINITION A.3.– Un espace polonais E est un espace muni d’une distance d qui
satisfait les deux propriétés suivantes :

– il est complet : toute suite de Cauchy converge ;
– il est séparable : il existe une suite pxn, n ě 1q d’éléments de E dense dans E,

c’est-à-dire telle que pour tout x P E, tout ε ą 0, il existe xn tel que dpxn, xq ă ε.

EXEMPLE.– Les espaces R, Rn, Cn sont des espaces polonais pour la distance usuelle.
Des familles dénombrables denses sont respectivement Q, pQqn, pQ` iQqn.

EXEMPLE.– Plus généralement, nous serons amenés à manipuler des suites infinies
de réels. Dès que la taille d’un « vecteur » devient infinie, se posent des problèmes de
sommabilité ou de « bornitude ». Si E est un espace dénombrable, on considère donc
souvent des sous-espaces de l’ensemble des suites de réels indexées par E, ensemble
que l’on note RE . Les deux sous-ensembles de RE les plus importants pour nous
serons l8pEq et l2pEq.

DÉFINITION A.4.– L’ensemble l8pEq est l’ensemble des suites de réels indexées par
E dénombrable, qui sont bornées :

u “ pupxq, x P Eq P l8pEq ðñ sup
xPE

|upxq| ă 8.

On note alors }u}8 “ supxPE |upxq|. L’espace pl8pEq, }}8q est un espace vectoriel
normé complet, autrement dit, un espace de Banach. Soit φ une bijection entre N et
E et En “ φpt0, ¨ ¨ ¨ , nuq. L’ensemble

Ť

ně0 Q
En est évidemment dénombrable et

dense donc pl8pEq, } }8q est polonais.

DÉFINITION A.5.– Soit E un ensemble dénombrable et π une mesure sur E. L’en-
semble l2pE, πq est l’ensemble des suites de réels indexées par E dénombrable qui
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sont de carré sommable pour π :

u “ pupxq, x P Eq P l2pEq ðñ
ÿ

xPE

|upxq|2πpxq ă 8.

On note alors }u}2 “ p
ř

xPE |upxq|
2πpxqq1{2. L’espace pl2pE, πq, } }2q est un espace

vectoriel muni d’un produit scalaire :

xu, vyl2pE, πq “
ÿ

xPE

upxqvpxqπpxq,

qui généralise le produit scalaire des vecteurs de Rn. De plus, pl2pEq, }}2q est complet
pour ce produit scalaire, c’est donc un espace de Hilbert. L’ensemble

Ť

ně0 Q
En est

aussi dense dans pl2pE, πq, } }2q donc pl2pE, πq, } }2q est polonais.

EXEMPLE.– L’espace des fonctions continues sur r0, T s à valeurs dans R est aussi un
espace polonais pour la distance induite par la norme uniforme :

dpf, gq “ sup
0ďtďT

|fptq ´ gptq|.

Il est bien connu que cet espace est complet. D’après le théorème de Weierstrass,
les polynômes à coefficients rationnels forment une famille dénombrable dense. En
effet, l’ensemble des polynômes à coefficients de degré au plus k est en bijection avec
Qk`1 donc la réunion de ces ensembles est une réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables donc elle est dénombrable.

EXEMPLE.– L’espace Dpr0, T s, Rq des fonctions continues à droite avec des limites
à gauche (cadlag) est généralement muni de la distance :

dpf, gq “ inf
φPHT

sup
0ďtďT

|fptq ´ gpφptqq|,

où HT est l’ensemble des homéomorphismes (bijections continues, d’inverse continu)
de r0, T s dans lui-même. On démontre que cet espace est complet et que la famille
de polynômes à coefficients rationnels définie dans le cas des fonctions continues est
encore dense.

EXEMPLE A.1.– Le dernier exemple dont nous aurons besoin est celui des configura-
tions sur un espace lui-même polonais E.

DÉFINITION A.6.– Une configuration est un ensemble de points d’un ensemble E
localement fini : il y a un nombre fini de points dans tout ensemble borné. On note NE

l’ensemble des configurations de E.

On note ξ, l’élément générique de l’ensemble des configurations. Chaque ξ est
un ensemble, c’est-à-dire ξ “ tx1, x2, ¨ ¨ ¨ u, mais on l’identifie aussi à une mesure
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ponctuelle : ξ “
ř

xPξ δx. Suivant les contextes, l’une ou l’autre des représentations
est la plus agréable. La configuration vide notéeH correspond à la mesure nulle, à ne
pas confondre avec la mesure de Dirac en 0. Une configuration a au plus un nombre
dénombrable d’éléments, on peut donc indexer ceux-ci par les entiers mais il n’y a
pas d’ordre préférentiel : x1 peut représenter n’importe lequel des atomes de ξ. C’est
pourquoi il est préférable de garder une notation ensembliste tant que possible. Pour
f : E Ñ R, on pose (sans se soucier de la convergence de la série pour le moment) :

ż

f d ξ “
ÿ

xPξ

fpxq.

Pour A un ensemble de E, ξpAq est le nombre de points de ξ X A. On note aussi
|ξ| “ ξpEq le nombre de points total de ξ, éventuellement infini. Enfin, il est très
fréquent que l’on soit obligé de se restreindre à des sous-ensembles de E. On note ξB
la restriction de ξ à B : ξBpAq “ ξpAXBq.

EXEMPLE.– L’ensemble tpn, 0q, n P N˚u est une configuration. En revanche, l’en-
semble tp1{n, 0q, n P N˚u n’en est pas une car il y a un nombre infini de points dans
l’intervalle r0, 1s. Voir figure A.2.

Figure A.2 – Exemple et contre-exemple de configurations

DÉFINITION A.7.– Soit E un espace polonais, un processus ponctuel N sur E est une
variable aléatoire à valeurs dans l’ensemble NE des configurations de E.

DÉFINITION A.8.– Soit E un espace polonais et NE l’ensemble des configurations
de E. La suite de configurations pξn, n ě 1q converge vers la configuration ξ au sens
vague si pour toute fonction f continue à support compact de E dans R, on a :

ż

f d ξn
nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ

ż

f d ξ.

Cela veut presque dire que les positions des atomes des ξn tendent vers celles des
atomes de ξ mais il peut y avoir fuite de masse à l’infini :

δn
nÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0 car pour f à support compact fpnq nÑ`8

ÝÝÝÝÝÑ 0.

THÉORÈME A.5.– L’espace NE muni de la convergence vague est polonais.
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Pour construire la distance sur NE , on considère une suite dense pxn, n ě 1q
d’éléments de E. On note Bn,q “ tx P E, dEpx, xnq ď 1{qu, la boule ouverte de
centre xn et de rayon 1{q. La famille dénombrable de fonctions pfn, q “ 1Bn, q , n ě
1, q ě 1q engendre la tribu BpEq. Pour deux configurations ω et η de NE , on pose :

dpω, ηq “
ÿ

ně1

ÿ

qě1

2´pn`qqζp|

ż

fn, qpdω ´ d ηq|q,

où ζpxq “ x{p1` xq. On peut montrer que cette distance engendre la même topologie
que celle de la convergence vague, c’est-à-dire que les suites convergentes sont les
mêmes dans les deux cas. Pour construire une famille dénombrable dense, il suffit de
s’inspirer du schéma de ce que l’on a fait pour les fonctions continues. E est polonais
donc il existe une famille dénombrable dense Q “ pxn, n P Nq. L’ensemble des
mesures ponctuelles simples finies dont les atomes appartiennent à Q joue le même
rôle que les polynômes à coefficients rationnels.

Les espaces polonais possèdent des propriétés sympathiques pour les probabilistes.
Par exemple, les variables aléatoires définies sur un espace polonais sont automatique-
ment « tendues » : pour tout ε ą 0, il existe un compact K tel que PpX P Kcq ď ε. Par
ailleurs, les tribus sont dites à base dénombrable : il existe une famille dénombrables
d’ensembles qui engendrent la tribu (penser aux intervalles à extrémités rationnelles
dans le cas de R). On peut alors réduire certaines preuves à des vérifications sur ces
ensembles particulièrement simples et appliquer ce qu’il est convenu d’appeler un
« principe de classe monotone », voir le lemme A.8.

A.1.3. Processus

Un processus est une famille de variables aléatoires indexée par T “ N ou T “ R`,
plus rarement par Z ou R. Ces variables aléatoires sont supposées être définies sur le
même espace Ω et prendre leur valeur dans le même espace polonais E, ce qui revient
à dire que l’on a une application X comme suit :

X : Ωˆ T ÝÑ E

pω, tq ÞÝÑ Xpω, tq.

On peut tout aussi bien ne garder comme variable que l’aléa ω et considérer X comme
une variable aléatoire à valeurs dans les applications de T dans E, ensemble noté
usuellement ET :

X : Ω ÝÑ ET

ω ÞÝÑ pt ÞÑ Xpω, tqq.
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Dans cette description, la valeur deXpωq s’appelle la trajectoire deX , c’est l’ensemble
des éléments de E obtenus en fixant ω et en faisant varier t dans T.

La première description est la plus naturelle car elle correspond à l’idée que l’on se
fait d’un système dynamique : une suite de valeurs indexées par le temps. La deuxième
description plus abstraite permet de construire le cadre mathématique rigoureux.

On sait bien qu’en probabilité, seul compte l’espace d’arrivée des variables aléa-
toires, l’espace Ω est souvent mal défini. Pour se simplifier la vie, il est courant de
considérer que Ω est déjà l’espace des valeurs. Dans le cas de la deuxième présenta-
tion, l’aléa devient directement une trajectoire. Les valeurs à l’instant t deviennent les
applications coordonnées :

Xt : ET ÝÑ E

ω ÞÝÑ Xtpωq “ ωptq.

A partir du moment, où l’on prend pour Ω l’espace des trajectoires et que l’on veut
munir cet espace d’une probabilité, on mesure la difficulté qu’il y a à travailler sur un
espace « compliqué », ce qui est un aspect occulté mais implicite dans la présentation
avec un Ω quelconque.

Dans le cas où l’ensemble d’indices est dénombrable,EN hérite assez naturellement
de la topologie produit de celle de E qui en fait un espace polonais. La loi de X est
alors déterminée par les lois marginales fini-dimensionnelles. Cela signifie que deux
processus X et Y tels que :

LoipX0, ¨ ¨ ¨ , Xnq “ LoipY0, ¨ ¨ ¨ , Ynq pour tout n ě 0,

ont la même loi. En revanche, il ne suffit pas que Xn ait la même loi que Yn. Par
exemple, si les Yn sont des copies indépendantes de X et Xn “ X pour tout n alors
PpX1 ‰ X2q “ 0 et PpY1 ‰ Y2q ą 0, ce qui empêche l’égalité en loi des deux
processus.

La situation est plus complexe si l’espace d’indices a la puissance du continu car
ER` n’est pas naturellement équipé d’une topologie. Il y a deux choix essentiels d’es-
pace dont les propriétés sont présentées plus bas : soit l’espace des fonctions continues,
soit celui des fonctions continues à droite avec des limites à gauche. Dans les deux cas,
la loi d’un processus est déterminée par les lois marginales fini-dimensionnelles : deux
processus X et Y ont même loi si et seulement si :

LoipXt1 , ¨ ¨ ¨ , Xtnq “ LoipYt1 , ¨ ¨ ¨ , Ytnq pour tout t1, ¨ ¨ ¨ , tn P T.

A.1.4. Tribus

DÉFINITION A.9.– Une tribu E d’un ensemble E est un sous-ensemble de parties de
E qui satisfait les trois propriétés suivantes :
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– H P E ;
– si A P E alors Ac P E ;
– si pAn, n ě 1q est une famille dénombrables d’éléments de E alors

Ť

ně1An est
un élément de E .

Les ensembles d’une tribu sont souvent appelés ensembles mesurables parce que ce
sont ceux dont on pourra calculer la (mesure de) probabilité.

EXEMPLE.– Les exemples classiques de tribus sont la tribu « grossière » : E “ tH, Eu
et la tribu de toutes les parties de E : E “ PpEq. Nous en verrons d’autres exemples
ci-dessous avec notamment le concept de tribu engendrée.

REMARQUE.– Pour une variable aléatoire discrète, on voudra calculer des quantités
comme PpX “ iq, c’est-à-dire calculer la probabilité du singleton tiu sous la loi de X .
Il faut donc que tous les singletons soient des ensembles mesurables. Dans un espace
dénombrable, tous les ensembles s’écrivent comme réunion au plus dénombrable des
singletons qui les composent. Par stabilité d’une tribu par réunion dénombrable, on en
déduit que si les singletons sont mesurables, tous les ensembles le sont.

La situation est totalement différente pour un espace non dénombrable. On veut
toujours que les singletons soient des mesurables mais cela ne suffit pas à couvrir toutes
les parties de E. De plus, on montre que, sauf à renoncer à l’axiome du choix, l’on ne
peut pas raisonnablement construire de mesure définie sur l’ensemble des parties d’un
espace non dénombrable. La bonne notion est celle de tribu engendrée.

DÉFINITION A.10.– Soit C Ă PpEq, on note σpCq la plus petite tribu qui contient C.

EXEMPLE A.2.– Pour un ensemble de A P E, σpAq “ tH, A, Ac, Eu.

DÉFINITION A.11.– Pour un ensemble polonaisE, on note BpEq la tribu des boréliens
de E définie comme la tribu engendrée par les ouverts de la topologie de E.

Pour une application X de E dans Rd, on note σpXq la plus petite tribu qui rend
X mesurable de pRd, σpXqq dans pRd, BpRdqq.

LEMME A.6.– Si X est mesurable de pE, tH, A, Ac, Euq dans pF, Fq un autre
espace polonais alors X est de la forme : il existe f1 et f2 dans F tels que :

Xpωq “

#

f1 si ω P A,
f2 si ω P Ac.

(A.1)
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Démonstration. En effet, soit ω1 P E. Comme X est mesurable B “ X´1ptXpω1quq

vaut l’un des quatre ensembles tH, A, Ac, Eu. Comme ω1 P B,B ne peut être vide. Si
B “ E, cela signifie que pour tout ω P B “ E, Xpωq “ Xpω1q donc X est constante.
La variable aléatoire X est bien de la forme (A.1) avec f1 “ f2 “ Xpω1q. Si B “ A
alors Xpωq “ Xpω1q pour tout ω P A. Soit ω2 P A

c, l’ensemble C “ X´1ptXpω2quq

ne peut être égal qu’à Ac et donc Xpωq “ Xpω2q pour tout ω P Ac. Par conséquent,
X est bien de la forme (A.1) avec fi “ Xpωiq.

Plus généralement, on a le théorème suivant.

THÉORÈME A.7.– Soit X : E ÝÑ pF, Fq et Y : E ÝÑ pR, BpRqq où E et F
sont deux espaces polonais. La variable aléatoire Y est σpXqmesurable si et seulement
s’il existe ψ : F ÝÑ R mesurable telle que Y “ ψpXq.

Démonstration. La tribu engendrée par X contient nécessairement les ensembles de
la forme X´1pAq pour A P F . Comme cet ensemble d’ensembles constitue une tribu,
σpXq “ tX´1pAq, A P Fu. Si Y est de la forme 1B alors Y ´1pt1uq “ B appartient
à σpXq donc il existe C P F tel que B “ X´1pCq. Par conséquent, on a Y “ 1CpXq.

Soit maintenant Y étagée :

Y “
n
ÿ

i“1

αi 1Ai

avec Ai X Aj “ H et αi ´ αj ‰ 0 pour i ‰ j. Puisque Ai “ Y ´1ptαiuq, par
le même raisonnement, on construit C1, ¨ ¨ ¨ , Cn ensembles F mesurables tels que
Y “ p

řn
i“1 αi 1CiqpXq. Soit Y variable aléatoire positive F mesurable, on sait qu’il

existe Yn étagée qui converge presque sûrement vers Y . On a précédemment construit
ψn tel que Yn “ ψnpXq. Comme Yn converge vers Y , ψn converge vers quelque
chose sur l’image de E par X . Malheureusement, rien ne garantit que cet ensemble
soit mesurable. Pour éviter cet écueil, on pose ψ “ lim supn ψn. Comme toute limite
supérieure de fonctions mesurables est mesurable, cette fonction est mesurable. De
plus, aux endroits où ψn converge vers ψ, la limite supérieure aussi. En conclusion, on
a bien construit ψ mesurable telle que Y “ ψpXq.

L’un des principes les plus utiles pour établir des formules en les réduisant à des
vérifications sur des ensembles est celui de classe monotone, que nous énonçons
maintenant.

DÉFINITION A.12.– Un π-système est un ensemble de parties de E polonais stable
par intersection finie.
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DÉFINITION A.13.– Un λ-système D est un ensemble de parties de E polonais stable
par limite croissante (la réunion d’une famille croissante d’éléments de D appartient à
D) et différence (si B Ă A avec A, B P D alors AzB P D.)

THÉORÈME A.8.– Soit C un π-système et D un λ-système d’un espace polonais E. Si
C Ă D alors σpCq Ă D.

A.2. Espérance conditionnelle

Pour pE, Eq polonais, on note L2pE, E , Pq l’espace des variables aléatoires de
carré intégrable : les variables aléatoires telles que E

“

X2
‰

ă 8. Pour F sous-tribu
de E , la théorie des espaces de Hilbert stipule alors que l’on peut définir la projection
orthogonale sur L2pE, F , Pq.

DÉFINITION A.14.– Soit X P L2pE, E , Pq, on note E rX |Fs, l’espérance condi-
tionnelle de X sachant F , définie comme la projection orthogonale de X sur l’espace
de Hilbert L2pE, F , Pq.

Par définition d’une projection orthogonale, cela signifie que :

E rX |Fs est F-mesurable et E rZXs “ E rZE rX |Fss , (A.2)

pour toute variable aléatoire Z bornée, F-mesurable. Par analogie avec le cas non
conditionnel, on introduit la probabilité conditionnelle sachant (une tribu) F , par :

PpA |Fq “ E r1A |Fs .

Ainsi définie, l’espérance conditionnelle et la probabilité conditionnelle sont des va-
riables aléatoires.

EXEMPLE.– Soit F “ tH, A,Ac,Ωu où A P E. Donc F est une sous-tribu de E car
A P E. Calculons E rX |Fs pour un X P L2pE, E , Pq. D’après le lemme A.6, si Z
est une variable aléatoire F-mesurable alors elle est forcément du type :

Z “ a 1A`b 1Ac , a, b P R,

par conséquent E rX |Fs sera de la forme aussi c 1A`d 1Ac , et il suffit de déterminer
les constantes c et d. En remplaçant E rX |Fs par c 1A`d 1Ac dans (A.2), pour tout a
et tout b, nous obtenons :

E rpa 1A`b 1Acqpc 1A`d 1Acqs “ acPpAq ` bdPpAcq,

donc :
E rXpa 1A`b 1Acqs “ acPpAq ` bdPpAcq.



358 Modélisation et analyse des réseaux

Par conséquent, en choisissant successivement a “ 0, b quelconque puis b “ 0, a
quelconque, nous obtenons :

E rX |Fs “ E rX 1As
PpAq

1A`
E rX 1Acs
PpAcq

1Ac .

En particulier, pour X “ 1C , C P E, on a :

PpC |Fq “ PpC |Aq 1A`PpC |Acq 1Ac ,

d’où le lien avec la notion de probabilité conditionnelle élémentaire.

Les résultats suivants se trouvent dans tous les ouvrages sur l’espérance condition-
nelle, nous en omettons les preuves.

THÉORÈME A.9.– Soit X une variable aléatoire de L2pE, E , Pq et F une sous-tribu
de E . On a les propriétés suivantes :

1) si X ě 0 p.s. alors E rX |Fs ě 0 ;
2) E r|E rX |Fs |s ď E r|X|s ;
3) pour tout X P L1pE, E , Pq, il existe une unique variable aléatoire, notée

E rX |Fs, qui satisfait (A.2) ;
4) siX est F -mesurable et Y E mesurable telles queXY P L1 alors E rXY |Fs “

XE rY |Fs ;
5) si X P L1 est indépendante de F alors E rX |Fs “ E rXs ;
6) si F Ă G Ă E alors pour tout X P L1, on a :

E rE rX |Gs |Fs “ E rE rX |Fs |Gs “ E rX |Fs .

A.2.1. Indépendance et conditionnement

Les résultats suivants sur l’indépendance conditionnelle sont moins connus mais
tout à fait essentiels pour établir de façon économique les différentes formes de la
propriété de Markov.

DÉFINITION A.15.– Soit F1, ¨ ¨ ¨ , Fn, G Ă E des tribus. Les tribus F1, ¨ ¨ ¨ , Fn sont
indépendantes conditionnellement à G lorsque :

P
`

Xnj“1Bj
ˇ

ˇ G
˘

“

n
ź

j“1

P p Bj | Gq presque sûrement, (A.3)

pour tout Bj P Fj , j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.
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Une famille infinie de tribus pFr, r P T q est indépendante conditionnellement à G
si (A.3) est vraie pour toute sous-famille finie.

THÉORÈME A.10.– Soit F , G et H trois tribus de pE, Eq. Il y a équivalence entre les
trois propriétés suivantes :

1) F et H sont indépendantes conditionnellement à G ;
2) pour tout H P H, PpH |F _ Gq “ PpH |Gq, presque sûrement ;
3) H et F _ G sont indépendantes conditionnellement à G.

Démonstration. Supposons que F et H sont indépendantes conditionnellement à G.
Pour F P F , G P G et H P H, on a :

E rPpH |Gq 1F 1Gs “ E rPpH |GqPpF |Gq 1Gs

“ E rPpH X F |Gq 1Gs

par définition de l’indépendance conditionnelle. De la propriété 4 du théorème (A.9),
on déduit que :

E rPpH X F |Gq 1Gs “ E r1H 1FXGs .
On note :

D “ tF _ G, E rPpH |Gq 1M s “ E r1H 1M su .
De ce qui précède, C “ tM “ F XG, F P F , G P Cu Ă D. Il est évident que C est un
π-système. Par linéarité et convergence monotone, il apparaît que D est un λ-système.
En vertu du théorème A.8 , D contient la tribu engendrée par C. Or F Ă C et G Ă G
donc C contient F _ G. Ceci signifie que pour tout M P F _ G, on a :

E rPpH |Gq 1M s “ E r1H 1M s .

Comme PpH |Gq est F _ G mesurable, on conclut de cette identité que le point 2 est
vérifié.

Réciproquement si le point 2 est vérifié, pour tout F P F et tout H P H, on obtient :

PpF XH |Gq “ E rPpF XH |F _ Gq |Gs

“ E r1F PpH |F _ Gq |Gs

“ E r1F PpH |Gq |Gs

“ PpH |GqPpF |Gq.

Ce qui prouve l’indépendance de F et H conditionnellement à G.

D’après le point 2, H et F _ G sont indépendantes conditionnellement à G si et
seulement si PpH |F _ Gq “ PpH |Gq pour tout H P H. C’est très exactement la
même condition que celle qui induit que F et H sont indépendantes conditionnellement
à G. L’équivalence des points 1 et 3 en découle.
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Le raisonnement de la première étape s’appelle un « argument de classe monotone ».
Les utilisations suivantes d’un tel procédé ne seront pas détaillées, le principe en étant
toujours le même.

THÉORÈME A.11.– Soit G, H, F1, ¨ ¨ ¨ , Fn, ¨ ¨ ¨ des tribus. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

1) les tribus H et
Ž

n Fn sont indépendantes conditionnellement à G ;
2) pour tout entier n, les tribus H et Fn`1 sont indépendantes conditionnellement

à G _ F1 _ . . .Fn.

Démonstration. Si H et
Ž

n Fn sont indépendantes conditionnellement à G alors
H et toute tribu engendrée par une sous-famille finie des Fj sont indépendantes
conditionnellement à G. Appliquons le théorème A.10 avec F “

Žn
j“1 Fj puis

F “
Žn`1
j“1 Fj , on obtient :

PpH |Gq “ PpH |G _
n
ł

j“1

Fjq et PpH |Gq “ PpH |G _
n`1
ł

j“1

Fjq.

En appliquant une nouvelle fois le théorème A.10 avec F “ Fn`1, on en déduit le
point 2.

Réciproquement, supposons que pour tout n ě 0, pour tout H P H, on ait :

PpH |G _
n
ł

j“1

Fjq “ PpH |G _
n`1
ł

j“1

Fjq.

Par transitivité de la relation d’égalité, on a alors :

PpH |Gq “ PpH |G _
m
ł

j“1

Fjq pour tout m.

Toujours d’après le théorème A.10, on en déduit que H et
Žm
j“1 Fj sont indépendantes

conditionnellement à G. Par définition de l’indépendance conditionnelle pour un nombre
infini de tribus, cela suffit à montrer le point 1.

A.2.2. Propriété de Markov

Introduisons d’abord l’opérateur de décalage θt. Supposons que l’on ait une famille
de variables aléatoires à valeurs dans E, indexées par T dénombrable ou pas. En dehors
de toute considération topologique, les trajectoires de ce processus sont des éléments
de ET, les applications de T dans E.
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DÉFINITION A.16.– Pour tout t P T, l’opérateur de décalage θt est défini par :

θt : ET ÝÑ ET

pωs, s P Tq ÞÝÑ pωt`s, s P Tq.

- La trajectoire θtω est donc la trajectoire qui commence à l’instant t et qui est indexée
par la durée entre l’instant présent et t. Une variable aléatoire σpXu, t ď uq-mesurable
s’écrit donc F pωq “ ψpθtωq avec ψ-mesurable. Soit T Ă R un ensemble d’indices.
Soit pFt, t P Tq une filtration de pE, Eq polonais : t ď t1 ùñ Ft Ă Ft1 .

DÉFINITION A.17.– Une famille de variables aléatoires X “ pXt, t P Tq à valeurs
dans E, est markovienne lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées :

– Xt est Ft mesurable pour tout t P T ;
– les tribus Ft et σpXsq sont indépendantes conditionnellement à Xt pour tout

t ď s P T.

THÉORÈME A.12.– Si X est markovienne alors pour tout t P T, les tribus Ft et
σtXs, s ě tu sont indépendantes conditionnellement àXt. De plus, pour toute fonction
ψ bornée de pE, Eq dans R, on a l’identité suivante :

E rψ ˝ θt |Fts “ E rψ ˝ θt |Xts . (A.4)

- Cette propriété signifie que passé et futur sont indépendants conditionnellement au
présent. A l’instant t, pour déterminer la suite de l’évolution de X , seule compte la
valeur en t, peu importe comment on y est arrivé.

Démonstration. Par un argument de classe monotone dans le cas où T “ R`, par
définition dans le cas T “ N, il faut et il suffit que l’on montre que les tribus Ft et
σtXs, s P tt “ t0 ă t1 ă . . . ă tnuu sont indépendantes conditionnellement à Xt.

On sait que pour tout j, σpXtnq et Ftn´1
sont indépendantes conditionnellement à

Xtn . Or Ft0 _
Žn´1
j“1 σpXtj q est une sous-tribu de Ftn´1 puisque Xtj est Ftj (donc

Ftn´1)-mesurable. D’après le théorème A.11 avec F “ σpXtnq et G “ σpXtn´1q,
les tribus Ft et σpXtnq sont indépendantes conditionnellement à σpXt, ¨ ¨ ¨ , Xtn´1

q.
En appliquant de nouveau le théorème A.11 avec F “ Ft et G “ σpXtq, on voit
que les tribus Ft et σtXs, s P tt “ t0 ă t1 ă . . . ă tnuu sont indépendantes
conditionnellement à Xt.

Pour montrer le deuxième point, remarquons de ψ ˝ θt est
Ž

sět Fs-mesurable.
D’autre part, comme E rψ ˝ θt |Xts est Ft-mesurable, il suffit d’établir, pour tout
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F P Ft, l’identité suivante :

E rE rψ ˝ θt |Xts 1F s “ E rψ ˝ θt 1F s .

Or, d’après les propriétés de l’espérance conditionnelle et la première partie de la
preuve, on a :

E rE rψ ˝ θt |Xts 1F s “ E rE rψ ˝ θt |XtsE r1F |Xtss

“ E rE rψ ˝ θt 1F |Xtss

“ E rψ ˝ θt 1F s ,

d’où le résultat.

A.3. Espaces de vecteurs et ordres

Fixons p ě 1. Dans l’espace euclidien Rp, pour tout x, y P Rn et λ P R, nous
notons naturellement :

x “ pxp1q, xp2q, ¨ ¨ ¨ , xppqq

λ.x “ pλxp1q, ¨ ¨ ¨ , λxppqq

x` y “ pxp1q ` yp1q, ¨ ¨ ¨ , xppq ` yppqq

On notera par ailleurs dans toute la suite :
– e1 “ p1, 0, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q, le premier vecteur de la base canonique de Rp ;
– 1 “ p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1q ;

– X` “
´

Xp1q`, Xp2q`, ¨ ¨ ¨ , Xppq`
¯

pour tout X P Rp ;

– pour tout X P Rp, X̄ est le vecteur correspondant ordonné par ordre croissant.

On note alors pR`qp, l’ensemble des vecteurs de pR`qp dont les coordonnées sont
rangées par ordre croissant.

DÉFINITION A.18.– Une relation «ď » sur un ensembleE définit une relation d’ordre
si elle est :

(i) réflexive : pour tout x P E, x ď x ;
(ii) transitive : pour tout x, y, z P E, x ď y et y ď z implique x ď z ;

(iii) antisymétrique : pour tout x, y P E, x ď y et y ď x implique y “ x.

La relation d’ordre est alors dite totale si x ď y ou y ď x pour tout x, y P E, partielle
sinon.
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On définit une première relation d’ordre partiel sur Rp, notée « ă », par la relation
suivante :

X ă Y ðñ Xpiq ď Y piq pour tout i “ 1, ¨ ¨ ¨ , p. (A.5)

En particulier, pR`qp admet bien sûr le point ă-minimal 0 “ p0, ¨ ¨ ¨ , 0q. Par ailleurs,
en raisonnant coordonnée par coordonnée, on vérifie toutes les suites ă-croissantes et
majorées dans Rp convergent.

L’ordre Schur-convexe, noté ăc est un autre (quasi) ordre partiel sur Rp, particuliè-
rement utilisé en économie.

DÉFINITION A.19.– Soit u et v deux vecteurs de Rp. On dit que u ăc v si :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

p
ÿ

i“1

upiq “
p
ÿ

i“1

vpiq,

p
ÿ

i“k

ūpiq ď
p
ÿ

i“k

v̄piq, k “ 2, ¨ ¨ ¨ , p.

- On peut donc comparer u et v par l’ordre Schur-convexe si u et v représentent deux
répartitions en p composantes de la même masse totale. Alors u ăc v signifie que u
répartit une masse plus grande sur un plus grand nombre de composantes que v. La
relation « ăc » est presque un ordre partiel dans le sens où u ăc v et v ăc u impliquent
que u et v sont égaux à une permutation de leur coordonnées près.

Soit Sp, l’ensemble des permutations de rr1, pss. Pour tout élément x P Rp et tout
γ P Sp, nous notons :

xγ “
´

x pγp1qq , x pγp2qq , ¨ ¨ ¨ , x pγppqq
¯

.

DÉFINITION A.20.– Soit E, un ensemble. Une fonction F : Rp Ñ E est dite
symétrique si F pxq “ F pxγq pour tout x P Rp et γ P Sp.

– Soit γ P Sp et x P Rp. On dit que γ est une permutation ordonnante de x si x
n’est pas totalement ordonné et si γpiq “ j et γpjq “ i pour un certain couple pi, jq
tel que i ă j et xpiq ą xpjq, et γpkq “ k pour tout k R ti, ju.

La démonstration suivante est laissée au lecteur.

LEMME A.13.– Pour tout x, y P Rp, l’équivalence suivante est satisfaite :

x ăc y ðñ ´x ăc ´y. (A.6)
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LEMME A.14.– Pour tout x, y P Rp, pour toute fonction convexe et symétrique
F : Rp Ñ R, l’équivalence suivante est satisfaite :

x ăc y ðñ F pxq ď F pyq. (A.7)

Pour tout x, y P Rp, pour toute permutation γ ordonnant x :

xγ ´ ȳ ăc x´ ȳ en particulier, x̄´ ȳ ăc x´ ȳ. (A.8)

Nous introduisons maintenant la relation d’ordre suivante sur pR`qp, qui est une
variante de l’ordre Schur-convexe.

DÉFINITION A.21.– Soit u et v P pR`qp. On note u ă˚ v si :

p
ÿ

i“k

upiq ď
p
ÿ

i“k

vpiq, pour tout k P rr1, pss.

On peut vérifier en exercice que « ă˚ » définit bien un ordre partiel sur pR`qp. Par
ailleurs, nous avons le résultat suivant.

LEMME A.15.– Soit u, v P pR`qp tels que u ă˚ v :
(i) pour tout x P R, on a :

ru´ x.1s
`

ă˚ rv ´ x.1s
`

;

(ii) pour tout i P rr1, pss tel que upjq ď vpjq, pour tout y P R`, on a :

u` y.ej ă˚ v ` y.ej .

Démonstration. (i) Le résultat est trivial si uppq ď x. Sinon, pour tout k P rr1, pss il
existe un ` ě k tel que :

p
ÿ

i“k

pupiq ´ xq
`
“

p
ÿ

i“`

pupiq ´ xq ď
p
ÿ

i“`

pvpiq ´ xq ď
p
ÿ

i“k

pvpiq ´ xq`.
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(ii) Pour tout k ą j, on a :

p
ÿ

i“k

pu` y.ejq piq “

˜

p
ÿ

i“k

upiq

¸

_

˜

upjq ` y `
p
ÿ

i“k`1

upiq

¸

ď

˜

p
ÿ

i“k

vpiq

¸

_

˜

vpjq ` y `
p
ÿ

i“k`1

vpiq

¸

“

p
ÿ

i“k

pv ` y.ejq piq,

alors que pour tout k ď j :

p
ÿ

i“k

pu` y.ejq piq “
p
ÿ

i“k

upiq ` y ď
p
ÿ

i“k

vpiq ` y “
p
ÿ

i“k

pv ` y.ejq piq.

D’où le résultat.

Plusieurs SRS étudiées au chapitre 4 prennent des valeurs vectorielles avec un
nombre non borné de composantes. Nous introduisons donc l’espace S des suites
positives presque nulles (toutes leurs composantes sont nulles à partir d’un certain rang,
et jamais nulles auparavant) :

S :“

#

u P pR`qN
˚

, DNpuq P N, upiq “ 0@ i ą Npuq

et upiq ą 0@ i ď Npuq

+

. (A.9)

En d’autres termes, Npuq est le nombre de coordonnées non nulles de u. Pour tout
u P S, nous notons u, la version ordonnée de u par ordre décroissant :

upi` 1q ď upiq pour tout i P N.

Pour tout u P S, nous notons u, la version ordonnée de u par ordre décroissant :

upi` 1q ď upiq pour tout i P N.

Nous élargissons maintenant la définition des ordres partiels « ă » et « ăc » à S.

DÉFINITION A.22.– Soit u, v P S . Soit ũ et ṽ, les versions ordonnées des restrictions
respectives de u et v à leurs Npuq _Npvq premières coordonnées.
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(i) On dit que u ăc v si ũ ăc ṽ, autrement dit :

u ăc v ðñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ÿ

iPN˚

upiq “
ÿ

iPN˚

vpiq;

8
ÿ

i“j

upiq ě

8
ÿ

i“j

vpiq pour tout k P N˚.

(ii) On dit que u ă v si ũ ă ṽ, autrement dit :

u ăc v ðñ upiq ă vpiq pour tout i P N˚.

Nous définissons de la même façon l’ensemble des suites à valeurs dans pR`q2.

Tout élément u de
`

R2
˘N˚

est noté :

u :“
´

`

u1p1q, u2p1q
˘

,
`

u1p2q, u2p2q
˘

, ...
¯

.

De manière équivalente, on peut écrire u sous la forme :

u “
`

u1, u2
˘

,

où :
u1 “

`

u1p1q, u1p2q, ...
˘

et u2 “
`

u2p1q, u2p2q, ...
˘

sont deux éléments de RN˚ .

On définit alors, de manière similaire à S :

S2 :“

#

u P
`

pR`q2
˘N˚

, DNpuq P N,
`

u1piq, u2piq
˘

“ p0, 0q @ i ą Npuq

et u1piq ą 0, u2piq ą 0@ i ă Npuq et u1 pNpuqq ą 0, u1 pNpuqq “ 0

+

, (A.10)

l’ensemble des suites dont les coefficients sont égaux à p0, 0q à partir d’un certain rang
Npuq ` 1, à valeurs dans

`

R˚`
˘2

jusqu’au rang Npuq ´ 1 et de première composante
strictement positive au rang Npuq (la deuxième étant nulle).

A.4. Processus à variation finie

En calcul stochastique, apparaissent de manière récurrente des fonctions dites à
« variation finie ». Ces fonctions se révèlent être des différences de deux fonctions
monotones croissantes et les fonctions croissantes jouissent de propriétés de différen-
tiabilité intéressantes. Cela permet d’écrire une formule d’intégration par parties et une
formule de changement de variables pour les fonctions à variation finie qui sont d’un
usage constant en probabilités.
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DÉFINITION A.23.– Soit ra, bs Ă R, on appelle subdivision de ra, bs, un ensemble
fini de points t0, ¨ ¨ ¨ , tn tel que :

a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b.

On note |π|, le pas de la subdivision défini par |π| “ suptiPπ |ti`1´ ti|. On note Πra,bs
l’ensemble des subdivisions de ra, bs.

DÉFINITION A.24.– Soit f : ra, bs Ñ R, f est à variation finie lorsque :

sup
πPΠra,bs

ÿ

tiPπ

|fpti`1q ´ fptiq| est fini.

On note Varra,bspfq, cette borne supérieure.

REMARQUE.– Les fonctions croissantes et les fonctions lipschitziennes sont à variation
finie.

THÉORÈME A.16.– Si rc, ds Ă ra, bs et f est à variation finie sur ra, bs alors f est à
variation finie sur rc, ds. De plus :

Varra,cspfq ` Varrc,bspfq “ Varra,bspfq.

Démonstration. Laissée au lecteur.

THÉORÈME A.17 (Décomposition de Jordan).– Soit f à variation finie sur ra, bs, il
existe un unique couple de fonctions pg, hq telles que :

– f “ g ´ h` fpaq ;
– g et h croissantes ;
– gpaq “ hpaq “ 0 ;
– Varra,bspfq “ Varra,bspgq ` Varra,bsphq.

Démonstration. On pose :

gpxq “
1

2

`

fpxq ´ fpaq ` Varra,xspfq
˘

, et hpxq “
1

2

`

fpaq ´ fpxq ` Varra,xspfq
˘

.

Il est immédiat que :

gpaq “ hpaq “ 0, f “ g ´ h` fpaq.

Comme :

|fpxq ´ fpyq| ď Varrx,yspfq “ Varra,yspfq ´ Varra,xspfq,
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g et h sont croissantes. Par conséquent :

Varra,bspgq “ gpbq ´ gpaq et Varra,bsphq “ hpbq ´ hpaq,

d’où : Varra,bspfq “ Varra,bspgq ` Varra,bsphq.

Il reste à montrer l’unicité. On suppose qu’il existe une autre paire pg1, h1q que
celle construite. Soit x ă y, g1 est croissante donc g1pyq ´ g1pxq ě 0. D’autre part :

g1pyq ´ g1pxq “ fpyq ´ fpxq ` h1pyq ´ h1pxq ě fpyq ´ fpxq,

puisque h1 est croissante. On peut donc dire que :

g1pyq ´ g1pxq ě maxp0, fpyq ´ fpxqq

“
1

2
pfpyq ´ fpxq ` |fpyq ´ fpxq|q.

Pour toute subdivision de rx, ys, on a alors :

g1pyq ´ g1pxq ě
1

2
pfpyq ´ fpxq `

ÿ

i

|fpti`1q ´ fptiq|q

“
1

2
pfpyq ´ fpxq ` Varrx,yspfqq

“
1

2
pfpyq ´ fpxq ` Varra,yspfq ´ Varra,xspfqq

“ gpyq ´ gpxq.

La fonction β ” g1 ´ g est donc croissante. Par ailleurs, la relation :

f ” g ´ h` fpaq ” g1 ´ h1 ` fpaq

implique que h1 ” h` β et βpaq “ 0. Enfin, la contrainte :

Varra,bspfq “ Varra,bspg1q ` Varra,bsph1q,

implique que :

g1pbq ´ g1paq ` h1pbq ´ h1paq “ gpbq ` hpbq.

Or g1pbq´ g1paq`h1pbq´h1paq “ gpbq`hpbq` 2βpbq. β est donc la fonction nulle,
ce qui signifie que g ” g1 et h ” h1.

On s’intéresse maintenant aux propriétés de différentiabilité des fonctions mono-
tones. Le théorème « massue » est le théorème de Lebesgue.
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THÉORÈME A.18 (Théorème de différentiation de Lebesgue).– Soit ra, bs un intervalle
compact de R et f une fonction croissante sur ra, bs. La fonction f est dérivable
presque sûrement (au sens de la mesure de Lebesgue) sur sa, br, f 1 est une fonction
intégrable et :

ż b

a

f 1ptqd t ď fpbq ´ fpaq. (A.11)

REMARQUE.– La dérivée est définie au sens usuel comme limite des taux d’accrois-
sement mais le théorème usuel qui dit que fpbq ´ fpaq “

şb

a
f 1ptqd t n’est plus vrai.

Pour expliquer d’où vient ce déficit apparent, faisons appel à une version modifiée du
théorème de Radon-Nikodym.

THÉORÈME A.19.– Soit µ et ν deux mesures positives σ-finies. Il existe deux mesures
νa et νd telles que :

– ν ” νa ` νd ;
– νa est absolument continue par rapport à µ, c’est-à-dire qu’il existe h P L1pµq

telle que :

νapBq “

ż

B

hdµ ;

– νd est étrangère à µ, c’est-à-dire qu’il existe N mesurable tel que νdpN cq “ 0 et
µpNq “ 0 ; autrement dit, le support de νd est inclus dans un ensemble µ-négligeable.

Le deuxième ingrédient est l’intégrale de Stieltjes.

DÉFINITION A.25.– Pour g P CcpRq et f croissante, continue à droite, on définit
l’intégrale de g par rapport à f , notée

ş

g d f , comme la limite si elle existe :
ÿ

i

gptiqpfpti`1q ´ fptiqq,

quand le pas de la subdivision, c’est-à-dire supi |ti`1 ´ ti| tend vers 0.

REMARQUE.– L’existence de la limite est assurée sous l’hypothèse que f et g n’ont
pas les mêmes points de discontinuité.

Enfin, le théorème de Riesz assure alors qu’il existe une mesure λf (de Radon,
c’est-à-dire finie sur les compacts) telle que :

ż

g d f “

ż

g dλf pour tout g P CcpRq.

THÉORÈME A.20.– Pour f et λf ainsi définies, on a :

λf psa, bsq “ fpbq ´ fpaq et λf pra, bsq “ fpbq ´ fpa´q,
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où fpx´q “ limyÒx fpyq et fpx`q “ limyÓx fpyq “ fpxq par continuité à droite de f .

Démonstration. On considère la suite de fonctions phn, n ě 1q (voir figure A.3)
définie par :

hnpxq “ 1 pour a`
1

n
ď x ď b,

hnpxq “ npx´ aq pour a ď x ď a`
1

n
,

hnpxq “ 1´ npx´ bq pour b ď x ď b`
1

n
¨

a ba´ 1{n b` 1{n

Figure A.3 – Fonction plateau approchant 1sa,bs

hn tend simplement vers 1sa,bs et |hn| ď 1 donc par convergence dominée :
ż

hn dλf Ñ λf psa, bsq.

En prenant comme subdivision tt0 “ a, t1 “ a ` 1{n, t2 “ b, t3 “ b ` 1{nu, on
obtient :

pfpa`
1

n
q ´ fpaqq ` pfpbq ´ fpa`

1

n
qq ` pfpb`

1

n
q ´ fpbqq ď

ż

hndf.

Comme 0 ď hn ď 1, pour toute subdivision, on a :

ÿ

hnptiqpfpti`1q ´ fptiqq ď pfpa`
1

n
` |π|q ´ fpaqq

` pfpb` |π|q ´ fpa`
1

n
qq ` pfpb`

1

n
q ´ fpbqq,
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donc :
ż

hn d f ď fpb` |π|q ´ fpbq ` fpb`
1

n
q ´ fpaq.

Les hn sont positives croissantes donc par convergence monotone,
ş

hn d f converge
vers

ş

hd f d’une part et d’autre part, les encadrements que nous venons d’obtenir
montrent, compte tenu de la continuité à droite de f , que :

lim
nÑ8

ż

hn d f “ fpbq ´ fpaq.

On a donc bien montré que fpbq ´ fpaq “ λf psa, bs. L’autre identité se démontre de
manière similaire en prenant une suite de fonctions qui vaut 1 sur ra, bs et qui s’annule
en deçà de a´ 1{n.

En combinant les deux derniers théorèmes, on obtient la description suivante.

THÉORÈME A.21.– Soit f croissante, continue à droite, nulle en ´8, il existe h
localement intégrable et νf une mesure singulière par rapport à la mesure de Lebesgue
telles que :

fpxq “

ż x

´8

hpuqdu` νf ps ´ 8, xsq.

REMARQUE.– La partie dérivable n’épuise donc pas toute la masse d’où la relation
(A.11). D’autre part, comme h est localement intégrable, le théorème de convergence
dominée assure que la partie

şx

´8
hpuqdu est une fonction continue de la variable x

donc si f est discontinue en x, on a nécessairement ∆fpxq “ νf ptxuq.

THÉORÈME A.22 (Intégration par parties).– Soit f et g deux fonctions à variation
finie et continues à droite sur r0, tr, alors :

fptqgptq ´ fp0qgp0q “

ż t

0

fps´qd gpsq `

ż t

0

gps´qd fpsq ` rf, gst, (A.12)

où :
rf, gst “

ÿ

0ďsďt

∆fpsq∆gpsq et ∆fpsq “ fpsq ´ fps´q.

Démonstration. On calcule l’intégrale de dλf bdλg sur le carré r0, tsˆr0, ts de deux
manières différentes. D’une part, il vient du théorème A.20 que :

ż

r0,ts2
dλf b dλg “ pfptq ´ fp0qqpgptq ´ gp0qq.
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D’autre part, on décompose le carré en deux triangles (inférieur et supérieur : I et S,
respectivement) et la diagonale D, voir figure A.4.

On applique aux deux triangles le théorème de Fubini. Pour le cas du triangle I , on
obtient :

ż

I

dλf b dλg “

ż t

0

˜

ż s´

0

dλg

¸

dλf psq

“

ż t

0

pgps´q ´ gp0qq dλf psq

“

ż t

0

gps´qdλf psq ´ gp0qpfptq ´ fp0qq.

De même :
ż

S

dλf b dλg “

ż t

0

fps´qdλgpsq ´ fp0qpgptq ´ gp0qq.

La diagonale D est de mesure de Lebesgue nulle donc l’intégrale sur D de dλf b dλg
se réduit à l’intégrale du produit de leur partie singulière :

ż

D

dλf b dλg “

ż

D

d νf b d νg “
ÿ

0ďsďt

∆fpsq∆gpsq,

en vertu de la remarque A.4. En sommant les trois égalités, on obtient (A.12).

I

S

p0, 0q

pt, tq

D

Figure A.4 – Décomposition de r0, ts2
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Le dernier théorème est un théorème de changement de variable. En dimension 1,
le théorème de changement variable usuel stipule que :

F pgptqq ´ F pgp0qq “

ż t

0

dpF ˝ gqpsq “

ż t

0

F 1pgpsqqg1psqd s. (A.13)

C’est en fait l’application de la relation fptq´fp0q “
şt

0
f 1psqd s à l’identité pF ˝gq1 “

F 1 ˝ g.g1. Dans le cas des fonctions à variation finie, on n’a pas la première relation
et la deuxième paraît difficile à vérifier. Néanmoins, on obtient un résultat similaire à
(A.13).

THÉORÈME A.23.– Soit g une fonction à variation finie, continue à droite et F une
fonction de classe C1, on a :

F pgptqq ´ F pgp0qq “

ż t

0

F 1pgps´qqdgpsq

`
ÿ

0ďsďt

F pgpsqq ´ F pgps´qq ´ F 1pgps´qq∆gpsq. (A.14)

REMARQUE.– En particulier, si g est continue on obtient le résultat usuel.

Démonstration. On démontre (A.14) pour F pxq “ xn, par récurrence sur n à partir de
la formule d’intégration par parties. L’expression étant linéaire en F , (A.14) est donc
vraie pour les polynômes. On approche toute fonction C1 par une suite de polynômes
au sens de la norme uniforme sur r0, ts, les passages à la limite sont possibles, on en
déduit le résultat pour F de classe C1.

A.5. Martingales

A.5.1. Martingales à temps discret

DÉFINITION A.26.– Une suite pXn, n ě 0q de variables aléatoires réelles, intégrables
s’appelle une martingale (respectivement une sous-martingale ou une sur-martingale)
si :

– pour tout n, Xn est Fn-mesurable et intégrable ;
– E rXn`1 |Fns “ Xn presque sûrement (respectivement E rXn`1 |Fns ě Xn

ou E rXn`1 |Fns ď Xn).

EXEMPLE.– L’exemple typique est celui d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes. Soit pξi, i ě 1q sont des variables aléatoires i.i.d., avec E rξis “ 0, alors la
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suite définie par X0 “ 0, Xn “
řn
i“1 ξi, est une Fn “ σpξ0, ¨ ¨ ¨ , ξnq martingale,

car :

E

«

n`1
ÿ

i“1

ξi |Fn

ff

“ E rXn ` ξn`1 |Fns “ Xn `E rξn`1s “ Xn,

car ξn`1 est indépendante de Fn.

DÉFINITION A.27.– Soit τ une variable aléatoire à valeurs entières. τ est un temps
d’arrêt lorsque pour tout n P N :

pω : τpωq “ nq P Fn.

THÉORÈME A.24.– Soit pXn, n ě 0q une martingale et τ un temps d’arrêt. Alors
pXτ

n , n ě 1q, où Xτ
n est définie par Xτ^n, est une martingale.

Démonstration. Nous avons :

Xτ^n “

n´1
ÿ

m“0

Xm 1tτ“mu`Xn 1tτěnu,

par conséquentXτ^n est Fn-mesurable. En ce qui concerne l’intégrabilité de deXτ^n,
comme |Xn| est une sous-martingale, pour m ď n, on a :

E r|Xm|Yms ď E r|Xn|Yms

pour toute variable aléatoire Ym Fm mesurable positive. Par conséquent :

E r|Xτ^n|s ď

n´1
ÿ

m“0

E
“

|Xm| 1tτ“mu
‰

`E
“

|Xn| 1tτěnu
‰

ď

n´1
ÿ

m“0

E
“

|Xn| 1tτ“mu
‰

`E
“

|Xn| 1tτěnu
‰

ď E r|Xn|s ă `8.

De plus :

Xτ^pn`1q ´Xτ^n “ Xn`1 1tτěn`1u´Xn 1tτąnu
“ 1tτąnupXn`1 ´Xnq.

Donc :

E
“

Xτ^pn`1q ´Xτ^n|Fn
‰

“ 1tτąnuE rXn`1 ´Xn |Fns “ 0.

Le résultat s’ensuit.
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DÉFINITION A.28.– Si τ est un temps d’arrêt, on note par Fτ la tribu définie par :

A P Fτ ðñ AX pτ ď nq P Fn,

pour tout n ě 0.

LEMME A.25.– Si τ un temps d’arrêt et X une variable aléatoire Fτ -mesurable alors
la variable aléatoire :

X 1tτďnu
est Fn-mesurable pour tout n P N.

Démonstration. SoitA P Fτ etX “ 1A. Alors la conclusion est vraie trivialement. Par
linéarité, elle est aussi vraie pour des variables aléatoires étagées. Si X est quelconque,
alors il existe une suite de variables aléatoires étagées pXk, k ě 1q Fτ -mesurables,
qui converge vers X presque sûrement. Par conséquent, on a :

X 1tτďnu “ lim
kÑ8

Xk 1tτďnu

appartient à Fn.

THÉORÈME A.26.– Soit pXn, n ě 0q une martingale (respectivement une sous-
martingale) et τ1 ď τ2 deux temps d’arrêt tels que pour i “ 1, 2, on ait :

E r|Xτi |s ă 8 et lim inf
nÝÑ8

ż

tτiąnu

|Xn|dP “ 0.

L’identité suivante est alors vérifiée :

E rXτ2 |Fτ1s “ Xτ1 , P presque sûrement.

Démonstration. Supposons d’abord que τ2 ď k où k P N est une constante. Alors
nous avons |Xτ2 | ď |X1| ` ¨ ¨ ¨ ` |Xk|, par conséquent Xτ2 est intégrable. Pour n ď k
et A P Fτ1 , nous avons :

E rXk 1As “
k
ÿ

j“0

E
“

Xk 1AXtτ1“ju
‰

“

k
ÿ

j“0

E
“

Xj 1AXtτ1“ju
‰

“ E rXτ1 1As .

Par conséquent, nous avons :

E rXk |Fτ1s “ Xτ1 .

Définissons la martingale Xτ2
m par Xτ2^m. Le raisonnement ci-dessus appliqué à

Xτ2
k “ Xτ2^k “ Xτ2 implique que :

E rXτ2 |Fτ1s “ Xτ1 , P presque sûrement.
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Pour le cas général, d’après ce que nous venons de voir, pour tout m ě n, nous
avons :

E rXτ2^m |Fτ1^ns “ Xτ1^n.

Pour B P Fτ1 , nous avons donc :

E
“

Xτ2^m 1BXtτ1ďmu
‰

“ E
“

Xτ1^m 1BXtτ1ďmu
‰

.

Par convergence, le terme de droite de cette égalité converge vers : E rXτ1 1Bs . Par
conséquent le terme de gauche converge aussi. De plus nous pouvons le décomposer
comme :

E
“

Xτ2^m 1BXtτ1ďmu
‰

“ E
“

Xτ2 1BXtτ2ďm,τ1ďmu
‰

`E
“

Xm 1BXtτ1ďmuXtτ2ąmu
‰

.

Quand mÑ 8, le premier terme à droite converge (convergence dominée), donc le
second terme doit aussi converger. Dans ce cas nous pouvons remplacer la limite de ce
terme avec la lim inf qui est nulle d’après l’hypothèse.

DÉFINITION A.29.– Un processus pAn, n ě 0q est dit prévisible lorsque An est Fn´1

mesurable pour tout n ě 1.

THÉORÈME A.27 (Décomposition de Doob).– Soit pXn, n ě 0q une sous-martingale.
Il existe une martingale pMn, n ě 0q et une suite pAn, n ě 0q prévisible et croissante
telles que :

Xn “Mn `An, A0 “ 0.

De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. Supposons qu’il y ait deux décompositions comme ci-dessus, notées
pM, Aq et pM 1, A1q. Alors pAn ´ A1n, , n ě 0q est une martingale prévisible, donc
elle est constante, par hypothèse nous avons An “ A1n, d’où l’unicité.

On définit la suite An par ses incréments :

∆An “ An`1 ´An “ E rXn`1 ´Xn |Fns et A0 “ 0.

Comme X est une sous-martingale, ∆An est positif et donc An est positif croissant.
Par définition de l’espérance conditionnelle, ∆An est Fn mesurable donc An`1 aussi
et ainsi A est clairement un processus prévisible. Il découle de la chaîne d’égalités :

0 ă E rAns “
n´1
ÿ

p“1

E rE r∆Xp |Fpss “ E rXn ´X0s ď E r|Xn| ` |X0|s ,

que A est intégrable. Enfin, on définit Mn par Mn “ Xn ´An. L’intégrabilité de M
s’ensuit de celles de A et X . De plus, un calcul simple :

E r∆Mn |Fns “ E r∆Xn |Fns ´E r∆An |Fns “ 0,

montre que Mn est une martingale.
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Soit a et b deux réels tels que a ă b, on définit les temps d’arrêt suivants :

τ1 “ inftk ą 0, Xk ď au,

τ2 “ inftk ą τ1, Xk ě bu,

...

τ2m´1 “ inftk ą τ2m´2, Xk ď au,

τ2m “ inftk ą τ2m´1, Xk ě bu,

où l’une quelconque de ces variables est infinie dès que l’ensemble sur lequel est
calculé l’indice minimum est vide. Pour un entier n P N fixe, on considère :

βnpra, bsq “

"

0 si τ2 ą n
maxtm, τ2m ď nu sinon.

C’est-à-dire que βn est le nombre de traversées en montant de ra, bs, avant l’instant n
par X , voir la figure A.5.

n

R

a

b

nτ1

τ2

τ3

τ4

τ5

τ6

1
2

3

Figure A.5 – Traversées en montant d’une martingale
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LEMME A.28.– Soit pXnq une sous-martingale, pour tout n ě 1, l’identité suivante
est satisfaite :

E rβnpra, bsqs ď
1

b´ a
E
“

pXn ´ aq
`
‰

.

Démonstration. Le nombre de traversées de X à travers ra, bs est le même que celui
de pXn ´ aq` à travers r0, b ´ as. On suppose donc que pXn, n ě 0q est une sous-
martingale positive, que a “ 0 et l’on veut montrer que :

E rβnpr0, bsqs ď
E rXns

b
¨ (A.15)

Posons :

φi “

#

1 si τ2k`1 ă i ď τ2k`2

0 si τ2k`2 ă i ď τ2k`3.

On voit facilement que :

βnpr0, bsq ď
n
ÿ

i“1

1

b
pXi ´Xi´1qφi

et :
tφi “ 1u “

ď

m pairs

rtτm ă iuztτm`1 ă ius P Fi´1.

Par conséquent, on a :

bE rβnpr0, bsqs ď
n
ÿ

i“1

E
“

1tφi“1upXi ´Xi´1q
‰

ď

n
ÿ

i“1

E
“

1tφi“1upE rXi |Fi´1s ´Xi´1q
‰

ď

n
ÿ

i“1

E rE rXi ´Xi´1 |Fi´1ss

car E rXi |Fi´1s ´Xi´1 ě 0. Puisque E rX0s ě 0, on a :

bE rβnpr0, bsqs ď E rXns ´E rX0s ď E rXns .

D’où le résultat.

THÉORÈME A.29.– Soit X une sous-martingale telle que supnE rX
`
n s ă `8. Le

processus pXn, n ě 0q converge presque sûrement vers une variable aléatoire X8
telle que E r|X8|s ă `8.
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Démonstration. Si Xn ne converge pas presque sûrement alors :

Pplim supXn ą lim inf Xnq ą 0,

or :

plim supXn ą lim inf Xnq “
ď

a,bPQ

plim supXn ą b ą a ą lim inf Xnq.

Il existe donc un couple de rationnels pa, bq tels que :

Pplim supXn ą b ą a ą lim inf Xnq ą 0.

Par conséquent, il existe un mesurable A de probabilité strictement positive tel que :

@ω P A, lim supXn ą b et lim inf Xn ă a,

ce qui signifie que pour ω P A, limnÑ`8 βnpra, bsq “ `8 donc, d’après le théorème
de convergence monotone :

lim
nÑ`8

E rβnpra, bsqs “ E

„

lim
nÑ`8

βnpra, bsq



“ 8.

Mais, on sait par ailleurs que :

E rβnpra, bsqs ď
1

b´ a
E
“

pXn ´ aq
`s
‰

ď
1

b´ a
pE

“

X`n
‰

` |a|q

ď
1

b´ a
psup
n

E
“

X`n
‰

` |a|q ă 8.

On aboutit donc à une contradiction en faisant tendre n vers l’infini. En conclusion,
pXn, n ě 1q converge presque sûrement vers une variable aléatoire notée X8. De
plus :

E r|Xn|s “ E
“

X`n
‰

`E
“

X´n
‰

“ E
“

X`n
‰

`E
“

X`n ´Xn

‰

“ 2E
“

X`n
‰

´E rXns ď 2E
“

X`n
‰

´E rX1s ,

car pXn, n ě 0q est une sous-martingale. On en déduit que supnE r|Xn|s est fini, ce
qui par le lemme de Fatou permet de conclure que :

E r|X8|s “ E r| lim inf Xn|s ď lim inf E r|Xn|s ď sup
n

E r|Xn|s ă 8.

La variable aléatoire limite X8 est donc intégrable.
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On tire de ce théorème un corollaire fort utile pour les applications,

COROLLAIRE A.30.– Une sur-martingale positive converge presque sûrement.

Démonstration. SiX est une sur-martingale positive alors´X est une sous-martingale
de partie positive nulle, c’est-à-dire quep´Xnq

` “ 0, donc on peut appliquer le
théorème précédent à ´X .

A.5.2. Martingales à temps continu

DÉFINITION A.30.– Une filtration pFt, t P R`q est une famille croissante de tribus.
Elle est dite continue à droite lorsque :

č

sąt

Fs “ Ft, pour tout t P R.

Elle est dite complète lorsque tous les ensembles négligeables appartiennent à F0.

On suppose dans toute la suite que toutes les filtrations rencontrées sont complètes
et continues à droite.

DÉFINITION A.31.– Soit pΩ,F “ pFt, t ě 0q, Pq un espace filtré. Un processus
M “ pMptq, t ě 0q est une F-martingale (respectivement sous-martingale, sur-
martingale) lorsque pour tout 0 ď s ď t, Mptq P L1pPq et :

E rMptq |Fss “Mpsq, (A.16)

respectivement ěMpsq et ďMpsq.

On admettra que toutes les martingales admettent une version à trajectoire cadlag.
Il y a deux grands types de martingales : les continues et les purement discontinues.
Les martingales continues dont l’archétype est le mouvement brownien ne sont pas à
variation finie. Les martingales qui nous intéresseront sont des martingales à variation
finie donc discontinues.

EXEMPLE A.3 (Processus de Poisson).– Soit N un processus de Poisson sur R`

d’intensité µ. Le processus Mptq “ Nptq ´ µpr0, tsq est une martingale pour la
filtration engendrée par les trajectoires de N : Ft “ σpNpuq, u ď tq. En effet, pour
tout processus de Poisson (voir chapitre 6), Nptq ´Npsq est indépendant de Fs donc :

E rNptq ´Npsq |Fss “ E rNptq ´Npsqs “ µpss, tsq,

Le résultat en découle.
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La notion de temps d’arrêt nécessite une légère adaptation par rapport à la définition
pour les processus à temps discret.

DÉFINITION A.32.– Une variable aléatoire τ à valeurs dans R`Yt8u est un F -temps
d’arrêt lorsque pour tout t ě 0, l’événément pτ ď tq appartient à Ft.

La tribu Fτ est la tribu des événements A de F8 tels que pour tout t ě 0, AXpτ ď
tq appartient à Ft.

Les théorèmes d’arrêt et de convergence mentionnés dans la partie sur les martin-
gales discrètes se perpétuent sans changement pour les martingales indexées par R`.
En particulier, si M est une martingale et T un temps d’arrêt, le processus :

MT “ tMpt^ T q, t ě 0u,

est une martingale. La propriété de martingale est souvent vérifiée formellement mais
il se peut que les variables aléatoires manipulées ne soient pas intégrables. Pour
circonvenir ce problème on introduit la notion de martingale locale.

DÉFINITION A.33.– Une F-martingale M est dite fermée s’il existe M8 P L
1 telle

que pour tout t ě 0, on ait :

Mptq “ E rM8 |Fts .

DÉFINITION A.34.– Un processus adapté à trajectoire cadlag est une martingale locale
s’il existe une suite croissante de temps d’arrêt pTn, n ě 1q tendant presque sûrement
vers l’infini tels que pour tout n, MTn soit une martingale fermée. On dit que la suite
de temps d’arrêt pTn, n ě 1q réduit M .

THÉORÈME A.31.– Soit M une martingale locale. S’il existe Z P L1 telle que
Mptq ď Z pour tout t ě 0 alors M est une martingale.

Démonstration. Soit pTn, n ě 1q une suite de temps d’arrêt qui réduit M . Pour
0 ď s ď t, on a :

Mps^ Tnq “ E rMpt^ Tnq |Fss .

Comme Tn tend vers l’infini, s^ Tn “ s à partir d’un certain rang (dépendant de ω)
donc presque sûrement, Mps ^ Tnq tend vers Mpsq. Par convergence dominée, on
obtient bien Mpsq “ E rMptq |Fss .

DÉFINITION A.35.– La tribu prévisible est la tribu sur Ω ˆ R` engendrée par les
processus adaptés et continus. Elle est aussi engendrée par les processus adaptés et
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continus à gauche ainsi que par les processus de la forme :

upω, tq “ 1sa, bsptqαpωq

avec α P Fa.

THÉORÈME A.32.– Soit M une martingale à variation finie. Soit u prévisible tel que :

E

„
ż 8

0

|upsq|d VarpMqpsq


ă 8.

Le processus :

Muptq “

ż t

0

upsqdMpsq

est une martingale.

L’intégrale par rapport à M est une intégrale de Stieltjes comme définie dans la
section A.4.

Démonstration. D’après l’hypothèse sur u et les propriétés de l’intégrale de Stieltjes,
l’intégrabilité de Muptq est assurée. Il reste à prouver (A.16). Montrons-le d’abord
pour u prévisible simple :

upω, tq “ 1sa, bsptqαpωq

avec α P Fa. Pour 0 ď s ď a ď t ď b, on a :

Muptq “ αpMptq ´Mpaqq et Mupsq “ 0.

Par conséquent :

E rMuptq ´Mupsq |Fss “ E rαpMptq ´Mpaqq |Fss

“ E rE rαpMptq ´Mpaqq |Fas |Fss

“ E rαE rpMptq ´Mpaqq |Fas |Fss

“ 0,

puisque M est une martingale. Il suffit ensuite, sur le même principe, de discuter
les autres cas suivant les positions relatives de a, s, t, b. Par passage à la limite, le
résultat reste pour tous les processus prévisibles satisfaisant la propriété d’intégrabilité
énoncée.

Parmi toutes les martingales, celles issues des processus ponctuels nous intéressent
particulièrement.
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DÉFINITION A.36.– Un processus ponctuel indexé par R` est une suite presque
sûrement strictement croissante pTn, n ě 1q de variables aléatoires positives. On
pose :

Nptq “
ÿ

ně1

1r0,tspTnq,

le nombre de points avant t. On dira que le processus ponctuel est intégrable si
E rNptqs ă 8 pour tout t ě 0. En particulier, cela implique que Tn tend vers l’infini
presque sûrement.

A partir de la connaissance des Tn, on retrouve facilement la trajectoire de N . A
partir de la trajectoire deN , les instants Tn ne sont rien d’autre que ses instants de sauts.
Il y a donc équivalence entre une mesure purement atomique sur R` et le processus
associé N . Nous emploierons le terme de processus ponctuel indifféremment pour l’un
ou l’autre de ces objets.

tT0 “ 0 T1 T2 T3 T4 T5

Nptq

Figure A.6 – Processus ponctuel et mesure associée

DÉFINITION A.37.– Soit N un processus ponctuel intégrable. On appelle compen-
sateur de N un processus croissant prévisible A, nul en 0 tel que N ´ A soit une
martingale locale.

EXEMPLE.– On tire de l’exemple A.3 que le compensateur du processus de Poisson
est le processus Aptq “ µpr0, tsq.
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THÉORÈME A.33.– Soit N un processus ponctuel tel que suptE
“

Nptq2
‰

ă 8 de
compensateur A. Le processus

`

pN ´Aq2ptq ´Aptq, t ě 0
˘

est une martingale.

Démonstration. D’après le théorème A.22, on sait que :

pNptq ´Aptqq2 “ 2

ż t

0

Nps´qpdNpsq ´ dApsqq `
ÿ

sďt

∆Npsq2.

Comme un processus ponctuel a des sauts de hauteur 1, il vient :

∆Npsq2 “ ∆Npsq et
ÿ

sďt

∆Npsq “ Nptq.

Par conséquent :

pNptq ´Aptqq2 ´Aptq “ 2

ż t

0

Nps´qpdNpsq ´ dApsqq ` pNptq ´Aptqq

“ 2U1ptq ` U2ptq.

D’après le théorème A.32, U1 est une martingale et d’après la définition de A, U2

aussi.

DÉFINITION A.38.– Un processus ponctuel marqué R à valeurs dans E polonais est
une suite de variables aléatoires ppTn, Znq, n ě 1q où 0 ă Tn ď Tn`1 et Zn P E
pour tout n. Il est dit intégrable lorsque E

“
ř8

n“1 1r0, tspTnq
‰

ă 8. On pose :

ÿ

ně1

ψpTn, Znq “

ĳ

R`ˆE

ψps, zqdRps, zq,

si tant est que le terme gauche soit défini.

REMARQUE.– Un processus ponctuel n’est rien d’autre qu’un processus ponctuel
marqué avec E réduit à un singleton.

DÉFINITION A.39.– La filtration canoniquement associée à R processus ponctuel
marqué est définie par :

Ft “ σtRpr0, ss ˆBq, s ď t, B P BpEqu.

La tribu prévisible associée àR processus ponctuel marqué est la tribu sur ΩˆR`ˆE
engendrée par les processus de la forme :

ψpω, s, zq “ αpωq 1sa, bspsqgpzq,

avec g fonction mesurable bornée de pE, BpEqq dans pR, BpRq, α P Fa.
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DÉFINITION A.40.– Une mesure aléatoire sur R` ˆE est dite prévisible si pour tout
B P BpEq, le processus :

t ÞÑ Rpr0, ts ˆBq

est F-prévisible.

DÉFINITION A.41.– Soit R processus ponctuel marqué. On note Qn la loi condi-
tionnelle de pTn`1, Zn`1q sachant Hn “ pTj , Zj , j “ 1, ¨ ¨ ¨ , nq. Pour ψ prévisible
positif, on définit :

ż t

0

ż

E

ψps, zqd νps, zq

“
ÿ

ně0

ż t

0

ż

E

ψps, zq
1

Qnprs, 8rˆEq
1sTn, Tn`1spsqdQnps, zq. (A.17)

THÉORÈME A.34.– Soit R processus ponctuel marqué. Pour tout processus prévisible
ψ tel que :

sup
t

E

„
ż t

0

ż

E

ψ2ps, zqd νps, zq



ă 8, (A.18)

le processus :

Mψ : t ÞÝÑ

ż t

0

ż

E

ψps, zqdRps, zq ´

ż t

0

ż

E

ψps, zqd νps, zq

est une martingale locale. De plus, ν est l’unique mesure prévisible qui satisfait cette
propriété. De plus, dans ce cas, on a :

xMψ, Mψyptq “

ż t

0

ż

E

ψ2ps, zqd νps, zq. (A.19)

Démonstration. Sur l’intervalle sTn, Tn`1s, le processus :

t ÞÑ

ż t

0

ż

E

ψps, zqd νps, zq

est Hn mesurable par conséquent il est prévisible. Montrons maintenant que pour ψ
prévisible positif, l’on a E

“

Mψptq
‰

“ 0. Puisque ψ est prévisible, on a l’identité
suivante :

E
“

ψpt, zq 1sTn, Tn`1sptq |Hn

‰

“ ψpt, zqE
“

1sTn, Tn`1sptq |Hn

‰

.

D’autre part, la loi de Tn`1 sachant Hn est par définition la marginale sur R` de Qn :

E
“

1rs,8spTn`1q |Hn

‰

“

ż 8

s

ż

E

dQnpr, τq “ Qnprs, 8rˆEq.
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Par conséquent :

E

«

ÿ

ně1

ż t

0

ż

E

ψps, zq
1

Qnprs, 8rˆEq
1sTn, Tn`1spsqdQnps, zq

ff

“
ÿ

ně1

E

„
ż t

0

ż

E

ψps, zq
1

Qnprs, 8rˆEq
E
“

1sTn, Tn`1spsq |Hn

‰

dQnps, zq



“
ÿ

ně1

E

„
ż t

0

ż

E

ψps, zq
1

Qnprs, 8rˆEq

ż 8

s

ż

E

dQnpr, τqdQnps, zq



“
ÿ

ně1

E

„
ż t

0

ż

E

ψps, zqdQnps, zq



“
ÿ

ně1

E

„
ż t

0

ż

E

E rψpTn`1, Zn`1q |Hns



“ E

„
ż t

0

ż

E

ψps, zqdRps, zq



.

(A.20)

Si ψ est prévisible simple positif, pour t ą r ą 0 considérons Y -Fr mesurable
positive, le processus :

s ÞÑ ψps, zqY 1sr, tspsq

est encore prévisible. Par passage à la limite, cela reste vrai pour ψ prévisible positif.
Par conséquent :

E
“

Mψptq ´Mψprq |Fr
‰

“ E

„
ż t

0

1sr, tspsq
ż

E

ψps, zqpdRps, zq ´ d νps, zqq |Fr


. (A.21)

Or, pour Y P Fr, d’après (A.20), on a :

E

„
ż t

0

ż

E

Y 1sr, tspsqψps, zqpdRps, zq ´ d νps, zqq



“ 0,

donc E
“

Mψptq ´Mψprq |Fr
‰

“ 0 et Mψ est bien une martingale. En raisonnant
comme dans le théorème A.33, on obtient (A.19). Tout ce qui précède n’a de sens
que si les espérances sont finies, ce dont on ne sait rien a priori pour un ψ prévisible
quelconque. Afin de donner un sens à ces calculs, on considère la suite :

τn “ inftt,

ż t

0

ż

E

ψps, zqpdRps, zq ` d νps, zqq ą nu,
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et on applique le raisonnement de (A.20) sur r0, t ^ τks au lieu de r0, ts. Toutes les
espérances sont finies et on a un calcul parfaitement rigoureux. L’équation (A.21)
devient :

E
“

Mψpt^ τkq ´M
ψpr ^ τkq |Fr

‰

“ E

„
ż t^τk

0

1sr, t^τkspsq
ż

E

ψps, zqpdRps, zq ´ d νps, zqq |Fr


.

On en déduit que Mψ est une martingale locale. La condition (A.18) permet de passer
à la limite dans les espérances d’où le résultat final.

On admet le résultat suivant dont la preuve s’inspire de celle du théorème A.27
mais est beaucoup plus technique.

THÉORÈME A.35.– Une sous-martingale M locale admet une décomposition sous la
forme :

Mptq “ Xptq `Aptq,

où X est une martingale locale et A un processus prévisible croissant nul en 0. Le
processus A est souvent noté xM, My.

Pour les propriétés de type PASTA, nous avons besoin du théorème suivant dont la
démonstration très technique est omise.

THÉORÈME A.36.– Soit M une martingale et xM, My son crochet. Si xM, Myptq
tend vers l’infini quand t tend vers l’infini alors :

Mptq

xM, Myptq
tÑ8
ÝÝÝÑ 0.

COROLLAIRE A.37.– Soit R un processus ponctuel marqué sur E polonais de com-
pensateur ν. On note N le processus ponctuel associé : Nptq “ Rpr0, ts ˆ Eq. Soit
ψ : ΩˆR` ˆ E Ñ R un processus prévisible. Supposons qu’il existe c ą 0 tel que
presque sûrement, pour tout t ě 0, on ait :

ż t

0

ż

E

p1` ψ2ps, zqqd νps, zq ď c νpr0, ts ˆ Eq, (A.22)

alors, presque sûrement, on a :

lim
tÑ8

ˆ

1

Nptq

ż t

0

ψps, zqdRps, zq ´
1

νpr0, ts ˆ Eq

ż t

0

ψps, zqd νps, zq

˙

“ 0.

(A.23)
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- Cette formule est à la base de toutes les propriétés de type PASTA qui apparaissent
dans cet ouvrage. Elle permet de relier les moyennes calculées vues des utilisateurs en
fonction des moyennes calculées sur des temps longs.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose :

νptq “ νpr0, ts ˆ Eq et νφptq “
ż t

0

φps, zqd νps, zq.

Remarquons d’abord que d’après le théorème A.36, on sait que :

1

νptq
pNptq ´ νptqq

tÑ8
ÝÝÝÑ 0. (A.24)

Par conséquent :
Nptq

νptq
tÑ8
ÝÝÝÑ 1. (A.25)

On en déduit que :

νψptq

Nptq
“

νptq

Nptq

νψptq

νptq
ď

νptq

Nptq

1

νptq

ż t

0

ż

E

p1` ψ2qps, zqd νps, zq.

D’après (A.22) et (A.25), cette quantité est donc bornée uniformément par rapport au
temps. En écrivant :

1

Nptq

ż t

0

ż

E

ψps, zqdRps, zq“
νptq

Nptq

νψ
2

ptq

νptq

ˆ
1

νψ2
ptq

ż t

0

ż

E

ψps, zqpdRps, zq ´ d νps, zqq `
νψptq

Nptq
,

on déduit de ce qui précède qu’il existe r ą 0 tel que :

lim sup
tÑ8

1

Nptq

ż t

0

ż

E

ψps, zqdRps, zq ď r. (A.26)

Munis de ces résultats de domination, nous pouvons maintenant procéder au calcul de
la limite qui nous intéresse vraiment :

1

Nptq

ż t

0

ψ dR´
1

νptq

ż t

0

ψ d ν

“
1

Nptq
p

ż t

0

ż

E

ψ dRq

ˆ

νptq ´Nptq

νptq

˙

`
νψ

2

ptq

νptq

1

νψ2
ptq

ż

ψpdR´ d νq.

On déduit (A.23) du théorème A.36 et de (A.24), (A.25) et (A.26).
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Le théorème suivant est une application directe du théorème A.34. Il stipule que les
moyennes calculées du point de vue des clients sont égales aux moyennes temporelles
lorsque le processus d’arrivée est un processus de Poisson. On regardera utilement la
figure 9.2 et ses commentaires pour voir que ce n’est pas toujours le cas.

THÉORÈME A.38 (Propriété PASTA).– Si N est un processus de Poisson d’intensité λ
alors :

lim
tÑ8

1

Nptq

ÿ

nTnďt

ψpTnq “ lim
tÑ8

1

t

ż t

0

ψpsqd s,

dès que l’une des deux limites existe.

A.6. Transformée de Laplace

DÉFINITION A.42.– Soit Y une variable aléatoire à valeurs dans R`. La transformée
de Laplace de la loi de Y est la fonction à valeur dans R` et définie pour tout s P R`

par :
LY psq “ E

“

e´sY
‰

.

LEMME A.39.– La transformée de Laplace a les propriétés suivantes :
1) elle caractérise la loi : si Y etZ sont deux variables aléatoires telles que LY psq “

LZpsq pour tout s, alors Y et Z ont la même loi ;
2) en particulier, elle caractérise tous les moments de la loi : si Y a un moment

d’ordre n alors LY est n fois dérivable en 0, et pour tout k “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, on a :

E
“

Y k
‰

“ p´1qkLpkqY p0q ;

3) si Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Yn sont n variables aléatoires indépendantes admettant des trans-
formées de Laplace en s, alors la transformée de Laplace de

ř

i“1 Yi est définie en s et
vaut :

Lřn
i“1 Yi

psq “ Πn
i“1LYipsq ;

4) soit pYn, n P N˚q et Y , des variables aléatoires admettant des transformées de
Laplace sur un ouvert commun, on a alors l’équivalence suivante :

Yn
nÑ8
ÝÝÝÑ Y en loi ùñ LXn

nÑ8
ÝÝÝÑ LX simplement.

Démonstration. Le résultat 1) repose sur un théorème d’analyse complexe, sur lequel
nous ne nous étendrons pas : on peut inverser toute transformée de Laplace L dé-
finie sur R pour retrouver l’unique fonction à valeurs positive f telle que Lpsq “
ş

R`
e´sxfpxq dx. Ainsi, deux variables aléatoires qui ont la même transformée de

Laplace ont la même densité.
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Si Y a un moment d’ordre n alors par dérivation sous le signe somme, on a :

L1Y psq “
ż

R`
´ye´sy dPY pyq

Lp2qY psq “
ż

R`
y2e´sy dPY pyq

...

LpnqY psq “

ż

R`
p´1qnyne´sy dPY pyq,

ce qui montre bien 2) annoncé en posant s “ 0.

On raisonne par récurrence. Si 3) est vrai au rang n, pour tout s tel que les transfor-
mées de Laplace sont définies en s, on a :

Lřn`1
i“1 Yi

psq “ E
”

e´s
řn`1
i“1 Yi

ı

“ E
”

e´s
řn
i“1 Yie´sYn`1

ı

“ E
”

e´s
řn
i“1 Yi

ı

E
“

e´sYn`1
‰

“ Πn
i“1Lřn

i“1 Yi
psqLYn`1

psq “ Πn`1
i“1 LYipsq.

Pour 4) le sens direct est automatique en prenant pour tout s, la fonction test
fpxq “ e´xs, qui est mesurable et positive. Pour la réciproque, il suffit d’utiliser 1 et
d’inverser la transformée de Laplace limite pour obtenir la convergence en loi.

A.7. Notes et commentaires

L’espérance conditionnelle est un grand classique de l’enseignement des probabili-
tés avancées. Il existe de nombreuses références. Nous nous sommes particulièrement
inspirés de [CHU 01, KAL 98]. On trouvera une présentation de la théorie de la mesure
et des espaces de Hilbert dans [RUD 80, YOS 95]. Tout ce qui concerne les compen-
sateurs de processus ponctuels apparaît de façon complète mais un peu ardue dans
[JAC 79] sous le nom de processus ponctuels multivariés. On pourra aussi consulter
[LAS 95]. La théorie générale de l’intégration par rapport à une martingale se trouve
dans de nombreux ouvrages pour le cas continu, les livres qui traitent du cas géné-
ral, c’est-à-dire pour les trajectoires cadlag sont beaucoup plus rares et plus difficiles
d’accès, citons [BRE 81, DEL 76, JAC 79].
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