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Une inégalité d'interpolation sur l'espace de Wiener

Laurent DECREUSEFOND, YaozhongHu et Ali Sûleyman USTONEL
Résumé — Dans cette Note nous démontrons une inégalité d'interpolation pour les nonnes Lp

entre les espaces de Sobolev d'ordre 0 et 2 sur l'espace de Wiener.

An interpolation inequalityon the Wiener space
Abstract — In this Note weprove an interpolationinequality in hp-norm between the Sobolev spacesoforder 0 and 2 on the Wiener space.

PRÉLIMINAIRES. — Soit (W, H, p) l'espace de Wiener classique, c'est-à-dire

H est le sous-espace de W formé des fonctions ayant une dérivée de carré intégrable sur
[0, 1] et p est la mesure de Wiener sous laquelle l'application (t, w) y-y w (t) de [0, 1] x W
dans U, est un mouvement brownien standard. On notera par P, le semi-groupe d'Ornst-
ein-Uhlenbeck sur W, défini sur les polynômes par la formule de Mehler :

Si on écrit <(> suivant son développement en chaos de Wiener

alors P, (|> s'écrit comme

On note par —L le générateur infinitésimal de (P() et nous avons

Dans la suite nous allons noter par Q, le semi-groupe sous-markovien défini par

Note présentée par Paul-André MEYER.
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IINÉGALITÉSDTNTERPOLATION. — Le résultat essentiel de cette Note est le théorème ci-
dessous, qui répond à une question de D. Stroock :

THÉORÈME. — Pour tout p>\, il existe une constanteCp>0 telle que l'inégalité suivante
soit vérifiée :

pour toutefonctionnelle c|> sur W.
Remarque 1. — L'inégalité ci-dessus signifie qu'elle est vraie pour toutes les fonction-

nelles de Wiener régulières, par exemple les polynômes ou les fonctions-test au sens de
Watanabe; elle s'étend ensuite par fermeture aux domaines appropriés.
Un corollaire immédiat est
COROLLAIRE 1. — Si (<j>„,

72 e N) converge vers 0 dans Fp et sup||V2<y|p<oo, alors
n

(V<|)„,
77 eN) converge vers 0 dans Lp(p, H).

Le théorème 1 résulte aussitôt des inégalités de Meyer et du théorème suivant, pour
lequel(P,) pourrait être n'importe quel semi-groupe sous-markovien symétrique (en fait
on n'utilise même pas la symétrie,mais elle permet de ne pas redéfinir les opérateurs).
THÉORÈME 2. — Soit 1 ^p-^co. Alors nous avons

Preuve. — (a) Posons \j/= (I+ L)(j>; comme l'opérateur (I + L)-Ct, oc>0 est borné sur
les espaces Lp, p^l, nous avons <j)= (I + L)-1\|/. Remplaçant <{>dans la formule (3), nous
voyons qu'il suffit de démontrer
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Pour contrôler le deuxième terme on utilise

Pour simplifier la notation, notons /= (I+ L) 1 v|/. Alors

Remarquonsd'abord que ||Q,/||p^e ' \\ f \\p -y 0. En apphquantla formuled'intégration
par parties (ordinaire) à (9), on obtient

L'inégahté ci-dessus est vraie pour tout s>0 et le minimum est atteint en prenant

et nous obtenons finalement

Ce qui achevé la démonstration.
Note remise le 28 août 1993, acceptée après révision le 26 octobre 1993.
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