Collection Mathématiques appliquées pour la maitrise
Sous la direction de P. G. CIARLET et J. L. LIONS

Haim BREZIS

Université Pierre et Marie Curie
et Ecole Polytechnique

ANALYSE
FONCTIONNELLE

Théorie et applications

2¢ tirage

MASSON Paris New York Barcelone Milan Mexico Sao Paulo 1987



Traductions :

— en espagnol, Alianza, Madrid (1984)

— en italien, Liguori, Naples (en préparation)

— en anglais, Springer, Berlin-Heidelberg-New York (en préparation)
— en japonais, Sangyo Tosho, Tokyo (en préparation)

— en grec, Société Mathématique de Gréce (en préparation).

Tous droits de traduction, d’adaptation et de reproduction par tous procédés,
réservés pour tous pays.

La loi du 11 mars 1957 n’autorisant aux termes des alinéas 2 et 3 de 'article 41, d’une part, que les
«copies » ou « reproductions strictement réservées a l'usage privé du copiste et non destinées a une
utilisation collective » et, d’autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et
d’illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale, ou partielle, faite sans le consentement
de I'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause, est illicite » (alinéa 1°" de I'article 40).

Cette représentation ou reproduction par quelque procédé que ce soit, constituerait donc une
contrefagon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code Pénal.

© Masson, Paris, 1983

ISBN : 2-225-77198-7
ISSN : 0754-4405

MASSON A. 120 Bd Saint-Germain, 75280 Paris Cedex 06
MASSON S.A. Balmes 151, 08008 Barcelona

MaAssoN ITaLiA EDITORI S.p.A. Via Giovanni Pascoli 55, 20133 Milano

MAssON EDITORES Dakota 383, Colonia Napoles, 03810 Mexico DF

EDITORA MASSON DO BRASIL Ltda Rua Borges Lagoa 1044, CEP/ 04038 Sdo Paulo S.P.



PRESENTATION DE LA COLLECTION
« MATHEMATIQUES APPLIQUEES POUR
LA MAITRISE »

La Collection Mathématiques appliquées pour la maitrise a pour but de présenter les
principales théories mathématiques générales directement orientées vers les applications,
de les développer de maniére rigoureuse, et d’indiquer explicitement et avec précision la
trés grande variété de leurs applications.

Des théories mathématiques générales orientées vers les applications sont, notamment,
les fondements de I'analyse des équations différentielles et aux dérivées partielles, linéaires
ou non, qui « gouvernent » tellement de situations en Physique, en Mécanique, en Chimie,
etc., et jusqu'en Econométrie! Ce sont aussi les outils principaux de I'Analyse Numérique,
préalables obligés au traitement sur ordinateur : analyse numérique matricielle, méthodes
de l'optimisation, méthodes de différences finies ou d’éléments finis pour I'approximation
des solutions d’équations aux dérivées partielles; c’est aussi la Statistique, dont les
applications sont universelles, et ou P'ordinateur a apporté, 1a encore, une impulsion
nouvelle considérable; c’est aussi la Mécanique des Solides et la Mécanique des Fluides
dont une connaissance déja sérieuse est indispensable a tout mathématicien appliqué.

Ces théories générales sont, dans la Collection, développées de maniére rigoureuse,
par le biais des solutions les plus synthétiques, les plus élégantes et les plus « confirmées »;
elle fournissent ainsi tous les outils nécessaires pour aborder la grande majorité des
problémes posés quotidiennement par les applications. Les théories générales présentées
dans cette Collection ont d’ailleurs été élaborées pour faire face précisément aux
applications, C’est-a-dire a des problémes posés dans des disciplines parfois trés éloignées
des mathématiques mais néanmoins susceptibles d’étre formalisés de fagon mathématique.

Ces mémes théories devraient également servir de point de départ pour I'étude des
nouveaux problémes posés par les applications; il est en effet essentiel de savoir que ces
nouveaux problémes, d'importance fondamentale, se présentent sous la forme de questions
complétement « ouvertes ». Aprés le préalable d’'une modélisation mathématique souvent
déja imparfaite, la seule fagon de les aborder réside alors dans un traitement « massif » sur
ordinateur, a P'aide précisément des méthodes et des outils fondamentaux présentés dans cette
Collection.

C’est pourquoi cette Collection, qui s’adresse a tous les étudiants du Deuxiéme Cycle
de Mathématiques dites « appliquées », mais aussi (au moins pour certains de ses volumes)
aux étudiants du Deuxiéme Cycle de Mathématiques dites « pures », de Mécanique, de
Physique, aux éléves des Grandes Ecoles d’Ingénieurs, ..., devrait non seulement initier ses
lecteurs a des théories rigoureuses et élégantes, tout en leur fournissant un outil déja
utilisable dans de trés nombreuses applications, mais aussi, nous I'espérons, leur donner le
désir d’aller bien au-dela.

Pour l'accueil compréhensif qu’elle a bien voulu réserver a cette Collection, il nous est
particuliérement agréable de remercier la maison Masson, en la personne notamment de
M. J. F. Le Grand. Nous tenons également a remercier bien vivement M. A. Warusfel,
dont Pactivité et le dévouement ont beaucoup contribué a la conception et a I’élaboration
de cette Collection.

P. G. CIARLET J. L. LIONS
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NOTATIONS

Notations générales

E espace dual de E

<,> produit scalaire dans la dualité E', E
[f=a]l={x;f(x) = o}

B(xo, 1) = {x; |lx — x,|| < r} boule ouverte, centrée en x, de rayon r
Be = {xeE; |Ix]| < 1}

epi @ = {(x, A); ¢(x) < A} épigraphe de ¢

o* fonction conjuguée de ¢

Z(E, F) espace des opérateurs linéaires continus de E dans F
M+ orthogonal de M

D(A) domaine de l'opérateur A

G(A) graphe de l'opérateur A

N(A) noyau de l'opérateur A

R(A) image de l'opérateur A

o(E, E) topologie faible définie sur E

o(E, E) topologie faible * définie sur E’

- convergence faible

J injection canonique de E dans E”

14 exposant conjugué de p, c’est-a-dire 1 + l, =1
p.p. presque partout p P

|A mesure (de Lebesgue) de I'ensemble A

Supp f support de la fonction f

f*g produit de convolution

Pn suite régularisante
(v.f)(x) = f(x + h) translaté de la fonction f

wccQ ouvert o fortement inclus dans Q, c’est-d-dire ® compact et ® = Q
| 4% projection sur le convexe fermé K
| norme Hilbertienne
p(T) ensemble résolvant de l'opérateur T
o(T) spectre de l'opérateur T
VP(T) valeur propre de l'opérateur T
J=(1+2A)"! résolvante de l'opérateur A
A, = Al, régularisée Yosida de I'opérateur A

( ou Ou ou )
Vu=|—:> »...— | =grad u

0x, 0x, oxn N
D =__———aa,+a,+...aNa u, ol =Y o

XXy ... OxN' i=1

N azu

Au=Y Pl Laplacien de u

i=1

=)
+z
Il

{x = (x, xn) e RN x R, xy > 0}



X1l NOTATIONS

Q Ix = (ﬁ’, xN)ERNU X R; x| < 1 et |xp| < 1}
Q. =QnRY
Qo = (xeQ; xn =0}

1
(Dyu)(x) = m(u(x + h) — u(x))

Cu L, L.
= dérivée normale extérieure
n

Espaces fonctionnels

Qc RN ouvert,
cQ = I' = frontiére de Q,

L?(Q) = {u mesurable sur Q et J [P dx < 0}, 1 < p < o0,

Q
L*(Q) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que |u(x)| < C p.p. sur Q}
C.(Q) fonctions continues a support compact dans Q
CHQ) fonctions k fois continiment différentiables sur Q (k entier > 0)

C*(Q) = kOo Q)

CiQ) =C(QnC(Q

CX(Q) =C(QnCQ) = 2(Q)

(o({0)} fonctions continues sur Q

CHQ) fonctions u de C*(Q) telles que pour chaque multi-indice «, |of < k,
I'application x e Q — D u(x) se prolonge continiment sur Q

C (@) =NCHQ)
k

COX(D) = {ueC(Q); sup 1460 — 4Ol
X.yeQ IX - yl

Ck(Q) = (ue C*Q); DiueC**(Q) Vj, |il <k}
wirower, Wmr, H!, Hi, H™ espaces de Sobolev.

<oo}avec0<a<]



INTRODUCTION

Cet ouvrage reprend sous une forme sensiblement plus élaborée un cours de Maitrise
enseigné & I'Université Pierre et Marie Curie (Paris VI). Il suppose connus les ¢léments de
base de Topologie générale, d’Intégration et de Calcul différentiel.

La premiére partie du cours (Chapitres I a VII) développe des résultats « abstraits »
d’Analyse Fonctionnelle. La seconde partie (Chapitres VIII a X) concerne I'étude d’espaces
fonctionnels « concrets » qui interviennent en théorie des équations aux dérivées partielles ;
on y montre comment des théorémes d’existence « abstraits » permettent de résoudre des
équations aux dérivées partielles. Ces deux branches de I’Analyse sont étroitement liées.
Historiquement, I’Analyse Fonctionnelle « abstraite » s’est d’abord développée pour
répondre a des questions soulevées par la résolution d’équations aux dérivées partielles.
Inversement, les progrés de '’Analyse Fonctionnelle « abstraite » ont considérablement
stimulé la théorie des équations aux dérivées partielles. Ce cours ne contient aucune
référence historique; nous recommandons au lecteur de consulter Pouvrage de
J. Dieudonné [3]. Nous espérons que ce livre pourra étre utile tant aux étudiants intéressés
par les « Mathématiques Pures» qua ceux qui désirent s’orienter vers les
« Mathématiques Appliquées ».

Je remercie

— M. G. Tronel qui m’a suggéré de nombreuses améliorations.

— MM. Ph. Ciarlet et P. Rabinowitz pour leurs précieux conseils et encouragements.
— MM. Berestycki, Gallouet, Kavian, Mc Intosh pour leurs remarques utiles.

— Le Mathematics Research Center, University of Wisconsin, et le Department of
Mathematics, University of Chicago, ou des parties de ce livre ont été rédigées.

Je dédie ce livre a la mémoire de Guido Stampacchia, en hommage 4 un Maitre de
I’Analyse Fonctionnelle, disparu prématurément.

H. BREZIS
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Avertissements

1) La notation [EX] fait référence a I'ouvrage de H. Brezis, Analyse Fonctionnelle,

Recueil de Problémes et Exercices Masson.
Certains résultats énoncés dans ce volume sont démontrés en exercices dans [EX]

2) Certains énoncés ou paragraphes sont précédés du symbole e; il s’agit de passages
trés importants. Le symbole % précéde certains énoncés qui peuvent étre omis en premiére
lecture.

3) Nous avons adopté une numérotation continue pour les propositions, théoremes et
corollaires; seuls les lemmes sont numérotés séparément.

4) Dans tout cet ouvrage nous considérons uniquement des espaces vectoriels sur R (ce
qui est regrettable, mais simplifie la présentation). La plupart des énoncés restent valables
pour les espaces vectoriels sur C; quelques modifications sont parfois nécessaires. Dans
[EX] on dresse la liste des changements a apporter lorsque I'on travaille avec des espaces
vectoriels sur C.



I

LES THEOREMES

DE HAHN-BANACH.
INTRODUCTION A LA THEORIE
DES FONCTIONS

CONVEXES CONJUGUEES

I.1. Forme analytique du théoréme de Hahn-Banach :
prolongement des formes linéaires

Soit E un espace vectoriel sur R. Rappelons qu’une forme linéaire est une application
linéaire définie sur E, ou sur un sous-espace vectoriel de E, a valeurs dans R. Le résultat
essentiel du § I.1 concerne le prolongement d’une forme linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel de E en une forme linéaire définie sur E tout entier.

Théoréme 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique). — Soit p : E — R une application vérifiant

1) p(Ax) = Ap(x) VxeE et VA > 0,
@ px +y) < plx) +ply) Vx,yeE.

Soit d’autre part, G c E un sous-espace vectoriel et soit g : G — R une application linéaire
telle que

3) g(x) < p(x) VxeG.

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, ie.
8x) = flx) VxeG

et telle que

“@ fx®) <px) VxeE.

La démonstration du théoréme I.1 fait appel au lemme de Zorn dont nous
rappelons I'énoncé. Commengons par préciser quelques notions de la théorie des ensembles
ordonnés.

Soit P un ensemble muni d’une relation d’ordre (partiel) notée <. On dit qu’un sous-

ensemble Q < P est totalement ordonné si pour tout couple a, b de Q on a (au moins) 'une
des relations a < b ou b < a.
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Soit Q = P un sous-ensemble de P; on dit que ¢ € P est un majorant de Q si pour tout
aeQ lon aa<c

On dit que m € P est un élément maximal de P si pour tout xe P tel que m < xona
nécessairement x = m.

Enfin, on dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet
un majorant.

Lemme L1 (Zorn). — Tout ensemble ordonné, inductif, non vide, admet un élément
maximal.

On trouvera une démonstration du lemme de Zorn (a partir de 'axiome du choix)

dans N. Dunford-J. Schwartz [1] (Vol. 1, Théoréme 1.2.7.), P. Dubreil-M. L. Dubreil Jacotin
[1] (Chap. 6) ou bien dans Lang [1].
REMARQUE 1. — Il n’est pas indispensable pour un analyste de connaitre la démonstration
du lemme de Zorn, par contre il est essentiel de bien comprendre ’énoncé et de savoir
T'utiliser. Le lemme de Zorn a de nombreuses et trés importantes applications en Analyse ;
c’est un outil indispensable pour établir certains résultats d’existence.

DEMONSTRATION DU THEOREME I.1. — On considére I’ensemble
P { )

P est muni de la relation d’ordre

(hy < hy) < (D(hy) = D(hy) et h, prolonge h,;).

h: D(h) € E - R avec D(h) sous-espace vectoriel de E, h lincaire,
G < D(h), h prolonge g et h(x) < p(x) VYxeD(h)

Il est clair que P n’est pas vide puisque g € P. D’autre part, P est inductif. En effet soit
Q < P un sous-ensemble totalement ordonné; on note Q = (h),.;. On définit

D(h) = U D(h) et h(x) = hy(x) si x € D(h).
iel

On vérifie que cette définition a bien un sens, que h € P et que h est un majorant de Q. Il
résulte du lemme de Zorn que P admet un élément maximal noté¢ f. Prouvons que
D(f) = E — ce qui achévera la démonstration du théoréme I.1. Raisonnons par
Pabsurde et supposons que D(f) # E. Soit x, ¢ D(f); posons D(h) = D(f) + Rx, et,
pour x € D(f), h(x + txy) = f(x) + ta (t€ R) ou o est une constante qui sera fixée
ultérieurement de maniére a ce que he P. On doit donc s’assurer que

f(x) + ta < p(x + txg) VxeD(f), VteR.

Grace a (1) il suffit de vérifier que

{f(x)+<x
S(x) —«a

Autrement dit, il faut choisir o tel que

p(x + xo) Vx e D(f)

<
< p(x — Xo) Vx € D(f).

Sup {f(y) = P(y — x0)} < o< Inf {p(x + xo) — f(x)}.
yeD(f) x € D(f)
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Un tel choix est possible puisque

SO) = p(y — xo) < plx + xo) — f(x)  VxeD(f), VyeD(f);
en effet on notera que
S(x) + () < p(x + ) < px + Xo) + p(y — Xo)
grice a (2).

On conclut que f est majorée par h et que f # h; ceci contredit la maximalité de f.

Indiquons maintenant quelques applications simples du théoréme I.1 lorsque E est un
espace vectoriel normé (e.v.n.) de norme || ||
Notation : On désigne par E’ le dual (topologique) (*) de E i.e. 'espace des formes linéaires
et continues sur E; E' est muni de la norme duale (%)

©®) Iflle = Sup ISl = §2‘§ S ).

Ixl < 1 Ixll <1

Lorsque f € E' et x € E on notera généralement {f; x) au lieu de f(x); on dit que{ , est le
produit scalaire dans la dualité E' E.

o Corollaire 1.2. — Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une application
lineaire et continue de norme

ligll = Sup g(x).
xeG

Il <1

Alors il existe f €K' qui prolonge g et tel que
1A 1le = ligllg -

DemonsTrATION. — Appliquer le théoréme 1.1 avec p(x) = ||gllg IIx]l-

o Corollaire 1.3. — Pour tout x, € E il existe f, € E' tel que
WFoll = [lxoll et oo X0 = lIxoll.

DemonsTraTION. — Appliquer le corollaire 1.2 avec G = Rx, et g(tx,) = t||x,||*> de sorte
que [lgllg: = [1xoll

REMARQUE 2. — L’¢lément f;, défini au corollaire 1.3 n’est pas unique en général (essayer
de fabriquer un exemple ou voir [EX]). Néanmoins si E’ est strictement convexe () — ce
qui cst le cas par exemple si E est un espace de Hilbert (voir chapitre V) ou bien si
E = L”(Q) avec | < p < o (voir chapitre IV) — alors f; est unique. De maniére générale
on note, pour chaque x, € E,

F(x,) = {fo€E'; [Ifoll = lIxoll et {fo,xo> = ||x0||2}.

(') Dans la littérature américaine le dual topologique de E est désigné par E*. Attention aux
confusions !

(®) En général on écrira simplement ||f|| au lieu de ||f|lg sauf s’il y a une ambiguité.

(®) On dit qu'un espace vectoriel normé E est strictement convexe si Vx, y € E avec ||x|| = ||y|| = 1
et x#yonaltx+ (1 -1yl <1Vvee]O1[.
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L’application (multivoque) x, +—> F(x,) est 'application de dualit¢ de E dans E'; on
trouvera certaines de ses propriétés dans [EX].

e Corollaire 1.4. — Pour tout x e E on a

(6) llxll = Sup [{f x)| = Max Kf, x)|.
feE feE
<t IR
DEMONSTRATION. — Supposons que x # 0. I1 est clair que

Sup [<f, x>| < IIx]l.
f€eFE
<1

D’autre part (corollaire 1.3) on sait quil existe foeE tel que [[foll = lIx|| et
{fo, x> = |Ix|>. On pose f, = |lx||~'f, de sorte que [Ifyll =1 et {fy,x)> = |Ixll

REMARQUE 3. — Il convient de distinguer la formule (5) qui est une définition et la formule
(6) qui est un résultat. En général, le « Sup » qui apparait dans (5) n’est pas un « Max » i.e.
il n’est pas atteint (voir un exemple dans [EX]). Toutefois ce « Sup » est atteint si E est un
espace de Banach réflexif (voir chapitre III); un théoréme difficile di 4 R. C.James
affirme la réciproque : si E est un espace de Banach tel que pour tout fe E' le « Sup » en
(5) est atteint, alors E est réflexif (voir par exemple Diestel [1], chapitre I ou Holmes [1]).

1.2. Formes géométriques du théoréme de Hahn-Banach :
séparation des ensembles convexes

Commengons par quelques préliminaires sur les hyperplans. Dans toute la suite E
désigne un e.v.n.
Défnition. — Un hyperplan (affine) est un ensemble de la forme
H={xeE; f(x) = a}

ou f est une forme linéaire (*) sur E, non identiquement nulle et o € R. On dit que H est
Ihyperplan d’équation [ = a].

Proposition LS. — L’hyperplan déquation [f = o] est fermé si et seulement si f est
continue.

DemonsTrATION. — I est clair que si f est continue alors H est fermé. Réciproquement,

supposons que H est fermé. Le complémentaire ( H de H est ouvert et non vide (puisque

(*) Pas nécessairement continue (lorsque E est de dimension infinie il existe toujours des formes
linéaires non continues; voir [EX]).
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S/ # 0). Soit x, € (H et supposons (pour fixer les idées) que f(xo) < o Soit r > 0 tel que
B(x,,7) = (H ou

B(xo,7) = {x€E; [x — x| <1}
On a

7) fx)<a Vx € B(x,, 7).
En effet supposons que f(x;) > a pour un certain x, € B(x,,r). Le segment
{x,=(1 — t)xg + tx,; te[0,1]}
est contenu dans B(x,,r) et donc f(x) # a Vte[0,1]; par ailleurs f(x,) = o pour

f = Sfxy) —a
Sflxy) = flxo)

> ce qui est absurde et donc (7) est démontré. 11 résulte de (7) que
fxo +1r2) <0 Vz e B(0, 1).

1
Par conséquent f est continue et ||f]| < — (o — f(xo))
r

Définition. — Soient A < E et B < E. On dit que l'hyperplan H d’¢quation [f = o]
sépare A et B au sens large si I'on a

|f(x)<ot VxeA et fx) = a VxeB.|

On dit que H sépare A et B au sens strict s’il existe € > 0 tel que

[f(x)<oc—e VxeA et fX)=>a+ ¢ VxeB.|

Géométriquement la séparation exprime que A et B se situent « de part et d’autre de H ».

H

Rappelons enfin qu’un ensemble A < E est convexe si
tx + (1 —t)yeA Vx,y €A, vt e[O, 1].
o Théoréme 1.6 (Hahn-Banach, premiére forme géométrique). — Soient A — EetB c Edeux

ensembles convexes, non vides et disjoints. On suppose que A est ouvert. Alors il existe un
hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

La démonstration du théoréme 1.6 est basée sur les deux lemmes suivants

Lemme 1.2 (Jauge d’un convexe). — Soit C = E un convexe ouvert avec 0 € C. Pour tout x € E
on pose :

®) pix) =Inf{o > 0; a”'x e C}
(on dit que p est la jauge de C).
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Alors p vérifie (1), (2) et

9) il existe M tel que 0 < p(x) < M||x|| Vx€eE,
(10) C={xeE; p(x) <1}.
DEMONSTRATION DU LEMME 1.2, — Soit r > 0 tel que B(0,r) = C; il est clair que

1
px) < -[lxl VxeE.
r

D’ou (9).
La propriété (1) est évidente.

Prouvons (10). Supposons d’abord que x € C; comme C est ouvert, (1 + g)x € C pour
1
€ > 0 assez petit. Donc p(x) < T+e < 1. Inversement si p(x) < 1 il existe 0 < o < 1 tel
€
que a"!xeC et donc x = a(aa"'x) + (1 — )0 e C.

Prouvons (2). Soient x, y € E et soit € > 0. D’aprés (1) et (10) on sait que _* eC
p(x) + €
y 1x (1 -1y -

et ———— e C. Donc + € C pour tout t € [0, 1]. En particulier pour

p(y) + € p(x) +&  ply) +¢

X) + € X +
= —p()— on obtient Xy € C. On en déduit, grace a (1) et (10),
p(x) + p(y) + 2¢ p(x) + p(y) + 2¢

que p(x + y) < p(x) + p(y) + 2e Ve > 0. D’ou (2).

Lemme 1.3. — Soit C < E un convexe ouvert non vide et soit x, € E avec x,¢ C.
Alors il existe fe E' tel que f(x) < f(x,) Vx € C. En particulier I'hyperplan d équation
[f = f(x,)] sépare {x,} et C au sens large.

DEemonsTRATION DU LEMME I.3. — Par translation on peut toujours supposer que 0 € C et
introduire la jauge de C (lemme 1.2) notée p. On considére G = Rx, et la forme linéaire g
deéfinie sur G par

g(tx,y) = ¢, teR.
Il est clair que
g(x) < p(x) VxeG

(prendre x = tx, et distinguer les cas t > 0 et t < 0). Grace au théoréme 1.1, il existe une
forme linéaire f sur E, qui prolonge g, et telle que

f(x) < p(x) Vx € E.

En particulier on a f(x,) = 1 et fest continue grice a (9). D’autre part on déduit de (10) que

f(x) < 1 pour tout xeC.

DEMONSTRATION DU THEOREME I.6. — On pose C = A — B de sorte que C est convexe

(vérification facile), C est ouvert (noter que C = |J (A —y) et 0¢C (puisque
yeB

A n B = ). D’aprés le lemme 1.3 il existe fe E' tel que
flz)<0 VzeC
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Cest-a-dire
fx) <f(y) VxeA, VyeB.

On fixe aae R avec

Sup f(x) < a < Inf f(y)
x€eA yeB

et donc I'hyperplan d’équation [f = o] sépare au sens large A et B.

o Théoréme 1.7 (Hahn-Banach, deuxiéme forme géométrique). — Soient A c Eet B < E
deux ensembles convexes, non vides, disjoints. On suppose que A est fermé et que B est
compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

DemonsTraTION. — Pour € > Oon pose A, = A + B(0,€)et B, = B + B(0, €) de sorte que
A, et B, sont convexes, ouverts et non vides. De plus, pour € > 0 assez petit, A, et B, sont
disjoints (sinon on pourrait trouver des suites €, > 0, x,e A et y,eB telless que
lIx, — yall < 2¢,; on pourrait ensuite extraire une sous-suite y, — y € A n B). D’aprés le
théoréme 1.6, il existe un hyperplan fermé d’équation [f = a] qui sépare A, et B, au sens
large. On a donc

fx+ez)<a<fy+e) VxeA, VyeB, VzeB(0,1).
Il en résulte que
S +elfll <a<f(y) —ellfll. VxeA, VyeB.

On conclut que A et B sont séparés au sens strict par ’hyperplan [ f = a] puisque ||f]] # 0.
Remarque 4. — Soient A < E et B = E deux ensembles convexes, non vides, disjoints.
Sans hypothése supplémentaire on ne peut pas toujours séparer A et B au sens large par un
hyperplan fermé. On peut méme construire un exemple ou A et B sont deux convexes
fermés, non vides, disjoints tels qu'il n’existe aucun hyperplan fermé séparant A et B au
sens large; voir [EX]. Toutefois si E est un espace de dimension finie on peut toujours

séparer au sens large deux convexes A et B, non vides, disjoints (sans hypothése
supplémentaire !); voir [EX].

Indiquons enfin un corollaire trés utile lorsque 'on cherche a prouver qu’un sous-
espace vectoriel est dense.

e Corollaire 1.8. — Soit F < E un sous-espace vectoriel tel que F # E. Alors il existe
feE, f+ 0 tel que

{f,x>=0 VxeF.
DimonsiRATION. — Soit xo € E, xo¢ F. On applique le théoréme 1.7 avec A = F et

B = {x,}. lexiste donc fe E', f # O tel que I’hyperplan d’équation [f = o] sépare au sens
strict F et {xo}. Ona

ix) <a<{f,xy) VxeF.
D’ou il résulte que {f,x) = 0 Vx € F, puisque A {f,x) < a pour tout AeR.
e REMARQUE 5. — On applique souvent le corollaire 1.8 pour montrer qu'un sous-espace

vectoriel F < E est dense. Ou considére une forme linéaire et continue f sur E telle que
S =0 sur F et on prouve que f est identiquement nulle sur E.
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I.3. Introduction a la théorie des fonctions
convexes conjuguées

Commengons par quelques préliminaires sur les fonctions semi-continues
inférieurement et sur les fonctions convexes.
Dans cette section on considére des fonctions ¢ définies sur un ensemble E a valeurs dans
] — o0, + o]; donc ¢ peut prendre la valeur + oo, (mais la valeur — oo est exclue).
On désigne par D(¢) le domaine de ¢ c’est-a-dire I’ensemble

[D() = {xeE; ¢(x)<+0o} |

Notation. L’épigraphe de ¢ est I'ensemble
[epio = {[x,\]€E x R; o(x) <A} (").]

On suppose maintenant que E est un espace topologique. Rappelons la

Définition. — Une fonction ¢ : E - ] — o0, + o0] est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i.) si pour tout Le R I'ensemble [ < A] = {x€E; @(x) < A} est fermé.

Nous utiliserons quelques propriétés élémentaires des fonctions s.c.i. (voir Choquet [1] ou
Dixmier [1]) :
(a) Si @ est sci., alors epi @ est fermé dans E x R; et réciproquement.
(b) Si @ ests.c.i., alors pour tout x e E et tout € > 0 il existe un voisinage V de x tel que :
o) = e(x)—e  VyeV;

et réciproquement.
11 en résulte en particulier que si @ est s.c.i. et si x, — X, alors :

[ lim inf @(x,) > @(x). |

(c) Si @, et @, sont s.ci. alors @, + @, est s.Ci.

(d) Si (9;);c; est une famille de fonctions s.c.i. alors I'enveloppe supérieure des () est
s.ci. c’est-a-dire la fonction ¢ définie par

*(x) = Sup ¢,(x)

est s.Cc.d.
(e) Si E est compact et si ¢ est s.ci., alors ¢ atteint sa borne inférieure sur E.

On suppose maintenant que E est un espace vectoriel. Rappelons la

Définition. — Une fonction ¢ : E - ] — oo, + o] est dite convexe st

[ o(tx + (1 —0)y) <to(x) + (1 — Do(y)  Vx,yeE, Vie]0,1[. |

Nous utiliserons quelques propriétés élémentaires des fonctions convexes :

(a) Si @ est une fonction convexe, alors epi ¢ est un ensemble convexe dans E x R; et
réciproquement.

(b) Si @ est une fonction convexe, alors pour tout A € R 'ensemble [¢ < A] est
convexe; mais la réciproque n’est pas vraie.

() Insistons sur le fait que R =] — oo, + oo[ et donc ici A ne prend pas la valeur + oo.
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(c) Si @, et @, sont des fonctions convexes, alors @, + ¢, est convexe.

(d) Si(9;);¢; est une famille de fonctions convexes alors I'enveloppe supérieure des (¢;)
est convexe.

On suppose dans toute la suite que E est un e.v.n.

Définition. Etant donnée une fonction @ : E - ] — o0, + o] telle que ¢ # + oo (ie.
D(9) # &) on définit la fonction ¢* : E' > ] — oo, + o0], conjuguée de ¢ par

o*(/f) = SUIED x> — o)} (feE).

Notons que @* est une fonction convexe s.c.i. sur E'. En effet, pour chaque x € E fixé
Papplication f +— {(f, x) — @(x) est convexe et continue, donc s.c.i. Par suite, I'enveloppe
supérieure de ces fonctions (lorsque x parcourt I’ensemble d’indices E) est convexe et s.c.i.

Proposition 1.9. — On suppose que @ est convexe, s.ci. et 9 = + . Alors ¢* # + co.

DEMONSTRATION. — Soit x, € D() et soit A, < @(x,). On applique le théoréme 1.7 (Hahn-
Banach, deuxiéme forme géométrique) dans l'espace E x R avec A =epi@ et

B = {[x¢, Aol}-

R4

hot X [x0. ol = B
I

/ Xo E

Il existe donc un hyperplan fermé H dans E x R d’équation [® = a] qui sépare
strictement A et B. Noter que 'application x € E — ®([x, 0]) est une forme linéaire et
continue sur E et donc ®([x, 0]) = {f, x> pour un certain fe E'. Posant k = ®([0, 1]) on a
alors

O([x,A]) = {fix) + kA pour tout [x,A]JeE x R.

Ecrivant que @ > « sur A et ® < o sur B on obtient :

x> + kh > a, V[x,A] eepi @
et

{fixg) + khg < o
En particulier on a
(11) {x) + ko(x) >a  VxeD(g)
et donc

{fxo) + ko(xg) > o > (f, x> + kho.
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D’ou k > 0. On déduit de (11) que

1 a
<—;f,x>—q>(x)<—; Vx e D(9)
1
et par suite (p*(— Ef) < + oo.

On définit maintenant, lorsque ¢* # + oo, la fonction ¢** : E - ] — o0, + o0] par

P**(x) = ?uEP, {{f x> = o*(N).

o Théoréme 1.10 (Fenchel-Moreau). — On suppose que @ est convexe, s.c.i. et ¢ F + o0.
Alors ©** = ¢.

DeEmonsTrATION. — On procéde en deux étapes :

17 étape. On suppose, de plus, que @ > 0. D’abord, il est clair que @** < @; en effet
d’aprés la définition de ¢* ona

Lrx) € ox) + o*(f) vxeE, VfeFE.

Pour prouver que @** = @ on raisonne par I'absurde et on suppose qu'il existe un x, € E
tel que

@**(xo) < P(xo).
Eventucllement on a @(x,) = + o0, mais on a toujours @**(x,) < + 0o. On applique le
théoréme 1.7 (Hahn-Banach, deuxiéme forme géométrique) dans I'cspace E x R avec
A =epi @ et B = [xq, 9**(x,)]. Il existe donc — comme dans la démonstration de la
proposition 1.9 — feE', keR et aeR tels que

(12) {fixy 4+ kv >a, Y[x, A eepio
(13) {foxo) + ko**(xp) < o

Il en resulte que k > 0 (choisir dans (12), x e D(¢) et A = n — o). [Ici, on ne peut pas
conclurc comme dans la démonstration de la proposition 1.9 que k > 0; on pourrait
éventucllement avoir k = 0, ce qui correspondrait a un hyperplan H « vertical » dans
E x R]. Soit € > 0; comme ¢ > 0 on a grace a (12):

x>+ (k +eo(x) > a Vx e D(g).

S
k +¢

o
D’ou (p*<— > < - P ; d’aprés la définition de @**(x,), il vient
€

f f f a
“’“"‘°)><‘m”“»“"*<‘k+g>><"k+e’x°>+k+s

Par suite
{Lixgy + (k + €)0**(xy) = a0 Ve > 0,

ce qui contredit (13).

2¢ étape : Le cas général. Soit f, e D(¢p*) (D(¢*) # J d’aprés la proposition 1.9). Pour se
ramener au cas précédent on introduit la fonction

0(x) = 0(x) — {fo, X> + ¢*(fo)
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de sorte que @ est convexe s.ci, @ # + oo et @ > 0. Grice a la 1™ étape on sait que
(@)** = ¢. Calculons maintenant (@)* et (p)**. Ona

@*(N) = 0*(f + fo) — ©*(fo)

et
(@)**(x) = @**(x) — {fo, XD + ©*(fo)-
D’ou @** = ¢.
UN exempLE. — Prenons @(x) = ||x||. On vérifie aisément que
0 si fIfll<!
o*(f) = { .
+ o0 si |||l > L
Donc
@**(x) = Sup {f, x).
feFE
W<t

Ecrivant Pégalité @** = @ on retrouve (partiellement) le corollaire .4.

Terminons ce chapitre avec une autre propriété des fonctions conjuguées.

% Théoréme 1.11 (Fenchel-Rockafellar). — Soient ¢ et \ deux fonctions convexes. On
suppose qu’il existe x, € E tel que ¢(x,) < + o0, V(X)) < + 00 et ¢ est continue en x,. Alors

Inf {o(x) + ¥(x)} = fug {me*=N - v} = Max {=o* (=) - v}

x€eE

La démonstration du théoréme I.11 utilise le

Lemme 1.4. — Soit C c E un ensemble convexe; alors Int C est convexe ('). Si de plus
Int C # ¥, alors on a

C = Int C.

Pour la démonstration du lemme 1.4 voir par exemple L. Schwartz [2], Bourbaki [1]
ou bien [EX].

DEMONSTRATION DU THEOREME I.11. — On pose

a = Inf {@(x) + y(x)}

x€eE

b = Sup {— ¢*(—f) — V*(N)}

feE
On vérifie aisément que b < a. D’autre part, on a ou bien a € R, ou bien a = — oo. Si
a = — o la conclusion du théoréme I.11 est évidente.

Supposons donc que a € R. On note
C =epi@.

11 est clair que Int C # & (puisque @ est continue en X,). On va maintenant appliquer le

() Int C désigne l'intérieur de C.
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théoréme de Hahn-Banach, premiére forme géométrique, avec A = Int C et
B = {[x,A\]€E x R; A <a— yx)}.
A et B sont convexes, non vides; vérifions qu’ils sont disjoints : si [x,A\]€A ona
A>0kx)2a— V)

(d’apres la définition de a) et donc [x,A]¢ B. Par conséquent il existe un hyperplan
fermé H qui sépare A et B au sens large. Donc H sépare aussi A et B au sens large. Or
A = C d’aprés le lemme 1.4. Par suite il existe f € E’, k € R et a € R tels que ’hyperplan H
d’é¢quation [® = a] dans E x R ou

O([x,A]) = {fix) + kA

sépare C et B au sens large.

On a donc
(14) Srxy+kh=a  V[x,A]eC
(15) Lixy+kh<a VY[x,A]eB.

En choisissant x = x, et A » + oo dans (14) on voit que k > 0. Montrons que
(16) k> 0.

Rappelons d’abord que @ # 0 ce qui s’écrit ||f]| + |k| # 0. Raisonnons par I'absurde et
supposons que k = 0. On aurait (d’aprés (14) et (15))

{fix, 20  ¥YxeD(p)
ix) <o VxeD().

Or B(x,, &) < D(p) pour g, > 0 assez petit et donc
{fixg +892) 2 0 vz e B(0, 1).
Il en résulte que {f, xo)> = o + &y||f]l. Par ailleurs-ona
Lixg) € a puisque X € D(V).

Donc f =0 — ce qui est absurde (car k = 0). On a donc prouvé (16).
On déduit de (14) et (15) que

et par suite

SRR

Comme par ailleurs on a (d’aprés la définition de b)

R
oreel( D el)

On conclut que
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UN exempLe. — Soit K < E un convexe fermé non vide. On pose

0 si xeK
+ oo si x¢K.

Ix(x) = {

Ik est appelée la fonction indicatrice de K. Noter que I est convexe, s.c.i. et Iy # + 0. La
fonction conjuguée Iy est appelée fonction d’appui de K. Montrons que pour tout x, € E
ona

(17) dist (xo, K) = Inf || x — xoll = Max {{f; xo> — If(/)}-
xeK feE
<t

En effet on a Inf ||x — x,|| = Inf {@(x) + Y(x)} avec

xeK xeE
O(x) = llx — xoll et Y(x) = Ix(x).
On applique le théoréme I.11.
REMARQUE 6. — L’égalité (17) peut apporter des renseignements intéressants dans les
situations ou Inf |]x — x|l n’est pas atteint; voir un exemple dans [EX].
xeK

La théorie des surfaces minima fournit un cadre trés instructif ou le probléme primal

n’admet (en général) pas de solution (ie. Inf {@(x) + Y(x)} n’est pas atteint) alors que le
x€E

probléme dual (ie. Max {— ¢*(—f) — ¥*(f)}) admet une solution; voir Ekeland-
feE

Temam [1].

Commentaires sur le chapitre I

1) Généralisations et variantes des théorémes de Hahn-Banach.

La premicre forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach s’étend aux espaces
vectoriels topologiques généraux. La deuxiéme forme géométrique s’étend aux espaces
localement convexes — espaces qui jouent un réle important, entre autres en théorie des
distributions (voir L. Schwartz [1]). Le lecteur intéressé¢ pourra consulter N. Bourbaki [1],
Kelley-Namioka [1], G. Choquet [2] (Volume 2) et Taylor-Lay [1].

2) Applications des théorémes de Hahn-Banach.
Elles sont nombreuses et variées. Nous en signalons quelques-unes :
a) Le théoréeme de Krein-Milman

Rappelons d’abord quelques définitions. Soit E un e.v.n. et soit A = E. L’enveloppe

convexe fermée de A — notée conv A — est le plus petit ensemble convexe fermé
contenant A. Soit K < E un ensemble convexe. On dit qu’un point x € K est extrémal si

(x= (1 — t)xg + tx; avec te]0, 1] et xo,xleK> = (x0=x, =x>

o Théoréme 1.12 (Krein-Milman). — Soit K < E un ensemble convexe compact. Alors K
coincide avec I'enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.
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Le théoréme de Krein-Milman a lui-méme beaucoup d’applications et de
prolongements (théoréme de représentation intégrale de Choquet, théoréme de Bochner,
théoréme de Bernstein, etc.). Sur ce sujet, consulter Bourbaki [1], Choquet [2] (Volume 2),
Phelps [1], Dunford-Schwartz [1] (Volume 1), Rudin [1], Larsen[1], Kelley-
Namioka [1], Edwards [1], Dellacherie-Meyer [1] (Chapitre X), Taylor-Lay [1], Diestel
[2] et [EX].

b) En théorie des équations aux dérivées partielles.

Citons en particulier, I'existence d’une solution élémentaire pour tout opérateur
différentiel P(D) a coefficients constants, non identiquement nul (théoréme de Malgrange-
Ehrenpreis) ; voir par exemple Hérmander [1], Yosida [1], Rudin [1], Treves [2], Reed-
Simon [1] (Volume 2). Dans le méme esprit, citons la démonstration de I'existence d’une
fonction de Green pour le Laplacien par la méthode de Garabedian et Lax; voir
Garabedian [1].

3) Fonctions convexes.

La théorie des fonctions convexes et des problémes en dualité s’est considérablement
développée depuis une trentaine d’années; voir Moreau [1], Rockafellar [1] Ekeland-
Temam [1]. Parmi les applications citons entre autres :

a) La théorie des jeux, l'économie, l'optimisation, la programmation convexe; voir
Aubin [1], [2], Karlin [1], Balakrishnan [I], Barbu-Precupanu [1], Moulin-Fogelman [1],
Stoer-Witzgall [1].

b) La mécanique; voir Moreau [2], Duvaut-Lions[l1], Germain[1], larticle de
Temam-Strang [1] et les commentaires de Germain qui font suite a cet article. Noter aussi
I'utilisation de la dualité dans un probléme intervenant en théorie des plasmas (voir
Damlamian [1] et les références citées).

¢) La théorie des opérateurs monotones et des semi-groupes non linéaires, voir
Brezis [1].

d) Les problémes variationnels liés a la recherche de solutions périodiques pour les
systémes hamiltoniens et les équations non linéaires de cordes vibrantes, voir les travaux
récents de Clarke, Ekeland, Lasry, Brezis, Coron, Nirenberg (citons par exemple Clarke-
Ekeland [1], Brezis-Coron-Nirenberg[1] et les références de ces articles).

4) Prolongement d’opérateurs linéaires continus. — Soient E et F deux espaces de Banach.
Soit G < E un sous-espace vectoriel fermé et soit g : G — F un opérateur linéaire continu.
On peut se poser la question de savoir s'il existe f: E — F opérateur linéaire continu qui
prolonge g. Noter que le corollaire 1.2 résout le probléme seulement si F = R. La réponse
est affirmative dans certains cas :

a) Si dim F < oo, on peut choisir une base dans F et appliquer le corollaire .2 a
chaque composante de g.

b) Si G admet un supplémentaire topologique (voir chapitre II); ceci est le cas par
exemple si dim G < oo ou bien si codim G < oo, ou bien si E est un espace de Hilbert.

La réponse est négative dans le cas général, méme si E et F sont des espaces réflexifs
(voir [EX]).

Bien entendu on peut aussi se poser la question de savoir quand il existe un
prolongement f de g tel que ||fllyE r = llgllwG.F - Ce probléme est difficile.
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LES THEOREMES

DE BANACH-STEINHAUS

ET DU GRAPHE FERME.
RELATIONS D’'ORTHOGONALITE.
OPERATEURS NON-BORNES.
NOTION D’ADJOINT.

~ CARACTERISATION

DES OPERATEURS SURJECTIFS

IL.1. Rappel du lemme de Baire

Le lemme suivant est un résultat classique qui joue un role essentiel dans les
démonstrations du chapitre II.

Lemme I1.1 (Baire). — Soit X un espace métrigue complet. Soit (X,),, une suite de fermés.
On suppose que

Int X, = & pour chaque n=1
Alors

lm<6x">=g.

n=1

REMARQUE 1. — Le lemme de Baire est en général utilisé sous la forme suivante. Soit X un

©

espace métrique complet non vide. Soit (X,),., une suite de fermés telle que J X, = X.
n=1

Alors il existe n, tel que IntX, # .

DemonstraTION. — On pose O, = (X, de sorte que O, est un ouvert dense. Il s’agit de
e

montrer que G = [} O, est dense dans X.
n=1
Soit @ un ouvert non vide de X; on va prouver que ® NG # .
On note
B(x,r) = {yeX; d(y,x) <r}.
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On choisit x, € ® et r, > 0 arbitraires tels que
§(x0, ro) € .
On choisit ensuite x, € B(xqy,ro) MO, et r; > 0 tels que

B(xy, ;) < B(x, 7o) N O,

To
O<r, <—
2

ceci est possible puisque O, est ouvert et dense. Ainsi de suite, on construit par récurrence
deux suites (x,) et (r,) telles que

E(xn+l’ rn+l) c B(xm rn) mon+l Vn > 0
r'l
0< v < 5
Il en résulte que la suite (x,) est de Cauchy; soit x, — . Comme x, . , € B(x,, r,) pour tout

n >0 et tout p > 0, on obtient 4 la limite (quand p —» o0):

le B(x,,r,) Vn=0.
En particulier le® n G.

I1.2. Le théoréme de Banach-Steinhaus

Notation. — Soient E et F deux e.v.n. On désigne par Z(E, F) 'espace des opérateurs
linéaires et continus de E dans F muni de la norme

Tl g€ r = Sup [Tx]|
xeE

lixll < 1

On pose Z(E) = Z(E, E).

o Théoréme II.1 (Banach-Steinhaus). — Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (T),,
une famille (non nécessairement demombrable) d’operateurs lineaires et continus de E
dans F. On suppose que

1)) Sup |ITx]] < © VxeE.
iel
Alors
(¢)] SUP ITll o, p < -
1€

Autrement dit, il existe une constante c telle que

ITxl| < cllx]] VxeE, Viel

REMARQUE 2. — Dans la littérature américaine le théoréme II.1 est souvent désigné sous le
nom de Principle of Uniform Boundedness — ce qui exprime bien le contenu du résultat :
on déduit une estimation uniforme a partir d’estimations ponctuelles.
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DemonsTrAaTION. — Pour chaque entier n > 1 on pose
X,={xeE; Viel |Tx| <n}

de sorte que X, est fermé et griace a (1) ona

G X, =E

n=1
Il résulte du lemme de Baire que Int X, # (J pour un certain n, > 0. Soient x, € E et
r >0 tels que B(xp, 1) = X, . Ona

NTixo + r2)ll < ny Viel, vz e B(0, 1).
Par conséquent il vient
Tl g < no + ITixoll;

d’ou (2).

Indiquons quelques corollaires immédiats du théoréme de Banach-Steinhaus.

Corollaire I1.2. — Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (T,) une suite d’opérateurs
linéaires et continus de E dans F tels que pour chaque x € E, T,x converge quand n —
vers une limite notée Tx.

Alors on a

(a) Sup || Tl ¢, p < 00

) Te Z(E, F)

© Mg p < IL'E) inf ITll (&, B-

DEMONSTRATION. — (a) résulte directement du théoréme I1.1. Il existe donc une constante ¢
telle que
ITxll < cllxll  Vn, VxeE.

A la limite on obtient
ITx|| < cllx|| VxeE.

D’autre part il est clair que T est linéaire; d’ou (b).
Enfin on a
ITxll < ITallgeplixll  VxeE

et (¢) s’en déduit.
o Corollaire 11.3. — Soit G un espace de Banach et soit B un sous-ensemble de G.

On suppose que :
(3) pour tout fe G' lensemble f(B) = |J {f, x> est borné (dans R).

xeB

Alors
) B est borné.
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DemonsTrRATION. — On applique le théoréme II.1 avec E = G, F = R et I = B. Pour
chaque be B on pose

Ty(f) =<fb), [feE=G

Sup |T,(f)| < o VfeE.
beB

de sorte que

Gréace au théoréme II.1 il existe une constante c telle que
KABY < c|lfll YfeG  VbeB.

Par conséquent on a

I1bl] < ¢ VbeB
(voir corollaire 1.4).

REMARQUE 3. — Pour vérifier qu’un ensemble est borné il suffit de le « regarder » a travers
toutes les formes linéaires continues : c’est ce que I'on fait en général en dimension finie en
utilisant les composantes sur une base. Le corollaire I1.3 remplace en dimension infinie le
recours 4 une base. On exprime aussi la conclusion du corollaire II.3 en disant que
« faiblement borné » = «fortement borné » (voir chapitre III).

On a un énoncé «dual » du corollaire 11.3 :

Corollaire I1.4. — Soit G un espace de Banach et soit B' un sous-ensemble de G'.
On suppose que

(5) pour tout x € G l'ensemble (B',x)> = |J (f, x) est borné (dans R).
feB’
Alors

6) B’ est borné.

DemMonsTraTION. — On applique le théoréme II.1 avec E = G, F = R, I = B'. Pour chaque
be B on pose

T,(x) = <{b, x> (xeG

E)
et on conclut qu’il existe une constante ¢ telle que

[<b, x>| < cl|x]| VbeB, Vx e G.
Donc (par définition de la norme duale)

bl < ¢ VbeB.

I1.3. Théoréme de l'application ouverte
et théoréeme du graphe fermé

Les résultats fondamentaux suivants sont dis a Banach.

e Théoréme II.5 (Théoréme de P’application ouverte). — Soient E et F deux espaces de
Banach et soit T un operateur linéaire continu et surjectif de E sur F.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

™ T(Bg(0, 1)) > Bg(0, ).
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REMARQUE 4. — La propriété (7) entraine que T transforme tout ouvert de E en un ouvert de
F (d’ou le nom de ce théoréme !). En effet soit U un ouvert de E; montrons que T(U) est
ouvert. Soit y, € T(U), de sorte que y, = Tx, avec x4, € U. Soit r > 0 tel que B(xy, r) =« U
ie. xo + B(0,r) = U. On a alors

yo + T(B(O,r) < T(U).
Or, d’aprés (7) on a
T(B(0, r)) = B(0, rc)
et par conséquent
B(y, rc) < T(U).

On déduit immédiatement du théoréme IL.5 le

o Corollaire 11.6. — Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire
continu et bijectif de E sur F. Alors T~ est continu de F dans E.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE I1.6. — La relation (7) exprime que pour tout x € E tel que
[ITx|| < ¢, alors ||x|| < 1. Par homogénéité il vient
1
llxll < EIITXH VxeE
et donc T™! est continu.

e REMARQUE 5. — Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||x||; et ||x||,. On
suppose que E muni de chacune des normes || ||, et || ||, est un espace de Banach. On
suppose de plus qu’il existe une constante C > 0 telle que

llxll, < Clixll, VxeE.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
llxlly <cllxll; VxeE
Autrement dit les deux normes sont équivalentes. Il suffit d’appliquer le corollaire I1.6 avec

E=EII) F=EIlI) e T=Id

DEMONSTRATION DU THEOREME I1.5. — La démonstration se fait en deux étapes :

Premiére étape. — Soit T un opérateur linéaire et surjectif de E sur F. Alors il existe ¢ > 0
tel que

®) T(B(0, 1)) > B(0, 2¢).

DEmonsTRATION. — On pose X, = nT(B(0, 1)) ; comme T est surjectif on a |J X, = F et
n=1

grice au lemme de Baire on sait qu’il existe n, tel que Int X,, # &- 11 en résulte que
Int [T(BO, 1)] # &.

Soient ¢ > 0 et y, e F tels que

9) B(y,, 4¢) = T(B(O, 1)).

En particulier y, em, et par symétrie on a

(10) — yo € T(B(O, 1)).

H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 2
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Par addition de (9) et (10) on obtient

B(0, 4c) = T(B(0, 1)) + T(B(O, 1)).

Enfin, comme T(B(0, 1)) est convexe on a

T(B(0, 1)) + T(B(O0, 1)) = 2T(B(O0, 1)).
D’ou (8).

Deuxiéme étape. — Soit T un opérateur linéaire et continu de E dans F qui vérifie (8).
Alors ona

(1) T(B(0, 1)) > B(0, o).

DemonstraTION. — Fixons y e F avec ||y]| < ¢. On cherche x € E tel que
x|l <1 et Tx=y.

D’aprés (8) on sait que

1
(12) Ve >0 3JzeE avec |z|| <§ et |ly—Tz|l <e

. . C .
On choisit € =5 et on obtient un z; € E avec

: t Tz, || :
<= e - <=
(A 2 y 7y 5

N ax . (4 .
Appliquant le méme procédé avec y — Tz, (au lieu de y) et avec ¢ = o obtient un
z,eE tel que

1 c
<- et —Tz) — Tz, < -
l1z2 1l 2 Iy 1) 2l 2

Ainsi de suite, on construit par récurrence une suite (z,) telle que

1 c
llzall < > ly =T@zy +z; + - +z)ll < > vn.
Donc la suite x, = z; + z, + - + z, est de Cauchy. Soit x, - x; on a ||x|| <1 et
y = Tx puisque T est continue.

o Théoréme I1.7. — (Théoréme du graphe fermé). — Soient E et F deux espaces de Banach.
Soit T un opérateur linéaire de E dans F. On suppose que le graphe de T, G(T), est fermé
dans E x F. Alors

T est continu.

REMARQUE 6. — Bien entendu la réciproque est vraie puisque toute application continue
(linéaire ou non linéaire) a un graphe fermé.

DEMONSTRATION DU THEOREME II.7. — On applique la remarque S. On considére sur E les

deux normes
1
Ixlly = lixllg + I Txllg () et [lxll; = llxllg-

(!) Cette norme est appelée la norme du graphe.
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Comme G(T) est fermé, E muni de la norme || ||, est un espace de Banach. D’autre part
lIx]l; < ||x]|l;- Par conséquent ces deux normes sont équivalentes : il existe une constante
¢ > 0 telle que ||x|l; < cllx]l;. Donc || Tx|lg < c||x|lg-

* 11.4. Supplémentaire topologique.
Opérateurs inversibles a droite (resp. a gauche)

Commengons par décrire quelques propriétés géométriques des sous-espaces fermés
d’un espace de Banach qui résultent du théoréme de lapplication ouverte.

% Théoréme I1.8. — Soit E un espace de Banach. Soient G et L deux sous-espaces
vectoriels fermés tels que

G + L est fermé.
Alors il existe une constante C > 0 telle que

13) { tout 7€ G + L admet une decomposition de la forme
t=x+yavec xeG, yeL, |lx|| < Clizll et |yl < Cllz]l.

DEmonsTRATION. — On considére 'espace produit G x L muni de la norme

D v = N1l + iyl

et I'espace G + L muni de la norme de E. L’application T: G x L - G + L définie par
T[x, y] = x + y est linéaire continue et surjective. D’apres le théoreme de Papplication
ouverte il existe une constante ¢ > 0 telle que tout ze G + L avec ||z|]] < ¢ s’écrive
z=x+ yavec xeG, yeL et ||x|| + ||yl]] < 1. Par homogénéité tout ze G + L s’écrit

1
z=x+y avec xe€G, yeL et x|l + Iyl <=zl
c

* Corollaire I1.9. — Mémes hypothéses qu’au theoréeme 11.8. Alors il existe une constante C
telle que

(14) dist (x, G n L) < C[dist (x, G) + dist (x, L)] VxeE.
DeMoNnSTRATION. — Soient x e E et € > 0. Il existe ae G et be L tels que
l|x — al] < dist(x,G) + ¢, lIx — b|| < dist(x,L) + &

La propriété (13) appliquée 4 z = a — b montre qu’il existe a' € G, b’ e L tels que
a-b=d+0b, |all<Cla->5l |Vl<Cla-bl.
Par suite a —a'eG nL et

dist(x, G nL) < lx — (@ = a)ll < lx — a|l + [la]]

<
<|lx —all + Clla = b|l < lIx — all + C(llx — ali + |Ix — bl))
< (1 + O)[dist (x, G) + dist (x, L)] + (1 + 2C)e.

On en déduit (14) en faisant tendre & vers 0.
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REMARQUE 7. — La réciproque du corollaire I1.9 est vraie : si G et L sont deux sous-espaces
fermés vérifiant (14) alors G + L est fermé (voir [EX]).

Définition. — Soit G = E un sous-espace fermé d’un espace de Banach E. On dit quun
sous-espace L de E est un supplémentaire topologique de G si:

(i) L est fermé
(i) GNL=1{0} et G+L=E

Dans ce cas tout z € E s’écrit de fagon unique z = x + y avec x € G, y € L. I] résulte
du théoréme I1.8 que les projecteurs z +— x et z + y sont des opérateurs linéaires et
continus. (Cette propriété pourrait servir a définir les supplémentaires topologiques).

EXEMPLES.

1) Tout sous-espace G de dimension finie admet un supplémentaire topologique. En

effet soit e, e,, ..., e, une base de G. Pour x€ G on écrit x = ) xe; et on définit
i=1

@;(x) = x;. On prolonge chaque @; en une forme linéaire et continue @; sur E (grace au

théoréme de Hahn-Banach, forme analytique — ou plus précisément corollaire 1.2). On

vérifie aisément que L = [ (¢;)'(0) est un supplémentaire topologique de G.

i=1

2) Tout sous-espace fermé G de codimension finie admet un supplémentaire
topologique. En effet il suffit de choisir n’importe quel supplémentaire algébrique (il est
automatiquement fermé puisque de dimension finie).

Voici un exemple typique de cette situation. Soit N < E’ un sous-espace de

dimension p. Alors
G={xeE; {(f,x)=0 VfeN}

est fermé et de codimension p.
En effet, soit fy, f5, ....f, une base de N. Alors il existe e, e,, ..., ¢, €E tels que

ey =8 Vi,j=1,2,....p
[Considérer I'application @ : E - R définie par

x€E o B(x) = ((fre x>0 o Xu oo os Sy XD

- . . N ’ ’ i3
L’application ® est surjective — sinon par Hahn-Banach (deuxiéme forme geométrique) on

pourrait trouver o = (o, 0, ... a,) # 0 tel que
- - L4
o.Px)=<Y af;,x> =0 VxeE,
i=1

ce qui est absurde].
On vérifie aisément que les (e;);<i<, SONt linéairement indépendants et que I'espace

vectoriel engendré par les (e;),¢;<, €st un supplémentaire de G.

3) Dans un espace de Hilbert tout sous-espace fermé G admet un supplémentaire
topologique (voir chapitre V.2).

REMARQUE 8. — Méme dans les espaces réflexifs on peut construire des sous-espaces fermés
qui ne possédent aucun supplémentaire topologique. Un résultat remarquable de
Lindenstrauss et Tzafriri [1] affirme que tout espace de Banach non isomorphe a un
Hilbert posséde des sous-espaces fermés sans supplémentaire topologique.
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Soit T un opérateur linéaire continu et surjectif de E sur F. Le théoréme de
l'application ouverte montre que :
VfeF, 3xeE tel que Tx =f et Il < ClIf)l-
Il est naturel de se poser la question de savoir si Pon peut construire un opérateur linéaire
continu S de F dans E tel que To S = Idg. On dit alors que S est un inverse a droite de T.

* Théoréme IL.10. — Soit T un opérateur linéaire, continu et surjectif de E sur F.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T admet un inverse a droite.

(ii) N(T) = T '(0) admet un supplémentaire topologique dans E.

DEMONSTRATION.

(i) = (ii). Soit S un inverse a droite de T. On vérifie aisément que R(S) = S(F) est un
supplémentaire topologique de N(T).

(i) = (i) Soit L un supplémentaire topologique de N(T). On désigne par P la
projection de E sur L (P est opérateur linéaire continu). Etant donné fe F, on désigne par x
I'une des solutions de I’équation Tx = fet on pose Sf = Px;onnotera que S est indépendant
duchoix de x. On vérifie aisément que S est un opérateur linéaire continutelque To S = Idg.

ReMARQUE 9. — On peut construire des exemples d’espaces E et F reéflexifs et d’opérateurs
surjectifs qui ne possédent pas d’inverse a droite. Considérer par exemple G < E sous-espace
fermé sans supplémentaire topologique (remarque 8), F = E/G et T la projection canoni-
que de E sur F (pour la définition et les propriétés de I’espace quotient E/G voir par exemple
[EX])).

De maniére analogue on dit que S est un inverse a gauche de T si S est un opérateur
linéaire continu de F sur E tel que SoT = Idg.

% Théoréme IL.11. — Soit T un opérateur linéaire, continu et injectif de E dans F.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T admet un inverse a gauche.

(ii) R(T) = T(E) est fermé et admet un supplémentaire topologique dans F.

DEMONSTRATION.

(i) = (ii) Ilest facile de vérifier que R(T) est fermé et que N(S) est un supplémentaire
topologique de R(T).

(i) = (i) Soit P un projecteur continu de F sur R(T). Soit fe F; comme Pfe R(T), il
existe x € E unique tel que Pf = Tx. On définit Sf = x. Il est clairque So T = Idg; d’autre
part S est continu grace au corollaire IL.6.

I1.5. Relations d’orthogonalité

Notations. — Soit X un espace de Banach.
Si M < X est un sous-espace vectoriel on pose

[ Mt = {feX; (f,x) =0 VYxeM}.|

Si N < X' est un sous-espace vectoriel on pose

[ NI ={xeX; (f,x) =0 VfeN}.|
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On dit que M* (resp N*) est Porthogonal de M (resp N). Remarquons que M* (resp N*) est
un sous-espace vectoriel fermé de X' (resp X).

Commengons par un résultat simple :

o Proposition 11.12. — Soit M < X un sous-espace vectoriel. Alors ona

Soit N < X' un sous-espace vectoriel. Alors on a
(NHYL o N.

RemarQuE 10. — Il peut se produire que (N4)! # N;; voir un exemple dans [EX]. On verra au

chapitre 111 que si X est réflexif alors (N4)! = N. Plus généralement on verra que si X est un
espace de Banach quelconque alors (N1)! coincide avec la fermeture de N pour la topologie
o(X', X).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 11.12. — Il est clair que M = (M*4)* et comme (M*)* est
fermé, ona M < (M4)*.

Inversement montrons que. MYHYt < M. Raisonnons s par I’absurde et supposons qu’il
existe x, € (M1)* tel que x, ¢ M. On sépare alors {x,} et M au sens strict par un hyperplan
fermé. Donc il existe fe X' et a € R tels que
(15) frxy <o <, xo Vx e M.

Comme M est un sous-espace vectoriel, il en résulte que (f, x> = 0 ¥x € M. Doncfe M*; et
par suite {f, x> = 0 — ce qui contredit (15).
De méme il est clair que N = (N4)* et donc N < (N4)L.

RemarQuE 11. — 1l est instructif d’essayer de poursuivre la démonstration pour tenter de
prouver que (N4)L = N. Supposons, par I’absurde, qu’il existe f, € (N*)* tel quef, ¢ N. On
sépare alors { f,} et N au sens strict par un hyperplan fermé dans X’. Donc il existe ¢ € X”et
ae R tels que

o(f) <a<o(fo) VSfeN.

On a encore @(f) = 0 Vfe N, mais on ne peut pas poursuivre — sauf si « par hasard » il
existe x, € X tel que

o) =<f x> VfeX

(C’est exactement ce qui se produit lorsque X est réflexif !).

Proposition 1I.13. — Soient G et L deux sous-espaces fermés de X. On a

(16) G nL = (G + LYt

amn Gt ALt =(G + L)L

DemonsTRATION. — Preuve de (16). Il est clair que G N L < (G* + LY} ; en effet si
xeG nL et fe Gt + LY, alors (f, x> = 0. Inversement on a G* = G* + L* et donc
(G + LYY <« G =G (noter que si N, = N, alors N3 c N7); de méme
(Gt + LY < L. Donc (G + LYY =« G nL.

Preuve de (17). — Evident.
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Corollaire I1.14. — Soient G et L deux sous-espaces fermés de X. Ona

(18) (G "L} oGt + L+
(19) Gt ALYt =G + L
DemonsTrATION. — Appliquer les propositions 11.12 et I1.13.

Voici maintenant un résultat plus profond :

* Théoréme I1.15. — Soient G et L deux sous-espaces fermés de X.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(@ G + L est fermé dans X
(b) G* + L' est fermé dans X'
© G + L =(G* nLYyt

@ G + L* = (G n L)~

DEMONSTRATION.

(@) < (c) résulte de (17).

(d) = (b) est trivial.

Reste donc a montrer que (@) = (d) et (b)) = (a).

(@) = (d). Grice a (16) il suffit de prouver que (G nL)* < G* + L*. Soit donc
fe(G n L)t On définit une application ¢ : G + L - R de la maniére suivante. Soit
xeG + L, desorteque x =a + bavecae Get beL. On pose

o(x) = {f, @

On notera que ¢ est indépendant de la décomposition de x et que ¢ est linéaire. D’autre
part (théoréme I1.8) on peut choisir une décomposition de x telle que ||a|| < C||x|| et donc

lo(x) < Clixll  VxeG + L.
On prolonge ¢ en une forme linéaire continue ¢ sur X. On obtient ainsi
f=(f-9)+¢ avec f—9eGt et @elLt

(b)) = (a@). On sait, grace au corollaire [1.9, qu’il existe une constante C telle que

(20) dist (f, G* n LY < C [dist (f, GY) + dist (f; LY)] VieX.
D’autre part on a
1) dist (f; G*) = Sup <, x> VieX

xeG

Iixli <1

[Appliquer le théoréme I.11 avec @(x)= IB_X(O. n(x) =<, x> et Y(x) = Ig(x)].
De méme on a

(22) dist (f, LY) = Sup <{f, x> VfeX
W<
et
(23) dist (f; Gt nLY) =dist (f, (G + Ly) = Sup <f, xp VfeX
xeG+L
lixll<1

(grace a (17)).
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Combinant (20) (21) (22) et (23) on obtient

(24) Sup (f, x) < C [Sup <, x> + Sup {Jf;, x>] Vie X'
xeG+L xeG xelL
<1 lixil<1 lixii<1

Il résulte de (24) que

1
(25) Bs(0, 1) + B (0,1) o C Bg1(0, 1).

En effet, supposons — par P'absurde — qu’il existe x,€ G + L avec

1
[Ixoll < c ¢ X0 ¢ BG(0, 1) + BL(0, 1).

On pourrait alors séparer strictement {x,} et Bg(0, 1) + B_(0, 1) par un hyperplan fermé
dans X : il existerait fe X' et a e R tels que

frx) <o < {fs xo» Vx e Bg(0, 1) + B.(0, 1).

Par conséquent on obtiendrait

§‘e‘8 x>+ §lele S xy o<y xop

i<t IIxli<1

ce qui est en contradiction avec (24). On a donc établi (25).
On considere enfin 'espace E = G x L muni de la norme

Ilx, yIIl = Max {|ix[l, Iy}

et 'espace F = G + L muni de la norme de X.
L’application T : E — F définie par T([x, y]) = x + y est linéaire continue, et d’apres (25)

—— 1 . .
on sait que T(Bg(0, 1)) = BF(O, E) On conclut [voir la démonstration du théoréme I1.5

(théoréme de I'application ouverte), 2¢ étape] que

1
T(BE(O, 1)) o BF<0, ‘ZE>’

En particulier T est surjective de E sur F ie. G+ L =G + L.

I1.6. Introduction aux opérateurs linéaires non-bornés.
Définition de ’adjoint

Définitions. — Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non-borné
de E dans F toute application linéaire A : D(A) < E —» F définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) < E, a valeurs dans F. D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

LIIAul < cllul  Yue D(A). |
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RemarQUE 12. — Il peut donc arriver quun opérateur non-borné soit borné. La
terminologie n’est pas trés heureuse, mais elle est communément répandue et elle
n’engendre pas de confusions !

Précisons quelques notations et définitions importantes

Graphe de A=GA)= |J [4 Aul] <cE xF

ueD(A)

Image de A=R(A)= U AucF
ueD(A)

Noyau de A = N(A) = {ue D(A); Au = 0} c E.

Défmition. — On dit qu'un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans E x F.

e REMARQUE 13. — Pour prouver qu’un opérateur A est fermé on procéde en général de la
maniére suivante. On prend une suite (u,) dans D(A) telle que u, — u dans E et Au, - f
dans F. Il s’agit ensuite de vérifier que

(a) ue D(A)
) f = Au.
REMARQUE 14. — Si A est fermé, alors N(A) est fermé.

REMARQUE 15. — En pratique, la plupart des opérateurs non-bornés que ’on rencontrera
sont fermés et 4 domaine D(A) dense dans E.

Définition de I’adjoint A*. — Soit A : D(A) = E — F un opérateur non-borné¢ a domaine
dense. On va définir un opérateur non-borné A* : D(A*) < F' - E’' comme suit. On pose

D(A*) = {veF’; 3c = 0 tel que [Kv, Aup| < c||u|| Yu e D(A)}.

Il est clair que D(A*) est un sous-espace vectoriel de F’. On va maintenant définir A*v pour
ve D(A*). Etant donné v e D(A*) on considére I'application g : D(A) - R définie par

g) = v, Aup, ueD(A).
lg) < cllull  Vue D(A).

On a

Gréce au théoréme 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique) on sait que g peut étre prolongée
en une application linéaire /: E — R telle que

Ifl < cllull  VYueE.

Par suite fe E'. On remarquera que le prolongement de g est unique puisque f est continue
sur E et que D(A) est dense.
On pose

A*v = f.

11 est clair que A* est linéaire. L’opérateur A* : D(A*) c F' — E’ est appelé I'adjoint de A.
On a par conséquent la relation fondamentale suivante qui lie A et A* :

v, Aupp g = (A*0, upp g Vue D(A), VYveD(A*)

REMARQUE 16. — Il n’est pas nicessaire de faire appel au théoréme de Hahn-Banach pour
prolonger g. Il suffit d’utiliser le prolongement « par continuité » de g (puisque g est défini
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sur D(A) dense, g est uniformément continue et R est complet); voir par exemple
Choquet [1], théoréme 20-14 du chapitre V.

% REMARQUE 17. — 1l peut se produire que D(A*) n’est pas dense dans F’, méme si A est
fermé ; voir un exemple dans [EX]. Toutefois on montre que si A est fermé, alors D(A*) est
dense dans F’ pour la topologie o (F’, F) définie au chapitre III; voir [EX]. En particulier si
F est réflexif, alors D(A*) est dense dans F’ pour la topologie usuelle associée 4 la norme;
voir § ITL5.

oProposition I1.16. — Soit A : D(A) c E — F un opérateur non-borné & domaine dense.
Alors A* est fermé, ie. G(A*) est fermé dans F' x E'

DemonsTrATION. — Soit v, € D(A*) tel que v, — v dans F’ et A*v, — fdans E'. Il s’agit de
prouver que (a)ve D(A*) et (b)) A*v =f. Or on a

{v,, Aud = {A*v,, u) Yu e D(A).

D’ou, a la limite il vient
v, Auy = (f, up  VueD(A).

Par conséquent v e D(A*) (d’aprés la définition de D(A*)) et A*v = f.

Les graphes de A et A* sont liés par une relation d’orthogonalité trés simple. En effet,
considérons 'application J: F' x E' - E' x F’ définie par

J(v, /D) =[- £ v]

Soit A un opérateur non-borné, A : D(A) ¢ E — F avec D(A) = E. Alors ona

J[G(A%)] = G(A)

En effet, soit [v, f1e F' x E’; alors
[v, f1e G(A*) < {f, ud = <v, Au) Yue D(A)
< —{fiuy+ (v, Aup =0 Yue D(A)
< [ f, v]e G(A) .
1l est commode d’introduire I'espace X = E x F de sorte que X' = E' x F' et de
considérer les sous-espaces G = G(A) et L = E x {0} dans X. On peut décrire N(A),

N(A*), R(A) et R(A*) en termes de G et L.
On vérifie trés facilement que

(26) N(A) x {0} =G nL

@7 ExRA) =G +L

(28) {0} x N(A*) = Gt nL*

(29) R(A*) x F' = G* + L.

e Corollaire 11.17. — Soit A: D(A) c E > F un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) = E. Alors ona
@ N(A) = RA%:
(i) N(A*) = R(A)*
(i) N(A)* > R(A%)
(iv) N(A%' = R(A).
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DEMONSTRATION. — Preuve de (i). — D’aprés (29) on a

R(A** x {0} = (G* + LYY = G n L (grice a (16))
= N(A) x {0} (grice a (26)).

Preuve de (ii). — D’aprés (27) on a
{0} x R(A)* = (G + Lyt = Gt nL* (grdce a (17)
= {0} x N(A*) (grice a (28)).

Preuve de (iii) et (iv). — Utiliser (i) (resp (ii)), passer a 'orthogonal et appliquer la
proposition I1.12.

RemAaRrQUE 18. — A titre d’exercice on cherchera une démonstration directe de (i) et (ii) <ans
introduire G et L; voir [EX].

% REMarQUE 19. — Il peut se produire, méme si A est un opérateur linéaire et continu de

E dans F que N(A}* # R(A*); voir un exemple dans [EX]. Toutefois (cf. remarque 10) on
peut montrer que N(A)* coincide toujours avec la fermeture de R(A*) pour la topologie

o(E, E); en particulier si E est réflexif on a toujours N(A} = R(A*).

I1.7. Caractérisation des opérateurs a image fermée.
Opérateurs surjectifs. Opérateurs bornés

% Théoréme I1.18. — Soit A :D(A) c E - F un opérateur non-borné, fermé, avec
B& = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R(A) est fermé
(ii) R(A*) est fermé
(iii) R(A) = N(A®!
(iv) R(A*) = N(A)~.
DeMONSTRATION. — On reprend les notations introduites au § IL.6. De sorte que
(i) < G + L est fermé dans X (cf. (27))
(ii) < G' + L' est fermé dans X' (cf. (29))
(iii) & G + L = (G* n LY (cf. (27) et (28)
(iv) < (G n L}t = G+ + L* (cf. (26) et (29)).

On conclut grace au théoréme (I1.15).

ReMARQUE 20. — Soit A : D(A) = E — F un opérateur non-borné, fermé. Alors R(A) est
fermé si et seulement s’il existe une constante C telle que

dist(u, N(A)) < C||Au|| VYue D(A);
voir [EX].

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

% Théoréme I1.19. — Soit A: D(A) c E - F un opérateur non-borné, fermeé, avec
D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@) A est surjectif ie. R(A) = F,
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(b) il existe une constante C > 0 telle que
vl < CllA*v|] Vv e D(A¥)
() N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.

RemarQuE 21. — En pratique si ’'on cherche a établir qu’un opérateur A est surjectif, on
utilise 'implication (b) = (a) de la maniére suivante. On considere I’équation A*v = favec
fe E et on montre que ||v]] < CJ|f|| avec C indépendante de f. Cette technique s’appelle la
méthode des estimations a priori : on ne se préoccupe pas de savoir si I’équation A*y = f
posséde ou non une solution; on se donne a priori une solution de cette équation, et on
cherche a estimer sa norme.

DEMONSTRATION.

(@) < (¢). Cest une conséquence directe du corollaire I1.17 et du théoréme II.18.
(b) = (c) est évident (raisonner par les suites de Cauchy)

(¢) = (b)Grice a (28) et (29) on sait que Gt n L' = {0} et que G* + L* est fermé.
On peut appliquer le théoréme I1.8 : il existe une constante C telle que tout z e G + L* se
décompose de maniére unique (puisque G* n L* = {0}) en

z=a+b avec ae G belt, llall < Cliz| et 116l < Cliz]l.
Soit v € D(A*), alors z = [A*v, 0] s’écrit z = a + b avec

a=[A*, —0v]eG* e b=[0 v]eL-

On a donc

lIbll = livll < Clizll = ClIA*v]l.
REMARQUE 22. — A titre d’exercice on établira I'implication (a) = (b) par une autre
démonstration. On montrera que — sous I'’hypothése (a) — lensemble {ve D(A*);

[|A*v]] < 1} est borné dans F’ & I'aide du théoréme de Banach-Steinhaus.

« Symétriquement » on a le :

% Théoréeme I1.20. — Soit A :D(A) c E > F un opérateur non-borné, fermé, avec
D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@) A* est surjectif ie. R(A*) = E'
(b) il existe une constante C telle que
llull < CllAull  Vue D(A)

(¢) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

DemonsTrATION. — Elle est en tous points semblable a celle du théoréme I1.19. Le lecteur
pourra rédiger les détails a titre d’exercice.

REMARQUE 23. — Si I'on suppose que dim E < oo ou bien que dim F < oo alors on a les
équivalences :

A surjectif < A* injectif

A* surjectif < A injectif.
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En effet R(A) et R(A*) sont alors de dimension finie et donc fermés.
Dans le cas général on a seulement les implications

A surjectif = A* injectif

A* surgjectif = A injectif.

La réciproque est fausse comme le montre I'exemple suivant :

. 1
E=F =1 atout xel?, x = (x,),,, on associe Ax = (— x,,) de sorte que A = A*.
n

nx1

A* (resp A) est injectif mais A (resp A*) n’est pas surjectif; A (resp A*) est d’image dense,
non fermée.

Indiquons enfin une caractérisation des opérateurs bornés :

Théoréme 11.21. — Soit A : D(A) < E — F un opérateur non-borné, fermé, avec D(A) = E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i DA)=E

(ii) A est borné

(iii) D(A*) = F'

(iv) A* est borné.
Dans ces conditions on a

"A”!!(E. F = ”A*”:/(F', E)-

DemMonsTRATION. — (i) = (ii) Appliquer le théoréme du graphe fermé.
(ii) => (iii) Appliquer la définition de D(A*).
(iii) = (iv) Appliquer la proposition I1.16 et le théoréme du graphe fermé.

* (iv) = (i) est plus délicat. Notons d’abord que D (A*) est fermé. En effet soit v, € D(A*)

avec v, » v dans F'. On a
”A*(vn - vm)” < C”Un - vm”;

par conséquent (A*p,) converge vers une limite f. Comme A* est fermé, ve D(A*) et
A*v = f. Dans lespace X = E x F, on considére les sous-espaces G = G(A) et
L = {0} x F de sorte que

G+L=DA)xF e G'+L*=E x DA®¥.

Par conséquent G' + L' est fermé dans X'. Le théoréme I1.15 permet de conclure que

G + L est fermé; donc D(A) est fermé. Comme D(A) = E on en déduit que D(A) = E.
Prouvons maintenant que ||Allyg f) = IIA*|l 4 gy Ona

(v, Au) = {A*v, u) YueE, VveF.

Donc
[Kv, Aup| < [|A*|| o]l |lull
et
IAull = Sup [Kv, Aup| < [|A*]|||ul|

vl <1
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(grice au corollaire 1.4). Par suite ||A|| < ||A*||. Inversement on a

A*oll € Sup [<A*v, ud| = Sup [<v, Aud| < |IAll[lo]l.

<1 lluli <1

Par conséquent ||A*|| < ||A]l.
Commentaires sur le chapitre II

1) On peut décrire explicitement certains sous-espaces fermés qui ne possédent aucun
supplémentaire topologique. Par exemple, ¢, ne posséde aucun supplémentaire
topologique dans [® (voir De Vito [1]); rappelons que [® désigne I'espace des suites

x = (x,) bornées de R muni de la norme ||x|| = Sup |x,| et ¢, est le sous-espace fermé des

n
suites telles que lim x, = 0. On trouvera d’autres exemples dans Rudin [1] (un sous-
n— o

espace de L') ou dans Kéthe [1] et Beauzamy [1] (un sous-espace de 7, p # 2).

2) La plupart des résultats du chapitre II s’étendent aux espaces de Fréchet (espaces
localement convexes, métrisables, complets). De nombreuses généralisations sont possibles;
voir par exemple Schaefer [1], Horvath [1], Edwards [1], Treves [1], [3], Kothe [1]. Ces
extensions sont motivées par la théorie des distributions (voir L. Schwartz [1]) ou beaucoup
d’espaces importants ne sont pas des espaces de Banach. Pour les applications a la théorie
des équations aux dérivées partielles on pourra consulter Hormander [1], Treves

(11021031

3) On trouvera dans Kato [1] quelques prolongements des résultats du § IL.S.
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TOPOLOGIES FAIBLES.
ESPACES REFLEXIFS.
ESPACES SEPARABLES.
ESPACES UNIFORMEMENT
CONVEXES

III.1. Rappel sur la topologie la moins fine rendant continues
une famille d’applications

Commengons par un rappel de topologie générale. Soit X un ensemble et soit (Y;);¢;
une famille d’espaces topologiques. Pour chaque iel on se donne une application
¢, : XY,

Probléme 1. — Munir X d’une topologie qui rende continues toutes les applications (9,); ;.
Si possible, construire la topologie & la moins fine iec. avec le minimum d’ouverts
[autrement dit la topologie la plus « économique »] qui rende continue toutes les (¢);¢-

Notons que si X est muni de la topologie discréte [i.e. tout sous-ensemble de X est
ouvert], alors chaque ¢@; est continue; bien entendu cette topologie est loin d’&tre
«économique » — c’est méme la moins économique! Soit @; = Y, un ouvert, alors
¢; ! (®;) est nécessairement un ouvert pour la topologie & . Lorsque o; décrit la famille des
ouverts de Y; et que i décrit I, les ¢; ! (w;) constituent une famille de sous-ensembles de X
qui sont nécessairement des ouverts de la topologie & ; désignons cette famille par (U,), -
La topologie & est la topologie la moins fine telle que les (U,), 4 soient des ouverts. On est
donc ramené au probléme suivant :

Probléme 2. — Construire la famille &# de sous-ensembles de X, la plus économique
possible, qui soit stable par [} et |J et telle que U, € & pour tout A € A. La réponse
finie quelconque
au probléme 2 est donnée par la construction suivante :
On considére d’abord les intersections finies i.e. () U,, I' = A, T fini. On obtient
rel
ainsi une famille ® de sous-ensembles de X, stable par [7). On considére ensuite la famille
finie
& obtenue a I'aide des réunions quelconques d’éléments de @. Il est clair que la famille #
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est stable par réunion quelconque; par contre, il n’est pas évident que la famille & soit

stable par [). Cest 'objet du

finie

Lemme IIL.1. — La famille & est stable par ().

finie

La démonstration du lemme III.1 est laissée au lecteur. Elle constitue un agréable (!)
divertissement en théorie des ensembles.

REMARQUE 1. — On ne peut pas inverser I'ordre des opérations dans la construction de #. Il
et été tout aussi naturel de commencer par envisager les |J  d’ensembles (U,) et

ensuite de prendre les [). quelconque
finie
La famille ainsi obtenue est bien entendu stable par (1), mais elle n’est pas stable par
finie

U . 1l faudrait prendre encore une fois des réunions quelconques.
quelconque

Récapitulons : les ouverts de la topologie & s’obtiennent en considérant d’abord des
intersections finies d’ensembles de la forme ¢; ! (®;), ®; ouvert de Y; et ensuite des réunions
quelconques.

Etant donné un point x € X on obtient donc une base de voisinages de x pour la
topologie & en considérant les ensembles de la forme [ @, !(V;) ou V; est un voisinage de
@;(x) dans Y,. finie

Dans la suite on munit X de la topologic &; rappelons quelques propriétés
¢lémentaires de cette topologie.

e Proposition III.1. — Soit (x,) une suite de X.
Alors x, —» x si et seulement si @,(x,) — ©,x) pour tout i€l

DEMONSTRATION. — Si x,, — X, alors ¢;(x,) — ¢;(x) pour tout i e I puisque chaque ¢, est
continue.
Réciproquement, soit U un voisinage de x. D’aprés ce qui précéde on peut toujours

supposer que U est de la forme U = () ¢; *(V,), J = I fini. Pour chaque i € J il existe un
iel
entier N; tel que @;(x,) € V,pour n > N,. Soit N = Max N;. On a donc x,e U pour
iel

n = N.

o Proposition I11.2. — Soit Z un espace topologique et soit \y une application de Z dans X.
Alors s est continue si et seulement si ¢, o0\ est continue de Z dans Y; pour chaque i € 1.

DeMoONSTRATION. — Si Y est continue, alors ;o\ est aussi continue pour chaque iel.
Inversement, soit U un ouvert de X; montrons que ¥~ !(U) est un ouvert de Z. On sait que

Uest de la forme U= U [ ¢/ '(®) avec o; ouvert de Y,. Par conséquent
quelconque finie

v i (U) = U N Ve Hw)] = U N (@0 V)™ ()

quelconque finie quelconque finie

ceci est un ouvert de Z puisque chaque application @;o ¥ est continue.
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II1.2. Définition et propriétés élémentaires
de la topologie faible o(E, E’)

Soit E un espace de Banach et soit fe E'. On désigne par ¢, : E - R l'application
définie par @ (x) = {f, x). Lorsque fdécrit E’ on obtient une famille (¢ ), g d’applications
de E dans R.

Définition. — La topologie faible 6(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant
continues toutes les applications (¢ ). g (ausensdu§ Ill.1 avec X = E, Y, = Retl = E’).

Proposition II1.3. — La topologie faible o(E, E') est séparée.

DEemoNsTrATION. — Soient x,, x, € E avec x; # x,. On cherche & construire O, et O,
ouverts pour la topologie faible o(E, E’) tels que x, € O,, x,€ 0, et O, N O, = &.
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (deuxiéme forme géométrique) il existe un hyperplan
fermé séparant {x,} et {x,} au sens strict. Donc il existe fe E' et a e R tels que

hox) < a < {f, x,0.

O, ={xeE; {f, x> <a} =0;'0- o, a))
0, ={xeE; {f x) >a} = ¢;'(Ja, + o).

O, et O, sont des ouverts pour o(E, E’) qui vérifient x, e O,, x,€0,et O, N O, = &.

On pose

Proposition II1.4. — Soit x, € E ; on obtient une base de voisinages de x, pour la topologie
o(E, E') en considérant tous les ensembles de la forme

V={xeE; [{fi, x —xo)| <& Viel}

ou I est fni, f,eE et £ > 0.

DEemonsTRATION. — Il est clair que V = [N (pf".’ (Ja; — €, a; + €[) avec a; = {f;, Xo» €st un
iel ¢

ouvert pour la topologie o(E, E') et contient x,. Inversement soit U un voisinage de x,

pour o(E, E'). On sait (cf. § IIL.1) qu’il existe un voisinage W de x,, W < U de la forme

W =N o; (@) I fini, et o, voisinage (dans R) de <f;, xo) = a;. Donc il existe € > 0
iel '
tel que Ja;, — €, a; + €[ = o; pour chaque iel. Par suite x,e V< W c U.

Notation. — Etant donnée une suite (x,) de E, on désigne par x, — x la convergence de x,
vers x pour la topologie faible o(E, E’). Afin d’éviter les confusions on précisera souvent
«x, — x faiblement pour o(E, E') ». En cas d’ambiguité on insistera en disant « x, —» x
fortement » pour signifier que ||x, — x|| — 0.

e Proposition IIL.5. — Soit (x,) une suite de E. Ona

(@) [x,— x pour o(E,E)] < [{f,x,) > {f,x) VSfeE]

(ii) Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o (E, E)

(iii) Si x, — x faiblement pour o (E, E'), alors ||x || est bornée et ||x|| < lim inf ||x,]].

(iv) Si x, — x faiblement pour o (E, E') et si f, — f fortement dans E' (i.e. || f, — fllg — 0),
alors {f,, x,> — {f, x).
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DEMONSTRATION.
(i) résulte de la proposition III.1 et de la définition de la topologie faible o(E, E’).

(i) resulte de (i) puisque [<f, x,> — {f, x| < |If1llIx, — xII.

Preuve de (iii). — On applique le corollaire I1.3 — qui est une conséquence du théoréme de
Banach-Steinhaus. Il suffit donc de vérifier que pour chaque f'e E’' 'ensemble ({f, x,), est
borné. Or, pour chaque fe E', la suite {f, x,»> converge vers {f, x) (en particulier elle est
bornée). Soit fe E'; ona

KA xal < 111X

et a la limite

IKf 1 < I/l lim inf x|

Par conséquent (corollaire 1.4)

lixll = Sup [Kf, x>| < lim inf ||x,||.
i<t

Preuve de (iv). — On a
[<fu> Xa> = < X < Kfa = fo X2l + Kf X0 = XD < Iy = SUHIXl + 1<S X0 = X1

On conclut grice a (i) et (iii).

Proposition I111.6. — Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible c(E,E') et la
topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si et seulement
si elle converge fortement.

DeEmonsTrATION. — La topologie faible a toujours moins d’ouverts que la topologie forte.
Inversement nous devons vérifier qu’un ouvert fort est un ouvert faible. Soit x, € E et soit
U un voisinage de x, pour la topologie forte. Il faut construire un voisinage V de x, pour
la topologie faible o(E, E’) tel que V < U. Autrement dit, il faut trouver une partie finie
(fi)ie1 de E" et € > 0 tels que

V={xeE; Kfi, x — xo)| <& Viel} c U.
Supposons que B(x,, r) & U. On choisit une base e, , e,, ... e, de E avec |l¢]| = 1,Vi.

Pour tout x € E, on a une décomposition x = Y xe;; les applications x +— x; définissent
i=1
n formes linéaires continues sur E notées f;. On a alors

n
lIx = xoll < ¥ IKfis x = xo>| < e

i=1

r
pour x € V. Choisissant € = —» on obtient V < U.
n-

REMARQUE 2. — Les ouverts (resp. les fermés) de la topologie faible o(E, E’) sont aussi
ouverts (resp. fermés) pour la topologie forte. Lorsque E est de dimension infinie la topologie
faible o (E, E’) est strictement moins fine que la topologie forte i.e. il existe des ouverts (resp.
des fermés) pour la topologie forte qui ne sont pas ouverts (resp. fermés) pour la topologie
faible. Voici deux exemples :
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Exemple 1. — L’ensemble S = {x € E; ||x|| = 1} n’est jamais fermé pour la topologie faible
o(E, E’). Plus précisément montrons que

—o(E.E)
(1) $7 = {xeE; [Ixl < 1}
<o(E.
[So de51gne la fermeture de S pour la topologie o (E, E’)).

o(E.E)

Soit x, € E avec ||x,|| < 1; vérifions que x, € s’ . Soit donc V un voisinage de x,, pour
o(E, E’); on va prouver que VN S # . On peut toujours supposer que V est de la forme

V={xeE; Kfi, x —xodl<e Vi=12...n}
avec
e>0 et fi,f,... [LeE.

Fixons y, € E, y, # 0 tel que
S yop =0  Vi=1,2 ...n

[un tel y, existe; sinon 'application ¢ : E —» R" définie par
o2 = f;, Z>)1<isn

serait injective et ¢ serait isomorphisme de E sur ¢(E) — d’ou dim E < n].
La fonction g(t) = ||x, + ty,ll est continue sur [0, + oo[ avec

g(0) < 1 et lim g(t) = + oo.
t—+o
Donc il existe t, > 0 tel que |[x, + toyoll = 1. Par conséquent x, + t,yo€V N S(}).
On vient de vérifier que

Sc{xeE; x| <1} <« 5°®P
On en déduit (1) si 'on sait que {x € E;||x|| < 1} est fermé pour la topologie o(E, E') —
ceci résulte du théoréme II1.7.

Exemple 2. — Lensemble U = {x € E; ||x|| < 1} n’est jamais ouvert pour la topologie
faible o(E, E’). Plus précisément on va vérifier que l'intérieur de U pour o(E, E') est vide.
En effet supposons — par Pabsurde — qu’il existe x, € U et un voisinage V de x, pour
o(E, E') tel que V < U. D’apreés ce qui précéde on sait que V contient une droite passant
par x, — ce qui contredit V < U.

REMARQUE 3. — Lorsque E est de dimension infinie la topologie faible o(E, E’) n’est pas
métrisable, i.e. il n’existe pas de métrique (et a fortiori pas de norme) définie sur E et qui
induise sur E la topologie faible ; voir [EX]. Toutefois on verra que si E’ est séparable on
peut construire une métrique définie sur B = {x € E; ||x|| < 1} et qui induit sur B la méme
topologie que la topologie faible o(E, E'); voir théoréme II1.25'.

% REmMARrRQUE 4. — Lorsque E est de dimension infinie il existe en général des suites qui
convergent faiblement mais qui ne convergent pas fortement. Par exemple si E’ est
séparable (cf. § II1.6) — ou bien si E est réflexif (cf. § III.5) — on peut toujours construire
une suite (x,) dans E telle que ||x,|| = 1 et x, — 0 pour la topologie o(E, E); voir [EX].
Néanmoins il existe des espaces de Banach de dimension infinie ou toute suite faiblement

(!) L’interprétation géométrique de cette construction est la suivante. En dimension infinie tout
voisinage V de x, pour la topoiogie o(E, E’) contient une droite passant par x, — et méme un
« énorme » espace affine passant par x,.
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convergente est fortement convergente. Par exemple E = I' posséde cette propriété
« choquante » ; voir [EX]. Toutefois ces espaces sont plutot rares et « pathologiques ». Bien
entendu ceci ne contredit pas le fait qu’en dimension infinie la topologie faible et la
topologie forte sont toujours distinctes (cf. remarque 2). [Rappelons que deux espaces
métriques qui possédent les mémes suites convergentes, ont la méme topologie. Toutefois
deux espaces topologiques qui possédent les mémes suites convergentes n’ont pas
nécessairement la méme topologie].

II1.3. Topologie faible, ensembles convexes,
et opérateurs linéaires

Tout ensemble fermé pour la topologie faible o(E, E’) est fermé pour la topologie
forte. On a vu (remarque 2) que la réciproque est fausse en dimension infinie. Toutefois on
va montrer que pour les ensembles convexes ces deux notions coincident.

e Théoréme IIL.7. — Soit C < E convexe. Alors C est faiblement fermé pour o(E, E') si et
seulement s’il est fortement fermeé.

DEMONSTRATION. — Supposons que C est fortement fermé et montrons qu'’il est faiblement
fermé. Vérifions que (jC est ouvert pour la topologie o(E, E’). Soit donc x, ¢ C. D’aprés le
théoréme de Hahn-Banach il existe un hyperplan fermé séparant au sens strict {x,} et C.
Donc il existe feE' et a e R tels que

y, xpp <a<{f,y> VyeC.
V={xeE; {f,x)<a};
de sorte que xpeV, VnC=(F (ie. Vc (C) et V est ouvert pour o(E, E).

Posons

RemMARQUE 5. — La démonstration précédente montre qu’un convexe fermé coincide avec
I'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent. D’autre part, le théoréme I11.7
implique que si une suite (x,) converge faiblement vers x, alors il existe une suite de
combinaisons convexes des x, qui converge fortement vers x (théoréme deMazur);voir [EX].

o Corollaire I11.8. — Soit ¢ : E — ]— o0, + o] une fonction convexe, s.c.i. ( pour la topologie
forte). Alors, ¢ est s.c.i. pour la topologie faible o (E, E’).
En particulier si x, — x pour o(E, E'), alors

o(x) < lim inf @(x,).
DemonstraTiON. — I suffit de vérifier que pour tout A € R I'ensemble

A={xeE; o(x) <A}

est fermé pour o(E, E’). Or A est convexe (puisque ¢ est convexe) et A est fortement fermé
(puisque @ est s.c.i. pour la topologie forte). D’aprés le théoréme I11.7 'ensemble A est aussi
fermé pour o(E, E).

REMARQUE 6. — On retrouve en particulier que si x, — x pour o(E,E’) alors
IIx]] < liminfl|x,|l. En effet la fonction @(x) = ||x|]| est convexe et continue pour la
topologie forte, donc a fortiori @ est s.c.i. pour la topologie forte — et par conséquent ¢ est
s.c.i. pour la topologie faible o(E, E').
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Théoréme II1.9. — Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire et
continu de E dans F. Alors T est continu de E faible o(E, E’) dans F faible o(F, F').
Et réciproquement.

DemonsTrATION. — D’aprés la proposition II1.2 il suffit de vérifier que pour tout fe F
lapplication x +— {f, Tx) est continue de E faible o(E, E’) dans R. Or Papplication
x +— {f, Tx) est une forme linéaire et continue sur E. Par conséquent elle est aussi
continue pour la topologie faible o(E, E').

Réciproquement supposons que T est linéaire et continu de E faible dans F faible.
Alors G(T) est fermé dans E x F pour la topologie 6(E x F,E' x F') et a fortiori G(T) est
fermé dans E x F pour la topologie forte. On conclut a l'aide du théoréme du graphe
fermé (théoréme I1.7) que T est continu de E (fort) dans F (fort). Le méme raisonnement
montre que si T est linéaire et continu de E (fort) dans F faible, alors T est continu de E
(fort) dans F (fort).

REMARQUE 7. — L’hypothése « T linéaire » au théoréme II1.9 joue un role essentiel dans la
démonstration. Une application non linéaire continue de E fort dans F fort n’est en général
pas continue de o(E, E’) dans o(F, F’); voir [EX].

II1.4. La topologie faible % o(E', E)

Soit E un espace de Banach, soit E' son dual (muni de la norme duale

I/l = Sup |Kf, x>|) et soit E” son bidual, i.e. le dual de E’, muni de la norme
xeE

lIxll <1
€l = Sup K& /I
feFE
<1

On a une injection canonique J: E — E” définie comme suit : soit x € E fixé, I'application
f +— {f, x> de E' dans R constitue une forme linéaire continue sur E' i.e. un élément de E”
noté Jx (). On a donc,

<JX, f>E'E = <_/; x>E"E Vx e E, er E'.

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie i.e. ||Jx||g- = ||x||g pour tout x € E; en
effet

x|l = Sup [KJx, f51 = Sup [Kf, x| = |IxIl
iIfir<1 lifi<t

(grice au corollaire 1.4). Il peut arriver que J ne soit pas surjective (2); voir par exemple
[EX]. A laide de J on peut toujours identifier E & un sous-espace de E".
Sur I'espace E’ sont déja définies deux topologies :

a) la topologie forte (associée a la norme de E'),
b) la topologie faible o(E’, E”) (introduite au § IIL.3).

(') Surtout ne pas confondre avec lapplication de dualité, F:E — E, introduite a la
remarque 1.2, qui est en général non linéaire (sauf cas Hilbertien).
(?) Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif; voir §IILS.
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On va définir maintenant une troisiéme topologie sur E’ : la topologie faible % que
'on note o(E’, E)(*). Pour chaque x € E on considére I'application ¢, : E' — R définie par
f — @,.(f) = {f, x). Lorsque x parcourt E on obtient une famille d’applications (¢,),g
de E’ dans R.

Définition. — La topologie faible % désignée aussi par o(E', E) est la topologie la moins
fine sur E' rendant continues toutes les applications (¢,),cg-

Comme E < E, il est clair que la topologie o(E’, E) est moins fine que la topologie
o (E’, E"). Autrement dit la topologie 6 (E’, E) posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la
topologie o (E’, E”) [qui & son tour posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la topologie
forte].

REMARQUE 8. — Le lecteur s’étonnera peut-étre de cet « acharnement » & vouloir appauvrir
les topologies. La raison est la suivante : si une topologie possede moins d’ouverts elle
posséde par contre plus de compacts. On verra, par exemple, que la boule unité de E' a la
propriété remarquable d’étre compacte pour la topologie faible % o(E’, E). Or les
ensembles compacts jouent un réle fondamental quand on cherche a établir des théorémes
d’existence. D’ou I'importance de cette topologie.

Proposition III. 10. — La topologie faible % o(E', E) est séparée.

DEMoNsTRATION. — Soient f; et f, dans E’ avec f; # f,. Il existe donc x € E tel que
{fy» x> # {f>,x) (ici on n’utilise pas le théoréme de Hahn-Banach, mais la définition de
fi # f2)- Supposons, pour fixer les idées, que (f;, x> < {f,, x);on introduit a tel que

<f1a X> <a< <f2a X>.

0, ={feE; f x> <a} = ¢;'(J— 0, af)
0, = {feE; (f, x> >a} = ¢ '(Jo, + o).

0, et O, sont des ouverts — pour 6(E', E) — qui vérifientf, € 0, ,f, €0,et0, n O, = &.

On pose

Proposition III.11. — On obtient une base de voisinages d’un point f,, € E' pour la topologie
o(E', E) en considérant tous les ensembles de la forme

V={feE; Kf—fo, x>l <& Viel}

ou I est fini, x,cE et € > 0.

DemonsTrATION. — Copier la démonstration de la proposition IIL4.

Notation. — Etant donnée une suite (f,) de E’ on désigne par f, x fla convergence de f,
vers f pour la topologie faible % o(E’, E). Afin d’éviter les confusions on précisera souvent

«fn x f pour o(E, E)», «f, —f pour o(E,E")» et «f, — f fortement ».

e Proposition 1I1.12. — Soit (f,) une suite de E'. On a
@ Lf, % f pour 6(E,E)] = [{f,,x) > f,x) VxeE]
(ii) Si f, > f fortement, alors f, — f pour o(E', E").
Si f, — f pour o(E', E"), alors f, X f pour o(E, E).

() La terminologie faible % est une traduction de P’anglais weak % ; I'étoile rappelle que 'on
travaille sur le dual désigné par E* dans la littérature américaine.
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(iii) Si f, * f pour o(E, E) alors ||f,|| est bornée et || f|| < liminf | f]|.
(iv) Si f, X f pour 6(E, E) et si x, - x fortement dans E, alors {f,, x,) = {f, x).

DemonsTrATION. — Calquer la démonstration de la proposition IILS.

REMARQUE 9. — Sif, a—'esfpour o(E', E) (ou méme si f, — fpour o(E’, E”)) et si x, — x pour
o(E, E’) on ne peut pas conclure que {f,, x,» — <{f, x> (chercher a construire un exemple
dans un espace de Hilbert).

REMARQUE 10. — Lorsque E est de dimension finie les trois topologies (forte, o(E’, E”) et
o(E, E)) coincident; en effet J est alors surjective de E sur E” puisque
dim E = dim E’ = dim E” et par conséquent o(E’, E) = o(E’, E").

* Proposition II1.13. — Soit ¢ : E' - R une application linéaire et continue pour la
topologie o(E', E). Alors il existe x € E tel que

o(f) =<{fox) VfeE.

La démonstration fait appel a un lemme algébrique trés utile.

Lemme II1.2. — Soit X un espace vectoriel et soient @, @, Q,, ... @, des formes linéaires
sur X telles que
2 [o(») =0 Vi=1,2,...n] = [p(y) =0].

Alors il existe )., Ay, ...\, €R tels que @ = Y L,0,.

i=1

DEmONSTRATION DU LEMME II1.2. — On considére I'application F : X — R"*! définie par

F) = [o@), ¢,1), @), ... @,®)]

Il résulte de ’hypothése (2) que a = [1, 0,0, ... 0] n’appartient pas a R(F). On peut donc
séparer strictement {a} et R(F) par un hyperplan dans R"*' ie. il existe A, A,
Ay, ... A, eR et aeR tels que

A<a<ho@ + Y Ao VueX.
i=1
Par suite, on a

Aow) + Y Ao =0 VYueX

i=1

et A <0 (dou A # 0).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II1.13. — Comme ¢ est continue pour o (E’, E) il existe un
voisinage V de 0 pour o(E’, E) tel que
lo(f) < 1 VfeV.

On peut supposer que V est de la forme

V={feE; Kf, x)<e Vi=12...n
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avec x;e E et € > 0. En particulier si {f,x;> =0 Vi=1,2,...n, alors ¢(f) = 0.
Appliquant le lemme II1.2 on voit que

o(f) = Z LS xp =L, Z Axi> VfeE.

i=1 i=1

% Corollaire I11.14. — Soit H un hyperplan de E’' fermé pour la topologie o(E', E). Alors H
est de la forme

H={feE; <(fx)=a}

pour un certain x e E, x # 0 et un certain o€ R.

DEmMoNsTRATION. — L’ensemble H est de la forme

H = {feE; o(f) = a}

ou ¢ est une application linéaire de E' dans R, ¢ # 0. Soit f, ¢ H et soit V un voisinage de
fo pour la topologie o(E’,E) tel que V < (H. On peut supposer que

V={feE; Kf—fo, x)l <& Vi=1,2 ... n}

Grace a la convexité de V, on a

ou bien
3) o(f)<a  VYfeV
ou bien
(3) o(f) >a  VfeV.

On déduit de (3) que
og) <a—o(fy) VgeW =V —f,

et comme — W = W on obtient

“ lo@) < o — @(fo)))  VYgeW.

On aboutit a la méme conclusion sous hypothese (3'). 1 résulte de (4) que @ est continue
en 0 pour la topologie 6 (E', E) (puisque W est un voisinage de 0). On peut alors appliquer
la proposition III.13 : il existe x € E tel que

o(f) =<f x> VfeE.

REMARQUE 11. — Lorsque J n’est pas surjective de E sur E” (i.e. E # E”) alors la topologie
o (E', E) est strictement moins fine que la topologie o(E’, E"). Il existe méme des convexes
fermés pour o(E, E”) qui ne sont pas fermés pour o(E’, E). Par exemple si £ E” et

& ¢ J(E), alors
H = {feFE’; <&, > =0}

est un hyperplan fermé pour o(E’, E”), mais il n’est pas fermé pour o(E’, E) (voir
corollaire III.14). Retenons qu’il existe deux types de convexes fermés dans E' :

a) les convexes fortement fermés [ou fermés pour o(E’, E”) — ce qui revient au méme
d’aprés le théoréme II1.7],

b) les convexes fermés pour o(E’, E).

o Théoréme III.15 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). — L’ensemble B..= {fe E'; || f|| < 1} est
compact pour la topologie faible % o (E', E).
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REMARQUE 12. — On verra dans la suite (théoréme VL.5) que la boule unité fermée d’un
espace normé de dimension infinie n’est jamais compacte pour la topologie forte. On
comprend alors 'importance fondamentale de la topologie o(E’, E) et du théoréme II1.15.

DEMONSTRATION. — On considére I'espace produit Y = RE; on désigne les éléments de Y
par © = (0,),.g avec o, € R L’espace Y est muni de la topologie produit (voir par exemple
Dixmier [1] ou L. Schwartz [2]) i.e. la topologie la moins fine sur Y rendant continues
toutes les applications @ +— o, (lorsque x varie dans E). Dans la suite on munit
systématiquement E’ de la topologie o(E’, E). On considére 'application @ : E' — Y définie
par (f) = ({f, xD),cg- Il est clair que @ est continue de E’ dans Y (noter que pour chaque
x € E fixé, 'application f + (®(f)), = <{, x) est continue et utiliser la proposition III.2).
Montrons que ® est un homéomorphisme de E’ sur ®(E’). Il est clair que ® est injective;
vérifions que @~ ! est continue. Il suffit (grice a la proposition I11.2) de prouver que pour
tout x € E fixé, 'application ® + (@~ '(w), x) est continue sur ®(E’); ce qui est évident
puisque (&~ !(w), x> = o,.

Dr’autre part il est clair que ®(Bg) = K ou

K={0eY; ol <|xll, 0,4, = 0, + 0,, 0, = Ao, VrLeR, Vx, yeE}.

11 suffit alors de montrer que K est un compact de Y pour conclure que By, est un compact
de E'.
Or K = K; nK, avec

K, ={weY; o, < |Ix|| VxeE}
K, ={weY; 0, =0, +0,¢ct o, =, VrAeR, Vx, yeE}.

L'ensemble K, = [] [— [Ix|l, + |Ix||] est compact (comme produit d’intervalles compacts
x€E
— rappelons que le produit d’espaces compacts est compact, voir par exemple Dixmier
[1], L. Schwartz [2]). Enfin K, est fermé; en effet, pour chaque A e R, x, y € E fixés les
ensembles
A, ={0eY; 0, -0, —0,=0}

B, ={weY; o, — Lo, = 0}

sont fermés (puisque les applications ©® +— @,,, — 0, — 0, &t ® +— o,, — Ao, sont

continues) et
KZ = < n Ax.y) [} ( n Bl,x>.
x,yeE xeE

XeR

III.5. Espaces réflexifs

Définition. — Soit E un espace de Banach et soit J I'injection canonique de E dans E” (voir
§ II1.4). On dit que E est réflexif si J(E) = E".
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E” (a I'aide de I'isomorphisme J).

% REMARQUE 13. — 1l est essentiel d’utiliser J dans la définition précédente. On peut
construire (voir James [1]) un exemple surprenant d’espace non réflexif E pour lequel il
existe une isométrie surjective de E sur E”.

Le résultat suivant énonce une caractérisation importante des espaces réflexifs.
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o Théoréme II1.16 (Kakutani). — Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et
seulement si
Bg = {xeE; |xll <1}

est compact pour la topologie o(E, E').

DemonsTrATION. — Supposons d’abord que E est réflexif. Alors J(Bg) = Bg.. D’autre part
(théoréme II1.15) Bg. est compact pour la topologie o(E”, E'). 1l suffit donc de vérifier que
J~! est continu de E” muni de o(E”, E’) 4 valeurs dans E muni de o(E, E'). Il reste a
prouver (cf. proposition II1.2) que pour tout fe E’ fixé Papplication § > {f,J71E) est
continue sur E” muni de o(E”, E'). Or {f,J™'&> = (&, f et application & > (&, f est
bien continue sur E” muni de o(E”, E').

Pour établir la réciproque nous aurons besoin de deux lemmes :

Lemme IIL3 (Helly). — Soient E un espace de Banach, f,, f,,...f,€E et
oy, 0,,... 0, e R fixés.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Ve > 0 Ix.€E tel que |lx ]| <1 et

Kfi, x> —ol<e Vi=1,2...n

Z Bios;

i=1

(ii)

<

2 B

i=1

VBys B, ... B,eR.

DEMONSTRATION.

(i) = (ii). Fixons B,, B, ... B, et posons S = Y |B/. Il résulte de i) que

i=1

PEXTESES W IRE
et donc
i Byl < i Bifill lIxcl + €S < i B.fil + €S, Ve > 0.
D’ u (ii). o - o

(i) = (i). Posons o = (ay,0,, ... q,) e R"et considérons I'application (? :E-R"
définie par (;(x) = ({f1,x0,{f2,x> ... {fy,xD). La propriété (i) exprime que o e o (Bg).
Raisonnons par ’absurde et supposons que o ¢ m On peut alors séparer strictement
dans R", {;} et @(Bg) i.e. il existe E = (B,B; ... B, e R" et il existe v € R tels que

- - - -
o(x).p<y<a.pP Vx € Bg.
Par conséquent

‘(Zﬁzf.-,w <Y< zaiﬁi Vx € Bg
i=1 i=1
ie. Z Bfll <v< Z o

i=1 i=1

ce qui contredit (ii).

Lemme IIL.4 (Goldstine). — Soit E un espace de Banach. Alors J(Bg) est dense dans Bg.
pour la topologie o(E", E').
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DEmoNsTRATION. — Soit § € Bg. et soit V un voisinage de & pour la topologie 6(E”, E'). On
cherche a prouver que J(Bg) NV # . On peut supposer que V est de la forme

V=MmeE; Kn-§ fl<e Vi=12...n}

Il s’agit donc de trouver x € Bg tel que

IKfio x) = <& fl <& Yi=1,2...n
Posons o; = <&, f;> et notons que VB,,B, ... B,eR ona

'; Bio;

(puisque ||g|| < 1). D’aprés le lemme II1.3 il existe x, € Bg tel que |{f;,x,) — o] <€
Vi=1,2...nie J(x)eJBgp nV.

<

- ‘<a, ¥ pd| <|| % bl

REMARQUE 14. — On notera que J(Bg) est fermé dans Bg. pour la topologie forte (utiliser le
fait que Bg est complet et que J est une isométrie). Donc, en général, J(Bg) n’est pas dense
dans Bg. pour la topologie forte — sauf bien entendu si E est réflexif, auquel cas
J(Bg) = Bg..

REMARQUE 15. — On trouvera dans [EX] une démonstration directe du lemme I11.4 basée
sur une application du théoréme de Hahn-Banach dans E”.

REMARQUE 16. — Bien entendu, les espaces de dimension finie sont réflexifs.

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME II1.16. — Supposons maintenant que Bg est compact
pour la topologie o(E, E’).

Notonsd’abord queJ : E — E” est continu pour les topologies fortes et donc (théoréme I11.9)
Jest aussi continu pour les topologies faibles o (E, E') — o (E”, E’). A fortiori J est continu
pour les topologies 6(E, E') —» o(E”, E’). Par conséquent J(Bg) est compact pour la
topologie o(E”, E'). Comme J(Bg) est dense dans Bg. pour la topologie o(E", E')
(lemme I11.4), on conclut que

JBg) =B et  donc JE) =E"

Indiquons maintenant quelques propriétés élémentaires des espaces réflexifs.

o Proposition II1.17. — Soit E un espace de Banach réflexif et soit M c E un sous-espace
vectoriel fermé. Alors M — muni de la norme induite par E — est réflexif.

DemMonsTRATION. — Notons d’abord que sur M sont définis deux topologies faibles :
a) La topologie o(M, M).
b) La trace sur M de la topologie o(E, E').
On vérifie aisément (en « jouant » avec des restrictions et des prolongements de formes
linéaires) que ces deux topologies coincident.
Il faut montrer (d’aprés le théoréme II1.16) que By est compact pour la topologie
o(M, M’). Or Bg est compact pour la topologie 6 (E, E’) et M est fermé pour la topologie
o (E, E') (théoréme II1.7). Par suite By est compact pour la topologie o (E, E’), et donc aussi
pour la topologie o(M, M').

Corollaire 111.18. — Soit E un espace de Banach.
Alors E est réflexif si et seulement si E' est réflexif.
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DemonsTRATION. — E réflexif = E’ réflexif. On sait (théoréme II1.15) que Bg. est compact
pour o(E’, E). D’autre part on a 6(E’, E) = o(E’, E”) puisque E est réflexif. Par conséquent
Bp est compact pour o(E, E”), et donc E’' est réflexif (théoréme III.16).

E’ réflexif = E réflexif. On sait (d’aprés I’étape précédente) que E” est réflexif. Comme
J(E) est un sous-espace fermé de E” il en résulte que J(E) est réflexif. Par conséquent E est
réflexif (*).

e Corollaire I111.19. — Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K — E un sous-ensemble
convexe, fermé et borné. Alors K est compact pour la topologie o(E, E').

DemonsTraTION. — K est fermé pour la topologie o (E, E') (théoréme I11.7). D’autre part il
existe une constante m telle que K = mBg, et mBg est compact pour of(E, E’)
(théoréme II1.16).

o Corollaire I11.20. — Soient E un espace de Banach réflexif, A — E un convexe fermé, non
vide et ¢ : A — ] — 00, + 00] une fonction convexe, s.c.i., ¢ = + oo telle que

(5) lim o@(x) = + oo (aucune hypothése si A est borné).
xeA
[Ix[] =00

Alors @ atteint son minimum sur A, i.e., il existe x,€ A tel que ©(x,) = Min o.
A

DEMONSTRATION. — Soit a€ A tel que Ay = @(a) < + oo. On considére I'ensemble
A={xeA; o) <A

A est un convexe fermé borné (grace a (5)), et donc compact pour la topologie o (E, E)).
D’autre part @ est s.ci. pour la topologie 6(E, E') (corollaire II1.8). Par conséquent ¢
atteint son minimum sur A : il existe x,€ A tel que

o(xy) < 0(x) VxeA
Si xe A\A on a @(x,) < @(a) < @(x) et donc, en fait

@(xy) < @(x) Vx eA.

REMARQUE 17. — Le corollaire II1.20 explique le rdle essentiel joué par les espaces réflexifs
et les fonctions convexes en calcul des variations, contrdle optimal, etc.

Théoréme 111.21. — Soient E et F deux espaces de Banach réflexifs. Soit
A :D(A) € E - F un opérateur linéaire non-borné, fermé avec D(A) = E.

Alors D(A*) est dense dans F'.

Ceci permet d’introduire A** : D(A**) < E" — F” et de considérer A** comme un opérateur
non-borné de E dans F.

Alors (A =A]
A% = A

DEMONSTRATION.

1) D(A*) est dense dans F'. Soit ¢ une forme linéaire continue sur F’, nulle sur D(A*).
On cherche a prouver (corollaire 1.8) que ¢ = 0. Comme F est réflexif, on peut supposer

(") T est évident que si E et F sont des espaces de Banach et si T est une isométrie surjective de E
sur F. Alors (E réflexif) <> (F réflexif). Ceci n’est pas en contradiction avec la remarque 13!
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que @ e F et que
(6) {w, 9> =0  VYweD(A*).

Si @ # 0, alors [0, ] ¢ G(A) dans E x F. On sépare alors strictement [0, ¢] et G(A) par
un hyperplan fermé dans E x F, ie. il existe [f,v] € E' x F’ tel que

Syuy + (v, Au) < a < (v, @) Yu e D(A).
Il en résulte, en particulier, que

fyuy +<v, Aud) =0 YueD(A)
et
v, > #0.

Donc v € D(A*) et on obtient une contradiction en choisissant w = v dans (6).
Par conséquent ¢ = 0 et D(A*) est dense dans F'.

2) A** = A,
On utilise les relations
J[G(A*)] = GA)
J[G(A**)] = G(A**

(voir §11.6) ('); d’ou il résulte que

G(A**) = G(AY = G(A)
puisque A est fermé.

IT1.6. Espaces séparables

Définition. — On dit quiun espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble
D < E dénombrable et dense.

Proposition 111.22. — Soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-ensemble de E.
Alors F est séparable.

DEMONSTRATION. — Soit (u,) une suite dénombrable dense dans E. Soit (r,) une suite de
réels positifs avec r, — 0. On choisit (arbitrairement) a,,, € B(u,,r,) N F lorsque cet
ensemble est non vide. Il est clair que la suite (a,,,) constitue un ensemble dénombrable
dense dans F.

Théoréme I11.23. — Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable.
Alors E est séparable.

ReMARQUE 18. — La réciproque n’est pas vraie. Il existe des espaces de Banach E séparables
tels que E' ne soit pas séparable; par exemple E = L!(Q) (voir chapitre IV).

DemonsTRATION. — On désigne par (f,),-, une suite dénombrable dense dans E'. Comme

sl = §l:g s X0

lIxii<t

() Ici J désigne l'applicatiou [v, f] +— [— f, v]; rien & voir avec linjection canonique de E
dans E”!
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il existe x, € E avec

1
Xl =1 et {fp, x> 25 [1£ll-

On désigne par L, 'espace vectoriel sur Q engendré par les (x,),, i.€. L, est 'ensemble des
combinaisons linéaires finies a coefficients dans Q d’éléments de (x,),,. On notera que L,
est dénombrable; en effet, pour chaque n, A, = espace vectoriel sur Q engendré par
[xy,X5,...x,] est en correspondance bijective avec un sous-ensemble de Q" et

LO = U An‘

nz1
Soit L I'espace vectoriel sur R engendré par les (x,),s,. Il est clair que L, est un sous-
ensemble dense de L. Vérifions que L est dense dans E (d’ou il résultera que L est dense dans
E et donc que E est séparable). Soit fe E’ tel que (f, x) = 0 pour tout x € L; montrons
(corollaire 1.8) que f = 0. Etant donné € > 0 il existe n tel que ||/ — f,]| < €;ona

1
5 ”j;x” < <j;n xn> = <./;| _.]; xn> + <j; xn> <E
(puisque (f, x,> = 0). Donc ||f]| < |If — fill + |If.]l < 3e. Par conséquent f = 0.

Corollaire 111.24. — Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) < (E' réflexif et séparable).

DEemonsTRATION. — On sait déja (corollaire II1.18 et théoréme I11.23) que (E' réflexif et
séparable) = (E réflexif et séparable). Inversement, si E est réflexif et séparable, alors
E” = J(E) est réflexif et séparable; donc E’ est réflexif et séparable.

Les propriétés de séparabilité sont étroitement liées 4 la métrisabilité des topologies
faibles.

Théoréme 111.25. — Soit E un espace de Banach séparable. Alors By, est métrisable pour la
topologie o(E, E)(*).
Réciproquement si Bg. est métrisable pour o(E', E) alors E est séparable.

REMARQUE 19. — L’espace entier E' n’est jamais métrisable pour o(E', E) — sauf en
dimension finie. Voir [EX].

DEMONSTRATION. — Soit (x,),» un sous-ensemble dénombrable dense dans Bg (prendre D
dénombrable dense dans E et considérer D n Bg). Pour f, g € Bg on définit

L

1
aif, 9) = ¥ > =g XDl
n=1
I1 est clair que d est une métrique. Montrons que la topologie associée a d coincide sur By,
avec o(E, E).
a) Soit f; € Bg et soit V un voisinage de f;, pour 6(E’, E). Montrons qu’il existe r > 0
tel que

U= {feBg;df, fo) <r}cV.

(') Cest-a-dire, il existe une métrique définie sur By telle que la topologie associée coincide sur
Bg avec o(E, E).
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On peut supposer que V est de la forme

V={feBg; Kf—fo,yl<e Vi=12 ...k}

avec, sans restreindre la généralité, |ly|| < 1 pour tout i = 1,2, ... k.
Puisque la suite (x,), | est dense dans Bg, pour chaque i, on peut trouver un entier n; tel que

€ €
lyi = x.ll < e Fixons r > 0 tel que 2"r < 3 pour tout i = 1,2, ... k; et montrons que

UcV.
En effet, si d(f, f;) < r,ona

1
o K= fos el <1 Vi=1,2 ..k

et donc
IKSf = Jo ¥l = Kf = Jo» yi = XD + S = Jfo, X, 0l < % +§
Vi=1,2, ... k

Dol fe V.
b) Soit f, € Bg.. Fixons r > 0 et montrons qu’il existe V voisinage de f, pour o(E’, E)
dans Bg tel que

VcU={feBg; d(f fo) < r}.
On prendra V de la forme

V={feBg; Kf—fo, xDl <& Vi=1,2...k}.

On détermine maintenant k et € pour que V< U. Si feV, ona

k

1 > 1
a(f, fo) = ¥ 7 Kf=Jfo Xl + 2 7 IS = fos X2l

n=1 n=k+1

> 1 1
<g+2 — =& + 0
n=§+l 2 zkl

r

r 1
On choisit alors € < 2 et k assez grand pour que 1 < 5

* Réciproquement, supposons que By est métrisable pour o(E’, E) et montrons que E est
1
séparable. Soit U, = { feBg;d(f,0) < —} et soit V, un voisinage de 0 pour o(E’, E) tel
n
que V, < U,. On peut supposer que V, est de la forme
vn = {fe BE'; ,<./; x>| < srn Vx ed)n}
ou @, = E est un sous-ensemble fini. Notons que D = | J ®, est dénombrable. D’autre

n=1

part

vV, = {0} et donc «f, x) =0 VxeD) = (f=0).

s

n=1

I1 en résulte que I'espace vectoriel engendré par D est dense dans E ; d’ou E est séparable.
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« Symétriquement » on a le

% Théoréme 111.25". — Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable. Alors B est
métrisable pour la topologie o(E, E').
Et réciproquement.

Pour prouver limplication (E’ séparable) = (Bg est métrisable pour la topologie
o(E,E’) on peut reprendre mot pour mot la démonstration du théoréme II1.25 en
échangeant les roles de E et E'. La réciproque est plus délicate ; voir par exemple Dunford-
Schwartz [1] ou [EX].

e Corollaire 111.26. — Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) une suite bornée
dans E'. Alors il existe une sous-suite extraite ( f, 5 ) qui converge pour la topologie o (E', E).

DEmoNSTRATION. — Supposons, pour fixer les idées, que || f,|| < 1 pour tout n. L’ensemble Bg.
est compact et métrisable pour la topologie o (E', E) (théorémes I11.15 et I11.25). D’ou la
conclusion.

o Théoréme II1.27. — Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans
E. Alors il existe une sous-suite extraite (x,,‘) qui converge pour la topologie o(E, E').

DEmonsTRATION. — Soit M, I'espace vectoriel engendré par les (x,) et soit M = M,. M est
un espace séparable (voir la démonstration du théoréme II1.23). De plus M est réflexif
(d’aprés la proposition II1.17). 11 en résulte que By, est un ensemble métrisable et compact
pour la topologie o(M, M’). En effet, M’ est séparable (corollaire II1.24) et par suite
ByA = By est métrisable pour 6(M”, M')(= o(M, M")) grice au théoréme II1.25. On peut
alors extraire une sous-suite (x,) qui converge pour la topologie o(M, M’). On en déduit
que (x,,) converge aussi pour la topologie o (E, E') (par restriction & M des formes linéaires
continues sur E).

REMARQUE 20. — La réciproque du théoréme II1.27 est aussi vraie. Plus précisément on a le

% Théoréme I11.28 (Eberlein-Smulian). — Soit E un espace de Banach tel que toute suite
bornée (x,) posséde une sous-suite extraite (x,,‘) convergente pour la topologie o (E, E').
Alors E est réflexif.

La démonstration est délicate; voir par exemple Holmes [1], Yosida [1], Dunford-
Schwartz [1], Diestel [2] ou [EX]. Afin de bien préciser l'intérét du théoréme II1.28
rappelons que :

i) un espace topologique (général) dans lequel toute suite posséde une sous-suite
convergente n’est pas nécessairement compact,

ii) dans un espace topologique compact il peut exister des suites qui ne possédent
aucune sous-suite convergente.

iii) dans un espace métrique
(compact) <> (toute suite posséde une sous-suite convergente).
I1 existe effectivement des exemples d’espaces de Banach E et de suites bornées (f,) dans E’
qui ne possédent aucune sous-suite convergente pour la topologie o(E’, E); voir [EX].

Bien entendu un tel E n’est ni réflexif ni séparable; dans ce cas I'ensemble By muni de la
topologie o(E', E) est compact non-métrisable.
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II1.7. Espaces uniformément convexes

Définition. — On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si Ve > 0,38 > 0

tel que
<l1- 6).

On notera que cette définition fait intervenir une propriété géométrique de la boule unité
(qui doit étre « bien ronde ») et qu’elle n’est pas stable par passage a une norme
équivalente.

Xty

(X, yeE xl < LIyl <1 et |x—yl> 8) = (

1 . .
Exemple 1. — On prend E = R% La norme ||x||; = (|x,|> + |x,|?)? est uniformément
convexe tandis que la norme ||x||; = |x,| + |x,| n’est pas uniformément convexe. On peut
s’en convaincre en « regardant » les images des boules unité (%) :

&

Boule unité¢ de E pour || Boule unité de E pour || ||
Il p 1

Exemple 2. — On verra par la suite (cf. chapitres IV et V) que les espaces de Hilbert sont
uniformément convexes, de méme que les espaces L?(Q) pour 1 < p < oo. Par contre
L'(Q), L*(Q) et C(K) (K compact) ne sont pas uniformément convexes.

e Théoréme I11.29 (Milman-Pettis). — Tout espace de Banach uniformément convexe est

réflexif.

REMARQUE 21. — I est surprenant qu’une propriété de nature géométrique (uniforme
convexité) entraine une propriété de nature topologique (réflexivité). L’uniforme convexité
est souvent un outil commode pour prouver qu’un espace est réflexif [mais cette méthode ne
marche pas toujours : il existe des espaces réflexifs qui ne possédent aucune norme
équivalente uniformément convexe].

DemonsTrATION. — Soit € € E” avec ||E]| = 1. On cherche & montrer que & € J(Bg). Comme
J(Bp) est fermé fortement dans E”, il suffit de prouver que

Ve >0 3Ix € Bg tel que g — I < e.

Soit donc £ > 0 fixé et soit 8 > 0 correspondant a la définition de 'uniforme convexité. On
choisit fe E' avec ||f]] = 1 tel que

)
(6) & fH>1 3
(ce qui est possible puisque ||E|| = 1).
On pose

8
v ={neE”; IKn =& £l <5}

(!) A titre d’exercice faire aussi le raisonnement avec des € et 8!

H. BRrezis. — Analyse Fonctionnelle 3
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de sorte que V est un voisinage de & pour la topologie o(E”, E). D’aprés le lemme I11.4 on
sait que V N J(Bg) # . Fixons x € B tel que J(x)e V.

Montrons que £ € J(x) + eBg. — ce qui achévera la démonstration. Raisonnons par
absurde et supposons que § € ((J(x) + €Bg) = W. Notons que W est aussi un voisinage
de & pour la topologie o(E",E’) (puisque Bg. est fermé pour la topologie o(E”, E)).
Appliquant a4 nouveau le lemme I11.4 on a (V n W) n J(Bp) # & i.c. il existe £ € Bg tel
que J(£) eV n W. On obtient alors (puisque J(x), J(%) e V)

)
IKf x> = <& I *<5

)
KA %> = <& I <3

Donc, par addition
2 DKL x+ 5+ Ix+ X1 +9

x + X

2
lIx — || > & puisque J(X)e W — ceci est absurde.

> 1 — 8. Par conséquent (uniforme convexité) ||x — X|| < €. Enfin

et d’aprés (6), ”

Terminons par une propriété utile des espaces uniformément convexes.

Proposition I11.30. — Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Soit (x,) une suite
dans E telle que x, — x pour la topologie faible o(E, E') et

lim sup [lx,|| < ||x].
Alors x, — x fortement.

DemonsTrATION. — On peut supposer que x # 0 (sinon la conclusion est évidente). Soit
Ay = Max {[ix,[l, lIxII}
de sorte que A, — [|x||. On pose

m=Alx, ety =|ix||I7 X
Y

Alors y,—y pour o(E, E). On en déduit que |[|y|| < liminf

+

yH (cf.
2
proposition IIL.5 (iii)).

— 1. 1l résulte de I'uniforme

. n +
D’autre part |[y]| = 1, ||yl < I et donc en fait y_2_y“

convexité que ||y, — y|| = 0. D’ou x,, — x fortement.

Commentaires sur le chapitre III

1) Les topologies o (E, E), 6(E, E") et o(E’, E) sont des topologies localement convexes
séparées. Elles jouissent par conséquent des propriétés générales des e.l.c.s. Entre autres les
théorémes de Hahn-Banach (formes géométriques), le théoréme de Krein-Milman, etc...
restent valables; voir Bourbaki [1] et [EX].
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2) Drautres résultats concernant les topologies faibles méritent d’€tre cités. Par exemple, le

* Théoréme I11.31 (Banach-Dieudonné-Krein-Smulian). — Soit E un espace de Banach et soit
C < E’ un convexe. On suppose que

Vn, C n(nBg) est fermé pour la topologie o(E, E).
Alors C est fermé pour la topologie o(E, E).

Le lecteur intéressé pourra trouver la démonstration dans Bourbaki [1], Larsen [1],
Holmes [1], Dunford-Schwartz [1], Schaefer [1] et en exercice dans [EX]. Les références
citées contiennent aussi de nombreuses autres propriétés liées au théoréme de Eberlein-
Smulian.

3) La théorie des espaces vectoriels en dualité, qui généralise la dualité (E, E'), a connu ses
heures de gloire durant les années 1940-1950. On dit que deux espaces vectoriels X et Y sont
en dualité s’il existe une forme bilinéaire { , »sur X x Y quisépare les points (i.e. Vx # 0,3y
tel que {x, y) # Oet Vy # 0, Ix tel que {x, y) # 0). On peut définir sur X (resp. sur Y) une
multitude de topologies localement convexes. Parmi les plus courantes on retiendra, outre la
topologie faible o (X, Y), la topologie de Mackey t(X, Y), la topologie forte B(X, Y) etc. Ces
topologies jouent un role intéressant quand on travaille sur des espaces non normés, par
exemple les espaces qui interviennent en théorie des distributions. Sur la théorie des espaces
vectoriels en dualité on pourra consulter Bourbaki [1], Schaefer [1], K&the [1], Treves [1],
Kelley-Namioka [1], Edwards [1].

4) Les propriétés de séparabilité, de réflexivité et d’uniforme convexité sont aussi étroite-
ment liées aux propriétés de différentiabilité de la fonction x +— ||x|| (voir Diestel [1],
Beauzamy [1] et [EX]). L’existence d’une norme équivalente qui posséde de bonnes propriétés
géométriques est un sujet trés étudié; par exemple, comment caractériser les espaces de
Banach qui possédent une norme équivalente uniformément convexe ? (*). La géométrie des
espaces de Banach a connu un développement spectaculaire depuis une vingtaine d’années,
grice entre autres aux travaux de James, Dvoretsky, Grothendieck, Lindenstrauss,
Pelczynski, Enflo, Johnson, Rosenthal, L. Schwartz et ses éleves (Pisier, Maurey,
Beauzamy...), etc. A ce propos on pourra consulter Beauzamy [1], Diestel [1] et [2],
Lindenstrauss-Tzafriri [2] et L. Schwartz [4].

(") Ces espaces sont appelés super-réflexifs, voir Diestel [1] et Beauzamy [1].
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Dans toute la suite Q désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx. On
suppose le lecteur familiarisé avec les notions de fonction intégrable, de fonction mesurable
et d’ensemble négligeable; voir par exemple Marle [1], Malliavin [1], Neveu [1], Rudin [2],
Guichardet [1], Dieudonné [2], Kolmogorov-Fomin [1], Chae [1], Hewitt-Stromberg [1],
Wheeden-Zygmund [1] etc. On désigne par L'(Q) I'espace des fonctions intégrables sur Q a
valeurs dans R. On pose

Ml = J /() dx.
Q

Quand il n’y aura pas d’ambiguité on écrira souvent L! au lieu de L'(Q) et jf au lieu de
J f(x)dx. Comme d’habitude on identifie deux fonctions de L! qui coincident
Q

p.p. = presque partout (= sauf sur un ensemble négligeable).

A toutes fins utiles, rappelons...

IV.1. Quelques résultats d’intégration
qu’il faut absolument connaitre

o Théoréme IV.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi). — Soit (f,) une suite
croissante de fonctions de L' telle que Sup Jf,, < 0.

Alors f,(x) converge p.p. sur Q vers une limite finie notée f(x); de plus fe L' et

If = Al - 0.

o Théoréme IV.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). — Soit (f,) une suite de
fonctions de L'. On suppose que

a) f(x) - f(x) p.p. sur Q,
b) il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f,(x)| < g(x) p.p. sur Q (}).

Alors fe LY(Q) et || f, — fll: — 0.
Lemme IV.1. (Lemme de Fatou). — Soit (f,) une suite de fonctions de L' telle que

(1) pour chaque n, f,(x) > 0 p.p. sur Q
(2) Sup Jﬁ, < oo0.

(") On dit que g est une majorante intégrable des fontions (f,).
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Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim inf f,(x).
Alors fe L'(Q) et
f< lim inf wa

n-—* o

Notation. — On désigne par C_(Q) 'espace des fonctions continues sur Q 4 support compact,
cest-a-dire C,(Q) = {fe C(Q); f(x) =0 Vxe Q\K ou K = Q est un compact}.

Théoréme IV.3 (théoréme de densité). — L’espace C () est dense dans L'(Q); c’est-a-dire

VfeL'(Q) et Ve>0, 3f,€C(Q) tel que ||f—fill <e.

Soient Q, = RN, Q, = RN: des ouverts et soit F:Q, x Q, » R une fonction
mesurable.

Théoréme I1V.4 (Tonelli). — On suppose que

j |F(x, y)ldy < o pour presque tout x € Q,
Q

et que ’
dx |F(x, y)| dy < oo0.
Q, Q,
Alors FeL'(Q, x Q,).

Théoréme IV.5 (Fubini). — On suppose que F e L'(Q, x Q,).
Alors, pour presque tout x € Q,

F(x, ) eL)(Q,) et j F(x,y)dy e L1(Q,).
Q

2

De méme, pour presque tout y € Q,,

F(x, y) e L}(Q)) et J F(x, y) dx e L;(Q,).

Q,

De plus on a

j dx j F(x, y) dy = j dy -[ F(x, y) dx = J:[ F(x, y) dx dy.
Q Q, Q, Q, Q, xQ,

IV.2. Définition et propriétés élémentaires
des espaces LP*.

Définition. — Soit pe R avec 1 < p < oo, on pose

L?Q) = {f: Q > R; f mesurable et |f|? e L}(Q)}.

1/p
1l = U Lf (P dx] .
Q

On veérifiera ultérieurement que || || p est une norme.

On note



56 LES ESPACES L

Définition. — On pose
L*(Q) = {/: Q - R;fmesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p. sur Q.}

On note

[IfllLe = Inf {C; |f(x)| < C p.p. sur Q}
On vérifiera ultérieurement que || ||~ est une norme.
REMARQUE 1. — Si feL® on a

S < IfllLe p.p- sur Q

En effet il existe une suite C,, telle que C, — ||f]|L- et pour chaque n, |f(x)| < C, p.p. sur Q.
Donc |f(x)] < C, pour tout x € Q\E, avec E, négligeable. On pose E = |J E, de sorte que
E est négligeable et 'on a |f(x)| < C, pour tout n et pour tout x € Q\E': Par conséquent
If() < |If]lL= pour tout x € Q\E.

1 1
Notation. — Soit 1 < p < o0; on designe par p’ exposant conjugué de pie. - + — = L.
p P

e Théoréme IV.6 (Inégalité de Holder). — Soient fe L? et ge L? avec 1 < p < 0.
Alors f.geL' et

©)] jlfgl < Iflle ligllee

DEMoNsTRATION. — La conclusion est évidente si p = 1 et si p = co. Supposons donc que
1 < p < oo. Rappelons l'inégalité de Young

1 1
) ab < - a® + — b’ Va=0, Vb=0(";
p 14

la démonstration de (4) est évidente : la fonction log étant concave sur ]0, o[ ona
1 1 1 1 ,
log{-a? + — b? ) > - loga® + — log b* = log ab.
p 14 p p

Donc

1 1 .
Nlg () < , P + y lgx)I”  p.p. xeQ.

Il en résulte que fge L' et que

1 14 1 4
) Ifgl <= IfliLe + = llgliLe
p p
Remplagant dans (5) f par Af (A > 0) il vient
)\'p—l P 1 P
(6) Ifgl < I/lle + — ligliLe.
p Ap

1y Que l'on utilisera aussi parfois sous la forme ab < ea? + C,b? avec C,=¢ P~
€ €



DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES 57

On choisit A = ||f IIL_p1 llgll{;/»? (de maniére a minimiser le membre de droite dans (6)). On
obtient alors (3).

ReMARQUE 2. — Il convient de retenir une conséquence trés utile de l'inégalité de Holder :
soient f, f, ... f, des fonctions telles que

1 1 1 1
fielMQ) 1<i<k avec -=—+—+...+—<1
P P D2 P
Alors le produit f =f,f, ... f, appartient & L?(Q) et
I e < fllee: - - - (LAl

En particulier si fe L?(Q) nLYQ) avec 1 < p < q < oo, alors fe L'(Q) pour tout
p < r < q et l'on a l'inégalité d’interpolation

o 1-a N
W e < e 1S 1 on - =—+ O<a<g 1)y
r.p q
voir [EX].
Théoréme IV.7. — LP est un espace vectoriel et || || est une norme pour tout 1 < p < oo.
DemoNsTRATION. — Les cas p =1 et p = oo sont évidents (utiliser la remarque 1).

Supposons que 1 < p < oo et soient f, ge L?. On a

) + g < (SO + g < 2°(S )P + lg(¥)IP).
Par conséquent f + g € L?. D’autre part on a
I+ gllf, = '[If+ gr S+ gl < jlf+ gi” I+ jlf+ gI”" gl

Or |f + g/P~ ' eL” et grice a linégalité de Holder on obtient

p _ _
. IIf + gliee < NIf + gll:,, Ifllee + IS + gllip Hglle
ie. Nf + glie < flle + lgllLe-

o Théoréme IV.8 (Fischer-Riesz). — L? est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

DEMONSTRATION.

1) Supposons d’abord que p = 0. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L®. Etant donné un
entier k > 1 il existe N, tel que

1
fon = fallL= < , pour  moan>N.
Donc il existe E, négligeable tel que
1
) fol®) = /s < 1 VX EQE,, Vm, 0> N,

Enfin, posant E = |J E, (E est négligeable), on voit que pour tout x € Q\E la suite f,(x) est
k
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de Cauchy (dans R). Soit f,(x) — f(x) pour x € Q\E. Passant a la limite dans (7) quand
m — oo on obtient

[f(x) = fi(X)] < VxeQE  Vn>=N,.

x| =

Donc feL® et ||f — filli- <
2) Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L?. Pour
conclure il suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans L”.

On extrait une sous-suite (f,) telle que

Vn = N,. Par conséquent ||f — f,||.« = O.

x| -

1
Wfo,, = fallr < > Vk > 1

S 1
[on procéde comme suit : il existe n, tel que ||f,, — fillor < 3 pour m, n > n, ; on prend

1
ensuite n, > n, tel que ||f, — fillr < 7 pour m, n = ny,etc.]. On va montrer que f,

converge dans L”. Pour simplifier les notations on écrit f; au lieu de f, , de sorte que 'on a

®) los Ay < Wk 1
Posant
500 = T U9 = 40
il vient
llgalle < 1.

On déduit du théoréme de convergence monotone que p.p. sur Q, g,(x) converge vers une
limite finie notée g(x) avec g € L. D’autre part, on a pour m > n > 2

[fn¥) = LG S 1fu(®) = S i G + - far 1 () = fu(X)] < g(X) — g1 ().
Ilenrésulte que p.p. sur Q, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x). Ona
p.p. sur Q
© If(x) = fux)l £ g(x) pour n>=2

Il en résulte que fe L?. Enfin ||f, — fll.p — 0, en effet on a |f,(x) — f(x)}’ - Op.p. et
I£f,(x) — f(x)|” < gP(x) majorante intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue.

Théoréme IV.9. — Soient (f,) une suite de L? et feL?, tels que || f, — fll.p — 0.
Alors il existe une sous-suite extraite ( fn,) telle que

(@) £, (x) = f(x) pp. sur Q

®) 1£o, (| < h(x) Vk et p.p. sur Q, avec he L*.

DEemMonsTRATION. — Le résultat ést évident pour p = oo. Supposons donc que 1 < p < 0.
Comme la suite (f,) est de Cauchy on peut reprendre la démonstration du théo-
réme [V.8 et extraire une sous-suite (f"k) vérifiant (8). Poursuivant, comme dans la

démonstration du théoréme IV.8, on voit que f, (x) converge p.p. vers une limite notée
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f*(x) (). De plus, on a grice a (9)
If*(x) — [, ()l < g(x) Vk, p.p.sur Q avec geL”

Il en résulte que /* e L, et que f, — f* dans L? (d’aprés le théoréme de Lebesgue). Par
conséquent / = f* p.p. et 'on en déduit (a). Pour obtenir (b) il suffit de choisir h = f* + g.

IV.3. Réflexivité. Séparabilité. Dual de L?

Nous allons distinguer I'’étude des trois cas :

(A) l<p<
(B) p=1
© p=

A. ETUDE DE L» POUR 1 < p < 0.

Il s’agit du cas le plus « favorable » : L? est réflexif séparable et le dual de L? s’identifie
aLr.

e Théoréme IV.10. — L7 est réflexif pour 1 < p < oo.

La démonstration est décomposée en trois étapes.

1" étape (Premiére inégalité de Clarkson). — Soit 2 < p < o, ona

f+af V-9
(10) ’l 2 m*h > |

P 1 p p
< - (flle + liglie) VS, geLP.
v 2
DemonsTrATION. — Bien entendu, il suffit de montrer que
a—b
2

14 p

a+ b
2

1
< 3 (lal” + |bl)  Va, beR.

On a
af + BP < (@2 + BHP? Vo, =0

(se ramener au cas ol B = 1 et noter que la fonction (x2 4+ 1)”2 — x? — 1 est croissante

sur [0, oo). Prenant a = ‘% et B = - il vient
la + bJ? .\ la — bJr B <|a + b[? N la - b|2>p/z ~ <az N bz>p/2 ! ar+ 1 P
2 S\ i) S\gty) skl

cette derniére inégalité résulte de la convexité de la fonction x — |x|?? car p > 2].
g 14

2¢ étape : L? est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < 0.
En effet, soit € > 0 fixé. On suppose que

Iflle < Lllglie <1 et If —glie > &

(*) A priori il faut distinguer fet f* : on sait que f, — f dans L? et que S (x) = f*(x) p.p. sur Q.
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p e\?

<1l —-{= et donc
P 2

o1 -(-)) e

Par conséquent L? est uniformément convexe, et donc réflexif grice au théoréme II1.29.

On déduit de (10) que

f+g
2

S+g

<1l—-3
LP

avec

3¢ étape : L est réflexif pour 1 < p < 2.

DEMONSTRATION. — Soit 1 < p < 2. On considére 'opérateur T : L? — (L)’ défini comme
suit :

Soit u € L? fixé; I'application fe L - Iu f est une forme linéaire et continue sur L”

notée Tu de sorte que

(Tu, fy = Juf Vfelr.

On a (d’aprés 'inégalité de Holder)
IKTu, 51 < Nulleoll Sl
et par suite
(In ITullwry < llullep-
D’autre part, posons
So(¥) = [u)PP2u(x) (fo(x) =0 si u(x) = 0).
Onafoel?, follr = llull? " et (Tu, fo) = Ilull? .

Donc
{Tu, fo>
12) [Tullry = 0l o flulls -
Il foll
Comparant (11) et (12) on obtient || Tul »y = |fullLs. Il en résulte que T est une isométrie de

L? sur un sous-espace fermé (puisque L? est complet) de (L?)'. Or L? est réflexif (2° étape) et
donc (corollaire I111.18) (L?Y est réflexif. Il s’en suit (proposition I11.17) que T(L?) est réflexif
et donc aussi L”.

ReEMARQUE 3. — On montre que ’espace L? est aussi uniformément convexe pour 1 < p < 2.
On utilise a cet effet la 2¢ inégalité de Clarkson valable pour | < p < 2:

1+ 4] f— 4]
2 | 2 |

p’ p’

1 » 1 » 1/(p—1)
+ < |:§ 1fllr + 3 HQH»LP]

LP

Cette inégalité est sensiblement plus difficile 4 établir que la 1™ inégalité de Clarkson; voir par
exemple [EX] ou Hewitt-Stromberg [1]. Pour une approche un peu différente voir Diestel [1],
Morawetz [1] et [EX].

Lp
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e Théoréme I'V.11 (Théoréme de représentation de Riesz). — Soit1 < p < oo et soit ¢ € (L?)'.
Alors il existe u e ¥ unique tel que

o, /) = J"f VfeLr.

De plus on a
llelie = llollry-

e ReEmArRQUE 4. — Le théoréme IV.11 est trés important. Il exprime que toute forme
linéaire continue sur L? avec 1 < p < oo se représente a 'aide d’une fonction de L7.
L’application ¢@ +—— u est un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet
d’identifier le dual de L? avec L”. Dans la suite on fera systématiquement lidentification

(L?y =L7.

DEMONSTRATION. — On définit Popérateur T : L? — (LP) par

{Tu, ) = '[uf VfelL?

et 'on a )
ITullepy = llully  Vuel?

(procéder comme dans la démonstration du théoréme IV.10, 3¢ étape). Il nous faut prouver
que T est surjectif. On pose E = T(L?). Comme E est un sous-espace fermé, il reste a
montrer que E est dense dans (L?). Soit h e (L?)" [= L? puisque L? est réflexif] tel que
{(Tu, h) = 0 pour tout u e L?; vérifions que h = 0. Ona

juh =(Tu, h) =0 VYuelr.

On conclut que h = 0 en choisissant u = |h|?~2h.

Théoréme IV.12 (Densité). — L’espace C.(QQ) est dense dans LF(Q) pour 1 < p < oo.
Commengons par une définition et un lemme.

Définition. — Soit 1 < p < o0; on dit qu’une fonction f: Q — R appartient & L (Q) si
f1k € LP() pour tout compact K < Q.

Lemme 1V.2. — Soit fe L} (Q) tel que

13) qu =0 Vu e C(Q).
Alors f =0 p.p. sur Q.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.2. — On procéde en deux étapes :

) 1) Supposons que l'on ait, de plus, fe L'(Q) et |Q < oo (}).
Etant donné ¢ > 0 il existe f; € C.(Q) tel que ||f — fill.: < €. D’aprés (13) ona

jfl“

(1) Etant donné A = Q mesurable, on désigne par |A| la mesure de A; |A| est éventuellement
infini.

(14) < gllullp Yu e C,(Q).
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Soient

K, ={xeQ; fi(») 25}
K, ={xeQ; fi(x) < —¢}

Comme K, et K, sont des compacts disjoints on peut construire grice au théoréme de
Tietze-Urysohn (voir Dieudonné [1], L. Schwartz[2] ou Yosida[1]) une fonction

u, € C.(Q) telle que
+1 si xekK,
up(x) = .
-1 si xek,

et
lug(x)l < 1 pour tout xeQ.

Posant K = K, u K, il vient

'[ f1“0=J fl“o*‘j Siug
Q QK K
et donc, grace a (14)

j Ifil =J f1u0<8+j | f1t4ol $8+J Ifil.
K K O\K QK

Par conséquent

j lf1|=_[ lf1|+J lf,|<e+2j Ifil < € + 2l
Q K QK QK

puisque
Ifil<e sur QK

Donc
(I e < W= fillpe + il < 26 + 2619

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0 on conclut que f= 0 p.p. sur Q.

2) Considérons maintenant le cas général. On écrit Q = LJQ, avec Q, ouvert, Q,

= . 1 .
compact, Q, < Q [Prendre par exemple Q, = {x € Q; dist (x, (Q) > P et |x| < n}]. Appli-
quant ce qui précéde avec Q, et fm" on voit que f =0 p.p. sur Q, et on conclut que
f=0 p.p.surQ.

DEMONSTRATION DU THEOREME IV.12. — On sait déja que C.(Q) est dense dans L!(Q).
Supposons donc que 1 < p < oo. Pour prouver que C () est dense dans L?(Q) il suffit de

vérifier que si h e L7 (Q) satisfait | hu = 0 pour tout u e C,(RQ), alors h = 0. Or

he LI'OC(Q) puisque thlxl < “h"Lp'IKIl/p < oo et on peut donc appliquer le lemme IV.2 pour

conclure que h = 0 p.p.

Théoréme 1V.13. — L?(Q) est séparable pour 1 < p < oo.
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DEMonsTrATION. — On désigne par (R));; 1a famille (dénombrable) des pavés R de la forme
N

R = ]—[]ak,bk[ avec a;, byeQ et R = Q.
On desngne par E l'espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions lR (i.e. les

combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels des fonctions Ig); de sorte que E est
dénombrable. Montrons que E est dense dans L?(Q). Soit f'e L?(Q) et ‘soit & > 0 fixés. Soit
J1€C() tel que ||f — fillr < € (théoréme IV.12). Soit Q' un ouvert borné tel que
Supp/f, = @ = Q. Comme f; € C,(€) on construit aisément une fonction f, € E telle que

€
Suppf, = @ et que |f2(x) — fi(x) < W

Supp /1 par un nombre fini de pavés R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a

p.p. sur Q (on commence par recouvrir

Q] l/p) Il en résulte que ||f, — fille < € et donc ||f — fillr < 2e.

REMARQUE 5. — Pour démontrer le théoréme IV.13 on aurait aussi pu faire appel au fait
que si K est un espace métrique compact alors C(K) est séparable (voir par exemple
Dieudonné [1] (7.4.4)).

B. ETUDE DE L.

e Théoréme IV.14. — Soit ¢ € (L'). Alors il existe u e L® unique tel que

<o, > = Juf VfeL'.

On a de plus
P lall = = 1@l

e REMARQUE 6. — Le théoréme 1V.14 affirme que toute forme linéaire et continue sur L! se
représente a 'aide d’une fonction de L. L’application ¢ +— u est une isométrie surjective
qui permet d’identifier (L'Y et L. Dans la suite on fera systématiquement I'identification

(L'y = L*.

DemonsTrATION. — Commengons par prouver Pexistence de u. On fixe une fonction
w e L2(Q) telle que pour tout compact K = Q, w = g¢ > 0 p.p. sur K [II est clair qu’une
telle fonction existe : prendre par exemple w(x) = a, pour xeQ, n < |x| <n + 1, et
ajuster les constantes o, > 0 pour que w € LZ(Q)]. L’application fe L? (@, wf)est une
forme linéaire et continue sur L2. D’aprés le théoréme IV.11 (appliqué avec p = 2) il existe
une fonction ve L? telle que

(15) <o, wf) = jvf VfeL’.

v(x
Posons u(x) = %; ce qui a un sens puisque w(x) > 0 pour tout x € Q et u est mesurable.
w(x

Montrons que ueL” et que |jull.- < [lol|iy- D’aprés (15) ona

(16) Hofl < llollwyliwflle VfeL?

Soit C > ||@l1y- Montrons que 'ensemble
A={xeQ; Jukx)>C}

est négligeable (il en résultera que u € L® et que |jull = < ||@ll.1y)- Raisonnons par 'absurde.
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Si A n’est pas négligeable il existe A = A mesurable tel que 0 < |A| < oo. On reporte dans
(16) la fonction

‘+1 si xeA et ux)>0
fx)= y—1 si xeA et ux)<O0
| 0 s xeQa.

Il vientj lulw < ||(p||(Ll),J. w, et par conséquentCJ w < ||¢||(L.),j w, ce qui est absurde
A A A A

puisque J w > 0.
A

Récapitulons : on a construit ue L®(Q) avec |jull - < [l@fl.y tel que

17) (@, wfd = juwf VfelL?
Il en résulte que

(13) 9, 9> = -[ug Vge Cc(Q)

En effet si g € C.(Q), alors f = g e L? (puisque w > ¢ > 0 sur Supp g) et on peut reporter f
w

dans (17). Comme C.(Q) est dense dans L' on déduit de (18) que

{o, g> = jug VgelL'.
Enfin, on a
Ko, g3l < Jiugl < |lullg-llgll: YgeLl!

et donc [lolly < |lull.-. Par conséquent [jull;~ = [l¢llqy - L'unicité de u est une
conséquence immédiate du lemme IV.2.

e REMARQUE 7. — L’espace L' n’est pas réflexif. En effet supposons (pour fixer les idées) que

1
0 e Q. Considérons la suite f, = a,,lB(o‘l_) avec n assez grand pour que B(O,;) cQet

N o e ,
a, = B(O,;) de sorte que ||f,|lt = 1. Si L! était réflexif il existerait une sous-suite

extraite (f,,k) et une fonction fe L' tels quef"k — fpour la topologie faible o (L, L®).Donc

(19) '[f,,k(p - ~[f(p YoelL®.

Lorsque ¢ € C.(Q\{0}) on voit que an.¢ = 0 pour k assez grand. Il résulte de (19) que

jf ¢=0 Voo CQ\0})
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Appliquant le lemme IV.2 dans I'ouvert Q\{0} & la fonction f (restreinte a Q\{0}) on obtient
que f = 0 p.p. sur Q\{0}. Donc en fait f = 0 p.p. sur Q. Par ailleurs si 'on prend ¢ = 1

dans (19), il vient |f =1 — ce qui est absurde.

C. ETUDE DE L=

On a vu (théoréme 1V.14) que L® = (L!). De ce fait, I'espace L™ posséde quelques
propriétés « agréables ». Entre autres, ona :

o (i) La boule unité fermée B, - est compacte pour la topologie faible % o(L®, L")
(théoreme III.15).

e (ii) Si (f,) est une suite bornée dans L® on peut en extraire une sous-suite qui
converge dans L® pour la topologie faible % o(L®, L) (théorémes II1.25 et IV.13).

Toutefois L® n’est pas réflexif (sinon L! le serait d’aprés le corollaire II1.18 et on sait que L'
n’est pas réflexif).

Le dual de L™ contient L! (puisque (L) = L*®) et il est strictement plus grand que L' : il
existe des formes @ linéaires et continues sur L® qui ne sont pas du type

{@.f> = fuf VfeL® avec uell.

Fabriquons un exemple « concret ». Supposons que 0 e Q et soit @, : C.(Q) — R définie
par @4(f) = f(0) pour fe C.(Q). De sorte que ¢, est une forme linéaire et continue sur

C.(Q) pour la norme || || .~ D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, ¢, se prolonge en une
forme linéaire et continue sur L® notée ¢. Ona
(20) ¢, /> =10 V[feC/Q).

Montrons qu’il mexiste pas de fonction ue L' telle que
o, /> = juf VfeL™.
En effet si une telle fonction u existait on aurait
Juf =0 V fe C.(Q\{0}).

Grice au lemme IV.2 (appliqué sur Q\{0}) on obtiendrait u = 0 p.p. sur Q\{0}, et donc
u = 0 p.p. sur Q. Par conséquent

g, [>=0 Vfjel®

— ce qui est contraire a (20).

% RemarQue 8. — Si le dual de L® ne coincide pas avec L' on peut néanmoins se
demander a quoi « ressemble » (L®)'.

A cet effet considérons L®(Q; C) comme une C* algébre de Banach commutative (voir
par exemple Rudin [1]). D’aprés le théoréme de Gelfand, L®(Q; C) est isomorphe et
isométrique a C(K;C) (ou K est un espace topologique compact, plus précisément le
spectre de l'algébre L®). Par conséquent L*(Q; C) s’identifie & I'espace des mesures (de
Radon) sur K (a valeurs dans C) [et L*(Q; R) s’identifie 4 'espace des mesures (de Radon)
sur K a valeurs dans R]. Pour plus de détails, voir Rudin [1] ou Yosida [1], p. 118.
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REMARQUE 9. — L’espace L® n’est pas séparable. Pour établir ce fait il est commode
d’utiliser le

Lemme IV.3. — Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O,), telle
que

(i) Pour tout iel, O, est un ouvert non vide de E.
(i) O, nO; = sii+]

(iii) I n’est pas dénombrable.

Alors E n’est pas séparable.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.3. — Raisonnons par I'absurde et supposons que E est
séparable. Soit (u,),.n une suite dense dans E. Pour chaque i eI, O; N (u,),.y # & €t on
choisit n(i) tel que u,; € O;. L'application i — n(i) est injective; en effet si n(i) = n(j)
alors u,; = u,;,€0; N O; et donc i = j. Par suite I est dénombrable — ce qui est
contraire a (iii).

Montrons maintenant que L® n’est pas séparable. Pour tout aeQ on fixe
r, < dist (a, (Q); on pose u, = 1y, et

1
0, = {fe L5 N = ull= < 5}'
On vérifie aisément que la famille (O,), o satisfait (i), (i) et (iii).

Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces L? rencontrées au
§IV.3.

Réflexif Séparable Espace dual
L? (010) (018)1 L
l<p< o
L! NON (010)1 L*®
L® NON NON Contient strictement L'

IV.4. Convolution et régularisation

Dans tout ce paragraphe, sauf a la proposition IV.17 et au corollaire IV.23 on prend
Q= RN

o Théoréme IV.15. — Soient fe L' (RN) et g e L?(RN) avec 1 < p < 0.

Alors, pour presque tout x € RN, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur RN,
On pose

(f* g)x) = _[ . Sfix = y)gWy) dy.
R

Alors f % g e LA(RN) et

LIS * gl < LN llglle - |
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DemonsTraTION. — La conclusion est évidente si p = oo. Supposons d’abord que p = 1 et
soit

F(x, y) = f(x — y)g(»).

Pour presque tout ye RN on a

'[IF(x, yldx = lg(y) ﬁf (= yldx = [iflllgO) < o

et

JdYﬁF(x, yidx = [Ifllligll: < oo.

Appliquant le théoréme de Tonelli (théoréme IV.4) on voit que F e LY(RN x RN).
Grace au théoréme de Fubini (théoréme IV.5) on obtient

JIF(X, yldy < oo p.p. xeRN

et
jdx JlF(x, yldy < [IflILdiglle.

Ceci correspond exactement a la conclusion du théoréme IV.15.
Supposons maintenant que 1 < p < co. D’aprés ce qui précéde, on sait que pour
presque tout x € RN fixé, la fonction y — |f(x — y)||g(»)|” est intégrable sur R, i.e.

/G = pIY7 lg(p)l € LY(RY).

Comme |f(x — )" € L?', on déduit de I'inégalité de Holder que

1fGe = PNgl = 1fx = I IgW)l - If(x = IV e Ly

et
Up
Jlf(x = Mg WIldy < <Jlf(x = Mgyl dy) IIfII{ff’
ie. IS * 9P < (11 * Igl) )Y -
Appliquant le résultat du cas p = 1 on voit que

, ,
S*gelr et IS * glite < IO
ie. IS * gl < I/ lellglle-

Notation. — Etant donnée une fonction f on pose f(x) = f(— x).

Proposition IV.16. — Soient fe L' (RN), g e L?(RN) et he L7 (RV).
Alors on a

J(f*g)h=Jg(f* h).

DemonstraTION. — La fonction F(x,y) = f(x — y)g(y)h(x) appartient a LY(RN x RN
puisque

th(x)lqlf(x - y)llg(y)ldy> dx < o0

grace au théoréme IV.15 et a l'inégalité de Holder.
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Par conséquent
_[(f * g)(0h(x)dx = jdij(x, y) dy = fdy JF(x, y)dx = Jg(y)(f * h)(y)dy.

Supports dans la convolution

La notion de support d’une fonction continue est bien connue : C’est le complémentaire
du plus grand ouvert sur lequel f est nulle (ou, ce qui revient au méme, 'adhérence de
Pensemble {x;f(x) # 0}. Quand on travaille avec des fonctions mesurables il faut étre plus
prudent — puisque ces fonctions sont seulement définies presque partout — et la définition
précédente ne convient plus [on pourra s’en convaincre en considérant 1g). La définition
appropriée est la suivante :

Proposition V.17 et définition du support. — Soit Q@ = RN un ouvert et soit f une fonction
définie sur Q a valeurs dans R. On considére la famille de tous les ouverts (), .|, ®; < Q tels que

pour chaque i€ l, f = 0 p.p. sur ©. On pose ® = |J ,.
iel

Alors f = 0 p.p. sur o.
Par définition, Supp f = Q\o.

RemARQUE 10.

a) Sif) etf, sont deux fonctions telles que f; = f, p.p. sur Q, alors Supp f; = Suppf,.
On peut donc parler du support d’une fonction f € L? (sans préciser quel représentant on choisit
dans la classe d’équivalence).

b) Si f est continue sur Q on vérifie aisément que cette définition coincide avec la
définition usuelle.

DEMoNsTRATION. — 11 n’est pas clair que f = 0 p.p. sur ® puisque la famille I n’est pas
dénombrable. Toutefois on peut se ramener au cas dénombrable par le procédé suivant.

Soit (K,) une suite de compacts tels que o = |JK,

. 1
[prendre par exemple K, = {x € @; dist (x, RMw) > . et |x| < n}].
Ensuite, pour chaque n, K, est recouvert par un nombre fini des ,, soit K, = |J o, avec
iel,
I, = Ifini. PosantJ = |J I, (J est dénombrable) on a ® = |J ®;. Comme f = 0 p.p. sur o,,

iel)
on conclut que f = 0 p.p. sur .

e Proposition 1V.18. — Soient fe L'(RY) et g e L?(RN). Alors
| Supp (f % &) = Suppf + Suppg |

DeMoNSTRATION. — Soit x € RN fixé tel que la fonction y — f(x — y)g'(y) soit intégrable
(voir théoréme IV.15). On a

(f * g9)x) = jf(x -y dy = J Sx = y)g(y)dy.
. (

x —Suppf) NSuppg
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Si x ¢ Suppf + Supp g, alors (x — Suppf) nSuppg = & et (f * g)(x) = 0. Donc
(f * g)(x) = 0 p.p. sur G(Supp/f + Supp g)
et en particulier
(f * g)(x) =0 p.p. sur Int (j (Suppf + Supp g).

Par conséquent Supp (f * g) = Suppf + Suppg.

e REMARQUE 11. — Bien entendussi fet g sont tous deux a supports compacts, alorsf % g est
a support compact. En général, si 'un des supports seulement est compact, alorsf % g n’est
pas a support compact.

Proposition IV.19. — Soient fe C(R") et g e L. (R"). Alors
f % ge C(RN),
DemonsTrATION. — Notons d’abord que pour tout x € RN la fonction y +— f(x — y)g(y)

est intégrable sur RN et donc (f % g)(x) a un sens pour tout x € RN,
Soit x, — x et posons

F,(») = f(x, — y)g(»)
F(y) =/(x — y}@)

de sorte que F,(y) = F(y) p.p. sur RN. D’autre part, soit K un compact fixe tel que
(x, — Suppf) =« K pour tout n. Donc f(x, —y) =0 pour y¢K et par suite
IF, )| < IIfllL=1k (¥) g (¥), majorante intégrable. On déduit du théoréme de Lebesgue que

f * g)x,) = JF,.(y) dy —» JF(y) dy = (f * g)(x).

Notations

C*(Q) désigne I’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur Q

C*@ =N Q)

k
G =CHQ nCL)
C@) = C*Q nCQ

(certains auteurs utilisent la notation 2(Q) ou bien CF(Q) au lieu de C*(Q)).

o Proposition 1V.20. — Soient fe C{R") et ge L, (RN) (k entier). Alors
f*geCRY) e D(f*g =D *g().
En particulier si fe C2(RM) et geL! (RY), alors f % g C*(RN).

(*) Ici D* désigne I'une quelconque des dérivées partielles

LT L 9N
DY =~

— o - f avec o=y 4+ 0, +.toy<k
X3t 9x5? 6x;N
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DemonsTrATION. — Par récurrence on se raméne immédiatement au cas k = 1.
Soit x € RN fixé; montrons que f % g est différentiable en x et que

VU * 9 = (Vf % g)) ()
Soit he RN avec |h| < 1 (h destiné a tendre vers 0). Ona
fx +h—y) —flx =y —hViix =yl
Jl [AVf(x + sh — y) — hVf(x — y)]1ds| < |hle(hl) VyeRN
0

avec g(lhl) » 0 quand |h| —» 0 (puisque V[ est uniformément continu sur RN).
Soit K un compact fixé assez grand pour que x + B(0,1) — Suppf < K. Ona

fx+h—y) —fx—y) —hVfx—y) =0 Vy¢K, VheB(O,1)
et donc
flx +h —y) = flx —y) — hVf(x — y)| < |h| e(h)1x(y) VyeRN,  VheB(0,1)

Par conséquent

I(f % g)x + h) — (f * g)(x) — (VS * g)(x)| < lhls(lhl)j lg (¥)l dy.
K

Il en résulte que f % g est différentiable en x et que V(f * g)(x) = (VSf * g)(x).

Suites régularisantes

Défiition. — On appelle suite régularisante (mollifiers en anglais) toute suite (p,),-, de
fonctions telle que

1
p.€ C2(RY),  Suppp, = B(0, ;), Jp,. =1, p,>0sur RN

Dorénavant on utilisera systématiquement la notation (p,) pour désigner une suite
régularisante.
Remarquons qu’il existe des suites régularisantes. En effet, il suffit de fixer une fonction

pe C2(RY) avec Supp p = B(0, 1), p > 0 sur RN et jp > 0; prendre par exemple la

fonction

1
e =1 si |x <1
0 si |x|=1.

p(x) = g

-1
On considére ensuite p,(x) = CnNp(nx) avec C = (Jp) .

Proposition IV.21. — Soit fe C(RN); alors p, % f — funiformément sur tout compact de R".

(L)
A Vf_(axl ax, 7 oxn
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DemonsTraTION. — Soit K = RN un compact fixé. Pour tout € > 0 il existe & > 0
(dépendant de K ete) tel que

If(x —y) —fx)| <e¢ VxeK, Vy e B(0, 9).
On a

(P, * f)x) — f(x) = jU(x =y = fx)]p.(y)dy = J . (x =y = f(x)p.(y) dy

B(O’n_)

1
et donc pour n > 3 et xekK,
lpn * N)x) — f(¥) < 8~[P.. =&

o Théoréme 1V.22. — Soit fe L?(RM) avec 1 < p < oo. Alors p, % f — f dans LP(RY).

DEMONSTRATION. — Soit € > 0 et soit f; € C,(RY) fixé tel que ||f — fill,r < € (voir
théoréme 1V.12). D’aprés la proposition V.21 on sait que p, * f; — f; uniformément sur
tout compact. D’autre part, on a (voir proposition IV.18)

1
Supp (p, * f;) = B(0,-) + Suppf, = K, K compact fixe.
n

Par conséquent, on en déduit que

lps * fi — fillLp——— 0.
n— o
Enfin on écrit
Pk f—f=0pa*(f =S+ [P * f —/1+ 1/ —f]1;
d’ou il résulte que
lpw * f=fliee < 21If = fillee + llpn * f1 = fillee

(grace au théoréme IV.15).

On a donc

lim sup|lp, #* f— fllr < 2¢ Ve >0
ic lim lip, * /= flp = 0.
e Corollaire 1V.23. — Soit Q = RN un ouvert quelconque.

Alors C2(Q) est dense dans LP(Q) pour 1 < p < o0.
DemonstraTiON (). — Soient feL?(Q), € > 0 et f; € C,(Q) tels que

I = filleg) < &
On considére la fonction ﬁ définie par

filx) si xeQ

5 = {0 si xe RM\Q

(!) La technique de régularisation par convolution a été introduite par Leray et Friedrichs.
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de sorte que f_, € LP(RN) et (théoréme IV.22) |lp, ak-f_, —f—,IImeN) — 0. D’autre part
— 1
Supp (p, * f;) = B(0,-) + Supp f; = Q pour n assez grand.
n

Soit u, = (p, * E)m. Alors, pour n assez grand, u, € C.(Q) et de plus |ju, — fillpq) — 0.
Donc, pour n assez grand, |[u, — fllLyq < 2&.

IV.5. Critére de compacité forte dans L?

Il est important de savoir reconnaitre quand une famille de fonctions de L?(Q) est
relativement compacte dans L?(Q) pour la topologie forte. Rappelons d’abord le théoréme
d’Ascoli qui répond a la méme question dans C(K) ou K est un espace métrique compact.

e Théoréme 1V.24 (Ascoli). — Soit K un espace métrique compact et soit # un sous-
ensemble borné de C(K).
On suppose que 3 est uniformément équicontinu i.e.

(21 Ve>0 38>0 tel que dx,, x;,) <d = |f(x,) —flx,)]<e VfeH

Alors # est relativement compact dans C(K).

Pour la démonstration du théoréme d’Ascoli voir par exemple Dixmier [1],
Choquet [1], Dieudonné [1], Yosida [1].
Le théoréme suivant (et son corollaire) sont des « versions L? » du théoréme d’Ascoli.

Notations

1) On pose (1,.f)(x) = f(x + h) (translation de f par h).

2) Soit Q@ = RN ouvert; on dit qu’un ouvert @ est fortement inclus dans Q et on écrit
woccQsi ©@cQ() et si ®est compact.

o Théoréme IV.25 (M. Riesz-Fréchet-Kolmogorov). — Soit Q = RN un ouvert et soit ® = Q.
Soit ¥ un sous-ensemble borné de LP(Q) avec 1 < p < 0. On suppose que

2) Ve >0 38 >0, 5 < dist (o, [Q) tel que
ltnf — fllrw <€  VhReRN  avec |hl <8 e VfeF ().

Alors F |, est relativement compact dans L*(o).

(1) @ désigne la fermeture de ® dans RN
(?) Noterquesixewet |h| < & < dist (o, () alors x + he Qet f(x + h)a un sens. L’hypothése
(22) est une condition d’équicontinuité « intégrale » a rapprocher de (21).
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DeMoNsSTRATION. — On peut toujours supposer que Q est borné. Pour fe & on pose
f(x) si xeQ
fog = {0 % xR
0 si xeRMQ.

On note
F={J; feF)
de sorte que F est borné dans LP(RM) et dans L!(RN). On procéde en trois étapes :
a) On a

— 1
lpn ¥ —Fllpy <€ VfeF et Vn> 5

En effet on a

(oo # 1)) — o < j Tx = 3) = Flpay) dy
RN _ _ 1/p
< <J [fCx —y) = FX)Ppa(y) dy)
&N

et par suite

(P % £)(x) = f(PP < J If (x — ) — £ (¥)IPpa(y) dy
I
B(0,-)

Donc

f (% £)(x) — f(0)IP dx < f
® 1

B(0,-)

P.(y) dy J‘ Ij(x -y —j;(x)l" dx < €?

1
pour n > 3 (d’apres (22)).

b) La famille # = (p, * })lé vérifie, pour chaque n, les hypothéses du théoréme
d’Ascoli. En effet on a d’abord

P, * FliL=@y < llpallp=llfllL: < C, Vie .
D’autre part, on a Vx,, x,€ RN, Ve &

(Pn * 7)x1) = (pu % 1)) < Ixy — Xl pallipl £l

Cnlxl - x2,'

VASAN

Il en résulte que J# est relativement compact dans C(w) et a fortiori dans L?(w).

. L 1
¢) Conclusion de la démonstration. Etant donné ¢ > 0 on fixe n > 3 de sorte que

Py % 1) — fllrwy <€ VfeZ.

Comme # est relativement compact dans L?(®) on peut recouvrir 3 par un nombre fini

1Pa(z1) — Pulz))l
") Ipllpip = Sup —————22
7, #2, lzy — 2l
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de boules de rayon ¢ (dans L?(w)). Les boules correspondantes de rayon 2¢ recouvrent
alors & ,. Par conséquent &, est relativement compact dans L?(w).

e Corollaire 1V.26. — Soit Q — RN un ouvert et soit F un sous-ensemble borné de L?(Q)
avec 1 < p < .
On suppose que

Ve >0 Vo ccQ, 35 > 0, 3 < dist (», [Q) tel que
(23)
tof = fllipwy <&  YheRN  avec |hl<b e VfeZ,
24) Ve>0 JoccQ tel que IAlraw < € Vfe #.

Alors ¥ est relativement compact dans LF(Q).

DemonsTraTION. — Etant donné & > 0 on fixe ® = < Q tel que

1w < € Vie #.

D’aprés le théoréme IV.25 on sait que &, est relativement compact dans L?(w). On peut
alors recouvrir &, par un nombre fini de boules de rayon & dans L?(w). Soit

k
Fo< UBlg:, 9 avec g; € L?(w)
i=1
(ces boules sont entendues dans LP(®)). On pose
~ gi(x) XE®
gi(x) =
0 x € Q\o.

k
On vérifie aisément que & < |J B(g;, 2€) (ces boules sont entendues dans L?(Q)).

i=1
REMARQUE 12. — La réciproque du corollaire IV.26 est vraie (voir par exemple [EX]).

REMARQUE 13. — Soit # un sous-ensemble borné de LP(RN) avec 1 < p < oo vérifiant
Ve>0 36>0 telque |it.f—fllpgyy <€ Vhaveclhl <8 et VfeZ.

En général on ne peut pas conclure que & est relativement compact dans L?(RY); on peut
seulement dire que &, est relativement compact dans L?(w) pour tout @ ouvert borné de
RYN. Voir un exemple dans [EX].

Terminons avec une autre application simple (mais utile !) du théoréme IV.25.

Corollaire 1V.27. — Soit G € L'(RN) une fonction fixée et soit
F=G*% 3%

ou B désigne un borné de L?(RN) avec 1 < p < .

Alors F , est relativement compact dans LP(w) pour tout ouvert borné o de RN
DemonstraTioN. — 11 est clair que & est borné dans LP(RN). D’autre part si f = G % u
avec ue# on a

||1'hf"f||LP(nN) = I(ztsG — G) * Ulergyy < ClitG — Gl gny -
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On conclut grice au
Lemme IV4. — Soit G e LYRY) avec 1 < q < co. Alors

lim |1t,G — Glliagm = 0.
h-0

DEMONSTRATION. — Soit € > 0 donné et soit
G, eC,(RY) tel que IIG — G,llg < &

G — GlliLe < G — ©%Gillg + 111Gy — Gyl + 11G; — Glirq

<
< 28 + |ItGy — Gylly,.

D’autre part, il est évident que lim ||t,G, — G,||.¢ = 0 et donc
h-0

lim sup [5G — Gllpe < 2e.
-0

Commentaires sur le chapitre IV

1) Nous avons rappelé au §IV.1 quelques principes de base de la théorie de I'Intégration.
Parmi les résultats utiles qui n’ont pas été mentionnés citons, entre autres, le

* Théoréme IV.28 (Egorov). — On suppose que |Q)| < co. Soit (f,) une suite de fonctions
mesurables de Q dans R telle que

[(x) = f(x) pp. sur Q (avec |f(x)] < oo p.p.).
Alors

Ve > 0 3JA < Q mesurable tel que

IQ\Al < € et f, — f uniformément sur A.

Pour la démonstration, voir par exemple Malliavin [1], Marle [1], Yosida [1], Chae [1],
Friedman [3], Dieudonné [2], Hewitt-Stromberg [1], Wheeden-Zygmund [1].

2) L’espace des mesures sur Q. Ensembles faiblement compacts de L'.

On a vu que les ensembles bornés de L?(Q) sont relativement compacts pour la
topologie o(L?, L) lorsque 1 < p < oo. Par contre L!'(Q) n’est pas réflexif et on peut
méme montrer que L!(Q) n’est pas un espace dual. Il en résulte que les bornés de L'(Q) ne
possédent aucune propriété de compacité relativement a une topologie faible. Pour
« remédier a cet inconvénient » on peut plonger L' (Q) dans un espace plus grand : 'espace
M(Q) des mesures de Radon sur Q.
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Pour cela on considére 'espace E = C,(f2) muni de la norme |lu|| = Sup Ju(x).. On
xeQ

désigne son dual E’ par M(Q). On va identifier L!(Q) & un sous-espace de M(Q). A cet effet
on introduit Papplication T : L}(Q) - M(Q) définie comme suit.

Etant donné fe L!(Q), application u € C(Q) — I fuest une forme linéaire et continue sur

C(€) notée Tf; de sorte que
(Tf, uppg= qu

On vérifie aisément que T est une application linéaire de L'(Q) dans M(Q) et que

T llme = Sup Jf“ = ”f”L'(Q) (voir [EX]);
ueC/(Q)

llull <1

autrement dit T est une isométrie de L' (Q) dans M(Q). Grace a T on peut identifier L'(Q) a
un sous-espace de M(Q). Les bornés de L!(Q) sont relativement compacts dans M(Q) pour
la topologie faible % o(M, C,). De méme on voit que si (f,) est une suite bornée de L!(Q) il
existe une sous-suite extraite (f,) qui converge vers une mesure p pour la topologie
oM, C)ie.

fﬁk“ -, uy  Yue C Q)

Signalons enfin la question délicate suivante : Quels sont les ensembles de L' () qui sont
relativement compacts pour la topologie o(L', L®)?
La réponse est fournie par le

% Théoréme 1V.29 (Dunford-Pettis). — Soit Q = RN un ouvert borné (pour simplifier). Soit
F < LY(Q) un sous-ensemble borné.
Alors F est relativement compact pour la topologie o(L', L®) si et seulement si l'on a

Ve>0 356 >0 tel que

j Ifl<e Vfe&F et VA c Q avec |A] < d.
A

Pour la démonstration voir par exemple Dunford-Schwartz [1], Beauzamy [1], Neveu
[1], Dellacherie-Meyer [1] (Chapitre I) ou [EX].

Y

3) Fonctions a valeurs vectorielles

Soit Q un ouvert de RN et soit E un espace de Banach. On définit L?(Q; E) comme
étant Pespace des fonctions définies sur Q, a valeurs dans E, mesurables en un sens a

préciser, telles que '[ /(X)) dx < oo (modification usuelle pour p = o). La plupart des
Q

propriétés rencontrées aux § IV.2 et IV.3 sont encore valables moyennant des hypothéses
convenables sur E (E séparable, ou bien E réflexif). Par exemple si E est réflexif et
1 < p < oo, alors LP(Q; E) est réflexif et son dual s’identifie a L?'(Q; E’) (voir par exemple
Edwards [1], L. Schwartz [5] et Marle [1] si E est un Hilbert). Ces espaces jouent un role
important dans la théorie des équations d’évolution (Q est alors un intervalle de R).
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4) Théorie de l'interpolation

Citons un résultat frappant qui est le point de départ de cette théorie.

* Théoréme IV.29 (M. Riesz-Thorin, Marcinkiewicz). — Soit Q = RN un ouvert borné (pour
simplifier). Soit T : LYQ) — LYQ) un opérateur linéaire et continu. On suppose que
T:L*(Q) - L*(Q). Alors T : L?(Q) — L?(Q) pour tout 1 < p < 0.

Pour la démonstration voir par exemple Dunford-Schwartz [ 1], Stein-Weiss [ 1], Bergh-
Lofstrom [1], Reed-Simon [1] (volume 2) et [EX]. La théorie de I'interpolation a été
développée par Lions, Peetre, Calderon, Stein et d’autres. Elle constitue un outil trés utile en
Analyse, et en particulier en théorie des équations aux dérivées partielles, voir par exemple
Lions-Magenes [1].

5) Inégalité de Young
% Théoréme 1V.30 (Young). — Soient fe LP(RN) et g e LYRY) avec

1<p< o, 1<¢g< o et -—=—4+-=120.

Alors
f*gel'RY) et ILf * glir < 1l llgllLe-

Pour la démonstration voir par exemple [EX].

6) La notion de convolution — généralisée aux distributions (voir L. Schwartz [1]) — joue
un role fondamental en théorie des équations aux dérivées partielles linéaires. Ceci
provient, entre autres, du fait que 'on peut exprimer la solution d’une équation P(D)u = f
(ou P(D) est un opérateur différentiel a coefficients constants) sous la forme u = E % fou
E est la solution élémentaire de P(D) (Théoréme de Malgrange-Ehrenpreis); voir le
commentaire 2b du chapitre I.
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LES ESPACES DE HILBERT

V.1. Définitions. Propriétés élémentaires.
Projection sur un convexe fermé

Définition : Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une forme bilinéaire de
H x H dans R, symétrique, définie positive [i.e. (u,v) = 0 Vue H et (u,u) > 0 si u # 0].
Rappelons qu’un produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lw, o)l < (, W@, v)'*  Vu, veH.

[Remarquons que pour établir I'inégalité de Cauchy-Schwarz on n’utilise pas ’hypothése
(u,u) > 0siu 0]

Rappelons aussi que |u| = (4, u)!/? est une norme (*).

[Eneffet |u + v = [u® + [v]* + 2(u, v) < Jul® + v} + 2Ju|lv]].

Rappelons enfin «’identité du parallélogramme » :
a—>b

+

2

2 2

a+b
2

(lal* + |b1%) Va, be H.

1 1
1) 2

Définition. — Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire
(u, v) et qui est complet pour la norme (u, u)'/2

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Exemple fondamental : L?(Q) muni du produit scalaire

(u, v) = j u(x)v(x) dx
Q

est un espace de Hilbert; I'espace de Sobolev H! que nous rencontrerons aux chapitres
VIII et IX est un espace de Hilbert « modelé » sur L2,

e Proposition V. 1. — H est uniformément convexe et donc réflexif.

(*) On notera souvent | | (au lieu de || ||) la norme associée d un produit scalaire.
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DEMoNSTRATION. — Soient € > 0, u, ve H tels que |u| < 1, |v] < let [u — v| > & Gréce a
I'identité du parallélogramme on a

2 2

u+v € u
sl—zetdonc

2

v g2\ 12
’<1—6avec8=1—(1—7> > 0.

o Théoréme V.2 (Projection sur un convexe fermé). — Soit K = H un convexe fermé non
vide. Alors pour tout fe H, il existe ue K unique tel que

2 |f — u| = Min |f — ]
vekK
De plus u est caractérisé par la propriété :

uek
(f—uv—u<0 VYrek

A3

On note u = Py f = Projection de f sur K.

Démonstration.

a) Existence. — Nous indiquerons deux démonstrations

1) La fonction @(v) = |f — v| est convexe, continue et lim @(v) = + co. Donc
[v]—> 00

(corollaire II1.20) ¢ atteint son minimum sur K puisque H est réflexif.

2) La deuxiéme démonstration ne fait pas appel a la théorie des espaces réflexifs. Soit
(v,) une suite minimisante pour (2) i.e. v, € K et

d,=|f—v,)—>d=Inf |f— 0
vek

Montrons que (v,) est de Cauchy. Appliquant l'identit¢ du parallélogramme avec
a=f—-v,, b=f—nv, il vient

v,,+v|2 lv,,—vlz 1
— L == (d? + d2).
S/ 2 I | 2 | 2 ( )
v, + U, v, + U, ;
Or eK et donc (f — > d. Par conséquent
v, —v,* 1 .
5 SE d? +d%) —a* et lim |v, — v, = 0.

Donc v, >ueK et 'on a d =|f — u|

b) Equivalence de (2) et (3)
Soit u e K vérifiant (2) et soit we K. On a

v=(1-tu+twek pour te]0, 1]
et donc

S—ul<|f = [0 = 0u+wl =1(f—u — tw — u)
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Par suite
If = ul? <|f—uf? —2(f —u, w — u) + 2w — u”.

ie. 2(f —u, w — u) < tjw — u/>. Quand t —» 0 on obtient (3).
Inversement, soit u vérifiant (3). Alors on a
u—fP—p-fM=2-uv—uw—|ju—v?<0 Wek;
d’ou (2).
¢) Unicité
Soient u;, et u, vérifiant (3). On a

“ f—uy, v —uy)
(5) f—uy, v —up)

Reportant v = u, dans (4) et v = u, dans (5), on obtient aprés addition, |u; — u,|2 < 0(%).

Yve K

<0
<0 Yve K.

Proposition V.3. — Sous les hypothéses du théoréme V.2 on a

Pxfi — Pxfol <Ifi - fil  Vfi,f,eH

DEMONSTRATION. — Posant u; = Pk f; et u, = Py f, il vient

6) (fi —uy,v—u) <0 Yve K
) (fy —u,v—uy) <0 Vve K.

Reportant v = u, dans (6) et v = u; dans (7), on obtient aprés addition
uy — ul> < (fi = far Uy — uy).
Par suite |u; — u,| < |f; — fol

Corollaire V.4. — Soit M c H un sous-espace vectoriel fermé. Soit fe H.
Alors u = Py f est caractérisé par

ueM
{
f—urv)=0 Vve M.

De plus Py est un opérateur linéaire.

DEMoNsTRATION. — D’aprés (3) on a

fF-—uv—u<o0 YoeM
et donc

f—u tv—u<0 Yve M, Vte R.

Il en résulte que
(f—uv)=0 Yve M.

Inversement si u vérifie (8) on a

f—u,v—u=0 Yve M.

(*) L’unicité de u, sous la forme (2) résulte aussi directement de la stricte convexité de la norme
d’un espace de Hilbert.



LE DUAL D'UN ESPACE DE HILBERT 81

V.2. Le dual d’un espace de Hilbert

o Théoréme V.5 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). — Etant donné ¢ € H' il
existe fe H unique tel que

(o, vy =(f, v) Vv e H.

De plus on a
[l = llolly

DEemonsTrRATION. — Nous présenterons a nouveau deux démonstrations :

1) La premiere ressemble & la démonstration du théoréme IV.11. On considére
l'application T :H — H' construite comme suit: étant donné fe H, Papplication
v +— (f, v) est une forme linéaire continue sur H; donc elle définit un élément de H' noté
Tf ie.

(Tf,v) =(f, v) VveH.

Il est clair, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que ||Tf]|;; =|f]. Donc T est un opérateur
linéaire isométrique de H sur T(H), sous-espace fermé de H'. Pour conclure, il reste a prouver
que T(H) est dense dans H'. Soit he H” = H (puisque H est réflexif) tel que <Tf, h) =0
Vfe H; vérifions que h = 0. On a (f, h) = 0 Vfe H et par suite h = 0.

2) La deuxiéme démonstration ne fait pas appel a la théorie des espaces réflexifs.
Soit M = ¢~ !(0); M est un sous-espace fermé de H.
SiM = H, i.e. ¢ =0, on conclut en prenant f = 0.
Supposons que M # H. Montrons qu’il existe un élément g € H tel que :

geM, Jgl=1 et (g w)y=0 VYweM.
9o — 91

190 — 94l
Tout v € H admet une décomposition de la forme v = Ag + waveche Retwe M : il

suffit de poser

En effet, soit g, € H avec g, ¢ M, et soit g, = Pyg,; on prend ensuite g =

)»=((p,v> et w=0v— Ag.
(¢,
. . {9,v)
Il vient alors 0 =(g,w)=(g,v — Ag) ie. (g,0) =LA = % >- On conclut que
(’p7 g
{@,v) = (f;v) Yve H ou [ est défini par [ = <o, g)g.
e REMARQUE 1. — H et H' : identifier ou ne pas identifier ? — Le triplet Vc Hc V',

Le théoréme V.5 montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter a
l'aide du produit scalaire. L’application ¢ +— f est un isomorphisme isométrique qui
permet d’identifier H et H'. On fera trés souvent cette identification mais pas toujours.
Décrivons une situation typique ou il n’y a pas lieu de faire cette identification. Soit H un
espace de Hilbert muni du produit scalaire (,) et de la norme associée | |. Soit V un sous-
espace vectoriel, dense dans H. On suppose que V est muni d’une norme || || qui en fait un
espace de Banach réflexif. On suppose que I'injection canonique de V dans H est continue, i.e.

bl < Clloll  VveV.
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On identifie H’et H. On peut alors plonger H dans V' grace au procédé suivant : étant donné
fe€ H, I'application v e V — (f, v) est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V;
on la note Tfe V' de sorte que

(TS, vdyy = (f v) VfeH, YveV.
On vérifie aisément que T : H — V' posséde les propriétés suivantes :
() TSIy < CIf] ¥feH,
(i) T est injective,
(iii) T(H) est dense dans V' (!).
A Tlaide de T on plonge H dans V' et on a le schéma
) VcH=H cV

ol les injections canoniques sont continues ct denses.

On notera qu’avec cette identification (@, v}y, y coincide avec (¢, v) désque pe Hetve V.
On dit que H est ’espace « pivot ».

Supposons maintenant que V, au lieu d’étre un espace de Banach général est un espace de
Hilbert, avec son propre produit scalaire ((,)) associé a la norme || ||. On pourrait alors
identifier V' et V via le produit scalaire ((,)). Toutefois (9) devient absurde. Ceci montre
qu’on ne peut pas faire simultanément les deux identifications : il faut choisir. On a pris
I’habitude — c’est un choix arbitraire — de préférer I'identification H' = H, avec (9) comme
conséquence et de ne pas identifier V' et V. A ce sujet nous recommandons au lecteur de
méditer ’exemple suivant :

H="={u=(@,); Yul < o} muni du produit scalaire (u,v) = Zu,,,
V = {u = (4,); Tn*u? < oo} muni du produit scalaire ((u, v)) = Zn*u,v,.

REMARQUE 2. — En utilisant Iisomorphisme de Riesz-Fréchet (et la deuxiéme
démonstration du théoréme V.5) on pourrait établir directement que H est réflexif sans
passer par la théorie des espaces uniformément convexes.

REMARQUE 3. — Si I'on fait Iidentification H' = H, alors Porthogonal M+ d’un sous-espace
M c H est considéré comme un sous-espace de H et

M! = {ueH; u,v)=0 VYveM}

Dans un espace de Hilbert tout sous-espace fermé admet un supplémentaire topologique
(voir chapitre I1.4). En effet il est clair (grace au corollaire V.4) que si M est un sous-espace

fermé on a
M n Mt = {0} et M + Mt =H.

V.3. Théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram

Définition. — On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v): H x H - R est
(i) continue s’il existe une constante C telle que

la(u,v) < Clullvl  Vu,veH,

(*) En général T n’est pas surjective de H sur V'
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(ii) coercive s’il existe une constante a > O telle que
a(v, v) = av|? Vve H.
Théoréme V.6 (Stampacchia). — Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive. Soit K

un convexe, fermé et non vide.
Etant donné ¢ € H' il existe ucK unique tel que

(10 a(w, v —u) = {Q,v —u) Vv e K.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ueckK

(11) 1 It
2 a(u, u) — <@, uy = Min 3 alv, v) — <o, v)}

veK

Pour démontrer le théoréme V.6 on utilisera le résultat classique suivant :

o Théoréme V.7 (Théoréme de point fixe de Banach - méthode des approximations successives
de Picard).
Soit X un espace métrique complet et soit S : X — X une application telle que

d(Sv,, Sv,) < kd(v, v,) Vv, v,€X  aveck < 1.

Alors S admet un point fixe unique, u = Su
(voir par exemple Choquet [1] ou L. Schwartz [2]).

DEMONSTRATION DU THEOREME V.6. — D’aprés le théoréme de représentation de Riesz-
Fréchet (théoréme V.5) il existe fe H unique tel que

(o, v) =(f,v) VveH.

D’autre part, pour tout ue H fixé, l'application v + a(u, v) est une forme linéaire
continue sur H, et grace au théoréme de représentation de Riesz-Fréchet il existe un élément
de H, noté Au, tel que a(u, v) = (Au, v) Vv € H. Il est clair que A est un opérateur linéaire de
H dans H et que

(12) |Au| < Clu| Vue H

(13) (Au, u) > ojul> VueH.

Le probléme (10) revient a trouver ue K tel que

(14) Au, v —w)=(f, v —u Vv e K.

Soit p > 0 une constante qui sera fixée ultérieurement. L’inégalité (14) équivaut a
(15) (pf—pAu+u—u v—u<0 Yve K

ie. u = Px(pf — pAu + u).

Pour tout veK, on pose Sv = Pg(pf — pAv + v). Montrons que si p > 0 est
convenablement choisi alors S est une contraction stricte, i.e. il existe k < 1 tel que

ISv; — Sv,| < klv; — v, Vo,, v, e K.
En effet, d’aprés la proposition V.3 on a
ISv; — Sv,l < (v, — v3) — p(Av, — Av,)|

H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 4
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et donc
ISv; — Sv,1* < |vy — v,]2 — 2p(Av, — Av,, vy, — v,) + pPlAv, — Apy)?
< oy — v’ (1 = 2pa + p2C?).

20
Fixant p > 0 tel que k* = 1 — 2pa + p2C? < 1 (prendre 0 < p < §> on voit que S

admet un point fixe unique (}).

Supposons maintenant que la forme a(u, v) est symétrique. Alors a(u, v) définit un
nouveau produit scalaire sur H et la norme associée a(u,u)!'? est équivalente a la norme
| |- Donc H est aussi un espace de Hilbert pour ce produit scalaire. Appliquant le
théoréme de représentation de Riesz-Fréchet on obtient ge H tel que

(@, v) =alg,v) VYveH.
Alors (10) devient
(16) ag —u, v —u) <0 YveK

ie. u = Pgg, projection au sens du produit scalaire défini par a. D’aprés le théoréme V.2
(16) équivaut a trouver ue K qui réalise

Min a(g — v, g — v)'~.
vekK

Ceci revient 4 minimiser sur K, a(g — », g — v) ou encore

1
a(v, v) — 2a(g, v), ou encore 7 a(v, v) — {@, v).

REMARQUE 4. — On vérifie aisément que si a(u, v) est une forme bilinéaire telle que
a(v, v) =0 Vve H

alors la fonction v +— a(v, v) est convexe.

o Corollaire V.8 (Lax-Milgram). — Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive.
Alors pour tout ¢ € H' il existe ue H unique tel que
amn a(u, v) = <o, vy Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété
1 1

(18) ueH et — a(u, u) — <@, uy = Min {— a(v, v) — <o, v)}.
2 veH 2

DemonsTRATION. — Appliquer le théoréme V.6 et raisonner comme au corollaire V.4.

REMARQUE 5. — Le théoréme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la
résolution d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques (cf. chapitres VIII et IX). 1l
est intéressant de noter le lien entre ’équation (17) et le probléme de minimisation (18).
Cette relation a souvent une interprétation en mécanique ou en physique (principe de
moindre action, minimisation d’une énergie, etc.). Dans la terminologie du calcul des

(*) Si 'on cherche a calculer le point fixe par une méthode itérative on a intérét a choisir
p = @/C? (qui minimise k) pour accélérer la convergence des itérations.
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variations I’équation (17) est ’équation d’Euler du probléme de minimisation (18). On notera
aussi, a ce propos, que l’équation (17) apparait lorsque 'on écrit « F'(u) = 0» ou

F) = a(v v) — L@, v).

REMARQUE 6. — On peut donner une démonstration directe et élémentaire du fait que
I’équation (17) admet une solution unique. En effet, résoudre (17) revient & montrer que

VfeH, Jue H unique tel que Au = f,

autrement dit, que A est bijectif. Or
(@) R(A) est fermé puisque ajv| < |Av] VveH,
(b) R(A) est dense puisque

(Au, v) =0 Yue H
entraine v = 0.

V.4. Somme Hilbertienne. Base Hilbertienne

Définition. — Soit (E,),, une suite de sous-espaces fermés de H.
On dit que H est somme Hilbertienne des (E,) et on note H = @ E, si:

(i) Les E, sont deux a deux orthogonaux i.e.
(u, v)=0 VueE,, VveE,, m#n

(iiy L’espace vectoriel engendré par les (E,) est dense dans H (*).

e Théoréme V.9. — On suppose que H est somme Hilbertienne des (E,), . Soit uc H et
soit u, = Pgu.
Alors on a

k

@
(@ u= Z ie. w= lim Y u,
n= n=1
@

(b) u? =Y |u,)* (égalité de Bessel-Parseval)

n=1
Réciproquement, étant donnée une suite (u,) de H telle queu, e E, Vn et Z lu,)? < oo, alors
o n=1
la série Z u, est convergente et u = Z u, verifie u, = PE"u.
n n=1

k
DEMONSTRATION. — Soit S, = Y Pg ; S, est un opérateur linéaire et continu de H dans H.
PourueHona n=1

k

(19) Sul* = X lul”.

n=1

(") 11 s’agit de 'espace vectoriel engendré au sens algébrique i.e. les combinaisons linéaires finies
d’éléments des (E,).
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D’autre part (corollaire V.4) on a
W u,) = |u,?
et par sommation
(u, Syu) = |Sul>
D’ou
(20) IS,ul < |ul Yu e H.

On désigne par F I'espace vectoriel engendré par les (E,). Soit € > 0 et soit ueF tel que
lu — u| < & Pour k assez grand on a S,u = u. D’autre part (grace a (20)) on a

IS — Sl < Ju — ul.
Par conséquent [S,u — u| < 2lu — u| < 2e pour k assez grand, i.e. lim S,u = u.
k— o

De (19) on déduit alors (b).

a0
RemarQuE 7. — En général Y |u,| = oo et donc la série ) u, n’est pas normalement
n=1

(absolument) convergente.

Définition. — On appelle base Hilbertienne (ou simplement base s’il n’y a pas de confusion
possible (1)) une suite (e,) d’éléments de H tels que

@) le,) =1 Vn, (e,,, €,) =0 Vm, n, m # n.

(i) L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

I1 résulte du théoréme V.9 que si (e,) est une base Hilbertienne alors tout u € H s’écrit
el

= i (u, e,)e, avec luf? = "Zl I(u, e,)]>.

el

Inversement étant donnée une suite ‘(o) € %, alors la série ), a,e, converge vers un

élément noté u; on a n=1
e
(u, e) =0, et u? =Y oZ.
o Théoréme V.10. — Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

DEMONSTRATION. — Soit (v,) un sous-ensemble dénombrable dense de H. Soit F, I’espace
vectoriel engendré par [v, , v,, ... v]. Les (F,) forment une suite croissante de sous-espaces
el

de dimension finie telle que {J F, est dense dans H. On choisit une base orthonormale de F ,
k=1
que ’on compléte en base orthonormale de F,, etc. On obtient alors une base Hilbertienne

de H.

REMARQUE 8. — Si H n’est pas séparable, on peut encore établir (& 'aide du lemme de Zorn)
Pexistence d’une base Hilbertienne (e;),., non dénombrable. Le théoréme V.9 reste valable si

(*) Surtout ne pas confondre avec une base algébrique i.e. une famille (¢;)) de H telle que tout
¢lément de H s'écrive de maniére unique comme combinaison linéaire finie des (e;).
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I'on remplace les séries convergentes par des familles sommables (voir Choquet [1] ou
L. Schwartz [2]).

REMARQUE 9. — Le théoréme V.10 montre que tous les espaces de Hilbert séparables sont
isomorphes et isométriques 4 I'espace /2. Bien entendu ce résultat (d’apparence spectacu-
laire!) ne réduit pas I'importance de I’étude de L?(Q) (ou de I’espace de Sobolev HY).

REMARQUE 10. — On verra au chapitre VI comment construire une base Hilbertienne formée
de vecteurs propres d’opérateurs autoadjoints compacts. Dans L2(Q) on utilise trés
fréquemment des bases spéciales formées de fonctions propres d’un opérateur différentiel
(cf. § VIIL.6 et §IX.8). Par exemple dans L2(0, n) la base formée des fonctions

(Jrimm) oo (f2eomm)
— sin nx R ou bien — COSs nx R
n n>1 n n>0

débouche sur les développements en série de Fourier et ’Analyse harmonique; voir par
exemple Katznelson [1]. En ce qui concerne les bases associées aux fonctions de Bessel,
Legendre, Hermite, Laguerre, Tchebichev, Jacobi, etc. le lecteur pourra consulter Courant
Hilbert [1], volume 1.

Commentaires sur le chapitre V

% 1) Caractérisation des espaces de Hilbert

Il est intéressant de savoir reconnaitre si une norme || || donnée sur un espace vectoriel E est
une norme Hilbertienne, i.e. s’il existe un produit scalaire (,) sur E tel que

(u, w)'? = |lul VYueE.
Divers critéres sont connus :

a) Théoréme V.11 (Fréchet-Von Neumann-Jordan). — On suppose que la norme || || vérifie
Uidentité du parallélogramme (1), alors || || est une norme Hilbertienne.

Pour la démonstration, voir Yosida [1] ou [EX].

b) Théoréme V.12 (Kakutani [1]). — Soit E un espace normé avec dim E > 3. On suppose
que tout sous-espace F de dimension2 admet un projecteur de norme 1 (i.e. il existe
P :E — F opérateur linéaire continu avec Pu = u pour tout ucF et ||P|| < 1).

Alors la norme || || est Hilbertienne (*).

¢) Théoréme V.13 (de Figueiredo-Karlovitz [1]). — Soit E un espace normé avec dim E > 3.
On pose
u si |l <1
Tu =

u .
— si |lul| = 1.
(el

(*) On remarquera a ce propos qu’'un sous-espace F de dimension 1 admet toujours un projecteur
de norme 1 (grice au théoréme de Hahn-Banach).
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On suppose que
ITu — Tv|| < |lu — v|| Yu, ve E.

Alors la norme || || est Hilbertienne (*).
Rappelons aussi, 4 ce sujet un résultat déja mentionné (cf. remarque I1.8).

Théoréme V.14 (Lindenstrauss- Tzafriri [1]). — Un espace de Banach est Hilbertisable (i.e. il
existe une norme Hilbertienne équivalente & la norme initiale) si tout sous-espace fermé
posséde un supplémentaire topologique (*).

2) Inéquations variationnelles

Le théoréme de Stampacchia est le point de départ de la théorie des inéquations
variationnelles (voir Kinderlehrer-Stampacchia [1]); cette théorie a de nombreuses
applications en mécanique, en physique (voir Duvaut-Lions [1]), en contréle optimal (voir
Lions [2]), en contrdle stochastique (voir Bensoussan-Lions [1]), etc.

Y

x* 3) Equations non linéaires associées a des opérateurs monotones.

A

Les théorémes de Stampacchia et Lax-Milgram s’étendent a certaines classes
d’opérateurs non linéaires. Citons par exemple le

Théoréme V.15 (Minty-Browder). — Soit E un espace de Banach réflexif. Soit A : E — K’ une
application (non linéaire) continue telle que

CAvy — Avy, vy —vy0 >0 Vv,, v, €E, vy #E v,
{Av, v)
b= VIl

Alors, pour tout fe E' il existe ue E unique solution de I'équation Au = f.

% 4) Bases dans les espaces de Banach.

La notion de base s’étend aux espaces de Banach. On dit que (e,), > est une base de
Schauder de I'espace de Banach E si pour tout u € E, il existe une suite (), de R, unique,

e
telle que u = Z a,e,. Les bases jouent un rdle important en géométrie des espaces de
n=1
Banach (voir par exemple Lindenstrauss-Tzafriri [2]). Tous les espaces usuels (séparables)
de ’Analyse possédent une base de Schauder (voir par exemple I. Singer [1]). Ce fait avait
conduit Banach a la question suivante : est-ce que tout espace de Banach séparable admet
une base de Schauder? La réponse est négative (Enflo [1]). On peut méme construire des
sous-espaces fermés de [” avec 1 < p < oo, p # 2, sans base (voir Lindenstrauss-Tzafriri
[2]). Szankowski a démontré récemment que £ (H) n’admet pas de base (H est un Hilbert
séparable de dimension infinie). On rencontrera au chapitre VI une question voisine pour les
opérateurs compacts qui a aussi été résolue négativement.

(*) On démontre que dans tout espace normé on a
ITu — To|| < 2|lu — vl| Yu, veE

et que, en général, la constante 2 ne peut pas étre améliorée.
(® 1l revient au méme de dire que tout sous-espace fermé admet un projecteur continu P. Noter
que, ici, on ne suppose pas |[P|| < 1, contrairement aux hypothéses du théoréme V.12.



VI

~ OPERATEURS COMPACTS.
DECOMPOSITION SPECTRALE
DES OPERATEURS
AUTOADJOINTS COMPACTS

VL.1. Définitions. Propriétés €lémentaires.
Adjoint

Soient E et F deux espaces de Banach.

Définition. — On dit qu’un opérateur T € £ (E, F) est compact si T(Bg) est relativement
compact pour la topologie forte. On désigne par ¢ (E, F) Pensemble des opérateurs
compacts et on pose X (E) = X (E, E).

Théoréme VI.1. — L’ensemble 4 (E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de & (E, F) (pour
la norme || |4 p)-

DemonsTrATION. — Il est clair que la somme de deux opérateurs compacts est un opérateur
compact. Supposant que (T,)e #'(E, F), Te Z(E, F) et ||IT, — Tl g — 0. Montrons
que T € X' (E, F). Comme F est complet il suffit de vérifier que, pour tout € > 0, T(Bg) peut
étre recouvert par un nombre fini de boules B(f;,€) dans F. On fixe n tel que
€
IT, — TlleEr < 5
I fini. Donc T(Bg) = U B(f;. ¢).

iel

€
- Comme T,(Bg) est relativement compact, T,(Bg) = |J B( fis 5) avec

iel

Définition. — On dit qu'un opérateur T € Z(E, F) est de rang fini si dim R(T) < oo.
Il est clair qu'un opérateur continu de rang fini est compact.

Corollaire V1.2. — Soit (T,) une suite d’opérateurs continus de rangs finis de E dans F et
soit Te 4 (E, F) tels que ||T, — T|| 4 — 0. Alors T e X (E, F).

% REMARQUE 1. — Le célébre « probléme de P'approximation » (Banach, Grothendieck)
concerne la réciproque du corollaire VI.2. Etant donné un opérateur compact, existe-t-il
une suite (T,) d’opérateurs de rangs finis telle que ||T, — Tl ygp— 07

En général, la réponse est négative (Enflo [1]) — méme pour certains sous-espaces fermés
delP(1 < p < oo, p # 2); voir par exemple Lindenstrauss-Tzafriri [2]. Toutefois la réponse
est affirmative dans de nombreux cas; par exemple si F est un espace de Hilbert. En effet soit
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K = T(Bg). Etantdonnée > Oonrecouvre K par (J B(/;, &), I fini. Soit G I'espace vectoriel
iel

engendré par les f; et soit T, =PgoT (T, est de rang fini). Vérifions que

IIT; — TllgE. r) < 2&. Si x € Bg, il existe iy e I tel que

M ITx — f I <e.
Donc lPGoTx — Pgfi |l <€
ie.

® IPgoTx — fl <e.

Combinant (1) et (2) on voit que

|IPgoTx — Tx|| < 2¢ Vx € Bg,

IT. — TllgEr < 2.

[On démontre facilement que si F posséde une base de Schauder alors la réponse est aussi
affirmative].

Signalons par ailleurs une technique fort utile en analyse non linéaire — qui permet
d’approcher une application continue (linéaire ou non linéaire) par des applications non
linéaires de rangs finis.

Soient X un espace topologique, F un espace de Banach et T: X — F une application
continue telle que T(X) est relativement compact dans F.
Alors pour tout &€ > 0, il existe une application T, : X — F continue, de rang fini telle que

3) IT,(x) — T(x)|| < & Vx e X.

En effet K = T(X) étant compact on peut recouvrir K par un nombre fini de boules,

K c UB<f,.,E>, avec I fini.
iel 2
On pose
Y. 4()f;

iel

T (x) = ———— ol q;(x) = Max {e¢ — |ITx — fj]|, 0};
z q;(x)

iel
on montre facilement que T, vérifie (3).

Cette méthode permet, entre autres, d’établir le théoréme de point fixe de Schauder a
partir du théoréme de point fixe de Brouwer; voir [EX]. Récemment cette technique a aussi
été utilisée avec succés — et de maniére surprenante! — par Lomonosov pour démontrer
I'existence de sous-espaces invariants relatifs & certains opérateurs linéaires; voir par
exemple Akhiezer-Glazman [1].

Proposition VI.3. — Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si Te L(E, F) et
Se A (F, G) [resp. Te X (E,F) et Se #(F, G)], alors So T e X (E, F).
Démonstration évidente.

Théoréme VI.4 (Schauder). — Si T e X '(E, F), alors T* € X (F, E). Et réciproguement.

DEmonsTRATION. — Montrons que T*(Bp) est relativement compact dans E'. Soit (v,) une
suite de B ; montrons que I'on peut extraire une sous-suite telle que T*(v,) converge. Soit

K = T(Bg) (métrique compact) et soit # < C(K) défini par
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H ={¢,:xeK — v, x); n=1,2, ...}

Les hypothéses du théoréme d’Ascoli (théoréme IV.24) sont satisfaites et on peut donc
extraire une sous-suite notée ¢, qui converge, dans C(K) vers une fonction ¢ e C(K). En
particulier

SupKv,,, Tup — @(Tu)l—

0.
ueBg k— o0
Donc

Sup ,<vn,‘9 Tu> - <vn,a Tu>| — 07
k,1— o0

ueBg

ie. ||IT*», — T*v,|lg —— 0. Par conséquent T*v, converge dans E'".
x d k1> o0 )

Réciproquement, supposons que T* € )¢ (F', E’). D’aprés ce qui précéde T** € ) (E”, F") et
en particulier T**(Bg) est relativement compact dans E”. Or T(Bg) = T**(Bg) et E est
fermé dans E”. Par conséquent T(Bg) est relativement compact dans E.

REMARQUE 2. — Soient E et F deux espaces de Banach et soit T € X.(E, F). Pour toute suite ()
de E qui converge faiblement vers u, alors (Tu,) converge fortement vers Tu; voir [EX]. La
réciproque est aussi vraie si E est réflexif; voir [EX].

VI1.2. La théorie de Riesz-Fredholm

Commengons par quelques résultats préliminaires.

Lemme V1.1 (Lemme de Riesz). — Soit E un e.v.n. et soit M c E un sous-espace fermé tel
que M # E. Alors

Ve>0 3JueE tel que || = 1 et dist (o, M) > 1 — &

DemonsTRATION. — Soit v € E, avec v ¢ M. Comme M est fermé, alors d = dist (v, M) > 0.
On choisit my € M tel que

d
d<|lv—moll € ——

1 —¢
Alors
v — myg
llv — mol|
répond & la question.
En effet si meM on a
v — myg
lu—mj=|——-m||=1—¢
llo — myll

puisque
my + |lv — mgllme M.

REMARQUE 3. — Si dim M < oo (ou plus généralement si M est réflexif) on peut choisir
€ = 0 au lemme VI.1; mais pas dans le cas général (voir [EX]).
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o Théoréme VL5 (Riesz). — Soit E un ev.n. tel que By soit compact.
Alors E est de dimension finie.

DEMONSTRATION. — Raisonnons par I'absurde. Si E est de dimension infinie, il existe une
suite (E,) de sous-espaces de dimension finie tels que E,_; & E,. Grice au lemme VI.1 on

. . . 1 -~
peut construire une suite (u,) avec u, € E,, |lu,J| = 1 et dist (u,,E,_,) = 5 En particulier

1 . .
u, — u,|| = — pour m < n. Donc la suite (4,) n"admet aucune sous-suite convergente — ce
n m! 2 n
qui est contraire & I’hypothése « Bg compact ».

e Théoréme VI.6 (Alternative de Fredholm). — Soit T € ) (E). Alors

a) N(I — T) est de dimension finie,
b) R(I — T) est fermé, et plus précisément

RI - T) = N — T

ONI-T)={0} < RI-T)=E
d) dimN(I — T) = dim N(I — T*).

REMARQUE 4. — L’Alternative de Fredholm concerne la résolution de P’équation
u — Tu = f. Elle exprime que :

ou bien pour tout fe E I'équation u — Tu = f admet une solution unique,

ou bien I’équation homogéne u — Tu = 0 admet n solutions linéairement indépendantes et,
dans ce cas, '’équation non homogene u — Tu = fest résoluble si et seulement si f vérifie n
conditions d’orthogonalité (ie. fe N(I — T*)%).

REMARQUE 5. — La propriété c¢) est familiére en dimension finie. Si dim E < oo, un
opérateur linéaire de E dans lui-méme est injectif si et seulement s’il est surjectif. Par contre
en dimension infinie un opérateur borné peut étre injectif sans étre surjectif et inversement :
par exemple le shift & droite (resp. 4 gauche) (*) dans /2. La conclusion c) exprime donc une
propriété remarquable des opérateurs de la forme I — T avec T € X (E).

DEMONSTRATION.

a) Soit E; = N(I — T). Alors Bg, = T(Bg) et donc Bg est compact. D’aprés le
théoréeme VL5, E; est de dimension finie.

b) Soit f, =u, — Tu,—»f I faut montrer que feR(I — T). Posons
d, = dist (u,, N(I — T)). Comme N(I — T) est de dimension finie il existe v, e N(I — T) tel
que d, = |lu, — v,]l. Ona

(4) j;n = (un - Un) - T(un - U").

Montrons que [ju, — v,|| reste borné. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe
. —

v L
— ", on aurait grace a (4)
”un - Un”

w,, — Tw, — 0. Extrayant une sous-sous-suite (encore notée (w,,k) pour simplifier) on peut

une sous-suite telle que Hu,,k - v,,kll—> o0. Posant w, =

(*) Voir Remarque 6 ci-dessous.
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supposer que Tw, — z. Donc w, — z et ze N(I — T). D’autre part

dist (u,, NA = T) _

dist (w,, NI — T)) =
”un - Un”

(puisque v, € N(I — T)). A la limite on obtient dist (z, N(I — T)) = 1 — ce qui est absurde.
Par conséquent |lu, — v,|| reste borné et comme T est compact on peut extraire une sous-
suite telle que T(u,,k - v,,k) -1
On déduit de (4) que Uy, — Uy, S+ 1, posant g=f+1onag-Tg=/f ie.
feR(I — T). On a donc montré que I'opérateur I — T est & image fermée. On peut alors
appliquer le théoréme I1.18; on a

RI-T)=NI-T*' e R(I-T*=N({-=T:"

¢) Prouvons d’abord l'implication =.
Raisonnons par I’absurde et supposons que

E,=RI-T) #E.

E, est un espace de Banach et T(E,) c E,. Donc T, € #'(E,) et E, = (I — T)(E,) est
un sous-espace fermé de E,. De plus E, # E, (puisque (I — T) est injectif). Posant
E, = (I — T)"(E) on obtient ainsi une suite strictement décroissante de sous-espaces
fermés. D’aprés le lemme de Riesz il existe une suite (u,) telle que u, € E,, |lu,ll =1 et

1
dist (u,, E,+q) = 2 Ona

Tu, — Tu,, = — (u, — Tu,) + (u,, — Tu,) + (u, — u,,).

n
Notons que si n >m, E,., cE, cE,., c E, et par conséquent

- (u, — Tu,) + u,, — Tu,) + u,€E, .

1
Donc ||[Tu, — Tu,|| > 7 ce qui est absurde puisque T est compact. Donc R(I — T) = E.

Inversement, supposons que R(I — T) = E. Alors (corollaire I1.17),
N({I — T*) = R(I — T)* = {0}. Puisque T* e 2" (E) on peut appliquer ce qui précéde a
T* et conclure que R(I — T*) = E". Or (corollaire I1.17), N(I — T) = R(I — T*)* = {0}.
d) Soit d = dim N(I — T), d* = dim N(I — T*). On va d’abord montrer que d* < d.
Raisonnons par P’absurde et supposons que d < d*. Comme N(I — T) est de dimension
finie il admet un supplémentaire topologique dans E (voir § I1.4, exemple 1); il existe donc
un projecteur continu P de E sur N(I — T).
D’autre part R(I — T) = N(I — T*)* est de codimension finie b et par conséquent
R(I — T) admet (dans E) un supplémentaire topologique, noté F, de dimension d* (voir
§ 114, exemple 2). Comme d < d*, il existe une application linéaire A: N(I — T) - F qui
est injective et non surjective. Posons S = T + (A o P); alors S € #"(E) puisque A o P est
de rang fini.
Montrons que N(I — S) = {0}; en effet si

0=u— Su=(u— Tu — (AoPu),
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alors
u—Tu=0 et AoPu =0,

ie. ue NI —T) et Au=0;doncu=0.

Appliquant ¢) a Popérateur S on voit que R(I — S) = E. Ceci est absurde puisqu’il
existe fe F, f¢ R(A); ’équation u — Su = f n’admet pas de solution.

Par conséquent on a prouvé que d* < d. Appliquant ce résultat a T* on voit que

dim N(I — T**) < dim N(I — T*) < dim N(I — T).
Or N(I — T**) o N(I — T) — ce qui permet de conclure que d = d*.

V1.3. Spectre d’un opérateur compact
Définitions. — Soit T € £ (E).
L’ensemble résolvant est
p(T) = {LeR; (T — AI) est bijectif d¢ E sur E}.

Le spectre o(T) est le complémentaire de ’ensemble résolvant, o(T) = R\p(T).
On dit que A est valeur propre — et on note A e VP(T) — si

N(T — Al) # 0;

N(T — AI) est D’espace propre associ¢ a A.

Il est important de retenir que si A € p(T) alors (T — Al)™! e Z(E) (cf. corollaire I1.6).

REMARQUE 6. — Il est clair que VP(T) = o(T). En général I'inclusion est stricte (!) : il peut
exister A tel que
N(T — Al) = {0} et R(T — A # E

(un tel A appartient au spectre mais n’est pas valeur propre). Par exemple prenons dans
E=1? Tu=@0,uy,uy,...) o0 u=(uy,uy,...) (le. T est le shift & droite). Alors
0eo(T) et 0¢ VP(T).
Proposition VI.7. — Le spectre o(T) est un ensemble compact et

o(T) = [—IITll, + IITI].
DEMONSTRATION. — Soit A € R avec |A| > ||T||; montrons que T — Al est bijectif — ce qui
prouvera que o(T) < [— ||T}l, + |IT||]. Etant donné fe E I’équation Tu — Au = f admet

1
une solution unique car elle s’écrit u = X (Tu — f) et on peut lui appliquer le théoréme de

point fixe de Banach.
Montrons maintenant que p(T) est ouvert. Soit A, € p(T). Etant donnés L € R (voisin
de Ay) et fe E on cherche & résoudre

5) Tu — Au = f.
Or (5) sécrit Tu — Agu =+ (A — AoJu ie.
(6) u=(T=2D'[f+ Q= Aoul.

(*) Sauf bien entendu si dim E < oo, car alors VP(T) = o(T).
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Appliquant & nouveau le théoréme de point fixe de Banach on voit que (6) posséde une
solution unique si

= Al T — XD < 1.

o Théoréme VI.8. — Soit Te X (E) avec dim E = oo.
Alors on a
a) 0e o(T),
b) o(T)\{0} = VP(T)\{0},
¢) lune des situations suivantes :
— ou bien o(T) = {0},
— ou bien o(T)\{0} est fini,
— ou bien o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

DEMONSTRATION.

a) Supposons que 0 ¢ o(T). Alors T est bijectif et I = T o T~ ! est compact. Donc Bg
est compact et dim E < oo (cf. théoréme VL.S).

b) Soit A e o(T), A # 0. Montrons que Ae VP(T). Raisonnons par I'absurde et
supposons que N(T — AI) = {0}. Alors d’aprés le théoréme VI.6¢ on sait que
R(T — AI) = E et donc A e p(T) — ce qui est absurde.

Pour la suite de la démonstration on aura besoin du

Lemme VI2. — Soit (A,),, une suite de réels tous distincts telle que

A, > A
et A, € o(T)\{0} Vn.
Alors \ = 0.

Autrement dit, tous les points de o(T)\{0} sont isolés.

DemonsTRATION. — On sait que A, € VP(T); soit e, # 0 tel que (T — A,)e, = 0. Soit E,
I'espace vectoriel engendré par [ey,e,, ... e,). Montrons que E, & E,,, pour tout n. Il
suffit de vérifier que, pour tout n, les vecteurs e, , e,, . . . e, sont linéairement indépendants.
Raisonnons par récurrence sur n. Admettons le résultat a 'ordre n et supposons que

n
ens1 = 3, 0e;. Alors
i=1
n n

Tepsy = Y, ohies = ) Ghyyqe;
i=1 i=1

Par suite o;(A;, — X,,,) =0 pour tout i=1,2,...n et donc o =0 pour tout
i=1,2...n — ce qui est absurde. Donc E, & E,,, pour toutn.

D’autre part, il est clair que (T — A)E, < E,_,. Appliquant le lemme de Riesz on

1

construit une suite (u,),, telle que u, e E,, |lu,Jl = 1 et dist (u,,E,_ ) > 2 pour n > 2.
Soient 2 < m <-n de sorte que

Em—l < Em < En—l < En'

On a
Tu, Tu,| “(Tu,, = M) (Tu,, — A,u,) > dist (.. E,_) > 1
x, xm = | )»n )"m + u, Uyl = dist(u,, E,_,) 2 >
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Si A, > A #0 on aboutit a une contradiction puisque (Tu,) admet une sous-suite
convergente.

DEMONSTRATION DU THEOREME V1.8 c. — Pour tout entier n > 1, 'ensemble

}

S |-

o) n{LeR; A >

est vide ou fini (s'il contenait une infinité de points distincts, on aurait un point
d’accumulation — puisque o(T) est compact — et on aboutirait a une contradiction avec
le lemme VI.2). Lorsque o(T)\{0} contient une infinité de points distincts on peut donc les
ranger en une suite qui tend vers 0.

REmarQuE 7. — Etant donnée une suite (a,) qui tend vers 0 on peut construire un opérateur
compact T tel que o(T) = (&) v {0}. I suffit de considérer dans E = [ l'opérateur
T:u=@u,) — Tu = (a,u,). Noter que T est compact car il existe une suite (T,)
d’opérateurs de rangs finis telle que ||T, — T|| — 0. Sur cet exemple on voit aussi que 0
peut appartenir, ou ne pas appartenir, & VP(T); de plus, si 0e VP(T) il peut arriver que
I'espace propre associé, i.e. N(T), soit de dimension infinie.

VI1.4. Décomposition spectrale des opérateurs
autoadjoints compacts

On suppose dans la suite que E = H est un espace de Hilbert et que T e £ (H).
Identifiant H' et H on peut considérer que T* € £ (H).

Définition. — On dit qu'un opérateur T € £ (H) est autoadjoint si T* = T, c’est-a-dire

| (Tu, v) = (u, Tov) VYu, ve H. |

Proposition VL.9. — Soit T € £ (H) un opérateur autoadjoint. On pose

m = Inf (Tu,u) et M = Sup (Tu, u).
ueH uecH
u] =1 ] =1
Alors o(T) < [m, M], me o(T) et Me o(T).
DEMONSTRATION. — Soit A > M ; montrons que A € p(T). On a

(Tu, u) < Mjul? VueH,
et par conséquent

O —Tu, u) > A — M)ju?> = ofu> VueH, avec a>0.

Appliquant le théoréme de Lax-Milgram on voit que Al — T est bijectif.
Montrons que M € o(T). La forme a(u, v) = (Mu — Tu, v) est bilinéaire, symétrique et

a, v) =20 Vv e H.
Appliquant P'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz a la forme a(u,v) il vient

[(Mu — Tu, v)] < Mu — Tu, u)>’Mv — T, v)'?  Vu, ve H.



DECOMPOSITION SPECTRALE DES OPERATEURS 97

D’ou il résulte en particulier que
) Mu — Tul < CMu — Tu, u)'? VYue H.

Soit (u,) une suite telle que |u,| =1 et (Tu,,u,) > M. Grace a (7) on voit que
IMu, — Tu,] - 0, et donc Meo(T) (car si Mep(T), alors
u, = MI — T)"*(Mu, — Tu,) - 0).

Les propriétés de m s’obtiennent en remplagant T par — T.

Corollaire VI.10. — Soit T € ¥ (H) un opérateur autoadjoint tel que o(T) = {0}.
Alors T = 0.

DeEmMonsTRATION. — D’apreés la proposition VI.9 on sait que

(Tu, u) =0 Yu e H.
Il en résulte que

2(Tu,v) = (T(u + v), u + v) — (Tu,u) — (Tv,v) =0 Vu,veH.
Donc T = 0.

Le résultat suivant est fondamental; il montre qu’un opérateur autoadjoint compact
est diagonalisable dans une base convenablement choisie.

o Théoréme VI.11. — On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur autoadjoint
compact.
Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

DEMONSTRATION. — Soit (A,), la suite des valeurs propres distinctes de T, excepté 0; on
note A, = 0.
On pose E; = N(T) et E, = N(T — A,I); rappelons que

0<dimE, < o et que 0 <dimE, < 0.

Montrons d’abord que H est somme Hilbertienne des (E,),s, :

(i) Les (E,),»( sont deux a deux orthogonaux. En effet si ue E,, et ve E, avecm # n

alors
Tu = A u, Tv = A

et
(Tu, v) = A, (u, v) = (u, Tv) = A, (u, v).

Donc
(u, v) = 0.

(ii) Soit F lespace vectoriel engendré par les (E,),,,. Vérifions que F est dense
dans H.
1l est clair que T(F) < F. 1l s’en suit que T(F*) = F*; en effet si ue F! et v e F, alors
(Tu,v) = (4, Tv) = 0. L'opérateur T, = Tp1 est autoadjoint compact. D’autre part
o(T,) = {0}; en effet si

Aeo(To\{0}, alors A e VP(T,)

et donc il existe u e F4, u # 0 tel que Tou = Au. Par conséquent A est 'une des valeurs
propres A, de T et ue F* nE,. Donc u = 0, ce qui est absurde.
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Il résulte du corollaire VI.10 que T, = 0; par suite
FLteNTcF et Ft = {0}.

Donc F est dense dans H.
Enfin on choisit dans chaque E, une base Hilbertienne. La réunion de ces bases est
une base Hilbertienne de H formée de vecteurs propres de T.

REMARQUE 8. — Soit T un opérateur autoadjoint compact. D’apres ce qui précéde on peut
écrire tout u € H sous la forme

Q0
u=1Yy u, avec u,cE,
n=0

de sorte que Tu = Y A,u,. On définit

n=1

Il est clair que T, est un opérateur de rang fini et que

IT, — T|| < Sup A, -0 quand k — oo.
nzk+1
On retrouve ainsi le fait que T est limite d’une suite (T,) d’opérateurs de rangs finis.
Rappelons que dans un espace de Hilbert tout opérateur compact — non nécessairement
autoadjoint — est limite d’une suite d’opérateurs de rangs finis (voir remarque 1).

Commentaires sur le chapitre VI

% 1) Opérateurs de Fredholm

Le théoréme VI.6 est un premier pas vers la théorie des opérateurs de Fredholm.
Soient E et F deux espaces de Banach. On dit qu'un opérateur A e Z(E, F) est de
Fredholm (!) — on note A € Fred (E,F) — si

(1) N(A) est de dimension finie.
(ii)) R(A) est fermé et de codimension finie (2).
L’indice de A est défini par Ind (A) = dim N(A) — codim R(A).
Par exemple, A=1—T ou Te X (E) est un opérateur de Fredholm d’indice 0 (voir
théoréme VI.6).
Les propriétés principales des opérateurs de Fredholm sont les suivantes :

a) L'ensemble Fred (E, F) est ouvert dans £ (E, F) et 'application A +— Ind A est
continue — donc constante — sur chaque composante connexe de Fred(E, F).

(!) On dit aussi que A est un opérateur a indice.

() On démontre que si A € Z(E, F) est tel que N(A) soit de dimension finie et R(A) soit de
codimension finie (i.e. R(A) admet un supplémentaire algébrique de dimension finie) alors R(A) est
fermé; voir [EX].
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b) Tout opérateur A e Fred(E, F) est inversible modulo des opérateurs de rang fini, i.e.

il existe
Be #(F,E) tel que (AoB — Ig) et (Bo A — Ig) soient de rangs finis.
Inversement si A e Z(E, F) et s’il existe Be Z(E, F) tel que
AoB —IzeX(F) e BoA —IzeX (E),

alors A e Fred(E, F).

¢) Si AeFred(E, F) et si Te X (E, F) alors

A + TeFred(E, F) et Ind(A + T) = Ind A.
d) Si A e Fred(E, F) et B e Fred(F, G) alors
B o A € Fred(E, G) et Ind(B o A) = Ind(A) + Ind(B).

Sur ces questions voir Kato [1], Schechter [1], Lang [1] ou [EX].

2) Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que T est un opérateur de Hilbert-
Schmidt s’il existe une base (e,) de H telle que ||T}|3s = Z|Te,|> < . On vérifiera que la
définition est indépendante du choix de la base et définit une norme ; de plus T est compact.
Les opérateurs de Hilbert-Schmidt constituent un sous-espace important de J# (H) — en
particulier & cause du

Théoréme VI.12. — Soient H = L2(Q) et K(x,y) e L2(Q x Q). Alors lopérateur

u — (Ku)(x) = J‘ K(x, y)u(y) dy
Q

est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Réciproquement tout opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(Q) se représente de maniére
unique a laide d’une fonction K (x,y)e L*(Q x Q).

Sur cette question, voir Balakrishnan [1], Dunford-Schwartz[l], Volume 2,
L. Schwartz [3] ou [EX].

3) Multiplicité

Soit T e o (E) et soit A € 6(T)\{0}. On montre qur la suite N(T — A}, k = 1,2, ...
est strictement croissante jusqu’a un certain rang fini p et qu’elle se stabilise ensuite (voir
par exemple Dieudonné [1], Kreyszig [1] ou [EX]). On dit que p est 'ordre de A. On
appelle multiplicité géométrique de la valeur propre A la dimension de N(T — AI) et
multiplicité algébrique la dimension de N(T — AI)?); on vérifie qu’elles coincident lorsque
E est un espace de Hilbert et que T est autoadjoint (voir [EX]).

4) Analyse spectrale

Soit H un espace de Hilbert. Soit T un opérateur autoadjoint (ou plus généralement
normal i.e. T*T = TT*) non compact, et méme éventuellement non-borné. La résolution
spectrale est une technique qui généralise la décomposition spectrale du § VI.4. Elle permet,
entre autres, de définir un calcul fonctionnel, i.e. de donner un sens & f(T) pour f fonction
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continue. L’Analyse spectrale est un trés vaste sujet qui a de nombreuses applications et
ramifications. Pour un exposé élémentaire voir Rudin [1], Kreyszig [1], Friedman [3],
Yosida [1], Huet[1]. Pour une présentation plus compléte voir Reed-Simon [1],
Kato [1], Dunford-Schwartz [1], volume 2, Akhiezer-Glazman [1], Taylor-Lay [1] et
Schechter [2].

5) Principe du Min-Max

Les formules du min-max de Courant-Fischer fournissent une caractérisation utile des
valeurs propres d’un opérateur autoadjoint compact; voir par exemple Courant-
Hilbert [1], Raviart-Thomas [1], ou [EX]. Le fascicule de Weinberger [2] contient de
nombreux développements sur ce sujet.

6) Le théoréme de Krein-Rutman

Le résultat suivant a des applications intéressantes a I'étude spectrale des opérateurs
elliptiques du second ordre (voir chapitre IX).

% Théoréme VI.13 (Krein-Rutman). — Soit E un espace de Banach et soit C un cone
convexe de sommet 0 (c’est-a-dire \x + pye C, VA = 0, un > 0, x € C, y € C). On suppose
que C est fermé, Int C # J et C n (— C) = {0}. Soit T € X (E) tel que T(C\{0}) < Int C.
Alors il existe u € Int C et il existe . > 0 tels que Tu = \u; de plus ) est Punique valeur
propre associée a un vecteur propre de T dans C (c’est-a-dire Tv = pv avec ve C, v # 0,
implique p = A). Enfin

A = Max {ju|; peo(T)}

et .la multiplicité (géométrique et algébrique) de ) est égale a un.
Voir Schaefer [1] et [EX].



VII

LE THEOREME
DE HILLE-YOSIDA

VIL.1. Définition et propriétés élémentaires
des opérateurs maximaux monotones

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition. — Soit A: D(A) € H - H un opérateur linéaire non-borné. On dit que
A est monotone (%) si

(Av, v) =2 0 Vv e D(A),
A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H ie.

VfeH, Jue D(A) tel que u + Au = f

Proposition VIL.1. — Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

a) D(A) est dense dans H.

b) A est fermé.

¢) Pour tout ). > 0, (I + AA) est bijectifde D(A) sur H, (I + LA)~ ' est un opérateur
borné et ||(I + AA) Y| p@) < 1.

DEMONSTRATION.
a) Soit fe H tel que (f, v) = 0 pour tout v € D(A). Vérifions que f = 0. En effet, il
existe vy € D(A) tel que vy + Av, =f Ona
0 = (f; vo) = Ivol® + (Avg, o) > vl
Donc v, = 0 et par suite f = 0.

b) Notons d’abord que pour tout fe H il existe u e D(A) unique tel que u + Au = f.
En effet si u désigne une autre solution alors on a (4 — u) + A(u — u) = 0. Prenant le
produit scalaire avec (u — u) et appliquant la monotonie de A on voit que u — u = 0.
D’autre part on a |u|? + (Au, u) = (f, u) et par suite |u| < |f]. L'opérateur f — u noté

(*) Certains auteurs disent que A est accrétif ou que — A est dissipatif.
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(I + A)~! est donc un opérateur linéaire borné de H dans H et ||(I + A)™ 'l gm < 1.
Montrons que A est fermé. Soit (u,) une suite telle que u, € D(A) pour tout n, u, — u et
Au, — f. 1l faut vérifier que ue D(A) et que Au =f. On a u, + Au, > u + f et donc

u, =0+ A) ', + Au,) - (I + A) ' + f).

Par conséquent u = (I + A)"'(u + f) ie. ue D(A) et u + Au =u + f.
¢) Supposons que pour un certain A, > 0 on ait R(I + A,A) = H. On va montrer que

A
pour tout A > 70 onaR( + AA) = H.

Commengons par noter — exactement comme en b) — que pour tout fe H il existe
u e D(A) unique tel que u + A Au = f; Popérateur f +— u est noté (I + L,A)~! et I'on a
T + AA) ™ !l g@ < 1. On cherche a résoudre I'équation

1) u+Mu=f avec A >0.
On écrit (1) sous la forme
A A
u+)»0Au=—x2f+<l ——°>u

ou encore

A A
) u=(I + AoA)~! [TO f+ (1 - %)uil

On voit alors que si

Ao
1 -2
A

A
<1lie A > —2—0, alors (2) admet une solution griace au

théoréme de point fixe de Banach.
Concluons. Si A est maximal monotone alors I + A est surjectif. D’aprés ce qui

1 . 1 .
précede I + AA est surjectif pour A > Edonc aussi pour A > i etc. Par récurrence on voit

que I + LA est surjectif pour tout A > 0.

REMARQUE 1. — Si A est maximal monotone, alors LA est aussi maximal monotone pour
tout A > 0. Par contre si A et B sont deux opérateurs maximaux monotones alors A + B
défini sur D(A) n D(B) n’est pas nécessairement maximal monotone; voir [EX].

Définitions. — Soit A un opérateur maximal monotone. On pose, pour tout A > 0,

1
L=(+AA)"!' et A = L =1

J, est la résolvante de A et A, est la régularisée Yosida de A.

On retiendra que |||l o < 1.

Mmuhuoe
Proposition VIL.2. — Soit A un opérateur'/monotone. On a
a,)) Ay =AJ,y) VveH et VA > 0
a,) Ay = J,(Av) Vve D(A) et VA > 0
b) |A,v| < |Av| VveD(A) et VA > 0
c) lim J,y = v VveH

A0
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d) lim A,y = Av Vv e D(A)
=0
e Ay, »)=0 YveH, VA >0
1
) 1A < % v| vveH, VA > 0.
DEMONSTRATION.

a,) équivaut a v = (J,v) + AM(J,w) — qui résulte de la définition de J,.

a,) On a
Av = % [d +AA)p — v] = % I+ 2A) v — L)

et donc
1
J,Av = x v — Jv).

b) Résulte de a,).
¢) Supposons d’abord que v e D(A). Alors

lv — Jv] = MA,v| < AJAv| d’apres b).

Donc lim J,v = v.
A0

Passons au cas général. Soit v € H et soit € > 0. Comme D(A) = H (proposition VII.1) il
existe v, e D(A) tel que |v — v, <€ On a

o — ol < 5o — Jogl + [l — o4] + Jo, — v
<2 — vy + |[Jw, — vy <26+ S, — v

Par conséquent

lim sup |[J,v — v] < 2¢, Ve >0
A0

et donc

lim |J,v —v| = 0.
A0

d) Appliquer a,) et c).

e) On a
(A, v) = (A, v — Jv) + (Ay, J,v)
= MAWI + (AJw), Jp).
Donc
3) (A, v) = MA,0)2 = 0.

f) Résulte de (3) et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

RemarQuE 2. — Il convient de retenir de la proposition VIL.2 que (A,), ., est une famille
d’opérateurs bornés qui « approchent » A quand A — 0. Bien entendu ||A,]| (4 « explose »
quand A — 0.
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VIL.2. Résolution du probléme d’évolution

du

— +Au=0 sur [0, oof
dt

u(0) = u,

Existence et unicité

Commengons par rappeler un résultat classique.

e Théoréme VIL3 (Cauchy, Lipschitz, Picard). — Soit E un espace de Banach et soit
F :E — E une application telle que
||Fu — Ftl < Ljju — v| Yu, veE (L > 0).

Alors pour tout u,cE il existe ue C([0, oo[; E) unique telle que

du
— = Fu sur [0, oof
@ dt
u(0) = u, (donnée initiale).
DemonsTraTION. — Existence. Résoudre (4) équivaut a trouver u € C([0, oo[ ; E) tel que
t
(5) u(t) = uy + J F(u(s)) ds.
0o

Etant donné k > 0 — qui sera fixé ultérieurement — on introduit
X = {ueC([0, oo[; E); Sup e™ [lu(®)]] < oo}
120

On vérifie aisément les propriétés suivantes :

i) X est un Banach pour la norme

llullx = Sup e~ lu()l
120
ii) Pour tout u e X la fonction

t

(DQu)(t) = uy + -[ F(u(s)) ds
0
appartient a X.
L
iii) ||®u — Doy < M llu — vllx Vu, veX.

Pour k > L, ® admet un point fixe qui est une solution de (5).

Unicité. — Soient u et u deux solutions de (4). Posant

@) = llu(t) — u@)l,
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on a, griace a (5),
t

o(t) <L J @(s) ds vVt > 0.

0
Donc ¢ = 0.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard rend de grands services dans I'étude des
équations différentielles ordinaires, mais il est pratiquement inutilisable pour résoudre des
équations aux dérivées partielles. Le résultat qui suit est, par contre, un outil trés efficace
pour la résolution des équations aux dérivées partielles d’évolution (voir chapitre X).

o Théoréme VIIL.4 (Hille-Yosida). — Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace
de Hilbert H. Alors pour tout u, e D(A) il existe une fonction

ueC'([0, + oo[; H) n C([0, + oo[; D(A)) (')

unique telle que
du

© x +Au=0 sur [0, + oo[
u(0) = u, (donnée initiale).

De plus on a

= |Au(f) < |Auy] YVt 0.

I (t)' < | , t ‘ t)
u S U e —
0 it (

REMARQUE 3. — L’intérét principal du théoréme VII.4 réside dans le fait que pour résoudre
le probléme d’évolution (6) on se raméne a vérifier que A est maximal monotone, c’est-a-
dire, a étudier I'équation stationnaire u + AAu = f.
DEMONSTRATION. — Nous la décomposerons en 6 étapes.
1% étape : Unicité. — Soient u et u deux solutions de (6). On a

d - - _ -

a(u—u), u—u))=—(Alu —u), u—u) <0.
Or (%

| e

_ d _ -
lu(t) — u()® = <a-t ((®) — u(®), u() — “(1))o

N | =
[=%

t

Donc la fonction ¢ +— |u(f) — u(t)l est décroissante sur [0, + oo[. Comme
[u(0) — u(0)l = 0 on en déduit que

lu(t) — u() = 0 vt = 0.

Pour prouver Pexistence de u, on remplace A par sa régularisée Yosida A,, on établit
diverses estimations indépendantes de A et on passe 4 la limite quand A — 0.

(*) L’espace D(A) est muni de la norme du graphe [v| + |Av| ou de la norme Hilbertienne
équivalente ([v|? + |Av|?)V/2.
(® 1l impotte de retenir que si ¢ € C*([0, oo[; H) alors

d do
2 1 - R — ol? = 2(—= .
loIP e CU([0, + o[; B) et oI =267 @)
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Soit u, la solution du probléme

du,
™ a + Au, =0 sur [0, + o[

u,(0) = ug € D(A).

Noter que u, existe griace au théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard appliqué avec
F=—-A,.

2¢ étape. — On a l'estimation

dul

®) (t) Aun ()] < |Augl Ve 20,  VA>0.

Cette inégalité est une conséquence immédiate du

Lemme VIL1. — Soit we C'([0, + oco[; H) une fonction vérifiant

d
) d—': +AW=0 sur [0, + oof.

|A,w(t)| sont décroissantes sur [0, + oo[.

d
Alors les fonctions t +— |w(t)| et t — .5— |=

d
DEMONSTRATION. — On a (—(%, w) + (Aw, w) = 0.

.. . 1d
Or (proposition VIL.2e) (A,w,w) > 0 et par suite 35 Iw> < 0.

D’autre part, comme A, est un opérateur linéaire borné, on déduit de (9) que w est C* et
que

d dw dw

dt(dt) +A‘(dt) 0.

dw
On applique alors ce qui précéde a T

3¢ étape. — On va montrer que, pour tout t > 0, u,(t) converge, quand A — 0, vers une
limite notée u(t); de plus cette convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borné
[o, T].

En effet soient A, p > 0. On a

du, du,

?—?+Axul—Auuu=0

et par suite

(10) lu, — u,)® + (A, — A, 4, —u,) =0.

N -
&l e
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Or
Ay, — A, w—u)=Au —Au, u,—Ju+Jlu,—Ju,+Ju,—u)
(1 l) =(Alul - Auuw )"Alul - “Auuu) +(A(Jlul - Juuu)9 J;.“;. - Juuu)
Z(Ayu, —Au,, M, —pAu,).

On déduit alors de (8), (10) et (11) que
1d
> q l, — u,)? < 200 + p)lAugl?

et par intégration

. () =, (OF < 4 + wilAu?
1.€C.

(12) (@) — u, ()] < 2/ + Wit JAugl.

Il en résulte que, pour chaque t > 0, (4, (7)) est de Cauchy, et donc converge quand A — 0
vers une limite notée u(f). Passant a la limite dans (12) quand p — 0 il vient

luy() — (@] < 2/At |Aug|.

Par conséquent la convergence est uniforme en t sur chaque intervalle borné [0, T] et
ue C([0, oo[; H).

du
4° étape. — On suppose de plus que u, € D(A?) i.e. u, € D(A) et Au, € D(A), alors El— @
converge quand A — 0, pour tout ¢ > 0 et uniformément en ¢ sur chaque intervalle borné
[o, T].

du, dv,

En effet posons v, = — de sorte que — + A,v, = 0.
dt dt

Procédant comme a la 3° étape on obtient

1d
(13) 5 a—; Ivl - vulz S (IAlvll + ,Apvpl)()"lAlvl’ + uIApvu')‘

Or d’aprés le lemme VIL1, on a
(14) A, < 1A,00) = |AA U,
et de méme
(15) 1Al < 1AL, 0] = |A AUl
Enfin puisque Au, e D(A) il vient
AAu = AL Auy = LI,AAu, = J2A%u,,
et donc
(16) |AA U] < 1A%, 1A LA ol < |A%ug|.
Combinant (13), (14), (15) et (16) il vient

1
2 dr o, — 0% < 200 + p)lA%ugl%.
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d
dltl (t) converge quand A — O pour tout t > 0

et uniformément en ¢ sur chaque intervalle borné.

On conclut comme a la 3° étape que v, (t) =

5¢ étape. — Il existe une solution de (6) si 'on suppose de plus que u, € D(A?).
En effet, d’aprés ce qui précéde, on sait que pour tout T < oo

u, () - u(t), quand A — 0, uniformément sur [0, T),

du
d_tl (t) converge, quand A — 0 uniformément sur [0, T].

d u
Il en résulte que u € C! ([0, oo[; H) et que d_u: (t) —» o (1), quand A — 0, uniformément sur

[0, T]. On écrit (7) sous la forme
du,
an T (1) + A (1) = 0.

Notons que J,u,(t) —u(t), car
A—0

o (6) — u@®)] < P (@) — Lu@) + u() — u@)|
< lw () — u@)] + Ju() — u(®) —0

En appliquant le fait que le graphe de A est fermé on déduit de (17) que u(t) e D(A),
Vt > 0 et que

du A -0
r ) + Au(®) = 0.

Enfin comme u € C! ([0, oo[; H), la fonction ¢t +— Au(t) est continue de [0, oo dans H et
donc u € C([0, oo[; D(A)).
Par conséquent, on a obtenu une solution de (6) vérifiant |u(t)] < lug|, V¢ = 0 et

’dut
5()

Pour conclure on aura besoin du

< |Aug), Vt > 0.

Lemme VIL.2. — Soit uy,€ D(A). Alors
Ve > 0, Juge D(A%)  tel que  |ug —ugl <& et  |Au, — Aug| < &
Autrement dit D(A?) est dense dans D(A) (pour la norme du graphe).

Démonstration du lemme VIL2. — Soit u, = J,u,, de sorte que u,eD(A) et
uy + Muy = uy. Donc Aug e D(A), ie. uyoe D(A?).
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D’autre part, on sait (cf. proposition VII.2) que

Auy = Ay = JAug,
et :

lim [Juy — uo| =0, lim |J,Auy — Auy| = 0.
A—0 A—=0
On choisit alors A > 0 assez petit et on obtient le résultat désiré.

6° étape : conclusion. — Soit u, € D(A). Grace au lemme précédent il existe une suite
(4o,) € D(A?) telle que ug, — uy et Aug, — Aug. D’aprés la 5¢ étape on sait qu'’il existe une
solution u, du probléme

b Au, =0 0
(18) & + Au, = sur [0, oo,
u,(0) = ug,.

De plus on a

|un(t) - um(t)l < !u0n - u0m| 09

m,n— o0

0.

du,,
ar @) — ar ®)| < |Aug, — Augyl

du,
m,n—aoo

Par conséquent

u,(t) - u(t) uniformément sur [0, oof

du, ® du 'f ) t o
t ’m t k] t]
dr - Y (t) uniformément sur [0, oo[

avec u € C'([0, oo[; H). Passant a la limite dans (18), grice au fait que A est fermé, on voit
que ue C([0, oo[; D(A)) et que u vérifie (6).

REMARQUE 4. — Soit u, la solution de (7).

a) Supposons que uy € D(A). On sait (d’apres la 3¢ étape) que, quand A — 0, u,(¢)
converge, pour tout ¢t > 0, vers une limite notée u(t). On peut montrer (voir [EX]) que
ue C!([0, oo[; H) n C([0, oo[; D(A)) et que u vérifie (6).

b) Supposons que uye H. On peut montrer (voir [EX]) que, quand A — 0, u,(¢)
converge, pour tout t > 0 vers une limite notée u(f). Mais il peut se produire que
u(t) ¢ D(A), Vt > 0 et que u(t) n’est différentiable en aucun point de ]0, oo[ (voir un
exemple dans [EX]. Donc, a fortiori u(t) ne peut pas étre une solution « classique » de (6). En
fait, dans ce cas, le probléme (6) ne posséde aucune solution au sens classique. Néanmoins on
considére u(t) comme une solution « généralisée » de (6). Toutefois on verra ultérieurement
(cf. § VIL.4) que si A est autoadjoint alors u(t) est solution « classique » de (6) pour tout
uy € H, méme si uy ¢ D(A).

% REMARQUE 5 (Semi-groupes de contractions). — Soit ¢ > 0; on considére I'application
linéaire S,(t) : u, +— u(t) de D(A) dans D(A) ou u(t) est la solution de (6) obtenue au
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théoréme VIL4. Etant donné que [S,(t)uo] < |uo), on peut prolonger S ,(¢) par continuité et
densité en un opérateur linéaire continu de H dans lui-méme. On désigne encore ce
prolongement par S,(¢)('). On vérifie facilement que S,(f) posséde les propriétés
suivantes :

a) Pour chaque t >0, Sp(¢):H > H est un opérateur linéaire continu et
||SA(1)||_<Z(H) <1

b) {SA(tl + 13) = Sa(ty) © Sa(ty) vt, 2 0. Ve,

SA(0) =1

v

0

¢) Hm [Sp(tug — uel = 0 Yu, € H.
-0 :
50

Une famille {S(t)},, d’opérateurs de £ (H) définie pour chaque valeur du paramétre t > 0
et vérifiant a), b), c) est, par définition, un semi-groupe continu de contractions.

On montre (Hille-Yosida) qu'inversement, étant donné un semi-groupe continu de
contractions S(¢), il existe un opérateur A maximal monotone unique tel que S(f) = Sa(¢)
pour tout t > 0.

On établit ainsi une correspondance bijective entre les opérateurs maximaux monotones et
les semi-groupes continus de contractions.

Pour la démonstration, voir par exemple [EX] et les références citées dans les
commentaires sur le chapitre VII.

® REMARQUE 6. — Soit A un opérateur maximal monotone et soit A € R. La résolution de
I'’équation

du

E+Au+7&u=0 sur [0, + oof

u(0) = u,

se raméne trés simplement a la résolution de (6) grace a I’artifice classique suivant. On pose

v(t) = eMu(t).

Alors v vérifie

do + A 0 [0, + oof
—— v = sur A 0
dt

v(0) = u,.

VIL.3. Régularité

On va maintenant compléter le résultat du théoréme VIL.4 en montrant que la
solution u de (6) est plus réguliére (?) moyennant des hypothéses supplémentaires sur la
donnée initiale u,.

(*) 1 revient au méme de définir S5(f) comme étant I'application uy€ H +— u(t) € H mise en
évidence a la remarque 4.
(®) Rappelons que la conclusion du théoréme VIL4 affirme seulement que u e C!([0, oo[ ; H).
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Pour cela, on définit par récurrence 'espace
D(A% = {ve D(A*™); Av e D(A* )}, k entier > 2.

On vérifie aisément que D(A¥) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
k
(u, Vipay = 2 (Alu, Alv);
j=o

la norme correspondante est

k ‘ 12
,uID(A") = < Z |A’“|2> .
j=0

Théoréme VIL5. — On suppose que u, € D(A¥) avec k > 2. Alors la solution u du probléme
(6) obtenue au théoréme VIL.4 vérifie de plus

ue C7I([0, + oo[; D(A)  pour j=0,1, ... k

DemonsTrATION. — Commengons par supposer que k = 2.
On considere I'espace de Hilbert H; = D(A) muni du produit scalaire (4, v)p). On
vérifie aisément que l'opérateur A, : D(A,) € H, —» H, défini par

D(A,) = D(A?)
Aju= Au pour ueD(A))

est maximal monotone dans H,. Appliquant le théoréme VII.4 a Popérateur A, dans
Pespace H; on voit qu’il existe une fonction

ue CH([0, + oo[; Hy) nC([0, + «o[; D(A)}))

telle que

du

— +Au=0 sur [0, + oof

dt

u(0) = u,.
En particulier u satisfait (6); grace a l'unicité il s’agit donc de la solution de (6). Il reste
seulement & vérifier que u € C*([0, + oo[; H). Comme

Ae H,,H) et que ue CY([0, + oo[; H,),

il en résulte que Aue C'([0, + oo[; H) et que

d

(19) @

d
(Au) = A (d—':).

d
Appliquant (6) on voit que d—‘: e CY[0, + oo[; H), c’est-a-dire u e C*([0, + oo[; H) et que

d du du
— (=) +AH)=0 0, + oof.
(20) 4 (@A) sur [0, + oo
Passons maintenant au cas général k > 3. On raisonne par récurrence sur k:
admettons le résultat jusqu’a P'ordre k — 1 et supposons que uye D(A*). D’aprés
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ce qui précéde on sait déja que la solution u de (6) appartient a
C%([0, oo[; H) n C!([0, oo[; D(A)) et que u vérifie (20).

Posant
du
v=—
dt
on obtient
ve CY([0, + oo[; H) n C([0, oo[; D(A)),
o A =0  sur [0 oof
— v = ur , o0
de
v(0) = — Au,.
Autrement dit, v est la solution de (6) qui correspond a la donnée initiale vy, = — Au,.
Comme v, € D(A*™!) on sait, d’aprés 'hypothése de récurrence que
(21) veC* 1[0, + oo[; D(AY)) pour j=0,1,... #—1,
ie.
u e CkJ([0, + oo[; D(AY) pour j=0,1,...k— 1

Il reste seulement a vérifier que
(22) ue C([0, + oo[; D(AY).
Appliquant (21) avec j = k — 1, on obtient que

du _
(23) IEC([O, + oo[; D(A*™Y)).

On déduit de (23) et de I'équation (6) que
Aue C([0, oof; D(A*™1)
ie. (22).

VIL.4. Le cas autoadjoint

Soit A : D(A) « H — H un opérateur linéaire non-borné avec D(A) = H. Si 'on fait
Iidentification H' = H on peut considérer A* comme un opérateur non-borné dans H.

Définition. — On dit que
A est symétrique si
(Au, v) = (u, Av) Yu, ve D(A);
A est autoadjoint si
A* = A
ce qui sous-entend D(A*) = D(A).
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RemarQUE 7. — Lorsque Ae £(H), il n’y a pas lieu de distinguer entre opérateur
symétrique et opérateur autoadjoint. Par contre si A est non-borné la distinction entre
« symétrique » et « autoadjoint » est subtile. Il est clair qu’un opérateur autoadjoint est
symétrique. La réciproque n’est pas vraie : A est symétrique si et seulement si A < A* —
ce qui sous-entend D(A) = D(A*) et A* = A sur D(A). Lorsque A est symétrique, il peut
arriver que A & A* (voir [EX]).

Le résultat suivant montre que lorsque A est maximal monotone, alors

(A symétrique) <> (A autoadjoint).

Proposition VIL.6. — Soit A un opérateur maximal monotone, symétrique.
Alors A est autoadjoint.

DEemoNsTRATION. — Soit J; = (I + A)~'. Montrons d’abord que J, est autoadjoint. I1 suffit
de vérifier — puisque J, € (H)) — que

(24) Ju, v) = (u, J,v) Vu, ve H.
Posons u, = Jyu, v, = J,v de sorte que

u, + Au, = u
v, + Avy = 0.

Comme (u;, Av,) = (Au,, v,) il en résulte que (u,,v) = (4, v,) ic. (24).
Soit u e D(A*) et posons f=u + A*u. On a

(f; v) = (u, v + Av) Yv e D(A)
ie. (f, Jw) =@, w) VweH.

Par conséquent u = J, f et donc u e D(A). Conclusion: D(A*) = D(A).
REMARQUE 8. — 1l faut faire trés attention. Si A est un opérateur monotone, méme

symétrique, alors A* n’est pas nécessairement monotone; voir [EX]. Par contre on
démontre les équivalences suivantes (voir [EX]):

A maximal monotone
<> A* maximal monotone
<> A fermé, D(A) dense, A et A* monotones.

o Théoréme VIL7. — Soit A un opérateur maximal monotone, autoadjoint.
Alors pour tout u, € H (') il existe une fonction

ue C([0, + oo[; H) nC'(J0, + oo[; H) n C(J0, + oo[; D(A))
unique telle que

du
E+Au=0 sur 10, + oo

u(0) = u,.

(*) Insistons sur la différence entre le théoréme VIL4 et le théoréme VIL7 : ici u, € H (au lieu de

du
u, € D(A)). La conclusion est plus faible puisque m (¢) peut éventuellement « exploser » lorsque t — 0.
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De plus on a

u(e)) < lug| et |—(r>|—rAu<r>r - |uo| Ve >0

(25) ueC(Q0, + oo[; D(AY) VK, [ entiers.

DEMONSTRATION.

Unicité. Soient u et u deux solutions. Appliquant la monotonie de A on voit que la

fonction @(t) = |u(t) — ;(t)l2 est décroissante sur ]0, + oo[. D’autre part elle est continue
sur [0, + oof et @(0) = 0. Donc ¢ = 0.

Existence.

17 étape. Supposons d’abord que u, e D(A2) et soit u la solution de (6) obtenue au
théoréme VII.4. On va établir I’estimation

(26) I— 0l < Iuol vt > 0.

Notons que
=1, et Af = A, VA >0

(voir la démonstration de la proposition VII.6).
Reprenons I'approximation utilisée dans la démonstration du théoréme VIIL.4 :

d
27 % + Au, =0 sur [0, oof, 1, (0) = u,.

Multipliant scalairement (27) par u, et intégrant sur [0, T] on obtient
1 , (7 1

(28) S (M + | (A, w)dt = = Juol™
2 o 2

du L
Prenant ensuite le produit scalaire de (27) avec td—;(t) et intégrant sur [0, T] il vient

T
(29 J
0

Or

— (1)

tdt + j (Alul(t) (t))tdt =0.

du
)

d du du
dt Ay, w) = (A, Ft&’ w) + (A, d—:) =2(Au, a

puisque A} = A,.
Par conséquent, en intégrant par parties, on trouve

(‘ ‘lul(t) (t))t dt 2 0 lt [(‘ ‘lul ’ ul)] t dt

1 1 (T
=5 (A, (T), u,(T)T ~3 '[ (A, wy) dt
0
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du
D’autre part, comme la fonction ¢ +— ld_tl (1)] est décroissante (lemme VIL.1) on a

T
du, du, T?
31 > 0)1*tdt > — (D —
(31) jldt()l Idt()|2

0
Combinant (28), (29), (30) et (31) on aboutit a
S (D + Tu(@), () + T (S5 (OF < ol
d’ou il résulte, en particulier, que
(32) |— (M) < |u0| VT > 0.
\’

On conclut la démonstration de (26) en passant a la limite dans (32) quand A — O (noter

d du
que % v grace a la 5¢étape de la démonstration du théoréme VIL.4).

2¢ étape. On suppose maintenant que u, € H. Soit (u,,) une suite dans D(A) telle que
Up, — Ug. Soit u, la solution de I’équation

” sur [0, + oo

“n(o) = Ugp-
On sait (théoréme VIIL.4) que

lun(t) - um(t)| < luOn - uOml Vm, n, Vit 0

A\

et (1" étape) que

u u VYm, n vt > 0.
on — “om

Il en résulte que u
du . ) .
converge vers P uniformément sur chaque intervalle [d, + oo[ avec & > 0. Donc
ueC([0, + oo[; H) n C*(J0, + oo[; H).

du
On conclut aisément que u(t) e D(A) pour tout t > 0 et vérifie 'équation @ + Au = Osur

10, + oo[ (utiliser le fait que A est fermé).

Preuve de (25). — On va établir par récurrence sur k > 2 que
(33) ueC9q0, + o[; DAY) Vi=0,1 ... k
Admettons donc (33) a l'ordre k — 1; d’ou il résulte en particulier que

(34) ueC(]0, + o[; D(A* 1))

H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 5
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Pour établir (33) a l'ordre k, il suffit (grice au théoréme VILS) de vérifier que
(35) ue C(J0, + oo[; D(AY).

Dans Pespace de Hilbert H = D(A* 1), on considére 'opérateur A : D(A) = A — A défini
par

{D(K) = D(A%
A=A

On vérifie aisément que A est maximal monotone et symétrique (donc autoadjoint) dans H.
Appliquant la premiére partie du théoréme VII.7 dans f 4 'opérateur A on voit que,
pour tout v, € A, il existe une solution unique du probléme

dv
— +Av=0 sur 0, + o©
(36) de ] [

v(0) = v,
avec
v e C([0, oo[; F) n C1(10, oo[; H) n CO, o[; D(A)).

Choisissant v, = u(g) (€ > 0) (v, € H grice a (34)) on voit que u e C(Je, + oo ; D(AY).
D’ou (35).

Commentaires sur le chapitre VII

1) Le théoréme de Hille-Yosida dans les espaces de Banach

Le théoréme de Hille-Yosida s’étend aux espaces de Banach sous la forme suivante.
Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) =« E — E un opérateur linéaire non-borné. On

dit que A est m-accrétif si D(A) = EetsipourtoutA > 0,1 + AA est bijectif de D(A) sur E
avec ||(I + AA) ™ YlgE) < 1.

Théoréme VIL.8 (Hille-Yosida). — Soit A un opérateur m-accrétif dans E.
Alors pour tout u, e D(A) il existe une fonction

ueC'([0, + oo[; E) n C([0, + oo[; D(A))

unique telle que

du
37) P +Au =0 sur [0, + oof
u(0) = u,.

De plus, on a

du
le@Il < lluoll et ”5? Ol = lAu@)| < |Auoll Ve = 0.

L’opérateur u, — u(t) prolongé par continuité @ E est noté S,(t); S,(t) est un semi-
groupe continu de contractions sur E.
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Réciproquement, étant donné un semi-groupe continu de contractions S(t), il existe un
opérateur A m-accrétif, unique, tel que S(t) = S,(t) pour tout t > 0.

Pour la démonstration, voir par exemple J. Goldstein [1], Yosida [1], Schechter [1],
Reed-Simon [1], volume 2, Tanabe [l1], Pazy[l], Dunford-Schwartz[1], volume I,
Friedman [2], Davies[l], Balakrishnan[l] et [EX]. Ces références contiennent des
développements abondants sur la théorie des semi-groupes.

2) Formule exponentielle.
11 existe de nombreuses méthodes itératives permettant de résoudre le probléme (37).
Citons en particulier le

Théoréme VIL9. — On suppose que A est m-accrétif. Alors pour tout u, € D(A) la solution u
de (37) est donnée par la formule exponentielle

(38) u(t) = lim [ + iA)"]"uo

Voir par exemple Yosida [1] et Pazy [1].

On notera que la formule (38) correspond exactement en langage d’Analyse
Numérique & la convergence d’un schéma implicite de discrétisation en ¢z pour I’équation
(37) (voir Raviart-Thomas [1]). En effet pour déterminer la solution de (37) on fixe t > 0

. . . , t ,
et on divise l'intervalle [0, ] en n intervalles égaux de longueur At = —; on résout
n
successivement les équations

Ujr1 —

u:
Al ’+Auj+,=0, j=0,1...n-1,

a partir de u,. Autrement dit

w, = (L + At A) "y = (1 + éA) o

Lorsque n — oo (ie. At — 0) il est tout a fait « naturel » que u, converge vers u(t).

3) Le théoréme VIL.7 est un premier pas vers la théorie des semi-groupes analytiques; a ce
sujet voir Yosida [1], Kato [1], Reed-Simon [1], Friedman [2], Pazy [1], Tanabe [1].

4) Equations avec second membre. Equations non linéaires.

Considérons le probleme

du
39 5 O+ A0 = fy sur [0, T]

u0) = u,.
On a le résultat suivant

Théoréme VIL10. — On suppose que A est m-accrétif. Alors pour tout uy, € D(A) et tout
feCY([0, T]; E) il existe une fonction

ue C'([0, T]; E) n C([0, T]; D(A)
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unique solution de (39). De plus u est donnée par la formule
t

(40) u(t) = Sp(uo + J Sa(t = $)f(s) ds,

0

ou S,(t) désigne le semi-groupe introduit en 1).

On retiendra que si fe L!(0, T; E) la formule (40) — qui a toujours un sens — peut
étre considérée comme une solution généralisée de (39). Sur ces questions voir Kato [1],
Pazy [1], Martin [1], Tanabe [1].

Dans les applications, on rencontre de nombreuses équations « semi-linéaires » du
type

du A F)
— + Au=F(u
dt (

ou F est un opérateur non linéaire de X dans X; voir par exemple Martin [1], Brezis [2] et
les commentaires sur le chapitre X.

Dans le méme esprit indiquons que la plupart des résultats du chapitre VII admettent
une version non linéaire, ie. A :D(A) c E —» E est un opérateur non linéaire; voir
Brezis [1], Barbu [1], Bénilan-Crandall-Pazy [1].



VIII

ESPACES DE SOBOLEV

ET FORMULATION
VARIATIONNELLE DES PROBLEMES
AUX LIMITES EN DIMENSION UN

VIII.1. Motivation

Considérons le probléme suivant. Etant donné f e C([a, b]) trouver une fonction u(x)
vérifiant

M) {— W +u=f sur [a, b]

u(a) = u(b) = 0.

Une solution classique — ou solution forte — du probléme (1) est une fonction de classe C?
sur [a, b] vérifiant (1) au sens usuel. Bien entendu (1) peut étre résolu explicitement par un
calcul tres simple, mais nous ignorerons cet aspect des choses afin d’illustrer la méthode sur
cet exemple élémentaire.

On multiplie (1) par @ € C'([a, b]) et on intégre par parties; il vient

b b b
@) j we' + _[ up = j fo VoeCl(la, b)), o(a) =o®) =0.

On notera que (2) a un sens dés que u € C!([a, b]) (contrairement a (1) qui suppose u deux
fois dérivable); en fait il suffirait méme d’avoir u,u’ € L'(a, b), v’ en un sens a préciser.
Disons (provisoirement) qu’une fonction u de classe C' qui vérifie (2) est une solution
faible de (1).

Le programme suivant décrit les grandes lignes de I’'approche variationnelle en théorie
des équations aux dérivées partielles :

Etape A. — On précise la notion de solution faible; celle-ci fait intervenir les espaces de
Sobolev qui sont les outils de base.

Etape B. — On établit l'existence et I'unmicité d’'une solution faible par la méthode
variationnelle, via le théoréme de Lax-Milgram.

Etape C. — On prouve que la solution faible est de classe C? (par exemple) : C’est un
résultat de régularité.
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Etape D. — Retour aux solutions classiques. On montre qu’une solution faible de classe C?
est une solution classique.

L'étape D est trés simple. En effet supposons que u € C*([q, b)), u(a) = u(b) = Oetu
vérifie (2). En intégrant (2) par parties on obtient

b
j (—w +u—-f)o=0 VoeC'([a, b]), @) =0b) =0
et a fortiori
b
J (—v+u—-flo=0 Yo € C!(Ja, b))

Or C!(]a, b[ est dense dans L?(a, b) (corollaire IV.23) et donc — u” + u = f p.p. (en fait
partout puisque u e C?).

VIIL.2. L’espace de Sobolev W' 7(I)

Soit I = Ja, b[ un intervalle borné ou non et soit pe R avec 1 < p < .

Définition. — L’espace de Sobolev W'(I) est défini par (%)

WhP(I) = {ue LP(I); 3g e L7(I) tel qucj up' = — J ge Vo eClD}
1 1

On pose (B0 = W@

Pour ue W'?(I) on note u' = g (%).

REMARQUE 1. — Dans la définition de W!'? on dit que @ est une fonction test. On peut
utiliser indifferemment C!(I) ou C¥(I) comme ensemble de fonctions test puisque si
@ e CI(I), alors p, % @ € C®(I) pour n assez grand et p, % @ — ¢ dans C' (voir §IV.4;
bien entendu, pour définir le produit de convolution p, % ¢ on commence par prolonger @
par 0 en dehors de ).

REMARQUE 2. — Il est clair que siu e C'(I) n LP(I) et si w’ € LP(I) (ici «’ est la dérivée usuelle
de u), alors u € W!?(I). De plus la dérivée usuelle de u coincide avec la dérivée de u au sens
W!», En particulier si I est borné, alors C!(I) = W!?(I) pour tout 1 < p < oo.

Exemples. — Soit I = ]— 1, + I[. Vérifier a titre d’exercice que :

1
i) La fonction u(x) = 3 (x| + x) appartient a W!?(I) pour tout 1 < p < o et que
u =H ou
+1 si O0<x<l1
0 si -1 <x<0.

H(x) = {

() Quand il n'y aura pas de confusion on écrira W'? au lieu de W'-?(I).
(?) Remarquer que ceci a bien un sens : g est unique grice au lemme IV.2.
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Plus généralement une fonction continue sur I et continiiment dérivable par morceaux sur
I appartient 8 W!?(I) pour tout 1 < p < co.
ii) La fonction H n’appartient pas 3 W' pour tout 1 < p < oo.

% REMARQUE 3. — Pour définir W'» on peut aussi utiliser le langage de la théorie des
distributions (voir L. Schwartz [1]). Toute fonction u € L?(I) admet une dérivée au sens des
distributions qui est un élément de 'énorme espace 2'(I). On dit que ue W'” si cette
dérivée-distribution coincide, dans l'espace 2'(I), avec une fonction de L*.

Lorsque I = R et p = 2 on peut aussi définir les espaces de Sobolev par transformée
de Fourier; voir par exemple Lions-Magenes[1] ou Malliavin [1]. Nous
n’envisagerons pas ce point de vue ici.

Notations. — L’espace W!'? est muni de la norme

[lullw.r = lullr + llls |

(ou parfois, si 1 < p < o0, de la norme équivalente [|u[|Z» + [|u’[|{»]"?). L'espace H' est
muni du produit scalaire

| (u, V)1 = (u, V)2 + (W, V)12; I

la norme associée
2 2
fullgr = (lull2 + [l']f2)"/?

est équivalente A la norme de W'2,

Proposition VIIL1. — L’espace W'? est un espace de Banach pour 1 < p < 0. L’espace
WP est réflexif (') pour 1 < p < o et séparable pour 1 < p < oo.
L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

DEMONSTRATION. — a) Soit (u,) une suite de Cauchy dans W!+?; donc (u,) et (1) sont des
suites de Cauchy dans L?. Par conséquent u, — u dans L? et u, » g dans L?. Ona

J u,Q = — J w9 VoeClD,
1 1
et a la limite

j ugp' = —_[ g0  YoeCl()
1 I

Donc ue W'?, u' = g et |ju, — ullwi,p — O.

b) WhP est réflexif pour 1 < p < oo.
En effet l'espace produit E = LP(I) x L°(I) est réflexif. L’opérateur T:WirP S E
défini par Tu = [u, u'] est une isométrie de W1? dans E ; donc T(W!?) est un sous-espace
fermé de E. Il en résulte (proposition I11.17) que T(W'?) est réflexif — et par suite wir

aussi.

() Cette propriété est un avantage considérable de 'espace W!'. Pans les problémes de calcul des
variations on utilise de préférence W' plutét que C! qui n’est pas réflexif (voir corollaire I11.20).
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c) WP est séparable pour 1 < p < oo.
En effet P’espace produit E = LP(I) x LP(I) est séparable; donc T(W!?) est aussi
séparable (voir proposition II1.22). Par conséquent W':? est séparable.

RemarQuE 4. — Il convient de retenir de la démonstration précédente le fait suivant : soit
(4,) une suite de W''? telle que u, — u dans L? et u), converge vers une certaine limite dans
L?, alors u € W' et |lu, — ullw1.p = O (lorsque 1 < p < oo il suffit de savoir que (i) reste
borné dans L? pour conclure que ue Wh?; voir [EX]).

Les fonctions de W'» sont « en gros » des primitives de fonctions de L”. Plus
précisément on a le

Théoréme VIIL.2. — Soit u e W'?(I); alors il existe une fonction uc C(I) telle que

u=upp. surl

x

et u(x) — uly) = J u(@)dt Vx, yel

y

REMARQUE 5. — Précisons bien la portée du théoréme VIII.2. Notons d’abord que si une
fonction u e W'?, alors toute fonction v telle que u = v p.p. sur I appartient aussi 8 W',
Le théoréme VIII.2 affirme que toute fonction u de W!'? admet un (et un seul) représentant
continu i.c. il existe une fonction continue qui appartient a la classe d’équivalence de u pour
la relation u ~ v si u = v p.p. Quand cela sera utile (') on remplacera systématiquement u
par son représentant continu ; afin de ne pas alourdir les notations on désignera également
par u le représentant continu. On remarquera enfin que la propriété «u admet un
représentant continu » est distincte de la propriété « u est continue p.p. ».

REMARQUE 6. — Il est clair que si ue W7 et si u’' € C(I) alors u e C*(T) (plus précisément
u e C'(T), mais comme il est dit ci-dessus nous ne distinguerons pas u et u).

Dans la démonstration du théoréme VIIL.2 on utilisera les

Lemme VIIL1. — Soit feL! (I) tel que

loc

)] '[ fo'=0 VoeC/D
1

Alors il existe une constante C telle que f= C p.p.

DemonsTrATION. — On fixe une fonction y e C (1) telle que JW = 1. Pour toute fonction

we C,(I) il existe @ e C!(I) tel que

wewm ([

En effet la fonction h = w — <J w) y est continue, & support compact inclus dans I et

(!) Par exemple, pour donner un sens a u(x) vxel.
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comme I h = 0, h admet une primitive (unique) a support compact. On déduit de (3) que
I

fnf[w_<f.w)“’]=° ¥w e Cu(l)
ﬁ[f—(f,f\")]ho ¥ e C(D)

et par suite (lemme IV.2), f— (J f\h) =0 p.p, i.e. f=C p.p. avec C = Jf\ll.
1

I

Lemme VIIL2. — Soit ge L, (); pour y, fixé dans 1 on pose

v(x) = j g(r) de, xel

Yo

Alors ve C(I) et

j v = — J ge  VoeC!(D.
1 1

DEmMoNsTRATION. — On a

x Yo Yo b x
'[ v’ = jU g(t) dt](p’(x) dx = —j dx j g()e'(x) dt + j dx j g’ (x)de.
1 1LJy a x Yo Yo

0

Appliquant le théoréme de Fubini, on en déduit que

Yo t b b
j vg’ = —j g(r)de j @'(x)dx + J g(t)dt J @'(x) dx
1 a a Yo t

= - J g()e(r) dt.
I

X
DEMONSTRATION DU THEOREME VIIL2. — On fixe y, el et on pose u(x) = j u'(t) de.
Yo

D’aprés le lemme VIII.2 on a

'[ up' = — '[u’(p Yo e CL(D).
1 1

Donc -[(u —u)g =0 YoeClI). 1l résulte du lemme VIIL.1 que u —u = C p.p.

La fonction #(x) = u(x) + C a les propriétés désirées.

ReMARQUE 7. — Le lemme VIII.2 montre que la primitive v d’une fonction g de L?
appartient & W' dés que ve LP — ce qui est toujours le cas lorsque I est borné.



124 ESPACES DE SOBOLEV

Proposition VIIL3. — Soit uel? avec 1 < p < oo. Les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) weW',
(ii) Il existe une constante C telle que

j ug’ ‘ < Cllollrg Vo e C2(D).
I

(iii) I/ existe une constante C telle que pour tout ouvert ® — c I et tout he R avec
|k < dist(w, (I) ona
Ity — "”Ll’(m) < Clh.

De plus, on peut choisir C = ||u'|| s, dans (ii) et (iii).

DEMONSTRATION.
(i) = (ii) Evident.
(i) = (i) La forme linéaire

0eCr() — jmp'

définie sur un sous-espace dense de L? est continue pour la norme de L?. Donc elle se
prolonge en une forme linéaire et continue F sur L” (appliquer le théoréme de Hahn-
Banach, ou bien le prolongement par continuité). D’apres le théoréme de représentation de
Riesz (théorémes IV.11 et IV.14) il existe g € L? tel que

(F, 9> = JQ(P Vo elLr.

fmp’ = _[g(p VoeCr

(i) = (iii) D’aprés le théoréme VIIL.2, on a pour xe®

D’ou en particulier
et donc ue W',

x+h 1
u(x + h) — u(x) = '[ u(t)ydt = h J u'(x + sh)ds.

0o

Donc

1
lu(x + h) — u(x)| < |h| j |u'(x + sh)|ds.
0

La conclusion est évidente si p = oo ; supposons donc 1 < p < co. Appliquant I'inégalité
de Holder ona
1

[u(x + h) — ux)]” < b j | (x + sh)|Pds.

0o
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Par conséquent

1
j lu(x + h) — u(x)|? dx < |h? J dx J [w'(x + sh)|P ds
® [ )

1
= |h? J ds '[ [/ (x + sh)F dx.
V] o
Or,pour 0 <s<1,ona
j [w'(x + sh)Pdx = j Wyl dy < f [ (y)I” dy.
® o+ sh 1
D’ou Pon déduit (iii).
(iii) = (ii)

Soit @ e C!(I); on choisit @ =<1 tel que Suppp = w. Pour heR avec
|h| < dist (0, (I) ona

J [u(x + h) — u(x)]e(x) dx = j u(x)le(x — h) — @(x)] dx.
1 I

Utilisant I'inégalit¢é de Holder et (iii) on obtient

< ClAlllollr:

U [u(x + h) — u(x)]o(x)dx
I

Passant a la limite quand h — 0 on en déduit que
Jo

% ReMArQUE 8. — Lorsque p = 1 les implications suivantes restent vraies :

(i) = (i) < (ii).

< Cllolle Vo eCl.

Supposons dans la suite que I soit borné. Les fonctions vérifiant (i), c’est-a-dire les fonctions
de W' sont les fonctions absolument continues. Elles sont aussi caractérisées par la
propriété :

(AC) Ve > 033 > 0tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints Ja,, b,[ de I
telle que X|b, — a < 8, alors Z|f(b,) — f(a) < &.

Tandis que les fonctions vérifiant (ii) [ou (iii)] avec p = 1 sont les fonctions a variation

bornée ; ces fonctions peuvent Etre caractérisées de diverses maniéres :

— ce sont les différences de deux fonctions croissantes bornées (éventuellement
discontinues) sur I,
— ce sont les fonctions u vérifiant la propriété :

il existe une constante C telle que

(VB)K *:! '
Y ju(tis,) — u()l < C pour toute suite t, <t < ... <t del,
i=0

— ce sont les fonctions u € L!(I) dont la dérivée-distribution est une mesure bornée.

Sur ce sujet on pourra consulter Hewitt-Stromberg [1], Kolmogorov-Fomin [1] ou Chae [1].
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Corollaire VIIL4. — Une fonction u de L* (1) appartient @ W' * (1) si et seulement s’il existe
une constante C telle que
lu(x) —u@) < Clx —y|  pp. x,yel

DEmoNSTRATION. — Appliquer la proposition VIIL3 [(i) < (iii)] avec p = 0.

Certaines opérations fondamentales de ’Analyse ont un sens uniquement pour des
fonctions définies sur R tout entier (par exemple la convolution, la transformée de
Fourier, etc.). 11 est donc utile de pouvoir prolonger une fonction u e W!?(I) en une
fonction u e W'P(R) (*). Le résultat suivant répond a cette préoccupation.

Théoréme VIILS (Opérateur de prolongement). — Soit 1 < p < co. Il existe un opérateur
de prolongement P: W' ?(I) - W' ?(R) linéaire et continu tel que

(i) Puy=u Yu € Whe(I).

(i) |IPullipgy < Cllullipgy — Yue WHP(I).

(iii) |[Pullwiog < Cllullwieg — Yue WHP(I)
(oit C dépend seulement de |1 < o (%)).

DeMonsTRATION. — Commengons par le cas I =1]0, + oo[ et montrons que le

prolongement par réflexion défini par
u(x) si x=0
u(— x) si x<0

(Pu)(x) = u*(x) = {

répond a la question.
Tout d’abord on a |[u*||Lpw) < 2llullieg)-
Posons
{ u'(x) si x>0
v(x) = .
—u(—x) si x < 0.
On vérifie aisément que v e L?(R) et que
u*(x) — u(0) = j v(t) dt Vx e R.
o
Par conséquent u* € W!?(R) (voir remarque 7) et [l*Ilwt.py < 2llullwt.pgy -
Considérons maintenant le cas d’un intervalle borné I; on peut toujours se ramener au
cas I =10, 1[. On fixe une fonction n e C!(R), 0 < 1 < 1, telle que

nA

nx =
0 i x> - .

} »
x

1

(') SiTon prolonge u par 0 en dehors de I la fonction ainsi obtenue n’appartient en général pas a
WP(R) (voir § VIIL3).

1
(*) On peut prendre C = 4 dans (ii) et C = 4(1 + m) dans (iii).
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Etant donnée une fonction f définie sur JO, 1[ on pose

],()_{f(x) sii 0<x<1

si x =1

On aura besoin du

Lemme VIIL3. — Soit ue W!-?(l), alors

nue W'?0,0) et (Mu) =nu + na

DeMONSTRATION. — Soit @ € C1(J0, «o[); ona

0 1 1
j nug’ =j nue’ j ul(ne) — n'e]
0

0 0

1 1
- J une — j un'e  puisque M@ e C;(J0, 1)

0 0

- j n + un)e.

0

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME VIILS. — Etant donné ue W'(I) on écrit
u=nu+(1-nu

La fonction nu est d’abord prolongée a 0, co[ par nu (grice au lemme VIIL3) et ensuite
prolongée a R par réflexion. On obtient ainsi une fonction v, € W'»(R) qui prolonge nu et
telle que

"vl"U’(R) 2||“||LP(I) s llogllwe. PR) S C"“"wlp(l)

(ou C dépend de ||| )-

On procéde de maniére analogue avec (1 — m)u, c’est-a-dire que ’on prolonge d’abord
(1 —nu a ]— oo, [ par 0 sur ]— oo, 0] et ensuite on prolonge a R par une réflexion
(par rapport au point 1). On obtient ainsi une fonction v, e W'?(R) qui prolonge
(1 — nu et telle que

||Uz||LP(|R) 2"“”[}’(1), [lv2llwt. PR) S < Cllullwt, Py -
Alors Pu = v; + v, répond a la question.

Certaines propriétés des fonctions de classe C! restent valables pour les fonctions de
W!? (voir par exemple les corollaires VIL.9 et VII.10). Il est trés commode d’établir ces
propriétés « par densité » a I'aide du résultat suivant.

o Théoréme VIILG6 (Densité). — Soit uc W!P(I) avec 1 < p < 0. Alors il existe une suite
(u,) dans CF(R) telle que u,; — u dans W' (I).

DEMONSTRATION. — On peut toujours supposer que I = R; sinon on commence par
prolonger u en une fonction de W!-?(R) grice au théoréme VIII.5. On utilise une technique
importante de convolution (qui rend les fonctions C*) et de troncature (qui rend les
fonctions a support compact).
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a) Convolution

On aura besoin du
Lemme VIIIL4. — Soit peL'(R) et soit ve W'P(R) avec 1 <p < co. Alors
pxveW'P(R) et (pxv) =p V.

DEMONSTRATION. — Supposons d’abord que p est a support compact. On sait que
p * veLP. Soit ¢ e C!(R); d’aprés les propositions IV.16 et 1V.20 ona

J(p * ) = Jv(b * @)= _[v(f) * Q) = — jv’(fa * Q)= — J(p * 0)Q.

p*veWh?r et (pxvy =px0v.

Si p n’est pas a support compact on introduit une suite (p,) de C.(R) telle que p, - p
dans L!. D’aprés ce qui précéde ona

p, ¥ veW?P et (p,*v) =p, %0

Orp, % v - p % vdansLPetp, % v' —» p % v’ dans L?(voir théoréme IV.22). On conclut a
’aide de la remarque 4 que

pxveW!?P etque (p*xv)=pxv.

b) Troncature

On fixe une fonction { e CX(R) telle que 0 < L < 1 et

(o) = {l si x| <1
T s w2
On définit la suite
x
4) Ca(x) = C(—) pour n=1,2, ...
n

On vérifie aisément, grace au théoréme de convergence dominée, que si une fonction fe L?
avec 1 < p < oo alors {,f — f dans L”.

¢) Conclusion

On choisit une suite régularisante (p,). Montrons qué la suite u, = {,(p, % u)
converge vers u dans W!”?. Tout d’abord on a |ju, — ul|,p = 0. En effet on écrit

U, —u = Cn[(pn * u) - u] + [Cnu - u]
et donc

llun — ullee < ll(pn * &) — uller + [1Gu — ullp — 0.

Ensuite, grace au lemme VIII.4 on a

Uy =GPy ¥ ) + Colpy * W)
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Par conséquent

llu, — Wil < 115.(Py * WllLe + 1IC,(Pn * ) — lIp

< = iy + s * w) — wliee + (G — wlly — 0

3|0

ou C = [[¢]lg-

RemMarQUE 9. — En général on ne peut pas choisir au théoréme VIIL6 une suite (u,) de
CZ(I) (a ce sujet voir § VIIL.3). Autrement dit C(I) n’est pas dense dans W!-?(I) (sauf si
I =R)

o Théoréme VIIL7. — Il existe une constante C (dépendant seulement de || < oo) telle que
® lleel [ ety < Cllullwtpg Vu € WP (I), V1i<ps< oo,

autrement dit W'?(I) = L™(I) avec injection continue pour tout 1 < p < oo.

De plus, lorsque 1 est borné on a

(6) linjection W'*(I) = C(I) est compacte pour 1 < p < ©
™ Pinjection W''(I) = L%(I) est compacte pour 1 < ¢ < co.

DemonsTrATION. — On commence par établir (5) pour I = R; le cas général s’en déduit
grice au théoréme de prolongement (théoréme VIIIL.5). Soit v e C}(R);si 1 < p < oo on
pose G(s) = |s]”~'s. La fonction w = G(v) appartient 3 C!(R) et

w =Gy = plplP~ v
Donc pour xeR on a

Gv(x) = 'r plo@)P~ ' (1) de,

et en utilisant P'inégalit¢ de Holder on obtient

0GP < pllolte ¥lp-
D’ou Pon déduit, grace a linégalité de Young (voir §IV.2) que
®) ol < Clivliwtr Vv e CH(R)

ou C est une constante universelle (*).

On raisonne maintenant par densité. Soit u € W'?; il existe une suite (4,) € C! (R) telle
que u, — u dans W?(R) (théoréme VIIL6). Appliquant (8) on voit que (u,) est de Cauchy
dans L®. Donc u, » u dans L® et on obtient (5).

Preuve de (6). — Soit # la boule unité de W!»(I) avec 1 < p < . Pour ue & ona

J‘x u'(t)de
y

Il résulte alors du théoréme d’Ascoli que & est relativement compact dans C(I).

u(x) — u(y)l = < wlle bx = 177 < Ix = yI'?" ¥x, yel

Preuve de (7). — Soit & la boule unité de W' !(I). Pour montrer que & est relativement
compact dans L9(I) avec 1 < g < oo on applique le corollaire IV.26. Vérifions la

(') Noter que pl/r <elfe Vp > 1.



130 ESPACES DE SOBOLEV

condition (IV.23). Soit ® c = I, ue & et |h| < dist (o, {I). D’aprés la proposition VIIL.3
(iii) on a

ltae = ullpiqgy < AW llL1gy < Al
Donc

J lu(x + h) — u(x)|?dx < 2lullL=q)?™ J lu(x + h) — u(x)ldx < Clhl,

[0

et par conséquent
) l/q
(j [u(x + h) — u(x)|* dx) S CYh'e < si |b| < 8.

Vérifions la condition (IV.24). Pour ue & on a
lullLape < Ul @D/ < Cl\o|Y4 < &
pourvu que |I\w| soit assez petit; on choisit ® pour que ceci soit vérifié.
ReMARQUE 10. — L’injection W' !(I) c C(i) est continue mais n’est jamais compacte,

méme si I est un intervalle borné; essayer de s’en convaincre ou voir [EX]. Néanmoins si
(u,) est bornée dans W!-!(I) (avec I borné ou non borné) il existe une sous-suite (u,) telle

que u, (x) converge pour tout x € I (C’est le théoréme de Helly; voir par exemple [EX]).

Lorsque I n’est pas borné et 1 < p < oo, 'injection W'P(I) = L*(I) est continue, mais elle
n’est pas compacte ; essayer de s’en convaincre ou voir [EX]. Toutefois si (u,) est bornée
dans W1?(I) avec 1 < p < oo, il existe une sous-suite (u,) et il existe u e We(l) tels que

u, — u dans L*(J) pour tout J borné, J < I (voir par exemple [EX]).

ReEMARQUE 11. — Soient I un intervalle borné et 1 < g < oo. Grace a (5) on montre
aisément que la norme

llulll = llwllce + llullie

est équivalente a la norme de W!(I) (voir par exemple [EX]).

REMARQUE 12. — Soit I un intervalle non borné. Si u e W!»(I), alors u e L9(I) pour tout
q € [p, ] puisque

qa—pr 14
_[Iul" < lullpee Nullee -
Mais en général u ¢ L9(I) pour q e [1, p[ (voir [EX]).

Corollaire VIIL8. — On suppose que 1 n’est pas borné et soit ue W'*(I)avec 1 < p < co. Alors
ona

) lim u(x) = 0.
xel
x| = o0
DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme VIIL6 il existe une suite (u,) € C}(R) telle que

u,; — u dans W7(I). On déduit de (5) que [lu, — ullp~g — O; d’oti (9). En effet ¢ > 0 étant
donné, on choisit n assez grand pour que |ju, — ullp -y < €; or pour |x| assez grand on a
u,(x) = 0 et donc |u(x)| < e.
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e Corollaire VIIL9 (Dérivation d’un produit). — Soient u,v e W'?(I) avec 1 < p < oo.
Alors uv e W'P(1) () et

10) () = u'v + w'
De plus on a la formule d’integration par parties
an j uv=u(x)v(x) —u(y)v(y) — J uv' Vx,yef
y y
DemonsTraTION. — Notons d’abord que ueL® (théoréme VIIL7) et donc uve L’

Commengons par le cas o 1 < p < oo; soient (u,) et (v,) des suites de C(R) telles que
U, — u et v, — v dans W1P(I). Alors u, — u et v, — v dans L®(I) (théoréme VIIL.7); par
conséquent u,v, —» uv dans L°(I) et dans L?(I). Ona

(u,p,) = uw, + uv, > u'v + uv’ dans L7(I).

Il en résulte que uv € W'P(I) et que (uv) = u'v + uv’ (appliquer la remarque 4 a la suite
u,v,). Enfin on obtient (11) en intégrant (10).
Supposons maintenant que u, v e W®(I). Alors

uv e L*(I) et u'v + uv' € L*(I).
Il reste a vérifier que

juv(p’ = — j wv + u)o Yo e CH(I).
1 1

Pour cela, on fixe un intervalle ouvert borné J < I tel que Supp ¢ < J. Alors u, ve W!?(J)
pour tout p < oo et d’aprés ce qui précéde on sait que

J uvp’ = — '[ W'y + w')o
] ]
J u’ = — J Wv + w)e.
1 I

Corollaire VIII.10 (Dérivation d’un produit de composition). — Soit G € C!(R) tel que
G(0) = 0 (%) et soit ue W'r(I). Alors

Cest-a-dire

Goue WHP(l) et (Gouy = (G ou'.

DEMONSTRATION. — Soit M = ||u|| . Comme G(0) = 0 il existe une constante C telle que
|G(s)| <€ Cls| pour se [— M, + M]. Donc G o u € L?(I) puisque |G o u| < Clu|. De méme
(G’ ouyu’ € LP(I). 1l reste a vérifier que

(12) j (Gouwe' = — j(G’ oupu'e Yo e CUI).
1

Supposons d’abord que 1 < p < oo. Alors il existe une suite (4,) de CP(R) telle que u, —» u
dans W!(I) et dans L*(I). Donc G ou, » G ou dans L*(I) et (G’ o u,)u, - (G’ o uju’

(*) Noter que ce résultat contraste avec les propriétés de L? : en général si u et v appartiennent &
L’ le produit u.v n’appartient pas & L?. On dit que W' est une algébre de Banach.

(?) Cette restriction est inutile lorsque I est borné [ou bien lorsque I est non borné et p = o]
Elle est essentielle si I est non borné et 1 < p < 0.
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dans L?(I). Or ona

j(G U)o’ = — _[(G'° u,® Vo e Cl(D).

D’ou Pon déduit (12).
Pour le cas p = oo on procéde comme au corollaire VIIL9.

Les espaces de Sobolev W™ ?(I)
Définition. — FEtant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < o0, on définit par
récurrence I’espace

Wrr(l) = {ue W= L2(I), uw'e W™ Lp(T),

On pose
H™(I) = W™2(I).

On vérifie aisément que ue W™?(I) si et seulement s’il existe m fonctions
gys -+ 9m€ LP(I) telles que

JuD’kp =(—1Y|gp VeeCr(), Vi=12 ...m

ot Digp désigne la dérivée a Pordre j de @. Lorsque u € W™?(I) on peut donc considérer les
dérivées successives u' = g,, () = ¢, ... jusqu'a I'ordre m; on les note Du, D?u ... D™u.
L’espace W™? est muni de la norme

m
lullwmp = llullLe + Y, ID%ullpp

a=1
et I'espace H™ est muni du produit scalaire

m

U, V)ym = (u, v)2 + Y, (D*u, D%).

a=1
On montre que la norme || [|ym.p st équivalente a la norme |[jul|| = [[ullp + ||ID™ul|Lr; plus
précisément on établit que si 1 < j < m — 1, alors Ve > 0 3C (dépendant de € et |I| < o)
tel que

ID’ull e < elD™ullp + Cllully ~ Yue W™P

(voir par exemple [EX]).

Le lecteur pourra étendre aux espaces W™ les propriétés démontrées pour W!+?; par
exemple W™?(I) = C™~!(I) avec injection continue.

VIIL3. L'espace W?(I)

Défmition. — Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W-2(I) la fermeture de C(I) dans
WLP(I). On note Hi(I) = WE2(1) ().

(!) On écrira souvent W§? et H} au lieu de Wi-?(I) et HA(I).
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L’espace W§* est muni de la norme induite par W!-?; 'espace H} est muni du produit
scalaire induit par H'.

L’espace Wi? est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour
1 < p < o0. Lespace H} est un espace de Hilbert séparable.

RemarQue 13. — Lorsque I = R on sait que C!(R) est dense dans W!"?(R) (voir
théoréme VIIL.6) et par conséquent Wi?(R) = W'(R).

ReMArQUE 14. — En utilisant une suite régularisante (p,) on vérifie aisément que :
(i) C2(I) est dense dans W} ?(I),
ii) si ue WhP(I) n C,(I) alors ue WJ2(l).

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de WS2(I) :

o Théoréme VIIL11. — Soit ue W'?(l), alors u e Wi?(l) si et seulement si u = 0 sur 3l.

ReMARQUE 15. — Le théoréme VIII.11 explique le rdle important joué par Pespace WJ?.
En effet les équations différentielles (ou aux dérivées partielles) sont couplées avec des
conditions aux limites, c’est-a-dire que la valeur de u est prescrite sur dl.

DEmONSTRATION. — Si ue Wy?, il existe une suite (u,) de CI(I) telle que u, — u dans
W!P(I). Donc u, — u uniformément sur T et par conséquent u = 0 sur JL

Réciproquement, soit u € W ?(I) tel que u = 0 sur dI. On fixe une fonction G € C*(R) telle
que

Gt—{o '
=% s It

et

|G@) < |t pour tout te R

1
On pose u, = — G(nu) de sorte que u, €e W'-P(I) (corollaire VIIL10). D’autre part
n

Suppu, < {xel; [u(x) =

}

S |-

et donc Supp u, est un compact inclus dans I (utiliser le fait que u = 0 sur dI et u(x) » 0
quand |x] - oo, x €I). Par conséquent u, e W.? (voir remarque 14). Enfin, on vérifie
aisément a I'aide du théoréme de convergence dominée que u, — u dans W',

RemARrQUE 16. — Indiquons deux autres caractérisations des fonctions de W4 (voir par
exemple [EX]):

(i) Soient 1 < p < oo et ueLP(I), alors u e Wl?(I) si et seulement s’il existe une
constante C telle que
\[ “‘p,
I

< Cllollirgy Vo e C(R)
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(ii) Soient 1 < p < o et ueL?(l); on définit u par

- {u(x) si xel
ulx) = si x e R\L

Alors ue WiP(I) si et seulement si ue W?(R).

e Proposition VIIL.12 (Inégalité de Poincaré). — On suppose que 1 est borné.
Alors il existe une constante C (dépendant de |1|) telle que

13) llullwtr < Cllwlly  Yue WeP(I).

Autrement dit, sur W)'?(1) la quantité ||u'|| » est une norme équivalente & la norme de W':?.

'[x u'(t)de

Donc |lullp« < ||lll.1; on en déduit (13) grace a 'inégalité de Holder.

DEMONSTRATION. — Pour ue W§(I) on a

[u(x)| = lu(x) — u(a)l =

<l

REMARQUE 17. — Si I est borné lexpression (u', v'); 2 définit sur H} un produit scalaire et la
norme associée — c’est-a-dire ||u'|| 2 — est équivalente & la norme de H'.

RemarQuE 18. — Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < co on définit espace
WgP(I) comme étant la fermeture de C'(I) dans W™?(I). On montre que

Woer(I) = {ue W™P(I); u = Du = ... = D" 'y = 0 sur dI}.
11 convient de bien distinguer

W3e(I) = {ue W>?(I); u = Du = 0 sur dI}
et
W2P(l) A WiP(I) = {ue W>P(I); u = O sur ol};

voir [EX].
% L'espace dual de W}-»

Notation. — On désigne par W~ !"7(I) Pespace dual de W}?(I) (avec 1 < p < o) et par
H™!(I) Pespace dual de H(I).

Suivant la remarque 1 du chapitre V on identifie L? et son dual, mais on n’identifie pas H}
et son dual. On a les inclusions

H c L2 cH™!

avec injections continues et denses.
Si I est borné, on a

Wi c L2 cwW ¥ our tout 1 < p < oo,
0 p

avec injections continues et denses.
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Si I n’est pas borné on a seulement
WiP c L2 < W pour tout 1<p<g2
avec|injections continues et denses (voir remarque 12).

Les éléments de W™ !'»" peuvent étre représentés a Paide de fonctions de L”; de
maniére précise on a la

Proposition VIIL13. — Soit F e W™'?. Alors il existe f,, f, e L” tels que
(F, v> = '[fov + -[flv’ Vv e Wh?

IFIl = Max {||follu, IlAllLe}-

Lorsque 1 est borné on peut prendre f, = 0.

et

DEmONSTRATION. — On munit Pespace E = L? x L? de la norme
1Al = [lhollLs + Il y]lLs ou h = [he, hy].

L’application T :ue Wi? + [u,u’] € E est une isométric de Wl dans E. On pose
G = T(W}?), muni de la norme induite par E, et S = T™! : G » W2, L’application
he G > (F, Sh) est une forme linéaire et continue sur G. Grice au théoréme de Hahn-
Banach on peut la prolonger en une forme linéaire et continue sur E notée ®, avec
||®||g = |IF|l. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz on sait qu’il existe f;, f; € L¥
tels que

(@, by = Jfoho + Jf1h1 VheE.

11 est facile de vérifier que ||®||g = Max {|[follr IIfillLr}-
Lorsque I est borné on munit W{? de la norme ||u'||» (voir proposition VIII.12). On applique
le raisonnement précédent avec E = LP et T:ue Wi* — uw e L”.

ReMARQUE 19. — Les fonctions f; et f; ne sont pas uniques.

REmARQUE 20. — On a I'habitude d’identifier F avec la distribution f, — f'| (par définition,

la distribution f, — f| est la forme linéaire v +— jfov + |fiv' sur C).

REMARQUE 21. — La conclusion de la proposition VIII.13 reste valable pour les formes
linéaires et continues sur W7,

VIIL.4. Quelques exemples de problémes aux limites

Soit a résoudre le probléme

14 {— w4+u =f sur  I1=170,1]
u@® =ul)=0

ol fest une fonction donnée (par exemple dans C(I), ou bien dans L?(I)). La condition aux
limites u(0) = u(1) = 0 s’appelle la condition de Dirichlet (homogéne).
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Définitions. — Une solution classique de (14) est une fonction u € C2(I) vérifiant (14) (au
sens usuel). Une solution faible de (14) est une fonction u e H(I) vérifiant

15) j v + J uy = '[ fo VYoeHi)
1 1 1

« Mettons en marche » le programme décrit au § VIIIL.1.

Etape A. — Toute solution classique est une solution faible. Ceci est évident grace a la
formule d’intégration par parties du corollaire VIIL9.

Etape B. — Existence et unicité d’une solution faible :

o Proposition VIIL14. — Pour tout f € L?, il existe u € H} unique solution de (15).

De plus u s’obtient par
1
Min {— '[ 2+ v - J fv};
reH} 2 1 1

c’est le principe de Dirichlet.

DEemonsTrATION. — On applique le théoréme de Lax-Milgram (ou simplement le théoréme
de représentation de Riesz-Fréchet) dans l'espace de Hilbert H = HJ(I) avec la forme
bilinéaire

a(u, v) = |u'v + juv = (4, V)

et avec la forme linéaire ¢ :v +— va.

REMARQUE 22. — Etant donné F € H™!, on sait d’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet qu’il
existe ue H} tel que

(, V) = <F, v)y-+ g VoeH;.

L’opérateur F + u est 'isomorphisme de Riesz-Fréchet de H™! sur H). On peut
considérer que u est solution généralisée de I'équation — u” + u = F.

Etapes C et D. — Régularité et retour a la solution classique.

Notons d’abord que si fe L? et si u € H} est solution faible, alors u € H%. En effet on a

ju’v’ = J(f —up  YveC!

et donc u' € H! (puisque f — u € L?), i.e. u € H2. Si de plus fe C(I) alors la solution faible u
appartient & C?(I). En effet vy e C(I) et donc u' e C!(I) (voir remarque 6); par suite
ue C2(I). Le passage d’une solution faible u e C?(I) 4 une solution classique seffectue
comme au § VIILL.

REMARQUE 23. — Si fe H¥(I) avec k entier > 1, on vérifie aisément (par récurrence) que la
solution u de (15) appartient a H** %(I).
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La méthode décrite ci-dessus est extrémement flexible et s’adapte & une multitude de
problémes. Nous indiquons quelques exemples rencontrés fréquemment. Dans chaque
probléme il est essentiel de bien préciser I'espace fonctionnel sur lequel on travaille.

Exemple 1 (Condition de Dirichlet non homogéne). — Soit a résoudre le probléme

16) {— w+u=f sur 10, 1[ =1
u@0) = a, u(l) = B

avec a, B € R donnés et f fonction donnée.

o Proposition VIIL15. — Etant donnés fe L*(I) et o, B e R, il existe ue H*(I) unique
vérifiant (16). De plus u s’obtient par

. 1 ,
w feenlod

v(0) = a,v(l) =P
De plus, si fe C(l), alors ue C*(I).

DemonsTrATION. — Indiquons deux approches possibles.

Premiére méthode. — On fixe une fonction u, réguliére telle u,(0) = aet uy(1) = B (*)et on
effectue le changement d’inconnue u = u — u,; alors u vérifie

{—1;”+i;=f+u3—u0
u(0) = u(1) = 0.

On est donc ramené au probléme précédent pour u.

Deuxiéme méthode. — Dans Pespace H' on introduit le convexe fermé
K = {ve H (); v(0) = o, v(1) = B}.

Si u est une solution classique de (16) on a

Ju’(v—u)’+Ju(v—u)='[f(v—u) Vv e K.
I I 1

Donc en particulier on a

(17) J u —u) + J u(v — u) = Jf(v —u) VYve K.
1 1 I

On utilise alors le théoréme de Stampacchia (théoréme V.6) : il existe u € K, unique,
vérifiant (17); de plus u s’obtient par

Min {1 J w?* + v?) — va}'
vekK 2 1 I

Pour « remonter » a une solution classique on choisit dans (17) v = u + w avec w e H(I)

(*) Choisir par exemple u, fonction affine.
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j uw + j uw = Ifw vYw e Hi(D).
I I 1

Ceci implique u € H%(I), etc.

et on obtient

% Exemple 2.(Probléme de Sturm-Liouville) — Soit 4 résoudre le probléme
a8) {— (pwY +qu=f sur 10, 1[ =1
u =u(1)=0

ou peC!(T), ge C(I) et fe L%(I) sont donnés avec
px)=a>0 Vxel

Si u est une solution classique de (18) on a
j puv + j quv = '[ fo o YveHL().
1 I 1
On adopte comme espace fonctionnel 'espace Hg(I) et comme forme bilinéaire, continue,

symétrique
a(u,v) = J pu'v’ + j quv.
1 1

Si g > 0 cette forme est coercive grice a I'inégalité de Poincaré (proposition VIII1.12). Donc
(théoréme de Lax-Milgram) il existe u € H} unique tel que

a(u,v) = va Vv e Hi(I).
1

Min {lj (pv'? + qv?) — va}
reH} 2 1 1

1 _
Il est clair que pu’ e H'; donc w' = ~.pu’ € H! et par suite u € H2. Enfin si fe C(I) alors
p

De plus u s’obtient par

ue Cz(i) et u est solution classique de (18).

Considérons maintenant le probléme plus général

{— (oY +rd +qu=f sur 10, 1[ =1

19) u(0) = u(l) =0.

Les hypotheéses sur p et g sont les mémes que ci-dessus et r € C(i).
Si u est solution classique de (19) on a

qu’v’ + jru’v + f quv = jfv Vv e HY(D).
1 1 1 1

On adopte comme espace fonctionnel I'espace Hi(I) et comme forme bilinéaire, continue

a(u,v) = J pu'v’ + J ru'v + Jquv.
1 1 1

Cette forme n’est pas symétrique. Dans certains cas elle est coercive : par exemplesig > 1 et
r? < o, ou bien si ¢ > 1 et re C'(I) avec || < 2 — noter que

1
rvv = —— | ro*  VYoeHiI).
I 2 )i
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On peut alors appliquer le théoréme de Lax-Milgram mais il n’y a pas de probléme de
minimisation associé. Indiquons un artifice qui permet de se ramener a une forme bilinéaire

symétrique. On introduit une primitive R de et on pose { = e~R. L’équation (19) s’écrit
aprés multiplication par § : P
— Cpu’ — Cp'w + Cru’ + Cqu = Cf
ou encore (puisque {'p + &r = 0) :
— Cpu) + Cqu =G f.

On introduit alors sur H} la forme bilinéaire, continue, symétrique

a(u,v) = JCpu’v' + JCquv.

Sig = 0, a(u, v) est coercive et donc il existe u € H} unique tel que

a(u,v)=f§fv Vve Hy.

Min {%J &pv'? + Lqv?) — J of U}-
veH} 1 1

On vérifie aisément que u € H2 et que sif'e C([0, 1]), alors u € C2([0, 1]) est solution classique
de (19).

De plus u s’obtient par

Exemple 3 (Condition de Neumann homogéne). Soit a résoudre le probléme

{—u”+u=f sur 0, 1[ =1

@0) u'0) =u(1)=0.

o Proposition VIIL.16. — Pour tout f € L*(1) il existe u € H? (1) unique vérifiant (20) (1). De

plus u s’obtient par
1
Min = [ ("> +v?) = | fry-
ven' (2 I I

Si fe C(), alors ue C*(I).

DEMONSTRATION. — Si u est une solution classique de (20), on a

(1) j uv + J up = J fo YoeHYD.
I I I

11 convient alors de travailler dans 'espace de Hilbert H!(I) et non pas dans H}(I) comme
précédemment (insistons sur le fait que u(0) et u(1) sont a priori inconnus). On applique le
théoréme de Lax-Milgram (ou le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) avec la

forme bilinéaire a(u, v) = -[u’v’ + juv et avec la forme linéaire ¢ :v +— '[ fv. On
1

obtient une solution unique u € H!(I) de (21). On déduit d’abord de (21) que u € H(I) et

(!) Noter que u € H*(I) = u e C*(I) et donc la condition u'(0) = u'(1) = 0 a un sens. Elle n’aurait
pas de sens si 'on savait seulement que u € H'.
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ensuite que
(22) j (—u" +u—flo+upl)— u0pO0O) =0 Yve H!(I).
I

Dans (22) on commence par choisir v € Hy(I) et 'on obtient — u” + u = f p.p. Revenant
ensuite a (22) il reste
W (Do) — w'©Op@0) =0  VYoeH!().

Comme v(0) et v(1) sont arbitraires, on en déduit que u'(0) = u'(1) = 0.

Exemple 4 (Condition de Neumann non homogéne). — Soit a résoudre le probléme :

{—u”+u=f sur 10, 1[ =1

@) W(0) = o, w(l) = B

avec o, Be R donnés et f fonction donnée.

Proposition VIIL16. — Pour tout fe L>(I) et tout o, BeR il existe ue H*(I) unique
vérifiant (23). De plus u s’obtient par

Min {% J v+ v — J fv + av(0) — Bv(l)}.
I I

ve H'

DeEmMonsTrRATION. — Si u est une solution classique de (23) on a

(24) J uv + -[ uv = J So—aw(0) + Bo(l)  VYve H(D).
I I I

Il convient alors d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans I'espace H' (I) avec la forme

bilinéaire a(u, v) = j

u'v' + ~[uv et la forme linéaire
1 I

Q:v va — av(0) + Po(1).

Cette forme linéaire est continue (grice au théoréme VIII.7). On procéde ensuite comme a
I’exemple 3 pour prouver que u'(0) = o, u'(1) = P.

Exemple 5 (Conditions aux limites mélées). — Soit a résoudre le probléme :

25) {— W +u=f sur 10, 1I[ =1

u(0) = 0, w'(l) = 0.

Si u est une solution classique de (25) on a

(26) Ju’v’ + Juv = va Yoe H! () avec  v(0) = 0.
1 1 1

Il convient de travailler dans I'espace de Hilbert
H = {ve H'(I); v(0) = 0}.

La mise en place de la suite du programme est laissée au lecteur.
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Exemple 6 (« Troisitme » condition aux limites). — Soit a résoudre le probléme :

{—u”+u=f sur 10, 1[ =1

(27
u'(0) — ku(0) =0, u(l) =0

ol keR est donné (%)
Si u est une solution classique de (27) on a

J u'v + -[ uv + ku(Opw(0) = J fo VoeHY]) avec v(1) = 0.
I I I
Il convient alors d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans lespace de Hilbert

H = {ve H'(); v(1) = 0}

avec la forme bilinéaire, continue, symétrique
a(u,v) = '[ u'v + j uv + ku(0)v(0).
1 I
Cette forme est coercive lorsque k > 0 (3).

Exemple 7 (Condition aux limites périodique). — Soit a résoudre le probléme :

{—u”+u=f sur 10, I[ =1

(28)
u(0) = u(1), w'(0) = w(l).

Si u est solution classique de (28) on a

29) j u'v + j up = J fo Vv e HY(I) avec v(0) = v(1).
I I 1

I convient alors d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans l'espace de Hilbert
H = {peH!(I); »(0) = (1)}
avec la forme bilinéaire a(u, v) = j u'v' + J uv. Lorsque f'e L%(I) on obtient une solution

1 I
ue H%(I) de (28); si de plus fe C(I), alors cette solution est classique.

Exemple 8 (Probléme aux limites sur R). — Soit a résoudre le probléme

(30) {— Ww4+u=f sur R

u(x) - 0 quand |x| = o0
avec  fe LY(R).

Une solution classique de (30) est une fonction u € C%(R) vérifiant (30) au sens usuel ; une

(!) Plus généralement on peut envisager la condition aux limites
o' (0) + Bou(0) =0,  oyu' (1) + Byu(l) = 0.

(?) Si k est négatif avec [k| assez petit la forme a(u, v) est encore coercive. Par contre un calcul
explicite montre qu'il existe une vaieur négative de k et des fonctions f pour lesquelles (27) n’admet pas
de solution (voir [EX]).
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solution faible de (30) est une fonction u € H!(R) vérifiant

(31) j u'v + j uy = -[ fo Vv e HY(R).
R R R

Tout d’abord montrons que si u est une solution classique de (30) alors u est une solution
faible de (30). En effet, vérifions en premier lieu que u € H!(R). On choisit une suite (,)
comme dans la démonstration du théoréme VIIL.6 (formule (4)). Multipliant (30) par {,u et
intégrant par parties on obtient

-[ u((Cnul + C;nu) + j C"ul = J Cnfu'
R R R

D’ou
12 2 1 /)
(32) G +u)=| Cfu+- | C v
R R 2 Jr

Or

1 "2 C 2 ”

5 Cau® < 2 u avec C = [I8"llL= gy»

R n<|x|<2n

et — u? > 0 quand n — oo car u(x) » 0 quand |x| - oco. Il en résulte que

n<xj<2n
1 1
u € H'(R) (noter que j Cfu < EJ Cu® + EJ ¢f? et passer a la limite dans (32) quand
R R R

n — oo). Enfin si u est une solution classique de (30) ona

J u’v’+j uv=j o VYveClR)
R R R

et par densité Vv e H!(R); donc u est solution faible de (30).

Pour obtenir I’existence et 'unicité d’une solution faible il suffit d’appliquer le théoréme de
Lax-Milgram dans Pespace de Hilbert H!(R). On vérifie aisément que la solution faible u
appartient 4 H2(R) et si, de plus fe C(R), alors u € C*(R).

Conclusion : étant donné fe L?(R) n C(R) il existe une solution classique unique de (30)
(qui de plus appartient 3 H2(R)).

REMARQUE 24. — Le probléme

{— u' =f sur R

u(x) - 0 quand |x| = o0

ne peut pas étre abordé par la technique précédente car la forme bilinéaire a(u, v) = J u'v
n’est pas coercive dans H!(R). R

REMARQUE 25. — Avec la méme méthode que ci-dessus on peut résoudre

{—u"+u=f sur  ]O, oo[
u(0) =0 et u(x)»0 quand x - + ©

avec fe L2(0, co) donné.
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VIILS. Principe du maximum

Soit I =170, 1[; on a le

oThéoréme VIIL17. — Soit fe L*(1) et soit u € H(I) la solution du probléme de Dirichlet

—u' +u=f surl
33
u(0) = o, u(l) = p.
Alors on a
(34 Min {o, B, Inf f} < u(x) < Max {a, B, Sup f}  Vxel (}).
I 1
DemonsTrATION. — (Méthode des troncatures de Stampacchia). On a
(35 j uv + J up = j fo VYoeHL().
I I I

On fixe une fonction G e C!(R) telle que
(i) G est strictement croissante sur ]0, + oo[
(ii) G(t) = 0 pour te]— oo, 0]

Soit K = Max {a, B, Sup f}; on suppose que K < oo. Montrons que u < K p.p. sur I. Soit
v = G(u — K); on sait que ve H!, et 'on 2 méme v € H} puisque

u0)—-K=a-K<0 e ul)—K=p-K<c<O.

Reportant v dans (35) on obtient
J w>G'u — K) + J uGu — K) = JfG(u - K)
1 1 I
c’est-a-dire
J wG'(u — K) + L (u — K)Gu — K) = J; (f — K)G(u — K).
I
Or (f—K)<0etG(u — K) =0, d’ou il résulte que
j(u—K)G(u—K)$0
I

et comme tG(t) > 0 Vte R, I'inégalité précédente implique (u — K)G(u — K) = 0 p.p.
Par suite u < K p.p. On acheve la démonstration de (34) en changeant u en — u.

(') Sup fet Inff désignent respectivement le Sup ess de f (éventuellement = + o) et le Infess
de f (éventuellement = — o). Rappelons que Supessf=Inf{C; f(x) <C pp.} et
Infessf = — Supess(— f).
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REMARQUE 26. — Lorsque fe C(I), alors u € C?(I) et on peut établir (34) par une méthode
différente. Soit x, € I le point ol u atteint son maximum sur I. Si x, = 0 ou bien si x, = 1
on a u < K. Sinon 0 < x, < 1 et alors u'(x,) = 0, u"(x,) < 0; d’aprés I'équation (33) il
vient

u(xo) = f(xo) + u"(xp) < flxo) <K

Cette méthode a ’avantage de s’étendre aux problémes de Sturm-Liouville généraux.

Déduisons quelques conséquences immédiates du théoréme VIIL17 :

e Corollaire VIIL.18. — Soit u une solution de (33)

(i) Si u>0 sur O et si f=0 sur 1, alors u = 0 surl.
(i) Si u = 0 sur 01 et si fe L*(N), alors |[ullp~q) < I fllL=q)-
(iii) Si f= 0 sur 1 alors |lul|L=q) < |lully=er)-

On a un résultat comparable pour la condition de Neumann :

Proposition VIIL19. — Soit fe L2(I) et soit ue H2(I) la solution du probléme
{—u”+u=f sur 1
(

W) =u()=
Alors
(36) Inf f < u(x) < Supf vxel.
I I
DEMONSTRATION. — On a

(37) Juv +juv—jfv Yve H(I).

On reporte dans (37) v = G(u — K) ot K = Sup /. On procéde ensuite comme dans la
1

démonstration du théoréme VIII.17.

ReMARQUE 27. — Si fe C(I), alors u € C*(T) et on peut établir (36) comme dans la remarque
26. Noter que si u atteint son maximum sur 0, par exemple en O, alors u”(0) <0
(prolonger u par réflexion a gauche de 0).

REMARQUE 28. — On suppose que I = R. Soit fe L2(R) et soit u € H?(R) la solution de

—u" +u=f surR.
Alors

Inf f<u(x)<Supf VxeR
R R

(voir par exemple [EX]).
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VIIL.6. Fonctions propres et décomposition spectrale

Soit I =170, 1[. On a le

o Théoréme VIIL.20. — Soient pe C'(I) avec p = o > 0 sur 1 et g € C(I). Alors il existe
une suite (A,), de réels et une base Hilbertienne (e,),, de L*(1) telles que e, € C*() et

{— e,y + qe, = he,  surl

38) e, (0 =e,(1) =0.

De plus )\, - + oo quand n — .

On dit que les (A, sont les valeurs propres de lopérateur différentiel
Au = — (pu') + qu avec condition de Dirichlet et que les (e,) sont les fonctions propres
associées.

DEMONSTRATION. — On peut toujours supposer ¢ > 0, sinon on choisit une constante C
telle que ¢ + C = 0, ce qui revient a remplacer A, par A, + C dans I’équation (38). Pour
tout fe L2(I) existe alors ue H?(I) n H3(I) unique vérifiant

39) {— (puy + qu=f surl
u(0) = u(l) = 0.

On désigne par T opérateur f + u considéré comme un opérateur de L2(I) dans L2(I) ().
Vérifions que T est autoadjoint et compact. On a, grice a (39),

[t o= [

et donc af|u’ IILz Ic{lle [lull 2. Tl en resulte que |[ull;1 < C||f]|.2 (ou C est une constante qui
dépend seulement o), ce qui peut s’écrire

ITA 1t < Cliflle2.

Comme I'injection de H!(I) dans L?(I) est compacte (puisque I est borné) on en déduit que
T est un opérateur compact de L?(I) dans L?(I). Montrons que

L(Tf)g =ﬁf(Tg) VS, geL*(D).

En effet posons u = Tf et v = Tg; il vient

(40) —(pu) +qu=f
41) —(pvy +qv =g.

En multipliant (40) par v et (41) par u et en intégrant on a

jpu’v’+jquv=ffv=fgu
1 1 1 1

(!) On pourrait aussi envisager T comme un opérateur de H} dans H} (voir § IX.8).
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Notons enfin que
(42) j(Tf)f= j uf = J (pw?* + qu¥) =0  VfeL?()
1 I I

et d’autre part N(T) = {0} puisque si Tf = u = 0 alors f = 0.

D’aprés le théoréme VI.11, L?*(I) admet une base Hilbertienne (e,),,, constituée de
vecteurs propres de T associés & des valeurs propres (i,),5;. On a p, > 0 (en effet p, > 0
d’aprés (42) et p, # 0 puisque N(T) = {0}) et on sait que p, — 0.

En écrivant que Te, = p,e, on voit que

- (pe;n)l + ge, = A'nen ou ;"n =
Enfin on note que e, € C¥(I) puisque f = L,e, € C(I) (en fait si p, g € C*(I), alors e, € C*(I)).
Exemple. — Si p =1 et g = 0 on obtient
e,(x) = ﬁ sin(nnx) et A, =n’n?, n=1, 2.
REMARQUE 29. — Pour un méme opérateur différentiel, les valeurs propres et les fonctions
propres dépendent des conditions aux limites. A titre d’exercice on pourra déterminer les

valeurs propres de 'opérateur Au = — u” avec les conditions aux limites des exemples 3, 5,
6 et7.

REMARQUE 30. — L’hypothése I borné est intervenue de maniére essentielle pour établir la
compacité de 'opérateur T. Lorsque I n’est pas borné la conclusion du théoréme VIII.20
est fausse en général (!); on rencontre alors le phénoméne trés intéressant de spectre
continu, voir Reed-Simon [1]. A titre d’exercice on pourra déterminer les valeurs propres et
le spectre de 'opérateur T : f > u ot u € H2(R) est la solution de — u” + u = fsur R
(T est un opérateur borné autoadjoint de L2(R) dans L2(R), mais il n’est pas compact); voir
[EX].

Commentaires sur le chapitre VIII

1) Quelques inégalités
Signalons quelques inégalités trés utiles portant sur les normes de Sobolev.
A) Inégalité de Poincaré-Wirtinger
Soit I un intervalle donné. Etant donné u € L!(I) on pose u = % '[ u (C’est la moyenne

de u surl). Ona
lu — ullp= < W)l Yue WHI)

(voir [EX]).

(*) Dans certaines circonstances la conclusion du théoréme VIIL20 reste vraie (voir [EX]).
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B) Inégalité de Hardy

X
Soit I = ]0, 1[ et soit ue W{P(I) avec 1 < p < oo. Alors “L))e L?(I) et de plus
x X

u(x)
x(I — x)||L

S Cllullr  Yue WyP(D)
P

(voir [BT]).

C) Inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg

Soit I un intervalle borné. Soient 1 < r < v et 1 < ¢ < p < oo. Alors il existe une
constante C telle que

1-a a
43) lullep < Cliullia” ullwts Ve Wie(D)

1 1 1 1
ou 0 <a <1 est défini par a<— - —+ 1) = - — —; voir [EX].
q T q p

De I'inégalité (43) on déduit en particulier que si p < oo (ou bien si p = o0 et r > 1),

alors

44) {Vs >0 3C, tel que

Nullee < ellullwir + Cllullg  Yue WH(D).
(On peut aussi Ctablir (44) par une « méthode de compacité »; voir [EX]).

On trouvera d’autres inégalités plus générales dans Nirenberg [1] (voir aussi Fried-
man [2] ou [BT]). Notons, entre autres, I'inégalité

’ 12 12
flu ”[_,P < Cllullwar |lullLg Yue WZ,r(I)

1 1/1 1
ou p est la moyenne harmonique de g et r, ie. — = 5(— + —)-
p q T

2) Opérateur de Hilbert-Schmidt

Soit I un intervalle borné. On montre que I'opérateur f > u qui a fe L%(I) associe
I'unique solution du probléme

{— (pw)y +qu=f surl
u@©) =u(l)=0
(avec p=2a >0et g > 0)

est un opérateur de Hilbert-Schmidt de L2(I) dans L?(I); voir [EX].

3) Propriétés spectrales
On connait de nombreuses propriétés spectrales de I'opérateur de Sturm-Liouville
Au = — (pu’) + qu avec condition de Dirichlet sur ]0, 1[. Entre autres on sait que :

A) chaque valeur propre est de multiplicité 1 : on dit aussi que chaque valeur propre
est simple,

H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 6
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B) si 'on range les valeurs propres (A,) dans un ordre croissant, alors la fonction
propre e,(x) associée & A, posséde exactement (n — 1) zéros sur ]O, 1[; en particulier la
premiére fonction propre e,(x) a un signe constant sur 10, 1[.

A
C) le quotient —; converge quand n — oo vers une limite > 0.
n

Sur ces questions on pourra consulter Weinberger [1], Protter-Weinberger [1],
Coddington-Levinson [1], Hartman [1] et Agmon [I[.



IX

ESPACES DE SOBOLEV

ET FORMULATION
VARIATIONNELLE DE PROBLEMES
AUX LIMITES ELLIPTIQUES

EN DIMENSION N

IX.1. Définition et propriétés élémentaires
des espaces de Sobolev W!:?(Q).

Soit © = RN un ouvert et soit pe R avec 1 < p < 0.

Définition. — L’espace de Sobolev W!?(Q) est défini par ()

394, 92, - - -» gn € LP(Q) tels que
Lp = p 0
W@ “EL(Q)J u—(P=—J g0 YoeCo(Q) Vi=12 ..., N
o 0x; Q
On pose [ H(@Q = W2(Q) |

Pour ue W!?(Q) on note

ou 5 ou Ou Ju
— =g, e Vu=|——> —]=gradu
0x; 0x; 0x, oxy
Lespace W!?(Q) est muni de la norme
N
ou
llullwie = llulle + =
v v i; 0%;|.p
N u p\1lp
ou parfois de la norme équivalente (Ilullip + Y o ) (sil<p< o)
i=1 if|Lp.

(!) Quand il n’y aura pas de confusion on écrira souvent W' au lieu de W'?(Q).
(?) Cette notation a bien un sens : g; est unique grice au lemme IV.2.
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L’espace H!(Q) est muni du produit scalaire

N
ou ov
U, )yt = (u, v)2 + z=z1 (a_x,’ G_)C‘.)Lz'

2
L2>

la norme associée
1/2
ou
Ox,

N

2
llullyr = (IluHLz + 2
i=1

est équivalente 4 la norme de W'?2

e Proposition IX.1. — L’espace W''? est un espace de Banach pour 1 < p < oo; W7 est
réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.
L’espace H! est un espace de Hilbert séparable.

DemonsTraTION. — Adapter la démonstration de la proposition VIILI (utiliser 'opérateur
Tu = [u, Vu]).

REMARQUE 1. — Dans la définition de W!'? on peut utiliser indifférement C!(Q) ou C2 ()
comme ensemble de fonctions test (pour le démontrer utiliser une suite régularisante (p,)).

ou
ReEMARQUE 2. — Il est clair que si ueC!(Q) n LP(Q) et si — e L?(Q) pour tout

L Ou .y .
i=1,2,...,N(ci ™ désigne la dérivée partielle de u au sens usuel), alors u e W!?(Q);
de plus les dérivées partielles au sens usuel coincident avec les dérivées partielles au sens W2
En particulier si Q est borné, alors C!(Q) = W!?(Q) pour tout | < p < oo. Inversement on
u

0x;

démontre que si ue W'(Q) n C(Q) avec 1 < p < oo et si e C(Q) pour tout

7

0
i=12..,N (a_u désigne ici la dérivée partielle au sens de W"”), alors u e C'(Q) (voir
[EX]).

1
loc

* REMARQUE 3. — Soitue L

ou (ou
. <6_ est un élément de '« énorme » espace des distributions 2'(Q) — espace qui
Xi X

1

contient en particulier L, (Q) ]. Utilisant le langage des distributions on peut dire que

(€ ; 1a théorie des distributions permet de donner un sens a

du
W!'P(Q) est I’ensemble des fonctions u e L?(Q) telles toutes les dérivées partielles —>
Xi
1 < i < N (au sens des dérivées-distributions) appartiennent a L?(Q).
Lorsque Q = RNet p = 2 on peut aussi définir les espaces de Sobolev par transformée
de Fourier; voir par exemple Lions-Magenes [1], Goulaouic [1] ou Malliavin [1]. Nous

n’envisagerons pas ce point de vue ici.

REMARQUE 4. — 1l convient de retenir les quelques faits suivants :

a) Soit (4,) une suite de W' telle que u, — u dans L? et (Vx,) converge vers une limite
dans (L?)N, alors u e W'? et ||u, — ullyt.p — 0. Lorsque 1 < p < oo il suffit de savoir que
u, — u dans L? et que (Vu,) reste borné dans (L?)N pour conclure que u e W'->,
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b) Etant donnée une fonction fdéfinie sur Q on désigne par f son prolongement par 0 en
dehors de Q, c’est-a-dire

- _f(x) si xeQ
f(x)_{o s xeRMQ.

Soient ue W?(Q) et ae CL(Q). Alors (!)

— 0
oaue WHPRYN et — () =a—+ —u
X
En effet soit ¢ € C}(RN); ona
— 0 0 0 Ju
j cxu—(P Jau—¢=fu[—(a¢)——¢]
gN  0x; qa Ox q Lox; Ox;
J(au 6<1> j<6u+6o¢>
= - — o+ u—@)= — o— +—ule.
o \0x; ¢ ax;(p gN\ 0x;  0Ox; ¢

La méme conclusion reste valable si, au lieu de supposer aeC!(Q) on prend
o e CH(RN) n L*(RN) avec Vae L*(RMN et Supp a = RMTI.

Voici un premier résultat de densité; on établira ultérieurement (corollaire IX.8) un
résultat plus précis moyennant des hypothéses supplémentaires sur Q.

o Théoréme IX.2 (Friedrichs). — Soitu c¢ W'?(Q) avec 1 < p < 0. Alors il existe une suite
(u,) de C2(RN) telle que

1) Uyg — U dans L7 (Q)

b)) Vu,, — Vu, dans  L?(@)N pour tout © c < Q.

(rappelons que la notation ® =< Q signifie que © est un ouvert tel que @ = Q et ® est
compact).
Dans la démonstration on utilisera le :

Lemme IX.1. — Soit pe L'(RN) et soit ve W''P(RN) avec 1 < p < 0. Alors

Lp /TN 0 ov .
p *kve WHP(RY) et — (p*kV)=p % — vi=1,2, ... N.
0x; ox;
DemonsTraTION DU LEMME IX.1. — Adapter la démonstration du lemme VIIL4.
DEMONSTRATION DU THEOREME I1X.2. — On note
50 = u(x) si xeQ
si xe RN,

et on pose v, = p, * u (ou p, est une suite régularisante). On sait (voir §1V.4) que
v, € C*(R") et v, » u dans LP(RM). Montrons que Vu,, — Vu, dans L?(w) pour tout
o c c Q. Etant donne ® < < Q on fixe une fonction o e C}(Q), 0 < o < 1, telle que a=1

(') Attention, en général u¢ W'?(RN) (pourquoi ?)
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sur un voisinage de o (une telle fonction existe ; voir par exemple [EX]). Notons que pour n
assez grand ona

A3) P, ¥ O =p, ki suro.
En effet,
Supp (p, * ou — p, % u) = Supp [p, * (I — 3)u]

- 1 -
< Supp p, + Supp(l — ®)u = B(0, -) + Supp(l — o) = o
n

pour n assez grand. D’ou (3).
D’aprés le lemme IX.1 et la remarque 4b on a

0 — du oa.
_(pn*’au)=pn* o—+—u
0x; X, )

et par conséquent

En particulier

et, grace a (3)

0 _ ou
—(p, ¥ yy > — dans LP(w)
0x; 0x;

Enfin on «tronque » la suite (v,) comme dans la démonstration du théoréme VIIL6. Plus
précisément on pose u, = {,v,('). On vérifie aisément que la suite (u,) a les propriétés
souhaitées c’est-a-dire u, e C*(RM), u, —» u dans LP(Q) et Vu, - Vu dans L?(@)N.

% REMARQUE 5. — On démontre (théoréme de Meyers-Serrin) que si u e W'P(Q) avec
1 < p < oo, alors il existe une suite (u,) telle que u, € C*(Q) N W'?(Q) et u, - u dans
W1P(Q); la démonstration de ce résultat est assez délicate (voir, par exemple, Adams [1]
ou Friedman [2]). En général si Q est un ouvert arbitraire et si u ¢ W!"?(Q) on ne peut pas
construire une suite (u,) dans C! (RM) telle que u, — u dans W!?(Q) (voir [EX]); comparer
le théoréme de Meyers-Serrin (valable pour un ouvert Q arbitraire) au corollaire IX.8 (qui
suppose Q régulier).

(') Dorénavant on désignera systématiquement par (,) une suite « tronquante », c’est-a-dire on
fixe une fonction { € Cg"(lRN) avec0 < (< let

si

_ {1
S = 0 i

et on pose {,(x) = C<i>’ n=12....
n

Vv A

R
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Voici une caractérisation simple des fonctions de W' :

Proposition IX.3. — Soit ueLP(Q) avec 1 < p < oo. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) ue W'?(Q).

(i) 1/ existe une constante C telle que

o9,
j u 2L Cloly  VoeCr®@, Vi=1,2 ... N.
q Ox

i

(iii) Il existe une constante C telle que pour tout ouvert ® — = Q et tout h € RN avec
Al < dist (0, () ona
lltwe — allipe)y < CIAL.

De plus, on peut prendre C = ||Vul||Lrq, dans (ii) et (iii).

% REMARQUE 6. — Lorsque p = 1 les implications suivantes restent valables :
(i) = (ii) <« (iii).

Les fonctions qui vérifient (ii) [ou (iii)] avec p = 1 sont les fonctions a variation bornée (en
langage de distributions, il s’agit des fonctions de L' dont toutes les dérivées premiéres au
sens des distributions sont des mesures bornées). Cet espace joue un réle plus important
que l'espace W!'!; on rencontre des fonctions & variation bornée (ou de méme nature) en
théorie des surfaces minima (voir, par exemple Giusti [1] et les travaux cités de De Giorgi,
Miranda etc.), dans des questions de plasticité (fonctions a déformation bornée, voir,
Temam-Strang [2] et le travail cité de Suquet), dans les équations quasilinéaires du premier
ordre qui admettent des solutions discontinues, ou ondes de choc (voir, par exemple,
Volpert [1]).

% REMARQUE 7. — Il résulte du théoréme I1V.25 et de la proposition IX.3 que si & désigne
la boule unite de W'?(Q) avec 1 < p < o (Q ouvert quelconque), alors &, est
relativement compact dans LP(@) pour tout ® < <Q. [On verra ultérieurement
(théoréeme IX.16) que si Q est borné et régulier, alors & est relativement compact dans
LP(€); cette conclusion peut tomber en défaut si Q n’est pas borné, ou bien si Q n’est pas
régulier]. Il s'en suit que si (,) est une suite bornée de W!'P(Q) avec 1 < p < 0 et Q
ouvert quelconque, on peut extraire une sous-suite (u,) telle que u, (x) converge p.p. sur Q
(voir [EX]).

DEMONSTRATION
(i) = (i) Evident
(ii) = (i) Procéder comme dans la démonstration de la proposition VIII.3.
() = (iii)
Commengons par supposer que u € CX(RN). Soit he RN et posons
v(t) = u(x + th), teR

Alors v'(t) = h.Vu(x + th) et donc
1 1
u(x + h) — u(x) = v(1) — v(0) = J v(t)dt = j h.Vu(x + th)dt.
0

0o
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Par suite
1
[tpu(x) — u(x)|” < lhl"j [Vu(x + th)|? dt
0
et
1
J [tyu(x) — u(x)|P dx < IhI"J dxj [Vu(x + th)? dt
® ® [ . .
R R e I
0 ® 0 ® + th

Fixant |h| < dist (o, {} Q), il existe un ouvert ® = < Q tel que ® + th = o pour tout
t € [0, 1] et donc

p
@ ltpt — ullLpe) < Ihl"J [Vul”.
Maintenant, pour ue W"?(Q) et p # oo il existe une suite (u,) dans CZ(RV) telle que
u, —» u dans L?(Q) et Vu, — Vu dans L?(0) Vo < < Q. On applique l'inégalité (4) a u, et a
la limite on obtient (iii). Lorsque p = oo, on applique ce qui précéde (pour p < o0) et
ensuite on fait tendre p vers linfini.

(i) = (ii)
Soit @ € CX(€); on considére un ouvert o tel que Supp ¢ = @ = < Q. Soit h e RN
avec |h| < dist (o, § €). Grice a (iii) ona

J (tu — wo| < Clhl o]l
Q

D’autre part, comme
J (u(x + h) — u(x)o(x) dx = J u(y)(e(y — h — e(y) dy,
Q Q

il vient

Y| < Cllollr -

—h -
j u(y)w(y ) — () d
Q I

Choisissant h = te;, t € R, et passant a la limite quand ¢ » 0 on obtient (ii).

* REMARQUE 8. — La proposition IX.3 ((i) = (iii)) montre que si u e W * (Q) et si Q est un
ouvert connexe, alors on a

©) lu(x) — u()| < ||Vull - distg(x,y) pp. x,yeQ

ou distq (x, y) désigne la distance géodésique de x a y dans Q; il s’en suit que u admet un
représentant continu qui vérifie (5) pour tout x, y € Q. On en déduit que si u € W!?(Q) avec
1 < p < oo et Q ouvert quelconque, et si Vu = 0 p.p. sur €, alors u est constante sur
chaque composante connexe de Q.

On notera enfin que si ue W2(Q) avec Q ouvert convexe, alors on a

lu(x) — u)| < IVulle=x =yl Vx,yeQ
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Proposition IX.4 (Dérivation d’'un produit). — Soient u, ve W'P(Q) nL*(Q) avec
1 < p < oo Alors uv e WHP(Q) n L*(Q) et

0 (@) Ou N ov 12 N

— ) =—v+u—> i=12 ... N

0x; ox; ox;
DEemonsTrATION. — On peut toujours se ramener au cas ol 1 < p < oo (voir la

démonstration du corollaire VIIL.9).
D’aprés le théoréme IX.2 il existe des suites (u,), (v,) dans CZ(RYN) telles que

u, - u, v, >V dans LP(Q) etp.p.surQ
Vu, - Vu, Vv, » Vv dans LP(o)N pourtout @ = c Q.

Reprenant la démonstration du théoréme IX.2 on voit aisément que 'on a de plus

Nuglle < llulle= et o)l < [foll=-

Par ailleurs ona

J o9 J <6u,, N v, ) Vo eCl@)
up,— = — | =—0v, + 1, — € .
Q n*n 6x', Q 6x" n n ax‘ ¢ (P (4

Passant a la limite, par convergence dominée, il vient
J ) J <6u N 60) Vo e Cl@)
uw— = — — v 4 u— € .
a O0x; q \0x; 0x; M MG

Proposition IX.5 (Dérivation d’'un produit de composition). — Soit G € C'(R) telle que
G0) =0 et |G(s)) <M VseR Soit uec W?(Q), alors

0 Ou
Gouec WP (Q) et — (Gou) = (G ou) —-

ox; 0x;
DeMonsTRATION. — On a |G(s)) < M|s| VseR et donc |G oul < MJu|; par suite

du
G ouel?(Q), et de méme (G’ ou)a—e L?(Q). Il reste a vérifier que
X

6) j(Gou)——= J(G’ou)—(p Vo e CH(Q).

Lorsque 1 < p < o0, on choisit une suite (u,) dans C*(RY) telle que u, — u dans L?(Q) et
p.p. sur Q, Vu, —» Vu dans LP(0)N Yo = < Q (théoréme IX.2). On a

J(G°u)—= j(G'W)—(P Vo e C;(Q).

0
Or G ou, » G ou dans L?(Q) et (G’ - (G ou) a—u~ dans L?(w) par convergence
X

i i

dominée. On en déduit (6).
Lorsque p = oo, on fixe un ouvert Q' tel que Supp ¢ = Q' << Q. Alors ue W?(Q)
Vp < oo et on déduit (6) de ce qui précéde.
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Proposition IX.6 (Formule de changement de variables). — Soient Q et Q' deux ouverts de RN et
soit H: Q' — Q une application bijective, x = H(y), telle que
He C'(Q), H 'e CY(Q), Jac H e L*(Q), JacH ' e L*()(").

Soit uc W''?(Q), alors uoH e W!''?(QY) et

0 ou 0H; .
5);("°H)(.V)=Zi:5;(ﬂ(}’))‘5g(}’) vi=1,2 ...N

DeMONSTRATION. — Lorsque 1 < p < oo on choisit une suite (4,) dans CX(RM) telle que
u, - u dans L?(Q) et Vu, — Vu dans L?(@)N Vo =< Q. Alors u, e H — u o H dans L?(Q)

et

du, J0H, ou 0H,

oH) — -5 |—ocH|— dans L?(0) Vo' ccQ.
Ox; oy; Ox; dy;

Etant donnée y e C}() on a

J . o H) oy d -[ 5 <6u,, H) oH, vd
u, o Hy—dy = — ° o .
[o7 0y, Y o 7 \0x; dy Y

j

A la limite on obtient le résultat désiré.
Lorsque p = oc, on procéde comme 4 la fin de la démonstration dc la proposition IX.5.

Les espaces W™?(Q).

Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < oo. On définit par récurrence

o
W"""(Q)={ueW’"_"”(Q); a—“ewm-'»v(g) Vi = 1,2,...,N}.

Il revient au méme d’introduire (?)
Voo avec |of < m 3g,eL?(Q) tel que

m.p — P
W@ = juelr@) j uD%p = (— 1>'“'J 89 VoeCr@ (
Q Q
On note D*u = g¢,.
L’espace W™?(Q) muni de la norme

llullwmp = 5 lIDullpp

O<jalsm

est un espace de Banach.

0H;
() Jac H désigne la matrice Jacobienne —; il sagit donc d’une fonction de L*(Q)N*N,
Vi
(?) Un multi-indice o est une suite o = (a,, a5, ..., o) avec o; > 0 entier; on pose

Sutt o ray

N
o = Y o et D= @.
i=1

~ qA; A
oxi' 0xyt ... ox N
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On pose H™(Q) = W™2(Q); H™(€) muni du produit scalaire

(u,)ym = Y (D", D)2

0<jal<m
est un espace de Hilbert.

% REMARQUE 9. — On démontre que si Q est « assez régulier » avec I' = 0Q borné, alors
la norme de W™?(Q) est équivalente a la norme

lulle + 3 ID%ullep.

o] =m

Plus précisément on montre que pour tout multi-indice « avec 0 < || < met toute > 0il
existe une constante C (dépendant de Q, g, o) telle que

ID*ully < € Y IIDPullp + Cllulle Yue W™?(Q)
1Bl=m
(voir Adams [1] ou [EX]).

IX.2. Opérateurs de prolongement

Il est souvent commode d’établir des propriétés des fonctions de W!?(Q) en
commengant par le cas ou Q = RN (voir par exemple les résultats du § IX.3). Il est donc
utile de savoir prolonger une fonction u € W'?(Q) en une fonction u € W'?(RN). Ceci n’est
pas toujours possible. Toutefois si l'ouvert Q est « régulier » on peut construire un tel
prolongement. Commengons par préciser la notion d’ouvert régulier.

Notations. — Etant donné x € RN on écrit
x=(,xy avec X eRNTL X = (x;, x5 ..., %Xn_p)

et on pose

On note

RY = {x = (¥, xp); xn > 0}
Q ={x=K,xy; Xl <1l et |xy <1}
Q,=Qn RI:

Qo ={x=(,xy); IX| <1 et xy=0}.

Définition. — On dit qu'un ouvert € est de classe C' si pour tout x e I' = 4Q il existe un
voisinage U de x dans RN et une application H : Q — U bijective telle que

HeC!(Q), H 'eC!(U), HQ,) =UnQ e HQ)=UnT.
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Théoréme IX.7. — On suppose que Q est de classe C' avec T borné (ou bien Q = IRT).
Alors il existe un opérateur de prolongement
P:W!r(Q) - WEPRN)
linéaire, tel que pour tout uc W'?(Q)
(i) Pujg = u
(i) |[PallLpeNy < Cllullieq
(@) [Pallwirey < Clallying,

ou C dépend seulement de Q.

Commengons par démontrer un lemme simple, mais fondamental, concernant le
prolongement par réflexion.

Lemme IX.2. — Etant donnée u ¢ W'*(Q.,) on définit sur Q la fonction u* prolongée par
réflexion, c’est-a-dire
u(x', xy) si xy >0

u*(x', xN) = {u( ,

X, — xy) si xy < 0.
Alors u* e W''P(Q) et

”"*”LP(Q) < 2||"||LP(Q,)» ||"||w‘-P(Q) < 2""”W'vP(Q,)~
DeMonsTrATION. — Vérifions que
ou* ou\* .
(7) —=|— pour I<i<N-1
0x; 0x;
ou* ou \U
(8) il o
XN Oxy
. [Ou * L. L Ju
ou | — |} désigne le prolongement par réflexion de —
i Xi

et ol P'on pose pour f définie sur Q.

P {0 T e
On utilisera la suite (n,) de fonctions de C*(R) définie par
n(t) = n(ke) teR, k=12 ...
ot n est une fonction fixée, n € C*(R) telle que
1

0 si t< -
n@ = 2

1 si t> 1.

Prouvons (7); soit @ e C/(Q). On a pour 1 <i <N -1

0 0
) j w00 j i
Q 0x Q. 0x;

ou Y, x0) = O, x) + B, — xp)
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La fonction  n’appartient pas en général & C!(Q, ) et elle ne peut pas étre utilisée comme
fonction test, mais par contre

M)W (X', xp) € Cl(Q.)

J 0 (v J ou
u— = — .
o L ox, U’ o, 0%, Vv

et donc

0 0
D’autre part a—(T],‘\[I) =N, 6w » et par conséquent
Xi

i

o ou
(10 un, —— = — | —— V.
Q. 0x; Q

Passant a la limite dans (10) quand k —» oo (par convergence dominée) on obtient

" J o j ou
( Q. ox, ” Q. 0x; v

Combinant (9) et (11) ona

j , 90 J ou J <6u>*
= | Zy=—| ()
Q axi Q. axi Q axi

Dot (7).
Prouvons (8); soit ¢ € C!(Q). On a
0 ¢
(12) -[ w % -[ u X
Q axN Q. aXN
ou

X(X’, xN) = (P(xl, XN) - (P(x', - xN)‘

On notera que x(x, 0) = 0, et donc il existe une constante M telle que [x(x', x5)| < M|xy|
sur Q. Comme ny € C!(Q,) ona

0 ou
(13) u—— (M) = — —— MiX-
Q. (3xN Q. 6xN
Mais
0 ax ,
(14) aw(mx) = M z— + kn'lkxpy)x.
XN Oxy

Montrons que

(15) j ukn'(kx)x — 0 quand Kk — oo.
Q.
En effet, on a
J ukn’ (kx| < kMCj Julxy dx < MCJ‘ |u| dx
Q 0-<\'N<k 0<\-N<k

avec C = Sup n'(1)]; d’ou (13).
re(0.1]
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On déduit alors de (13), (14) et (15) que

j oy J ou

u— = — — .
Q. Oxn Q. Oxn
Enfin on a

16) j ou j ( ou )'3
Q. Oxn Q \0xy

Combinant (12) et (16) on obtient (8).

La conclusion du lemme IX.2 reste valable si lon remplace Q, par RY
(démonstration inchangée) — ce qui établit le théoréme IX.7 pour Q = RY.

* REMARQUE 10. — Le lemme IX.2 permet de construire trés simplement des opérateurs
de prolongement pour certains ouverts qui ne sont pas de classe C!. Soit par exemple

Q={xeR?* 0<x; <1, 0<x,<l}

Soit u € WP(Q). Par quatre réflexions successives on obtient un prolongement u ¢ W'-?(})
de u dans

O={xeR? —1<x,<3 —-1<x,<3},

-
'
|
|
|
|

On fixe ensuite une fonction y e C}({) telle que ¥ = 1 sur Q. On désigne par Pu la
fonction Yu prolongée & R? par 0 en dehors de §. On montre aisément que Popérateur
P: WP(Q) —» W'P(R?) vérifie (i) (ii) et (iii).

Dans la suite nous utiliserons le :

Lemme IX.3 (Partition de l'unité). — Soient T un compact de RN et U, U,, ... U, des
k

ouverts tels que T < |J U,.
i=1
Alors il existe des fonctions 0,, 0,, 0,, ... 0, de C*(RN) telles que
k

i 0<6,<1 Vi=0,1,2 ... k et Y 0,=1 sur RN

i
i=0

i {Supp 0, est compact et Supp9, c U, Vi=1,2, ... k
W \supp 6, < R \T.

Lorsque Q est un ouvert borné et I' = 0Q, alors 9"'9 € C2 ().

DemonstraTION. — Voir [EX]. Ce lemme est classique; on trouvera des énoncés voisins
par exemple dans Agmon [1], Adams [1], Folland [1], L. Schwartz [1], Malliavin [1].



OPERATEURS DE PROLONGEMENT 161

DEMONSTRATION DU THEOREME IX.7. — On « rectifie » I par cartes locales et on introduit une
partition de I'unité (!). Plus précisément comme I est compact et de classe C! il existe des
k

ouverts (Uy), ¢;<, de RN tels que T' = |J U; et il existe des applications H,: Q - U,
i=1

bijectives telles que
H;eC'(Q, H'eC!(U), H(Q,)=U nQ et H(Qp)=U, nT.

On considére les fonctions 6,, 0,,...,0, introduites au lemme IX.3. Etant donné
ue Wh?(Q) on écrit

k
u =

k
Bu= >u, o u=0u
i=0

i=0

On prolonge maintenant chacune des fonctions u; a RN en distinguant u, et les (1), <; <
g i g 0 i1 <i<k

a) Prolongement de u,. — On définit le prolongement de u, & RN par

500 {uo(x) si xeQ
x) =
o 0 si xeRMQ.

k
Rappelons que 8, € C'(RN) n L*(R") et VO, € L*(RN) puisque VO, = — Y V6, est a
i=1

support compact et Supp 8, = RMI'. Il s’en suit (remarque 4b) que

= eWRRY e o — 4 ou . 80, _
u > — Uy = -— — Uu.
0 0x; 0 ®ox,  ox

Donc _
II“O”WLP(RN) < C”“"w'-n(m-

b) Prolongement de u;, 1 < i<k. On considére la restriction de u 4 U; nQ et on
« transporte » cette fonction sur Q. a laide de H;; plus précisément on pose
v;(y) = u(H;(y)) pour y € Q,. On sait (proposition IX.6) que v;e W!*?(Q,). On définit
ensuite sur Q le prolongement par réflexion de v; (lemme IX.2), soit v}; on sait que
v¥ e WH?(Q). On «retransporte » v} sur U; a laide de H; !, soit

wi(x) = v¥[H7'(x)] pour xeU,
On a alors w,e W?(U), w, = u sur U, n Q et

”W.’”whp(ui) < C”“”WLP(Uir\Q)'
Enfin, on pose pour x € RN

. {Gi(x) wi(x) si  xeU;
=1 s xeRNMU,

(*) Dans la suite on utilisera fiéquemment cette technique pour passer d’un résultat démontré sur
R, (ou Q,) a la méme conclusion sur Q ouvert régulier.
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de sorte que @; € W'?(RN) (remarque 4b), &, = u; sur Q et

ldllwtp@yy < Cllullwipw,~a)-

k
Conclusion. — L'opérateur Pu = u, + Y, i; posséde toutes les propriétés désirées.
i=1

e Corollaire 1X.8 (Densité). — On suppose Q de classe C'. Soit uec W"?(Q) avec
1 < p < co. Alors il existe une suite (u,) de CX(RY) telle que U0 — u dans W'?(Q).
Autrement dit, les restrictions a Q des fonctions de C?(RMN) forment un sous-espace dense de
wir(Q).

DEMoNsTRATION. — Supposons d’abord I' borné. Il existe alors un opérateur de
prolongement P (théoréme IX.7). La suite (*) {,(p, * Pu) converge vers Pu dans W!?(RN)
et donc répond a la question. Lorsque I' n’est pas borné, on commence par considérer la
suite {,u; étant donné € > 0 on fixe n, tel que |G, u ~ ullwi.» < & On peut alors construire
un prolongement v € W!?(RN) de €44 [puisque seule intervient Pintersection de I' avec une
grande boule]. On fabrique enfin we C2(RM) tel que ||w — vllwi.pgny < &

IX. 3. Inégalités de Sobolev

Au chapitre VIII on a vu que si Q est de dimension 1, alors W!?(Q) = L®(Q) avec
injection continue. En dimension N > 2 cette inclusion reste vraie seulement pour p > N;
lorsque p < N on peut construire des exemples de fonctions de W!? qui n’appartiennent
pas a L™ (voir remarque 17 et [EX]). Néanmoins un résultat important, di essentiellement
a Sobolev, affirme que si 1 < p < N alors W'?(Q) = L*"(Q) avec injection continue pour
un certain p* e ]p, + oo[.

Commengons par envisager le :

A. Cas ou Q = RN,

o Théoréme IX.9. — (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). — Soit 1 < p < N, alors

. 1
W!P(RN) « L7 (RY) ou p* est donné par  — =
p

N -
Z|~

et il existe une constante C = C(p, N) (%) telle que

17 llullps < ClIValle  Yue WHA(RM).

(*) (p,) suite régularisante et ((,) suite tronquante comme dans la démonstration du
théoreme IX.2.

5 N-=-1p , . .

(*) On peut prendre C(p, N) = N—, mais cette constante n’est pas optimale; la meilleure

constante est connue (et compliquée !), voir Th. Aubin [1], Talenti [1] et Lieb [1].
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ReEMARQUE 11. — La valeur de p* peut s’obtenir par un argument d’homogénéité trés simple
(retenir que les raisonnements par homogénéité donnent parfois des renseignements
intéressants moyennant peu d’efforts). En effet s’il existe des constantes Cet 1 < g <
verifiant

(18) lulle < CllVullLe  Vu e WHP(RN)

alors nécessairement g = p*. Pour le voir on choixit dans (18) u,(x) = u(Ax) (A > 0) au lieu de
u. Il vient

llulle < CX( B ")IIVuIILp YA > 0,
ce qui implique g = p*.
Dans la démonstration du théoréme IX.9 nous utiliserons le

Lemme IX.4. — Soient N = 2 et f,,f,, ... fue LN"(RN""). Pour xeRN et 1 <i <N
on pose

= N-1
X; =Xy, X5, ... Xi_q, Xjpq, .. XN ERYT,
Alors la fonction

S =fix)fo(x) - fu(xy), xeRN
appartient @ L'(RN) et
N

"f"L'(IRN) n Ifllin-1mn-) -

i=1
DEMONSTRATION . — Le cas N = 2 est trivial. Considérons le cas N = 3; ona
-[ () dxs = |f3(x,, X2)|j [f1(x2, X3)| [f2(xy, x3)| dx;
! " 12 1/2
< 100, xz)'(f [f1(x2, x3)|2 dx3> (j [f2(x1, )C3)|2 dx3>
R R
(par Cauchy-Schwarz). Appliquant a nouveau l'inégalit¢é de Cauchy-Schwarz ona

j Gl dx < (1f3 i@l f @yl fa ey

Le cas général s’obtient par récurrence; admettons le résultat pour N et démontrons le
pour (N + 1). On fixe xy,,; grace a linégalité de Holder ona

I/N
j|f(x )l dxy dx; ... dxy < ”fN+l”LN(IRN)I:'[|f1 S NN dxg de:|

o)

Appliquant I'hypothése de récurrence aux fonctions | f1|N', 2N, .. Y il vient

N
jlfllN |fN|N Xm . de l—[ “ﬁ”LN(RN—l)'



164 ESPACES DE SOBOLEV
D’ou
ﬁf () dx; ... dxy < ||fN+1||LN(RN) H ||f||LN(|RN ly-

On fait maintenant varier x , ; chacune des fonctions xns1 P Ifillingn 1y appartient &
LY(R), 1 < i < N. Par conséquent le produit H Il fillngN-—1) appartient & L*(R) (voir la

remarque 2 suivant I'inégalit¢ de Holder au chapltre IV) et

N+1

j|f(x)| dx; ... dxendxngy < JT Ifillivgn) -
i=1

DEMONSTRATION DU THEOREME I1X.9. — Commengons par le cas p = 1 avec u € C{(RN). Ona

* By + o0
[u(xy, x5, - .. xp)| = j —(t, X5, ... xp) dt| < j —(t, x5, ... xp)| dt
0x, e 0%,
et de méme pour 1 <i <N
+o déf
u(x)] < g(xl»xz, cee X b Xy, - X[ dE = filx).
Donc
N
e < T A&
i=1
On déduit du lemme IX.4 que
N N Nl ou %
NZT -
u(x dx < ; — .
j |u()| 1l |f||L.mN 0= o o
Par conséquent on a
N 1
au N
19 u
" v < T[]
Soit t = 1; on applique (19) & |ul'"'u au lieu de u. Il vient :
1
t N -1 27 N =1 -
(20) ull vy < 1:[ |ua x‘ g <t"“"u’(t—l)il=_ll axi|[ 1
- N . N-—-1
On choisit alors ¢t de telle sorte que =p'(t — 1), ce qui donne t = — p*
(t=1lcarl < p < N). N-1 N
On ‘obtient
1
N
Ou ||N
u
lutlr < ¢ TT 155
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Donc

[luller < ClIVullp» Vu e C}(RM).

Soit maintenant u € W'P(RY); on sait qu’il existe une suite (u,) € C! (RN) telle que u, — u
dans W!?(Q). On peut aussi supposer (en extrayant si besoin une sous-suite) que u, — u

p.p- On a pour tout n,

[lualler < ClIVu/le.
Il résulte du lemme de Fatou (!) que

uel? et que |lullp* < C||Vullp-

e Corollaire IX.10. — Soit 1 < p < N. Alors

WHP(RN) < LYRY) Vg elp, p*]
avec injection continue.
DemonsTrATION. — Etant donné p < g < p* on écrit

a 1 -a
—+—— avec 0<ac<l.
9 p p
On sait (voir remarque IV.2) que
a 1-a
llulla < llullee luller < llullee + llulloee

(d’aprés linégalité de Young). On conclut grice au théoréme IX.9 que

llulle < Cllullwrr  Yu e WHP(RN),

o Corollaire IX.11 (Le cas limite p = N). — Ona

WINRN < LYRY) Vg e[N, + oof

avec injection continue.

DEMoNsTRATION. — Supposons que u € C!(RN); appliquant (20) avec p = N ona
”u”'LIN/(N—l) < l||“||']__(/1nN/(N—n (IVullpn Ve 21

et grace a linégalité de Young on obtient

(21) [lullomvim-n < C(llull-vnen-n + || Vulles).

(*) On peut obtenir la méme conclusion en remarquant que la suite (u,) est de Cauchy dans L?",
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Dans (21) on choisit ¢t = N; il vient

llullis? vn < Clluflwin
et par linégalit¢ d’interpolation (remarque IV.2) ona

(22) llulles < CllullwiN

2

our tout N < g < .
p q N_1

Réitérant cet argument avec t = N + I, t = N + 2 etc... on aboutit a
(23) [lullig < Cllullwin  VYueCl, VN<g<

avec une constante C qui dépend de g et N(!). L'inégalité (23) se prolonge par densité a
WIN,

e Théoréme 1X.12 (Morrey). — Soit p > N, alors
(24) WEP(RY) « L*(RY)

avec injection continue.
De plus, pour tout uc W' ?(R™) ona

(25) lu(x) — )| < Clx = yI" |IVullp  pp. x, yeRM

N
avec o = 1 — — et C est une constante (qui dépend seulement de p et N).

REMARQUE 12. — L’inégalité (25) implique lexistence d’une fonction u € C(RN) telle que
u = up.p. sur RN. [En effet, soit A = RN un ensemble négligeable tel que (25) a lieu pour
x,y € RMA; comme RMA est dense dans RN, ugn 4 admet un (unique) prolongement
continu 4 RN]. Autrement dit toute fonction ue W'?, p > N, admet un représentant
continu. Dans la suite nous remplacerons systématiquement u par son représentant continu
quand cela sera utile.

DEMONSTRATION. — On commence par établir (25) pour u € C!(RN). Soit Q un cube ouvert,
contenant 0, dont les cotés — de longueur r — sont paralléles aux axes de coordonnées.
Pour xe Q ona

1

u(x) — u(0) = j (%u(tx) de

0

et donc

ou
—— (tx)
X

de.

1 N
(26) lu(x) — u©) < | 3 Ixi

0 i=1

N 1
dterJ
i=1Jo

du (%)
— (tx
0x;

(*) et qui «explose » quand q - + oo.
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_ 1 _
Posons u = @ Ju(x) dx (u est la moyenne de u sur Q). Intégrant (26) sur Q on obtient

lu — u©0) < — j

(tx) de

M.

Or, d’apres I'inégalité de Holder, on a

dy
t_N.

u
a—x‘(Y)

1 N
dx = _IJ‘ dtJ‘ y
0 Qi=1

Xi

u ou [P\ ,
- d < t 1/p
1Q |0 (y)‘ g (L 0x; ) a
(puisque tQ = Q pour 0 <t < I).
On en déduit que
| LN rl=Nip
lu — u(0) < <=1 IVullLpgy r™? NP Jo t—th = W”V“”LP(Qy

Par translation cette inégalité reste vraie pour tout cube Q de c6té r dont les cotés sont
paralléles aux axes de coordonnées; d’ou

rl—N/P
1 = N/p

Par addition (et inégalité du triangle) on a

27) lu — u(x)| < IVulllpg ~— VxeQ.

I =N/p

28 < 2
(28) [u(x) — u(y)| < m

Pour deux points quelconques x, y de RN il existe un cube Qde coté r = 2|x — y|contenant x
et y. On en déduit (25) pour u e C(RN). Lorsque u € W'?(RN) on utilise une suite (u,) de
CL(RNM) telle que u, — u dans W'»(RN) et u, — u p.p.

Prouvons maintenant (24). Soient u € C!(R"), x e RN et Q un cube de coté r = 1
contenant x. D’aprées (27) on a

”V“"LP(Q) Vx,yeQ.

lu()| < lul + CllVullipg < Cllullwiog < Cllullwt.rgm,
ou C dépend seulement de p et N. Donc
lulloz @y < Cllullwiags, — Vue CHRY).
Lorsque u € W*»(R") on utilise une suite (u,) de C!(R") telle que u, — u dans W'-?(R") et
p.p.

REMARQUE 13. — On déduit de (24) que si ue W'?(RY) avec N < p < oo, alors

lim u(x) = 0.

x| -0

En effet il existe une suite (u,) dans C‘(IRN) telle que u, — udans W' -?(RN); d’aprés (24) u est
aussi limite uniforme sur RN des u,
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o Corollaire I1X.13. — Soient m > 1 un entier et 1 < p < . Ona
1 1
si LA} alors  W™P(R) = LYRM) oa- = - —
P N g » N
. 1 m N
si ;TN =0, alors w™P(RN) = LYRN) Vgelp, + oo,
1
si ST, alors  WmP(RN) € LRN),
p N

avec injections continues.

N
De plus, si m — — > 0 n’est pas entier, on pose
p

k=[ —E:'ete=[m—§]—k 0<06<1).
p p

On a, pour tout u e W™?(RN)

[ID%|[ x < C|lullwmp, Vo  avec lof <k (M)
et

ID*u(x) — D'u(y)| < Cllullyms |x — yI° pp. x, yeRN, Vo, |of =k
En particulier W™?(RN) = C*RM) (3).

DeMonsTRATION. — Tous ces résultats s’obtiennent par application réitérée du
théoréme IX.9, du corollaire IX.11 et du théoréme IX.12.

% REMARQUE 14. — Lecasp = 1 et m= N est assez particulier : on a WN! = L®. En effet,
soit ue C®; ona

U(Xy, Xgy - .. XN) = J J le o, ax2 o (ty, ty, ...t dty de, o dey
et donc
29 flullLc < flulwN!  VueC2.

Si u e WN-! on procéde par densité.

Considérons maintenant le :
B. Cas ou Q = RYN. — On suppose que Q est un ouvert de classe C! avec I" borné, ou bien
Q=RY.
o Corollaire 1X.14. — Soit 1 < p < 0. On a

1 1 1
; 1<p<N 1 WEe(Q) ¢ L' (Q) o — = - — —,
si P <N, alors Q) < ()oup* » N
si p=N, alors WhrQ < LYQ) Vgelp, + oof,
si p >N, alors WhP(Q) < L*(Q),

avec injections continues.

( ) D’ou il résulte que [D*u(x) — D*u(y)| < Cllullwm.plx — y| Vx, y € RN et Vo avec la) < k.
(?) Modulo le choix d’un représentant continu.
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De plus, si p > N on a pour tout ue W'-?(Q)
lu(x) — u@)| < Cllullwrolx —yI*  pp.x,yeQ

N _
avec o = 1 — — et C dépend seulement de Q, p et N. En particulier W'*(Q) = C(Q)(*).
p

DEeMonsTRATION. — On introduit Popérateur de prolongement
P: W'P(Q) » WIP(RY)

(voir théoréeme IX.7); on applique ensuite le théoréme IX.9, le corollaire IX.11 et le
théoréme I1X.12.

e Corollaire IX.15. — La conclusion du corollaire IX.13 reste vraie si I'on remplace RN par
Q.

DEmONsTRATION. — Par application réitérée du corollaire IX.14 (3).

e Théoréme IX.16 (Rellich-Kondrachov). — On suppose Q borné de classe C'. On a

1 1 1
si p <N, alors Wi Q) « LUQ), Vgell,p*[od— =-— —,
p* p N
si p=N, alors Wir(Q) c LYQ), Vge[l, + «of,
si p >N, alors Wir(Q) < C(Q),

avec injections compactes (*).

DEmonsTRATION. — Le cas p > N résulte du corollaire IX.14 et du théoréme d’Ascoli. Le cas
p = N se raméne au cas p < N.

Supposonsdonc que p < N. On applique le corollaire IV.26 avec & étant la boule unité
de W1r(Q).
Vérification de (IV.23). — Comme 1 < g < p* on peut écrire

o
- ==+ —— avec O0<a<l

Soient ® c < Q, ue & et |h| < dist (w, (). Grice a I'inégalité d’interpolation (remarque
IV.2) ona

a l—a
ltwu — ulligw) < llTau — ull o llTntt — ullip*)-

(!) Modulo le choix d’un représentant continu.

, . . N .
(?) Précisons que si m — — > 0 n’est pas entier, alors
14

W™P(Q) =« CHQ) ou k= [m — ;]
et C(Q) = {u e C*(Q); D*u admet un prolongement continu sur Q pour tout « avec |o| < k}.

(®) On pourrait aussi appliquer directement le corollaire 1X.13, mais ceci nécessiterait une
hypothése supplémentaire : il faudrait que Q soit de classe C™ pour construire un opérateur de
prolongement P : W™?(Q) - W™?(RN),

(*) En particulier W!?(Q) = L?(Q) avec injection compacte pour tout p.
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Or d’aprés la proposition IX.3 on a ||t,u — ull 1, < Al l|Vull 1 q) Par conséquent

e — ulliaw) < (AHIVullLi@) @llullrg)' ™ < ClAI*

(appliquer I'inégalité de Holder et le corollaire I1X.14). On conclut que ||t,u — ull g, < €
pour |h| assez petit.

Vérification de (IV.24). — Soit ue & ; d’aprés l'inégalité de Holder on a
1-4 1-4
Hulllgaw < Ml Qo] 7 < Qe 7 <e
pour ® convenablement choisi (!).
ReEMARQUE 15. — Le théoréme IX.16 est & « peu prés » optimal au sens suivant :

(i) Si Q n’est pas borné, injection W!?(Q) = L?(Q) n’est pas compacte en général (3).

(i) L’injection W?(Q) c LP"(Q) n’est jamais compacte méme si Q est borné et
régulier (voir [EX]).

% REMARQUE 16. — Soit ©Q un ouvert borné de classe C!. Alors la norme
llulll = [Vulle + llullig

est équivalente 3 la norme de W!'? pourvu que

1 <g<p* si 1<p<N
1<g< oo si p=N
1<g< oo si p >N
(voir [BT]).
* REMARQUE 17 (cas limite p= N). — Soient Q un ouvert borné de classe C' et

ue W'NQ). Alors en général u ¢ L*(Q). Par exemple si
Q={xeRN; |x| <1/2}

1\* 1 .
la fonction u(x) = (log m) avec0 <a < 1 — N appartient 4 W'N(Q) (voir [EX]), mais

elle n’est pas bornée a cause de la singularité en x = 0. Néanmoins on a l'inégalité de
Trudinger :

J NN D g Yue W'NQ)
Q
(voir Adams [1], et Gilbarg-Trudinger [1]).

(!) Par exemple @ = {x € Q; dist (x,I') > 8} et 8 > 0 assez petit (appliquer le théoréme de
convergence monotone ou de convergence dominée).
(?)) Méme pour certains ouverts de mesure finie & frontiére réguliére (voir Adams [1] p. 167).
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IX.4. L’espace Wi?(Q)

Défmition. — Soit 1 < p < oo; WiP(Q) désigne la fermeture de C!(Q) dans W!?(Q).
On note

Ho(@) = Wo2( @) ().

L’espace WP muni de la norme induite par W'? est un espace de Banach séparable ; il est
réflexif si 1 < p < co. H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

% RemArQUE 18. — Comme C!(RN) est dense dans W!?(RN), on a
WiP(RN) = WHP(RY),

Par contre si Q c RN, alors en général WiP(Q) # W'P(Q). Toutefois si RMQ est
« suffisamment maigre » et p < N,ona W{?(Q) = W'?(Q). Par exemple si Q@ = RM{0} et
N > 2 on montre que H)(Q) = H'(Q) (voir [EX]).

RemMARQUE 19. — On vérifie aisément — a l'aide d’une suite régularisante (p,) — que C* ()
est dense dans Wy'?(Q). Autrement dit on peut utiliser indifférement C* (Q) au lieu de Cl(Q
dans la définition de W)-7(Q).

Les fonctions de W} 7 (Q) sont « en gros » les fonctions de W':?(Q) qui « s’annulent sur
I = 0Q». 11 est délicat de donner un sens précis a cette assertion puisqu’une fonction
ue W'?(Q) est seulement définie p.p. (or I est négligeable !) et u n’a pas de représentant
continu (2). Toutefois les caractérisations suivantes suggérent que I'on a « affaire » & des
fonctions « nulles sur I' ». Commengons par le

Lemme IX.5. — Soit ue W''?(Q), 1 < p < o0, avec Supp u compact inclus dans Q, alors
ue Wir(Q).

DemonsTRATION. — On fixe un ouvert o tel que Supp u = @ < = Q et on choisit o € C! (w)
tel que o = 1 sur Supp u; donc ou = u. D’autre part (théoréme IX.2) il existe une suite (u,)
dans C2(RY) telle que u, — u dans LP(Q) et Vu, —» Vu dans L?(w)". Par conséquent
ou, - ou dans W'P(Q) et aue WhP(Q). 1l en résulte que u e W5?(Q).

Théoréme IX.17. — On suppose Q de classe C'. Soit
ueW Q) nCEQ)  avec 1<p< ()

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i u=0 sur r
(i) we WHP(Q).

() Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguités on écrira Wi?, H} au lieu de Wi?(Q), H}(Q).

(*) Néanmoins si u € W'?(Q) un peut donner un sens a ur (lorsque Q est régulier) et montrer que
€ LP(I); il faut pour cela faire appel a la théorie des traces (voir les commentaires sur ce chapitre).

(®) Sip > N, alors u e W'?(Q) = u e C(Q) (voir corollaire IX.14).
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DEMONSTRATION. — (i) = (ii). Supposons d’abord Supp u borné. On fixe une fonction
G e C!(R) telle que

0
GOl <|t] VieR et G = { .
t osio|t

1
Alors u, = — G(nu) appartient 4 W!'? (proposition IX.5). On vérifie aisément (a I'aide du
n

théoréme de convergence dominée) que u, — u dans W!». D’autre part
1
Supp u, € {x€Q; |u(x) = -
n

et donc Supp u, est un compact contenu dans Q. D’aprés le lemme IX.5, u, € W} ? et par suite
ue WP Dans le cas général ot Supp u n’est pas borné on considére la suite {,u des
« tronquées » de u, (§, comme dans la démonstration du théoréme IX.2). D’aprés ce qui
précéde {,u e WP et d’autre part {,u — u dans W!?; d’ott u e W}'2.

(i) = (i). Par cartes locales on se raméne au probléme suivant. Soit

ue Wi(Q,) n C(Q,); montrer que u = 0 sur Q,.
Soit (u,) une suite de C!(Q.,) telle que u, — u dans W"?(Q,).
On a, pour (X', xy) €Q,

N| Ju

= (x', 1) dt

6xN

X,
[ (X", XN)| < f
0

et donc pour 0 < ¢ < |

1 € €
- f f (¥, )X ey < f f
€ Jivi<1 Jo <1 Jo

A la limite quand n — oo (¢ > 0 fixé) on obtient

l € €
—f [ux’, xn)ldx"dxy < J J
€ Jixi<1Jo xl<1 Jo

Enfin quand € — 0 il vient

O (¢, 1)

dx' dt.
Oxy X

dx’ dt.

ou
axN
J ju(x’, 0)]dx" = 0

Ix]<1

0
(puisque ue C(Q,) et gieL’(Q+)). Donc u = 0 sur Q,,.
XN

REMARQUE 20. — Dans la démonstration de (i) = (ii) on n’a pas utilisé la régularité de Q.
Par contre la réciproque (ii) = (i) exige une hypothése de régularité sur Q (considérer par
exemple Q = RM{0} avec N > 2 et p < N; voir [EX]).

Voici une autre caractérisation de W}-7:

Proposition IX.18. — On suppose Q de classe C'. Soit ue L?(Q) avec 1 < p < oo.
Les propriétés suivantes sont équivalentes

() uweWi?(Q).
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(ii) 1l existe une constante C telle que

u o0
o Ox;

< Cllolly VoeCHRYN, Vi=12...N.

. = u(x) xeQ
(ili) La fonction u(x) = 0 xeRMQ
ou  ou
appartient a W' ?(R™) et dans ce cas m_,
ox; Ox;

DEMONSTRATION. — (i) = (ii). Soit (u,) une suite de C: (Q) telle que u, — u dans W!-». Pour

@eC!/(RM) ona
2| | [ 2
Q "6x,~ B ani(p

A la limite, on obtient (ii).
(ii) = (iii). Soit @ € Ccl (RN); ona

phid | L
RN O0X; q 0x;

Donc u € W!-?(R) (d’aprés la proposition IX.3).
(i) = (i). On peut toujours supposer que Q est borné (sinon on considére les tronquées

C,u de u). Par cartes locales et partition de I’'unité on se raméne au probléme suivant : Soit
ue L?(Q,); on suppose que la fonction

;(x) _ {u(x) xeQ, x>0

0 xeQ, xy<0

< IVuulipe ey -

< ClloliLrg) < Cliolirgy -

appartient a W'?(Q); montrer que
aweWyP(Q,)  Vae CHQ).

Soit (p,) une suite régularisante telle que

1 1
Supp p, < {xeRN;% < Xn <;};

on peut choisir par exemple
1
pa(x) = nNp(nx) et Suppp < {xeRN;E < xy < 1}.

Alors p, * (a;) — oudans W' (RM) (noter que o prolongé par 0 en dehors de Q appartient
a W P(RN)). D’autre part

Supp (p, % au) < Supp p, + Supp (o) < Q,
pour n assez grand. Par suite

p, % () e C1(Q,) etdonc ome WHP(Q,).

REMARQUE 21. — La démonstration du corollaire IX.14 fait appel & un opérateur de
prolongement et de ce fait on a di supposer Q régulier. Si 'on remplace W!?(Q) par
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W{-2(Q) on dispose du prolongement canonique par 0 en dehors de Q, qui est valable pour
un ouvert quelconque (noter que, dans la démonstration de la proposition IX.18,
Iimplication (i) => (iii) n’utilise aucune hypothése de régularité¢ sur Q). Il en résulte en
particulier que le corollaire IX.14 est vrai pour W ?(Q) avec Q ouvert quelconque; le
théoréme IX.16 est vrai pour W?(Q) avec Q ouvert borné quelconque. On déduit aussi du
théoreme IX.9 que si Q est un ouvert quelconque et 1 < p < N alors

(30) lluller < Clp, N) [IVully  Vue WoP(Q).

o Corollaire IX.19 (Inégalité de Poincaré). — On suppose que Q est un ouvert borné. Alors il
existe une constante C (dépendant de Q et p) telle que

lulle < CliValle  YueWgP( @ (1<p < ).

En particulier I'expression ||Vu|| p est une norme sur W}*(Q) qui est équivalente a la norme
llullwi.p; sur H3(Q) Lexpression | Vu Vv est un produit scalaive qui induit la norme ||Vul|; 2

équivalente a la norme ||ul|,y1.

REMARQUE 22. — L’inégalité de Poincaré reste valable si Q est de mesure finie, ou bien si Q est
borné dans une seule direction (voir [EX]).

REMARQUE 23. — Pour m entier > 1 et | < p < oo on définit Wi'?(Q) comme étant la
fermeture de CI'(Q) dans W™?(Q). « En gros » une fonction u appartient &8 W§-?(Q) si
ue W™?(Q) et si D*u = 0 sur I pour tout multi-indice « tel que || < m — 1. Il convient de
bien distinguer Wg"? et (W™? n W}P) pour m > 2.

L’espace dual de W

Notation. — On désigne par W ~1#(Q) Pespace dual de Wl?(Q),1 < p < et par H"1(Q)
le dual de H}(Q).
On identifie L*(Q) et son dual, mais on n’identifie pas H; (Q) et son dual. On a le schéma

HY(Q) < L%Q) c H '(Q)

avec injections continues et denses.
Si Q est borné ona

. 2N
Wir(Q) c L2(Q) <« WP (Q si <p< o
0”& () o) N32SP
avec injections continues et denses.
Si Q n’est pas borné ona
Ly . 2N
WoP (@ c LX(Q) c WP(Q)  si <p<?2
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On peut caractériser les éléments de W% par la
Proposition 1X.20. — Soit F € W~ 17 (Q), alors il existe f,, f,, ... fu€ L7 (Q) telles que

N v
F,v) = Jfov + Y ﬁ—ax Ve Wi
i=1 i

et

Max |[fllr = [IF]l.

0<igN

Si Q est borné, on peut prendre f, = 0.

DemonsTraTION. — Adapter la démonstration de la proposition VIII.13.

[X.5. Formulation variationnelle
de quelques problémes aux limites elliptiques

Nous allons maintenant aborder la résolution de quelques équations aux dérivées
partielles (') elliptiques du second ordre.

Exemple 1 (Probléme de Dirichlet homogéne). Soit Q = RN un ouvert borné; on cherche une
fonction u : Q — R vérifiant

G31) {—Au+u=f sur Q

u=0 sur T =0Q

ou

2

2
1 Ox

D

1N

Au =

™Mz

= Laplacien de u,

et f est une fonction donnée sur Q. La condition aux limites u = 0 sur I" s’appelle la
condition de Dirichlet (homogéne).

Définitions. — Une solution classique de (31) est une fonction u € C*(Q) vérifiant (31). Une
solution faible de (31) est une fonction u e H)(Q) vérifiant

(32) J VuVo + J un = va Vv e HY(Q).
Q Q Q

Mettons en ceuvre le programme décrit au Chapitre VIII

Etape A. Toute solution classique est une solution faible. — En effet ue H'(Q) n C(Q) et
donc u € HY(Q) grace au théoréme IX.17 (voir aussi remarque 20). D’autre part si v € C}(Q)

(!) En abréviation EDP (= PDE en anglais).



176 ESPACES DE SOBOLEV

~[Vqu+‘[uv=J‘fv
Q Q Q

et par densité cette égalité reste vraie pour v € H3(Q).

ona

Etape B. Existence et unicité de la solution faible.

e Théoréme IX.21 (Dirichlet, Riemann, Hilbert). — Pour tout f € L2(Q) il existe u € H3(Q)
unique solution faible de (31). De plus u s’obtient par

) 1
Min {— j (Vv]2 4+ v?) — J fv}'
veri@ (2 Jo Q

C’est le principe de Dirichlet.

DEmoNsTRATION. — Appliquer le théoréme de Lax-Milgram (ou simplement le théoréme de
représentation de Riesz-Fréchet) dans I'espace de Hilbert H = H3(Q) avec la forme
bilinéaire

a(u,v) = -[ (Vu.Vov + uv)
Q
et la forme bilinéaire ¢ : v +—> '[ fo.
Q

Etape C. Régularité de la solution faible. — Cette question est délicate ; nous 'aborderons
au §IX.6.

Etape D. Retour 2 une solution classique. — Admettons que la solution faible u € H3(Q) de
(31) appartienne a C%(Q) et supposons Q de classe C!. Alors u = 0 sur I" (d’aprés le
théoréme I1X.17). D’autre part ona

J(— Au+u)v=ffv Vv e CH(Q)
Q Q

et donc — Au + u = f p.p. sur Q puisque C!(Q) est dense dans L%(Q). En fait, on a
— Au + u = f partout sur Q car u e C*(Q); donc u est une solution classique.

Décrivons maintenant quelques autres exemples. Insistons sur le fait qu’il est
absolument fondamental de bien préciser I'espace fonctionnel dans lequel on cherche la
solution faible.

Exemple 2 (Probléme de Dirichlet non homogéne). Soit Q = RN un ouvert borné. On
cherche une fonction u: Q — R vérifiant

(33) {—Au+u=f sur Q

u=g sur I
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ou f est donnée sur Q et g est donnée sur TI. _
On suppose qu’il existe une fonction g e H (Q) n C(Q) telle que g = g sur I' () et on
introduit I’ensemble

= {veH!(Q); v — g e H{(Q)}.

Il résulte du théoréme IX.17 que K est indépendant du choix de g (et dépend seulement de
g); K est un convexe fermé non vide de H'(Q).

Défmitions. Une solution classique de (33) est une fonction u € C*(Q) vérifiant (33). Une
solution faible de (33) est une fonction u € K vérifiant :

(34) J (Vu.Vo + up) = J S VYoe Hy(Q)
Q Q
I1 est clair que toute solution classique est solution faible.

e Proposition 1X.22. — Pour tout fe L2(Q) il existe u € K unique solution faible de (33).

De plus u s’obtient par
!
Min <= | (W) +v})— | fo
vekK 2 Q Q

DeMonsTRATION. — Notons tout d’abord que u e K est solution faible de (33) si et
seulement si ona

(35) J Vu(Vv — Vu) + j u(v — u) = Jf(v — u) YveK.
Q Q Q
En effet, si u est solution faible de (33) il est clair que
JVu(Vv—Vu)+ju(v—u)=Jf(v—u) Vv e K.
Q Q Q

Inversement si u € K vérifie (35) on choisit v = u + w dans (35), avec w e H)(Q) et on
obtient (34). On applique alors le théoréme de Stampacchia (théoréme V.6) dans
H = HY(Q). L’é¢tude de la régularité et le retour a une solution classique seffectuent
comme a l'exemple 1.

Exemple 3 (Equation elliptique du 2¢ ordre). Soit Q = RN un ouvert borné. On se donne des
fonctions a;;(x) e C'(Q), 1 < i, j < N vérifiant la condition d’ellipticité :

N
(36) Y a;(08E > alE2 ¥xeQ, VEeRY, avec a>0.

i, j=1

On se donne aussi une fonction aq(x) € C(€). On cherche une fonction u : Q — R vérifiant

g 0 < 6u> . s Q
—_— ——— a,.—— =
(37 Voo \ay,) T sur

u=0 sur T

(') Cette hypothese est par exemple vérifiée si Q est de classe C! et si g e C'(I). Si Q est assez
régulier il n’est pas nécessaire de supposer geC(ﬁ) Apph?uant la theorle des traces (voir les
commentaires sur ce chapitre), il suffit de savoir que ge H'(Q)ie. ge H2(T).
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Une solution classique de (37) est une fonction u € C*(Q) vérifiant (37). Une solution faible
de (37) est une fonction u e H{(Q) vérifiant

du Ov
(38) Q ,Z, T ox; 8x

J aguv = J fv VYoeHLQ).

Q Q

I1 est clair que toute solution classique est solution faible. D’autre part si ay(x) = 0 sur Q
alors pour tout feL? il existe u e H) unique solution faible; en effet on applique le
théoréme de Lax-Milgram dans 'espace H = H) avec la forme bilinéaire continue

ou 0
aw,v)= | Ya v J aguv.
Q

Qi Yoy 0x

On notera que la coercivité de a ( , ) résulte de I’'hypothése d’ellipticité et de I'inégalité de
Poincaré. Si de plus la matrice (a;;) est symétrique, alors la forme a( , ) est symétrique et u

s’obtient par
1 ov Ov
Min <~ a,~-——+av2>—J v}
veH) {2 L(,ZJ: 7 ox, 0x; 0 Qf

Considérons maintenant le probléme plus général : trouver une fonction u: Q — R
vérifiant

-

_z;

<x, >+Za +agu=f sur Q
(39) " ox

u=0 sur T

ol les a;(x) sont des fonctions données dans C(Q). Une solution faible de (39) est une
fonction u e HY(Q) telle que

du 00
40
(40) Q,z;’ G g ox; 0x

ou [
Ya—v+ | auv = | fo VYveH)Q).
a7 0x; Q

JQ

11 convient alors d’introduire dans H(Q) la forme bilinéaire continue

41) aw,v)= | Y a ou (?v Z a J aguv.
Qi Q

Qi,j ”0 0x J

En général cette forme n’est pas symétrique ('); dans certains cas elle est coercive : on
prouve alors I'existence et 'unicité d’une solution faible via le théoréme de Lax-Milgram.
Dans tous les cas on a le

Théoréme I1X.23. — Si f = 0, alors lensemble des solutions u € H}(QY) de (40) est un espace
vectoriel de dimension finie, notée d. De plus, il existe un sous-espace vectoriel F = L?(Q) de
dimension d tel que

[(40) posséde une solution] < [J fr=0 VveF] (.
Q

(') En dimension N on ne connait pas d’artifice permettant, comme en dimension 1, de se
ramener au cas symétrique.
(%) Autrement dit [(40) posséde une solution] <> [f vérifie d conditions d’orthogonalité].
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REMARQUE I1X.24. — Supposons que I’équation homogéene associée a (40), c’est-a-dire avec
f =0, admette u = 0 comme unique solution. Alors pour tout feL?, il existe ue H}
unique solution de (40) (*). En particulier si a, > 0sur Q on démontre — par une méthode
du type « principe du maximum » — que (f = 0) = (u = 0). On en déduit donc, sous la
seule hypothése a, > 0 sur €, que pour tout f e L? il existe u € H} unique solution de (40);
voir Gilbarg-Trudinger [1] et [EX].

DemonsTraTION. — On fixe A > 0 assez grand pour que la forme bilinéaire
a(u,v) + A J uv soit coercive sur H). Pour tout fe L? il existe alors u € H} unique tel que
Q .

a(u, ¢) + kj up = '[ fo VeeH).
Q Q

On note u = Tf; de sorte que T : L? — L? est un opérateur linéaire compact (comme Q est
borné, injection HS(Q) = L?(Q) est compacte ; voir le théoréme IX.16 et la remarque 21).
L’équation (40) équivaut a

42 u =T + ).

On introduit v = f + Au comme nouvelle inconnue et (42) devient

(43) v —ATv =f.

On applique alors I'Alternative de Fredholm.

Exemple 4 (Probléeme de Neumann h(_)_mogéne). — Soit Q c RN un ouvert borné de
classe C'. On cherche une fonction u: Q — R vérifiant

—Au+ u=f sur Q

44 d
“+4) —u= sur I

ou
ou f est donnée sur Q; n désigne la dérivée normale extérieure de u, c’est-a-dire
n

014 - -
— = Vu.n ou n est le vecteur unitaire de la normale extérieure a I'. L2 condition aux

on
limites — = 0 sur I' s’appelle la condition de Neumann (homogene).

Définitions. — Une solution classique de (44) est une fonction u € C2(Q) vérifiant (44). Une
solution faible de (44) est une fonction u e H'(Q) vérifiant

45) J Vu Vv + J up = va vYve H'(Q)
Q Q Q

Etape A. Toute solution classique est solution faible. — Rappelons tout d’abord que grice a
la formule de Green on a

9 _ _
46) J (Auyo = '[ M odo - j VuVo VueC:Q), VoeC'@)
Q ron Q

(") Noter le lien étroit qui lie Pexistence et Punicité des solutions d’une équation elliptique. Ce lien
remarquable est une conséquence de I’Alternative de Fredholm (théoréme V1.6).

H. Brezis. — Analyse Fonctionnelle 7
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ol do est la mesure superficielle sur I. Si u est solution classique de (44), alors u € H!(Q) et

P'on a
j Vu Vv + '[ uv ='[fv Vv e CH(Q).
Q Q Q

On en déduit par densité (corollaire IX.8) que

j Vqu+j uv=jfv Vv e HY(Q).
Q Q Q

Etape B. Existence et unicité de la solution faible.

o Proposition IX.24. — Pour tout fc L2(Q), il existe u € H' (Q) unique solution faible de (44).

De plus, u s’obtient par
. 1
Min [ _ V)2 + v? —J v}'
Min {2 L (W 4 = |

DemonsTraTION. — Appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans H = H'(Q).
Etape C. Régularité de la solution faible; voir § IX.6.

Etape D. Retour a une solution classique. — Si u € C2(Q) est une solution faible de (44), on a
grice a (46)

47) '[ (- Au+u)v+j@vdc=va Yve CH(Q).
Q ron Q =

Dans (47) on choisit d’abord ve C!(Q); il vient
—Au+u=f sur Q

On revient ensuite a (47) avec ve C'(Q); on obtient

Ju _
—vdo =0 VYveC'(Q),
ran

u
et par conséquent n =0 sur I'.
n

Exemple 5 (Domaines non bornés). — Dans le cas ot Q est un ouvert non borné de RN on
impose — en plus des conditions aux limites usuelles sur I' = 0Q — une condition aux
limites a linfini, par exemple u(x) 0. Celle-ci se «traduit » au niveau de la solu-

|x|—»x
tion faible (') par la condition u € H'. L’existence et I’unicité de la solution faible sont faciles

a démontrer.
Exemples : a) Q = RN; pour tout f e L2(RN) I’équation
—Au+u=f sur RN

(!) Bien entendu, il faut d’abord prouver que si u est une solution classique telle que u(x) — 0
quand |x| — oo, alors nécessairement u € H'!; voir un exemple dans [EX].
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admet une unique solution faible au sens suivant :
ue H'(RN) et J Vqu+J uv=j fo  VoeH'(RV).
RN RN RN

b) Q = RY: pour tout fe L?(RY) le probléme

—Au+u=f sur RY
u(x,0) =0 x eRN!

admet une unique solution faible au sens suivant :
ue HY(Q) et f Vqu+j uv=va Yve HY(Q).
Q Q Q
¢) Q = RY; pour tout fe L2(RY) le probléme

— Au + u=f sur R
u
— (x',0)=0 "e RN-!
e (x',0) x' €

admet une unique solution faible au sens suivant :

ueH'(Q) et JVqu+Juv=va VYoe HI(Q).
Q Q Q

IX.6. Régularité des solutions faibles

Définition. — On dit qu'un ouvert Q est de classe C™, m entier > 1, si pour tout x e I il
existe un voisinage U de x dans RN et une application H : Q — U bijective telle que

HeC"Q), H'eC"U), HEQ,)=UnQ HEQ)=UnT.

On dit que Q est de classe C® si Q est de classe C™ pour tout m.

Les principaux résultats de régularité sont les suivants :

o Théoréme IX.25 (Régularité pour le probléme de Dirichlet). — Soit Q un ouvert de classe
C? avec T borné [ou bien Q = RY]. Soit fe L*(Q) et soit ue HL(Q) vérifiant

(48) J VuVeo + '[ up = j fo Vo e HY(Q).
Q Q Q

Alors ue H*(Q) et ||ully: < C|If|l: o C est une constante qui dépend seulement de Q.
De plus, si Q est de classe C"*?% et si fe H"(Q), alors

ueH"2(Q)  avec llz]lym+2 < Cllflms

N _
en particulier si m > 3’ alors u e C*(Q).

Enfin si Q est de classe C* et si fe C*(Q), alors ue C*(Q).
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Théoréme IX.26 (Régularité pour le probléme de Neumann). — Avec les mémes hypothéses
qu’au théoréme 1X.25 on obtient les mémes conclusions pour la solution du probléme de
Neumann, c’est-a-dire pour uc H'(Q) tel que

(49) J VuVe + J up = Jf(p Vo e H' (Q).
Q Q Q

REMARQUE 25. — On obtient les mémes conclusions pour la solution du probléme de
Dirichlet (ou du probléme de Neumann) associ¢ 4 un opérateur elliptique du 2°¢ ordre
général cest-a-dire, si u e HA(Q) vérifie
du 0@
a;— — = Yo e HL(Q
Z, 3, 3%, Jﬂp ¢ € Hy(Q)
alors
feLl*(Q) et a;eC'(Q) () = ue HX(Q),
et pour m > 1,
feH™"(Q) et a;eC"*'(@Q)(") = ueH" 2(Q).
Nous démontrerons seulement le théoréme IX.25; la démonstration du théoréme IX.26 est
tout a fait analogue (voir [EX]). L’idée directrice de la démonstration est la suivante. On

établit d’abord le théoréme 1X.25 pour Q = RN et ensuite pour Q = RY. Dans l¢ cas d’un
ouvert Q général on procéde en deux étapes :

1) Régularité a Dintérieur, c’est-a-dire dans tout ouvert ® = = Q (on s’inspire du cas
Q =RN).

2) Régularité au voisinage du bord (on s’inspire — apres cartes locales — ducas Q = RY).
Nous recommandons au lecteur de bien assimiler les cas Q@ = RN et Q = R avant

d’aborder le cas général.
Le plan de ce paragraphe est le suivant :

A. CasQ = RN
B. CasQ = R\

C. Cas général :

C,. Estimations a l'intérieur.
C,. Estimations au voisinage du bord.

L’ingrédient essentiel de la démonstration est la méthode des translations () due a
L. Nirenberg.

A. Cas Q = RN,

Notation. — Etant donné he RN, h # 0 on pose

1 . u(x + h) — u(x
Du = —(tu —u), cest-d-dire (Du)(x) = M
|h| k]
(*) Lorsque Q n’est pas borné, il faut aussi supposer que
D%a; e L°(Q) Vo, |of <1 (resp. o < m + 1)

(%) Appelée aussi technique des quotients différentiels.
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Dans (48) on prend ¢ = D_,(D,u), ce qui est possible puisque ¢ € H! (R") (caru e H' (RN));
il vient

JIVDhuIZ + J|Dh“|2 = JfD—h(Dhu)’

et donc
2
(50) IDsullyr < /12 1D - p(Dpi)llc2-
D’autre part on a
(51 ID_polli 2@y < IVolli2gy,  Voe HE.
En effet rappelons (proposition 1X.3) que
ID_pll2e < IVoll2gy) Yo cc RN, Vh;

d’ou (51).
Combinant (50) et (51) on obtient

2
[IDsullyr < NS Nz IDpuelle
et donc

(52) 1Dyl < [1/112-

En particulier

D, <Iflle ¥i=12...N

L2

ou
0x;

ou

et donc Pl H! (grice a la proposition 1X.3); d’ot u € H.
Xj

Prouvons maintenant que fe H! = u e H3. On désigne par Du 'une quelconque des

du o gres . .
> 1 < j < N.On sait déja que Du e H'; il s’agit de montrer que Du € H2. Pour

dérivées

cela il suffit de vérifier que
(53) IV(Du)V(p + I(Du)(p = j(Df)(p Vo e H!

(on applique ensuite 1’étape précédente qui donne Due H?; d’ou ue H?). Soit donc
Qe Cf([RN). Dans (48) on peut remplacer @ par Dg; il vient

JVu V(D¢) + Jqu) = JfD(p
et donc
IV(Du) Vo + j(Du)tp = f(Df)qr
Ceci implique (53) puisque C*(R™) est dense dans H'(R™) (corollaire 1X.8).

Pour démontrer que fe H™ = u e H™* 2 il suffit de raisonner par récurrence sur m et
d’appliquer (53).
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B. Cas Q = RY.

On utilise encore des translations mais seulement dans les directions tangentielles,
C’est-a-dire on choisit h e RN~! x {0} : on dit que h est paralléle au bord et on notera h//T.
Il est essentiel d’observer que

ueHL(Q) =tueH{(Q) si h//T;
autrement dit H)(Q) est invariant par translations tangentielles. On choisit h//T et on
prend ¢ = D_,(D,u) dans (48); il vient

'[lV(D,,u)lz + j|D,,u|2 = jf D_,(Du)
Le.
(54) 1Dyl < lfll2 D, (Dy)ll2
On utilise maintenant le :
Lemme 1X.6. — On a

IDwlli2g) < IVVll2g  YveHY(Q), VA//T.

DeEMonsTRATION. — Commencer par supposer v € CC1 (RM) et suivre la démonstration de la
proposition IX.3 (noter que si h//T alors Q + th = Q pour 0 <t < 1); raisonner par
densité lorsque v e H!(Q).

Combinant (54) et le lemme IX.6 on obtient

(55) IDsullr < |Iflliz VA//T.
Soient | <j <K N, 1 <k < N1, h=|hleetpeCr().Ona

Jor(z)e = = Jeon(3)
Jee(i)

Passant la limite quand |h| — 0 il vient

et grice a (55) (1AM Nl 2 -

(56)

RL0)
< VI<Kj<N, VI<k<N-—L
f Yo an] < Wlkeliolhe j

Montrons enfin que 'on a

e
(57) I U=

N

< Clifllezlloll2 Vo e CZ ()
Pour cela, on revient a ’équation (48); elle implique I'inégalité

62 N-1 2(P
J“__(f < Z + |1 (f—we

aXN i=1
grace a (56). Combinant (56) et (57) on aboutit &

U 6x6

< Cliflle2lioli2

< Clifllllolle YoeCZ(Q), VI <j, k<N
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Par conséquent u € H?(Q) (noter qu’il existe f;, € L%(Q) tels que

(32
Ju ? =If,<kq> Yo e C2 (%),

0x; 0x,

grice au théoréme de Hahn-Banach et grice au théoréme de représentation de Riesz-
Fréchet).
Montrons enfin que fe H"(Q) = u e H™*?(Q). On désigne par Du I'une quelconque

du o .
des dérivées tangentielles Du = — | <j < N — |; on établit le lemme suivant et on

X
)
conclut ensuite par récurrence sur m ().

Lemme I1X.7. — Soit u e HX(Q) N H(Q) vérifiant (48). Alors Du e H(Q) et
(58) JV(D")WP + I(D"%P = f(DD¢ Vo € Hy(Q).

DemonsTRATION. — Le seul point délicat consiste & prouver que Du e HA(Q) [en effet on
choisit ¢ € C*(Q) et on remplace ¢ par Do dans (48); on en déduit (58) par densité]. Soit
h = |hle;, 1 <j <N — I; alors D,u e H§(Q) (puisque H{ est invariant par translations
tangentielles). D’aprés le lemme IX.6 on a

1Dyl < [lull2-

Donc il existe une suite h, — 0 telle que D, u — g faiblement dans H} (puisque H} est
un espace de Hilbert). A fortiori D/.,,“ — g faiblement dans L2. Pour ¢ € Cr(Q)ona

f(Dhu)tp = qu-h¢

et 4 la limite quand h, — 0 on obtient

o9
Jg(p = - ju— Vo e C2(Q).

0x;

Ju
Par conséquent — = g e H)(Q).
0x;

C. Cas général.
Démontrons que fe L2(Q) = u e H2(Q) (*). Pour simplifier, on suppose © borné; on
k
utilise une partition de I'unité et on écrit u = ), 6u comme dans la démonstration du
théoréme 1X.7. i=0
C,. Estimations a lintérieur.

1l s’agit de prouver que 8,u € H?(Q); comme Ogq € C°(Q), la fonction O,u prolongée
par 0 en dehors de Q appartient 3 H!(R") (voir remarque 4b). On vérifie aisément que 0,u
est solution faible sur RN de I'équation

— ABgu) + Bqu = 0,f — 2V0,.Vu — (ABg)u = g

(*) Pour estimer les dérivées normales, il faut encore une fois revenir a I'équation (48).
(2) Pour démontrer que f € H"(Q) = u € H™*2(Q) on raisonne par récurrence sur m comme dans
les cas A et B.
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avec g € L2(RN). On déduit du cas A que O,u € H2(RM) avec
18oully2 < CUIS N2 + llully) < Clifll2
puisque ||ully1 < [If]l.2 (gréce a (48)).

C,. Estimations au voisinage du bord.

11 s’agit de prouver que O,u € H2(Q) pour 1 < i < k. Rappelons que 8, e C2(U,) et que
Pon a une bijection H: Q — U, telle que

HeC}Q), J=H'eC¥U), HEQ,)=QnU, HEQ)=TnU,.

On écrit x = H(y) et y = H™!(x) = J(x).
On vérifie aisément que v = Qu € HY(Q n U,) et que v est solution faible sur Q N U,
de I’équation

— Av = 0,f — Bu — 2(VO)(Vu) — (AB)u = g
avec ge L2(Q n Uy et llgll 2 < CIf|l 2; plus précisément on a
(59) '[ Vo Vo dx = j godx VeeH3Q nU).
Qny QnU,
On transporte vy .y, Sur Q. ; on pose
w(y) =o(H(y) pour yeQ,

C’est-a-dire

w(Jx) = v(x) pour xeQ nU;.

Le lemme suivant — qui est fondamental — montre que I’équation (59) se transporte sur
Q. en une équation elliptique du 2¢ ordre (*).

Lemme IX.8. — Avec les notations ci-dessus, on a we H\(Q.) et

ow oy ~
(60) Z j a4 - ——dy= J gvdy VY eHy(Q.)
k=1 oy Oy Q.
oi g =(goH)JacH eL*Q,) et les fonctions a,cC'(Q,) vérifient la condition
Lellipticité (36).

DeMONSTRATION. — Soit € HY(Q,); on pose ¢(x) = y(Jx) pour xeQ n U, Alors
¢ eHYQ nU) et

v _ ow 6Jk 6(p a\p BJ,
ox; % 6yk 6x 6xj ; 6y, 6x
Donc
0J, 0), ow 0 0J, dJ, ow 0
'[ VvV(pdx=j —"—’—W—‘de=j Z_*_'_W_‘Vpacmdy
QnU Q AU, jikl axj axj Oy, 0y, Q. ikl axj axj Oy Oy,

(!) Plus généralement Cest la condition d’ellipticité qui reste stable par changement de variables.
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d’aprés les formules usuelles de changement de variables dans les intégrales. Par
conséquent il vient

ow 0\|J
(61) -[ Vo Ve = Z ay——dy
QAU Q, ki Oyx 0y,
avec
dJ, o)
u—Z—"—'IJ ac H|.

J

Notons que a,, € C'(Q.,) et que la condition dellipticité est satisfaite puisque pour tout
EeRNona

.. [?
& = alg)?

J

Z ay&i&, = [Jac HJ Z
Kl j

avec o > 0 car les matrices jacobiennes Jac H et JacJ ne sont pas singuliéres.
D’autre part on a

(62) -[ 9o dx = | (g9 o Hyy|Jac H| dy.
QnU, Q.

Combinant (59), (61) et (62) on obtient (60), ce qui achéve la démonstration du
Lemme IX.8.

Montrons maintenant que w e H*(Q,,) et que ||wlly2 < C||gll.2 (*); ceci impliquera,
par retour a Q n U;, que Bu appartient a H*(Q n U,) et donc en fait a H%(Q) avec
I8l < ClIfllc2-

Comme dans le cas B(Q = Rri) on utilise des translations tangentielles ; dans (60) on choisit
¥ = D_,(D,w) avec h//Q, et |h| assez petit pour que Y € HA(Q,) (?). On obtient alors

©3) y D( 6w>6(D> f‘D (Dyw)
a,— ) —(Dw) = _ .
&l h kl@yk 7, h +g W\Dpw
Or
(64) '[ gD _,(D,w) < [Igll2ID_y(Dyw)ll2 < [Iglle2llVD,w |l 2

+

(lemme 1X.6).
D’autre part, on écrit

ow
D <akl )(Y) = ayly + h)_“ D,w(y) + (Dhakl(y)) ( ),

Yk

et par conséquent on a

ow\ 0 2
(65) Z D\ ay=— | =— (D) = a||[VDw|| 2 — Cllw||y1||VD,w| 2.
Kl JQ, oy/ o

(*) Dans la suite on désigne par C diverses constantes qui dépendent seulement des a,.
(?) Rappelons que Suppw < {(x, x\); x| < 1—8et0 < xy <1 — 38} avec & > 0.
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Combinant (64) et (65) on obtient

(66) IVDuwlle2 < CllIwllat + llgll2) < Cligli2

(noter que grace a (60) et I'inégalité de Poincaré on a ||w]|y1 < C||§||L2).
On déduit de (66) — comme au cas B — que

[
Q. Oyx O

Pour conclure que we H2(Q.) (et ||wlly2 < C|lgll2) il reste a montrer que

(67)

< Cliglzlivlle YWeCl(Qs)  ¥(k D) # (N, N).

(68)

ow oV 5
<C AVl YV eCHQ.,).
_fo, OYn IYn llglic2llVlic veCl(Q.

A cet effet on revient a ’équation (C2) ol I’on remplace s par al V(Y eClQ,)) — cequi
NN

est possible puisque aNNeC‘(6+) et agy = o > 0. Il vient

aw o (1 g J ow 0 ( 1 )
a V| = V- Ay — — ,
I "N Gy dyn <aNN ) JaNN (k) #Z(:N.N) * 0y, ay, \ann v

C’est-a-dire
ow oy 1 (éa ow g
[ [
YN OVN ann \ Oyn / Oy AanN
ow [ ow 0
SN NN
whANN S Ve N0V S ann wpfinny J OV Oy \ann

Combinant (67) (!) et (69) on obtient
j w o
Q. 9¥n OyN

REMARQUE 26. — Soit Q un ouvert quelconque et soit u € H!(Q) tel que

(69)

< Cllwlhr + gl lVll2 Ve CHQ.);

doi (68).

J VuVe = jf(p Vo e C2 ().
Q Q

On suppose que fe H™(Q). Alors 6ue H"*%(Q) pour tout 6eCX(Q): on dit que
u e Hp! 2(Q) [pour le démontrer, il suffit de reprendre les estimations a priori du cas C, et
de raisonner par récurrence sur m]. En particulier si f e C*(f), alors u e C*(Q) (*).

La méme conclusion reste valable pour une solution trés faible c’est-a-dire une fonction
ueL?(Q) telle que

- j ulg = jﬁp Vo e C2(Q)
Q Q

(la démonstration est un peu plus délicate ; voir par exemple Agmon[1]). Insistons sur le

a
(*) On utilise (67) avec . Y au lieu de .
aNN
(*) Mais en général u ¢ C(Q) (méme si Q est de classe C*®) car la condition aux limites n’a pas été
prescrite.
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caractére local des théorémes de régularité. Soit fe L2(Q) et soit ue H}(Q) lunique
solution faible du probléme

jVuV(p+ J uQ =ij> Vo € HY(Q).
Q Q Q

Fixons o < c Q; alors u, dépend des valeurs de f sur Q tout entier — et pas seulement des
valeurs de f sur o (!). Par contre la régularité de u, dépend uniquement de la régularité de
fi03 par exemple fe C*(w) = u € C*(w), méme si f est trés irréguliére en dehors de ©. [On
dit que A est hypoelliptique].

REMARQUE 27. — Les résultats de régularité sont, d’'un certain point de vue, un peu

surprenants. En effet une hypothése faite sur Au, c’est-a-dire sur la somme des dérivées
o’u . . . . 0w

). —> entraine une conclusion de méme nature sur toutes les dérivées

i i

individuellement.

considérées
X; 0X;

IX.7. Principe du maximum

Le principe du maximum admet de nombreuses formulations; nous en présentons
quelques-unes.
Soit Q un ouvert quelconque de RV

o Théoréme IX.27 (Principe du maximum pour le probléme de Dirichlet). — Soient
fel?(©Q e ueH' Q) nCEOQO)
tels que

(70 j Vu Vo + j up = j fo Yo e HY(Q).
Q Q Q

Alors
Min {Inf u, Inff} < u(x) < Max {Sup u, Sup f}  pour xeQ.
r Q r Q

[Ici et dans toute la suite Sup = Sup ess et Inf = Inf ess].

DEmoNSTRATION. — On utilise la méthode des troncatures de Stampacchia. On fixe une
fonction G € C!(R) telle que

(i IGEI <M VseR
(i) G est strictement croissante sur ]0, + oo[,
(i) G(s)=0; Vs<O.

(') Parexemple sif = Osur Q, f # 0, et f = O sur @ on a néanmoins toujours u > 0 sur @ (voir le
principe du maximum fort dans les commentaires sur ce chapitre).

(3) Si Qest de classe C! on peut supprimer I’hypothése u € C(Q) en faisant appel 4 la théorie des
traces qui permet de donner un sens 4 - (voir les commentaires sur ce chapitre); de méme si ue H(Q)

on peut supprimer I'hypothése u € C(Q).
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On pose
K = Max {Sup u, Sup f} supposé¢ < + oo.
r Q

et v = G(u — K).
On distingue deux cas :
a) Cas |Q| < oo.

Alors ve H!(Q) (d’aprés la proposition IX.5 appliquée a la fonction
t — G(t — K) — G(— K)). D’autre part v € H}(Q) puisque v € C(Q) et v = O sur T, (voir
le théoréme IX.17). On reporte alors v dans (70) et on poursuit comme dans la
démonstration du théoréme VIIL.17.

b) Cas |Q = o

On a alors K > 0 (car f(x) < K p.p. sur Q et fe L2(Q) impliquent K > 0). On fixe
K' > K. Alors v = G(u — K')e H'(Q) (proposition IX.5 appliquée a la fonction
t — G(t — K)). De plus ve C(Q) et v = 0 sur T'; donc v € H}(Q). Reportant v dans (70)
ona

(71) J [Vu|’G’'(u — K') + j uGu — K') = J fG@u — K.
Q Q Q

D’autre part G(u — K') e L1(Q) puisque
0 < G(u — K) < MJu|(})

et, sur 'ensemble [u > K'] = {xeQ; u(x) > K'} ona

K’J |u|<ju2<w.
[u>K1] Q
On déduit alors de (71) que

j  — K)G@u — K) < J (f - K)Gu - K) < 0.
Q Q
Par suite u < K’ p.p. sur Qetdoncu < K p.p. sur Q (car K’ > K a été fixé arbitrairement).

e Corollaire 1X.28. — Soient fe L?(Q) et ue H'(Q) n C(Q) (?) vérifiant (70). Ona

(72) wW=0sur) et (f=0sur Q = (u=0 sur Q)
(73) llull =y < Max {|lullL=r)> [fllL=0}-

En particulier,

(74) Si f =0 sur Q alors |lull - < |[ull =)
(75) Si u=0 sur T alors |jull_~q, < |fllL~qy
REMARQUE 28. — Si Q est borné et si u est une solution classique de I'équation

(76) —Au+u=f sur Q

(1) Car Gu — K') — G(— K) < MJu| et G(— K') = 0 puisque — K’ < 0.
(?) L’hypothése u e C(Q)est inutile dans certains cas; voir la note au bas du théoréme 1X.27.
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on peut donner une autre démonstration du théoréme 1X.27. En effet soit x, € Q tel que
u(xo) = Max u;
Q

e Si x, eI, alors u(x,) < Sup u.
r
. ou .
e Si x,€Q, alors Vu(xy) = 0, 5—5("0) < 0 pour 1 <i <N et donc Au(xy) <O
X

D’ou, en utilisant I'équation (76) on a u(xy) = f(xo) + Au(xy) < f(xo).
Cette méthode a 'avantage de s’appliquer aux équations elliptiques générales du 2° ordre :

N
0
(1) _i.jglax,(”ax) Za—+u_f
On notera que si x, €, alors
N 62
Z a;j(xo) ——=—(Xo) <
i,j=1 ! 6 a f

en effet par changement de base en x, on peut se ramener au cas ou la matrice a;;(x,)est
diagonale en x,. La conclusion du théoréme IX.27 reste valable pour les solutions faibles
de (77), mais la démonstration est plus délicate; voir Gilbarg-Trudinger [1].

o Proposition 1X.29. — On suppose que les fonctions a;; e L*(Q) vérifient les conditions
dellipticité (36) et que a;,apeL® avec a, >0 sur Q. Soient feL?*(Q) et
ueH' (Q) N CQ) (") tels que

Ou 6(p
0 | Toayg J e f agup = J fo  VeeHYQ).
Qij Q Q
Alors
79) w=0surT) et (f=0sur Q) = (u=0 sur Q).

On suppose que a, = 0 et que Q est borné. Alors
(80) f=0sur Q) = (u>Infu sur Q)
r

(81) (f=0 sur Q) = (Inf u < u<Sup u sur Q).
r r

DiMonsTRATION. — On va démontrer ce résultat lorsque a; = 0,1 < i < N; le cas général est
plus délicat (voir Gilbarg-Trudinger [1], Theorem 8.1).
Pour établir (79) il revient au méme de montrer que

(79") uu<Osurl') et (f<OsurQ) = (u <O0surQ).

On choisit ¢ = G(u) dans (78) avec G comme dans la démonstration du théoréme 1X.27; on
obtient alors
u 0u

Za,, —G'(u) <0 etdonc J |Vu|>’G'(u) < O
Q

Qij J’

(!) L’hypothése u e C(Q) est inutile dans certains cas; voir la note au bas du théoréme IX.27.
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Posons H(t) = J [G'(s)]'* ds, de sorte que
V]

Hue HYQ) et [VH@)? = |[Vul*G'(u) = O.

I1 en résulte que H(u) = 0 sur Q(*) et donc u < 0 sur Q.
Prouvons maintenant (80) sous la forme suivante

(80" (f<0 sur Q = (u< Supu sur Q).

Posons K = Sup u; alors (u — K) vérifie (78) puisque a, = Oet (u — K) € H!(Q) puisque Q
r

est borné. Appliquant (79') on obtient u — K < 0 sur Q, c’est-a-dire (80"). Enfin (81) résulte
de (80) et (80').

Proposition IX.30 (Principe du maximum pour le probléme de Neumann). — Soient f € L2(Q)
et uec H'(Q) tels que

J VuV<p+'[ u(p=f fo Yo e H!(Q).
Q Q Q

Alors on a
Inf f<ulx)<Supf pp xeQ.
Q Q

DEMONSTRATION. — Analogue a la démonstration du théoreme IX.27.

IX.8. Fonctions propres et décomposition spectrale

Dans tout ce paragraphe on suppose que Q est un ouvert borné.

o Théoréme IX.31. — Il existe une base Hilbertienne (e,),, de L*(Q) et il existe une suite
(M)ns1 de véels avec N, > 0 et A, — o tels que

(82) e, € Hy(Q) n C*(Q),
(83) — Ae, = Ae, sur Q.
On dit que les (),) sont les valeurs propres de — A (avec condition de Dirichlet) et que les (e,)

sont les fonctions propres associées.

DemoNsTRATION. — Etant donné fe L%(Q) on note u = Tf Punique solution u € H}(Q) du
probléme

(84) j VuVe = jﬁp Yo € H{(Q).
Q Q

(*) Noter que sife Wy?(Q) avec | < p < oo et Vf = 0sur Q, alors f = 0 sur Q. En effet soit f le
prolongement par 0 de fen dehors de Q. Alorsf ewW! "(RN) et Vf = Vf = 0 (proposition IX.18). Par
conséquent f est constante sur RN (remarque 8) et comme f € LP(RN), f = 0.



COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE IX 193

On considére Popérateur T comme un opérateur de L2(Q) dans L2(Q). T est un opérateur
autoadjoint compact (reprendre la démonstration du théoréme VIII.20 et utiliser le fait que
Pinjection H§ < L? est compacte). D’autre part N(T) = {0} et (Tf, f) > 0 VfeL? Onen
déduit (grace au théoréme VI.11) que L? admet une base Hilbertienne (e,) constituée de
vecteurs propres de T associés a des valeurs propres p, avec u, > 0 et u, — 0. On a donc
e, e H) et

1
~[Ve,,V(p =—-[ e, VoeH).
Q Hn Jo

Autrement dit e, est une solution faible de (83) avec A, = p, . D’aprés les résultats de
régularité du § IX.6 (voir remarque 26) on sait que e, € H*(w) pour tout ® = = Q; par
suite e, e H*(w) pour tout  c < Q, ¢,e H%(w) pour tout © cc Q, etc. Donc

e, € [ H"(w) pour tout ® = = Qet par conséquent e, € C*(0) pour tout o = c Q; c’est-

mx1

a-dire e, e C*(Q).

e
REMARQUE 29. — Sous les hypothéses du théoréeme IX.31 la suite <—\/—_—> est une base
A,

e
Hilbertienne de H}(Q) pour le produit scalaire J Vu Vo [resp. la suite <—"—> est une
Q +1

n

base Hilbertienne de H)(Q) pour le produit scalaire J VuVo + J uv]. Il est clair, en effet,
Q

Q

€n

N

vectoriel engendré par les (e,) est dense dans Hg. Soit donc fe H tel que (f, e,)yy = 0 Vn et

que la suite < ) est orthonormée dans H} (utiliser 83)). Il reste & vérifier que I'espace

montrons que f = 0. D’aprés (83) on a A, '[e,, f = 0 Vn et par suite f = 0 (puisque (e,) est

une base Hilbertienne de L2).

REMARQUE 30. — Sous les hypothéses du théoréme I1X.31, on démontre que e, € L*(Q) (voir
[EX]). D’autre part si Q est de classe C®, alors e, e C®(Q); ceci résulte aisément du
théoréme 1X.25.

RemarQUE 31. — Soient a;; € L*(Q)des fonctions vérifiant la condition d’ellipticité (36) et
soit a, € L*(€). Alors il existe une base Hilbertienne (e,) de L*(Q) et il existe une suite (A,)
de réels avec A, » + oo tels que e, € HH(Q) et

Oe, 0@
i‘_n_+ n =)"n n v H(Q).
ngalaxi ox, L}‘%eq} jﬂe¢ ¢ e Ho(Q)

Commentaires sur le chapitre IX

Ce chapitre constitue une introduction a la théorie des espaces de Sobolev et a la
théorie des équations elliptiques. Le lecteur qui souhaite approfondir ce vaste sujet pourra
consulter une abondante bibliographie; citons entre autres, Agmon [1], Bers-John-
Schechter [1], Lions [1], Lions-Magenes [1], Friedman [2], Miranda [1], Folland [1],
Treves [4], Adams [1], Gilbarg-Trudinger [1], Stampacchia [1], Courant-Hilbert [1]
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(volume 2), Necas [1], Mizohata [1], Ladyzhenskaya-Uraltseva [1] Morrey [1], Protter-
Weinberger [1], Nirenberg [1]... et les références de ces textes.

1) Dans le chapitre IX nous avons souvent supposé Q de classe C', ce qui exclut par
exemple les domaines avec « coins ». Suivant les cas on peut affaiblir cette hypothése et la
remplacer par des conditions plus ou moins «exotiques » : Q est de classe C! par
morceaux, Q est lipschitzien, Q a la propriété du cone, Q a la propriété du segment etc.;
voir par exemple Adams [1], Agmon[1], Necas [1].

2) Le théoréme IX.7 (existence d’un opérateur de prolongement) s’étend aux espaces
W™P(Q) (Q de classe C™) moyennant une généralisation convenable de la technique de
prolongement par réflexion ; voir par exemple Adams [1], Necas [1], Lions-Magenes [1],
Lions [1], Friedman [1] et [EX].

3) Voici quelques inégalités trés utiles portant sur les normes de Sobolev.

o A) Inégalité de Poincaré-Wirtinger. — Soit Q un ouvert connexe de classe C' et soit
1 < p < oo. Alors il existe une constante C telle que

1
llu — allp < C||Vullp VYue W'P(Q) avec = —j u.
1 Jo
D’ou I'on déduit, grace a I'inégalité de Sobolev que si p < N,
lu — dllps < CliVully  Yue WH2(Q).

Voir, par exemple [EX].

e B) Inégalité de Hardy. — Soit Q un ouvert borné de classe C' et soit 1 < p < c0. On
pose d(x) = dist (x, I'). Alors il existe une constante C telle que

u
HEIIU < CliVull,  Vue WoP(Q).

Inversement,
<u e WhP(Q) et ge L"(Q)) = (ue WyP(Q)

Voir Lions-Magenes [1] et [EX] pour le cas p = 2.

e C) Inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg. — Citons quelques exemples
rencontrés fréquemment dans les applications. Pour le cas général voir Nirenberg [1] ou
Friedman [2] (certaines inégalités sont démontrées dans [EX]).

Soit Q = RN un ouvert borné régulier (pour fixer les idées).

0. Alors u e WH(Q)

1)
+ -}, et
r

Exemple 1. — Soit ue L?(Q) n W¥(Q)avecl < p < wetl <r

'QI'—‘/A

1
ou g est la moyenne harmonique de p et r, c’est-a-dire — = 2
q

12 12
IDullLe < Cllullwar [[ullLe



COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE IX 195

Cas particuliers : a) p = o et donc ¢ = 2r. Ona

12 12
[IDullp2r < Cllullwar|lul|Le.

Cette inégalité permet, entre autres, de montrer que W2" ~ L® est une algébre, c’est-a-dire
U ve W¥ NL® = upe W AnL®
[cette propriété reste vraie pour W™ ~ L® avec m entier > 2].
b)p=q=r On a
IDully < Cluliwo llullis.
D’ou l'on déduit en particulier que

IDullr < €l|lD2ullp + Cellull,r Ve > 0.

Exemple 2. — Soient 1 < g < p < . Alors
l—a a LN q
(85) llullee < Cllullee lullwiy  Vue WHY(Q)  avec  a=1.——
p

Notons le cas particulier fréquemment utilisé

C’est-a-dire
12 12
llulle < Cllulle2 lullgt  Yue HY(Q)

On remarquera, a ce propos, que ’on a aussi I'inégalité usuelle d’interpolation (remarque
2 du chapitre 1V)

1- q
lullr < Nullea” Nullio  avec  a =1 -
mais elle n’implique pas (85) car W"N ¢ L=,
Exemple 3. — Soient 1 < g <p < o et r > N. Alors
1 1
l—a a Lr q p
(86) s < Cllulls llullwrr - Vue W@ avee =
g N r

e 4) La propriété suivante est parfois utile. Soit u e W!?(Q) avec 1 < p < oo et Q ouvert
quelconque. Alors Vu = 0 p.p. sur I'ensemble {x € Q; u(x) = k} ou k est une constante
quelconque; voir Stampacchia [1] ou [EX].

% 5) Les fonctions de W!'-?(Q) sont différentiables au sens usuel p.p. sur Q lorsque p > N.
Plus précisément soit u e W?(Q) avec p > N. Alors il existe A = Q négligeable tel que

Cou(x + h) — u(x) — h.Vu(x)
lim =

lim m 0 VxeQ\A.

H. BRrezis. — Analyse Fonctionnelle 8
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Cette propriété n’est pas valable lorsque u e W'?(Q) et p < N (N > 1). Sur cette question
consulter Stein [1] (Chapitre VIII).

6) Espaces de Sobolev fractionnaires. — On peut définir une famille d’espaces
intermédiaires entre LP(Q) et W!7(Q). Plus précisément si0 < s < 1 (se R)et1 < p < ©
on pose

WSP(Q) = {u e L/(Q); M e L?(Q x Q)},
I — yI*e

muni de la norme naturelle. On note H(Q) = W**(Q). Pour I'étude de ces espaces, voir
Adams [1], Lions-Magenes [2], Malliavin [1]. On retiendra que les espaces W*(Q)
peuvent aussi étre introduits comme interpolés entre W'-? et L7, ou bien par transformée de
Fourier si p = 2 et Q = RN.

On définit enfin WSP(Q) pour s réel, s non entier, s > 1 comme suit. On écrit
s = m + ¢ avec m = partie entiére de s, et on pose

WP(Q) = {ue W™P(Q); Due WOP(Q) Vo avec |of = m}.

Par cartes locales on définit aussi W*?(I') ou I" est une variété réguliére (par exemple le
bord d’un ouvert régulier). Ces espaces jouent un rdle important en théorie des traces (voir
commentaire 7).

o 7) Théorie des traces. — Soit 1 < p < co. Commengons par un lemme fondamental :

Lemme IX.9. — Soit Q = RY. I/ existe une constante C telle que
Up
<J lu(x’y 0))° dx') < Cllullwipg ~—~ Vue CHRYN).
RN

DiMONSTRATION. — Soit G(t) = |t|P 't et soit u e CCl (RY). Ona
, + o a , + o0 6“
Gu(x',0) = — Gu(x', xy) dxy = — G'(u(x', xy)) (x', xy) dxy -
o Oxy 0 Oxy

Donc

dxy

, o |
lu(x’, 0)]” < pJ lu(x’, xp )P~ ‘0 (', xn)
0 XN

< C[I lu(x’, xN)IP dxy + f
0 0

et la conclusion s’en suit par intégration en x’ e RN~!.

p
de]

On déduit du lemme IX.9 que I'application u — up avec I' = 0Q = RN~' x {0}
définie de C!(RN) dans L?(T'), se prolonge par densité en un opérateur linéaire et continu de
W!-7(Q)dans L?(T"). Cet opérateur est, par définition, la trace de u sur I'; on le note aussi u-.

On remarquera qu’il y a une différence fondamentale entre LP(RY) et WI-P(RY) : les
fonctions de L? (IR':) n’ont pas de trace sur I'.

On imagine aisément comment définir — a I'aide de cartes locales — la trace sur I' = 9Q
d’une fonction u e W!-?(Q) lorsque Q est un ouvert régulier de RN (par exemple Q de classe C!

ou |
(x', xn)
Oxy
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avec I' borné). Dans ce cas u € LP(I') (pour la mesure superficielle do). Les propriétés les
plus importantes de la trace sont les suivantes :

i) Si ue WHP(Q), alors, en fait, e W'~ /7P(T) et
Nurllw! -vepry < Cllullwiog, Yue WHP(Q).

De plus I'opérateur trace u — uy est surjectif de W'?(Q) sur W' ~1/»-7(I').
ii) Le moyau de I'opérateur trace est W) ?(Q), c’est-a-dire

WEP(Q) = {ue W' (@); ur = 0}

iii) On a la formule de Green :

o —
X o= - uﬁ_v + uv(;.ei)dc Yu,ve H'(Q)
a 0x; o Ox r

i

d . . . Y . .
ou n est le vecteur unitaire de la normale extérieure a I'. Noter que I'intégrale de surface a un
sens puisque u, v e L2(I).

. .\ ou .
De la méme maniére on peut parler de on pour une fonction u e W2?(Q) : on pose
n

u - . . N ou .
pr (Vyr). n — ce qui a un sens puisque Vure LP(INY — et %e L?(I') (en fait
¢

-
%e W' - Ure(r)),

On a la formule de Green

—f Auv=J Vqu—J~ @vdo Yu,ve H2(Q).
Q Q ron

S ou . . " 2
v) L'opérateur u — <qur, n est linéaire continu et surjectif de W2*?(Q) sur
n

W2~ Vpr-r(T) x W!~VpP-r(T), Sur ces questions, voir Lions-Magenes [1] pour lecas p = 2 (et
les références citées dans Lions-Magenes [1] pour le cas p # 2).

8) Opérateurs d’ordre 2m et systémes elliptiques. — Les résultats d’existence et de régularité
démontrés au chapitre IX s’étendent aux opérateurs elliptiques d’ordre 2m et aux systémes
elliptiques (*). L’un des ingrédients essentiels est I'inégalité de Garding. Sur ces questions,
voir Agmon [1], Necas [1], Lions-Magenes [1], Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Les opéra-
teurs d’ordre 2m et certains systémes jouent un role important en mécanique et en physique.
Signalons en particulier "opérateur biharmonique A2 (théorie des plaques), le systéme de
Pélasticité et le systéme de Stokes (mécanique des fluides); voir par exemple Ciarlet [1],
Duvaut-Lions [1], Raviart-Thomas [1], Temam [1], Necas-Hlavacek [1], Gurtin [1].

9) Régularité dans les espaces L? et C*®. — Les théorémes de régularité démontrés au
chapitre IX pour p = 2 s’étendent au cas p # 2:

o Théoréme IX.32 (Agmon-Douglis-Nirenberg [1]). — On suppose que Q est de classe C*
avec T borné. Soit 1 < p < co. Alors pour tout f € L?(SQ), il existe u € W>?(Q) n W§HP(Q)
unique solution de I’équation

87) —Au+u=f  sur Q.

(!) Mais pas le principe du maximum, sauf cas exceptionnels.
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De plus, si Q est de classe C™*? et si fe W™P(Q) (m entier > 1), alors
ue W"‘”"’(Q) et "u,,wm+2.p < C”f”wm.p.

[Résultat analogue si (87) est remplacé par une équation elliptique du 2¢ ordre a coefficients
réguliers].

La démonstration du théoréme IX.32 est considérablement plus compliquée que dans le
cas p = 2 (théoréme IX.25). Elle repose essentiellement sur deux idées :

a) Une formule de représentation explicite de u a I'aide la solution fondamentale. Par
C
exemple si Q = R3, alors la solution de (87) est donnée par u = G % fou G(x) = o eM

ir [EX]). De formellement —.* = G f;« malh A
oi . De sorte que formellemen = * f; « malheureusement »
(voir [EX)). De sorte q ox; 0x,  ox, ox, ox, ox,
nm’appartient pas 2 L'(R% ('), &4 cause de la singularité en x = 0, et on ne peut pas
appliquer les estimations élémentaires sur les produits de convolution (théoréme IV.15).

b) Pour surmonter cette difficulté on utilise la théorie des intégrales singuliéres dans L?
due a Calderon-Zygmund (voir par exemple Stein [1], Bers-John-Schechter [1] et Gilbarg-
Trudinger [1]). On retiendra que la conclusion du théoréme IX.32 est fausse pour p = 1 et
p = oo.

On connait aussi des résultats de régularit¢ dans les espaces de fonctions
Hoéldériennes () :

o Théoréme IX.33 (Schauder). — On suppose que Q) est borné de classe C** avec 0 < o < 1.
Alors pour tout fe C>*(Q) il existe u e C**(Q) unique solution du probléme

(88) {— Au+u=f  sur Q

u=0 surT.
De plus si Q est de classe C™*** (m entier > 1) et si fe C"""(ﬁ), alors

ue Cm+2.ﬂ(§) et ”u”cm+2ﬁ S C”f”(‘m‘d'

[Résultat analogue si (88) est remplacé par un probléme elliptique du 2°¢ordre a
coefficients réguliers].

La démonstration du théoréme IX.33 repose — comme celle du théoréme IX.32 — sur
une représentation explicite de u et sur la théorie des intégrales singuliéres dans les espaces
C%* due a Hélder, Korn, Lichtenstein, Giraud. Sur ce sujet, voir Agmon-Douglis-
Nirenberg [1], Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-Trudinger [1] et aussi I'approche
€lémentaire développée récemment par A. Brandt [1] (basée uniquement sur le principe du
maximum).

Soit Q un ouvert borné et régulier et soit f e C(Q). D’aprés le théoréme IX.32 il existe
ue W2P(Q) n WiP(Q) (pour tout 1 < p < o) unique solution de (87). En particulier
ue CH(Q) pour tout 0 < o < 1 (grice au théoréme de Morrey (théoréme IX.12)). En
général u n’appartient pas a C2, ni méme a W2, Ceci explique pourquoi on évite souvent
de travailler dans les espaces L'(Q), L*(Q) et C(Q), espaces pour lesquels on n’a pas de
résultats optimaux de régularité.

(!) Mais presque !
(?) Rappelons que
- = [u(x) — u(y)|
C**(Q) = {ueC(Q); Sup ——————— < o}
X, yeQ [x — y|*
et ¥y
C™*(Q) = {ueC™(Q); DPueC®%(Q) VP avec |B| = m}.
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Les théorémes IX.32 et IX.33 s’étendent aux opérateurs elliptiques d’ordre 2m et aux
systémes elliptiques; voir Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Signalons enfin, dans une autre
direction, que les équations elliptiques du 2¢ ordre & coefficients discontinus ont fait 'objet
de nombreux travaux. Citons, par exemple, le résultat suivant :

* Théoréme IX.34 (De Giorgi-Stampacchia). — Soit Q = RN un ouvert borné régulier. On
suppose que les fonctions a;;e L*(Q) vérifient la condition d’ellipticité (36). Soit

N
feL*(Q) N LP(Q) avec p > 3 et soit uc Hy(Q) tel que

Oou 09

Y a

oA
Q ij Ox; 0x;

= j fo Vo eH(Q).
Q

Alors ue C**(Q) pour un certain 0 < o < 1 (qui dépend de Q, a;; et p).

Sur ces questions, voir Stampacchia [1], Gilbarg-Trudinger [1] et Ladyzhenskaya-
Uraltseva [1].

10) Quelques inconvénients de la méthode variationnelle et comment y remédier !

La méthode variationnelle permet d’établir trés facilement I'existence d’une solution
faible. Elle n’est pas toujours applicable, mais elle peut étre complétée. Indiquons deux
exemples.

Soit Q = RN un ouvert borné régulier.

a) Méthode de dualité (ou transposition). — Soit fe L!(Q) — ou méme f mesure (de Radon)
sur Q — et cherchons a résoudre le probléme
—Au+u = sur Q
(89) { !
u=0 sur r.

Dés que N > | la forme linéaire ¢ +— j fo nest pas définie pour ¢ € H{(Q) et par
Q

conséquent la méthode variationnelle est inopérante. Par contre, on peut utiliser la
technique suivante. On désigne par T : L%(Q) — L*(Q) 'opérateur f > u (ol u est la
solution de (89), qui existe pour fe L?()). On sait que T est autoadjoint. D’autre part
(théoréme I1X.32) T: LP(Q) - W2P(Q) pour 2 < p < oo et grice aux théorémes de

— N
Sobolev et Morrey, T: L?(Q) — C(Q) si p > 3 Par dualité on en déduit que
. . N
T : M(Q) = C(Q) - L si p > 5

Or comme T est autoadjoint dans L?, T* est un prolongement de T; donc on peut
considérer u = T*f comme une solution généralisée de (89). En fait, si fe L!'(Q), alors

u = T*fe LY(Q) pour tout g < N N ; u est I'unique solution (trés) faible de (89) au sens

suivant :

—juA(p+ju(p=Jf(p YoeC?(Q), ¢ =0surl.
- Q Q Q
Dans le méme esprit, on peut étudier (89) pour f donné dans H™™(Q); voir Lions-
Magenes [1].
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b) Méthode de densité. — Soit g e C(I') et cherchons & résoudre le probléme

{—Au+u=0 sur Q

90
©0) u=g sur r

En général si ge C(I), il n'existe pas de fonction ge H'(Q) telle que glr = g (voir
commentaire 7 et noter que C(I') ¢ HY4(IN)). 11 est donc exclu de chercher une solution de
(90) dans H!(Q) : la méthode variationnelle est inopérante. Néanmoins on a le

e Théoréme IX.35. — I/ existe ue C(Q) n C*(Q) unique solution de (90).

DemonsTrATION. — Fixons g € C.(RV) telle que gl = g; g existe d’aprés le théoréme de
Tletze Urysohn (voir Dieudonné [1], L. Schwartz [2]). Soit (g,) une suite de C=(RN) telle
que g, — g uniformément sur RN. Posons g, = g,,”- Appllquant la méthode variationnelle
et les résultats de régularité on voit qu'il existe u, € C2(Q)solution classique du probléme.

{— Au, + u, =0 sur Q
u, =4¢, sur r

D’aprés le principe du maximum (corollaire IX.28) on a

Nt — “”L"’(Q) Hgm — g..||L°°(r)~

Par conséquent (u,) est de Cauchy dans C(Q) et u, —» u dans C(Q). Il est clair que I'on a
_[ u(—Ap +¢)=0 VoeCrQ)
Q

et par conséquent u e C*(Q) (voir remarque 26). Donc u e C(Q) n C®(Q) vérifie (90).
L’unicité de la solution de (90) résulte du principe du maximum (voir remarque 28).

* REMARQUE 32. — Il est indispensable au théoréme IX.35 de supposer Q assez régulier.
Lorsque Q a une frontiére « pathologique » on débouche sur des questions de la théorie du
potentiel (points réguliers, critere de Wiener etc.).

Une autre approche pour résoudre (90) est la méthode de Perron, classique en théorie
du potentiel. On pose

u(x) = Sup {v(x); ve C(Q) N C*(Q), —Av + v <O sur Q et v < g sur I}

et on prouve que u vérifie (90).
Une fonction v telle que — Av + v < 0 sur Q est dite sous-harmonique ; si de plus
< g sur I on dit que v est sous-solution de (90).

11) Principe du maximum fort. — On peut préciser la conclusion de la proposition IX.29
lorsque u est une solution classique. Plus précisément soit Q un ouvert connexe borné
régulier. Soient g;; € C'(Q) vérifiant la condition d’ellipticité (36), a,, a, € C(Q) avec ay = 0
sur Q. On a le

Théoréme 1X.36 (Hopf). — Soit ue C(Q) n C*(Q) vérifiant

(91) —Z <,,a>+2a x+a0u—fsurQ
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On suppose que f > 0 sur Q. S'il existe x € Q tel que u(x,) = Min u et si u(x) < 0("), alors
Q

u est constante sur Q (et de plus f = 0 sur Q).

Pour la démonstration, voir Bers-John-Schechter [1], Gilbarg-Trudinger [1] ou
Protter-Weinberger [1].

o Corollaire IX.37. — Soit u e C(Q) n C%(Q) vérifiant (91) avec f > 0 sur Q. On suppose que
u>=0 sur I'. Alors

e ou bien u>0 sur Q
e ou bien u=0 sur Q.

Pour d’autres résultats liés au principe du maximum, (inégalit¢ de Harnack etc.) voir
Stampacchia [1], Gilbarg-Trudinger [1], Protter-Weinberger [1], Sperb [1].

12) Opérateur de Laplace-Beltrami. — Les opérateurs elliptiques définis sur des variétés
Riemaniennes (3 bord ou sans bord) et en particulier 'opérateur de Laplace-Beltrami
jouent un role important en géométrie différentielle et en physique; voir par exemple
Choquet-De Witt-Dillard [1].

13) Propriétés spectrales. — Les valeurs propres et les fonctions propres des opérateurs
elliptiques du 2°ordre jouissent de nombreuses propriétés remarquables. Citons en
quelques-unes. Soit Q@ = RY un ouvert connexe borné régulier. Soient g; ;€ C!(Q) vérifiant
la condition d’ellipticité (36) et a, e C(Q). Soit A P'opérateur

A 5 0 < 6u>
u=—y) —\la;— )+ apu
ij 0%; ’6x,~ °

avec condition de Dirichlet homogéne (u = 0 sur I'). On désigne par (A,) la suite des
valeurs propres de A rangée dans un ordre croissant, avec A, » o0 quand n — oo. Alors la
premiére valeur propre A, est de multiplicité 1 (on dit que A, est une valeur propre
simple) (), et on peut choisir la fonction propre associée e, telle que e; > 0 sur Q; voir le
théoréme de Krein-Rutman dans les commentaires du chapitre VI. D’autre part on montre
que A, ~ cn¥N quand n —» o avec ¢ > 0; voir Agmon [1].

Les relations qui existent entre les propriétés géométriques (°) de Q et le spectre de A
font I'objet de recherches intensives; voir Kac [1], Marcel Berger [1], Osserman [1],
I. M. Singer [1]. L’objectif étant de « récupérer » le maximum d’informations sur Q a partir
de la connaissance du spectre (A,).

Un probléme ouvert frappant est le suivant. Soient Q; et Q, deux domaines bornés de
R?; on suppose que les valeurs propres de I'opérateur — A (avec condition de Dirichlet)
sont les mémes pour Q, et Q,. Est-ce que Q, et Q, sont isométriques ? Ce probléme a été
surnommeé : « Can one hear the shape of a drum ?» (Peut-on entendre la forme d’un
tambour ?) (*). On sait que la réponse est affirmative si Q, est un disque.

Une autre question importante est la suivante. Considérons I'opérateur
Au = — Au + aqu (+ conditions aux limites). Quelles propriétés de a, peut-on « récupé-
rer » & partir de la connaissance du spectre de A ?

(') L’hypothése u(x,) < O est inutile si a, = 0.
(?) En dimension N > 2 les autres valeurs propres peuvent &tre de multiplicité > 1.

(3) Particuliérement lorsque Q est une variété Riemanienne sans bord et A est l'opérateur de
Laplace-Beltrami.

(*) Car les harmoniques de la vibration d’'une membrane Q fixée a son bord I sont les fonctions

e,(x) sin \/ A,t ou (A, e,) sont les valeurs propres et fonctions propres de — A avec condition de
Dirichlet.
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14) Problémes elliptiques dégénérés. — Il s’agit de résoudre des problémes de la forme

0 ou Ju
— ga—x"(GUa—XI> + ;aia—xi + agu =f sur Q
+ conditions aux limites sur I" ou sur une partie de I’

ou les fonctions a;; ne vérifient pas la condition d’ellipticité (36) mais seulement
(36) Y a;(0)EE =0 VxeQ VEeRN.
ij

Sur ce vaste sujet, consulter par exemple les travaux de Kohn-Nirenberg [1], Baouendi-
Goulaouic [1], Oleinik-Radkevitch [1].

15) Problémes elliptiques non linéaires. — Immense champ de recherches motivé par
d’innombrables questions en géométrie, mécanique, physique, contrdle optimal, théorie des
probabilités etc. Il a connu des développements spectaculaires depuis les premiers travaux
de Leray et Schauder au début des années trente. Distinguons quelques catégories :

a) Les problémes semi-linéaires. — Il s’agit, par exemple, de problémes de la forme
— Au = f(x, u) sur Q

92

©2) { u=0 sur r

ou f(x,u) est une fonction donnée.
Cette catégorie inclut, entre autres, les problémes de bifurcation ou l'on étudie la
structure de Iensemble des solutions (A, ) du probléme

{— Au = fi(x,u) sur Q

92’
©2) u=0 sur r

avec A paramétre variable.

b) Les problémes quasi-linéaires. — Il s’agit de résoudre des problémes de la forme
0 ( ou sur Q
—Y —\ a;i(x, u, Vu) —) = f(x, u, Vu)
©3) 2\ o
u=0 sur

ou les fonctions a;;(x, u, p) sont elliptiques, mais éventuellement dégénérées; on a par
exemple

Z a;j(x, u, p)E&; = a(u, Pl VxeQ, VE e RN
ij

aveca(u, p) > 0 VueR, Vpe RN, mais a(u, p) n’est pas uniformément minoré par une
constante o > 0. Ainsi, ’équation des surfaces minima s’écrit sous la forme (93) avec
a; = 8;(1 + [Vul?)~'/2, Plus généralement on envisage des problémes elliptiques de la
forme

(94) F(x, u, Du, D?u) = 0
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oF
ou la matrice —(x,u, p,q) est elliptique (éventuellement dégénérée). Par exemple,
ij
I'équation de Monge-Ampére rentre dans cette catégorie.

¢) Les problémes de frontiére libre. — Il s’agit de résoudre une équation elliptique linéaire
sur un ouvert Q qui n'est pas donné a priori. Le fait que Q soit inconnu est souvent
« compensé » par la donnée de deux conditions aux limites sur I : par exemple Dirichlet et
Neumann. Le probléme consiste a trouver simultanément un ouvert € et une fonction u tels
que...

a) En ce qui concerne les problémes (92) ou (92') on dispose de nombreuses
techniques :

e Méthode de monotonie, voir Browder [1] et Lions [3].

e Méthodes topologiques (théoréme de point fixe de Schauder, théorie du degré de
Leray-Schauder etc.); voir J. T. Schwartz[1], M. Krasnoselskii[1] et
L. Nirenberg [2], [3].

e Méthodes variationnelles (théorie des points critiques, théorie de Morse etc.); voir
Rabinowitz [1], Melvyn Berger [1], M. Krasnoselskii [1], L. Nirenberg [3].

b) La résolution des problémes du type (93) exige parfois une technique élaborée
d’estimations ('); voir les travaux de De Giorgi, Bombieri, Miranda, Giusti,
Ladyzhenskaya-Uraltseva, Serrin etc. décrits dans Ladyzhenskaya-Uraltseva [1],
Serrin [1], Bombieri [1] et Gilbarg-Trudinger [1]. Des progrés importants concernant
Iéquation de Monge-Ampére ont été obtenus récemment; voir Yau [1].

¢) En ce qui concerne les problémes de frontiére libre beaucoup de résultats nouveaux
sont apparus ces derniéres années, en liaison principalement avec la théorie des inéquations
variationnelles ; voir Kinderlehrer-Stampacchia [1], Baiocchi-Capelo [1] (et les travaux de
I« Ecole de Pavie » cités dans cet ouvrage), Free Boundary Problems [1], [2].

(*) Ceci est le cas par exemple pour Péquation des surfaces minima.

H. BRrezis. — Analyse Fonctionnelle 9
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PROBLEMES D’EVOLUTION :
L’EQUATION DE LA CHALEUR
ET LEQUATION DES ONDES

X.1. L’équation de la chaleur : existence,
Unicité et régularité

Notations. — Soit Q = RN un ouvert de frontiére I'. On note

Q=Qx10,+ o, Z=T x]0,+ oof;

X est la frontiére latérale du cylindre Q.

th

Q x

Considérons le probléme suivant. Trouver une fonction u(x,t) : Q x [0, + oo[ - R
telle que

u
(1) Fri Au=0 sur Q
) u=20 sur X
3) u(x, 0) = uy(x) sur Q
N 52
ou A = i; w3 désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace, ¢ est la variable de

temps et u,(x) est une fonction donnée.
L’équation (1) est appelée équation de la chaleur car elle modélise la distribution de la
température u dans le domaine Q a I'instant t. L’équation de la chaleur et ses variantes
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interviennent dans de trés nombreux phénoménes de diffusion (') (voir les commentaires
sur ce chapitre). L’équation de la chaleur est I'exemple le plus simple d’une équation
parabolique (2).

L’équation (2) est la condition aux limites de Dirichlet ; elle peut étre remplacée par la
condition de Neumann

du
2) —=0 sur z
on
(n est le vecteur unitaire de la normale extérieure & I') ou bien par I'une quelconque des
conditions aux limites rencontrées aux chapitres VIII et IX. La condition (2) exprime que
'on maintient le bord I" de Q & une température nulle ; la condition (2') exprime que le flux
de chaleur a travers I' est nul

L’équation (3) est la condition initiale ou donnée de Cauchy.

Nous allons résoudre le probléme (1) (2) (3) en considérant u(x, t) comme une fonction
définie sur [0, + oo[ a valeurs dans un espace H, ou H est un espace de fonctions qui
dépendent seulement de x; par exemple H = L%(Q), ou bien H = H}(Q), etc... Ainsi la
notation u(t) désignera un élément de H, c’est-a-dire la fonction x + u(x, ) a t fixé. Ce
point de vue permet d’obtenir trés facilement une solution du probléme (1) (2) (3) en
combinant le théoréme de Hille-Yosida et les résultats des chapitres VIII et IX.

Pour fixer les idées, on suppose dans tout le chapitre X que Q est de classe C* avec I'
borné (mais cette hypothése peut étre affaiblie considérablement si l'on s’intéresse
seulement a des solutions « faibles »).

o Théoréme X.1. — On suppose que u, € L*(Q)). Alors il existe une fonction u(x, t) unique
vérifiant (1) (2) (3) et

@ ue C([0, oof; L*(Q) n C(Q0, oof; H*(Q) n Hy(Q),
©®) ue C'(J0, oof; L*(Q).
De plus

ue C*(Q x [g, oof) Ve > 0.
Enfin ueL?(0, oo; HY(Q)) et on a

1 2 T 2 1 2
6) 2 I"(T)|L2(n) + J;) IV"(t)IL2(Q, dr = 2 |"olL2(Q) VT > 0¢).

DEMoNsTRATION. — On applique la théorie de Hille-Yosida dans I'espace H = L*(Q) (mais
d’autres choix sont possibles, voir théoréme X.2).
Pour cela on introduit 'opérateur non-borné A : D(A) < H — H défini par

{D(A) = H*(Q) n H ()
Au = — Au.

(') La propagation de la chaleur est seulement un exemple parmi d’autres!

(®) Au sujet de la classification traditionnelle des EDP en 3 catégories: «elliptique »,
« parabolique », « hyperbolique », voir par exemple Courant-Hilbert [1].

(*) Précisons les notations

2
dx.

Ju

0x;

2 N
Iu(T)Ifz(Q,=I jute, D dx, Vulize = % (x. 9
Q i= Q
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Il est important de noter que I'on incorpore la condition aux limites (2) dans la définition du
domaine de A. On va vérifier que A est maximal monotone et autoadjoint.
On pourra alors appliquer le théoréme VI.7 et en déduire 'existence d’une solution unique de

M2 3O

1) A est monotone. En effet si ue D(A) on a
(Au, u)2 = J(— Au)u = Jqulz = 0.

i) A est maximal monotone. I1 suffit de montrer que R(I + A) = H = L2. Or on sait
que pour tout fe L? il existe u e H2 n H} unique solution de I'équation u — Au = f; ceci
résulte du théoréme IX.25.

iii) A est autoadjoint. Grace a la proposition VIL.6 il suffit de vérifier que A es:
symétrique.
Orsiu,veD(A)ona

(Au, v);2 = J( — Au)v = fVu Vv

(u, Av)2 = Ju(— Av) = JVu Vv

et par suite (Au, v) = (u, Av).
D’autre part, on déduit du théoréme IX.25 que D(A) c H?(Q) avec injection
continue; plus précisément on a

DAY = {ueHYQ);u=Au= ... A"'u=0surT}.
On sait (théoreme VII.7) que la solution # de (1) (2) (3) appartient a
C¥(10, + oo[; D(A") V&, VI
et donc u e C*(]0, + oof; H2/(Q)) Vk, Vi. Il en résulte (grace au corollaire IX.15) que
ue Ck(J0,+ oof; CX(Q))  Vk.

Prouvons (6); formellement on multiplie (1) par u et on intégre sur Q x ]0, T[. Néanmoins il
faut étre prudent car u(t) est différentiable sur ]0, co[ mais pas sur [0, oof. Considérons la

fonction 9() = £ (0l @ est de classe C sur 10, + cof (Gaprés (5) et

d
o'(t) = (u(t), %(r)) = (u, Au)2 = — j Vul2.
Q

L2

Par conséquent si 0 < ¢ < T < o0, on a

T T
o(T) — ¢(e) = J @'t dt = — f Vu (D)l 9

€

1
Quand € - 0, ¢(g) — 3 1“0152(9) et on en déduit (6).

Moyennant des hypothéses supplémentaires sur u, la fonction u devient plus réguliére
au voisinage de ¢t =0 (rappelons que d’aprés le théoréme X.! on a toujours

ueC“‘(ﬁ x [g, o) Ve > 0).
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Théoréme X.2.
a) On suppose que uy e H}(Q), alors la solution u de (1) (2) (3) vérifie

ue C([0, oof; H§(Q) n L0, co; HX(Q)
Ou

5 € L2(0, co; L%(Q)).

et

De plus on a

T o
@] J
0

2

1 2 1 2
dr + - |V"(I)IL2(Q) = 5 IV"0|L2(9)~

-
12@) 2

ot

b) On suppose que u, e H2(Q) n HY(Q), alors on a
ue C([0, oo[; H* Q) nL*(0, co; H*(Q)

et
Ou
—e L0, co; HY(Q)).
ot
¢) On suppose que u, e H(Q) Vk et vérifie les relations de compatibilité
t)) g =Auy=...=~Nuy= ... =0sur T Y j entier,

alors ue C*(Q x [0, oof).

DEmMONSTRATION. — a) On choisit ici H; = H}(Q) muni du produit scalaire

(U, v)y, =J Vu Vv +J uv.
Q Q

Dans H, on considére I'opérateur non borné A, : D(A|) ¢ H, - H, défini par

{D(A,) {ue H*(Q) n H{(Q); Aue H(Q)}
Au = —Au

Vérifions que A, est maximal monotone et autoadjoint :
i) A, est monotone. En effet si ue D(A,) on a

(A, uy, = jV(— Au) Vu + J(— Au) u = J}Aul2 + '[qulz = 0.
ii) A, est maximal monotone. On sait (théoréme IX.25) que pour tout fe H!(Q) il

existe ue H3(Q) ~ H}(Q) unique solution de l’équation u — Au = f.
Si de plus fe H)(Q), alors (d’aprés 'équation)

AueHLQ) et donc ueD(A)).

ili) A, est symétrique. Si u, ve D(A;) on a
(A, v)y, = '[V(— Au)Vv + -[(— Au)v
= JAu Av + JVu Vo = (u, Ay D)y,

Appliquant le théoréme VII.7 on voit que si u, € H)(Q) il existe une solution u de (1) (2) (3)
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(qui coincide avec celle obtenue au théoréme X.1 grace a I'unicité) telle que
ue C([0, oof; Hp(Q).
1
Enfin, posons ¢(t) = 3 |Vu(t)|fz(9). La fonction ¢ est C* sur ]0, oof et

) = (V v du _ A du _ |du ?
@'(1) = (Vu(), ar (M2 = (= Au(), m Oz = - o @ o

Il en résulte que si0 < ¢ < T < oo, alors

T 2

dt =0

du )
de L2

o(T) — o(e) + j

€

et on conclut quand € — 0.

b) On raisonne maintenant dans P'espace de Hilbert H, = H2(Q) n H(Q) muni du
produit scalaire

(u, v}y, = (Au, Av) 2 + (u, v)2.
Dans H, on considére 'opérateur non-borné A, : D(A,) ¢ H, - H, défini par
{D(Az) = {u e H*(Q); ue H{(Q) et Aue H{(Q)}
Au = — Au.
On vérifie aisément que A, est maximal monotone et autoadjoint dans H, (*). On peut alors
appliquer le théoréeme VII.74 A, dans H, . Enfin on pose ¢ (t) = % lAu(t)liz; la fonction ¢ est
C* sur ]0, o[ et ’'on a
¢'(1) = (Au(1), A % (D)2 = (Au(r), A*u()2 = — |V Au(t)li%
Dou,pour0 < e < T < ©

1 1 T
> 1A D2 - 5 lAu(e)l:2 + J IV Au(t)l:2 dt = 0.
€

A la limite, quand & —» 0, on voit que ue L*(0, oo; H3(Q)) et (grice a Iéquation),
d
& e L2(0, 0; H'(Q)).
dt
¢) On considére dans H = L?(Q) lopérateur A : D(A) = H — H défini par
{D(A) = H%(Q) n H}(Q)
Au = — Au.

On sait (théoréme VIL5) que pour u, € D(A¥), k > 2, alors
ueC7i([0, o[; DA)) Vj=01, ... k.

(") De fagon générale si A :D(A) = H— H est maximal monotone et autoadjoint on peut
introduire I'espace de Hilbert A = D(A) muni du produit scalaire (u, v)g = (Au, Av) + (4, v). Alors
Popérateur A :D%&) < A - A défini par D(A) = D(A% et A = A est maximal monotone et
autoadjoint dans H.
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Or I'hypothése (8) exprime exactement que u, € D(A¥) pour tout k > 1. Par conséquent
ona
ueCJ ([0, oo[; D(AY)) Vk>=1, Vi=01, ...k

Il en résulte que ue C*(Q x [0, o[) (comme dans la démonstration du théoréme X.1).

e REMARQUE 1. — Le théoréme X.1 montre que I'équation de la chaleur a un effet
fortement régularisant sur la donnée initiale u,. On notera que la solution u(x, t) est C* en x
pour chaque t > 0, méme si la donnée initiale u, est discontinue. Il en résulte en particulier
que I’équation de la chaleur est irréversible. En général on ne peut pas résoudre le probléme

9) i Au=0 sur Q x]0,T[
(10) u=0 sur I' x J0, T[
avec une donnée « finale »

(11) u(x, T) = ur(x) sur Q.

Il faudrait nécessairement que
ureC*(Q)  avec Alup =Osur T, Vj = 0.

Mais méme ces hypothéses ne suffisent pas & garantir I'existence d’une solution du probléme
rétrograde (9) (10) (11).
Il ne faut pas confondre le probléme (9) (10) (11) avec le probléme (9') (10) (11) ou

0
) —%—M=0 sur Q x 0, T
qui admet toujours une solution unique pour chaque ur e L2(Q) (changer t en T — ¢ et
appliquer le théoréme X.1).

RemarQue 2. — Les résultats précédents sont aussi valables, moyennant quelques
modifications, pour le probléme de Cauchy avec condition de Neumann (voir [EX]).

RemarQUE 3. — Lorsque Q est borné le probleme (1) (2) (3) peut étre résolu par
décomposition sur une base Hilbertienne de L2(Q). A cet effet, il est trés commode de choisir
une base (¢;(x));5; de L?(€) constituée de fonctions propres de — A avec condition de
Dirichlet (voir § IX.8), c’est-a-dire

— Ae; = A, sur Q, e, =0 sur I

On cherche une solution de (1) (2) (3) sous la forme

0

(12) u(x, ) = Y, a(tex) ().

i=1
On voit immédiatement que I'on a nécessairement

at) + Mait) = 0; dot  at) = a;(0)e M

(') Pour des raisons évidentes cette méthode s'appelle aussi méthode de « séparation des
variables » (ou méthode de Fourier).
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et les constantes q;(0) sont déterminées 4 partir de la relation

el

(13) upg(®) = Y. a;(0)e;(x).

Autrement dit, la solution de (1) (2) (3) est donnée par

0

(14 u(x, 1) = Y a;(0)e e;(x),

i=1

ou les constantes a;(0) sont les composantes de u,(x) dans la base (¢;). Pour I'étude de la
convergence de la série (14) (et I'étude de la régularité de u a partir de (14)) voir par exemple
Raviart-Thomas [1] ou Weinberger [1]. Noter l'analogie de cette méthode avec la
technique usuelle de résolution des systémes d’équations différentielles linéaires
-

du +Mu =0

-7 u =

dt
ol M est une matrice symétrique (ou diagonalisable M, etc.). Bien entendu, la difficulté du
probléme (1) (2) (3) provient du fait que I'on doit résoudre ici un systéme de dimension
infinie.

REMARQUE 4. — Les relations de compatibilité (8) ne doivent pas surprendre. Ce sont aussi
des conditions nécessaires pour que la solution u de (1) (2) (3) appartienne a
C*(Q x [0, oof), (’hypothése u, € C*(Q) et u, = 0 sur I' a elle seule n’est pas suffisante !).
En effet, supposons que ue C*(Q x [0, oo[) vérifie (1) (2) (3); ona

ou ou

=—=...=—=...=0 Vij sur I' x ]0, o©
" ot ot J ] [

et par continuité il vient

(15) aj—“.=0 Vj sur T x [0, oof.
o
D’autre part on a
@ = Au sur Q
ot
92—u=A<a—u>=A2u sur Q
o \ot
iu. =ANu Vj sur Q,
or
et par continuit¢é on obtient
(16) ‘:T‘: =Au Vj sur Q x [0, oof.

On en déduit (8) en comparant (15) et (16) sur I' x {0}.
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REMARQUE 5. — Bien entendu, on peut obtenir une infinité de résultats de régularité pour u

au voisinage de t = 0, moyennant des hypothéses intermédiaires entre les hypothéses b) et
¢) du théoréme X.2.

X.2. Principe du maximum

Le résultat essentiel est le suivant :

o Théoréeme X.3. — Soit uy e L?(Q) et soit u la solution de (1) (2) (3). Alors ona
Min {0, Igf uy} < u(x, 9 < Max {0, S:;p u,}  VYx, neqQ.
DemonsTrATION. — On utilise la méthode des troncatures de Stampacchia. Soit
K = Max {0, Sgp Uy} supposé < + oo.
On fixe une fonction G comme dans la démonstration du théoréme IX.27 et on pose

H(s) = J G(o) do, seR.
0
Enfin on introduit la fonction

o) = J H(u(x, t) — K)dx
Q

On démontre aisément que ¢ a les propriétés suivantes :

(17) ¢ e C([0, oo[; R), ©(0) = 0, ¢ = 0 sur [0, cof
(18) 9eC'(10, of; R)
et

@'(t) = J Gu(x, t) — K) @ (x, )ydx = j Gu(x, t) — K) Au(x, t)dx
Q ot Q
= - '[ G'(u(x, ) — K)Vu(x, 0)>?dx <0
Q
car G(u(x, t) — K)e H Q) pour ¢ > 0.

Il en résulte que @ < 0 sur ]0, oo[ et par conséquent ¢ = 0. Donc, pour chaque t > 0,
u(x, t) < K p.p. sur Q.

e Corollaire X.4. — Soit u, e L2(Q) et soit u la solution de (1) (2) (3).
(i) Si ug = 0 p.p. sur Q, alors u > 0 sur Q.
(ii) Si ug e L*(Q), alors ue L*(Q) et

(19) ”"||L°°(Q) < ”"o“wmr

Corollaire X.5. — Soit u, e C(Q) n L%(Q) avec u, = 0 sur T (*).
Alors la solution u de (1) (2) (3) appartient a C(Q).

(*) Si Q est non borné on doit supposer de plus que uy(x) = 0 quand |x| —» co.
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE X.5. — Soit (u,) une suite de fonctions dans C?(Q) telle que
Uy, — ugdans L°(Q) et dans L?(Q) (pour P’existence d’une telle suite, voir par exemple [EX]).
D’apreés le théoréme X.2 la solution u, de (1) (2) (3) qui correspond a la donnée initiale u,,

appartient a C°°(6). D’autre part (voir théoréme VII.7) on sait que
[un() — w2y < lton — Uoli2qy V£ = 0.
Enfin, grace a (19), on a
fu, — mth(Q) luon — tomllL>iq)-

Par conséquent la suite (u,) converge vers u uniformément sur Q, et donc u € C(Q).

On peut aussi aborder le principe du maximum d’un point de vue différent. On
suppose ici, pour fixer les idées, que Q est borné. Soit u(x, t) une fonction vérifiant

(20) ueC@ x [0,T)) avec T>0

(21) u est de classe C' par rapport a ¢ et de classe C? par rapport 4 x sur Q x 0, T[
du

(22) i Au<0 sur Q x ]J0, T[ ().

Théoréme X.6. — On fait les hypothéses (20) (21) et (22). Alors

23) Max u = Max u
Qx[0,T] P

ot P = (Q x {0}) u (T x [0, T]) est la frontiére « parabolique » du cylindre Q x 10, T|.
DEMONSTRATION. — Posons v(x, t) = u(x, t) + €|x|? avec € > 0 de sorte que

(24) Z—: —Av < —2eN <0 sur Q x 10, T[.

Montrons que _Max v = Max v; raisonnons par I’absurde : supposons que
Qx[0,T] P

Max v = v(xg, ty) avec (X9, to) € Q x [0, T] et (xq, to) ¢ P.
Qx[0.T]

Comme x,eQet0 <t, <T,ona
(25) Av(xg, t)) <0

ov

(26) m

(X0, L0) = 0

0 ov
(on a & (xg,t0) =0sity < T et (x0 ,to) = 0sity = T) (?). Combinant (25) et (26) on

(') Noter que 'on ne prescrit ni condition aux limites, ni condition initiale.
(*) Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait travailler sur Q x ]0, T'{avec T < T et ensuite faire
tendre T’ vers T.
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ov
obtient <6_t - Av)(xo, to) = 0, ce qui contredit (24). Par conséquent

Maxv= Max v < Max u + eC, ot C = Sup |x]%
Qx[0,T] P P xeQ

Comme u < v il vient Max u < Max u + ¢C Ve > 0; d’ou (23).
Gx[0.T) P

X.3. L’équation des ondes

Soit Q = RY un ouvert de frontiere I. Comme précédemment on note
Q=0Qx1]0,00[ et £=T x ]O, o[. Considérons le probléme suivant. Trouver une
fonction u(x, ) : Q x [0, o[ — R telle que

27 T w0

(7 e u = sur Q

(28) u=20 sur X

29 u(x, 0) = ug(x)  sur Q
du

(30) a (x, 0) = vy(x) sur Q

N 52
ouA =Y —— désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace, ¢ est la variable de

i=1 i

temps et u,, v, sont des fonctions données. ’
L’équation (27) est appelée équation des ondes. L’opérateur P A est parfois

noté [J; cest le d’Alembertien. L’équation des ondes est un exemple modele d’équation
hyperbolique.

Lorsque N = 1, Q = 10, 1[, ’équation (27) modélise les petites (') vibrations d’une
corde qui n’est soumise & aucune force extérieure. Pour chaque ¢ > 0, le graphe de la
fonction x e Q + u(x, t) coincide avec la configuration de la corde a I'instant z. Lorsque
N = 2, Péquation (27) modélise les petites vibrations d’'une membrane élastique. Pour
chaque ¢ > 0, le graphe de la fonction x € Q +— u(x, t) coincide avec la configuration de la
membrane a 'instant t. De maniére générale I’équation (27) modélise la propagation d’une
onde (acoustique, électromagnétique, etc.) dans un milieu élastique homogéne Q = RN,

L’équation (28) est la condition aux limites de Dirichlet ; elle peut étre remplacée par la
condition de Neumann ou 'une des conditions aux limites rencontrées aux chapitres VIII
et IX. La condition u = 0 sur X exprime que la corde (resp. la membrane, etc.) est fixée au
bord I'; la condition de Neumann exprime que la corde est libre a ses extrémités.

Les équations (29) et (30) traduisent I’état initial du systéme : ce sont les données de
Cauchy; la configuration initiale (on dit aussi déplacement initial) est décrite par uy(x) et la
vitesse initiale est décrite par vy(x).

Pour fixer les idées, on suppose dans toute la suite que Q est de classe C® avec I'
borné.

(*) L’équation compléte est une équation non linéaire trés difficile 4 résoudre ; I'équation (27)
constitue une linéarisation au voisinage d’une position d’équilibre.
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e Théoréme X.7 (Existence et unicité). — On suppose que uy, e HX(Q) n H(Q) et que
vo € HY(Q). Alors il existe une solution unique de (27)(28)(29) (30) avec

(31) ue C([0, oo; H*(Q) n H5(Q) n C([0, oof; H5(Q) n C*([0, oof; L*(Q).

De plus on a
2

Ou 2 2 2 L
(32) a_t(t) + ,V"(t),LZ(Q) = |"0|L2(Q) + ,VMOILZ(Q) Ve =0 ( )‘

L@

REMARQUE 6. — La relation (32) est une loi de conservation qui exprime que I’énergie du
systéme reste invariante au cours du temps.

Ajoutons ici un résultat de régularité :

Théoréme X.8 (Régularité). — On suppose que les données initiales vérifient
u, € H*(Q), v, € H(Q) vk
ainsi que les relations de compatibilité

ug=Aug= ... =Nug=...=0 sur T V] entier
vo=Avg=...=Ayvyg=...=0 sur T’ Vj entier.

Alors la solution u du probléme (27) (28) (29) (30) appartient @ C*(Q x [0, oo[).

DEMONSTRATION DU THEOREME X.7. — Comme au § X.1, on considére u(x, t) comme une
fonction définie sur [0, oo 4 valeurs dans un espace vectoriel ; plus précisément pour t > 0
fixé u(t) désigne 'application x +— u(x, t). On écrit 'équation (27) sous forme d’un systéme
du 1¢ ordre (?):

du

. P v = sur Q
6_v — Au = sur Q
ot

et on pose U = <u> de sorte que (33) devient
v

34 d—U AU =0
) ar -
avec
(L2 ov-Ch o= ()
(35) AU = U = =
—A 0 — A 0/ \v — Au

On applique maintenant la théorie de Hille-Yosida dans I'espace H = H}(Q) x L*(Q)

(*) Précisons les notations

2

Ju
o - f
L2Q) Q

ot
(3 C’est la méthode habituelle qui consiste 4 écrire une équation différentielle d’ordre k en t comme
un systéme de k équations du 1°" ordre.

N

2 2
dx, IVu(t)ILz(m = j Z
Qi=1

2
-g% (x, t)| dx.

%(x t)
o
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muni du produit scalaire

U,, Uy) = j Vu, Vu, dx + J uu, dx + J vv, dx
Q Q

Q

U, = <u1> et U, = <u2>'
Uy Uy

On considére opérateur non borné A : D(A) ¢ H —» H défini par (35) avec

D(A) = (H2(Q) n H)() x HY).

ou

Noter que la condition aux limites (28) a été incorporée dans ’espace H; remarquer aussi
Ay . ou
que grace a (28) on a automatiquement v = % =0 sur X.
Vérifions que A + I est maximal monotone dans H.
. u
i) A + I est monotone; en effet si U = < >eD(A) ona
v

(AU, U), + U}, = — JVD Vu — Juv + j(— Aup + juz + jIVuIZ + jvz
= - Juv + Juz + Jvz + ﬁVul2 > 0.

ii) A + I est maximal monotone. Il suffit de prouver que A + 2I est surjectif. Etant

donné F = <f>e H, on doit donc résoudre I'équation AU + 2U = F, c’est-a-dire le
g
systéme
—v 4 2u= sur Q
(36) { /
—Au+2v=gyg sur Q
avec

ueH?(Q) nHYQ) et veH{Q).
On déduit de (36) que
37 —Au+4u=2f+g

Or I'équation (37) admet une solution unique u € H*(Q) n H} (Q) (voir théoréme IX.25).
On obtient ensuite ve H3(Q) en posant v = 2u — f; ce qui résout (36).

Appliquant le théoréme de Hille-Yosida (théoréme VII.4) et la remarque VIL.7 on
voit qu’il existe une solution unique du probléme

dU

—d—t+AU=0 sur [0, oo[
(38)

U(0) = U,,
avec
(39 U e C!([0, oo[; H) n C([0, oo[; D(A))

u
puisque U, = < °> € D(A). Interprétant (39) on obtient (31).
v

[
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0
Pour prouver (32) il suffit de multiplier (27) par 6_1: et d’intégrer sur Q. Noter que 'ona
J 0*u ou 10
— & dx =< =
q Ot* ot 20t Jg

ou 0 10
(—Aw)— dx = | Vu — (Vu) dx = = — | |Vu*dx.
Q ot Q ot 2 0t Jg

2

du
dx

ot

(x, 1)

et

REMARQUE 7. — Lorsque Q est borné on peut utiliser sur H(Q) le produit scalaire -[Vul Vu,

(voir corollaire IX.19) et sur H = H3(Q) x L*(Q) le produit scalaire

| Uy U
U,, Uy = Vu, Vu, + | vy, ol U, = et U, = .
Q Q Uy Uy

Avec ce produit scalaire on a
(AU, U) = — jw Vu + j(— Ap=0 VU-= <u>eD(A).
v

On vérifie aisément (voir [EX]) que
i) A et — A sont maximaux monotones.
i) A* = — A

Donc, on peut aussi résoudre le probléme :

dU
o AU =0  sur [0, + oof, U@ =1,
ou encore

dU

S FAU=0  sur ]-w, 0L U@ =U, ).

On retiendra enfin que la relation (32) s’écrit
U@y = [Uoly  VteR;

on dit que la famille {U(t)},.g est un groupe d’isométries sur H.

e REMARQUE 8. — L’équation des ondes n’a aucun effet régularisant sur les données initiales
— contrairement a I'équation de la chaleur. Pour s’en convaincre on peut considérer le cas
ol Q = R. Le probléme (27) (28) (29) (30) admet une solution explicite trés simple :

x+t

(40) u(x, t) = % [ug(x + t) + up(x — )] + % j vo(s) ds.

x—t

En particulier si v, = 0, alors

u(x, t) = % [uglx + t) + up(x — )]

(') Autrement dit le temps a un caractére réversible; noter le contraste avec I'équation de la
chaleur.
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Il est clair que u n’est pas plus réguliére que u,. On peut méme préciser ; supposons que
uy € C*(R\{x,}). Alors u(x, tyest C* sur R x R sauf sur les droites d’équation x + ¢ = x,
et x —t = xo; ce sont les caractéristiques issues du point (x,,0). Les singularités se
propagent le long des caractéristiques.

REMARQUE 9. — Lorsque Q est borné le probléme (27) (28) (39) (30) peut étre résolu —
comme I’équation de la chaleur — par décomposition sur une base Hilbertienne. On
choisit, pour cela, une base (¢;(x)) de L?(Q) constituée de fonctions propres de — A avec
condition de Dirichlet c’est-a-dire — Ae; = Ae; sur Q, ¢; = Osur I' (noter que A; > 0). On
cherche une solution du probléeme (27) (28) (29) (30) sous la forme

(41) u(x, 1) = 3, ai(t)e;(x).
On voit immédiatement que 'on a nécessairement
ai(t) + May(t) = 0;
d’ou
a;(0
ai(t) = a,0) cos (/A t) + ——\/(:2 sin (/Ai1).
n
Les constantes a;(0) et a;(0) sont déterminées a partir des relations

uo(x) = 3 a;Oei(x) et vo(x) =} ai(0)e;(x);

i i

autrement dit, ce sont les composantes de u, et v, dans la base (¢;). Pour I'étude de la
convergence de la série (41), voir par exemple Raviart-Thomas [1] ou Weinberger [1].

DEMONSTRATION DU THEOREME 8. — On reprend les notations de la démonstration du
théoréme X.7. On vérifie aisément par récurrence sur k que

u
ot = ()

En particulier D(AY < H**!(Q) x H*(Q) avec injection continue. Appliquant le

; k
ueH*"*" Q) et Au=0sur T V0<j<|:5]

. k+1
veHQ) et A =0 sur T V0<j<|:+2- ]—1

théoréme VILS on voit que si Uy, = o € D(A¥), alors la solution U de (38) vérifie
Vo

Ue C/([0, o[ ; D(AY) Vi=01 ... k;

en particulier u e C*7/([0, oo[; H/*1(Q)) Vj =0, 1 ... k. On conclut enfin, & l'aide du
corollaire IX.15, que sous les hypothéses du théoréme X.8 (C’est-a-dire U, € D(A¥) Vk),
alors u e CHQ x [0, o) Vk.

RemMarRQUE 10. — Les relations de compatibilité introduites au théoréme X.8 sont
nécessaires et suffisantes pour que la solution u du probléme (27) (28) (29) (30) appartienne
a C*(Q x [0, oo[) (méme raisonnement qu’a la remarque 4).
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REMARQUE 11. — Les techniques utilisées au § X.3 restent valables pour I'équation de Klein-
Gordon

%u

5 —Au+mu=0 sur Q avec meR m#0

@7 ot

Noter que lPon ne peut pas se ramener a (27) par le changement d’inconnu
o(x, t) = eMu(x, t).

Commentaires sur le chapitre X

Commentaires sur ’équation de la chaleur

1) Le théoréme de J. L. Lions

Le résultat suivant permet d’établir, dans un cadre abstrait trés général, ’existence et
I'unicité d’une solution faible pour les problémes paraboliques. Ce théoréme joue un role
comparable au théoréme de Lax-Milgram, pour les problémes paraboliques. Soit H un

espace de Hilbert muni du produit scalaire ( , ) et de la norme | |. On identifie H et son
dual. Soit V un autre espace de Hilbert de norme || ||. On suppose que V < H avec
injection continue et dense, de sorte que

VcHcV.

(voir remarque V.1).

Soit T > 0 fixé; pour presque tout te[0, T] on se donne une forme bilinéaire
a(t;u,v): V x V- R vérifiant les propriétés :

(i) la fonction ¢ i a(t; u, v) est mesurable Yu,veV,

(i) la(t; u, v)l < Mllulllloll p.p- te0, T], Vu,veV,

(i) a(t; v, v) = alvl|> — Cjp|* p.p. te[0, T] VveV,

ou a > 0, M et C sont des constantes.

Théoréme X.9 (J. L. Lions). — Etant donnés fe L*(0, T; V') et u, € H, il existe une unique
Sonction u telle que

d
uel?(0, T; V) n C(0, T]; H) et d—':eLZ(O, T; V)

du
(a(t), vy + a(t; u(t), vy = {f@), v>  pp. te[0, T], VveV
u(0) = u,.
Pour la démonstration, voir Lions-Magenes [1] ou [EX].

Application : H = L*(Q), V = H}(Q)

ou Ov du
a(t; u, v) =.~Z,; . a;i(x, t) o 6_x, dx +Zi: L a;(x, t) py vdx + L ag(x, yuvdx

i i



COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE X 219

avec a;;, a;, ag€ L*(Q x 0, T[) et

42) 2 ai(x, DEE; > olE? p.p. (x, DeQ x [0, T[, VEeRN, a > 0.
ij
On obtient ainsi une solution faible du probléme

du 0
E_gaxj<”6>+2,:a' + agu = f sur Q x 10, T[

u=20 sur I' x ]0, T[
u(x, 0) = uy(x) sur Q.

“3)

Moyennant des hypothéses supplémentaires sur les données la solution de (43) est plus
réguliére; voir les commentaires qui suivent.

2) Régularité C*

On suppose ici que Q est borné et de classe C*. Soient a;, a;, ag € C*(Q x [0, T])
vérifiant (42).

Théoréme X.10. — On suppose que u, € L (Q) et que f € C*(Q x [0, T]). Alors la solution u
de (43) appartient @ C*(Q x [g, T]) pour tout € > 0.

Si de plus u, € _C°°(§) et { f, uy} vérifient certaines relations de compatibilité (*) sur I' x {0},
alors ue C*(Q x [0, T)).
Pour la démonstration voir Lions-Magenes [1], Friedman [1], [2], Ladyzhenskaya-

Solonnikov-Uraltseva [1] et [EX]; elle est basée sur des techniques d’estimations trés
semblables & celles développées au chapitres VII et X.1.

Signalons qu’il existe une théorie abstraite qui généralise la théorie de Hille-Yosida
du
aux équations de la forme a(t) + A(t)u(t) = f(¢), ou, pour chaque t€[0, T], A(z) est

maximal monotone. Cette théorie a été développée par Kato, Tanabe, Sobolevski et
d’autres; elle est techniquement plus compliquée et moins facile 4 manier que la théorie de
Hille-Yosida, voir Friedman [2], Tanabe [1] et Yosida [1].

3) Régularité L et C**

Considérons le probléeme

E—Au=f sur Q x 10, T[

449 u=0 sur ' x 10, T[ (%)
u(x, 0) = uy(x) sur Q.
On suppose, pour fixer les idées, que Q est borné de classe C*. Commengons par un
résultat simple.

(*) Nous n’explicitons pas ces relations; il s’agit de la généralisation naturelle de (8) (voir aussi la
remarque 4).

2 . I .. \
(*) Bien entendu, on peut se donner une condition aux limites non homogéne, u(x, t) = g(x, t) sur
I' x J0, T[, mais pour simplifier on se restreint au cas oi g = 0.
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Théoréme X.11 (Régularité L2). — Etant donnés fe L2(Q x 10, T[) et u, € H(Q), il existe
une unique solution u de (44) telle que

ue C([0, T]; Hy(Q) n L2(0, T; H*(Q) n Hy(Q)
et

ou
—eL%0, T; L*(Q).
6te ( (€2)

La démonstration est facile; voir Lions-Magenes [1] ou [EX]. Plus généralement, dans
les espaces L?, on a le

Théoréme X.12 (Régularité L?). — Etant donnés fe LP(Q x 10, T[) avec 1 < p < oo et
uy = 0 (') il existe une unique solution de (44) telle que

ou ou *u
ll, —y ——
ot Ox; O0x;0x;

eLr@Q x 10, T) Vi j

Théoréme X.13 (Régularité Holdérienne). — Soit 0 < o < 1. On suppose que
feC2(Q x [0, T]) (%) et u, € C2**(Q) vérifient les relations de compatibilité naturelles

ug =0 sur T et — Auy = f(x,0) surT.
Alors (44) admet une solution unique telle que

ou ou O*u

o cC* 2@ x [0,T]) Vi,
“ o ox, ox,ox, @ x10.T)  Vij

Les démonstrations des théoréemes X.12 et X.13 sont délicates (sauf pour le cas p = 2
du théoréme X.12). Comme dans le cas elliptique (voir commentaires sur le chapitre IX)
elles utilisent :

a) une formule de représentation explicite de u a I'aide de la solution fondamentale de

0
P'opérateur P A; par exemple si Q = RN et si f = 0, alors
(45) u(x9 t) = j N E(X - ) t)uO(y) dy =E * Uo
R

(% est la convolution uniquement par rapport a la variable d’espace x)
ou E(x, t) = (4nt)~N2 e~ 24t yoir par exemple Folland [1].

b) une technique d’intégrales singuliéres.
Voir Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva [1] et Friedman [1]. En ce qui concerne le
théoréme X.12 voir aussi Grisvard [1] (Section 9) et Stroock-Varadhan [1]; Brandt [2] (voir
aussi Knerr [1]) présente une démonstration trés simple de la régularité Holdérienne « a
Pintérieur » de Q x ]0, T[ (conclusion partielle du théoréme X.13).

Moyennant des hypothéses supplémentaires sur la différentiabilité de f on obtient plus
de régularité pour u. On retiendra la « morale » suivante : en général, si u, = 0, tout se

0
passe comme si a—l: et Au possédent indépendamment la méme régularité que f.

Notons enfin que les conclusions des théorémes X.11, X.12 et X.13 restent vraies si

(*) Pour simplifier.

) . a/2
(%) Cest-a-dire ey, 1) = f(xa, )l < Clx; — %507 + 1ty — 1) Vxy X2, ty, t,.
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I'on remplace A par

0
;jé;j(uax> ; i+a0u
avec des coefficients réguliers telles que
(46) Y oai(x, DEE; = VIEP  Vx, 1,  VEeRN, v>0.
i j

Pour le cas des coefficients irréguliers (a;;€ L*(Q x 0, T[) vérifiant (46), un théoréme
difficile dG & Nash-Moser affirme qu’il exnste o > 0 tel que ue C>*2(Q x [0, T]); voir
Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva [1].

4) Exemples d’équations paraboliques

On rencontre des équations (et des systémes) paraboliques linéaires ou non linéaires
dans de trés nombreux domaines : mécanique, physique, chimie, biologie, contrdle optimal,
probabilités, etc. Signalons entre autres :

i) Le syst¢tme de Navier-Stokes

du Ou; op
——A+ =fi+ — Qx10, T[,1 <i<N
5 u ;uaj ox, sur ] [ l
N .
divu = '=0 sur Q x J0, T[
u=0 sur ' x ]0, T[
u(x, 0) = uy(x) sur Q,

qui joue un role fondamental en mécanique des fluides, voir Temam [1] et les références
citées.

ii) Les systémes de réaction-diffusion. Ce sont des équations (resp. des systémes)
paraboliques non linéaires de la forme

aa—':—MAu —f(®) sur Q x 10, TJ

+ Conditions aux limites et donnée initiale

ou T;(x, t) est un vecteur a m composantes, M est une matrice diagonale m x m et
f:R™ - R™ est une application non linéaire. Ces équations modélisent des phénoménes
qui apparaissent dans des secteurs variés: chimie, biologie, neurophysiologie,
épidémiologie, combustion, génétique des populations, etc. Voir Fife [1] et les nombreuses
références citées.

iii) Les problémes de frontiére libre. Par exemple le probléme de Stefan décrit
I'évolution d’un mélange eau-glace; voir I'exposé de Magenes [1] (qui contient de
nombreuses références), Free Boundary problems [1] [2], Moving boundary problems [1]
(et les références citées).

iv) Les équations de diffusion interviennent en théorie des probabilités (mouvement
brownien, processus de Markov, processus de diffusion, équations différentielles
stochastiques, etc.); voir Stroock-Varadhan [1].
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v) Pour d’autres exemples de problémes paraboliques non linéaires voir D. Henry [1],
Bénilan-Crandall-Pazy [1], H. Brezis [2].

vi) Signalons enfin une utilisation originale de I’équation de la chaleur en théorie de
l'indice de Atiyah-Singer, voir Gilkey [1].

5) Pour d’autres propriétés liées au principe du maximum voir Friedman [1], Protter-
Weinberger [1], Sperb [1]. Par exemple on montre que si u est la solution de (1) (2) (3) avec
uo = 0 et uy # 0 alors u(x,t) > 0, YxeQ, Vt > 0. Lorsque Q = RN cette propriété est
évidente grace 4 la formule (45) de représentation explicite.

Commentaires sur I’équation des ondes

6) Solutions faibles de I’équation des ondes

On peut établir I’existence et P'unicité d’une solution faible de ’équation des ondes
(avec second membre f) dans un cadre abstrait trés général. Soient V et H deux espaces de
Hilbert tels que V <« H = V’ (voir commentaire 1). Soit T > 0; pour chaque ¢t € [0, T] on
se donne une forme bilinéaire continue symétrique a(t;u,v): V x V- R telle que

(i) la fonction t +— a(t; u, v) est de classe C!, Yu,veV

(i) a(t; v, v) > alfp)|> — Clv|?, Vte[0, T], VveV, a > 0.

Théoréme X.14 (J. L. Lions). — Etant donnés fe L*(0, T; H), u, € V, v, € H il existe une
unique fonction u telle que

2
ue C([0, T]; V), :—’:eC([o, T]; H), :TZELZ((L T; V)

d2
<d—t:‘ 0, v> +a(t; u(®), v) = {f(1), v> pp. te[0, T], VveV

du
u(0) = u, P (0) = vo.

Pour la démonstration du théoréme X.14 voir Lions-Magenes [1].

Application. — V = H)(Q), H = L%(Q)

u  Ov
a(t; u, v) = | Y ay(x, t)——dx+J ap u vdx
x; 0x Q
avec (42) et

oa;; da .
aijs —5?], ag, -ﬁeL“’(Q x 10, T[), a; = aj;, Vi, j.

On obtient alors une solution faible du probléme

%u 0 ou
-67_;]'6_.Xj(aija_)c;>+a0u=f sur Q x 0, T[

(28) (29) (30).

Noter que les hypothéses sur les données initiales (u, € H3(Q) et vy € L?(Q)) sont ici plus
faibles qu’au théoréme X.7. Moyennant des hypothéses supplémentaires sur f, u, et v,
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(régularité et conditions compatibilité) ainsi que sur les coefficients a;;, a, on établit que u
est plus réguliére; voir Lions-Magenes [1].

7) La théorie L? pour I’équation des ondes est délicate et encore mal connue.

8) Principe du maximum

Certaines formes trés particuliéres du principe du maximum sont valables; voir
Protter-Weinberger [1]. Par exemple, soit u la solution de (27) (28) (29) (30).

(i) SiQ=R, uy=>0et vy>0, alors u >0

(i) Si Q =R2 uy, =0 et vy > 0, alors u > 0.
Le point (i) résulte de la formule (40) de représentation explicite. Une formule du méme
type, mais plus compliquée, est valable pour Q = RN; voir par exemple Mizohata [1],
Folland [1], Weinberger [1], Courant-Hilbert [1], Mikhlin [1] et [EX]. On peut en déduire le
point (ii).
Par contre on attire Pattention sur les points suivants (voir [EX]):

(i) Si Q =10, 1[, uo = 0 et v, = 0 n’entrainent pas u > 0

(iv) Si Q = R?, u, = 0 et v, = 0 nentrainent pas u > 0.

9) Domaine de dépendance. Propagation des ondes. Principe d’Huygens

11 existe une différence fondamentale entre I’équation de la chaleur et I'équation des
ondes :

a) Pour P'équation de la chaleur, I'effet d’une petite perturbation initiale est ressenti
immédiatement partout, c’est-a-dire Vx € Q, V¢ > 0. Par exemple on a vu que si u, > O et
uy # 0, alors u(x, t) > 0, Vx € Q, V¢t > 0. On dit que la chaleur se propage avec une vitesse
infinie (*).

b) Pour I'équation des ondes on a un phénomeéne entiérement différent. Considérons,
par exemple, le cas Q = R. La formule explicite (40) montre que u(x, f) dépend uniquement
des valeurs de u, et v, dans Pintervalle [ x — ,x + 1 ]

t‘}

(x1)

x+1

=1
|
~1

On dit que lintervalle [ x —, x + t ] sur axe des x est le domaine de dépendance du
point (x, 1).

La méme propriété est encore vraie pour Q = RN (avec N > 2): u(x,t) dépend
seulement des valeurs prises par u, et v, dans la boule {x € RN; |x — x| < t}. Cette boule
(dans Thyperplan RN x {0}) est appelée le domaine de dépendance du point (X, 1);

(") Physiquement ceci n’est pas trés réaliste ! Toutefois la formule de représentation (45) montre
qu’une perturbation initiale localisie au voisinage de x, a des effets trés négligeables au point (x, t) si ¢
est petit et |x — x,| est grand.
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géométriquement c’est I'intersection du cdne
{x, )e RN x R; |x — x| <t —t et t<t)

avec hyperplan RN x {0}. Cette propriété peut s’interpréter physiquement comme suit :
les ondes se propagent avec une vitesse au plus égale a 1('). Un signal localisé dans le
domaine D a Pinstant t = 0 (?) affecte le point x € RN uniquement a partir de P'instant
t > dist (x, D) (pour t < dist (x, D) on a u(x, t) = 0).

Lorsque N > | est impair — par exemple N =3 — on a une propriété encore
plus frappante: u(x,t) dépend seulement des valeurs de u, et v, (%) sur la sphére
{x e RN; |x — x| = t}. C’est le principe d’Huygens. Physiquement, il exprime qu’un signal
localisé dans le domaine D a P'instant ¢t = 0 est observable au point x € R uniquement
pendant le laps de temps [t , t,Jou t; = Inf d(x, y)ett, = Sup d(x. y). Aprés'instant ¢, le

yeD yeD
signal a cessé d’avoir un effet au point x.
Au contraire, en dimension N paire (par exemple N = 2), Ieffet du signal persiste

pour tout t > t, (4).

Application musicale. Un auditeur placé dans R? a une distance d d’un instrument de
musique (°) entend & linstant t uniquement la note jouée a linstant t — d et rien
d’autre! (5).

Pour plus de détails sur le principe d’Huygens le lecteur pourra consulter Courant-
Hilbert [1], Folland [1], Garabedian [1], Mikhlin [1].

(') La vitesse | intervient a cause de la forme normalisée de I'équation des ondes. Certains
2

lecteurs préféreront travailler avec I’équation (;TZ — ¢?Au = 0 pour faire jouer 4 la vitesse ¢ un rdle
rivilégié.
P (3) Cest-a-dire une donnée initiale u,, v, 4 support dans D.

(3®) Et de certaines de leurs dérivées.

(%) Cet effet samortit avec le temps, mais il ne disparait jamais complétement.

(®) Supposé de dimension négligeable.

(®) Alors que dans R? il entendrait une combinaison pondérée de toutes les notes jouées dans
I'intervalle de temps [0, ¢ — d].
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