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« C’était avant l’événement qu’il aurait fallu savoir analyser les nou-
velles données du probléme stratégique. Or, s’adapter, par avance,
une réalité simplement prévue et analysée par les seules forces de l’es-
prit, c’est la probablement, pour la plupart des hommes, un exercice
mental singulierement plus difficile que de modeler leur action, au fur

et a mesure, sur des faits directement observés. »
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Sigles et notations

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, les abréviations seront parcimonieusement utilisées.
Leur présence est surtout visible dans les légendes des tableaux ou des figures.

— RIF : réponse impulsionnelle finie.

— RII : réponse impulsionnelle infinie.

— RSB : rapport signal & bruit.

— FS : suréchantillonnage fractionnaire.

— RM : répétition/modulation.

— CMA : algorithme de Godard (dit aussi, & module constant).

— MK : minimisation du kurtosis.

— NLS : moindres carrés non-linéaire.

Nous avons également adopté quelques conventions typographiques, pour différencier facilement
les scalaires, des vecteurs et autres matrices.
— les lettres minuscules non grasses, comme 7, (7) ou h(z), désignent des quantités scalaires
(nombres complexes ou polynomes).
— les lettres minuscules grasses, comme r, ou h, désignent exclusivement des quantités vecto-
rielles dont les composantes naviguent dans ’espace des nombres complexes ou des polynoémes.
— les lettres majuscules, grasses ou non grasses, comme Ry ou H(z), désignent des quanti-
tés vectorielles ou matricielles dont les composantes appartiennent a 1’espace des nombres
complexes ou des polyndomes.

Nous définissons également quelques opérateurs matriciels.

— A* : transconjugué de la matrice A.

— AT : transposé de la matrice A.

— A : conjugué de la matrice A.

— A;; ou [A];,; : élément ou bloc d’indices i et j de la matrice A.

— Trace(A) : trace de la matrice A.

- C = A® B : produit de Kronecker entre A et B. C; ; = A; ;B.

— wvec(A) : opérateur transformant une matrice A en un vecteur colonne. Soit A. ;, la jéme
colonne de A. vec(4) = [AL}, AT, .. ]T.

||[Al|w : norme de la matrice A. ||A]| = vec(A)*Wwvec(A), avec W une matrice hermitienne
positive.
A# : pseudo-inverse de A.
— Idys : matrice identité de taille M.

Les processus aléatoires abondent dans ce manuscrit. Quelques notations s’y référant suivent.
Soit {y(n)}nez, un processus aléatoire.
— E[y(n)] : espérance mathématique du processus y(n).
— 1y(n,T) : coefficient de corrélation de retard 7 & 'instant n (ry(n,7) = Ely(n + 7)y*(n)]).
— 7y (n, ) : coefficient de corrélation conjuguée de retard 7 a 'instant n (r, (n, 7) = Ely(n+

T)y(n)))-

— N(m,c) : variable gaussiennne de moyenne m et de variance c.
L .

— — : convergence en loi.
pb. e1ep 2

— — : convergence en probabilité.



Sigles et notations

p.s. N
= : convergence presque stre.

Les lettres ou symboles suivants ont une signification précise dans tout ce manuscrit.

L’indice a représente un processus analogique. L’absence d’indice signifie que le processus est
A temps discret.

t : variable du temps continu.

n, m : variables du temps discret.

M : degré d’un filtre.

p : facteur d’excés de bande d’un filtre de Nyquist.

Les entités 7, J et W représenteront exclusivement des intervalles de I’espace des fréquences
normalisées. De plus Z(°) est le complémentaire de Z dans | — 1/2,1/2].

Le vecteur directionnel de taille (N + 1), défini par [1,...,e~2"Nf]T gera noté Dy (7).
(a mod b) signifie que a est pris modulo b. Par convention, nous contraignons (a mod b) &
étre compris entre —b/2 et b/2.

Re[z] et Tm[z] représentent respectivement la partie réelle et imaginaire d’un nombre com-
plexe z.

Soient z(n) un processus quelconque et y(n) un signal défini de la maniére suivante

m2
y(n) = Z hrx(n — k).
k=ml
y(n) représente la sortie & Iinstant n d’un filtre h(z) = ?jml hiz
z(n). Cette opération de filtrage pourra s’écrire de la maniére suivante.

y(n) = [h(2)].z(n)

~* excité par le signal



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Positionnement du travail

Ce travail de thése se situe dans le cadre général des télécommunications numériques non-
coopératives. Dans ce contexte, un récepteur intercepte un signal transmis par un émetteur inconnu,
et l'on souhaite analyser le plus finement possible certaines de ses caractéristiques. Nous nous
limitons ici & des émetteurs utilisant exclusivement des modulations numériques linéaires. Dans
ce cadre, il est trés utile d’extraire des informations telles que la période-symbole, la fréquence
porteuse, et 'alphabet auquel les symboles appartiennent (voir par exemple la thése de L. Mazet
[51] dans laquelle ces informations sont & la base d’un systéme de reconnaissance de modulations).

Ce travail est consacré 3 I’étude de certains aspects méthodologiques importants concernant d’une
part I'estimation de la période-symbole et de la fréquence porteuse et d’autre part Pextraction des
symboles transmis par l’émetteur.

1. Estimation de la période-symbole et de la fréquence porteuse :

L’inverse de la période-symbole et la fréquence porteuse du signal sont des fréquences cy-
cliques du signal regu. Cette remarque a conduit divers auteurs ([66], [31], [34], [22],[51]) & les
estimer & partir de statistiques cycliques du second ordre de I’observation. Cependant, aucune
analyse statistique des estimateurs proposés dans ces articles n’a été effectuée. Dans cette
thése, nous montrons leur consistance et leur normalité asymptotique. De plus, nous évaluons
analytiquement par le biais de formules simples et exploitables leur variance asymptotique,
et étudions de facon claire I'influence du choix de certains paramétres sur les performances
des estimateurs.

2. Egalisation aveugle pour des signaux ¢ bande limitée :
La période-symbole et la fréquence porteuse étant estimées, il est possible d’extraire les sym-
boles transmis par I’émetteur en utilisant des algorithmes d’égalisation aveugle ne nécessitant
aucune connaissance a priori sur la nature de la constellation utilisée. De nombreuses mé-
thodes d’égalisation aveugle se décomposent en deux étapes. La premiére étape consiste &
estimer préalablement le filtre perturbateur. Nous parlons alors d’identification aveugle. La
seconde étape utilise la valeur estimée du filtre pour obtenir un filtre égaliseur par une mé-
thode classique (filtrage de Wiener, égalisation par forcage & zéro). Pour identifier le filtre de
maniére autodidacte, la seule source d’information sont les statistiques estimées des signaux
recus. Nous nous penchons exclusivement sur les techniques d’identification basées sur les
statistiques du second ordre du signal échantillonné & deux fois la valeur du rythme-symbole
(53], [65]). Il a été remarqué que ces algorithmes avaient de piétres performances lorsque le
signal recu présentait un caractére bande limitée, ce qui correspond & une situation classique
pour des signaux de transmissions numériques. Nous avons donc analysé de fagon précise les
raisons pour lesquelles le caractére bande limitée des signaux affectait les performances de la
méthode sous-espace de [53] qui est I’une des plus populaires. Les résultats originaux obtenus
peuvent également s’appliquer afin d’étudier le comportement d’algorithmes d’identification
aveugle utilisés dans un contexte plus coopératif que le cadre général de ce travail. Nous nous
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sommes donc un peu éloignés des aspects non-coopératifs pour analyser les performances de
techniques d’identification aveugle d’une part dans le cas ou le filtre de mise en forme utilisé
par I’émetteur est connu, et d’autre part lorsque le systéme utilise & 1’émission un précodeur
dont la connaissance peut servir a la réception (systémes a cyclostationnarité induite [59],

[12]).

1.2 Plan et contributions

Cette thése se décompose en deux parties distinctes. Nous avons choisi de les présenter dans
Pordre chronologique dans lequel elles ont été effectuées et non dans 'ordre dans lequel elles ap-
paraissent dans un systéme de recouvrement de l'information émise. Par ailleurs, chacune de ces
parties contient sa propre introduction permettant de situer précisément son contexte et ses contri-
butions par rapport & la littérature existante. La présente introduction générale est donc succincte.

La premiére partie s’attache tout particuliérement & étudier les techniques du second ordre
d’égalisation aveugle, lorsque la période-symbole et le résidu de porteuse sont connus. Le signal
recu étant & bande limitée, nous nous penchons sur les conséquences de cette limitation en bande
sur ces dites techniques. La seconde partie se consacre & I’estimation de paramétres tels la période-
symbole et le résidu de porteuse. Cette estimation est réalisée avant toute procédure d’égalisation
et sans ’aide de connaissance déterministe a priori sur les symboles. Nous menons en fait une étude
asymptotique rigoureuse d’estimateurs de ces paramétres basés sur des statistiques du second ordre
du signal regu.

Dans le cadre de la premiére partie, nous procédons & quelques rappels sur I’égalisation aveugle au
second ordre au chapitre 2. Nous évoquons en particulier les approches du récepteur monocapteur
par diversité temporelle. Une des méthode les plus prometteuses liée & ce contexte est la méthode
sous-espace ([53]).

Au chapitre 3, nous étudions en profondeur les performances de cette méthode lorsque les si-
gnaux regus sont & bande limitée. Notre but est d’évaluer et de comprendre les conséquences de
cette caractéristique du signal sur les performances. Nous montrons grice & une analyse originale
que le filtre ne peut étre connu qu’a un sous-espace d’indétermination prés, d’ou les piétres perfor-
mances de la méthode sous-espace. Ces résultats ont fait I’objet de deux communications ([14] et
[20]).

Dans un contexte plus coopératif, le filtre de mise en forme est connu. Au chapitre 4, nous nous
placons dans ce cadre et contraignons ainsi le filtre obtenu par la méthode sous-espace. Malgré cet
apport d’information, nous montrons que la méthode sous-espace contrainte ne permet d’identifier
le filtre qu’a un sous-espace d’indétermination prés. Cette étude a permis une communication ([21]).

En raison de la limitation en bande des signaux regus, la cyclostationnarité du signal analogique
recu, qui normalement permet I’identification du filtre au second ordre, apporte peu d’information.
Pour quantifier la capacité des statistiques du second ordre & fournir néanmoins suffisamment d’in-
formation pour identifier le filtre, nous avons étudié, au chapitre 5, les performances asymptotiques,
dans le contexte de signaux & bande limitée, de la meilleure méthode au second ordre qu’est 'ajus-
tement de covariance optimalement pondéré. Cette étude théorique montre que les statistiques du
second ordre sont encore suffisantes en présence de signaux a bande limitée. Toutefois cette méthode
optimale admet de nombreuses limitations algorithmiques empéchant une implantation pratique
fiable. De ce fait la méthode d’ajustement de covariance est inopérante. Ce travail a conduit & une
communication ([49]).

Depuis quelques années, il est apparu judicieux de renforcer I'information statistique au second
ordre & la réception en modifiant les statistiques au niveau de I’émetteur afin de créer de la cyclo-
stationnarité dés I’émission. Ces techniques sont dites & cyclostationnarité induite & ’émetteur. et
n’ont un sens que dans un contexte de communications coopératives, puisque la structure induite
a I’émetteur est connue tant de ’émetteur que du récepteur. Nous entamons le chapitre 6 par un
bref apercu de ces techniques. Des méthodes d’identification de type sous-espace existent. Notre
but est d’analyser les conséquences de la limitation en bande des signaux sur ces méthodes sous-
espace associées pour deux techniques de cyclostationnarité induite. Par des outils similaires & ceux
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du chapitre 3, nous montrons que ces méthodes permettent d’identifier correctement le filtre. Ce
travail a donné lieu & une communication ([15]) et un article de revue accepté ([19]).

Dans la seconde partie de cette thése, la période-symbole et la fréquence porteuse qui ont été
jusqu’ad maintenant supposées connues, vont faire l’'objet d’'une phase d’estimation. Pour ces deux
parameétres, nous nous focalisons sur des estimateurs basés sur les statistiques au second ordre du
signal regu y,(¢)-

Le chapitre 7 est consacré & ’estimation de la période-symbole. Nous nous attardons sur ’esti-
mation de la période symbole basée sur des sommes pondérées de cyclocorrélations du signal recu
([50]). Le but dans ce chapitre est d’analyser les performances asymptotiques d’un tel estimateur.
Nous montrons que cet estimateur est en liaison avec le probléme classique d’estimation de la fré-
quence d’une sinusoide corrompue par un bruit additif, par la maximisation de son périodogramme
empirique. En raison de certaines particularités, I’estimateur de la période-symbole ne vérifie pas
les hypothéses traditionnellement évoquées dans le cadre de l'estimation de la fréquence d’une
sinusoide. C’est pourquoi nous procédons & I’étude asymptotique en développant une nouvelle dé-
marche d’analyse. Cette démarche s’avére efficace, en particulier pour obtenir une forme analytique
interprétable de la covariance asymptotique. Cette étude a conduit & une communication ([17]) et
a la soumission d’un article de revue ([16]).

Une fois cette période-symbole estimée, il est envisageable d’estimer le résidu de porteuse. Au
chapitre 8, nous présentons une étude asymptotique d’un estimateur du résidu de porteuse lorsque
la source émise est non-circulaire. Cet estimateur est basé sur les cyclocorrélations conjuguées
du signal recu. Cet estimateur peut se formaliser d’une maniére semblable & celui de la période-
symbole. C’est pourquoi, en utilisant les résultats obtenus par I’étude asymptotique de I'estimateur
de la période symbole, nous analysons complétement ce type d’estimateur du résidu de porteuse.
Cette étude a permis une communication ([18]). La rédaction d’un article de revue est en cours.

1.3 Publications

Tous ces travaux présentés dans la suite du document ont débouché sur des publications dont
les références sont réunies ci-dessous.

Articles de revue
rl- Ph. Ciblat, A. Chevreuil et Ph. Loubaton : Repetition/Modulation and blind second order
equalization, accepté & IEEE Transactions on Signal Processing.
r2- Ph. Ciblat, Ph. Loubaton, E. Serpedin et G.B. Giannakis : Cyclic correlation based Symbol
Rate Estimation : asymptotic analysis, soumis 3 IEEE Transactions on Information Theory,
Avril 2000.

Actes de conférence

cl- Ph. Ciblat, Ph. Loubaton et P. Larzabal : Egalisation aveugle au second ordre : cas bande
limitée, GRETSI, Grenoble, France, Septembre 1997.

c¢2- Ph. Ciblat et Ph. Loubaton : Second order blind equalization : band-limited case, ICASSP,
Seattle, Washington, Etats-Unis, Mai 1998.

c¢3- L. Mazet, Ph. Ciblat et Ph. Loubaton : Fractionally Spaced Blind Equalization : CMA
versus Second Order Based Methods, SPAWC, Annapolis, Delaware, Etats-Unis, Mai 1999.

c4- Ph. Ciblat et Ph. Loubaton : Egalisation aveugle au second ordre pour des signauz d bande
limitée : connaissance a priori sur le filtre, GRETSI, Vannes, France, Septembre 1999.

c5- Ph. Ciblat, A. Chevreuil et Ph. Loubaton : Repetition/Modulation and blind second order
identification, ASILOMAR, Pacific Grove, Californie, Etats-Unis, Octobre 1999.
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Introduction générale




Premiére partie

Analyse et performance
d’algorithmes d’identification aveugle
monocapteur au second ordre en
présence de signaux a bande limitée






Chapitre 2

(Généralités sur l'identification
aveugle monocapteur au second ordre

Le signal analogique regu y,(t) peut s’écrire, en bande de base, sous la forme

ya(t) = Z snha(t - nTs) + wa(t) (2.1)
nEL

La source discréte {s, }nez qui contient toute I'information a transmettre est supposée stationnaire,
indépendante et identiquement distribuée, centrée et de variance 1. Sa période d’émission, appelée
également période-symbole, sera notée T;. Le filtre h,(t) ! résulte de Veffet conjugué d’un filtre de
mise en forme & bande limitée, noté g,(¢) (nous considérons un filtre de type « racine de cosinus
surélevé » de facteur d’excés de bande p), et d’un canal de propagation & trajets multiples. Ce
canal est supposé créer (L+ 1) trajets dont les atténuations et les retards sont notés respectivement
{A1}i=o,z et {71 }i=o0,1.- De cette maniére le filtre hy () s’écrit

L
ha(t) = Nga(t — ) (2.2)
=0

En pratique le filtre g,(¢) est tronqué & I’émission. C’est pourquoi nous supposons que h, () est
une fonction & support borné, causal et de support [0, M,T;]. La troncature de g,(t) n’affecte pas
numériquement son caractére bande limitée.

Afin de simplifier quelques expressions, en particulier, celles correspondant & des calculs de per-
formances asymptotiques, nous supposons que la source {s, }nez €t le bruit w,(¢) sont circulaires.
Le bruit w,(t) sera également considéré blanc et gaussien.

Dans cette premiére partie, nous supposons connaitre la valeur de la période-symbole T;. En
écrivant ’équation 2.1, nous avons déja implicitement supposé que la fréquence porteuse est connue
du récepteur.

Dans les techniques d’égalisation supervisée monocapteur, ¢’est-a-dire, celles faisant appel a une
séquence d’apprentissage pour identifier le canal, le signal analogique regu y,(t) est couramment
échantillonné 3 la cadence T, = T. Par analogie, il est naturel de vouloir construire une procédure
d’égalisation aveugle a partir du signal re¢u échantillonné & la cadence-symbole.

Le modéle discrétisé s’écrit alors

yr,(n) = [hr,(2)]-8n + wr, (n) (2:3)

avec
— Yt, (n) =Ya (nTS) et wr, (n) = Wq (nTS)-
— hr,(2) = Yol bz ot hy = hg(kTs) et M = M, + 1.

IP’indice « a » désignera toujours, dans la suite, un signal de nature analogique.
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La suite {yr,(n)}nez est un processus monodimensionnel et stationnaire. De ce fait toute son
information statistique au second ordre est contenue dans sa densité spectrale S,, qui s’exprime
sous la forme

Syz, (€*™7) = |hr, (X" )

Il apparait que méme avec une connaissance parfaite des statistiques du second ordre, il sera im-
possible de déterminer la phase du filtre numérique hr,(z). Donc la résolution du probléme de
Iidentification aveugle au second ordre est rigoureusement impossible & partir de la seule connais-
sance du signal {yr, (n) }nez.

Cette voie sans issue peut étre aisément contournée par l'utilisation des statistiques d’ordres
supérieurs de ce signal discret. Cette approche a permis le développement de nombreux algorithmes
([39], [70], [69], [63])- Cependant la plupart posséde deux inconvénients majeurs. Premiérement
les statistiques d’ordres supérieurs sont souvent difficiles & estimer & partir d’un nombre faible
d’échantillons : comme un grand nombre d’échantillons est nécessaire, le canal doit étre supposé
stationnaire sur une plage temporelle importante. Malheureusement les systémes actuels et futurs
de communication avec des mobiles doivent fonctionner dans des canaux variant rapidement dans le
temps. C’est pourquoi cette contrainte semble de plus en plus génante et inadéquate. Deuxiémement
une majorité de ces algorithmes introduit des fonctions de cotit non convexes : leur optimisation
est donc ardue en raison de la présence de nombreux minima locaux dont la gestion alourdit
d’autant plus les procédures algorithmiques. Ces propos doivent étre toutefois largement nuancés
du fait des bonnes propriétés des algorithmes de type « amplitude & module constant » (CMA)
ou « minimisation de kurtosis » (MK) qui n’engendrent aucun minimum local asymptotiquement
([70]) et qui peuvent fonctionner de fagon satisfaisante méme avec peu d’observations ([49]).

Néanmoins construire des techniques basées sur la seule utilisation des statistiques du second
ordre du signal y,(t) semble encore une voie intéressante.

La grande avancée dans l'identification aveugle au second ordre a été réalisée, il y a une dizaine
d’années, grace, en particulier, aux travaux de Gardner ([30]) et Tong ([68]). Leur nouvelle approche
est fondée sur des propriétés bien spécifique du signal analogique recu y,(¢). Un signal analogique
{pa(t) }ser est dit cyclostationnaire (an sens large) si sa fonction d’autocorrélation ¢ — Ry, (t,7) =
E[p,, (t+7)p%(t)] est périodique de période P, et développable en série de Fourier ([38]). Les multiples
de 1/P, sont appelés les fréquences cycliques du processus {p,(t)}:er. Il est facile de remarquer
que le signal y,(t) est cyclostationnaire de période T;. Un signal & temps discret {p(n) }nez est dit
cyclostationnaire si sa fonction d’autocorrélation n — R,(n, ) = E[p(n+7)p* (n)] est décomposable
en série de Fourier de la maniére suivante : il existe un réel ag compris entre —1/2 et 1/2 et un

ensemble }}52) ={a€]-1/2,1/2] | Jk€Z a= (koo mod 1)} tels que

Ry(n,7) = Z Rl (r)e2imen,

ae.’F,(,Q)

(amod 1) signifie que a est considéré modulo 1 et, par convention, (a mod 1) est compris entre —1/2

et 1/2. Les éléments de I’ensemble .7-',52) sont appelés les fréquences cycliques du processus p(n). Par
analogie avec le cas stationnaire, des spectres sont définis & partir des suites {R,(,a) (M) }rez. R,(,a) (1)

est d’ailleurs appelée la cyclocorrélation de retard 7 & la fréquence cyclique a. Si a appartient &
}}(,2), nous dénommons cyclospectre & la fréquence cyclique «, noté S,(,a)(z), la transformée en z de
la suite {RS (1) }rez :

SI(,O‘) () = ZRI()") (m)z~"

TEL

Le processus p(n) est dit périodiquement corrélé de période P si les fréquences cycliques sont de
la forme k/P, avec P un entier, c’est-a-dire, si .7-',(,2) ={k/P, —P/2 < k < P/2}. Comme y,(t) est
cyclostationnaire de période Ty, il est facile de vérifier que sa version échantillonnée & la période
Te y1,(n) = yo(nT,) est cyclostationnaire de fréquences cycliques, les multiples de T, /T modulo
1. Si T. = T, les fréquences cycliques sont toutes nulles et donc yr,(n) est stationnaire. Nous
confirmons ainsi la propriété déja observée a partir du modéle discret décrit par ’équation (2.3).
En revanche yr,(n) est cyclostationnaire dés que T, # Ts. Afin de ne perdre aucune information,
le suréchantillonnage du signal analogique y,(t) par rapport & la cadence symbole (T, < T) est
nécessaire ([30],[68]).
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Dans les problémes d’identification aveugle, un échantillonnage du type T, = %, ol q est
un entier, est classiquement employé. g est appelé facteur de suréchantillonnage. Le processus
{y(n) }nez résultant de ce type de suréchantillonnage est alors périodiquement corrélé de période q.
Néanmoins toutes les méthodes d’identification aveugle au second ordre évoquées dans cette thése
utilisent un facteur de suréchantillonnage ¢ = 2. C’est pourquoi nous nous placerons dorénavant
uniquement dans ce cadre.

Le modéle discret s’écrit alors

y(n) = Zskha (n% — kTs) + w(n)
k

avec y(n) = ya(nL) et w(n) = wy(nLs). Cette équation ne représente pas une opération de filtrage,
car il n’y a pas d’invariance temporelle du systéme. Néanmoins par un simple jeu d’écriture, il est
possible de se ramener 4 un systéme contenant une opération de filtrage par deux voies différentes
mais rigoureusement équivalentes .

Tout d’abord considérons la suite de symboles {vy, }nez définie par

{ V2n = $n
Vopy1 = O
Cette suite est clairement périodiquement corrélée de fréquences cycliques 0 et 1/2 et de cyclos-
pectres constants égaux a 1/2. {vp}nez est appelée « suite de pseudo-symboles » étant donné
que

y(n) = [(2)].vn + w(n) (2.4)

avec h(z) = Zi\io hrzF ott hy = he(ki:) et M = 2M, + 1, le degré du filtre scalaire h(z).
Donc le signal numérique y(n) coincide avec la sortie d’un filtre scalaire excité par une suite de
pseudo-symboles cyclostationnaire et perturbé par du bruit additif. Dans ce cas, les cyclospectres
de fréquence cyclique 0 et 1/2 ont pour expression
S?(!O)(e%ﬂf) — %|h(62i7rf)|2 et S?(/%)(e%wf) — %h(e2i7rf)h(62i7r(f+%))*

et contiennent toute I'information statistique du second ordre du processus y(n). Ainsi le systéme
suréchantillonné posséde de I'information de phase par 'intermédiaire du cyclospectre de fréquence
cyclique 1/2. [68] a démontré que cette information était suffisante pour identifier le filtre h(z) a
un facteur scalaire prés, sous réserve d’une condition peu restrictive sur le filtre h(z).

Tl est possible d’arriver au méme type de conclusion par une autre voie différente.

En posant Y (n) = [y(2n + 1),y(2n)] et W(n) = [w(2n + 1), w(2n)]T, nous obtenons que

Y (n) = [H(2)]-5n + W (n) (2.5)

avec H(z) = [hi(2), hp(2)]T un filtre vectoriel & une entrée et deux sorties dont les deux composantes
sont respectivement les parties impaire et paire de h(z), c’est-a-dire,

h(z) — h(—2) h(z) + h(—2)

hi(z?) = = et hp(z?) = . (2.6)

De plus le degré du filtre H(z), noté M', est égal & % si M est impair et & % si M est pair. Le
processus vectoriel Y (n) est stationnaire. Le fait que ce processus stationnaire soit vectoriel permet
d’identifier le canal en utilisant les statistiques du second ordre de Y (n) qui sont entiérement
contenues dans la densité spectrale du processus vectoriel Y (n) s’écrit sous la forme

Sy(esz) _ H(e2i7rf)H(62i7rf)* (2.7)

A la donnée de cette densité spectrale Sy matricielle de rang 1, il n’existe qu’un seul filtre F(z)
une entrée/deux sorties, causal et & minimum de phase tel que Sy (e2™f) = F(e"f)F(e?"f)*. La
propriété de minimum de phase pour un filtre vectoriel une entrée/deux sorties se traduit de la
maniére suivante :

F(2)#0, VzeC
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Donc si le filtre H(z), défini par I’équation (2.5) vérifie cette condition peu restrictive d’absence de
z€éros communs entre ses composantes, il est I'unique filtre & minimum de phase vérifiant ’équation
(2.7) et est ainsi identifiable. L’apport d’une information supplémentaire par le suréchantillonnage
permet donc d’identifier, de maniére autodidacte, le filtre & partir des seules statistiques du second
ordre du signal regu. Un autre avantage, certes mineur comparé au précédent, voit le jour grace au
suréchantillonnage, au niveau de 1’égalisation proprement dite du signal numérique. Si le filtre RIF
a compenser est scalaire, le filtre égaliseur par forcage de zéro ne peut étre que RIIL. Ainsi lors d’une
implantation pratique, ce filtre scalaire égaliseur doit étre tronqué ce qui empéche une égalisation
parfaite, méme en l’absence de bruit. Par contre, si le filtre RIF H(z) & égaliser est vectoriel (une
entrée/deux sorties) et ne s’annule pas dans le plan complexe, par 1’égalité de Bezout, nous savons
qu’il existe un polynome deux entrées/une sortie G(z) de degré fini qui vérifie G(z)H(z) = 1. Ainsi,
en labsence de bruit, il est possible d’égaliser un filtre RIF vectoriel par un filtre lui aussi RIF,
sans erreur.

Cette approche par suréchantillonnage ([30], [68]) a ouvert de nouveaux horizons sur la pro-
blématique de l’identification aveugle monocapteur au second ordre et a permis ’apparition de
nombreux algorithmes comme la méthode sous-espace ([53]), la prédiction linéaire ([65]) et I’ajus-
tement de covariance ([77]). Comme la méthode sous-espace posséde apparemment de bonnes per-
formances asymptotiques ainsi qu’une implantation pratique simple, nous nous sommes attardés,
en premier chef, sur cette méthode au détriment des autres.

Le filtre h(z) & estimer posséde des caractéristiques numériques propres : il est 4 bande limitée.
Cette propriété n’est pas prise en compte par les résultats algébriques qui démontrent la consistance
de la méthode sous-espace alors qu'’il a été remarqué ([72]) que la méthode sous-espace n’était pas
insensible & ces spécificités numériques. Cependant aucune étude précise expliquant les raisons des
conséquences néfastes du caractére bande limitée du signal n’a été effectuée. Dans le chapitre 3,
nous menons cette étude et montrons que le filtre ne peut étre identifié qu’a un sous-espace prés.

La prise en compte du filtre de mise en forme fournit une information a priori sur la structure
du filtre. Elle conduit & contraindre la méthode sous-espace ([3]). Dans le chapitre 4, nous utilisons
I’approche développée au chapitre 3, pour analyser clairement les performances de cette méthode
sous-espace contrainte. Nous montrons que, malheureusement, cette contrainte, sauf dans des cas
rares, ne permet pas la disparition totale de ’espace d’indétermination.

Enfin, dans le chapitre 5, dans le but d’obtenir des bornes inférieures de performances des
méthodes au second ordre dans le cadre de signaux & bande limitée, nous entreprenons 1’évaluation
des performances asymptotiques de la meilleure méthode au second ordre, qu’est '« ajustement
de covariance » optimalement pondéré.



Chapitre 3

Analyse de la méthode sous-espace

Cette méthode trés prometteuse, introduite par Moulines et al. ([53]), permet d’identifier, en
théorie, le filtre h(z) & partir des statistiques du second ordre de y(n). Elle a suscité de nombreux
espoirs car elle allie deux avantages primordiaux. Premiérement ’algorithme issu de cette méthode
est d’implantation simple et deuxiémement un nombre faible d’échantillons regus est suffisant
pour obtenir des performances correctes. Cependant, dans le contexte réaliste des signaux & bande
limitée, les performances sont trés décevantes. Dans ce chapitre nous nous attachons & expliquer
clairement les raisons de cet état de fait.

3.1 Principe

Afin de rendre agréable la lecture de ce paragraphe, nous supposons sans restriction fondamen-
tale en terme d’identifiabilité, que la variance o2 du bruit est nulle. De plus nous supposons que le
degré du filtre h(z) est impair, et s’écrit M = 2M' + 1.

La méthode sous-espace se fonde sur 'utilisation des propriétés statistiques du second ordre du
processus stationnaire vectorisé Y (n), introduit au niveau de I’équation (2.5). Nous rappelons que

avec H(z) un filtre vectoriel de degré M'.

Nous considérons un entier naturel N plus grand ou égal au degré M’ du filtre H(z). Nous
construisons un vecteur Yx(n) = [YT(n)...YT(n — N)]¥, qui correspond & empilement d’un
certain nombre de données. Alors Yy (n) s’écrit sous la forme Yy(n) = Tn(h)Samon(n), ou
Suryen(n) est défini de maniére analogue & Yy (n), et ot Ty (h) est la matrice de Sylvester de
taille 2(N 4+ 1) x (N + M' + 1) définie par :

Hy H ... Hy 0 ... ... 0

0 Hy H ... Hy 0 ... 0

Tw(h) = : : : : : : : :

o ... ... 0 Hy H, ... Hyp
1
— / DN(e2i7rf)DN+Ml(e2i7rf)* ®H(e2i7rf)df
0
avec Dy (e2™f) =[1,...,e 2™ Nf]T un vecteur directionnel et ®, le produit de Kronecker.

= .
Puisque N > M', Ty (h) est rectangulaire et posséde plus de lignes que de colonnes. Ainsi
le vecteur Yy (n) appartient pour tout n & son espace image. L’idée de la méthode sous-espace
consiste & remarquer que H(z) peut-étre identifié de fagon unique & partir de Im(7x (h)), ou de
facon équivalente, & partir du noyau & gauche Ker,(7x(h)) si H(z) ne posséde pas de racines.
Sous cette hypothése que nous considérons dorénavant vérifiée, Ty (h) est de rang plein ([53]).
Nous introduisons alors le projecteur orthogonal sur le noyau & gauche de Tx(h) qui est aussi le
projecteur orthogonal sur le noyau de la matrice de covariance Ry(h) du processus Yy (n) car
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Ry (h) = ElYxy (n)YR(n)] = Ta(h)Tx (h). Dans la suite, nous noterons ce projecteur, qui est une
matrice de taille 2(N + 1) x 2(N + 1), par IIy.

Ne connaissant pas a priori le degré exact M' du filtre H(z), nous ’estimons par M’ que nous
supposons supérieur ou égal & M'. Soit F(z) un polynome 2 x 1 de degré M' > M'. A ce polynéme
vectoriel, nous associons de maniére bijective, un polynome scalaire de la maniére suivante. Nous
avons F(z) = E,]:I:IO Frz7F =[f1(2)T, f2(2)T]T, avec f1(z) et f2(z) des polynomes scalaires. Nous
posons f(z) = fa(2%) + 271 f1(2?) et le vecteur des coefficients associés £ = [fo, -, f;]7, ol
M =2M'+1>2M'+1= M.]1l est alors démontré dans [53] que, si N > M,

InTn(f) =0<= F(z) =r(2)H(2) (3.1)
avec 7(z) un polynome scalaire de degré M’ — M'.

Il est naturel de songer & un critére de type quadratique exploitant cette propriété. Introduisons
le critére J(f) suivant.

J() = [INTNEI (3.2)

Cette fonction est clairement une forme quadratique et il est donc possible de 1’écrire en fonction
d’une matrice hermitienne. Nous avons

J(E) : foQf

avec
Q = PDDnP (3.3)

ou P = Iy, , ®Jy avec Jo est la matrice 2 x 2 d’inversion
0 1
n=]01] o4

et oul Dy est une matrice 2(N + 1)(M' + N + 1) x 2(M' + 1) définie de la maniére suivante.

[ oy 0 ... 0 ]
I, ~ :
. 0 1 . .
e ow | = [ Dy @)D o My( ) (3.5)
. 0

0 .

| 0 ... 0 Iy |

avec Iy = [o,n, ..., I n] ol les I & sont des blocs de taille 2(NV + 1) x 2 et avec

N
Tin(z) = an7NZ_k (3.6)
k=0

Le résultat de ’équation (3.1), démontré rigoureusement dans [2], permet d’écrire le théoréme
suivant.

Théoréme 3.1.1 (Conditions d’identifiabilité) Soit h(z) un filtre de degré M tel que le filtre
vectoriel associé H(z) n’ait pas de racines et soit de degré M'. Nous considérons un filtre vectoriel
F(2) de taille 2 x 1 et de degré M' > M', auquel nous associons un filtre scalaire f(z) de degré
M > M. Nous supposons N > M'. Alors,

f*Qf =0 < F(z) =r(2)H(?)

avec r(z) un polynome scalaire de degré M' — M'.
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Si 'ordre du filtre est parfaitement connu, la méthode sous-espace permet d’identifier le filtre. En
revanche la méthode sous-espace n’est pas résistante & une surdétermination de ’ordre du filtre.
La démonstration rigoureuse de ce théoréme a été présentée de nombreuses fois ([52], [53], [2]) en
utilisant constamment des approches mathématiques différentes. L’approche la plus aboutie est
fournie dans [2] et fait intervenir ce qui est communément appelé les espaces rationnels notamment
définis dans [27]. Dans annexe A.1, nous démontrons ce théoréme par le biais de la théorie des
modules qui permet d’obtenir une preuve claire et élégante.

Comme la méthode sous-espace ne permet d’identifier le filtre que si son degré est connu, nous
supposons dorénavant que M’ = M'.

3.2 Implantation pratique de la méthode sous-espace

Nous donnons maintenant une fagon d’implanter pratiquement cet estimateur du filtre h(z).
Les matrices Ry(h), Iy et @ ne sont connues qu’approximativement puisque évaluées a partir
d’un nombre fini de données.

De plus nous supposons qu’un bruit de variance connue ¢ non nulle est présent. Nous considé-
rons avoir émis T symboles & la cadence Ts. A la réception nous connaissons donc 7' échantillons
vectoriels Y (n). L’estimée empirique Ry de la matrice Ry (h), est définie par

T—1
~ 1 "
RyrT = T T;) Yn(n)Yy(n)

Le projecteur estimé Il ~,T est obtenu par décomposition en valeurs singuliéres de la matrice (IA% N, T—
o’I dy(n+1))- Ensuite 'estimée ()7 de la forme quadratique () est obtenue par la relation

P

QT = ,PDI*;IN,TDﬁN,T
Enfin le filtre h(z) est estimé en considérant le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre
@, c’est-a-dire que,
hy = arg min f*QTf
[Ifl]=1
Lorsque le systéme n’est pas bruité, nous obtenons que

T-1
B = Tw(h) (% S Swiar () Sk par <n)) Ti(b)
n=0

Comme la suite de symboles est indépendante, il est connu que la matrice

T—1

1

T 2 Sn+mr (1) S (n)
n=0

est presque siirement de rang plein pour peu que T soit assez grand. Ainsi, le projecteur théorique
Iy et son estimée II ~,T se confondent. De ce fait, nous avons presque stirement QT = @, pour peu
que T soit assez grand. Ceci implique que la méthode sous-espace est déterministe en ’absence de
bruit.

Cet algorithme a d’abord été testé sur des filtres tirés aléatoirement ([1], [2]). Ces filtres pré-
sentaient deux avantages importants, d’une part, absence de faibles coefficients sur les bords de
la réponse impulsionnelle et, d’autre part, une bande fréquentielle pleine.

Malheureusement les filtres engendrés par une communication numérique n’offrent pas toutes
ces bonnes particularités et ont d’autres spécificités décrites dans le paragraphe suivant.

3.3 Caractéristiques numériques du filtre

Pour mettre en évidence les caractéristiques numeériques du filtre h(z), reprenons 1’équation
(2.2). Nous obtenons alors facilement que

Ho(f) = Ga(H)A(S) (3.7)
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avec H, et G, les transformées de Fourier de h,(t) et de g,(t), et avec A(f) = ZlL:O Ae~2immf
ga(t) est supposé étre un filtre en racine de cosinus surélevé de facteur d’excés de bande p. Ceci
implique que le support de la fonction fréquentielle G, (f) est égal &

1+p 14p
2Ty * 2T, |~

D’aprés ’équation (3.7), le support de H,(f) est inclus dans celui de G,(f). En raison du sur-
échantillonnage d’un facteur 2, le filtre discret h(z) posséde un spectre & bande limitée comme le
montre la figure 3.1.

|Ha(f)| h(e2iT 1)
: 1 ‘ ‘ o : 1 ‘ m
| 2T, | 0 1‘ 4 ‘l
0 2;3 T% 1 2

Figure 3.1 — Bande fréquentielle des filtres analogique et numérique

Nous notons par 3 la largeur de bande, c’est-a-dire, que h(e?"f) est nul hors de l'intervalle
[—5/2,3/2]. Comme h(z) est construit & partir d’un filtre de Nyquist de facteur d’excés de bande
p, nous avons 3 = L.

En pratique, le filtre de mise en forme g, (t) est & support temporel fini. Son support est choisi
de telle maniére que le caractére bande limitée de g, (t) soit numériquement conservé. Ceci implique
en général que les valeurs prises par g,(t) en limite de son support sont faibles. Le filtre h,(t) admet
évidemment de telles caractéristiques. Par conséquent, le filtre discret h(z) est numériquement &
bande limitée et & réponse impulsionnelle finie dont les coefficients extrémes sont généralement
faibles.

Les caractéristiques numériques du filtre ayant été présentées, il convient de constater théori-
quement et numériquement, leurs conséquences sur les performances de la méthode sous-espace.

3.4 Conditionnement de la forme quadratique

Les performances de la méthode sous-espace dépendent fortement du conditionnement de la
matrice (). Lorsque @ a plusieurs valeurs propres proche de 0, @) est mal conditionnée. L’espace
engendré par les vecteurs propres associés & ces valeurs propres proche de 0 est couramment appelé
le noyau numérique de (). Si @ admet un noyau numérique, la plus petite valeur propre de ’estimée
Q dont le vecteur propre donne une estimée du filtre, sera, en présence de bruit, du méme ordre
de grandeur que les valeurs propres associées au noyau numérique de (). La distinction nette entre
les valeurs propres n’étant plus assurée, la confusion entre les espaces propres associés aux petites
valeurs propres et la valeur propre 0 empéche une estimation correcte du filtre recherché.

Il convient maintenant de mesurer 'impact des caractéristiques du filtre décrit dans le para-
graphe précédent sur le conditionnement de la matrice Q.

D’aprés le théoréme 3.1.1, une mauvaise connaissance de lordre du filtre ne permet pas a
la méthode sous-espace de fonctionner. En raison de ses faibles coefficients sur les bords, une
deéfinition claire de ’ordre du filtre n’est pas possible. Dans ce contexte, [51] a observé que @Q est
mal conditionnée et admet un noyau numérique contenant des versions décalées temporellement
du filtre. Pour remédier & ce phénomeéne, [46] propose de déterminer le degré effectif du filtre qui
correspond 3 la taille de la partie significative du filtre. Par ce moyen, ils espérent Oter la présence
des filtres décalés dans le noyau de la nouvelle forme quadratique, de taille restreinte, Q.

Dans un premier temps, nous supposons étre capable de connaitre parfaitement le degré effectif
du filtre. Nous allons commencer par examiner le conditionnement de la matrice @, sur des exemples
simples. Considérons les canaux & bande limitée introduits dans [46]. Le filtre hq(2) est construit &
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partir d’un unique trajet et le filtre ho(2) & partir de plusieurs trajets. La figure 3.2 représente les
coefficients et les spectres de ces deux filtres. Par construction des filtres hy(2) et h2(2), les deux
filtres vectoriels associés ont des degrés théoriques identiques égaux a M’ = 59.
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Figure 3.2 — Modules des réponses impulsionnelles et spectres des filtres hy(z) (figures de gauche)
et ha(z) (figures de droite)

Nous notons de maniére générique M/ le degré de la partie significative du filtre vectoriel H(z)
associé au filtre scalaire h(z) par I'expression (2.6). Pour le filtre h1(2), il est clair que Mg, = 2.
Pour le filtre h2(z), en accord avec la figure 3.2, nous fixons Mg, = 29. Sur la figure 3.3, les
valeurs propres de la matrice restreinte @, sont exposées. Dans ce paragraphe, le Rapport Signal
a Bruit est fixé & 60dB.

3 &8 8 & & 8 & o B

Numero des.
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Figure 3.3 — Valeurs propres de la forme quadratique restreinte @, associée aux filtres hy () (figure
de gauche) et h2(z) (figure de droite)

Le conditionnement de la forme quadratique @, est donc mauvais pour le filtre hy(z). Ainsi
malgré la gestion des effets de bords, la méthode sous-espace est encore incapable d’estimer cor-
rectement le filtre. L’effet di aux bords négligeables n’est donc pas 'unique origine du mauvais
conditionnement de la matrice (). Nous allons montrer dans la suite que le caractére bande limitée
du filtre a aussi son importance.

Tl convient par ailleurs de mentionner que la procédure de détermination du degré effectif du
filtre introduite par [46] n’est pas pertinente dés que le filtre est & bande limitée. Le rang de la
matrice Ry (h), noté rg(Ry(h)), est donné par

rg(Ry(h)) =N+ M' +1 (3.8)

avec M’ le degré théorique du filtre vectoriel H(z) associé & h(z). [46] propose donc d’évaluer le
rang numérique de Ry (h), noté rgnpym(Rn(h)), et d’estimer Ms par

Ml = rgnum(Bn(h)) = N — 1. (3.9)
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Examinons cette procédure lorsque le filtre est & bande limitée. Sur la figure 3.4, nous tragons les
valeurs singuliéres de la matrice d’autocorrélation Ry (h) pour les deux filtres hy(2) et ha(z2).

Figure 3.4 — Valeurs singuliéres de Ry (h;) (figure de gauche) et Ry (h2) (figure de droite)

La présence d’une distinction nette entre I’espace bruit et I'espace signal de Ry (h) permet
de déterminer le rang de cette matrice. Gréace a la figure 3.4 ou & une procédure automatique de
détection des sauts entre deux valeurs singuliéres consécutives, nous obtenons que le degré effectif
pour les filtres 1 et 2 sont respectivement Mg, = 2 et Mg, = 1. Ceci donne donc pour les
filtres scalaires h1(2) et ha(z), un degré effectif respectivement égal & 5 et 3. Au regard de la figure
3.2, il est clair que cette technique d’estimation du degré effectif du filtre ne permet de considérer
comme significative que la partie du filtre associée au pic, et donc au trajet, de plus forte puissance.
L’estimation du degré effectif s’avére donc déficiente, pour des signaux a bande limitée. Ceci est
da au fait que le rang numérique de la matrice Ry (h) est aussi fonction de la bande occupée par
le signal ([72]). Plus précisément, le rang numérique de Ry (h) diminue si la largeur de bande du
signal diminue. Ainsi pour un signal 4 bande limitée, le rang numérique de Ry (h) est plus petit
que celui prévu par ’équation (3.8). De ce fait, ’équation (3.8) n’est plus valide. L’estimation
du degré effectif obtenue grace a 'équation (3.9) minore donc constamment la taille de la partie
significative du filtre & bande limitée. Pour un filtre & un trajet, c’est-a-dire, avec un seul pic, le
degré effectif réel du filtre étant petit, ’erreur commise du fait de I'inexactitude de I’équation (3.9)
est négligeable. C’est pourquoi son estimation est correcte. Par contre pour un filtre & plusieurs
trajets qui présentent plusieurs pics, ’équation (3.9) n’étant plus correcte, I’erreur d’estimation
devient importante.

3.5 Protocole expérimental et Notations

Pour analyser exclusivement les effets liés 4 la limitation en bande nous avons délibérément choisi
de considérer des filtres ne possédant pas de queues négligeables tout en étant numériquement 3
bande limitée.

Dans la plupart des applications pratiques, de tels filtres sont choisis afin de ne pas créer trop
d’interférence entre symboles tout en conservant des propriétés spectrales intéressantes. Notre choix
de filtres est donc peu restrictif.

Nous choisissons, par défaut, un filtre de mise en forme de facteur d’excés de bande p de 1/5.
La largeur de bande f vaut alors 3/5. Ce filtre de mise en forme est tronqué de part et d’autre du
centre & une longueur de 4, 57%. Les atténuations et les retards du canal de propagation sont tirés
aléatoirement. Le retard maximal 7,,,, considéré est de 57 secondes. Tous ces paramétres fixent
approximativement le degré du filtre h(z) entre 15 et 20. Sur la figure 3.5, nous présentons une
allure temporelle et fréquentielle d’un filtre obtenu de cette maniére.

Nous constatons que les bords du filtre ne sont pas négligeables de telle sorte que le degré effectif
est proche du degré théorique du filtre. De plus, le caractére bande limitée reste encore vérifié.

Nous devons définir ici quelques notations importantes liées au caractére bande limitée du filtre
h(z). Nous définissons les intervalles suivants

T, = {f c ]—% %] | h(e¥mS) = o} (3.10)
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Figure 3.5 — Réponses temporelle et fréquentielle de h(z)

Ty = {f c ] _%’ %] | h(e2im(F+3)) = 0} (3.11)
T = {f c ] —%, %] | (2T )h(e2in D) 2 0} (3.12)

L’intervalle Z; correspond & ’ensemble des fréquences normalisées qui sont hors de la bande de h(z).
L’intervalle 75, qui est égal au complémentaire de Z; U Z3, représente les fréquences sur lesquelles
le cyclospectre de y(n) a la fréquence cyclique 1/2 est non nul. Enfin lintervalle Z3 définit les
fréquences appartenant & la bande du filtre h(z) et annulant le cyclospectre de y(n) a la fréquence
cyclique 1/2. Sur la figure 3.6, nous tracons ces intervalles sur le cercle unité représentant l’espace
des fréquences normalisées.

I,
8 15
2 2
I Is
_B _1-=p
2 2
I

Figure 3.6 — Définition des intervalles 71, 75 et 73

Lorsque le filtre est construit & partir d’un filtre de mise en forme de facteur d’excés de bande
de p = 0,2, ces intervalles prennent les valeurs numériques suivantes.

T, =1-0,5; —0,3]U]0,3; 0,5], T, =]—0,3; —0,2]U]0,2; 0,3] et T3=]—0,2; 0,2]

Dans le paragraphe suivant, nous introduisons un outil trés commode dans ’analyse des signaux
a bande limitée : les « suites sphéroidales » développées par [64]. Ces suites vont nous permettre
d’analyser le conditionnement de la matrice Q.

3.6 Les Suites sphéroidales

Ces suites sphéroidales, introduites par [64], jouent un role important dans de nombreux pro-
blémes impliquant implicitement des signaux dont la bande est limitée. Ainsi, dans le passé, les
suites sphéroidales ont été utilisées dans le cadre de problémes d’estimation spectrale de signaux
a bande limitée ([67]), de localisation de sources large bande ([9]) et de formation de voies ([28]).

Soient J un intervalle inclus dans l'intervalle |—1/2,1/2] des fréquences normalisées et P un
entier.
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Nous appelons suite sphéroidale de l'intervalle J et de taille P, I’ensemble des vecteurs propres
de norme unitaire {ks p;};=1,p associés aux valeurs propres {\s p;}j=1,p (avec Ay, p1 < --- <
Ag,p,p) de la matrice Toeplitz positive K7 p définie comme suit :

’CJ,P:/ Dp_1(e*™/)Dp_1(e*™ )" df
7

avec Dp_y(e2"F) =[1,...,e~ 2 (P=US T

Tl est bien connu que cette matrice est en théorie inversible. Cependant [64] a montré qu’elle peut
étre mal conditionnée, suivant la longueur de l'intervalle J et la taille P des vecteurs considérés.

Ce mauvais conditionnement implique que K7 p posséde un noyau numérique engendré par les
« petites sphéroidales » qui sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres quasiment nulles.

Ces petites sphéroidales sont au nombre de s, avec s la taille du noyau numérique de K7 p. Il
a été montré que s = (1 — |J|)P, avec |J|, la longueur de l'intervalle 7. Cette approximation de
la dimension du noyau numérique n’est vraiment valable que pour des P supérieurs & une dizaine.
Pour les valeurs de P inférieures, la précédente approximation correspond plutot & une majoration.
Le nombre de petites sphéroidales {ks p ;}j=1,s croit si la taille P des vecteurs considérés croit
et/ou si la longueur de l'intervalle 7 diminue.

Sur la figure 3.7, nous présentons les différentes valeurs propres de la matrice K7 p pour une
taille P = 16 et pour deux intervalles de fréquences différents : J; = [-2/5,2/5] et J2 = [-1/5,1/5].

0 T
N Inie 1 ——
. Intervalle’ o

Valeur en dB

Figure 3.7 — Valeurs propres (en dB) de K, 16, pour i = 1 et 2

Le noyau numérique doit étre égal approximativement & s; = 3 et so = 9 respectivement, ce
que confirment les courbes précédentes.

Il est également intéressant de remarquer que les vecteurs associés aux valeurs propres quasi-
ment nulles ont des propriétés fréquentielles bien spécifiques. A chaque vecteur ks p; qui s’écrit
[k‘j,p’j,o, s ,kJ,P,j,pfl]T, nous associons un filtre RIF kj,p,j (Z) = lP:_Ol k‘j,p,j,lz_l. 11 est facile
de vérifier que

* i 2
k7 p;iKg.pPkgp;= /J |kg,pj(e*™ )| df

Pour les vecteurs {k 7 p;};j=1,s associés aux valeurs propres quasiment nulles de K7 p, nous avons

/ |kj,P’j(€2iﬂf)|2 df ~0
J

ce qui implique que '
kJ,p,j(GZzﬂf) =0 si feJ

En d’autres termes, les filtres RIF kg p;(2) pour j = 1,---,s, associés aux s petites sphéroidales
de l'intervalle J sont & bande limitée et de bande J (C), avec J() le complémentaire de J dans
] — 1/2,1/2]. Naturellement les filtres RIF associés aux petites sphéroidales ne sont qu’approxi-
mativement & bande limitée, puisqu’ils sont de longueur finie. Plus le nombre de coefficients est
grand, c’est-a-dire, plus P est grand, et plus ces filtres RIF ont la capacité d’étre & bande limitée.
C’est une des raisons pour lesquelles la dimension du noyau numérique de K7 p croit en fonction
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de P. Par ce type de raisonnement, nous pouvons aussi aisément comprendre pourquoi la matrice
Kg.p est bien conditionnée lorsque P devient trés petit. Sur la figure 3.8, nous tragons, sous les
mémes hypothéses expérimentales, le spectre de la plus petite sphéroidale pour les deux intervalles
Ji=[-0,4; 0,4 et 1o =[-0,2; 0,2].
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Figure 3.8 — Spectre de la plus petite sphéroidale associée & K 7; 16, pour i =1 et 2

3.7 Analyse numérique de la forme quadratique

Dans ce paragraphe, nous justifions que la matrice () est mal conditionnée.

Commencons par analyser les conséquences de la présence de filtres bande limitée sur les vecteurs
appartenant au noyau de la matrice d’autocorrélation Ry (h). Soit g = [go,- - -, g2n+1] un vecteur
du noyau & gauche de la matrice Ry (h). Comme Ry (h) = Tn(h)7x(h), nous obtenons que

g7n(h) =0.
Etant donné la structure Sylvester de Ty (h), ’équation précédente se transforme en
g(eZiwf)h(e%wf) _ g(eZiﬂ'(f-H/Z))h(e2i7r(f+1/2)) -0 (3.13)

avec g(esz) — Zii’oﬂ gke&mkf_

Nous rappelons que si f appartient & I'intervalle Z; défini par la figure 3.6, alors h(e?f) est
quasiment nul. De la méme maniére si f appartient & Zs, alors h(e2™(F+1/2)) est quasiment nul.
Par conséquent,

g(e* ) =0 si fels (3.14)

Afin d’illustrer notre propos, plagons-nous dans les conditions expérimentales décrites au para-
graphe 3.5, en ’absence de bruit et avec la valeur exacte des statistiques. Nous présentons sur la
figure 3.9, le spectre d’un vecteur appartenant au noyau de la fonction d’autocorrélation. h(z) est
construit pour un facteur d’excés de bande p de valeur 1/5 = 0, 2. Ceci implique que l'intervalle 73
est égal 4 [-1/5,1/5] =[-0,2 ; 0,2]. Cette figure confirme notre analyse.

Figure 3.9 — Spectre d’un vecteur du noyau de Ry (h)
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D’aprés lexpression (3.3), @ est fonction du projecteur Il de Ry (h). Nous notons par 7y, la
k™€ colonne élémentaire de la matrice de projection II . Nous introduisons, de plus, la transformée
en z suivante :

2N+1
wn(z) = Z WN’kZ_k (3.15)
k=0
Etant donné I’équation (3.14), il est clair que
an(e®™ )~ 0 si feTs (3.16)

Etudions les conséquences de cette relation sur la forme quadratique ). Pour y parvenir, nous
réécrivons (@ sous la forme fréquentielle suivante. La démonstration figure en Annexe A.2.

Lemme 3.7.1 Nous avons

Q=3 /0 Qa(e™™)".Qa(e*™)df

avec
Q2(62i7rf) — Ql(e%frf) B Ql(ein(f-i-l/Z))

ol
Ql(e2i7rf) — 7_‘_N(621'7rf)D1M(621'7rf)T

avec M le degré du filtre scalaire h(z).

En appliquant directement 1’équation (3.16), nous obtenons aisément que
Q= Ql(e%rrf)*_Ql(eZinf)df 4 /+ Q2(62i7rf)*.Q2(62”f)df
T 1

Considérons 1 = [lg,---,Ia]T, un vecteur colonne de dimension (M + 1) et le filtre RIF associé
I(z) = Z;:I:O Iz~ *. La valeur de la forme quadratique ) appliquée & ce vecteur vaut

vQi= [ o |+ [ o) s o (3.17)

avec
¢(e2i7rf) _ l(e2i7rf)ﬂ_N(62i7rf)

Considérons également la matrice des sphéroidales Kp s définie au paragraphe 3.6 avec P =
(M +1) et J =1 UZ,. Afin de simplifier les notations, Kary1,7,u7, sera notée K. L’intervalle J
est de longueur 3 (la bande du filtre h(z)) et son complémentaire J(¢) équivaut & Zs défini par
(1 - 8)/2,(1 - B)/2].

La matrice X posséde alors un certain nombre s de petites sphéroidales {k;};—1 s qui ont, pour
propriété spectrale d’étre & bande limitée de bande J(¢), c’est-a-dire, Z3. La taille s du noyau
numérique de K est approximativement égale & (M + 1)(1 — §). D’aprés 1’équation (3.17), nous
avons immédiatement que

kiQk; ~0 pour j=1,---,s

Nous avons ainsi extrait des vecteurs indépendants de h, qui rendent la forme quadratique @
presque nulle. Le noyau numérique de () contient donc, outre le vecteur h, les s petites sphéroidales
de intervalle 7; U Z, et de degré M avec s = (M + 1)(1 — 3). Nous avons ainsi démontré que
() posséde un noyau numérique lié au caractére de bande du filtre h(z). Cette étude permet de
nous rendre compte que la dimension du noyau numérique de () est inversement proportionnelle
au taux d’occupation de la bande. Par exemple si le filtre était de bande pleine, c’est-a-dire, 8 = 1,
le nombre s de petites sphéroidales possible est nul. Cependant cette étude n’est pas exhaustive.
En effet, nous ne pouvons affirmer que seules les petites sphéroidales considérées appartiennent au
noyau numérique de Q.
Toutes ces remarques nous permettent de formuler la proposition suivante.
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Proposition 3.7.1 (Noyau numérique de () La forme quadratique Q posséde un noyau nu-
mérique contenant, outre le vecteur h, les vecteurs « sphéroidales » suivant {Kz,uz,,(m+1),5}i=1,s
avec s = (M +1)(1 — 3). De ce fait

dim Kerypym(Q) > 1+ (M +1)(1 - 3)

avec M et B respectivement égauzx au degré et a la largeur de bande du filtre scalaire h(z).

Il apparait clair que la méthode sous-espace va posséder de mauvaises performances en présence de
bruit car la forme quadratique ¢ posséde un noyau numérique dont nous avons réussi a évaluer un
certain nombre d’éléments indépendant du filtre. Ainsi nous sommes passés de la simple constata-
tion du paragraphe 3.4 3 la preuve formelle que la méthode sous-espace présente des inconvénients
que nous ne pouvions soupc¢onner en regard du théoréme 3.1.1 d’identifiabilité.

Avant de poursuivre, illustrons numériquement la proposition principale. Nous nous plagons
dans le cadre expérimental défini au paragraphe 3.5. Le facteur d’excés de bande est fixé & p =0, 2.
Le filtre h(z) ainsi construit a pour degré M = 17. La proposition 3.7.1 affirme que @ admet un
noyau numeérique supplémentaire de dimension s = 7.

sup{k;Qk;, j < s} | inf{k;Qk;, j > s}
2.10° % 1,11

Tableau 3.1 — Les Sphéroidales et la forme quadratique

Ce tableau 3.1 confirme bien que les s plus petites sphéroidales de 'intervalle Z; UZ, et de taille
(M + 1) appartiennent au noyau numérique de Q.

Sur la figure 3.10, nous présentons toutes les valeurs propres de ) et nous en déduisons que
le noyau de @ est de dimension 8 ce qui correspond tout simplement & la dimension de ’espace
engendré par h et les petites sphéroidales.
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Figure 3.10 — Valeurs propres de @

L’analyse heuristique du noyau numérique de @, confirmée par les résultats numériques précé-
dents, conduit & une interprétation fréquentielle intéressante de I'estimateur du filtre h(z).

Considérons un vecteur colonne 1 égal & une combinaison linéaire du vecteur h et des petites
sphéroidales. Ce vecteur s’écrit alors

1=roh+ erkj
j=1

et appartient au noyau numérique de (). D’un point de vue fréquentiel, en associant aux vecteurs
un filtre RIF, nous obtenons

s
l(ezi”f) = rgh(ezi”f) + er k; (ezi”f)
i=1
Du fait des propriétés du spectre des petites sphéroidales, nous obtenons que

127y = roh(e2™) si feTiUT, et 1(e2™) £roh(e?™) si fe€Ts
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L’estimation du filtre h sur la bande Z; UZ, n’est pas perturbée. Par contre I’estimation sur la bande
T3 est grandement affectée. Ceci implique que les erreurs d’estimation sur le filtre sont localisées
d’un point de vue fréquentiel au niveau de la bande Zs. Remarquons que l'intervalle Z3 est celui
sur lequel le cyclospectre a la fréquence cyclique 1/2 est nul.

Afin d’illustrer ce propos, nous mettons en évidence, sur la figure 3.11, le spectre du filtre
recherché ainsi que le spectre d’un élément du noyau numérique de Q.

3

T —
Element du noyau de Q
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Figure 3.11 — Analyse fréquentielle du noyau de @

Les deux courbes sont quasiment superposables, & un facteur multiplicatif prés sur les intervalles
7, et Zy. Par contre sur Vintervalle 73 = [—0,2;0, 2], les courbes se séparent complétement.

[72] a remarqué que la matrice Ry (h) ainsi que son estimée était mal conditionnée, c’est-a-
dire que la dimension de l’espace bruit de la matrice Ry(h) était plus grand que la dimension
théorique. La matrice de projection estimée IIn représente en fait le projecteur orthogonal sur
le noyau théorique de Ry (h) ainsi que sur le noyau numérique de Ry (h). Cependant comme les
vecteurs du noyau numérique de Ry (h) vérifient encore approximativement ’équation (3.13), ils
possédent bien la propriété fréquentielle (3.14) énoncée a leur sujet. Comme la proposition 3.7.1 est
exclusivement basée sur ce résultat fréquentiel (3.14), les résultats obtenus sur ) resteront valables.

En conclusion, nous avons montré que la méthode sous-espace, lors de la présence de signaux
a bande limitée, était sujette & des dysfonctionnements numeériques graves. Nous avons exhibé une
classe de vecteurs indépendant du filtre, qui appartiennent au noyau numérique de la forme quadra-
tique associée & la méthode sous-espace. Ceci implique que le filtre & identifier ne pourra étre connu
qu’a un sous-espace prés. Par une interprétation fréquentielle, nous montrons que la localisation
des erreurs se situe principalement sur la bande Z3 qui correspond & une zone d’évanouissement
fréquentiel du cyclospectre a la fréquence cyclique 1/2 du signal recu.

Nous confirmons cette étude heuristique par une analyse asymptotique.

3.8 Analyse asymptotique

Nous considérons que le bruit additif perturbateur est blanc gaussien, circulaire, centré et de va-
riance 2. Nous notons par T, le nombre d’échantillons émis a la cadence 1/7Ts permettant d’estimer
les statistiques nécessaires. De plus nous supposons que la source est gaussienne et circulaire.

L’estimateur hy du filtre h est asymptotiquement gaussien ([1]) ce qui signifie que

VT (hy —h) i>/\/'(0,C’) quand T — oo

avec N'(m,c), une loi gaussienne de moyenne m et de variance c. C est la matrice de covariance
asymptotique de l'estimateur considéré et est définie par

C = lim TE [(ﬁT —h)(hr — h)*

T—o0

Pour la méthode sous-espace, C est donnée ([2], [1]) par

C = Q#*PD}EDnPQR¥ (3.18)
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ot Q# est la pseudo-inverse de Q et
s = (TeP () @ Ty ) £ (T ()7 o Ty)
avec T = (h) I'inverse 4 gauche de Ty (h) et

$ = lim TE [vec(RN,T — Ry (h))(vec(Ry 7 — RN(h))*]

T— o0

17 . o . o .
— / DN(eziﬁf)DN(eZUrf)T ® S(eZMrf)T ®DN(6217rf)DN(eZz7rf)* ® S(e2z7rf)df
0

ot S(e?"f) = H(e*fYH (e?"f)* 4 02Id, représente la densité spectrale du processus vectoriel
Y(n).

A cause de la présence de la pseudo-inverse de () dans Iexpression analytique de la covariance
asymptotique, le terme suivant

kiCk; pour j=1,---,s

est numériquement trés grand ce qui signifie que h est mal estimé sur le sous-espace engendré par
les s petites sphéroidales. Le tableau 3.2, fournit dans des conditions analogues aux simulations du
paragraphe précédent les valeurs prises par la matrice de covariance asymptotique appliquée aux
s petites sphéroidales. Le Rapport Signal & Bruit (RSB) est fixé & 30dB et ceci pour tout le reste
du paragraphe.

inf{k:Ck;j, j < s}
15dB

Tableau 3.2 — Les Sphéroidales et la matrice de covariance asymptotique C

Comme le filtre h est identifiable au sous-espace engendré par les petites sphéroidales prés, il
apparait clair que le filtre h(e*7f) est mal estimé sur la bande de fréquence 3. C’est pourquoi
nous tracons sur la figure 3.12, le terme Dary1(e?™)*CDyry1(€2™f) en fonction de la fréquence
f- Ce terme, qui est aussi égal &

N . 3 2
lim T]E“hT(emf ) — h(e2™! )‘ ]

T—oo

représente 'erreur d’estimation du filtre en fonction de la fréquence.

B
—
—

iance asymptotique en d

Figure 3.12 — Analyse fréquentielle de la matrice de covariance

Gréace a cette courbe, nous confirmons que les erreurs d’estimation sont localisées principalement,
sur la bande 73 = [0, 2;0, 2].

Il convient maintenant d’examiner 1’évolution des performances de la méthode sous-espace en
fonction de la largeur de bande.

Nous présentons sur la figure 3.13, la trace de la matrice de covariance asymptotique C' en
fonction du facteur d’excés de bande. Nous observons que les performances de cette méthode sont
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02 03 04 05 06 07 08 09
Facteur d exces de bande

Figure 3.13 — Trace(C) en fonction du facteur d’excés de bande p

croissantes en fonction du taux d’occupation de la bande. Ceci est & mettre en paralléle avec la
taille du sous-espace d’indétermination engendré par les s petites sphéroidales.

De plus nous tracons sur la figure 3.14, la trace de la covariance asymptotique en fonction du
Rapport Signal & Bruit.

Figure 3.14 — Trace(C') en fonction du RSB

Nous remarquons que, méme pour des Rapports Signal & Bruit élevés, la méthode sous-espace
posséde de mauvaises performances.

Nous avons analysé jusqu’a maintenant la méthode sous-espace non pondérée. Or il est bien
connu ([1]) qu’il est possible de pondérer optimalement la méthode sous-espace afin d’améliorer les
performances asymptotiques. En pratique, il a été observé que cette pondération n’était susceptible
de fournir que des améliorations négligeables dans la plupart des cas. Nous avons pu confirmer ce
diagnostic dans le cas particulier des signaux & bande limitée en évaluant la matrice de covariance
correspondante donnée par

Copt = (PD1S# Dy P)*

Les effets de la limitation en bande se transmettent automatiquement sur la méthode pondérée
et occasionnent les mémes effets.

3.9 Simulations

Nous procédons dans ce dernier paragraphe & une évaluation empirique de ’erreur quadratique
moyenne afin de confirmer I’étude asymptotique précédente. Cette évaluation est donnée par un
moyennage sur 100 réalisations du critére suivant EkM:(] |hr — hi|?, avec T = 300, le nombre de
symboles émis servant & ’estimation du filtre.

La figure 3.15 trace l’erreur quadratique moyenne en fonction du facteur d’excés de bande pour
un Rapport Signal & Bruit fixé & 30dB.

Pour un canal tiré aléatoirement, nous obtenons une erreur quadratique moyenne égale & —19dB
pour le méme Rapport Signal & Bruit. Cette figure corrobore en tout point la courbe théorique
3.13. Ainsi les conclusions sont de méme nature, c’est-a-dire, que les performances de la méthode
sous-espace se dégradent en fonction du taux d’occupation de la bande.
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Erreur quadratique moyenne (en dB)
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Figure 3.15 — Erreur quadratique moyenne empirique en fonction du facteur d’excés de bande p

La figure 3.16 montre ’évolution de I’erreur quadratique moyenne en fonction du RSB pour
une bande fixée. Nous avons choisi un facteur d’excés de bande p égal & 0,2. Cette courbe est en
parfait accord avec la figure théorique 3.14.

Erreur quadratique moyenne empirique (T=300)
&

Figure 3.16 — Erreur quadratique moyenne empirique (en dB) en fonction du RSB avec T' = 300

3.10 Conclusion

La méthode sous-espace, trés prometteuse, souffre de deux inconvénients majeurs : son absence
de résistance & une mauvaise estimation de 'ordre du filtre et au caractére bande limitée du filtre.
Méme si le premier inconvénient pouvait étre levé, le second subsisterait irrémédiablement. Nous
avons en effet montré que le noyau de la forme quadratique @ possédait un certain nombre de
vecteurs supplémentaires indépendant du filtre. Ceci implique que la méthode sous-espace posséde
de mauvaises performances. Nous observons que ’estimation du filtre n’est en fait pas correcte
pour une certaine bande fréquentielle.

Dans un contexte de communications coopératives, rajouter des contraintes sur le filtre pour
oter ces indéterminations semble une idée raisonnable. Dans le chapitre 4, nous optons pour une
certaine contrainte qui est liée & une connaissance classique que nous pouvons posséder sur le filtre

h(z).
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Chapitre 4

Analyse de la méthode sous-espace
contrainte

Dans le chapitre précédent, nous avons observé que les performances de la méthode sous-
espace sont d’autant plus décevantes que la bande du signal y(n) est limitée. Pour contrecarrer
ces phénomeénes, il est possible d’introduire une connaissance a priori sur le filtre. En effet le filtre
he(t) provient d’une somme de versions atténuées et décalées dans le temps d’un filtre de Nyquist.
Dans un systéme de transmission coopérative, ce filtre peut étre supposé connu. Il serait intéressant
de quantifier les capacités de cet apport d’information & lever les indéterminations explicitées au
chapitre précédent.

Dans le cas multicapteur suréchantillonné, il apparait que cette information supplémentaire
permet d’améliorer considérablement les performances ([54]). Comme le filtre de mise en forme
est supposé connu, le filtre h(z) est caractérisé par les paramétres du canal de propagation tels
les atténuations et les temps de retards de chaque trajet. Il est également possible d’estimer ces
paramétres par le biais d’une méthode de type sous-espace résistant & une surmodélisation du filtre
([55]). Cependant, ces progrés sont enregistrés sous I’hypothése primordiale d’une réception multi-
capteur. Néanmoins, sans cette diversité spatiale présente, [3] a montré que la borne de Cramer-Rao
diminuait fortement grace a ce type de contrainte supplémentaire. De plus [26] a adapté la méthode
sous-espace 4 ce type de contrainte, et il lui est apparu que les performances devenaient alors cor-
rectes. Cependant, ses conditions expérimentales semblent étre bien avantageuses et surtout peu
représentatives de la réalité. C’est pourquoi ’étude précise de la méthode sous-espace utilisant la
connaissance a priori du filtre de mise en forme garde tout son intérét.

Ce chapitre se décompose de la maniére suivante. Nous explicitons d’abord la structure du
filtre numérique h(z). Ensuite nous étudions la méthode sous-espace contrainte par le biais d’une
analyse heuristique similaire & celle du chapitre précédent et d’une analyse asymptotique. Le dernier
paragraphe est dédié aux simulations pratiques.

4.1 Structure intrinséque du filtre de propagation

D’aprés 1’équation (3.7), le filtre analogique h, (t) est égal au produit de convolution du filtre de
mise en forme (connu) et d’un filtre lié au canal de propagation (inconnu). Il convient dorénavant
de s’assurer que ce type de décomposition reste valable pour le filtre numérique h(z).

Nous notons g(z) la fonction de transfert du filtre g,(t) échantillonné au débit 2/T, supposée
causale, sans engendrer de restrictions, et de degré M,. Comme G,(f) et H,(f) ont une largeur de
bande inférieure & 2/T5, en utilisant la formule de Poisson 4 la période T, = T,/2, il apparait que

H, (T%) =T,h(e*™F) et G, (Tie) = T, g(e*"F)

en fréquence normalisée. Du fait des propriétés de G, (f), il est clair g(e?'"f) et h(e?'"f) sont nuls
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hors de I'intervalle [—g, %] =Ty UZs, ce qui implique que

) = g (L) (4.1)

T.
pour toute fréquence normalisée. Maintenant il suffit de trouver un filtre numeérique équivalent au
filtre analogique A(f/T.). Comme ce dernier filtre n’est pas a priori & bande limitée, la formule de
Poisson n’est pas utilisable. L’idée ([8]) consiste & remarquer que ’équation (4.2) est en tout point

égale & I’équation (4.1) du fait de la limitation en bande des deux filtres numériques g(e*"7) et
h(e2z’7rf)_
f

D) = o W (DA () (1.2

[
avec W1,uz, U'indicatrice de l'intervalle Zo U Z3. Posons Apr(f) = Wz,uz, (fTe)A(f)- ABr(f) est &
bande limitée de bande incluse dans Uintervalle [—1/T}, 1/Ts]. Grace a la formule de Poisson, nous

obtenons que
ZABL (f _ _> =T, z )\(k.Te)e—2i7T’nTef

kEZ kEZ

avec t — A(t) est la transformée de Fourier inverse de f — Apr(f). Comme T, = T/2, nous avons

ABL (%) =T, Y AKT,)e >/

kEZ

pour f compris entre —1/2 et 1/2. D’aprés I’équation (4.2), nous obtenons alors que

h(e2z’7rf) — g(e2z’1rf) (Te Z)\(kTE)eZiwnf)

kEZ

Les termes de la suite {A\(kT,)}rez sont quasiment nuls pour peu que k soit assez grand. De ce
fait, le spectre (T Y., oy A(KT.)e~2"f) est approximable par un polynome causal, noté ¢(e*"/) =
Sk ere®™ 7 avec ¢, = T,A((k — ko)T.). Donc nous avons

) % e ele™), e € |~3.] (43)
avec g(z) connu et ¢(z) inconnu.
Comme g(e?™f) est nul sur l'intervalle 71, il est clair que ¢(z) n’est pas défini de maniére unique.
En effet n’importe quelle combinaison linéaire entre ¢(z) et un polyndéme dont le spectre est nul
sur le complémentaire de Z; (qui se trouve étre U'intervalle 7, U Z3), vérifie encore I’équation (4.3).
Nous notons ¢ = [cg,-..,cnr]?, le vecteur associé au filtre scalaire ¢(z). En écrivant que h(z)
provient d’un filtrage de g(z) (connu) par ¢(z) (inconnu), le lien entre les vecteurs associés a ces
fonctions de transfert est le suivant :

h~T(g).c (4.4)
avec T (g) la matrice de Sylvester de taille (M. + 1) x (M + 1) associée au filtre scalaire g(z) connu.
Il est possible de contraindre la méthode sous-espace décrite au chapitre 3 & chercher des filtres

h(z) possédant la décomposition décrite en (4.4) avec en plus la connaissance a priori de la valeur
du filtre g(z). Notre but est d’analyser les performances de cette méthode contrainte.

4.2 Principe et Analyse numérique

L’estimée du vecteur c, notée ¢, sera le vecteur qui minimise la forme quadratique (). définie
par

Q. =T(®)QT(g)"

Q. est donc la forme quadratique associée & la méthode sous-espace contrainte. Gréace & la relation
(4.4), Pestimée du filtre h, notée h, sera donnée par la relation suivante, h = 7 (g)Té
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Comme dans le chapitre 3, nous allons exhiber le noyau numérique de Q. et mettre en évidence
les conséquences de son existence sur h.

Pour étudier le conditionnement de la forme quadratique @, procédons de la maniére suivante.
11 est facile de montrer que Q. a une forme fréquentielle analogue a celle de @ (cf. lemme 3.7.1).
Par conséquent,

Qc ~ / C2(e2i7rf)*‘c2(e2i7rf)df
¥

avec ) ) )
Cz(emwf) — Cl(€2mf) _ C1(€2z7r(f+1/2))

Cl (e2i7rf) — g(eZz'wf)TrN (e—Qiﬁf)DMc+1 (e2i7rf)T
Dés que M. > 3 ou 4, les matrices ICIF),Mc+1 et }ngc)
méme dimension approximativement égale & spsc+1 = (1—8)(M:+1). Il est clair que les sps.4+1 plus

Mot1 possédent un noyau numérique de
b c

petites sphéroidales de taille (M.+1) de l'intervalle Il(c) ainsi que les sps, 41 plus petites sphéroidales

de taille (M. +1) de 'intervalle Iéc) appartiennent au noyau numérique de la forme quadratique Q..
Par conséquent, ¢ est la somme du vecteur ¢ et d’'une combinaison linéaire de suites sphéroidales
décrites ci-dessus. D’un point de vue spectral, c(e?™f) est mal estimé sur I’intervalle Z; ainsi que
sur I'intervalle Z5. L’indétermination de c(e?*"f) sur l'intervalle Z; s’explique par le fait que le filtre
¢(z) qui vérifie la relation (4.3) n’est pas défini de maniére unique. Comme ’estimée du filtre h est
donnée par h(e2mF) = g(e2iF)é(e2im7), 1a mauvaise évaluation de ¢(e2e7f) sur Z; ne se répercute pas
sur h(e?"/) puisque g(e?"/) est nul sur Z;. La non nullité de g(e*"f) sur T3, implique une mauvaise
évaluation de h(e?""f) sur Z3. Nous en déduisons que le vecteur h est estimé & un sous-espace prés
de dimension approximative (1— 3)(M,+ 1) décrit par {TT(g)'kzgc),Mchl,j | G=1,--,8M41}

A contrario, quand M, < 1 ou 2, la matrice des sphéroidales K7 a.4+1 est parfaitement condi-
tionnée et ne présente pas de noyau numérique, et ceci quel que soit l'intervalle 7. De ce fait la
matrice (). suit aussi ce type de comportement. Le bon conditionnement de (). implique de bonnes
performances pour ’estimation du vecteur h.

Nous présentons quelques simulations numériques afin de confirmer cette analyse. Considérons
un filtre de mise en forme en racine de cosinus surélevé avec p = 1/5. Dans un premier temps, nous
avons choisi trois canaux de propagation dont les retards sont proportionnels & T /2 ce qui permet
une égalité parfaite dans (4.3). Les trois canaux possédent des retards maximaux de 97/2, 5T/2
et Ts/2 ce qui implique que M, vaut respectivement 9, 5 et 1. Lorsque M, vaut successivement
9, 5 et 1, le noyau numérique supplémentaire de la matrice Q., qui est engendré par les petites
sphéroidales associées aux matrices ICIY), Mot1 et ’ngc), M40 @ UNE dimension respective de 6, 2 et
0. Sur la figure 4.1, nous présentons les valeurs propres non nulles de ). pour ces trois valeurs de
M, ainsi que celles de la forme quadratique () associée & la méthode sous-espace standard. Nous
retrouvons sur cette figure les dimensions prédites pour le noyau numérique de Q..

Standard —<—
[a— [ p——
5 Mc=5 -G

o . \,\\ Mc=l o ]
k

10 b \\K
20 4

Valeurs en dB
&
3
I
+
—

.

0 5 10 15 20 25 30
Numero des valeurs propres non nulles

Figure 4.1 — Valeurs propres non nulles de Q. pour différents M, et de @

Dans le tableau 4.1, nous présentons les valeurs prises par la forme quadratique Q). appliquée
aux sphéroidales de l'intervalle Iéc), pour M. = 9 et confirmons ainsi que les petites sphéroidales
considérées font bien partie du noyau numérique de Q..
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k> k . .avecj<s inf < k* k.., .,]>s
Igc),m,ch 757 ,10,5 J = 510 z§C>,1o,jQ° 7§9,10,577

-34 -32 -—-28 —16

Tableau 4.1 — Valeurs (en dB) de la forme quadratique Q. appliquée aux sphéroidales de taille 10
et d’intervalle Z,” | avec M, =deg(c(z))= 9

Nous procédons maintenant aux mémes types de simulations avec des canaux h(z) pour lesquels
il n’y a pas une stricte égalité dans I’équation (4.3). Dans le tableau 4.2, nous donnons les coefficients
d’atténuation et les retards considérés engendrant le filtre h(z) utilisé lors de ces simulations. Le
filtre h(z) est de degré M = 35. Pour obtenir une bonne approximation de h(z) par la formule de
décomposition, nous avons choisi un filtre ¢(z) de degré M, = 29.

Atténuations | —0,65—i | 1,38+ 0,59 | 0,16+ 0,19 | —1,38 — 0,015 | =3 + 0, 15
Retards (x7T;/2) 0 0,83 0,89 1,25 3,34

Tableau 4.2 — Atténuations et Retards associés au canal de propagation engendrant h(z)

Sur la figure 4.2, nous tracons les valeurs propres non nulles de Q. et ). La matrice Q). est mal
conditionnée. Une vingtaine de valeurs propres sont quasiment nulles. Ceci était prévisible puisque

la dimension du noyau des matrices et K vaut 11, lorsque M. = 29.

I, Mc+1 I, Mc+1

©-0-a.
o-duo
.
o.,

Valeurs en dB
IS
&

0 5 10 15 20 25 30 35
Numero des valeurs propres

Figure 4.2 — Valeurs propres non nulles de Q. et @

Le tableau 4.3 présente la valeur de la forme quadratique @. appliquée successivement aux
petites sphéroidales d’intervalle Iéc) et Il(c). Nous confirmons ainsi que ces petites sphéroidales
appartiennent au noyau numérique de Q..

Les performances de la méthode sous-espace contrainte dépend fortement du degré du polynéme
¢(z) : plus le degré de ¢(z) est grand et plus I’espace d’indétermination de h(z) est grand. Par contre,
pour des canaux trés courts, la présence de la contrainte suffit & éliminer ’espace d’indétermination.

Dans le paragraphe suivant, nous étudions les performances asymptotiques de cet estimateur.
Cette analyse n’a un sens, en toute rigueur, que lorsque il y a égalité dans I’équation (4.3). Les simu-
lations futures ne seront effectuées qu’avec des filtres présentant une égalité dans la décomposition
(4.3).

4.3 Analyse asymptotique

Les observations sont bruitées par un bruit blanc, gaussien, circulaire, centré et de variance o2.
Nous notons
— C, la matrice de covariance de I’estimateur de h pour la méthode sous-espace standard sans
connaissance a priori sur la structure du filtre.
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sup {kzgﬂ,go,chkIg“),30,j’j < 830} sup {k%c),go,chkzg”go,j’j < 830}
—15 —12

Tableau 4.3 — Valeurs (en dB) de la forme quadratique Q. appliquée aux petites sphéroidales
d’intervalle Z3¢) et d’intervalle Z.°) | avec deg(c(z))= 29

— Ch la matrice de covariance asymptotique de 'estimateur du filtre h, dans le cadre de la
méthode sous-espace contrainte.

— C. la matrice de covariance asymptotique de I’estimateur du vecteur c.

D’aprés le chapitre précédent, nous savons que la matrice C' s’écrit de la maniére suivante.

C = Q#*P*DyEDnPQ*

avec les différentes matrices mises en jeu définies en (3.18).
Par analogie, nous avons que C. s’écrit de la maniére suivante :

Ce = Q¥T(@)P*D;ZDnPT(g)" QF
11 est facile de constater que le lien associant les matrices C. et Cy est le suivant :
Ch=T(@)".Cc.T(g)
De ce fait nous avons
Cn = (T(e)"-QF T(&)) P*Dii2DuP (T(e)"-QF T(®))

Pour évaluer les performances asymptotiques, nous donnons sur le tableau 4.4, la valeur de la trace
des covariances asymptotiques pour les deux méthodes. Cette simulation est réalisée avec les mémes
filtres que ceux ayant servi 4 la réalisation de la figure 4.1 et du tableau 4.1. Le Rapport Signal &
Bruit est de 30dB.

Méthode contrainte | Méthode standard
(matrice Ch,) (matrice C)
M.=9 30 35
M, =1 ~10 25

Tableau 4.4 — Trace de la covariance asymptotique (en dB) pour des M, différents

La trace de C est toujours élevée. En effet étant donné la valeur du degré M du filtre h(z)
(constamment supérieur & 10), la matrice des sphéroidales de taille M est mal conditionnée.

En revanche, la valeur de la trace de Cp évolue en fonction de M.. Pour M. = 9, la matrice
. est mal conditionnée et donc la méthode sous-espace méme contrainte n’est pas efficace. Pour
M. = 1, la matrice ). est bien conditionnée et la méthode contrainte permet donc d’identifier
correctement le filtre.

4.4 Simulations

Nous réalisons une simulation pratique ou les statistiques sont estimées & partir T = 300
symboles émis. Sur la figure 4.3, nous tragons 'erreur quadratique moyenne en fonction du Rapport
Signal & Bruit pour différentes valeurs du degré M.. Nous affichons aussi, & titre de comparaison,
les résultats pour la méthode sous-espace standard.

Pour M, égal &4 9 ou 5, la matrice (). n’a pas été reconditionnée par 'apport de la contrainte.
Par conséquent, les performances sont mauvaises.
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Standard —*—
Mc=9 -

0 = Mc=5 &

Erreur quadratique moyenne empirique (en dB)

Figure 4.3 — Erreur quadratique moyenne empirique en dB en fonction du RSB

4.5 Conclusion

Nous venons d’étudier les conséquences de la limitation en bande des signaux regus sur une
méthode sous-espace contrainte. Nous supposons en effet que le filtre numérique recherché coincide
avec le produit de convolution d’un filtre de mise en forme (connu) et d’un canal de propagation
(inconnu).

Nous avons montré que les performances de cette méthode dépendait fortement du degré M, du
canal de propagation. Lorsque M, est inférieur ou égal & 1 ou 2, la méthode sous-espace contrainte
estime correctement le filtre. En revanche dés que M, est supérieur & 3 ou 4, la méthode sous-espace
contrainte posséde de mauvaises performances. Cette dépendance des performances de la méthode
sous-espace contrainte envers le degré M, est liée au fait que les matrices des sphéroidales qui
interviennent dans notre analyse sont bien conditionnées si M, est petit et mal conditionnées si
M., est grand.

Il est intéressant de mettre nos résultats en lien avec ceux de [26]. Dans ses simulations, [26] ne
fait intervenir que des canaux de propagation de degré M, égal a 1. Il en tirait la conclusion générale
que la contrainte reconditionnait bien le probléme. Or quasiment seule cette valeur de degré permet
effectivement d’améliorer les performances. Donc nos résultats ne sont pas en contradiction avec
ceux de [26] mais seulement plus généraux.



Chapitre 5

L’Ajustement de covariance

Le signal requ étant & bande limitée, son cyclospectre a la fréquence cyclique 1/2 est nul sur une
grande bande de fréquences. Ceci rend les méthodes de type sous-espace déficientes. Il convient de
s’assurer que, malgré la faiblesse numérique de ce cyclospectre, les statistiques cycliques au second
ordre fournissent suffisamment d’information pour identifier le filtre. La méthode d’« ajustement
de covariance » optimalement pondérée étant optimale dans la classe des estimateurs basés sur
les statistiques du second ordre ([33], [77]), il apparait intéressant d’examiner ses performances
théoriques dans le cas des signaux & bande limitée.

Ce chapitre se décompose de la maniére suivante. Dans un premier paragraphe, nous présentons
la technique dit d’« ajustement de covariance ». Ensuite nous abordons ’étude asymptotique de
lestimateur associé & cette technique, et donnons une expression simple de la covariance asympto-
tique. Nous montrons également que cette covariance est optimalement pondérable. Nous procédons
aussi & quelques évaluations numériques de cette covariance optimalement pondérée, qui fournit
une borne inférieure pour les performances des méthodes basées sur les statistiques du second ordre
du signal analogique suréchantillonné. Elle prouve que cette méthode permet d’identifier le canal
en théorie. Néanmoins ’implantation de cette méthode s’avére délicate en raison de nombreuses
limitations algorithmiques. Ceci empéche, de fait, son utilisation en pratique.

5.1 Principe

Le principe des techniques d’« ajustement de covariance » est le suivant : I’idée consiste & trou-
ver un filtre f de méme taille que h dont les N premiers coefficients d’autocorrélation se rapprochent
le plus possible, au sens d’une certaine norme, des N premiers coefficients d’autocorrélation empi-
riques. Le filtre & identifier h(z) est donc estimé par un filtre f(z) dont la matrice de covariance
théorique induite Ry (f) est la plus proche, au sens des moindres carrés pondérés, de la matrice de
covariance estimée RN,T, ou T représente le nombre de symboles ayant servi & son estimation. Par
conséquent, ’estimateur correspondant hr minimise la fonction de cofit suivante

Trw(®) = ||~ R ) (1)

ot la norme au carré de la matrice A, notée ||A||3}, est donnée par vec(A)*Wwvec(A) avec vec(.)
I’opérateur qui transforme une matrice en un vecteur-colonne.

La covariance asymptotique Cy de cet estimateur n’admet pas de matrice de pondération qui
la rend minimale. Ceci est di a la présence de la covariance asymptotique du carré de l'erreur
d’estimation 6RN,T de la matrice d’autocorrélation dans ’expression analytique de Cyy .

Pour contourner cet inconvénient, il suffit de considérer le nouveau critére Jr w (f) suivant

R 2
Jrw(f) = HRN,T - RN(f)HW (5.2)
avec .
. Ry Ry (f)
Ryr1 = _ et Ry(f) =
RyT Rn(f)
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La présence dans le critére du complexe conjugué va permettre, comme nous le verrons au théoréme
5.2.1, de réaliser une optimisation sur la matrice de pondération W. L’estimateur du filtre h, noté
h7 est dorénavant obtenu par la minimisation du critére Jrw .

L’intérét principal de cet estimateur réside dans le fait que, une fois ce critére optimalement
pondéré, l'estimateur est optimal dans la classe des estimateurs du second ordre ([33] et [77])
construit sur N corrélations.

Outre cet argument académique, ce critére offre deux avantages numériques non négligeables
dans notre contexte particulier.

— Il résiste & une surdétermination de ’ordre du filtre. Ainsi la présence de queues n’occasionne

pas de dégats facheux en terme d’estimation.

— II ne nécessite aucune estimation d’espace. Comme nous avons vu que les matrices mises en

jeu sont mal conditionnées, l'utilisation de cet estimateur peut se révéler trés bénéfique.
Par contre cette méthode posséde un inconvénient majeur. D’un point de vue algorithmique, la
minimisation de ce critére n’est pas un probléme facile et fiable (cf. paragraphe 5.3).

Pour tester les capacités de cet estimateur indépendamment des limitations qui viennent d’étre

évoquées, nous effectuons une étude de sa covariance asymptotique.

5.2 Analyse asymptotique

Il est facile de vérifier que 'estimateur construit & partir du critére d’ajustement de covariance
est bien consistant ([45]). De plus, sa vitesse de convergence est en VT, ce qui permet d’écrire que

hr —h
VT | i)./\/'(O,CW) quand T — oo
hr —h
Cw est alors la covariance asymptotique que nous cherchons & évaluer analytiquement, dans un
premier temps, et numériquement dans un second temps.
Nous nous sommes inspirés des travaux de [45] pour obtenir ’expression analytique de Cy
L’expression des matrices intermédiaires provient de calculs similaires & ceux effectués dans [40].

L’expression est donnée dans le lemme suivant et un léger apercu de la démonstration en annexe
B.1.

Lemme 5.2.1 La covariance asymptotique s’écrit
Cw = (A* WA A*WEWA(A*WA)# (5.3)

avec B .
W=W+PWP

ot P est défini comme en (3.4) par

[y

0
P—IdM'+1®[1 0].

De plus A est la matrice contenant les dérivées suivantes

dvec(Ru (f)) Bvec(Ry () ‘
of f=h £ f=h
dvec(Ry (F)) dvec(Rn () ‘
of f=h £ f=h
avec
1
w =/ DM:(e%’rf)T ®DN(62"’Tf) ®H(e2i7rf) ®DN(e2i7rf) ® Jodf
f=h 0
1 —_— . .
w - / D (€%™)* @ D (e2F) ® Jo ® D (e2™F) ® H(e*™7)df
f=h 0
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Enfin la matrice X se décompose en bloc
DIEEDY
=1 _ _
DIEEDY
avec, dans le cas de sources gaussiennes et circulaires,

$ = lim TE [Uec(RN,T — Ry(h))(vec(Bn 7 — Ry (h))*

T—o0

17 . . . . .
— / DN(eQ,',rf)DN(emwf)T ® S(eanf)T ®DN(eerrf)DN(62mf)* ® S(e2z7rf)df
0

et

M«
I

lim TE [vec(RN,T — Ry (h))(vec(Bn 1 — RN(h))T]

T—o00

1
— / DN(e2i7rf)DN(e2i7rf)* ® S(e2i7rf)* @DN(e2i7rf)DN(e2i7rf)* ® S(e2i1rf)df
0

ol @ est un produit de matrice, tel que si nous considérons deuzx matrices A et B carrées de taille
_ : ; 2 rg _
n, alors C = A @ B, qui est de taille n®, s’écrit Cpyngp+ng = Ap,g Bpq-

Etant donné D’expression analytique (5.3), nous savons que la covariance asymptotique est
minimisée lorsque la matrice de pondération vaut Y# la pseudo-inverse de ¥. Dans notre cas
précis, les matrices de pondération W ont la structure particuliére suivante :

PWP =W

Il convient de s’assurer que de telles matrices de pondération peuvent encore étre égales 4 X% . Il est
facile de vérifier que les matrices ¥ et ©# ont la méme structure que les matrices de pondération.
Ceci implique qu’il est possible de choisir une matrice de pondération égale 3 X#. Par conséquent,
la covariance asymptotique est optimalement pondérable. Ceci nous permet d’énoncer le théoréme
suivant.

Théoréme 5.2.1 La matrice de pondération Wopt donnée par la formule suivante

Wopt = S#
minimise la covariance asymptotique, c’est-a-dire, que
VW, Copt = Cw,,. < Cw
La covariance résultante est alors égale a
Copt = (A*S#FA)#

Grace A cette derniére expression, nous pouvons évaluer les performances des statistiques du
second ordre par le biais de quelques simulations numériques de cette formule théorique. Nous
choisissons un filtre h(z) en suivant le protocole expérimental décrit au paragraphe 3.5.

Tout d’abord sur la figure 5.1, nous présentons la valeur de la trace de la matrice C,p; en fonction
du Rapport Signal 4 Bruit (RSB). Ces valeurs permettent de calculer approximativement ’erreur
quadratique moyenne théorique d’estimation du filtre pour un nombre d’échantillons disponibles
T, en divisant les valeurs obtenues pour la trace de Cop¢ par T

En comparant la figure 5.1 & la figure 3.14, qui présentait les performances de la méthode
sous-espace, il est clair que les performances de I’« ajustement de covariance » sont meilleures
que celles de la méthode sous-espace, en particulier pour des Rapports Signal & Bruit moyen de
I’ordre de 30dB. Examinons plus précisément, le cas d’un Rapport Signal & Bruit de 30dB. L’erreur
quadratique moyenne théorique d’erreur d’estimation du filtre avec T' = 300 est de —12dB pour
la méthode d’ajustement de covariance optimalement pondérée et de —4dB pour la méthode sous-
espace.
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10 15 20 25 30 35 40 5 50
RSB

Figure 5.1 — Trace(Copt) (en dB) en fonction du RSB
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Figure 5.2 -

%ﬁ"”‘) (en dB) en fonction du facteur d’excés de bande p

Sur cette figure 5.2, nous présentons les performances de I’« ajustement de covariance » en
fonction de la largeur de bande du signal recu. Pour ceci, nous présentons la trace de la covariance
asymptotique optimale pondérée normalisée par le nombre de coefficients de filtre.

La variation de ’erreur d’estimation selon la largeur de bande est seulement de quelques dé-
cibels. Aucun effet « bande limitée » ne dégrade notablement les performances de I’« ajustement
de covariance ». Ceci montre que les statistiques du second ordre sont suffisamment exhaustives,
dans le contexte spécifique des signaux a bande limitée.

Remarque 5.2.1 Néanmoins la comparaison des deuz figures 3.13 et 5.2 semblent montrer une
certaine contradiction avec le fait que lajustement de covariance optimalement pondéré est la
meilleure des méthodes au second ordre puisque la méthode sous-espace présente des performances
sensiblement meilleures que l’ajustement de covariance optimalement pondéré lorsque la bande
est presque pleine. Ceci est exclusivement di au fait que la méthode sous-espace ne détermine le
filtre qu’a une constante prés, qui est supposée connue exactement dans nos simulations alors que
lajustement de covariance estime, lui, cette constante.

Nous avons donc montré que ’ajustement de covariance optimalement pondéré n’est pas sujet
a priori & des limitations numériques liées & une surdétermination de ’ordre ou & une limitation
en bande du filtre et que les statistiques du second ordre permettent de résoudre le probléme
d’identification aveugle méme en présence de signaux & bande limitée.

5.3 Limitations algorithmiques

Contrairement & la méthode sous-espace, les techniques d’ajustement de covariance posent de
nombreux problémes algorithmiques. En effet, le critére Jr w n’est pas quadratique, et posséde de
nombreux minima locaux. Les performances pratiques de ces méthodes sont ainsi fort éloignées des
performances théoriques décrites.
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Toutefois, quelques travaux ont déja été menés pour contrecarrer ces inconvénients pratiques.
Leur but est de trouver au préalable une bonne initialisation de 1’algorithme du gradient ([51]) par
une préestimation grossiére du filtre et/ou de diminuer 1’espace de recherche ([77] et [78]).

L’approche de [77], appelée JOSC, consiste & contraindre le filtre recherché & appartenir & un
ensemble plus petit, ce qui permet de diminuer le nombre de coefficients & rechercher. Pour trouver
un espace plus petit contenant le filtre recherché, il est possible de penser, par exemple, & combiner
la minimisation du critére d’ajustement de covariance avec la contrainte que le filtre appartienne
au noyau numérique de la forme quadratique @), provenant de la méthode sous-espace, qui est
de taille approximative (M + 1)(1 — 8) + 1. Ainsi le nombre de coefficients recherchés sera divisé
d’un facteur 1/(1 — (). De plus [78] a montré que, tout en simplifiant 1’algorithme, les bonnes
performances asymptotiques théoriques étaient conservées

Néanmoins [51] a montré que cette technique de réduction d’espace de recherche ainsi que celle
consistant & préestimer le filtre n’apportait qu’une légére amélioration, en pratique, et qu’elle n’était
toujours pas fiable & cause de la présence encore nombreuse de minima locaux. Donc les travaux
pour améliorer 'implantation pratique de la technique d’ajustement de covariance ne modifient
pas, pour 'instant, les désagréments décrits.

De plus, pour implanter ’ajustement, de covariance optimalement pondéré, la connaissance de
Y. est nécessaire. Or cette matrice requiert la connaissance du filtre inconnu recherché h. Donc une
phase délicate d’estimation de ¥ devra s’ajouter & ’algorithme d’« ajustement de covariance »
proprement dit afin d’utiliser, en pratique, le meilleur estimateur du second ordre.

En conclusion, malgré quelques tentatives peu fructueuses de simplification de la méthode
d’ajustement de covariance, il s’avére que cette méthode reste difficile & implanter pour obtenir des
résultats pratiques équivalents aux résultats théoriques.

5.4 Conclusion

En considérant ’estimateur qui exploite de maniére optimale les statistiques du second ordre,
nous avons montré qu’il était possible d’estimer le filtre h(z) méme en présence de signaux & bande
limitée, aux complications algorithmiques (par exemple, minima locaux) prés. Les déficiences ex-
hibées lors de I’étude de la méthode sous-espace ont donc disparu par 'utilisation de I’estimateur
optimal. Néanmoins, contrairement & la méthode sous-espace, cette méthode théoriquement opti-
male n’est pas implantable. Seules des méthodes sous-optimales issues de ’ajustement de covariance
optimalement pondéré sont réalisables et ceci au prix d’algorithmes lourds et peu fiables.

Dans [51] ainsi que dans [49], une comparaison succincte entre cette méthode optimale du second
ordre et des techniques classiques aux ordres supérieurs a été menée. Cette comparaison montre que
les performances théoriques, indépendantes donc des contraintes algorithmiques, de 1’ajustement
de covariance sont bien moins bonnes que les performances pratiques des techniques aux ordres
supérieurs telles que 'algorithme de Godard (CMA) et la minimisation de kurtosis (MK). De ce fait
la recherche des procédures algorithmiques permettant d’approcher la borne inférieure théorique
des performances des méthodes du second ordre perd tout intérét puisque des méthodes classiques
aux ordres supérieurs surclassent, en pratique, n’importe quelle méthode du second ordre.
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Chapitre 6

Analyse de la méthode sous-espace
dans des systémes a
cyclostationnarité induite

6.1 Généralités sur la cyclostationnarité induite a ’émetteur

L’idée de la « cyclostationnarité induite & Pémetteur » fut introduite par [71]. Le but est
de modifier & I’émetteur les statistiques cycliques du signal émis afin d’améliorer & la réception
Iinformation regue. Pour modifier les statistiques cycliques, il suffit de changer la suite de symboles
émise en une suite de pseudo-symboles cyclostationnaire. Construire cette suite de pseudo-symboles,
peut se réaliser, & I’émetteur, par le biais d’une transformation périodique de la suite a priori émise.
La cyclostationnarité artificielle présente dans cette transformation périodique nous conduit donc
bien & parler de « cyclostationnarité induite & ’émetteur ».

Diverses transformations ont été introduites : une répétition des symboles ([71]), une modulation
des symboles ([11], [62]). Cette derniére transformation procure ’avantage d’opérer a la cadence
des symboles ce qui a pour effet d’engendrer des filtres numériques & bande pleine. Un formalisme
unique englobant toutes les transformations périodiques existe ([59]) et se construit & partir de la
notion des bancs de filtres redondants.

De plus, sous certaines conditions peu restrictives, une méthode sous-espace adaptée & ce type
de schémas permet d’estimer le filtre inconnu. Le but de ce chapitre est d’étudier les conséquences
du caractére bande limitée du signal analogique regu sur les performances des méthodes de type
sous-espace suivant le schéma de cyclostationnarité induite employé.

Pour entamer ce chapitre, nous résumons quelques éléments importants concernant la « cyclo-
stationnarité induite & ’émetteur ».

6.1.1 La Suite des pseudo-symboles

Le signal regu par le récepteur, sans systéme de cyclostationnarité induite s’écrit simplement

ya(t) = Z Sn ha(t - TLTS) + wa(t) (6.1)

ot {wy(t)} est un bruit blanc gaussien.

Dans ’approche par cyclostationnarité induite, au lieu de transmettre la suite stationnaire
initiale {sp}nez, il est proposé d’émettre une suite cyclostationnaire {v,}nez, & la cadence 1/T,.
Ainsi le signal analogique regu s’écrit

ya(t) = Z Un ha(t - nTv) + wa(t)- (6.2)
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1l est & noter que les filtres h, () introduits en (6.1) et en (6.2) sont rigoureusement égaux. De ce
fait la bande passante du signal analogique recu y,(¢) requise dans un systéme a cyclostationnarité
induite est identique & celle du systéme initial et vaut donc (1 + p)/Ts.

Pour construire la suite des pseudo-symboles, considérons une trame de symboles de longueur L.
Cette trame sera transformée par le biais d’une application linéaire 0, appelée également précodeur,
en une trame de longueur N de pseudo-symboles. Par conséquent,

Un
N Snr

©

SnL+L -1

UnnN +1

UnNi+nN-—1

Cette application linéaire © doit vérifier deux types d’hypothése.
— Afin de ne pas perdre d’information sur les vrais symboles, nous avons N > L et © de rang
plein.
— Enfin, la trame de longueur N des pseudo-symboles et la trame de longueur L des vrais
symboles doivent étre de méme énergie. © vérifie alors une contrainte de normalisation.
De plus, T, = LT, /N est la période d’émission de la nouvelle source {v,}. Le facteur v = N/L
sera appelé facteur de redondance du systéme a cyclostationnarité induite.
A la réception, en prévision du traitement numérique futur, y,(t) est échantillonné a la cadence
des pseudo-symboles. Ainsi le modéle numérique s’écrit

y(n) = [hr, (2)]-0n + w(n) (6.3)

avec y(n) = y,(nTy) et w(n) = wy(nTy). w(n) est un bruit gaussien blanc. De plus hr,(2) =

Zi% he(kT,)z~*, noté par défaut h(z), est le filtre discret équivalent qui doit dorénavant étre
identifié. Avant de poursuivre, analysons succinctement 'influence du facteur de redondance v et
des longueurs de trame L et N.

— Lalongueur du filtre numérique & identifier croit avec le facteur de redondance v. Etant donné
que plus le filtre recherché est long et plus son identification devient délicate, il apparait
intéressant de restreindre v & prendre des valeurs raisonnables.

— De plus, la bande du filtre numérique décroit avec . Donc choisir un v trop grand, rend
la bande passante du filtre numérique h(z) trés étroite. Dans ce cas, malgré la modification
des statistiques cycliques, l'information utile redevient faible et nous retombons dans les
difficultés présentées dans les chapitres précédents.

Donc 7 ne peut prendre des valeurs trop élevées.
C’est pourquoi les systémes créant de la cyclostationnarité a I’émetteur, présentés dans le pa-
ragraphe suivant, possédent un facteur de redondance v compris entre 1 et 2.

6.1.2 Quelques suites de pseudo-symboles

Nous présentons, ici, les quelques systémes & « cyclostationnarité induite & I’émetteur » les plus
rencontrés dans la littérature.

Considérons tout d’abord le systéme sans cyclostationnarité induite & l’émetteur. Le signal
numérique résultant d’un échantillonnage & une cadence double du signal analogique recu, peut
s’écrire sous une forme donnée par l’équation (2.4). Ce signal coincide avec le signal de sortie d’un
filtre numérique excité par une suite cyclostationnaire de pseudo-symboles obtenue par Iinsertion
d’un zéro entre deux symboles consécutifs. Le récepteur & échantillonnage fractionnaire peut étre
vu comme un systéme basique & cyclostationnarité induite & ’émetteur. Nous avons alors N = 2
et L =1 et la matrice de passage est défini par

ore- 1]

Nous appellerons, par souci de simplicité, ce schéma par le terme « suréchantillonnage fraction-
naire » ou par I’abréviation « FS ».
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Dans le cas d’une redondance nulle, c’est-a-dire v = 1, [11] et [62] ont proposé simultanément
le schéma, de modulation. La matrice de transformation carrée de taille L s’écrit alors

f0) 0 0 0
0 f1) 0 0
Omod = HMmod .
0 0 T, 0
0 0 0 f(L-1)

avec L longueur des trames et fimoq une constante de normalisation d’énergie. {f(k)}reo,....—1}
est une suite connue & la fois de I’émetteur et du récepteur.

Nous présentons succinctement deux schémas introduisant une redondance, c’est-a-dire v > 1.
L’Insertion de zéros (IZ), introduite par [35], consiste a rajouter N — L symboles nuls & une trame
de longueur L de symboles. La matrice © associée a pour forme

Idr, ]

Orz = prz [ ON_LL

[12] a présenté un schéma de construction de la suite des pseudo-symboles combinant une répétition
des symboles avec une modulation par une exponentielle complexe de fréquence a d’une trame de
symboles. Ce schéma est appelé la a-Répétition/Modulation (a-RM ou RM) et sa matrice © s’écrit

Idy,
OrM = URM [ Er() ]

ot Ep(a) = diag(1, e, ... e2n(L-1a)

Dans le paragraphe qui suit, nous nous penchons sur les équations de filtrage (6.3) engendrant
le signal numérique regu échantillonné & T, dans le but de les réécrire explicitement en fonction de
la matrice © et des symboles {s, }ncz-

6.1.3 Modéle équivalent multientrée/multisortie

L’influence de la matrice © dans ’équation (6.3) est cachée. Pour introduire une dépendance
directe entre les données du récepteur et la matrice ©, il faut considérer les composantes polyphases
du signal numeérique y(n) ([35]). En effet, définissons les vecteurs suivants

Y(n) - [y(nN),y(nN+1),, (TLN+N— 1)]T
Sn = [SnLa SnL+41,"" " snL—i-L—l]T
W(n) = [wnhN),wnN +1),--- wnN+N-—-1)]T

et soit
h(z) = ho(zN) + h(zM)z" 4 -+ hy_1(2V)2V

la décomposition en polyphase de h(z).
1l est facile de vérifier que
Y (n) = [H(2)0].S, + W(n) (6.4)

avec H(z) la matrice des polyphases de h(z) de taille N x N définie par

ho(2)  2z7'hy_1(2) --- 2z7lhi(2)
hN—-l(z) ho-(z)

et W(n) un bruit gaussien blanc.

Nous supposerons que le degré M du filtre h(z) est plus petit que la longueur N de la trame des
pseudo-symboles. Les trames sur lesquelles nous travaillons peuvent, par exemple, correspondre &
celles de la téléphonie mobile et comporter ainsi plus d’une centaine de symboles. Il est clair que
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le degré M du filtre h(z) est toujours inférieur & 100. Cette condition n’est donc pas restrictive.
H(z) peut alors se simplifier, car les composantes polyphases de h(z) sont constantes.

H(z) = Hy+ 2z 'H, (6.6)

avec Hy et H les deux matrices suivantes constantes

T hg 0 e e e 0T (0 -~ 0 hay -+ hy ]
Hy = ha h - et H; = o hu
0o . he o : 0
: ST 0 : :
0 - 0 hym - ho [0 v e e 0]

Le signal requ Y(n) décrit par I’équation (6.4) peut également étre interprété comme un signal
issu d’une transmission CDMA descendante. La matrice © joue alors le role d’une matrice de code
([47])- A partir du signal Y'(n), pour retrouver les symboles S, il est nécessaire d’identifier le
filtre multientrée/multisortie F'(z) = H(2)0. Si le filtre F(z) n’avait aucune structure particuliére,
aucune méthode sous-espace ne pourrait l'identifier en raison de son caractére strictement matriciel
([2]). Néanmoins comme F'(z) se décompose en H(z)0, avec © connue du récepteur, [47] a montré
que, sous quelques hypothéses sur © peu restrictives, le filtre F'(2) et par conséquent h(z) sont
identifiables & une constante prés par des méthodes de type sous-espace construites a partir des
corrélations de Y'(n). De plus ces méthodes résistent & une surdétermination du degré des canaux.

6.1.4 Objectif

Sachant que, dans le cas bande limitée, le suréchantillonnage fractionnaire (FS) ne permet pas
a la méthode sous-espace de fonctionner, il apparait judicieux d’étudier pour les différents schémas
de cyclostationnarité induite a I’émetteur, les conséquences de la présence du filtre analogique a
bande limitée sur les méthodes sous-espace associées.

Dans un premier temps, nous avons souhaité trouver des conditions simples sur © qui permettent
de prévoir la résistance ou ’absence de résistance au caractére bande limitée. Malheureusement ce
premier objectif semble bien trop ambitieux et peu raisonnable. Nous nous sommes alors restreint
a étudier, schéma par schéma, les conséquences sur la méthode sous-espace associée de la limitation
en bande du filtre analogique.

Seules celles présentant une redondance strictement supérieure & 1, peuvent occasionner de sé-
rieux dysfonctionnements. Dans ce cadre, nous nous limitons aux deux schémas suivants : I’Insertion
de zéros et la a-Répétition/Modulation. Nous étudions le comportement vis-a-vis de la limitation
en bande du filtre des méthodes sous-espace associées & chacun de ces schémas respectivement aux
paragraphes 6.2 et 6.3

6.2 L’Insertion de zéros

6.2.1 Principe et Algorithme

Le principe de la cyclostationnarité induite par insertion de zéros consiste & créer une trame de
N pseudo-symboles en adjoignant N — L zéros a une trame de longueur L de symboles. ([35]).

Lorsque le degré M du canal est inférieur & N — L, hypothése que nous supposerons dorénavant
vérifiée, nous avons H;© = 0. L’équation (6.4) donnant le signal numérique regu en fonction des
vrais symboles et du filtre s’écrit alors de la maniére suivante,

Y (n) = [Ho®).S + W (n)
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avec Hy©O une matrice constante de taille N x L s’écrivant

T hg 0 - 0
Hy0 = 0 ho
0 - 0 hy

B O(N—L)—M,L J

En introduisant la matrice de Sylvester T, n(h) de taille L x N suivante

ho -+ hy 0O --- 0
. .

Trn(h) = Opov-1)-m
S 0
0 -« 0 hy - huy

nous obtenons que

Y(n) = T y(h)S, + W (n)
A partir de Y(n), il est possible de construire une méthode associée aux sous-espaces de sa matrice
d’autocorrélation, notée R(h) = E[Y (n)Y™*(n)] ([35)]).

Nous supposons connaitre la puissance du bruit ce qui permet de nous limiter, sans res-
triction, & la présentation de la méthode sous-espace dans le cas non bruité. Comme N > L,
les colonnes de Tf, ~(h) sont indépendantes entre elles, par construction. La matrice TZ 5 (h)
est donc de rang plein L et ceci sans condition sur la distribution des zéros de h(z). Comme
R(h) = Tf’N(h)TL,N(h), la matrice R(h) est également de rang égal & L.

Considérons II le projecteur orthogonal sur le noyau de R(h). Soient f = [fo,---, fM]T un
vecteur de longueur M + 1 tel que (N — L) > M > M et f(z) = E;ng[:o frz~F le filtre RIF associé.
Dans [35] et [47], il a été montré que

HTf,N(f) =0 sietseulement si f(z) =rh(z) (6.7)

avec r une constante. De ce résultat, il est facile de déduire une méthode d’identification basée sur
le sous-espace bruit de R(h) ([35]). La fonction de coiit est définie par

J(f) = Trace(TL,N(f)HTf,N(f))

et s’écrit sous la forme
J(E) =t"Q 2t

avec
Qrz = Diz(I)Dz(T0) (6.8)
ol L
DizM) = [ D) & Dy () & (e ),
0
Posons TI(e2i™f) = YN ' TTe~2imkS avec TI;, les colonnes élémentaires de TI.

Gréce au résultat (6.7), nous pouvons énoncer le théoréme d’identifiabilité démontré dans [35].

Théoréme 6.2.1 Si M < M < (N — L), alors la forme quadratique Qrz définie par l’équation

(6.8) admet un noyau de dimension 1 engendré par le vecteur [ho, - - -, hM,OI,M,M]T-

L’estimation du filtre h(z) est possible par minimisation de l’estimée de cette forme quadratique. De
plus cette méthode résiste & une certaine surdétermination du degré du filtre. Donc les phénoménes
liés aux petits coefficients sur les bords de h(z) rencontrés au chapitre 3 sont sans doute moins
sensibles que dans le cas FS.

Dans le paragraphe suivant, nous nous concentrons sur ’analyse du conditionnement de la
matrice Qrz.
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6.2.2 Analyse numérique

La bande passante du signal analogique y,(t) est fixée par celle du filtre de Nyquist et vaut
donc B, = (1 + p)/Ts. La bande passante du signal numeérique, résultant de I’échantillonnage de
Ya(t) & la cadence 1/T,, a pour valeur § = min{(1 + p)T,,/Ts,1}. Comme T, = T /7, avec 7 le
facteur de redondance, nous obtenons que

1
ﬂ:min{ﬂ,l}
g
1

Ainsi les signaux numériques traités sont & bande limitée, si et seulement si X2 < 1, c’est-a-dire,
si et seulement si, ¥ > 1+ p. Dans le cas contraire, aucun effet « bande limitée » ne vient perturber
la méthode sous-espace. Il convient dorénavant de se pencher sur le cas v > 1 + p.

A P’instar de I’étude de la méthode sous-espace dans le cas d’un suréchantillonnage fractionnaire,
nous nous attachons d’abord & analyser les conséquences numériques possibles sur les éléments du
noyau de la matrice d’autocorrélation.

Soit g = [go," -+, gn—1]T un élément du noyau & gauche de R(h). Par conséquent,

gTE,N(h) =0

Comme .
Ti n(h) = / Dn_1(e2"f)Dy,_1(e*™ )T h(e*™7)df,
0

nous obtenons que
1
| ot mE@nhe g —0 Ve o, L-1)
0

avec g(e*"f) = ZIIEV:_OI gre~2imkf
Comme h(z) est & bande limitée !, il existe un intervalle défini par (3.10) tel que

(e)
erzlz[—g,g] , (e =0

De ce fait nous avons

/ gle TR e g 0 Yle {0, L1} (6.9)
Ilc

Ces derniéres équations n’exhibent aucune contrainte fréquentielle sur les éléments du noyau de
la matrice d’autocorrélation, contrairement & ce qui se produisait pour la méthode sous-espace
classique.

Cependant la matrice R(h) admet un noyau numérique supplémentaire engendré par les plus
petites sphéroidales de taille N et de l'intervalle Ifc) définies au paragraphe 3.6. En effet ces plus
petites sphéroidales qui sont au nombre de s & N(1 — 3) et qui vérifient la propriété suivante, pour
jG {L"'as} :

k ) ~0, si feIl?,

Iic),N,j(

veérifient également 1’égalité (6.9).

Etant donné les propriétés décrites du noyau théorique et numeérique de R(h), aucun effet
« sphéroidale » ne semble affecter le conditionnement de la matrice @Q;z. Afin de s’assurer qu’un
autre effet ne viendra perturber le conditionnement de @z, il convient de I’évaluer numériquement.
Pour ceci, dotons-nous du protocole expérimental suivant. Les trames sont choisis de longueur L =
40 et N = 60. Le facteur de redondance est alors égal & v = 3/2. La bande du filtre h(z), pour un
facteur d’excés de bande p = 0,2, est donnée par 8 = 0,8, ce qui implique que Z; = [—0,4 ; 0,4]().
De plus les filtres simulés ont un degré égal & M = 14 et satisfont bien la condition M < (N — L).
Enfin, dans ces simulations nous surestimons le degré du filtre en cherchant des filtres f (2) de degre
M =N -L=20.
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Valeurs propres

o 10 20

30 a0 50 60
Numero des valeurs propres de R(h)

Figure 6.1 — Valeurs propres de R(h)

Dans un premier temps, nous donnons sur la figure 6.1, les valeurs propres de la matrice R(h).

En théorie, le rang de R(h) vaut 40. Etant donné que son rang pratique est proche de 30, R(h)
présente un noyau numérique dont la taille est approximativement de 10. Nous savons que certains
vecteurs appartiennent & ce noyau numérique. Ils sont au nombre de s & N(1 — ) ~ 12. Donc
notre évaluation de la taille du noyau supplémentaire est correcte.

Pour s’assurer que la caractérisation des vecteurs supplémentaires est valable, nous avons tracé
sur la figure 6.2, le spectre d’un vecteur du noyau numérique de R(h).

Figure 6.2 — Spectre d’un vecteur du noyau numérique supplémentaire de R(h)

Ce spectre est numériquement nul sur 'intervalle Il(c) = [-0,4 ; 0,4]. Nous rappelons que les
suites sphéroidales appartenant au noyau numérique de R(h) ont un spectre également nul sur cet
intervalle Il(c). Nous confirmons, & travers le tableau 6.1, ’appartenance au noyau numérique de
R(h) des petites sphéroidales de l'intervalle Ifc).

suptke) v ;@Ko vy I < 8}
3,5.10 3

Tableau 6.1 — Les Sphéroidales et la matrice d’autocorrélation R(h)

Enfin nous avons tracé, sur la figure 6.3, les valeurs propres non nulles de la matrice Qrz.

Les plus petites valeurs propres de la matrice @z oscillent aux alentours de —10dB. De ce fait,
la confusion entre le noyau et les espaces propres associée aux valeurs propres non nulles n’est pas
possible. Ainsi, comme annoncé, cette matrice est bien conditionnée et ne posséde pas de noyau
numérique. Par conséquent, la méthode sous-espace associée au schéma par insertion de zéros a a
priori des performances correctes.

6.2.3 Analyse asymptotique

Nous procédons & une analyse asymptotique de ’estimateur du filtre h(z). Soit hy le filtre
estimé & partir de I’émission de 7' vrais symboles.

1T.a cadence d’échantillonnage étant différente, 8 ne prend pas, a facteur d’excés de bande p identique, la méme
valeur numérique qu’au chapitre 3.
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Valeurs propres

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 6.3 — Valeurs propres (en dB) non nulles de Q;z

Cet estimateur est naturellement consistant et asymptotiquement normal. Sa covariance asymp-
totique est donnée par

Crz =TE [(ﬁT —h)(hr — h)*]
Aprés quelques manipulations similaires au cas fractionnaire, nous obtenons que
Crz = LQ},Diz(M)((T1n (0) (6*T# + o' T#T#) T}, y(h)) © ) D12 () Q7

avec T = TE’N(h)TL,N(h)

La covariance Cyz s’écrit d’une maniére analogue 4 celle de la méthode sous-espace sans cyclo-
stationnarité induite.

La seule différence notable est la présence du facteur multiplicatif L correspondant & la longueur
de la trame des vrais symboles. Pour le cas du simple suréchantillonnage fractionnaire, T' vecteurs
des observations Y (n) étaient disponibles par I’envoi de T symboles aux effets de bords prés.
Dans le cas de I'Insertion de Zéros, I’émission de T' vrais symboles ne procure, en réception, que
T /L vecteurs d’observations Y (n), en raison de l’analyse par trame des échantillons regus. C’est
pourquoi Crz présente ce facteur multiplicatif qui défavorise la méthode par insertion de zéros.
En effet pour obtenir une erreur quadratique moyenne d’estimation du filtre faible, le nombre de
symboles émis nécessaire est bien plus important.

Dans les simulations, L étant égal & 40, sa présence dans ’expression de la covariance asymp-
totique revient & ajouter 16dB par rapport une méthode ne travaillant pas avec une structure par
trames.

Sur la figure 6.4, nous donnons les valeurs de la covariance asymptotique en fonction du Rapport
Signal & Bruit (RSB).

iance asymptotique (en dB)

10 15 20 25 30 35 40 5 50
RSB

Figure 6.4 — Trace(Crz) (en dB) en fonction du RSB

Ainsi la méthode sous-espace construite & partir de I’insertion de zéros permet de s’affranchir de
phénomeénes « bande limitée ». Cependant, la structure par trames rend les performances moyennes,
en raison de nombre élevé d’échantillons nécessaires pour obtenir une erreur quadratique moyenne
d’estimation du filtre faible.
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6.2.4 Simulations

Nous présentons les résultats d’évaluation empirique de l'erreur quadratique moyenne d’esti-
mation du filtre.

Sur la figure 6.5, nous tragons cette erreur quadratique moyenne pour un nombre de symboles
émis égal & T = 4000.

[ Fs ——
1Z o

10 15 20 25 30 35 40 5 50
RSB (T=4000)

Figure 6.5 — Erreur quadratique moyenne (en dB) en fonction du RSB (T = 4000)

Le nombre de symboles émis est élevé, ce qui permet aux statistiques introduites dans la mé-
thode par insertion de zéros de s’approcher réellement des statistiques théoriques. Il apparait alors
que le filtre peut étre identifié, méme pour des Rapports Signal & Bruit faibles. En comparaison la
méthode sous-espace dans le cas fractionnaire (FS), pour un méme filtre analogique h,(t), offre de
piétres performances en raison de la limitation en bande de h,(t).

Enfin nous tragons sur la figure 6.6, pour un Rapport Signal & Bruit fixé, I'erreur quadratique
moyenne en fonction du nombre T' de symboles émis ayant servi & l'estimation des matrices de
corrélation.

prp—
1Z e

.
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Figure 6.6 — Erreur quadratique moyenne (en dB) en fonction de T' (RSB= 30dB)

Pour la méthode directe (FS) sans cyclostationnarité induite, nous avons montré au chapitre 3,
la présence d’un effet « sphéroidale », qui dégrade fortement les performances méme des Rapports
a Signal & Bruit de 30dB et ceci quel que soit le nombre T de symboles émis. Cette courbe vient
confirmer ce diagnostic. Par contre, pour la méthode par insertion de zéros, en raison de ’absence
d’effet « sphéroidale », le nombre 7' de symboles émis revét une réelle importance. En particulier,
comme le confirme cette figure, & cause de la structure par blocs de I’algorithme, cette méthode
nécessite un grand nombre d’échantillons pour présenter des performances convenables.

6.2.5 Conclusion

Nous venons de montrer que la méthode sous-espace associée & un schéma de cyclostationnarité
induite par insertion de zéros résistait au caractére bande limitée des filtres numériques. Cette
méthode posséde néanmoins un inconvénient majeur en terme de rapidité de convergence.

Nous étudions dorénavant les conséquences de la limitation en bande sur la méthode sous-espace
associée i un autre schéma de cyclostationnarité induite qui est appelé la a-Répétition/Modulation.
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6.3 La a-Répétition/Modulation

La transformation, dite a-Répétition/Modulation, est un précodeur redondant particulier com-
binant une répétition des symboles avec une modulation de ces mémes symboles et a été introduite
par [12]. Il a été montré, dans [13], que le canal peut étre estimé & partir d’une méthode de type
sous-espace. De plus, sous certaines conditions sur «, il a été établi que cette méthode sous-espace
rendait I’identification du canal possible, quel que soit le canal, c’est-a-dire, sans conditions sur la
localisation de zéros de celui-ci. Cet algorithme est similaire & la méthode sous-espace introduite
(]10]) pour le systéme & « cyclostationnarité induite & I’émetteur » basé sur la seule modulation
des symboles. Cependant deux avantages majeurs ressortent : premiérement l’algorithme est déter-
ministe, c’est-a-dire que, dans le cas non bruité, il fournit le vrai canal & partir de la donnée d’un
nombre fini d’échantillons. Deuxiémement les performances asymptotiques ([13]) sont excellentes
parce que la méthode sous-espace associée rompt la structure par trame des données contrairement
A celle construite pour I'Insertion de Zéros.

Néanmoins, dans le contexte classique des filtres & bande limitée, de mauvaises performances
ont été observées pour certaines valeurs de a.

C’est pourquoi nous allons nous pencher sur ’étude des performances de cet algorithme en
présence de signaux a bande limitée. Notre but est donc d’analyser, en fonction de a, les phénoménes
provoqués par la limitation en bande. Nous allons montrer que si « est supérieur & une certaine
borne dépendant de la largeur de bande, les performances se détériorent considérablement et que
des effets de type « sphéroidale » apparaissent. Nous procédons de la maniére suivante.

La transformation par a-Répétition/Modulation est présentée précisément au paragraphe 6.3.1
([12]). Le paragraphe 6.3.2 concerne ’estimation du filtre par une méthode sous-espace comparable
a celle introduite par [53] dans le cas d’un suréchantillonnage fractionnaire. Ainsi une certaine
matrice ) posséde un noyau de dimension 1 engendré par le vrai canal ([13]). Le paragraphe 6.3.3
analyse numériquement les propriétés du noyau de Q4. Il est montré que pour certaines valeurs
de a, la matrice @, posséde un noyau numérique supplémentaire qui naturellement empéche une
estimation correcte du filtre. Ce noyau numeérique est partiellement caractérisé et il est montré que
les plus petites sphéroidales ([64]) d’un certain intervalle y appartiennent. Comme au chapitre 3,
nous montrons que si a est plus grand qu’une borne dépendant de la largeur de bande, il existe
un intervalle W, sur lequel la fonction de transfert du filtre est mal estimée. Dans le cas contraire,
I’algorithme posséde de bonnes performances.

Afin de confirmer notre étude heuristique, nous étudions également les performances asympto-
tiques & travers la matrice de covariance asymptotique au paragraphe 6.3.4.

Le paragraphe 6.3.5 est dédié & une série assez compléte d’illustrations numériques.

6.3.1 Principe

La matrice de transformation © des symboles en pseudo-symboles, pour le schéma de la a-
Répétition/Modulation, est de taille 2L x L ce qui signifie, en particulier, que la cadence des
pseudo-symboles est deux fois plus élevée que celle des symboles d’origine. De plus © est définie
comme suit ([12]).

o= 2]t ]
V2 E,(a)
Le signal analogique recgu, décrit par I’équation (6.2), est échantillonné 4 la période T, = T /2.
Soient y(n) = ya(nZ:), w(n) = wa(n%2), by, = ho(kLe) et h(2) = ZkMzo hiz~*. Nous obtenons

(6.10)

M
y(n) = Z hi Vp—k + w(n) = [h(2)].v, + w(n)
k=0

w(n) est encore supposé blanc. Nous notons par o2 sa variance. Nous remarquons que le filtre

h(z) présent dans cette équation est identique a celui obtenu dans le cas d’un suréchantillonnage
fractionnaire.

Considérons la transmission d’une trame de L symboles {sn}n=0,...,L.—1, ce qui correspond &
Pémission d’une trame de taille 2L de pseudo-symboles {vy }rn=o,....20-1.
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Etant donné la matrice © définie par ’équation (6.10), une trame de pseudo-symboles est
décomposable en deux sous-trames consécutives de longueur L. La premiére contient les L symboles
originaux. Quant 4 la seconde, elle contient une version modulée, 4 la fréquence a de ces mémes L
symboles.

Aux effets de bords prés dus a la convolution par le filtre h(z), le signal numérique regu peut
étre séparé en deux parties associées chacune & ’envoi d’une de ces sous-trames.

— la premiére est la version filtrée par h(z) de la trame des symboles de longueur L.

— la seconde est la version filtrée h(z) de la trame contenant les L symboles modulés.

Ensuite il est proposé de construire le processus vectoriel Y(n) de la maniére suivante : Y(n) =

[y(n),y(n + L)e2mme] T ([13]). 11 est facile de remarquer que le signal numérique regu peut s’écrire
aux instants n = M, ..., L — 1 sous la forme

M
Y(n) =Y H suci + W(n) = [Ha(2)]sn +W(n) (6.11)
k=0

ol

h(zeZiwa)

H,(z) = 1 [ h(z) ]

et W(n) = [w(n),w(n + L)e‘”’m“]T. Nous avons E[W (n + 7)W (n)*] = 028, Id>. Par conséquent,
W (n) est « spatialement » et temporellement blanc.

Dans la suite, la longueur L de la trame est supposée grande par rapport a la longueur M
du canal. Dans les systémes réels, L représente typiquement le nombre de symboles qui peut étre
transmis pendant la durée ou le canal peut étre supposé constant. Par exemple L = 146, pour la
norme de téléphonie mobile européenne. C’est pourquoi, il n’y aucune restriction & n’exploiter dans
la suite que les vecteurs Y (n) pour n = M, ..., L — 1.

De plus grace a ce nouveau regroupement des données dans les vecteurs Y (n), la structure par
trame a été artificiellement rompue. De ce fait, la donnée de T symboles émis se traduit par la pré-
sence en réception de T vecteurs Y (n) d’observations. Ceci montre que la a-Répétition/Modulation
n’est pas sujette aux inconvénients de la structure par blocs des observations évoqués pour I’Inser-
tion de Zéros.

Le modéle vectoriel (6.11) étant inclus dans celui introduit par le contexte classique du sur-
échantillonnage fractionnaire, il est possible d’adapter la méthode sous-espace pour identifier de
maniére aveugle les filtres Hy(2) et h(z) ([13]). Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les
éléments essentiels de [13].

6.3.2 Algorithme : une méthode sous-espace structurée

Soit M une estimée de M le degré du filtre h(z). Dans la suite, nous supposons que M > M,
c’est-a-dire, que le modéle peut étre surdéterminé.

Soit V un entier tel que N < L— M. Considérons le vecteur Y (n) = [V (n)7,---,Y (n — N)7T]
regroupant, (N + 1) observations successives. Aux instants n = N + M,---,L — 1, Yx(n) s’écrit
sous la forme

T

7Y HY o HY o ... 0
H(a) H(a) .. H(a) .
YN(n) = 0 0 1 M SN+M(’I'L) + WN(TL) (6.12)
: 0
0 . 0 H(ga) Hl(a) . Hz(\?)
TN&&)

0tt SN4ar(m) = [Sny8n— s 180w —na)’ €t Wa(n) = [Wm)T,W(n—1)T,--, Wn-N)T]".
Tn(H,y) est la matrice de Sylvester de taille 2(N 4+ 1) x (M + N + 1) associée au filtre H,(z). Afin
que I’équation (6.12) soit vérifiée, nous considérons dorénavant uniquement les vecteurs Y (n) aux
instants n = M,---, L — 1. La matrice de covariance du vecteur Yy (n) est alors donnée par

R = TN(Ha)TKT(Ha) + U2Id2(N +1)-
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Comme dans le cas fractionnaire, nous choisissons N de telle maniére que la matrice Ty (Hq)
ait plus de lignes que de colonnes. Nous avons alors M +1 < N < L — M. Ceci implique que
Tn(Hy) TR (Hy) = R — 02Idyx 41y est une matrice singuliére. Nous notons II le projecteur sur

son noyau. De plus nous considérons le filtre f(z) = Z;:I:O frz~* et nous notons par Fy(z) =

% [f(z),f (zezim)]T son polyndme vectoriel structuré associé.

La méthode sous-espace consiste & minimiser la fonction de colt suivante.
Fy — Trace (Ty (Fo ) II*IITN (Fy))

Cette fonction de cot est une forme quadratique pour ’ensemble des coefficients {f} et peut se
réécrire de la maniére suivante
ff"Q.f

avec f = [fo, f1,-, fi7]7 et Qo une matrice hermitienne positive de dimension (M + 1). Afin
d’expliciter la forme de ()., nous introduisons la décomposition suivante de II. Nous avons IT =
Mg, - - -, IIx], ot chaque matrice ITj est de taille 2(N + 1) x 2. Nous notons

N
M(e*™/) =) " Me~2mks (6.13)
k=0

La matrice Q4 s’exprime alors de la maniére suivante ([13])

« = P*DiDP (6.14)
ou )
D = / Doy it (@)D gy (27T @ (%! )df (6.15)
0
et P = diag(Po,---,Pn) ou le k-éme bloc sur la diagonale est de taille 2 x 1 et a pour expression

—2inkalT
[1, e :| .
Le théoréme ci-dessous fournit une condition sur a assurant que le noyau de @), est de dimension
1.

Théoréme 6.3.1 (Identifiabilité) Nous supposons a rationnel qui s’écrit alors a = % oup etq

sont premiers entre euz. Si q > M, le noyau de la matrice (), est un sous-espace de dimension 1
engendré par le vecteur
h = [ho, h1, ..., har, 0, ..., 0] .
—
M—M
Ce résultat purement algébrique est démontré dans [13]. Il est important de remarquer que, contrai-
rement & la méthode fractionnaire, le filtre h(z) inconnu est identifié
— indépendamment de la localisation de ses zéros, .
— quelle que soit la surdétermination du degré effectué, pour peu que M < gq.
En pratique, nous ne disposons que d’un nombre fini de données et il est nécessaire d’estimer
Qa-
Nous notons T' le nombre de symboles émis. En réception, en négligeant les effets de bords,
nous avons T échantillons Y (n) disponibles.
La matrice de Toeplitz R peut ainsi étre estimée empiriquement par

1 T-1
Rr =7 ;::0 Y (n)Y(n).

Nous estimons le projecteur II de R par 1 le projecteur orthogonal sur ’espace engendré par les
plus petites valeurs propres de R. La forme quadratique @, est alors estimée par

Qa,r = P*D} Dy P
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et le canal h par

hy = arg min f*Qa,Tf.

Ifll=1
Comme dans le cas du suréchantillonnage fractionnaire, nous pouvons montrer que, en I’absence de
bruit, 'estimation du filtre est presque stirement exacte, pour peu que le nombre T' d’échantillons
soit suffisamment important.

Cette méthode est insensible & une surdétermination du modéle. Par conséquent, le condition-
nement de la matrice (), n’est pas affectée par la faiblesse des coefficients extrémes de h(z). Nous
pouvons donc supposer dorénavant sans aucune restriction que M=M.

Etant donné que le théoréme 6.3.1 est un résultat purement algébrique, il ne nous donne aucun
renseignement sur le comportement numérique de la méthode en présence de filtres a bande limitée.
Cet algorithme étant similaire au cas d’un suréchantillonnage fractionnaire, il semble probable que
le conditionnement de @, puisse étre mauvais. Ceci est attesté par ’exemple suivant. Dans le
tableau 6.2, la plus petite valeur propre non nulles de @, est donnée pour une valeur de a égale
4 0,42 et une certaine réalisation d’un canal multitrajet dont le facteur d’excés de bande p prend
successivement la valeur 0,2 et 1.

p=0,2 p=1
3,32x 1073 | 1,26 x 107!

Tableau 6.2 — La plus petite valeur propre non nulle de @, pour a = 0.42 et p € {0,2; 1}

Dans le paragraphe suivant, nous analysons le conditionnement de @, en fonction du facteur
d’excés de bande p et de la fréquence de modulation .

6.3.3 Analyse numérique du noyau de @,

Ce travail a été mené en collaboration avec Antoine Chevreuil.
Nous rappelons d’abord que § est la largeur de bande du filtre échantillonné a 2/Ts. Ainsi 8
est compris entre 1/2 et 1 et vaut exactement
1+p
p==3L.
Pour étudier le conditionnement de @, nous nous plagons, par souci de clarté, dans un environne-
ment non bruité. Nous notons par Sy (e??™f) le spectre associé au processus vectoriel Y (n) défini
en (6.11). Comme la suite de symboles {s, }nez est blanche,

Sy(e%rf) =H, (e2i”f)Ha (e2i”f)*. (6.16)

Toute linformation statistique, utilisée par la méthode sous-espace liée & la a-Répétition/Mo-
dulation, est contenue dans les composantes indépendantes de ce spectre matriciel, qui sont les
composantes (1,1) et (1,2), c’est-a-dire, |h(e?™/)|2 et h(e*™/)h(e?™(f+®))* Quand h(e?"f) est &
bande limitée, le support du terme h(e2"f)h(e?*"(/+®))* varie en fonction de a.. Nous représentons
cette derniére quantité pour quelques valeurs de « sur la figure 6.7, lorsque le facteur d’excés de
bande est égal & p =0, 2.

Nous constatons que le terme h(e?™)h(e?™(f+2))* devient de plus en plus petit quand o se
rapproche de 1/2. En effet, dans ce cas, les supports de h(e*™f) et h(e"(f+2))* ont une intersection
réduite ce qui implique que leur produit est petit.

Nous avons vu, lors de I’étude du cas d’un suréchantillonnage fractionnaire au chapitre 3,
que la méthode sous-espace associée ne réussissait pas a estimer le filtre h(z) parce que le terme
h(e*™F)h(e2™(f+1/2))* gtait, trop faible sur un certain intervalle inclus dans la bande du signal recu.
Ce terme est ici remplacé par h(e*"/)h(e2"(f+a))*  Ainsi, si ce dernier terme est trop faible, la
méthode sous-espace associée au processus Y (n) risque d’avoir des performances déplorables faute
d’information suffisante. Donc la méthode sous-espace associée & la a-Répétition/Modulation doit
présenter des comportements numériques analogues & ceux du cas fractionnaire, si a est trop grand.

Cet argument qualitatif tend & montrer que le paramétre o doit probablement étre borné par
une certaine valeur dépendant de la bande afin d’assurer un bon conditionnement de @),. Nous
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o

N

- +
90.5 04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05

Figure 6.7 — |h(e?"/)h(e?"(f+2))| en fonction de f pour différents o

allons montrer la validité de cet argument, quantifier la borne supérieure et exhiber I'existence d’un
noyau numeérique pour la matrice (), pour certaines valeurs de a.

Comme pour le cas fractionnaire, nous devons définir un certain nombre d’intervalles découpant
I’espace des fréquences normalisées selon les supports des différentes composantes du spectre défini
en (6.16). L’intervalle qui représente les fréquences hors de la bande du filtre est de nouveau appelé
T: et est défini par

I = {f e]—%, %] | h(e?f) = 0} = [_g, g] © (6.17)

avec (.)(¢), le complémentaire de l'intervalle considéré dans | —1/2,1/2]. L'intervalle Z3 est redéfini
par
11 .

Ti={re|-33| 1 p) =0} =@ -0 (6.18)
et représente les fréquences normalisées hors de la bande du filtre h(e?"(f/t®)). De plus nous
notons par Zy, 'intervalle ot la composante (1,2) de Sy (e2"f) valant h(e?f)h(e?"(F+2))* n’est
pas nulle. Cet intervalle, dans le cas fractionnaire, représentait les fréquences qui n’annulaient pas
le cyclospectre a la fréquence cyclique 1/2. 7, est ainsi défini par

11 ; 0
%:{fe}5€]| MW”MW”WMV¢O}:QULJ@ (6.19)
et l'intervalle 7, par

Ty=TiNTs (6.20)

Cet intervalle n’avait pas de sens dans le cas fractionnaire car Z; et 73 avaient toujours une inter-
section vide. Nous introduisons un dernier intervalle, noté W et défini par

W= (ThUL, U (T + a)® (6.21)

Sur la figure 6.8, ces intervalles sont tracés sur le cercle des fréquences normalisées. Suivant les
valeurs de « et de 3, différentes configurations peuvent apparaitre.
Ces figures permettent de démontrer le lemme suivant sans difficulté.

Lemme 6.3.1 Sia < g, nous avons W = 0. Au contraire, si o > %, alors

En suivant la méme démarche que dans le cas du suréchantillonnage fractionnaire, nous proposons,
afin d’examiner le conditionnement de @, d’étudier les conséquences du caractére bande limitée
du filtre h(z) sur le projecteur II.
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Figure 6.8 — Intervalles définis en (6.17), (6.19), (6.18), (6.20) et (6.21) suivant « et 8

Soit 7, la k-éme colonne élémentaire de II. Nous appelons

I, (e2i7rf Z Toge —2inkf ot 1-[ 2z7rf Z Toki1€ 2z7rk:f (622)
k=0

les transformées en z opérant respectivement sur les colonnes paires et impaires de II. Nous avons
alors, d’apreés ’équation (6.13),

(/) = [ (e*7), T (e*™ )] . (6.23)
La limitation en bande de h(z) implique sur II; (2) et I(2) les propriétés suivantes démontrées en

annexe C.1.

Lemme 6.3.2 La condition h(e?™) =~ 0 pour f € T, implique

H1 (e2i7rf)*.1'[1 (€2i7rf) ~0 s f € 1.3 \I4 (624)

Iy (e*™ 1) * My(e?™ )~ 0 si feTy\ Ty (6.25)
La combinaison des deux précédents lemmes permet de montrer la principale proposition de ce
chapitre. La démonstration est donnée en annexe C.2.

Proposition 6.3.1 Sia > 'g, Qo posséde un noyau numérique de dimension plus grande que 1.
Plus précisément,
dim Ker(Qq) > 1+s
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avec s = mmt((M + 1)(2a — B3)) . Dans ce cas, Uintervalle W est non vide, et l’espace engendré par
le vrai canal h et les s plus petites sphéroidales de longueur M + 1 de Uintervalle W(©) est inclus
dans le noyau numérique de Q.

Cette proposition implique que la méthode sous-espace peut étre sujette & des problémes numé-
riques si a est plus grand que (/2. Dans ce cas, 'extraction du vecteur propre associé & la plus
petite valeur propre de @), est un probléme mal posé puisqu’il y a au moins s + 1 valeurs propres
presque nulles. Considérons un vecteur 1 du noyau numérique de @), 1 peut étre une combinaison
linéaire de h et de quelques petites sphéroidales, au maximum s, de bande W(®) et de taille (M +1),
notées {Kyy) ps 1,5 }i=1,,s- Dans le domaine fréquentiel cela implique que

E
l(e%”f) = roh(e%’rf) + Z rjkw(c)’MH,j(ez"”f)
i=1

pour des r; quelconque fixés. Comme kyye) ary1,;(€*™) ~ 0si f € W, mais pas pour f € W,
I(e?™f) n’est pas égal & h(e?"f) dans la bande de fréquence W. De ce fait 1 ne peut étre un bon
estimateur pour h.

Dans le cas a < 3/2, des effets de ce type ne se produisent pas. Mais le conditionnement de @,
n’est pas assuré d’étre satisfaisant. Toutefois, les simulations que nous avons effectuées permettent
de penser que si a n’est pas choisi trop faible, la condition o < 3/2 permet d’obtenir des résultats
satisfaisants.

Un autre probléme peut apparaitre. La matrice R peut étre mal conditionnée pour certaines
valeurs de a ([72]). Dans ce cas, R posséde un noyau numeérique qui rend difficile la séparation
entre le sous-espace signal et le sous-espace bruit pour certains vecteurs. En d’autres termes la
matrice de projection II doit étre remplacée par II, la matrice de projection sur le noyau étendu.
Ceci implique qu’il faut également remplacer Q, en Q. Cependant, il est facile de montrer que
notre analyse est indépendante du remplacement de Qo par Qq.

Nous allons & présent confirmer cette étude heuristique par une analyse asymptotique de 1’es-
timateur.

6.3.4 Analyse asymptotique

1 est connu ([1]) que v/T'(hy — h) converge en loi vers une gaussienne de moyenne nulle et de
matrice de covariance C. Cette matrice C' peut se définir ainsi

C=lm TE [(ﬁT —h)(hy — h)*]
T—o0

En reprenant des calculs similaires au cas de suréchantillonnage fractionnaire, on peut montrer que
C = Q¥P*DySDuPQY (6.26)

ol ¥ est la matrice suivante,
1
2 . (2l 3 3 — e i f\ *
S=o® [ [T (Ha) (D@ Dx ()7 & Sy (™)7T) T (1)) @ ™ (™) df
2

avec T ~(H,), 'inverse a gauche de Ty (H.,).

Cette expression analytique de C' nous fournit peu d’indications sur sa valeur numérique. Nous
tirerons bénéfice de cette expression en effectuant des simulations numériques. Celles-ci sont pré-
sentées au paragraphe suivant.

6.3.5 Illustrations numériques

L’objectif de ce paragraphe est de deux ordres. D’une part, nous voulons illustrer la pertinence
de notre analyse du noyau numérique de (), et d’autre part nous proposons une évaluation des
performances de ’estimation du filtre. Nous considérons la méthode sous-espace issue du suréchan-
tillonnage fractionnaire (F'S), dont la matrice quadratique associée sera notée @ 5, comme méthode
de référence.
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De l’existence d’un noyau numérique et de sa structure

Nous considérons un canal de communications numériques dont la densité spectrale a pour
allure celle donnée par la figure 3.5. Le facteur d’excés de bande est, par défaut, fixé & p = 0,2
(ainsi la largeur de bande est égale & 8 = 0,6). Le degré de filtre h(z) se situe, suivant les réalisations
du canal de propagation multitrajet, aux alentours de M = 11.

Sur la figure 6.9 sont représentées les valeurs propres non nulles de ), pour « valant 0,18 (cas
a < f/2) et 0,42 (cas a > [(/2) ainsi que celles de la matrice Q5. Pour une réalisation donnée,
ces matrices sont bien entendu construites & partir d’un filtre h(z) identique.

e - AN AN . B

30 : : : : : : : <7

40 i i i i i
2 4 6 8 10

Figure 6.9 — Valeurs propres non nulles de {Qq}a=0,18;0,42 €t Qs (en dB)

Quand a = 0,42 ainsi que pour le cas FS, 'existence d’un noyau numérique est clairement
montrée. Ceci est cohérent avec ’analyse conduite au paragraphe 6.3.3 qui prédit 'existence d’un
tel noyau si @ > (3/2, c’est-a-dire, si a > 0, 3.

Plus précisément la dimension du noyau numérique de @), pour a = 0,42, est donnée par le
tableau 6.3.

FS RM (a = 0,42)
Dimension du noyau numérique 4 2
Ky M+1’].ka(c>’M+17j}j:1,...,s 0,0018 0,0028 0,0080 0,0619 0,004 0,025

Tableau 6.3 — L’effet « sphéroidale »

Wi M1 ankW(c),MH,j, pour a = 0,42, sont évaluées pour toutes les

petites sphéroidales kyy) p741,; Telatives & intervalle d’indétermination W qui vaut [0, 12;0, 12].
Les mémes quantités ont été évaluées pour Q)¢5 ou lintervalle d’indétermination vaut [—0,2;0, 2].
Les résultats corroborent notre analyse puisque les {kyyc) s 1,5 }j=1,.,s appartiennent clairement
au noyau numérique de la forme quadratique.

Attardons nous sur le cas a = 0,42. Ici, nous faisons varier le facteur d’excés de bande de 0, 2
jusqu’a 1. L’analyse conduite au paragraphe 6.3.3 montre que 'effet « sphéroidale » se produit si
B < 2a, c’est-a-dire, si § < 0,84 et donc si p < 0,68. Sur la figure 6.10, la plus petite valeur propre
non nulle de @, est tracée en fonction de p.

De fagon remarquable, la condition p > 0.68 correspond aussi en pratique & un bon condition-
nement de la matrice (). De plus le conditionnement de la matrice devient de plus en plus mauvais
au fur et & mesure que p décroit.

En outre, les valeurs k

Impact du noyau numérique sur les performances asymptotiques

Nous voulons & présent montrer que l’existence du noyau numérique induit une explosion de la
matrice de covariance asymptotique C dans certaines directions bien précises.

Pour ceci, nous fixons le Rapport Signal & Bruit & 30dB. Considérons des canaux dont le facteur
d’excés de bande p est 0, 2.

Les valeurs kj, ., M1 jCkW(c)’MH,j, pour tout 5 = 1,---, M + 1 sont fournies par le tableau
6.4. o
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Aucun effet.
sphéroidale. .
attendu :

Effet :sphéroidale attendu

0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 6.10 — La plus petite valeur propre de (Q4)a=0.42 (en dB) en fonction du facteur d’excés de
bande p

FS RM (@ = 0.42)
mafoH:l{f*Cf} (en dB) 10 -1
{k;V(C),MJ,-l,jCkW(C),M-‘rl,j}j:la""s (endB) |6 5 4,7 0 -39 -5
max{kf,v(c),MH,jCkW(c)7M+17j}j>s (en dB) -10 -14

Tableau 6.4 — L’effet « sphéroidale » et la covariance asymptotique

La matrice de covariance asymptotique C' prend de grandes valeurs dans les directions engen-
drées par les {Kyy() pr41,5}j=1,,s- Dans le domaine fréquentiel, nous représentons maintenant

lim TIE[|ET(e2i”f) — h(e®™)2] . (6.27)
T—o0

Nous considérons le schéma FS ainsi que la a-RM pour a@ = 0,18 et a = 0,42. Etant donné que
les petites sphéroidales de lintervalle W(¢) rendent la covariance asymptotique grande, le terme
(6.27) doit étre grand sur W qui est non vide pour le cas FS et a = 0,42. Sur la figure 6.11, le
terme (6.27) est tracé dans les cas spécifiés ci-aprés.

Figure 6.11 — lim7_,, TE [|iAzT(62i”f) - h(e2i”f)|2] (en dB) en fonction de f

- a = 0,42 : W = [-0,12;0,12]. La covariance admet un pic dans la bande de fréquence

[—0,12;0,12].

~ a=0,18 : W = 0. La covariance est petite sur tout l'intervalle [—1, 1] ce qui montre que
I’estimation du filtre est efficace pour cette valeur de a.

Enfin, nous reconsidérons le facteur d’excés de bande p comme une variable et proposons d’éva-

luer la trace de C, qui représente T fois l’erreur quadratique moyenne E [Zﬁio |iLTk - hk|2] , pour

différentes valeurs de p. Les résultats sont donnés par la figure 6.12.
Ceci montre que dans le cas a = 0,18, la méthode sous-espace est insensible & une variation
de p alors que dans le cas a = 0,42, nous devons prendre p plus grand qu’un certain seuil afin

— cas FS : W =[-0,2;0, 2]. La covariance est trés grande sur cet intervalle.
[
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Figure 6.12 — Trace(C') (en dB) en fonction du facteur d’excés de bande p

d’obtenir un bon comportement (notre analyse fixe ce seuil & p > 0,68, en fait, dés que p > 0,4,
le comportement est satisfaisant). Quant au cas FS, seul le choix p ~ 1 signifiant 1’absence de
limitation en bande assure de bonnes performances car l'intervalle d’indétermination W n’est jamais
videsi 0 < p < 1.

En conclusion, nos illustrations confirment ’analyse heuristique effectuée.

Simulations pratiques

De nouveau, nous considérons un filtre de facteur d’excés de bande p = 0, 2. Sur la figure 6.13
sont représentées les erreurs quadratiques moyennes expérimentales E [ZkMzo |iLTk — hy, |2] pour les

cas FS et a-RM avec « valant 0,18 et 0,42. Le nombre d’observations 7' vaut 300. Le nombre de
tirages de Monte Carlo est de 100. De plus le Rapport Signal & Bruit varie de 5dB & 50dB.

=20 [
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-40
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-60
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figure 6.13 — Erreur quadratique moyenne empirique (en dB) en fonction du RSB

Cette courbe confirme notre analyse : si & = 0,18, la méthode sous-espace permet d’identifier
le canal et ceci méme pour des Rapports Signal & Bruit assez faibles. Par contre pour a = 0,42,
du fait du mauvais conditionnement de la matrice @), correspondante, la résistance au bruit est
beaucoup plus faible et le canal n’est vraiment correctement estimé que pour des Rapports Signal
& Bruit élevés.

6.3.6 Conclusion

Nous avons montré que la méthode sous-espace associée a la a-Répétition/Modulation pouvait
estimer de facon convenable le filtre & bande limitée inconnu.

Plus précisément quand « > (/2 l'estimateur ne permet pas d’obtenir le filtre désiré puisqu’il
y a superposition entre le filtre recherché et des suites de sphéroidales & bande limitée. Par contre
sous la condition a < §/2, il n’y a plus d’effets liés au caractére bande limitée du signal regu et la
a-Répétition/Modulation permet d’obtenir des bonnes performances d’estimation du filtre.
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Deuxiéme partie

Performances asymptotiques
d’estimateurs de la période-symbole
et du résidu de porteuse basés sur
des cyclocorrélations du signal recu






Chapitre 7

Estimation de la période-symbole

Dans ce chapitre, nous continuons & supposer connue la fréquence porteuse. De ce fait nous
considérons qu’aucun résidu de porteuse ne vient perturber le signal regu. Au regard des résultats
futurs liés a I’estimation de la période-symbole, il apparait que cette condition n’est en rien restric-
tive. Elle facilite seulement ’exposé en simplifiant un certain nombre d’expressions. Etant donné
que le résidu de porteuse est supposé nul, le signal analogique regu y, (t) s’écrit, en bande de base,
sous la forme

Ya(t) = snha(t —nTy) + wa(t) (7.1)

neZ

Les notations présentes dans cette derniére équation sont définies au chapitre 2. Néanmoins nous
rappelons que le filtre h,(t) résulte de leffet conjugué d’un filtre de mise en forme & bande limitée
(dans notre cas, ce filtre sera égal & un racine de cosinus surélevé de facteur d’excés de bande p)
et d’un canal de propagation & trajets multiples. Afin de simplifier les notations et divers calculs
délicats, nous supposons dorénavant que la source {sp}nez et le bruit w,(t) sont circulaires. De
plus w,(t) est considéré gaussien.

Dans un contexte militaire tel ’écoute passive, la période-symbole et le filtre h,(t) sont incon-
nus. Pour recouvrer la suite des symboles {sy}necz, une égalisation du signal requ s’impose. Ce
contexte non-coopératif implique qu’aucune séquence d’apprentissage permettant d’estimer une
version échantillonnée du filtre h,(t) n’est disponible. Il est donc nécessaire de procéder & une éga-
lisation autodidacte du signal regu. Les algorithmes numériques classiques d’égalisation autodidacte
ont besoin de connaitre la période-symbole T,. C’est pourquoi il s’avére indispensable d’estimer,
en premier lieu, la période-symbole T’.

Il est possible d’estimer la période-symbole & partir de statistiques du second ordre du signal
recu en remarquant, par exemple, que le débit de modulation 1/T est une fréquence cyclique du
signal y,(t). Le signal échantillonné a une période T, est cyclostationnaire et admet uniquement
comme fréquence cyclique des multiples entiers de T, /Ts. Sous certaines conditions peu restric-
tives sur T,, estimer une de ces fréquences cycliques permettra d’estimer la période-symbole T.
L’élément maximisant dans le domaine des fréquences cycliques une somme de modules carrés des
cyclocorrélations du signal recu échantillonné est un estimateur d’une de ces fréquences cycliques
non nulles ([29]). Cependant cet estimateur présente des performances médiocres lorsque le signal
recu est fortement & bande limitée ([48]). Dans ce contexte, [22] montre qu’il est judicieux de
considérer une somme pondérée de modules carrés des cyclocorrélations. La matrice de pondé-
ration correspondant & la covariance asymptotique des erreurs d’estimation des cyclocorrélations
considérées s’avére intéressante ([22]). Néanmoins cette matrice de pondération dépend de la fré-
quence cyclique recherchée. Lorsque le signal recu est suffisamment & bande limitée, cette matrice
est estimable indépendamment de la fréquence cyclique recherchée ([50]).

Le but de ce chapitre est d’étudier, en détail et de maniére rigoureuse, les performances statis-
tiques asymptotiques de ’estimateur d’une fréquence cyclique, et par 14 méme de la période-symbole
T, basé sur une somme, non pondérée ([29]) ou pondérée ([51], [50]), de modules des cyclocorréla-
tions d’une version échantillonnée du signal regu y, (t). Cette étude asymptotique n’a pas encore été
effectuée. En effet la plupart des travaux d’analyse statistique des processus cyclostationnaires ont
trait & des problémes d’estimation de cyclocorrélations ou de spectres ([36], [24]). Ainsi I’estimation
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de la fréquence cyclique est comparativement moins populaire. De plus les travaux correspondants
se préoccupent essentiellement de détection de fréquence cyclique ([25], [22]).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans le paragraphe 7.1, nous introduisons pré-
cisément ’estimateur dont nous allons étudier le comportement asymptotique. Dans le paragraphe
7.2, nous montrons que cet estimateur provient de la maximisation, dans le domaine fréquentiel,
d’un périodogramme pondéré d’un processus vectoriel décomposable en une somme de sinusoides
corrompue par un bruit cyclostationnaire. L’analyse d’un tel estimateur de la fréquence a donné
lieu & de nombreux travaux. Nous exposons, au paragraphe 7.3, un résumé succinct de la lit-
térature. Cependant, nous montrons que du fait de la cyclostationnarité du bruit, du caractére
vectoriel du processus et de la présence d’une matrice de pondération dans le périodogramme, au-
cune analyse déja effectuée ne peut totalement s’appliquer & notre cas. Une présentation de notre
démarche d’analyse est effectuée au paragraphe 7.4. Nous démontrons que l'estimateur étudié est
consistant et asymptotiquement normal respectivement aux paragraphes 7.5 et 7.6. Nous obtenons
une expression explicite de sa covariance asymptotique dans le paragraphe 7.7. La plupart des dé-
monstrations techniques sont données dans les annexes. Le paragraphe 7.8 est consacré a I’analyse
théorique de l'influence de la matrice de pondération et du nombre de cyclocorrélations pris en
compte dans la somme pondérée sur les performances de 'estimateur. Enfin, le paragraphe 7.9
illustre numériquement les résultats théoriques obtenus.

7.1 Présentation de 'estimateur

La solution proposée dans [51] est fondée sur la cyclostationnarité du signal y,(t). Il est en effet
bien connu que y,(t) est cyclostationnaire, et que ses fréquences cycliques sont les multiples de
1/Ts. Le spectre cyclique de y,(t) a la fréquence cyclique k/Ts (k # 0) est par ailleurs donné par

Ho(£)Ho(f — k/T5)"
T,

Sy T(f) =

ot H,(f) représente la transformée de Fourier de hq(t).

En pratique, h,(t) résulte de la convolution d’un canal de propagation avec un filtre de Nyquist
en racine de cosinus surélevé de facteur d’excés de bande p compris entre 0 et 1. Ainsi H,(f)
est nulle hors de l’intervalle [—%LTS”Z, %] Par conséquent, seuls les spectres cycliques aux fré-
quences cycliques —1/T5,0,1/T, sont significatifs. Les fréquences cycliques non nulles de y,(t) se
réduisent donc & —1/T et 1/T;. Dans le domaine temporel, ceci se traduit par le fait que la fonction
d’autocorrélation ry, (s,t) = Ely, (s + t)y:(s)] de yq(t) s’écrit sous la forme

1
Ty, (8,t) = Z r?(Jz/T")(15)62"“’“/Ts (7.2)
k=—1
ol rg(fz/ ) (t) représente la valeur au retard ¢ de la fonction d’autocorrélation cyclique de y,(t) a la
fréquence cyclique k/T5.

Nous nous concentrons sur ’estimation de la période-symbole & partir d’une des versions échan-
tillonnées de y,(t). Il convient d’analyser les caractéristiques cycliques du signal échantillonné. Soit
y(n) = ya(nTe), le signal provenant de I’échantillonnage a la période T, du signal analogique y, (t)-
En appliquant l'identité (7.2) aux instants s et ¢ multiples de T, nous obtenons immédiatement
que

1
ry(n,7) = Z r?(jka")(v')e%”kaon (7.3)
k=—1

ou ry(n, ) = Ely(n + 7)y*(n)] représente la fonction d’autocorrélation du signal discret y(n) et ou

nous avons posé
T,
Qg = —
o=7
Si T, est un multiple de Ty, c’est-a-dire ag est un entier, r,(n,7) ne dépend que de 7. Dans ce cas,
y(n) est stationnaire.
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Par contre dés que ag n’est plus un entier, il est clair que y(n) est cyclostationnaire. Ses
fréquences cycliques sont représentées par ’ensemble suivant :

.7-'152) ={a€]-1/2,1/2] | 3 € {-1,0,1} tel que a = (lap mod 1)}

(a mod b) signifie que a est pris modulo b. Par convention, nous contraignons (@ mod b) & étre
compris entre —b/2 et b/2.

Si la période d’échantillonnage T, vérifie la condition de Shannon, c’est-a-dire T, < Ts/2 et
donc ap < 1/2, nous obtenons que

(—ap mod 1) = —ap et (@ mod 1) =aqy

avec —ayg et ag incluses dans l'intervalle | — 1/2, 1/2[. Nous supposerons dorénavant que T, < T/2.
y(n) admet alors les trois fréquences cycliques suivantes :

‘7:152) = {_aoaoaa()} (74)

ag est la seule fréquence cyclique strictement positive de y(n). Les cyclospectres associés a ces
fréquences cycliques sont définis de la maniére suivante :

S(kao) 217rf Zr(kao) 72i7r7'f’ |k| <1
TEZ

Par ailleurs, la condition T, < T/2 implique que les cyclospectres de y(n) coincident, & un facteur

multiplicatif prés, avec les cyclospectres S(k/ T )( f/Te) du signal analogique y,(t) dans I’espace des
fréquences normalisées, c’est-a-dire, pour tout f €] —1/2,1/2]. Par conséquent,

. 1 11
(ko) (p2imfy — — q(k/Ts) <
S0 (@) = ZSE/TY <1 et fe |-g.]

De plus, si T, < Ts/4 (c’est-a-dire g < 1/4), les cyclospectres du processus discret y(n) sont
donnés par les formules suivantes :

S§0)(€2i7rf) — % h(e2i7rf)|2 +Sw(e2i7rf)

S;kao)(esz) — %h(e2i7rf)h(e2i7r(ffkao))*, k=-1,1

(7.5)

ou le filtre h(z) représente la version échantillonnée a la période T, du filtre analogique h,(t),
c’est-a-dire, que nous avons
= ha(kT.)z™*

kEZ

De plus S, (e?"™f) représente la densité spectrale du bruit w(n) = w,(nT,). Dans toute la suite
de ce chapitre, nous supposerons que 7T, vérifie la condition T, < T,/2. Au paragraphe 7.8, la
condition T, < T,/4 sera nécessaire.

Ces deux conditions ne sont en pratique pas restrictives. En effet, il est possible d’obtenir
une estimation assez grossiére de la bande passante du signal y,(t) qui permet d’estimer une borne
inférieure T},;,, de la période-symbole T5. 1l suffit ensuite d’échantillonner & une période T, vérifiant
Te < Trmin/2 ou Te < Tinin/4, pour s’assurer que T, satisfait bien les conditions mentionnées.

La donnée de ag permet d’obtenir 7. C’est pourquoi, estimer T revient & estimer ag.

Le coefficient de corrélation cyclique r?(,a) (1) de retard (discret) 7 de y(n) a la fréquence cyclique
a est donné par

N—
1 )
(a) = i _ —2iTan
ry(r) = Nl_l,I_TﬁOO N E_: y(n +1)y*(n)]e

Les estimateurs de ag proposés dans [50] sont basés sur le fait que si a €]0,1/2], m(,a) (1) est non
nul si et seulement si a = ag. La fonction d’autocorrélation fournit donc assez d’information pour
estimer ag.
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Pour ceci, introduisons d’abord quelques notations. Soit T un entier positif et désignons par
ry(n) le vecteur de dimension 2Y + 1 contenant les corrélations du signal pour les retards allant
de =T a4 T. Nous avons

ry(n) = [Ty(na _T)a st Ty(na T)]T
(

De plus nous notons par rya) le vecteur de dimension 2Y + 1 défini par

0 = B (CT), o (DI

Ce vecteur contient les cyclocorrélations & la fréquence cyclique a pour tous les retards compris
entre — T et Y. D’aprés ’équation (7.3), il est facile d’établir que

1

I'y(’l'l) — Z rl(/kao)e2i7rkaon (76)
k=-1

Soit W une matrice positive (2T + 1) x (2T + 1), et Jy (a) la fonction définie par
Jw(a) = rg(la)*Wrg/a)

Il est clair que si le vecteur rg, o) n’appartient pas au noyau de W,

= J
ag = arg Igg%c w ()

o Z est un compact de ]0, 5[.
En pratique, nous ne disposons que d’un nombre fini N d’échantillons de y(n). C’est pourquoi
les coefficients rg(,a) (1) et la fonction Jy (a) sont inconnus et doivent étre estimés a partir des
N observations disponibles. Nous considérons ’estimateur classique r( )( ) des cyclocorrélations

g(,a)( ) ([29]) défini par

N—
A(a) 1 —2im
_NZ y(n + 7)y*(n)e >"ron (7.7
Le vecteur r(a) = [A;?)(—T), . ,rj(v)(T)]T qui contient les cyclocorrélations estimées pour diffé-
rents retards s’écrit sous la forme
L N
f-g\‘;‘) =% Z ya(n)e2imon (7.8)
n=0

oll y2(n) désigne le vecteur

y2(n) = [y(n = T)y*(n), ..., y(n + Ty*(n)]". (7.9)

Nous estimons la fonction de colit Jw (a) par la fonction Jy w(e) définie pour tout « par
_ a(@) prrale)
Inw(a) =ty Wiy (7.10)
et ap par estimateur &y, défini par
dN,W = argmax JN,W(O[)
a€l

Ce chapitre a pour but d’analyser en détail les performances asymptotiques de I’estimateur én,w.
L’étude du comportement asymptotique d’un estimateur obtenu en maximisant une fonction de
cotit Kn(a), estimée & partir des données, et censée converger en tout point « vers une fonction
K (a) maximale au point cherché ag, est un probléme tout & fait standard si la fonction K ()
est suffisamment réguliére au voisinage de ag. Dans une situation de ce type, l’estimateur est
asymptotiquement gaussien et la vitesse de convergence vers 0 de sa variance est de 'ordre de
1/N. Cependant, ’estimateur considéré ici ne satisfait pas ce type d’hypothése puisque la fonction
Jn,w(a) converge pour o > 0 vers la fonction qui vaut 0 si a # ap et Jw(aog) si & = ag, qui
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est évidemment discontinue au point ag. Les théorémes généraux qui existent dans la littérature
statistique ne peuvent donc pas s’appliquer.

Nous avons di nous inspirer d’une approche ad hoc. Nous avons remarqué (cf. § 7.2) que l'es-
timateur étudié provenait de la maximisation, dans le domaine des fréquences, du périodogramme
pondéré d’un certain signal vectoriel décomposable en une somme de sinusoides bruitées. De nom-
breux travaux se sont déja penchés sur ce sujet (cf. § 7.3). Cependant notre probléme présente
des caractéristiques particuliéres ne rentrant pas dans le cadre de ces travaux antérieurs. C’est
pourquoi, tout en s’inspirant de ces précédentes contributions, nous avons di nous engager dans
une démarche d’analyse, semble-t-il assez originale, pour obtenir les performances asymptotiques
(cf § 7.4).

7.2 Lien avec les problémes d’estimation de fréquences de
sinusoides bruitées

Dans un premier temps, nous écrivons sous une nouvelle forme le vecteur y2(n) défini par (7.9).
Soit e(n), le vecteur de dimension 2Y + 1, défini de la maniére suivante.

e(n) = ya2(n) — Ely2(n)] (7.11)

Etant donné la définition de y»(n), nous obtenons facilement que

Elyz (n)] = ry(n)
Grace a cette derniére équation et & la décomposition (7.6) du vecteur ry(n), nous avons

1
Y2(n) — Z r?(/kao)e%wkaon + e(n) (712)
k=-—1

D’aprés ’équation (7.11), e(n) est de moyenne nulle et peut donc étre interprété comme un bruit
additif. Contrairement & de nombreuses situations courantes, ce bruit e(n) n’est pas stationnaire
mais cyclostationnaire comme l'indique le lemme suivant démontré en Annexe D.1.

Lemme 7.2.1 Si T, < Ts/2 et si ho(t) est un filtre a bande limitée de bande [—(1 + p)/2Ts, (1 +
p)/2Ts], le processus vectoriel e(n) est cyclostationnaire au second ordre. Ses fréquences cycliques
sont décrites par l’ensemble

FP ={a€l-1/2,1/2] | e {-3,---,3} tel que a = (lag mod 1)}

y2(n) est donc une superposition de signaux sinusoidaux de fréquences respectives —ap, 0 et ao,
de dimension 2Y + 1, perturbée par un bruit additif e(n) cyclostationnaire.
En combinant les équations (7.8) et (7.10), nous montrons que

2

N-1
1 .
Inw(a) = HN Z ya(n)e~?men (7.13)
n=0

w

otl pour tout vecteur-colonne z de dimension 2Y + 1, nous avons posé ||z||3}, = z*Wz.

De ce fait Jn,w est le périodogramme pondéré du processus vectoriel y»(n). Estimer ag par
Aan,w revient donc & estimer la fréquence d’une sinusoide noyée dans un bruit additif par le biais
de la maximisation de son périodogramme.

Bien que l'analyse d’un tel estimateur ait donné lieu & de nombreuses contributions ([41], [42],
[6], [43]), des différences importantes existent entre le contexte considéré ici et celui classiquement
considéré dans la littérature. Ces différences sont de trois ordres :

1. le bruit additif e(n) est cyclostationnaire.
2. le processus y2(n) est vectoriel.
3. le périodogramme du processus vectoriel y2(n) est pondéré par une matrice W.

Au paragraphe 7.3, nous rappelons les méthodes d’analyse employées dans les contributions anté-
rieures.
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7.3 Etat de ’art sur ’estimation de fréquences de sinusoides
bruitées

L’estimation de la fréquence d’une sinusoide noyée dans un bruit stationnaire a fait l’objet
de nombreux travaux ([76], [75], [74], [41], [42], [6], [43]). Soit le processus scalaire z(n) qui se
décompose sous la forme

z(n) = age?(@0nt90) L 4y(p)

avec ag 'amplitude scalaire, ¢g la phase et ap la fréquence & estimer. De plus le bruit scalaire w(n)
est supposé stationnaire et circulaire. Il est également supposé que le bruit w(n) vérifie la condition
de mélange suivante. Nous notons w(® (n) = w(n) et w™ (n) = w(n).

VYL,IMy € R V(v,...,vr_1) € {0,1}%,

Z chmL(w("O)(n),w("l)(n +71), .., wE) (n 4 TL_1))H < Mg (7.14)
TecZL-1
avec T = [r1,...,7_1]T. Cette condition de mélange se traduit par la sommabilité absolue des

cumulants & tous les ordres. C’est une hypothése raisonnable en pratique, puisqu’elle est vérifiée
par tous les processus & mémoire faible, c’est-a-dire, par tous les processus dont la dépendance
entre échantillons s’évanouit asymptotiquement.

Le but est d’estimer les trois parameétres [ag, ¢, ag] & P’aide du signal recu z(n). Lorsque le
bruit est blanc et gaussien, il a été montré que ’estimateur du maximum de vraisemblance, qui
permet d’obtenir une borne de Cramer-Rao, est équivalent & 'estimateur suivant ([76], [42]).

[&N;QBN,OQ%{)] =arg KN(G,¢, Ot)

min
a€Z,(a,p)ER?
ot Kn(a, d,a) est la fonction de coat définie par

2

N-1
Kn(@6,0) = 5 3 [[otm) — actirtenso)”
n=0

Cet estimateur est dit & « moindres carrés non linéaires » (NLS), car 'optimisation de ce critére
en « est non linéaire. Du fait de l'efficacité de ’estimateur NLS en présence d’un bruit gaussien, et
de sa facilité d’implantation, son étude a donné lieu & de nombreux travaux ([76], [73], [41]). Tous
les résultats et démonstrations concernant 1’étude asymptotique de cet estimateur sont basés sur
le résultat fondamental suivant qui est démontré, par exemple, dans [42], [41] et [43].

N-1
1 2 5.
VK €N, sup —_— nKw(n)e 2" 25 0 quand N — oo 7.15
LN e =m g (n) (7.15)

Gréce au résultat (7.15), il est alors possible de démontrer que ([41], [43]).
(an —a0) 250, (dn —¢0) Z50 et N(ay —ao) £30

Ceci montre que ces estimateurs sont consistants.
La démarche retenue par [73], [41] et [43] pour calculer la vitesse de convergence et établir la
normalité asymptotique est la suivante. Nous posons, de maniére générique, 8 = [a, ¢, a]” .
Puisque
O0Kn(0)
—_— 0,

00 ‘azéN
un développement en série de Taylor-Lagrange de la dérivée du critére Kn(6) autour du point 6

permet d’écrire que
-1

Pn(On — 80) = —A B

avec 82 K 0
N ~(0)

_ K) o1 OKN(6)
000" |0 7 Pyt et B =P LN

A% = Pyt —
N N 0-0 90 |g_g,
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ou Py = dia,g(\/N, \/N, N\/N) et [9N est un vecteur « compris » entre @y et éN. Grace au
résultat fondamental (7.15), [73], [41] et [43] montrent que A%{) converge presque srement vers
une matrice constante. Ils démontrent également que B%() converge en loi vers une distribution
gaussienne. De ce fait 'estimateur de la fréquence g converge vers une loi gaussienne avec une
vitesse de convergence en N3/2, Dans [41] et [43], les calculs de la covariance asymptotique des
estimateurs de I’amplitude, de la phase et de la fréquence sont effectués.

L’estimateur de la fréquence ag issu de la maximisation du périodogramme de z(n) est défini
de la maniére suivante.

ds\‘,]) =arg rgg%( JJ(\},)Idl (a)

avec
2

JJ(;,)Idl (a) =

1 N-1
- Z Z_(n)efm'ﬂan
N n=0

Dans la suite, deux estimateurs sont dits équivalents si et seulement si ils admettent le méme
comportement asymptotique. Grace au résultat (7.15), il est possible de montrer que les estimateurs

Idy

d%) et d%{) sont équivalents ([6], [75], [74], [41]). Cette équivalence permet ainsi d’affirmer que
Pestimateur & A{ est consistant, asymptotiquement normal avec une vitesse de convergence en
N3/2_De plus sa covariance asymptotique est égale au dernier élément de la matrice de covariance
asymptotique du processus PN(é ~N — Bo).

En raison de cette équivalence entre les deux estimateurs, la grande majorité des travaux concer-
nant ’étude du comportement asymptotique de la fréquence se concentre exclusivement sur ’ana-
lyse de ’estimateur issu du critére NLS qui a 'avantage d’estimer également les amplitudes et les
phases associées a la sinusoide. Seul [42] étudie I'estimateur issu de la maximisation du périodo-
gramme sans introduire 'estimateur NLS.

Depuis quelques années, de nombreux travaux ont été également menés afin d’étendre ces ré-
sultats dans le cas d’un bruit cyclostationnaire. Dans des contextes comme la mesure de vitesse du
vent par radar ou la détermination de la vitesse d’un véhicule par radar Doppler, on suppose que
I’on observe le signal x(n) suivant dont il faut déterminer la fréquence ap.

z(n) = a(n)e?m(@0n+e0) L yy(n) (7.16)

avec a(n), un processus réel centré stationnaire de variance o2 et w(n), un bruit centré circulaire
stationnaire et indépendant du processus a(n). a(n) peut étre interprété comme une amplitude
variant dans le temps ([4]) ou comme un bruit multiplicatif ([32], [66], [31], [79], [34]).

[4] propose un estimateur de la fréquence a obtenu en minimisant le critére

Fooo o A(K) - (1)
[AN,¢n,dy '] = arg aeI’(ﬁgleRwKN (4, 6,0)

ol KJ(\}) (A, ¢, ) est la fonction de cott définie par

2

N-1
1 ,
KP(4,6,0) = + 3 o) — atmyeenta)|
n=0 1

avec A = [a(0),...,a(N —1)]T. Cet estimateur, que nous appellerons NLS;, généralise le NLS. [4]

montre que (34%() est égal & la moitié de I’élément qui maximise, dans le domaine fréquentiel, le

périodogramme suivant.
2

JI(\?)Idl () =

1 N-1

2 —2iman
— Z z*(n)e
N n=0

De plus z%(n) se décompose en une sinusoide de fréquence 2ag & enveloppe constante noyée dans
un bruit cyclostationnaire puisque

Id,

2% (n) = o2etim(@onteo) L o(p)
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avec e(n) un bruit centré cyclostationnaire décrit par ’expression suivante
e(n) = (a®(n) — 02)e* (@m0 1 99y(n)a(n)e* (@0 +e0) 4 42 (n). (7.17)

Le bruit e(n) posséde une structure bien particuliére. En effet e(n) est une somme de processus
stationnaires centrés modulés par des sinusoides. Du fait de cette structure, il a été montré ([79],
[34]) que l'estimateur de la fréquence issu de la maximisation du périodogramme de z2(n) a le
méme comportement asymptotique que ’estimateur provenant de la minimisation du critére NLS,
défini de la maniére suivante.

K](\?) (0_2, ¢7 Z H o2 217r(om+¢) H

Id,

Ainsi pour étudier de maniére exhaustive l’estimateur de la fréquence lié au périodogramme, il
suffit d’analyser 1’estimateur de la fréquence associé a (2)( 2 ¢,a). C’est pourquoi, & l'instar
des principaux travaux réalisés dans le cas d’un bruit stationnaire ([42], [6], [43]), seule I’étude
asymptotique de 'estimateur basé sur le critére NLS; est menée ([32], [66], [31], [79], [34]). D

cette étude, il est possible d’en déduire les performances de I'estimateur de la fréquence résultant
de la maximisation du périodogramme d’une sinusoide corrompue par le bruit cyclostationnaire
veérifiant I’équation (7.17).

Nous présentons maintenant les principaux résultats obtenus sur le comportement asymptotique
de 'estimateur NLS,. Contrairement au cas d’un bruit stationnaire, I’estimateur associé au critére
NLS; n’est plus efficace ([79]). Néanmoins cet estimateur reste intéressant, en partie, & cause de
sa facilité d’implantation. [23] et [79] souhaitent démontrer la consistance de Iestimateur d%{)
provenant de la minimisation du critére NLSs et la normalité asymptotique de ’estimateur du

processus N3/2(d§\1,() —ayp). Soit ® = [0, ¢,a]T. O, Pestimateur du vecteur O = [02, 2¢0, 2010] T,
vérifie
KR (©) ‘ 0
9 lg_0,

Un développement en série de Taylor-Lagrange de la dérivée du critére K ](\?) (®) autour du point
©®¢ permet d’écrire que

Pn(Oy — ©g) = —é%{)_ DE\ITQ

avec

@)@
Pyl et DY = pyl. L{a@( )

-0, 0=0,

ott Py = diag(v/N, VN, Nv/N) et @y est un vecteur « compris » entre @¢ et O .
En s’appuyant sur la structure du bruit cyclostationnaire, [79] démontre rigoureusement que le

processus D%()

G _ 62K(2) (©)
Vo= N ese”

est asymptotiquement normal. Il reste & démontrer que le processus é%() tend en
probabilité vers une constante. Pour ceci, [79] et [23] supposent que C%{) a le méme comportement
asymptotique que le processus C%{) défini par

62K(2) (@)

c{ = Pyt
N N a®a®T

Pyt
0=0,

Ce dernier terme tendant en probabilité vers une constante, [79] en conclut que le processus
Pn(®n — ©p) est asymptotiquement normal ainsi que le processus N3/ 2(@%‘)
ce résultat que 'estimateur a( ) est consistant et que N(dy U0 ag) converge en probabilité vers

zéro ([79]). Néanmoins leur preuve comporte une faiblesse. En effet I’équivalence du comportement
A (K)

—ayp). Il découle de

asymptotique des termes C (%) ot C ]5{ ) nest assurée que si N(ay ' — ag) converge en probabilité

vers zéro. [79] remplace CS\, ) par Cgv ) alors que la condition sur le processus d%{)

remplacement n’est jamais démontrée.

qui autorise ce
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L’estimation d’une fréquence d’une sinusoide corrompue par un bruit multiplicatif et additif
pourrait également se traiter griace & un périodogramme pondéré d’un processus vectoriel. En effet,

en posant X2(n) = [z(n — Y)z(n),...,z(n + T)z(n)]? avec T un entier, nous avons que
x3(n) = retim(aonteo) 4 o(n) (7.18)
otir = [ry(—=")e 2mx0T 'y, (Y)e?m0T]T ot e(n) un bruit centré cyclostationnaire. r,(7) repré-

sente la fonction d’autocorrélation du processus a(n) au retard 7. La fréquence g peut s’estimer
en maximisant le périodogramme pondéré suivant

w

Bien que cet estimateur de la fréquence soit une extension naturelle de celui introduit par [79] et
[23], il n’a fait I'objet d’aucune étude. En effet les travaux traitant de I’estimation de la fréquence
d’une sinusoide noyée dans un bruit multiplicatif et additif se limitent au cas d’un périodogramme
du processus scalaire z2(n), c’est-a-dire, lorsque T = 0 et x3(n) = z2(n).

Dans un contexte différent tel ’estimation du résidu de porteuse, [60] et [61] se sont attardés
sur ’estimateur de la fréquence provenant de la maximisation du périodogramme d’une sinusoide
corrompue par un bruit additif périodiquement corrélé. Ils ont établi que la plupart des résultats
de [42], [6], [43] peuvent alors é&tre généralisés. Cependant ils se limitent & des processus scalaires
et basent leur analyse sur I’étude d’un critére auxiliaire équivalent de type NLS.

A partir de ce résumé des différentes contributions sur estimation de la fréquence d’une sinu-
soide bruitée, nous remarquons que les analyses sont menées uniquement lorsque le processus est
scalaire et le périodogramme non pondéré. Lorsque le bruit est stationnaire, une étude rigoureuse
de Destimateur & été menée ([41], [42], [6], [43])- A lexception de [41], toutes les études sont ba-
sées sur un critére NLS auxiliaire équivalent. Par contre, lorsque le bruit est cyclostationnaire, les
démonstrations présentées manquent de rigueur. De plus elles se limitent & des cas ot le bruit pos-
séde une structure particuliére et I’analyse des performances asymptotiques est encore uniquement
effectuée par le biais d’un critére auxiliaire équivalent de type NLS ([32], [66], [31], [79], [34])-

Etant donné les contributions évoquées ici, il apparait que ’estimateur dont nous souhaitons
analyser les performances asymptotiques n’a fait ’objet d’aucune étude en raison des trois carac-
téristiques évoquées au paragraphe 7.2. Dans le paragraphe suivant, nous indiquons la voie retenue
pour son analyse asymptotique.

7.4 Démarche retenue pour I’étude asymptotique

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence les grandes lignes de 1’étude asymptotique de
I’estimateur de la fréquence cyclique ag. Nous nous positionnons également par rapport aux travaux
existants décrits au paragraphe précédent.

Nous rappelons que le but est d’analyser le comportement asymptotique de I'estimateur an,w
de l'unique fréquence strictement positive ag du signal vectoriel y2(n) s’écrivant de la maniére
suivante :

1
y2(n) — Z rz(/kao)e2i7rkaon +e(n)
k=-—1

L’estimateur dn,w est obtenu par la maximisation en o du périodogramme pondéré Jn w (o) du

signal y2(n) donné par
2

Inw () =

1 N-1
N Z Vo (n)e—Zuran
n=0 w

Le bruit, lorsqu’il est stationnaire, devait vérifier une condition de mélange décrite par ’équation
(7.14). Une condition de mélange de ce type doit étre également nécessaire lorsque le bruit additif
est cyclostationnaire. C’est pourquoi nous supposons que le bruit e(n) vérifie ’hypothése suivante
qui est une généralisation au cas cyclostationnaire de la condition classique de mélange (7.14).
Soient x1, ..., Xz, des vecteurs aléatoires et nous désignons par cumy, (X1, ...,Xr) le tenseur des
cumulants & l’ordre L des vecteurs x3, ..., Xr.
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Hypothése 7.4.1 Soit e(n) le processus aléatoire vectoriel de moyenne nulle défini par (7.11).
Nous notons e (n) = e(n) et e (n) = e(n).
Nowus supposons que les cumulants d’ordre L > 2 de ce processus vérifient la propriété suivante :

YL,IMy,Vno,¥(vy,...,vi_1) € {0,1},

Z chmL (e(”")(no),e("l)(nl), . .,e(”L—l)(nL,l)) H <Mpg

(n1,...,np—1)€ZE-1)

Cette hypothése signifie que e(n), et donc y(n), est un signal aléatoire dont les échantillons tendent
4 devenir de plus en plus indépendants quand ils sont pris & des instants de plus en plus lointains les
uns des autres. L’hypothése est en particulier vérifiée si le filtre h,(t) est & réponse impulsionnelle
finie (condition théoriquement incompatible avec I’hypothése que y,(t) est & bande limitée, mais
qui en pratique nous parait bien correspondre au probléme considéré ici). Donc supposer que le
processus e(n) vérifie ’hypothése 7.4.1 n’est pas restrictif étant donné les propriétés du filtre h,(t)
provenant du modéle de transmission numérique multitrajet.

Dans le cas d’un bruit stationnaire, la premiére étape indispensable était d’établir le résultat
fondamental décrit par I’équation (7.15). Il est clair qu’une extension de ce résultat au cas d’un
bruit cyclostationnaire, décrite par lemme 7.4.1, revét une grande importance. Lorsque le bruit
e(n) est périodiquement corrélé, [60] a démontré ce lemme en procédant & une extension naturelle
des principes des démonstrations élaborées dans le cas d’un bruit stationnaire par [41], [42] et [43].
En Annexe D.2, nous apportons la preuve de ce lemme pour un bruit cyclostationnaire quelconque.
La démonstration nécessite des modifications notables par rapport & celles de [41], [42] et [43].

Lemme 7.4.1 Soit K un entier positif ou nul. Nous posons

N-1

1 .

s%{)(a) = VR E ne(n)e 2iman,
n=0

Si le processus e(n) vérifie ’hypothése 7.4.1, alors

VK € N, sup Hs%() (a)” 250, quand N — oo
a€]-1/2,1/2]

Il nous faut maintenant choisir entre une méthode se basant soit sur un critére auxiliaire de type
NLS ([76], [75], [74], [42], [6], [43], [32], [66], [31], [79], [34]), soit directement sur le périodogramme
comme cela est envisagé dans [41] et partiellement dans [4].

Dans le cas d’un signal y2(n) vectoriel et d’un périodogramme non pondéré (c’est-a-dire W =
Idyy41), grace au lemme 7.4.1, il est possible de montrer que les estimateurs issus des deux critéres
sont, encore équivalents, en dépit de la présence d’un bruit cyclostationnaire. Le critére NLS s’écrit
naturellement de la maniére suivante.

[ANan)NJOA‘S\If()] = arg I()ILlelg:l KN(AJ(}JQ)
AcR3(2Y+1)

®€]-1/2,1/2]3(2T+1)

ou Kn(A, ®,q) est la fonction de cotut NLS définie par

2

1
y2(n) — Z ap ® e2i7r¢7,C e2imkan

1 N-1
KN(Aa‘}aa) = N Z
n=0 k=-—1

Iday 41
avec A = [aT, al aT]|T et & = [¢”,, de,¢1]T. Chaque aj et chaque ¢, sont des vecteurs
colonnes de dimension 2(Y + 1). e2im®y, désigne le vecteur suivant [2imr—x . e2imdnT]|T | avec
& = [bk,—71,---, dr,x]T. Enfin ® est I'opérateur de multiplication terme & terme de vecteurs de

méme dimension.
La consistance de ’estimateur NLS est relativement facile a obtenir. Etablir 1a normalité asymp-
totique de ’estimateur NLS entraine des calculs fort fastidieux. De plus le calcul de la covariance
A (K)
N

asymptotique de & est extrémement difficile si Y > 0 car il nécessite le calcul de la matrice
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A s T
de covariance asymptotique du vecteur Oy = [AL & N,d%{)]T. Ce vecteur-colonne est de taille

6(2Y +1)+1. A titre d’exemple, le calcul de la matrice de covariance asymptotique engendre I'inver-
sion de la matrice du Hessien du critére. Cette matrice est de taille (6(2Y +1)+1) x (6(2Y +1)+1).
Tl est possible d’obtenir son inverse grice & la décomposition de Schur. Cependant, en pratique,
obtenir par ce biais une expression analytique simple et exploitable de la covariance asymptotique
de dg(), et donc de &N, 1d,v,,, Teléve de la gageure.

Un autre argument joue en la défaveur de approche basée sur I’étude de I'estimateur NLS. En
effet il n’est pas possible d’obtenir un critére équivalent de type NLS pondéré quand le périodo-
gramme est lui-méme pondéré par une matrice W différente d’une matrice diagonale.

Par conséquent, seule la seconde approche ne nécessitant pas 'introduction d’un critére de type
NLS est envisageable. A I’instar de [41], c’est celle que nous retenons dans la suite de ce chapitre.
La plupart de nos résultats ultérieurs sont une généralisation des résultats de [41].

La premiére étape, présentée au paragraphe 7.5, consiste a établir la consistance de ’estimateur
et & montrer que sa vitesse de convergence est plus rapide que N, c’est-a-dire que l'estimée an w
de la fréquence cyclique ag obtenue par la maximisation du critére Jn,w (a) converge de la maniére
suivante :

(Grw —ag) 250 et N(anw —ao) 230 quand N — oo

La deuxiéme étape, présentée au paragraphe 7.6, a pour but d’établir la normalité asymptotique
de é&n,w. Pour ceci, Papproche utilisée consiste & développer la dérivée de Jy w () & 'ordre 1 au
voisinage de ap. Puisque dn,w maximise Jy w (a), nous avons

0Jn,w(a)

o =0. (7.19)

asz,W

Développons par la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 la dérivée de Jn,w(a) au voisinage de
ag. Par conséquent,

0Jn,w(a)
Oa

_ 0Jn,w(a)
oa

0?2 Jn.w ()

=0 (90)?

a=Aan,w

+

a=qQq

(Gn,w — ao)

a=G&n,w

ol an,w est un réel tel que |an,w — ao| < |&n,w — ao|. Nous obtenons que

0% Jnw(a)

- OJnw ()
(0o a:aN,W] (7.20)

Yo =—
ON.W l Oa

ol dan,w = (Gn,w — ap) représente erreur d’estimation.
Comme Ndan,w converge presque sirement vers 0, il est naturel de vouloir établir la normalité
asymptotique du terme N3/2§éax y. Pour ceci nous posons

1 62JN W(a)

anw = ~— — WD (7.21)
N2 (Oa)? e
1 JdJn W(a)
bnw = ——= —2—— (7.22)
\/N 6(1 a=oap

En reportant (7.21) et (7.22) dans (7.20), il est clair que

N%(SdN’W = —aj\,}WbN,W (7.23)

Ainsi examiner le comportement asymptotique de N3/26& ~,w revient & étudier les comportements
respectifs de an,w et by,w. Dans le paragraphe 7.6, nous démontrons les résultats suivants :

Pp.S.
aN,w — Ya,W

bv,w —= N0, 7,w)

L’abréviation « £ » désigne une convergence en loi.
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En utilisant les résultats précédents ainsi que ’équation (7.23), nous obtiendrons que
3, . L
N2 (anw — o) — N(0,vw)

ou

Yw = A}gnooN Ellan,w — aol®] = Yo Yo.w Yo w

N

Enfin la derniére étape consiste & évaluer la variance asymptotique de &y w, c’est-a-dire vy .
Nous établirons, au paragraphe 7.7 que la covariance asymptotique vy peut étre mise sous forme
analytique en fonction de W et des covariances asymptotiques des estimateurs des cyclocorrélations
de y(n) a la fréquence cyclique ag. Cette expression ne permet malheureusement pas de déterminer
la matrice W pour laquelle vy est minimale.

Enfin dans le paragraphe 7.8, nous montrons que, si T, < T,/4, yw est fonction des spectres
cycliques de y(n) aux fréquences cycliques 0 et ag. Nous montrons alors que v = Yrdg,y,, tend
vers un terme proportionnel & la variance o2 du bruit additif w(n) si T grandit. En pratique, ceci
signifie qu’a bon rapport signal sur bruit, le choix W = Iday41 permet d’obtenir une covariance
asymptotique trés proche de 0, pour peu que Y soit choisi suffisamment grand. De plus, nous
montrons que la matrice de pondération introduite dans [50] pour extraire un estimateur de ag
robuste aux conditions numériques perd cette propriété.

7.5 Etablissement de la consistance

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 7.5.1 Nous supposons que la matrice positive de pondération W vérifie la condition
suivante! : r,(,ao)*Wr?(,ao) > 0. L’estimateur &n,w admet alors le comportement asymptotique sui-
vant :

N(anw —ag) 250 quand N — oo

Ce résultat signifie en substance que l’estimateur de la fréquence cyclique ay est consistant et que,
de plus, il converge plus vite que de nombreux estimateurs classiques. Pour démontrer ce théoréme,
nous nous sommes inspirés des preuves énoncées dans [41], [42] et [43]. Les deux derniéres références
s’appliquent & démontrer ce type de résultat sur le critére NLS. Néanmoins la démarche n’est pas
différente.

Ce théoréme est une généralisation des résultats de [41] qui sont, eux, obtenus dans le cas d’un
processus scalaire, d’un périodogramme non pondéré et d’un bruit stationnaire.

Gréace au lemme 7.4.1, la gestion du bruit cyclostationnaire se fait sans difficulté. De plus la
présence d’un signal vectoriel et d’un critére pondéré n’affecte pas profondément les raisonnements
élaborés dans [41].

En utilisant 1’équation (7.12), nous remarquons que Jy,w(c) se développe de la maniére sui-
vante :

Inw(a) =tn(a)" Wity (a) +sy(a)* Wity(a) + ty(a)* Wsn(a) + sy(a)* Wsn(a) (7.24)

avec
N-1

e —2z7ran

9 (a :i
N

n=0

et
1
_ —2i7ran
= E .

Le lemme suivant, démontré en Annexe D.3, montre que le terme ty () est borné par rapport a
N et a.

Lsi W est définie positive, cette condition est évidemment toujours vérifiée.
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Lemme 7.5.1 Pour tout entier K > 0, il existe un réel Mg tel que

N-1

1 ,
VYo € R,VN €N, HW Z nfr,(n)e=2mm| < Mg
n=0

Le comportement du terme sy (a) est décrit par le lemme fondamental 7.4.1, pour K = 0.
Nous introduisons, maintenant, deux suites intermédiaires définies de la maniére suivante.

UN =anw —aog et nn = N(anw — ao)

Comme les éléments de la suite &n,w et ap sont contenus dans un compact de ]0,1/2[, les éléments
de la suite {un}nen appartiennent & un compact de | — 1/2,1/2[. Donc, d’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, il existe, une suite extraite qui converge vers un élément p de ce compact,
c’est-a-dire, qu’il existe une fonction ¢ de N — N croissante telle que

Pp(N) = M-
Comme ’estimée &y, maximise le critére, nous avons que Jy,w(dn,w) > Jn,w (o) et
AJn = Inwlanw) — Inw(ag) >0
Cette inégalité reste valable pour la suite extraite. Par conséquent,

AJyny = Jovy,w Gy, w) — Jony,w (o) >0

Notre but maintenant est d’étudier les comportements asymptotiques des deux termes de droite de
I’équation précédente. Ainsi, en appliquant les lemmes 7.4.1 et 7.5.1 sur 'expression (7.24), nous

obtenons que
p.s.

. , ,
im Toov,w(a0) = lim leg(v) (o) (7.25)
et 2
; N ps. .. R
Am To0,w @pn,w) = dim 6o @o.w)llw (7.26)

Attachons-nous, dans un premier temps, & analyser I’expression (7.25). Pour ceci, nous introduisons
le lemme suivant démontré en Annexe D.4.

Lemme 7.5.2
1 Nzil K 2i r?(!ao)
—21TQQMN
VK € N, W nzo n ry(n)e on K T 1 quand N — X

En appliquant le lemme 7.5.2 pour K = 0, nous obtenons automatiquement que ty(ag) converge

vers r{® . De ce fait nous avons que

2

lim J¢(N),W(a0) p.:s. Hré"w

N—oo w

Attachons-nous, dans un deuxiéme temps, 4 analyser ’expression (7.26). Tout d’abord nous devons
introduire le lemme suivant dont la preuve est exposée en Annexe D.5.

Lemme 7.5.3 Soit {cn }nen une suite & valeurs réelles contenues dans un compact de]—1/2,1/2]
qui converge vers c. Nous posons

1N

1
gn(en) = N D e rimenn,

n=0
Quand N — 00, nous obtenons que
gn(en) =0 si ¢c#0
gn(en) >0 si ¢c=0 et dy=Nlen —¢| >

gn(en) = e sine(d) si ¢c=0 et dv=N(n—c)=>deR
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En décomposant tg(n)(dg(n),w) par lintermédiaire de I’équation (7.6), nous obtenons sans diffi-
culté que

1 2

Z rglkao)qcﬂ(N) (Gp(n),w — kao)
k=—-1

i N p.s. .
A}gnoo J(p(N),W(aw(NLW) = A}ﬂnoo

w

Comme la suite p,(n) converge, la suite &, (ny,w converge également. La limite de &, (n),w appar-
tient & un compact de ]0,1/2[ puisque tous ses éléments appartiennent & un compact de ]0,1/2].
Nous rappelons que ay fait partie d’un compact de ]0,1/2[. De ce fait les suites (o + Gy (ny,w) et
(Gp(y,w) sont convergentes et leur limite n’est jamais égale & 0, méme modulo 1. En appliquant
le lemme 7.5.3, la somme présente dans I’équation précédente se réduit & un unique terme donné
par k =1. D’ou

2

s
w

lim Hrg,“")qw(zv) (Gp(nvy,w — 040)”

1\}i—r>noo oy, w (G vy, w) Nooo

w

.s. 2

SN LRI

=

w

Nous posons
AJ = lim A

Comme AJ,n) n’est jamais négatif, nous avons la propriété suivante :
AJ >0

D’aprés les résultats déja obtenus sur les limites des termes J,(ny,w (o) et Jovy,w(Gpny,w)s

nous avons que
2

ri?) g (n) (/‘w(N))HW -

AJ % lim

2
(a0 ‘
Yy
N—oo

w

Comme g, (n)(f,(n)) est une suite de scalaires, AJ se simplifie de la maniére suivante :

AJ P ‘2 ( lim |q¢(N) (N¢(N))|2 - 1)

W \N—oco

|r§/ao)

Si p # 0, d’apreés le lemme 7.5.3, nous avons

2
AP ‘ <0.
w

réao)

Comme AJ ne peut étre négatif, ceci conduit & une contradiction. Nous avons nécessairement
p = 0. La suite {un}nen est une suite appartenant & un compact qui ne posséde qu’une seule
valeur d’adhérence puisque toute suite extraite convergente converge vers 0. Par conséquent, elle
converge vers 0, c’est-a-dire que,

(Grw —ap) 250 quand N — oo

Nous pouvons considérer dorénavant y = 0. Nous nous penchons maintenant sur la suite {nn} nen-
Si la suite {nn} nen n’est pas bornée, il existe une suite extraite convergeant vers 'infini. D’aprés
le lemme 7.5.3, AJ sera alors égal, presque siirement, a la valeur négative suivante

2
!

o
Ceci conduit de nouveau & une contradiction. Donc la suite {nn}nen est bornée. D’aprés le théo-

réme de Bolzano-Weierstrass, cette suite admet au moins une suite extraite convergente. Nous la

notons {ny,(n)}Nen- 1 désigne sa limite. Grace au lemme 7.5.3, nous obtenons que
AT ‘2 (sinc®(n) — 1)
w K ’

o
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Sin # 0, AJ est négatif. Ceci étant impossible, nous en déduisons que = 0. La suite {nn}nen,
qui est bornée, ne posséde qu’une seule valeur d’adhérence, en 'occurrence 5 = 0. Elle converge
donc vers 0. Nous venons d’établir que

N(dN’W—ao)ﬁ)O quand N — o

ce qui finit de démontrer le théoréme 7.5.1.

Dans ce paragraphe, nous avons démontré que ’estimateur est consistant et que sa vitesse de
convergence est plus rapide que N.

Nous avons étendu les résultats introduits par [41], [42], [6], [43] et obtenus dans le cas d’un
signal scalaire, d’un périodogramme non pondéré et d’un bruit stationnaire.

Les approches d’analyse de ’estimateur issu de la maximisation du périodogramme dévelop-
pées par [42], [6], [43], nécessitaient Iintroduction d’un critére intermédiaire. A linstar de [41],
nous montrons que ceci n’est pas nécessaire. Contrairement aux méthodes introduisant le critére
intermédiaire, notre approche permet d’analyser l'estimateur du critére pondéré.

Nous avons démontré la consistance de ’estimateur &n,w sous la seule condition que le bruit
e(n) vérifie ’hypothése de mélange 7.4.1. Lorsque ce bruit e(n) est stationnaire et scalaire ([41],
[42], [6], [43]), 'hypothése 7.4.1 se résume & la condition de mélange (7.14) couramment énoncée.
C’est pourquoi notre analyse englobe celle de [41], [42], [6], [43]. Nous pouvons montrer qu’elle
s’applique également dans le contexte évoqué dans [32], [66], [31], [79], [34] et [4].

En conclusion, 'introduction classique d’un critére NLS auxiliaire n’est en rien nécessaire pour
démontrer la consistance. Dans la suite, il apparait de méme qu’il n’est pas nécessaire d’introduire
un critére auxiliaire pour établir la normalité asymptotique et effectuer le calcul de la covariance
asymptotique.

7.6 Etablissement de la normalité asymptotique

Dans ce paragraphe, nous allons établir la normalité asymptotique du processus N3/ 256N, w-
D’aprés I’équation (7.23), ce processus se décompose en fonction de an,w et by, w respectivement
définis par les équations (7.21) et (7.22).

Nous examinons successivement les comportements asymptotiques des deux termes an,w et
bn,w.

Comportement asymptotique de any,w En dérivant deux fois le critére Jy,w(a) autour du
point &y,w, nous obtenons que

2 | o o) 2 o2 |” ()
WWENT | e | g | | TN @ap| N
aA=QaN,W aA=QaN,W A=0aN,W

avec Re[.] désignant la partie réelle d’'un nombre complexe.
Il convient maintenant d’étudier le comportement asymptotique de chacun de ces termes. Pour
cela, nous introduisons le lemme suivant qui est démontré en Annexe D.6.

Lemme 7.6.1 Soient K un entier et an,w une suite dont les éléments appartiennent a un compact
de ]0,1/2[. Nous supposons de plus que

N(OéN7W - 040) ﬂ) 0

Alors, comme 0 < ag < 1/2, nous avons

- - N _ Sy V20 plao) N
NE (Ga)k = i1 quand — 00.
a=an,w

Examinons le comportement de la suite {@n,w }~en. Nous savons que

0§N|d1viw—a0| §N|d]\l—a0|
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Comme N(&n,w — ap) converge presque sGrement vers 0, la suite {N(&n,w — o) }nen vérifie
la méme propriété. Ceci permet d’appliquer le lemme 7.6.1 & la suite @n,w, et d’en déduire le
comportement de an,w. En effet an w ne dépend que de termes aléatoires de la forme

1 okey
NE (Qa)K|
a=anN,w

avec K € {0,1,2}. Nous obtenons immédiatement que an,w tend presque sirement vers la

constante v, w donnée par

272
3

Nous sommes donc amenés & énoncer le résultat suivant.

Yaw = =1y Wrie)

Théoréme 7.6.1 Si T, < T,/2, an,w suit le comportement asymptotique suivant :

p-Ss.
aN,w — Ya,W

avec
272 2

——r

3 w

Comme le premier terme de la partie droite de 1’équation (7.23) vient d’étre examiné, nous devons

dorénavant obtenir le comportement asymptotique du second terme.

2
?(/ao)*Wrgao) - _2% Hr?(jlo)

Ya, W =

Comportement asymptotique de by, Nous rappelons que la fonction de colt Jn,w (o) est
définie par I’équation (7.13). En calculant sa dérivée et en utilisant I’équation (7.11), il est possible
de montrer que by w se décompose en la somme de trois termes.

bv,w = by + 0w + 05 (7.27)

avec

. N-1 N-1 .
bS\I,?W = 7N2\/ij l(Z r;(n)ne%’rao"> w (Z ry(n)e_h”a(’")]

n=0 n=0
) . N-1 N-1
by = ———=Jm [(Z r, (n)nezmao"> w (Z e(n)e‘zi”a°">
Nz\/]v n=0 Y n=0
N-1 ) N—-1 )
+ (Z e*(n)nemwaon> 197 (Z ry(n)e2zwaon)]
n=0 n=0
Ar N-1 N-1
3 - * 2imraon —2imaon
bSV?W = mjm l(;e (n)ne*imao )W (7;) e(n)e im0 )]

ot Jm[.] désigne la partie imaginaire d’un nombre complexe.
Il convient maintenant d’étudier chacun de ces termes séparément.
Commencons par le premier d’entre eux, bg\l,?W. D’aprés I’équation (7.6), nous avons ry(n) =

1 (ko) 2imkagn 4
YTy e °™ Par conséquent,

1 Nl . = | v |
N 2 T(meT T = e Y g D e e 5 ) et (7.28)
n=0 . 70 opard )
ES)
De la méme maniére, nous obtenons que
- — N-1
ﬁ J:gol Ty (n)ne_2i7faon — ];f—j]vlr(yao)_}_rgm N_\l/]v ]Zgol ne=2imaon | rg_ao) N—\l/ﬁ T;) e dimaon
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Le lemme suivant, dont la démonstration est présentée en Annexe D.7, permet d’en déduire les

comportements asymptotiques des termes 5( ) et 5(2)

Lemme 7.6.2 Pour tout scalaire § strictement positif et pour chaque entier K, si o est un scalaire
quelcongue fixé différent de 0 modulo 1, alors

N-1
1 K _—2iman
WZne -0 quand N —
n=0

Comme T, < T5/2, ap et 2ap ne sont jamais nuls modulo 1. Donc d’aprés le lemme précédent,
nous obtenons que

65\1[) =0 ,553) — 0 and \/ng) —0 quand N —0 (7.29)

1l est aussi facile de vérifier que

L A s ) N+1 N+1 o o N+ (o
bSV,)W = —2z7r<(°)W(°)2\/_ 2\/_ (O)Wr(°)+( erz(;O)

N+1 * N
- 2\;—_ r{®0)” Ws(l) +r(°‘°) Wa(z) (2) Wr?(f‘") +E$\1,) WES?,) —65\2[) Weg\l,))

Nous remarquons que les termes, tels que r(ao) Wr(ao) ;Vj_l qui divergent, s’annulent mutuellement

et donc disparaissent de ’expression de bgv?w- C’est pourquoi bl )W peut s’écrire plus simplement.

N+1 N+1 .
b%?w = —%r (\/_ES)W + (C“O)— 2N rg"‘)) W\/N&E\l,)

+ r?(f‘o)*Wag\Q,) - 55\2,) Wr?(/"") + 65\1,)*W6S\2,) - 65\2,)*W55\1f))

(1) (2)

Etant donné les propriétés de convergence des termes e’ et €

résultat suivant.

, il nous est possible d’énoncer le

Résultat 7.6.1 Comme T, < T5/2, b%,)w converge vers 0 quand N tend vers Uinfini.
Maintenant nous allons étudier le terme bg@?w. Nous posons

N-1 N-1

1 p—2imao 1 —2
— e(n T et Ro(N) = — ry(n)e =maon (7.30)
\/N n=0 N n=0
1 = —2imagn 1 = 2iTagn
Ei(N)= NI Z e(n)ne et Ri(N)= e ry(n)ne
n=0 n=0

De plus nous notons
E(N) = [Eo(N)T, Ex(N)T, Eo(N)*, E1(N)*]" et R(N) = [Ri(N)*, Ro(N)*, Ri(N)", Ro(IN)"]
Aprés quelques manipulations trés simples, il est facile d’obtenir ’équation suivante.

biyhw = —2imR(N)W,E(N) (7.31)

avec W = diag(—W, W, W,-W).
D’aprés le lemme 7.5.2, nous savons que les termes déterministes Ro(V) et Ry (V) tendent vers
un vecteur constant quand N tend vers l'infini. Plus précisément, nous obtenons que

1 * « 1
R(N) — [3r{eo) xlpo)”, o0 foo)® (7.32)
Donc nous n’avons plus qu’a étudier le comportement asymptotique du processus aléatoire E(N).

Comme le processus e(n) est centré, il en est de méme pour E(N). Son comportement asymptotique
est décrit par le lemme suivant qui est démontré en Annexe D.8.
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Lemme 7.6.3 E(N) tend en loi vers une gaussienne de moyenne nulle quand N tend vers Uinfini.

Comme R(N) et E(N) tendent respectivement vers une constante et une distribution gaussienne,
nous en déduisons le résultat suivant.

Résultat 7.6.2 b%?w tend, en loi, vers une gaussienne de moyenne nulle quand N tend vers
Uinfini.

Il reste maintenant & étudier le dernier terme bs\g,?w de la décomposition (7.27). Nous vérifions
facilement que

bg\?;,)W = —2im [553) (ag)WE(N) — E1(N)*.Ws§3) (ao)]

ou sg\?) (o) représente ’expression définie au lemme 7.4.1. D’aprés ce méme lemme, sg\?) (ao) tend

presque strement vers 0. De plus E; (), qui est une composante du vecteur E(N) converge en loi
. s c e . (3)

vers une loi normale, d’aprés le lemme 7.6.3. Ceci implique le comportement suivant pour bN,W

([7D)-

Résultat 7.6.3 bg\?;,)w converge presque strement vers 0 quand N tend vers l'infini.

Grace aux résultats 7.6.1, 7.6.2 et 7.6.3, et a la décomposition (7.27), nous pouvons décrire le
comportement asymptotique de by, w .

Théoréme 7.6.2 Si T, < T5/2,
L
bn,w — N(0,v,w)

vo,w est alors définie par
ww = lim Ebnwby w]
N—oo

Comportement asymptotique de N3/ 2(an,w — ap) L’application conjointe des théorémes
7.6.1 et 7.6.2 & ’équation (7.23), conduit finalement & 1’obtention du théoréme suivant.

Théoréme 7.6.3 Si T, < T5/2,
3, c
Nz (an,w — o) — N(0,vw)
ol
_ 1
YW = Yo, w0 ,Wha,w

Nous venons de démontrer la normalité asymptotique de N3/254 ~,w- La vitesse de convergence de
Gn,w est donc en N3/2 comme attendu. Afin d’achever ’étude, nous devons maintenant, obtenir
une expression analytique de vy .

7.7 Expression analytique de la covariance asymptotique

Nous rappelons que yw est fonction des deux scalaires v,,w et vp,w. L’expression analytique
de v,,w a déja été obtenue et est donnée par le théoréme 7.6.1.

Expression analytique de 7, Par définition, nous avons
Yow = lim Elbyw by w]
N—oo ’

D’aprés I’équation (7.27), et les résultats 7.6.1, 7.6.2 et 7.6.3, by w est la somme d’un processus

2 . .
bSV)W tendant vers une gaussienne et de deux autres processus tendant presque stirement vers 0.
b
Nous en déduisons que

ww = Hm ]E[bgi,)w ngzr,)w]
D’aprés les équations (7.31) et (7.32), nous obtenons que

*

ML e 1 1o e 1
5 = A [ e o0 ,§r§a0>T,r§ao>T] W5 W, [§r§“°) r{eo) ,§r§00>T,r§ao>T (7.33)
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avec
Tp = lim E[E(N).E(N)*]
N—oo

Nous allons & présent calculer I'g. Nous avons

Py(0,0)  Py(0,1) P{(0,00 PY(0,1) ]

Py(1,0)  Py(1,1) P{(1,0) PY(1,1)
E[E(N)E*(N)] = (7.34)
PY(0,0) PY(0,1) Pn(0,0) Pn(0,1)

P (1,00 PY(1,1) Pn(1,0) Pn(1,1)

ou Py(K,K') et PJ(VC) (K, K') sont les matrices définies par :

1 N-1

Py (K, K—/) — TR Z Ele(n)e* (n/)]nKan’e—2i7raon62i7raon' (7.35)
=
1 N—-1

P](VC) (K, K') _ Z E[e(n)eT (nl)]nKan'672i7raonef2i7raon'
—0

N(E+K'+1)

n!=0

Nous notons respectivement par Re(n,7) = Ele(n + 7)e*(n)] et Re.) (n,7) = Ele(n + 7)e(n)], les
fonctions (a valeurs matricielles) d’autocorrélation et d’autocorrélation conjuguée de e(n). D’aprés
le lemme 7.2.1, nous obtenons que

Re(n,m) = Y RO(r)e¥™™ et Ryo(n,7)= Y. R (r)eimen

ae]i(,z) ac ]_-(gz)
. . (2) o , . .
Ses cyclospectres, aux fréquences cycliques a € Fe’, sont alors décrits par les équations suivantes

Séa) (eZinf) — ZRéa) (7_)6—2i7rf7— et S((;(lc)) (62i7rf) — Z RE}‘(IC)) (T)e—2i7rf‘r

TEL TEZL

Les matrices Py (K, K') et PJ(VC)(K ,K") convergent de la maniére suivante.
Lemme 7.7.1 Soient K, K' deux entiers positifs ou nuls. Si T, < Ts/2, alors

Séo) (e2i7rao)

Py(K,K' _—
w (K, )_)K+K'+1

quand N — o

(2a0 mod 1) (egiﬂao

P’(VC)(K’KI) - e(C)K+K' +1

quand N —

Ce lemme est démontré en Annexe D.9. Il convient maintenant d’évaluer les matrices Séo)(ezi”ao)

2 mod 1
et 5220 moa ) 2

est bien connu ([29]) que N'/ 26?530) converge, en loi, vers un vecteur gaussien. Nous désignons
respectivement par I' et F(C), sa covariance asymptotique et sa covariance asymptotique conjuguée.
Par conséquent,

(e?¥ma0). Pour ceci, considérons le vecteur £y° et posons Jf'g\‘;‘o) = f's\';‘o) - r§,“°). Il

= lim NE[s#6i)| et T = lim NE[5#05i0"|
—00

N—oo

Le lemme suivant, démontré en Annexe D.10, permet de comparer I' et T'(¢) avec les cyclospectres
de e(n).
Lemme 7.7.2 Si T, < T,/2, nous avons
I'= lim Py(0,0) = S (™) et T = lim P (0,0) = S&5° ™ V(e*m)
— 00

N—oo
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En combinant les résultats des lemmes 7.7.1 et 7.7.2, le passage & la limite dans (7.34) permet
d’écrire que

r ir 1@ ir©
A
lim EE(N)E*(N)]=| __ ___ =~ _ _
N—roo re ir T iT
ir@ %W ir It

En utilisant ce dernier résultat et en réorganisant ’équation (7.33) nous obtenons que

w0 r -rO]rw o r{®)
(7.36)

2
_T (@0)* L(ax0)T
Yo, w = 5 (T , T __ - _ __
3[y y]low _T@ T 0 W

r?(Jao)

Le calcul analytique de v, w étant achevé, il est possible d’obtenir I’expression analytique de vy .

Expression analytique de vy  Comme vy = 'y;%/v'yb,wfy;%,v, en réunissant le résultat du théo-
réme 7.6.1 et ’équation (7.36), nous obtenons que

3 ap)* @ -1 ap)* @ ag)* @ !
W= (Rg 0) WR?(/ o)) Rg(, 0) WGWRZ(/ o) (R?(/ o) WRg 0)) (7.37)
avec
rz(;ao) W 0 r -1
R§"°’ — , W= L et G= _
I.3(}010) 0o w —T(e) T

Nous allons tirer bénéfice de cette expression (7.37) pour étudier I'influence de la matrice de pon-
dération W et du paramétre de dimensionnement Y. Dans un premier temps, il est naturel de se
poser la question suivante : comment choisir la matrice W afin d’améliorer ’estimation, c’est-a-dire,
afin de diminuer la covariance asymptotique .

Si G est inversible, nous pouvons observer (voir [57]), que pour chaque matrice W, vy est plus
petit que 3—2(R§“°)*G—1R§,"°))—1, qui représente la valeur de la partie de droite de (7.37) pour
W = G~L. Ce résultat peut étre étendu sous certaines conditions, si G n’est pas inversible. En
effet G™1 est alors remplacé par la pseudo-inverse G# de G (voir [1]). Cependant, la matrice G#
n’est évidemment pas bloc-diagonale, de sorte qu’il n’existe pas de matrice W pour laquelle

W=[W O]zg#

0o w

C’est pourquoi I'inégalité matricielle, introduite dans [57] pour obtenir une matrice de pondération
optimale ne semble pas applicable, ici. Dans ces conditions, la mise en évidence d’une matrice W
minimisant vy, & supposer qu’elle existe, semble étre un probléme difficile.

G n’a pas la méme structure bloc-diagonale que W parce que ’estimateur empirique de la
cyclocorrélation de fréquence cyclique ag n’est pas asymptotiquement circulaire, c’est-a-dire, que
I'(®) £ 0. Pour remédier & cet inconvénient, il est envisageable de considérer un nouveau critére qui
maximise conjointement la cyclocorrélation empirique et le complexe conjugué de la cyclocorréla-
tion empirique. Une telle procédure a déja été appliquée avec succés, au chapitre 5. En effet, dans
ce chapitre 5, cette procédure permettait d’obtenir alors une covariance asymptotique optimale-
ment pondérable. Dans le paragraphe suivant, nous étudions succinctement, le nouvel estimateur
issu de la maximisation conjointe de la cyclocorrélation empirique et de son complexe conjugué.
Malheureusement, contrairement au chapitre 5, nous montrons que cette prise en compte du com-
plexe conjugué de la cyclocorrélation ne conduit pas & une expression optimisable de la covariance
asymptotique.
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7.7.1 Prise en compte du complexe conjugué de la cyclocorrélation
Le nouvel estimateur de la fréquence cyclique est le suivant :
[dg{,])w] = argmaxJy i ().
; aes ON,
Le nouveau critére J y yi,(a) est défini par

JN,W(a) = ﬁg\?) Wﬁg\?)

A *
avec RS\‘?) le vecteur suivant.

. iy
R =|
)

Nous notons par W la matrice hermitienne positive de taille 2(2Y + 1) qui se décompose en blocs
de taille (2T + 1) de la maniére suivante.

. l Wii Wip ]
W=
Wai1 Wape

Enfin, nous introduisons les deux scalaires suivants.

1 * T o
Ca= B (r(yo“’) W1,1r§a°) + r?(f‘o) Wg,grg(, 0))

Ca, = r(yao)* WLQ r?(/ao)

Pour que les résultats de consistance et de normalité asymptotique soient encore valables, la matrice
de pondération W doit vérifier les propriétés suivantes.

Définition 7.7.1 Soit W une matrice hermitienne positive de taille 2(2Y + 1). W est dit rgao)_
admissible si et seulement si

- Jm[C,] =0

- (Ca+7C,)>0
En s’inspirant de la démonstration du théoréme 7.5.1, nous aboutissons au théoréme suivant.

Théoréme 7.7.1 L’estimée de la fréquence cyclique ag obtenue par la mazimisation du critére
J N’W(a) converge de la maniére suivante :

(dg)ﬁ/ —a) 250 quand N — oo

De plus si W est rg"") -admissible, alors

N(dg\‘:)w —a) 250 quand N — oo

Dans le cas contraire, {N (& — ag)}Nen est seulement une suite bornée.

)
N,W

Pour analyser la vitesse de convergence de l'estimateur & , la procédure est identique & celle

@
N,W
introduite pour le critére Jy,w(a).

N3 (@G —ao) = =AY By i (7.38)

avec Ay i, et By y, les termes suivants.

1 BZJNW(a) ot B o — 1 OJN,W(a)
S M NS = A
VN da a=ao

'AN,W N2 (8a)?

A=aN W

_— . < ~ s : -
ay i est un scalaire tel que |@y i, — ao| < |dy i, — ao|- L’étude successive des termes précédents
permet d’obtenir les deux résultats suivants.
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Résultat 7.7.1 Si W est r\?® -admissible, alors

e
3

Wipn TWig

(a0)*
R, [ TWai1 Wap

8. 472

Ay £ ya = ] R = ——5 (Ca+7Ca)

La démonstration de ce résultat repose sur le fait que la suite {& N’I;V} NeN admet le comportement
asymptotique suivant : N (& N~ ag) 2% 0. Etant donné le théoréme 7.7.1, ceci n’est vérifié que

si la matrice W est rgao)—admissible.

Résultat 7.7.2 Si W est rg(,ao)—admissible, alors
c
BN,VV — N(057B)

La démonstration de ce résultat nécessite la vérification par W de la premiére condition de la r?(,ao)—

admissibilité. En effet, dans I’étude du terme by w intervenant dans le critére Jn,w(c), les termes
divergents s’éliminaient entre eux dans les calculs. Pour qu’un phénomeéne analogue se produise ici,
la condition Jm[C,] = 0 est indispensable.

Ces deux résultats conduisent au théoréme suivant.

Théoréme 7.7.2 Si W est 1> -admissible, alors
3. c
N2 @), — a0) = N (0,vy)

Le critére Jy,w(a) est un cas particulier du critére J 5 3, (@). En effet, nous avons

Inw(a) =Jyw, ()

W 0
0 W
ot W une matrice hermitienne positive de taille (2 + 1). Il est facile de montrer que Wy_, s est
(o)
Ty

avec la matrice de pondération suivant

Wisg=

N | =

-admissible quelle que soit la matrice hermitienne positive W. Ceci confirme les résultats des
paragraphes précédents dans lesquels nous avions justement montré qu’aucune condition n’était
requise sur la matrice W pour assurer la consistance et la normalité asymptotique de ’estimateur
issu de la maximisation de Jn,w ().

L’expression de 73 est donnée par la formule suivante :

3 ag)* a -1 ap)® a ag)® a -1
T = 7o (R WIR(™) RO (WaGW, + 3WaGW,) R (R{™) W R

avec

Wii TWip Vipi ™2 Vin —Vip

Wy=| b ’ Wy=| b ’ t Wy=| 'L :
ou
1 Vip Vg | _ i = 101
V= [ R ] — W +PWP e P= [ Do ] ® Idyr 1

Bien évidemment, cette forme n’est pas optimisable en . Donc la prise en compte dans le critére
du complexe conjugué de la cyclocorrélation ne permet pas de rendre optimisable la covariance
asymptotique. Dans la suite, nous retournons & I’étude du critére Jy,w(a). En particulier, nous
analysons 'influence du paramétre Y sur la covariance asymptotique ~yyy .
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7.8 Influence des paramétres

Comme il est impossible de mettre en évidence une matrice W qui minimise la covariance
asymptotique vy, choisir une matrice de pondération W pertinente s’avére a priori délicat. Néan-
moins nous montrons dans la suite que la matrice W = Iday 41 ot la matrice Idayy1 est la matrice
identité de taille 2Y + 1, posséde des vertus certaines. En effet, sous I’hypothése T, < Ts/4, nous
prouvons que si W = Idzyy1, alors la covariance de ’estimateur yrq,,,, devient trés faible pour
peu que Y soit choisi suffisamment grand et que le bruit soit faible.

Pour ceci, il convient d’obtenir des expressions explicites des matrices T’ et T'(¢) en fonction
des cyclospectres de y(n). La condition T, < T,/4 revét ici une importance toute particuliére
puisque les cyclospectres du y(n) ne sont exprimables simplement (cf. Equation (7.5)) que sous
cette condition que nous supposerons dorénavant vérifice. Ces expressions de T' et T'(®) ont déja
été explicitées, en partie, dans [51]. Cependant [51] ne s’attache qu’au cas de sources gaussiennes.
Nous proposons une extension des formules de T' et T©) au cas de sources non gaussiennes. Nous
noterons par k, le kurtosis de la suite des symboles {s,},cz. Nous présentons une démonstration
du lemme suivant en Annexe D.11.

Lemme 7.8.1 Si T, < T,/4, T et T'©) sont données par

1 -
r= /0 S0 (€2 )55 (2T —00) o (471) e (€2 + oo

1 A 2 . . K T
c) _ @ 24w 2im 2im f\T @ @
r( —/0 (Sz(/ o) (e f)) dr (e*™).dy (e*™)Tdf + a—org 0)p{e0)

ot les cyclospectres de y(n), S (€2™F), sont définis par Uéquation (7.5). De plus dy(e27!) désigne
le vecteur de dimension 2Y + 1 défini par dy (e?™f) = [e= 207 TS ... 2inT/]T,

Considérons maintenant le cas non bruité. D’aprés ’équation (7.5), le produit des cyclospectres
540 (e2im1) 1) (e2im(f~a0)) coincide avec |S (e2™f)[2. Aprés quelques manipulations algébriques
simples, nous obtenons le lemme suivant concernant la covariance asymptotique Yrg,y,, -

Lemme 7.8.2 Si T, < T;/4 et en l'absence du bruit w(n), la covariance asymptotique Yrq,y,, de
Pestimateur N 1.y, 8’écrit sous la forme suivante.

3T(T)
Vdoy41 = — 4
272 Hrgao)
avec
1 ) 2| X ) >
\IJ(T) — / ‘Sg(lao)(emwf)‘ Z 'r‘?(/aO)(T)672WfT df
0 T==7

1— 9 T . 2
— Re /SéaO)(ezi”f) (Z rl(la‘))(r)e_z”'ﬁ) df
0

T==7

Le point important consiste & remarquer que si nous choisissons YT assez grand, alors

T
Z T,g(lao)(T)e—%wf-r ~ S?SQO) (e2i7rf),
7==7

de sorte que le terme ¥(Y) devient quasiment nul. Deux conclusions importantes peuvent étre tirées
de ce résultat. Tout d’abord, prendre T assez grand (de 'ordre de la mémoire effective du canal)
permet de rendre la variance asymptotique de ’estimateur quasiment nulle dans le cas non bruité.
Ceci montre & quel point le choix de T est important. Par ailleurs, peu de matrices W semblent
conférer cette propriété a 'estimateur &y, . En particulier, I'utilisation de W = I'# recommandée
dans [51] pour extraire un estimateur initial de ag fournit une variance asymptotique beaucoup
moins favorable que celle de &, 1dyy, -
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Tl convient de remarquer que cette étude asymptotique a ses limites et qu’il ne faudrait pas en
tirer des conclusions trop hatives. Dans [51], il a été remarqué que pour N fini (par exemple, N
de Pordre du millier), la loi de probabilité du critére Jn 1d,y,, (@) = ||f'§?)||2 dépendait fortement
de a. Lorsque ’on se trouve en présence de signaux d’excés de bande faible, on peut se rendre
compte aisément que Jn,1d,y,, (@) a tendance & prendre des valeurs plus importantes au voisinage
de 0 (ou de lextrémité inférieure de 'intervalle dans lequel a est cherché) que au voisinage de
ap. Méme si le critére posséde un maximum local assez marqué au voisinage de g, son maximum
global a de fortes chances de se trouver plutot au voisinage de extrémité inférieure de 'intervalle
de recherche.

Pour remédier & cet inconvénient grave, [51] propose de considérer le critére pondéré Jy(a) =
||F(a)_1/2f's\°,‘)||2, avec ['(a) = limy 00 NIE[Jf'g\O,‘) 51‘5\0,‘)*]. La loi de f'g\‘?) étant & peu prés gaussienne
(pour N assez grand), la renormalisation effectuée permet de rendre la loi de probabilité de Jy (a)
indépendante de a pour a # ag. Dés lors, il n’y aucune raison que les valeurs de « les plus proches
de 0 rendent le critére pondéré maximum. Diverses simulations effectuées dans [51] montrent que
ceci permet de diminuer de fagon trés sensible la probabilité que le maximum global de Jy () ne
se situe pas au voisinage de . L’effet de la pondération proposée par [51] est donc de modifier le
comportement de la fonction de coit dans le but de lui conférer des valeurs plus faibles loin du point
ap. Cependant, la renormalisation opérée modifie également le comportement de la fonction de cotit
initiale au voisinage de ag. En particulier, le contraste existant entre sa valeur au point aq et au
voisinage immédiat de ag peut se trouver atténué par la renormalisation. Dans ce cas, la variance
asymptotique de I'estimateur pondéré par la matrice T' = I'(ayg), qui est liée au comportement de la
fonction de colt au voisinage de ag, peut étre plus importante qu’en absence de normalisation. Il
ne parait donc pas étonnant que I’estimateur non pondéré puisse avoir une variance asymptotique
plus faible que 'estimateur associé au critére Jy w, () ott Wy = I'#.

Cette discussion apparait d’ailleurs implicitement dans [51]. En effet, 'estimation de ag y est
accomplie en deux étapes. La premiére consiste & maximiser sur une grille de NV points le critére
pondéré Jy(e). Du fait de la pondération, le maximum a de bonnes chances de se trouver au
voisinage de o contrairement & ce qui a été observé dans le cas du critére non pondéré. La
seconde étape proposée dans [51] consiste en une recherche plus fine basée sur algorithme du
gradient, initialisé au point trouvé lors de la premiére étape, et maximisant la fonction de cott
non pondérée. Les résultats relatifs 4 la variance asymptotique que nous avons établis s’appliquent
en fait & cette deuxiéme étape du fait du caractére local de toute analyse asymptotique, et justifient
a posteriori le choix effectué dans [51].

En conclusion nous avons précisé que ’analyse asymptotique menée permet en fait de quantifier
les performances de la deuxiéme étape (la recherche fine) dans la mesure ou la variance asymp-
totique donne une idée de la performance d’un estimateur quand il se situe déja au voisinage du
point qu’il est censé estimer. Le choix de la matrice de pondération W = Iday 41, réalisé déja dans
le cadre de la recherche fine par [51], s’avére donc pertinent.

7.9 Simulations

Nous illustrons & présent les résultats précédents en évaluant numériquement la covariance
asymptotique vy de l'estimateur &y w. Toute notre étude a été réalisée sous I’hypothése d’un
filtre & décroissance rapide et & bande limitée. En pratique, I’évaluation numérique des covariances
asymptotiques est effectuée sur la base d’un filtre RIF. Afin que le caractére bande limitée du
filtre implanté ne soit pas compromis, nous avons utilisé des filtres de degrés importants. Les filtres
numériques générés proviennent de I’échantillonnage & T, = T/5 de filtres résultants de la mise en
forme des symboles par un filtre de type racine carré de cosinus surélevé, dont le facteur d’excés de
bande vaut 0, 2. Le canal physique est & trajets multiples : il est constitué de 5 trajets dont les temps
d’arrivée différentiels sont tirés aléatoirement entre 0 et 57, et dont les amplitudes complexes sont
des variables aléatoires gaussiennes complexes indépendantes entre elles. Les degrés des filtres RIF
ainsi construits sont de I’ordre de M = 80, ce qui correspond & une durée de 15T;. Les effets de
troncature semblent donc tout & fait négligeables. Les courbes sont obtenues en moyennant les
covariances asymptotiques sur 100 réalisations de filtres tirés aléatoirement suivant la loi indiquée
plus haut. Etant donné le facteur d’échantillonnage, ag est égal & 1/5 et la contrainte T, < T;/4
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est donc vérifiée. De ce fait nous sommes dans un contexte ou les résultats énoncés au paragraphe
précédent sont valables. De plus nous supposons que le bruit w(n) est blanc.

Sur toutes les figures nous comparons, par l'intermédiaire de leur covariance asymptotique
respective, 'estimateur non pondéré (W = Idayy1) et Pestimateur pondéré correspondant au
choix W =T#.

La figure 7.1 représente les covariances asymptotiques non pondérée et pondérée en fonction du
Rapport Signal & Bruit (RSB), lorsque T = 1.

Covariance asymptotique (en dB) en fonction du RSB

25 T T
non pondere
pondere -------

20

15

10

-10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
RSB (T=1)

Figure 7.1 — yay41 et yr# en fonction du RSB (T = 1)

Lorsque Y = 1, l’influence de la matrice de pondération est peu visible. De ce fait les per-
formances asymptotiques sont sensiblement similaires. De plus les covariances, en accord avec le
lemme 7.8.2 ne tendent pas vers 0 quand le bruit décroit.

Sur la figure 7.2, les covariances asymptotiques non pondérée et pondérée sont tracées en fonc-
tion du Rapport Signal & Bruit (RSB), lorsque T est égal le degré du filtre.

Covariance asymptotique (en dB) en fonction du RSB
10

T T
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pondere -------
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Figure 7.2 — yar41 et yr# en fonction du RSB (T = deg(h(z)))

Des différences de performances interviennent alors selon la présence ou ’absence de la matrice
de pondération. Nous notons que lorsque la pondération est une matrice identité, la covariance
associée tend bien vers 0 quand le bruit tend vers 0. De plus pour Y suffisamment grand, I’estimateur
pondéré a une covariance asymptotique plus élevée.

Enfin la comparaison entre les deux courbes 7.1 et 7.2 montrent que le paramétre Y, indépen-
damment de la matrice de pondération, a une grande influence sur les performances des estima-
teurs. Sur la figure 7.3, nous présentons plus finement 1’évolution des covariances asymptotiques
en fonction de Y. Le Rapport Signal & Bruit est fixé & 20dB.

Dans la suite de ce paragraphe, nous confirmons les courbes numériques théoriques obtenues par
le biais de la variance asymptotique par des simulations numériques pratiques ayant pour but de



88 Estimation de la période-symbole

Covariance asymptotique (en dB) en fonction de T

T r
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Figure 7.3 — y2y+1 et yr# en fonction de Y (RSB=20dB)

montrer que les conclusions de cette étude théorique s’appliquent méme en présence d’un nombre
assez faible d’échantillons.

L’étude asymptotique précédente n’ayant un sens que si 'estimateur obtenu est suffisamment
proche de ag, nous supposons que la premiére étape d’estimation grossiére de ap a été effectuée
correctement (cette phase a en fait un taux de réussite de 95%, quand N = 4000, comme cela est
indiqué dans [51]). Comme dans [51], nous avons fixé ap = 1/4 et nous disposons de N = 4000
échantillons pour estimer ag. L’intervalle de recherche considéré est le suivant [ag — 1/1000, ap +
1/1000]. L’estimateur est obtenu en maximisant la fonction de colit sur une grille discréte de pas
10~ par recherche exhaustive.

Sur la figure 7.4, nous avons tracé la racine carrée de 'erreur quadratique moyenne théorique
et empirique pour les matrices de pondération W suivantes : T'# et Idapry1, ott M est le degré du
filtre provenant de la version échantillonnée & agTs du filtre analogique h,(t).

La racine carrée de l’erreur quadratique moyenne théorique est obtenue par le terme /yw /N3.
Pour des raisons de temps de calcul, nous avons réalisé les tests & partir d’'un méme et unique canal
ho(t) et avons réalisé 20 fois I’algorithme d’estimation.

Racine carree de | erreur quadratique moyenne en dB
-40 T

T T

Theorique (Non Pondere) —e—
Theorique (Pondere) ---o---

. Pratique (Non Pondere) —x—

s e Pratique (Pondere) ---x--- _|

-50

-55

(en dB)
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RSB (en dB)

Figure 7.4 — Erreur moyenne théorique (o) et pratique (x) en fonction du RSB

Les courbes pratiques sont raisonnablement proches des courbes théoriques compte tenu des
valeurs extrémement faibles des variances que nous cherchons & évaluer. L’écart plus important
observé entre la courbe théorique et pratique de ’estimateur issu du critére non pondéré pour des
RSB élevés a pour origine la taille du pas considéré qui ne permet pas & ’erreur empirique d’étre
aussi faible que souhaitée. Ceci valide ’analyse asymptotique menée et démontre la pertinence du
choix W = Idapr4+1 méme pour un nombre d’observations assez faible (de I'ordre du millier). Il
convient de noter que la matrice I' est mal conditionnée lorsque la variance du bruit o2 devient
faible. Nous avons donc utilisé en lieu et place de I' sa troncature aux valeurs propres dominantes,
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garantissant un conditionnement de 1000. Notons que ceci permet d’améliorer trés sensiblement
les performances empiriques de ’estimateur pondéré, qui en ’absence de troncature, sont bien plus
éloignées des performances théoriques.

7.10 Conclusion

Nous venons d’étudier rigoureusement les performances asymptotiques d’un estimateur de la
période-symbole. Cet estimateur est basé sur la maximisation d’'une somme pondérée d’un certain
nombre de cyclocorrélations du signal recu. Nous établissons que cet estimateur est obtenu par la
maximisation du périodogramme pondéré d’un signal vectoriel sinusoidal perturbé par un bruit
cyclostationnaire. De nombreux travaux ont traité ’analyse des performances asymptotiques de
cet estimateur dans des cas plus restrictifs : signal scalaire, périodogramme non pondéré, bruit
stationnaire ou bruit cyclostationnaire spécifique. La plupart de ces travaux étudie un critére
intermédiaire équivalent de type NLS. Cependant ’extension & notre cadre plus général n’a fait
I’objet, & notre connaissance, d’aucune étude. Dans ce chapitre, sans introduire de critére équivalent
de type NLS, nous montrons que cet estimateur est consistant, asymptotiquement normal avec une
vitesse de convergence en N3/2. Nous obtenons également une expression analytique simple de la
covariance asymptotique. Cette expression nous permet d’effectuer des choix pertinents en matiére
de matrice de pondération du périodogramme et de nombre de cyclocorrélations & prendre en
compte.

Estimer la fréquence d’une sinusoide corrompue simultanément par des bruits stationnaires
multiplicatif non circulaire et additif (cf. Equation (7.16)) par maximisation d’un périodogramme
conduit & un probléme mathématique similaire (cf. Equation (7.18)). De plus cette problématique
englobe le probléme de l’estimation du résidu de porteuse d’un signal modulé linéairement par une
constellation non circulaire, basée sur les cyclocorrélations conjuguées du signal. Le chapitre suivant
traitant, tout particuliérement, de I’estimation de ce résidu de porteuse tire bien évidemment parti
des résultats énoncés précédemment.
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Chapitre 8

Estimation du résidu de porteuse

Dans ce chapitre, le signal regu y,(t) s’écrit en bande de base sous la forme

Yo(t) = <Z spha(t — nTS)) e2mOIot w,(t) (8.1)

nez

0 fo désigne le résidu de porteuse qui est dii & une différence entre la fréquence porteuse aux
alentours de laquelle le signal a été émis et la fréquence d’accord du récepteur. Une telle situation
se produit, par exemple, dans un contexte militaire tel 1’écoute passive ou dans un contexte civil
ou un effet Doppler est présent. Dans ce chapitre, nous supposons connaitre la période-symbole T5.
La présence d’un résidu de porteuse est nuisible & une bonne reconstruction des symboles. C’est
pourquoi, depuis quelques années, quelques travaux ([39], [37]) s’intéressent & ’estimation du ré-
sidu de porteuse. Ces travaux se basent sur le constant suivant. Lorsque les sources émises sont
circulaires, il est possible d’extraire le signal {s,e2i™f0"} en appliquant un algorithme d’égalisa-
tion aveugle de type CMA (Algorithme & Module Constant) ou MK (Minimisation du kurtosis)
a une version échantillonnée du signal y,(t). Il est alors facile d’estimer §fo & partir de la donnée
de {s,e?™fon} Néanmoins dés que la source est non circulaire, I'algorithme CMA ne fonctionne
pas ([63]). L’algorithme MK fonctionne en présence d’une source non circulaire mais il faut abso-
lument que 6 fy = 0. La présence conjointe d’un résidu de porteuse et d’une source non circulaire
empéche 'algorithme MK de fonctionner. En effet ces algorithmes ne restituent alors que le signal
[r9(2)]-(sn€%™%™) avec r4(2) un filtre résiduel défini de la maniére suivante ([63]) :

ro.4,a(2) = cos(f)z~¢ +isin(0)z_d’, avec (d,d') €Z*® et 6 €]0,2n] (8.2)

Nous pouvons envisager d’égaliser le signal recu par des algorithmes au second ordre qui résistent
bien 3 la présence conjointe du résidu de porteuse et de la non circularité des sources. Etant donné
leurs piétres performances, cette voie ne peut étre retenue (cf. Chapitre 5).

Dés que la source n’est pas circulaire, il semble pertinent d’inverser I’ordre des étapes de la
procédure présentée. En effet, une fois le résidu de porteuse estimé et compensé, une égalisation
aveugle par minimisation du kurtosis du signal est envisageable.

Ainsi nous souhaitons estimer le résidu de porteuse sans égalisation au préalable du signal recu.
Pour ceci, nous nous focalisons sur des estimateurs du résidu de porteuse construit & partir de la
seule connaissance du signal y(n) = y,(nT}), qui est la version échantillonnée & la période symbole
T, du signal analogique recu y,(t). Le modéle (8.1) échantillonné s’écrit sous la forme

y(n) = ([b(2)]-50) €272 1+ w(n) (8.3)

avec w(n) = wq(nTy). h(z) est la version échantillonnée & T du filtre analogique h,(t). Le filtre
ho(t) est inconnu et résulte de effet conjugué d’un filtre de mise en forme (en général, un filtre
de Nyquist en racine de cosinus surélevé de facteur d’excés de bande p) et d’un canal & trajets
multiples. Nous supposerons que h(z) est & réponde impulsionnelle finie, causal et de degré M.
Nous avons posé Afy = (dfoTs mod 1). Par définition nous avons |Afy| < 1/2. Nous émettons
quelques hypothéses sur les paramétres du modéle (8.3).
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1. la suite des symboles {s,}nez est non circulaire, indépendante et identiquement distribuée,
centrée et de variance 1.

2. w(n) est stationnaire, circulaire, centré, gaussien et indépendant de la source. w(n) vérifie
également la condition de mélange donnée par I’équation (7.14).

On remarque que ’équation (8.3) se réécrit de la maniére suivante.

y(n) = a(n)e* ™Ao" 4 w(n) (8.4)
avec
a(n) = [W(2)]-n = Y hxSn_k (8.5)
kEZ

a(n) peut étre vu comme un bruit multiplicatif stationnaire non circulaire. Ainsi estimer le résidu
de porteuse Afy & partir du signal regu y(n) revient & estimer la fréquence Afy d’une sinusoide
corrompue par un bruit multiplicatif et additif. Dans ce dernier contexte, de nombreux travaux
ont été effectués ([4], [32], [66], [31], [79], [34])- Ils ont notamment remarqué que le double de
la fréquence A fy de la sinusoide peut étre vue comme "unique fréquence cyclique de la fonction
d’autocorrélation conjuguée 7, (n,0) = E[y(n)y(n)]. Nous avons remarqué que, d’une maniére
plus générale, le double de la fréquence A fy peut étre vue comme la fréquence cyclique du vecteur
[Py (n, =0), .., ryer (0, T)] ol 7ye)(n, 7) = E[y(n + 7)y(n)]. La maximisation, dans le domaine
des fréquences cycliques, de la norme pondérée de 'estimateur empirique du vecteur des cyclocor-
rélations conjuguées permet d’obtenir un estimateur de la fréquence A fy.

Dans le paragraphe 8.1, nous décrivons plus précisément cet estimateur et établissons qu’il est
égal a lestimateur de la fréquence d’une sinusoide vectorielle corrompue par un bruit cyclostation-
naire obtenu par maximisation du périodogramme. Cet estimateur peut donc étre analysé avec la
méthode introduite au chapitre consacré a ’estimation de la période-symbole T,. C’est pourquoi
au paragraphe 8.2, nous ne présentons que succinctement les performances asymptotiques de cet
estimateur du résidu de porteuse. Enfin aux paragraphes 8.3 et 8.4, nous évaluons respectivement
Iinfluence théorique et numérique de la présence du filtre hA(z) et du nombre Y de corrélations
conjuguées considérées.

8.1 Estimateur basé sur les cyclocorrélations conjuguées

Considérons 7, (n,7) = E[y(n + 7)y(n)], la fonction d’autocorrélation conjuguée de y(n).
Comme la suite de symboles {s,}necz n’est pas circulaire, cette fonction n’est pas nulle et a pour
expression

Ty(e) (n,T) = (e%ﬂ'AfoT Z hr+khk> e4i7rAf0n (8.6)

kEZ

Tl est clair que le processus y(n) n’est pas stationnaire par rapport a sa fonction d’autocorrélation
conjuguée, mais cyclostationnaire avec pour unique fréquence cyclique

ag = (2Afg mod 1).

Dés que |Afo] < 1/4, nous avons ag = 2A fo. Sous cette hypothése, que nous supposons dorénavant
vérifiée, estimer A fy revient & estimer «p.

;‘f‘c)) (1) la cyclocorrélation conjuguée a la fréquence cyclique a et de

Pour ceci, considérons r
retard 7. Nous avons

Ty (n,T) = r;?f)) (1)e2émaon (8.7)

Si @ # ag, pour chaque T, réc(“c)) () = 0. A un 7 donng, il est également possible d’avoir r;?g) (r)=0.

1(/?60))(0) est nul si le filtre h(z) est égal & 7, /40,1 (2) (cf. 'équation (8.2)). Pour ce filtre

(a")(l) # 0. D’une maniére générale, si h(z) est un filtre RIF causal de degré M, il est

y(c)
(ao)
y(e)

Par exemple, r
considéré, r

facile de montrer que r o' (M) # 0. C’est pourquoi, il parait judicieux de construire un estimateur
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de la fréquence cyclique ag basé sur la prise en compte de plusieurs cyclocorrélations conjuguées
et non sur une seule comme c’est le cas dans la littérature ([4], [32], [66], [31], [79], [34]).
Soit T un entier fini. Nous posons

ryo (n) = [rye (0, =),y (, D) et wle) = [0 (=1),.. % ()"

()

. @ 2
Pour peu que Y soit assez grand, T (o) Sera non nul pour a = ag. Par conséquent,

c

(@) ||?
y(©)

Qo = argmax Jw(a), avec Jw(a)= Hr w

avec Z un compact de | — 1/2,1/2[. W est une matrice de pondération hermitienne positive telle
(ao)
que Wry(c) # 0.
Ne disposant en pratique que d’un nombre N d’observations, r;(i:)) doit étre remplacé par son

estimateur empirique noté f's\o,‘)(c) et donné par
1 Nl
0 = 3 O yelme e (58)
n=0

y2(n) = [y(n — T)y(n),...,y(n+ )y(n)]".
L’estimateur de ag, noté &y, w, est alors obtenu de la maniére suivante.

2
2
rgv,)(c)

w

anw = arg max Inw(a), avec Jnw(a)= |
ac

1 N-1 )
N Z Vo (n)ef2z7ran
n=0

Le but de ce chapitre est d’analyser les performances asymptotiques de cet estimateur.
Pour ceci, nous introduisons le processus vectoriel suivant.

e(n) =yz2(n) —rye (n) (8.9)

) est de moyenne nulle et peut donc étre vu comme un bruit. En combinant les équations (8.6)
8.9), nous obtenons que

e(n
et (
Y2 (n) = rz(/‘z‘co))e%ﬂaon + e(n)

L’estimateur &, est ’estimateur de la fréquence d’une sinusoide vectorielle noyée dans un bruit
e(n) obtenu en maximisant le périodogramme pondéré du signal y2(n). Ce type d’estimateur a
déja fait I’objet d’une étude asymptotique dans le chapitre concernant I’estimation de la période-

symbole.

8.2 Performances asymptotiques analytiques

Nous devons vérifier que les quelques conditions formulées au chapitre consacré & I’estimation
de la période-symbole sont encore vérifiées dans le contexte de I’estimation du résidu de porteuse.

Le processus w(n) vérifie, par hypothése, la condition de mélange (7.14). Le filtre h(z) est
supposé a réponse impulsionnelle finie. Par conséquent, le bruit e(n) vérifie la condition 7.4.1.

La fonction d’autocorrélation et d’autocorrélation conjuguée du processus e(n) sont définies
respectivement par Re(n,7) = Ele(n + 7)e*(n)] et Ry (n,7) = Ele(n + 7)e(n)]. Il est facile de
montrer que

Re(n,7) = Re(7) et Rgw (n,7) = RG22 ™04 V) (7)elin2aon,

e(c)
Par conséquent, le processus e(n) est stationnaire par rapport a sa fonction d’autocorrélation.
En revanche e(n) est cyclostationnaire par rapport a sa fonction d’autocorrélation conjuguée avec
pour unique fréquence cyclique (2ap mod 1). Le bruit e(n) vérifie donc les propriétés nécessaires a
I’application des résultats obtenus au chapitre précédent.

De ce fait, nous pouvons énoncer le théoréme suivant.
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Théoréme 8.2.1 L’estimée de la fréquence cyclique oy obtenue par la maximisation du critére
JIn,w (@) converge de la maniére suivante :

N(anw —ap) 250 quand N — oo

N%(dN,W - ) i)/\/(0,'yW), quand N — oo

La consistance et la normalité asymptotique de Iestimateur &y w sont donc établies. La vitesse
de convergence est en N3/2. La covariance asymptotique 4y s’obtient facilement en substituant

dans V'expression (7.37), le vecteur des cyclocorrélations r(ao) par le vecteur des cyclocorrélations

. P (ao) .
conjuguées r, .y’ Ainsi

3 .
W= (RQ?S) wR;‘E‘BQ) R;‘zfg WGWR;‘E‘B)) (R<c(z3)> WR%)) (8.10)
avec
(?Co)) w0 T, _Fgc)
R;?f)) N (ao) W= [ 0o W ] e o =
Ty —TI. T,
o (@) _ (a0)yal@0) _ - (@0)y
. o N N
o= Jim NE[(0) —r{f) e, — )]
et

L = lim NE[@ERe) — i) @ —riee)’]

W et G n’ayant pas la méme structure, la covariance yy n’est de nouveau pas optimalement
pondérable. Par analogie avec le chapitre précédent, il est vain de croire qu'une prise en compte
dans le critére du complexe conjugué des cyclocorrélations conjuguées permettrait de pondérer
optimalement la covariance asymptotique résultante.

Nous souhaitons obtenir une expression plus explicite de la covariance asymptotique vy . Pour
ceci, nous démontrons, en Annexe E.1, le lemme suivant qui exprime les matrices I'; et F(c)
fonction du filtre h(z).

Lemme 8.2.1 Nous avons

L.

1
/ Sy(GQin)Sy(672i1r(f7a0))d,r(e2i7rf)‘d,r(62i7rf)*df
0
1
+ / Sy(eQi”f)Sy(e_2i”(f_a°))d~r(62i”f.)dT(eZi”(f_ao))*df
0

1 1
+ Ii/ h(e2i7rf)h(e—2i7rf)dT(e2i7r(f+70))df_/ h(eziwf)*_h(e—2i7rf)*_dT(eziw(f—i-To))*df
0 0

re = / S(ao) 2in f S(ao)( —2in(f— ao)) (2i7rf)dT(e—2i7r(f—ao))Tdf

c y(e)

y(©

+ / S(ao)( Zzwf)s(ao)( —2in(f— ao)) ( 2i7rf)dT(e2i7rf)Tdf
1

+ / h 2z7rf —Zzwf)d (2i7r(f+a7°))df‘/ h(e2iwf)h(e—2i7rf)dT(62i7r(f+°‘2—0))Tdf
0

avec k = cumy(Sy, Sn, S5, 55) le kurtosis de la source et &' = cumy(sp, Sn, Sn, Sn)-
Sy (€2 F) = h(e2im(I="3)) h(e2im(/=2))* 1 S, (e*"F) correspond au spectre construit o partir de la
fonction d’autocorrélation de y(n).

S;?O))( 2inf) = p(e2im(f=F) (e~ 2m(F =) correspond au cyclospectre associé o la fréquence cy-

cliqgue ag de la fonction de corrélation conjuguée de y(n).
Nous rappelons que dy (e%™F) = [e72im TS ¥mTfT,
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Dans le chapitre consacré & ’estimation de la période-symbole, nous avons montré que, lorsque la
matrice de pondération était égale a ’identité et en I’absence de bruit, la covariance asymptotique
s’annulait pour peu que le nombre Y de corrélations considérées était supérieur ou égal au degré
du filtre h(z). Dans le paragraphe suivant, nous montrons qu’il existe un résultat analogue pour
peu que la source soit & valeurs réelles.

8.3 Influence du nombre de corrélations considérées

Nous supposons dans ce paragraphe que la source émise {s, } nez est & valeurs réelles. Lorsque la
matrice de pondération W est égale a I’identité Iday 41, ’équation (8.10) se simplifie et la covariance
asymptotique Yr4,y,,, que nous notons dorénavant -y, se met alors sous la forme
y= 3 Rg(,c(lc[])) GR;?S))

Considérons le cas non bruité. Nous notons par M, le degré du filtre h(z). Le lemme sui-
vant, démontré en Annexe E.2, permet d’analyser I'influence du paramétre T sur les performances
asymptotiques de ’estimation.

Lemme 8.3.1 Sila source émise {s}nez est & valeurs réelles et si T > M, la covariance asymp-
totique v est nulle en l’absence de bruit.

Si h(z) = 1, c’est-a-dire M = 0, examinons le critére Jy, 74,y (@) avec ¥ = M = 0. Nous avons
| N 2

2 2im(ao—
INn, 14, (@) = N Z speim(eo=ain

n=0

Les termes s2 étant positifs, Jy 14, (@) est maximisé par ag quelque soit N > 1. L’estimateur
Gn, 14, est donc déterministe, ce qui implique que la covariance asymptotique est nulle.

Si h(z) # 1, la prise en compte de M cyclocorrélations conjuguées permet d’annuler de nouveau
la covariance asymptotique. Néanmoins I'estimateur &y,rd,,,,, n'est pas déterministe. En effet,
quel que soit N > 1, la dérivée premiére du critére Jn rd,,,.,, () par rapport a la variable a au
point ag n’est pas nulle. De ce fait, 'estimateur étudié du résidu de porteuse n’a pas exactement
le méme comportement asymptotique suivant la présence ou ’absence de filtrage. Cependant, le
lemme 8.3.1 montre que les performances obtenues en présence d’un filtrage s’approchent des
performances obtenues en I’absence de filtrage dés qu’un nombre suffisant de cyclocorrélations sont
prises en compte.

Considérons maintenant le cas bruité. Nous rappelons que le bruit w(n) est gaussien. Sa densité
spectrale de puissance s’écrit alors sous la forme Sy, (e%™/) = 02|g(e*"¥)|?, avec o la variance du
bruit et g(z) un filtre de norme unitaire. Nous obtenons I’expression suivante pour ~.

Lemme 8.3.2 En présence de bruit, si Y > M, nous avons

_30°Qi+0'Qs
T w? Qs

avec
1
Q= [ (lo(m im0 EN P + g(em I (em =) ) IS e Py

2

1 1
Qo= [ @ gl PISE R e Qu= ([ I ey
0

Dans le cadre de 'estimation de la fréquence d’une sinusoide noyée dans un bruit multiplicatif, de
nombreux travaux ont été effectuées ([34], [4], [32]). Dans ce contexte, ’expression suivante de ~y



96 Estimation du résidu de porteuse

a été obtenue lorsque le bruit multiplicatif est blanc et & valeurs réelles (c’est-a-dire, h(z) = 1 et
M = 0) et le bruit additif blanc (c’est-a-dire g(z) = 1)

6 (>, 14
’y=§<a +§0). (8.11)

Le lemme 8.3.2 généralise donc cette expression obtenue par [34], [4] et [32] & un contexte de bruits
multiplicatif et additif colorés.

8.4 Illustrations numériques

Dans ce paragraphe, nous évaluons numériquement la covariance asymptotique v afin de montrer
I'influence respective du paramétre T et du filtre h(z).

La fréquence cyclique aq est choisie, de maniére arbitraire : g = 1/4. Les performances évoluant
peu en fonction de ce paramétre, le choix réalisé n’est pas déterminant. De plus le filtre h(z) fini
est le résultat de la convolution d’un filtre de mise en forme en racine de cosinus surélevé de facteur
d’excés de bande p = 0,2, et d’un canal de propagation dont les atténuations et les retards ont été
tirés aléatoirement. De ce fait le filtre h(z) est de degré M = 15.

Examinons les performances d’estimation en fonction du paramétre Y. Dans le tableau 8.1, la
covariance asymptotique est donnée pour un certain nombre de Y en 'absence de bruit.

0 6 12 18
hz)#1 |15 [100F 1078 ] 0
=110 0 0 0

Tableau 8.1 — v en fonction de Y en I’absence de bruit

Ce tableau confirme 1’étude analytique faite en 1’absence de bruit. Lorsque h(z) = 1, le nombre
de retards considérés n’influence pas les performances et la covariance est nulle. En présence d’un
filtre h(z), les performances s’améliorent grandement pour peu que le nombre T de cyclocorrélations
considérées soit suffisamment grand. Le systéme sans filtrage est méme égalé si T est égal au degré
du filtre.

Considérons maintenant le cas bruité. Le bruit additif w(n) considéré est blanc et le Rapport
Signal & Bruit (RSB) est fixé, par défaut, & 20dB.

-2

Presence d'un filtre h(z2) ——
Absence de flire (h(2)=1) X
-4

-6

\
-8
-10
12
-14 \
b
-18 \

-20

Valeur de Ia covariance asymptotique (en dg)

22

24

0 5 10 15 20
T (RSB=20dB)

Figure 8.1 — v (en dB) en fonction de Y en présence de bruit (RSB= 20dB)

Gréce a la figure 8.1, nous remarquons que les performances entre les systémes avec ou sans
filtrage tendent & se rapprocher dés que le nombre Y de cyclocorrélations considérées s’éléve.
Néanmoins les covariances asymptotiques ne sont pas égales méme pour ¥ = M.

Analysons également les performances d’estimation en fonction du Rapport Signal & Bruit. Sur
la figure 8.2, nous avons tracé la covariance asymptotique pour un certain nombre de Rapports
Signal & Bruit dans différentes configurations.
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T T T T

Presence d un filtre h(z) (T=0) -+

Presence d un filtre h(z) (T=M) —=—
Absence de filtre ---x---

Valeur de Ia covariance asymptotique (en dB)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
RSB

Figure 8.2 — v (en dB) en fonction du RSB

Quand T < M, les performances d’estimation stagnent dés que le Rapport Signal & Bruit
dépasse une certaine borne. Ceci s’explique par le fait qu’il existe un terme résiduel indépendant du
bruit dans ’expression de la covariance asymptotique. Lorsque T = M, ce terme résiduel disparait
et les performances d’estimation décroissent proportionnellement suivant le Rapport Signal & Bruit
et sont proches des performances obtenues en ’absence de filtrage (h(z) = 1).

La présence du filtre h(z) dans le modéle (8.3), ne dégrade donc pas les performances d’esti-
mation pour peu que le nombre de cyclocorrélations considérées par le critére soit suffisamment
grand. Ceci confirme 1’étude théorique du paragraphe 8.3.

Nous confirmons maintenant les courbes numériques théoriques obtenues par des simulations
numériques pratiques.

Sur la figure 8.3 sont tracées les racines carrées des erreurs quadratiques moyennes théoriques et
empiriques de lestimateur de la fréquence cyclique ag lorsque le nombre d’échantillons disponibles
est de N = 200. De plus ag est fixé & 1/4. L’intervalle de recherche considéré est le suivant
[ao —1/200, ap + 1/200]. L’estimateur est obtenu en maximisant la fonction de cott sur une grille
discréte de pas 106 par recherche exhaustive. Nous avons réalisé 200 fois 1’algorithme d’estimation
en modifiant le filtre & chaque réalisation.

Racine carree de | erreur quadratique moyenne (en dB)
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Figure 8.3 — Erreur moyenne théorique (o) et pratique (x) en fonction du RSB

Nous remarquons que ’analyse asymptotique est confirmée par les courbes pratiques. L’écart
entre les courbes théoriques et pratiques provient certainement du fait que nous n’avons que 200
échantillons de disponibles pour estimer «y.

8.5 Conclusion

Notre apport vis-a-vis de la littérature déja existante sur ’estimation d’un résidu de porteuse
d’un signal non circulaire ([37], [60]) est double. D’une part, I’estimation du résidu de porteuse est
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effectuée & partir du signal regu non égalisé. Ceci nous conduit & introduire un estimateur basé sur
la, maximisation d’une somme de cyclocorrélations conjuguées et non pas d’une unique cyclocor-
rélation conjuguée. D’autre part, nous analysons rigoureusement les performances asymptotiques
de D’estimateur introduit. En effet nous en établissons la consistance, la normalité asymptotique.
Nous montrons que la vitesse de convergence est en N3/2, avec N le nombre d’observations dis-
ponibles. Nous obtenons également une forme analytique simple et interprétable de la covariance
asymptotique. Les articles ayant trait & ’étude asymptotique de tels estimateurs ([34], [4], [32]) se
limitent au calcul de la covariance asymptotique.

De cette étude, il ressort tant analytiquement que numériquement que le fait que le signal recu
ne soit pas égalisé au préalable n’altére pas les performances d’estimation du résidu de porteuse,
pour peu que le nombre de cyclocorrélations conjuguées considérées dans le critére soit supérieur
ou égal a la longueur de la mémoire du signal regu.



Chapitre 9

Conclusion générale et Perspectives

Nous nous sommes penchés de maniére attentive sur deux grands aspects liés & aux transmissions
numériques monoporteuse et mono-utilisateur en milieu non-coopératif.

D’une part, nous avons analysé les performances des algorithmes au second ordre d’identification
aveugle du canal en présence de signaux a bande limitée en supposant connue un certain nombre
de paramétres importants tels que la période-symbole et le résidu de porteuse. D’autre part, nous
avons conduit une étude asymptotique d’estimateurs de la période-symbole et du résidu de porteuse
basés sur des propriétés de cyclostationnarité des signaux & bande limitée regus.

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons commencé par analyser, en profondeur, les
conséquences du caractére bande limitée des signaux traités sur la méthode sous-espace qui est 'une
des méthodes les plus prometteuses d’identification aveugle au second ordre. Le filtre estimé pro-
vient de la minimisation d’une forme quadratique. Cette forme quadratique est mal conditionnée et
posséde un noyau numérique plus étendu que son noyau exact. Nous avons établi que certains vec-
teurs, appelés « suites sphéroidales », appartiennent au noyau numérique. Leur présence perturbe
notablement l'identification du filtre car le filtre estimé est une combinaison linéaire du vecteur
cherché et de ces suites sphéroidales.

Nous avons également montré que 'apport d’une connaissance a priori supplémentaire sur le
filtre (décomposition en un filtre de mise en forme connu et en un canal de propagation inconnu)
n’améliore pas trés sensiblement ce type de méthodes, & de rares exceptions prés.

L’étude des performances asymptotiques de la meilleure méthode d’identification aveugle au
second ordre (I’ajustement de covariance optimalement pondéré) a été également effectuée. Bien que
les performances théoriques de cette méthode soient encourageantes, des limitations algorithmiques
rendent les performances pratiques d’une telle méthode extrémement mauvaises et empéchent ainsi
d’identifier convenablement le filtre. De plus dans [51], il est montré que les performances théoriques
de cette méthode optimale du second ordre sont bien moins bonnes que les performances pratiques
de techniques classiques aux ordres supérieurs.

Dans un cadre naturellement coopératif, il est possible d’améliorer les performances d’algo-
rithmes basés sur les statistiques du second ordre du signal regu en modifiant les statistiques
cycliques émises. On parle alors de « cyclostationnarité induite & I’émetteur ». Nous nous sommes
attardés sur deux schémas introduisant de la cyclostationnarité & I’émetteur : ’insertion de zéros et
la répétition/modulation. Des algorithmes d’identification de type sous-espace peuvent s’associer
a ces schémas. Nous avons analysé les conséquences du caractére bande limitée des signaux recus
sur ces méthodes sous-espace, de nouveau par le biais des suites sphéroidales. Nous montrons que
ces algorithmes conduisent généralement & des estimateurs corrects et fiables du filtre.

Dans la seconde partie, nous avons d’abord étudié les performances asymptotiques d’un esti-
mateur de la période symbole basé sur des sommes pondérées de cyclocorrélations du signal recu.
Cet estimateur est également ’estimateur classique de la fréquence d’une sinusoide corrompue par
un bruit additif, obtenu par maximisation de périodogramme empirique. Ce dernier estimateur a
donné lieu & de nombreux travaux. Néanmoins nous nous situons dans un cadre inédit. En effet,
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dans notre contexte, le bruit additif est cyclostationnaire, le processus vectoriel et le périodo-
gramme pondéré. Les contributions antérieures se cantonnent au cas simple d’un bruit stationnaire
et d’un processus scalaire. Quelques extensions de ces travaux au cas de bruits cyclostationnaires
particuliers ont été effectuées. La démarche introduite dans ces travaux, qui consiste & analyser
un estimateur provenant d’un critére auxiliaire équivalent, n’est pas applicable & notre contexte
en raison de la présence d’un périodogramme pondéré. Par conséquent, nous avons mené ’étude
asymptotique en développant une analyse directement basée sur le périodogramme pondéré. Cette
démarche s’avére efficace. Elle permet d’établir la consistance et la normalité asymptotique. Nous
montrons que la vitesse de convergence est en N3/2, avec N le nombre d’échantillons disponibles.
Nous obtenons également une forme analytique interprétable de la covariance asymptotique.

Nous avons ensuite étudié les performances asymptotiques d’un estimateur du résidu de porteuse
basé sur les cyclocorrélations conjuguées du signal recu lorsque la modulation utilisée & I’émission
est non circulaire. Ce type d’estimateur peut étre vu comme un estimateur de la fréquence d’une
sinusoide corrompue par un bruit multiplicatif et additif et également comme l’estimateur de la
fréquence d’une sinusoide vectorielle noyée dans un bruit additif cyclostationnaire obtenu par la
maximisation du périodogramme empirique. Par conséquent I’étude asymptotique de cet estimateur
du résidu de porteuse se déduit des travaux consacrés a ’estimation de la période-symbole. A partir
de ’expression de la covariance asymptotique ainsi obtenue, nous avons montré que ’estimateur
étudié et lestimateur classique basé sur le signal égalisé offrent des performances comparables
lorsque les symboles émis sont & valeurs réelles et pour peu que le nombre de cyclocorrélations
conjuguées considérées soit supérieur ou égal 4 la longueur du filtre.

Les résultats obtenus sur ’estimation du résidu de porteuse permettent d’envisager un certain
nombre de perspectives.

Il conviendrait d’abord d’achever complétement I’étude du probléme plus vaste de ’estimation
de la fréquence d’une sinusoide corrompue par un bruit multiplicatif et additif. En effet dans
la partie de cette thése consacrée & l'estimation du résidu de porteuse, ’étude a été effectuée
uniquement lorsque le bruit multiplicatif provient d’un filtrage d’un processus de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées.

Nous nous sommes de plus cantonnés & 1’étude de I’estimation du résidu de porteuse dans le
cadre d’une communication monoporteuse et sans prétraitement au niveau de I’émetteur. Cepen-
dant la plupart des systémes futurs de transmission numérique vont faire intervenir des communica-
tions soit multiporteuses (OFDM), soit multi-utilisateurs (CDMA). 1l serait intéressant de se placer
d’emblée dans le cadre unifié classique englobant ces deux systémes de communication ([59]). Ce
cadre correspond & celui des systémes de transmission munis de précodeurs & ’émetteur et contient
également la technique de cyclostationnarité induite a I’émetteur (TIC). Dans ce dernier contexte,
[60] a déja effectué 1’étude asymptotique de lestimateur du résidu de porteuse, lorsque les sources
sont non circulaires, pour une cyclostationnarité induite & ’émetteur trés particuliére qu’est la
modulation des symboles (cf. chapitre 6). Tous ces systémes (OFDM, CDMA, TIC) conduisent &
émettre une suite de pseudo-symboles cyclostationnaires en lieu et place de la suite initiale sta-
tionnaire des symboles. En réception, lorsque les symboles émis sont non circulaires, le résidu de
porteuse peut étre interprété comme la fréquence d’une sinusoide corrompue par un bruit multi-
plicatif non circulaire cyclostationnaire et un bruit additif stationnaire. En supposant connues les
fréquences cycliques du bruit multiplicatif, il est clair que la démarche développée au cours de la
seconde partie de cette thése doit pouvoir se prolonger naturellement dans ce cadre plus général.

Dans le cadre de lestimation de la période-symbole, de nombreuses questions subsistent. En
particulier, il serait intéressant de comparer la méthode d’estimation étudiée avec la borne de
Cramer-Rao afin de mesurer le taux d’efficacité de cette méthode. Le calcul de cette borne n’a ap-
paremment jamais fait ’objet de publications. S’y pencher semble un probléme pertinent mais assez
délicat étant donné que son obtention reléve du cadre difficile de I’estimation semi-paramétrique
du fait de la méconnaissance de la fonction & temps continu h,(t).
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Annexe A

Annexe relative a la Méthode
sous-espace

A.1 Preuve du théoréme 3.1.1 par la théorie des modules

Nous nous concentrons 4 démontrer par une nouvelle voie le théoréme 3.1.1 d’identifiabilité. Une
question légitime se pose : pourquoi se lancer dans une nouvelle démonstration, alors qu'une dé-
monstration rigoureuse ([2]) existe déja ? Pour tenter de nous justifier, rappelons quelques éléments
de la démonstration présente dans [2].

Cette démonstration utilise les espaces rationnels, c’est-a-dire, I’espace vectoriel des matrices
dont les composantes sont des fractions rationnelles. Néanmoins, étant donné toutes les équations
introduites précédemment, il apparait clairement que nous ne manipulons comme objet mathéma-
tique que des vecteurs ou matrices de polynémes que nous appelons aussi des polynémes vectoriels
ou matriciels. Malheureusement cet ensemble des polynémes vectoriels n’offre pas de propriétés
algébriques sympathiques. En effet ce n’est pas un espace vectoriel puisque ’ensemble des poly-
nomes scalaires n’est qu’un anneau. L’idée a consisté & plonger ’ensemble des polyndémes vectoriels
dans un espace vectoriel. Pour batir cet espace vectoriel, il suffit de remarquer que ’ensemble des
fractions rationnelles scalaires est le plus petit surcorps de l’ensemble des polynémes scalaires.
Ainsi le plus petit espace vectoriel contenant 'ensemble des matrices de polynémes est I’ensemble
des matrices dont les entrées appartiennent au plus petit surcorps de ’ensemble des polynémes
scalaires. C’est donc I’ensemble des matrices de fractions rationnelles, c’est-a-dire, les espaces ra-
tionnels. C’est pourquoi il a été assez naturel d’introduire, comme le fait [2], les espaces rationnels
pour démontrer le théoréme d’identifiabilité.

En fait, ’ensemble des polynémes matriciels posséde bien une structure algébrique. Cette struc-
ture algébrique s’appelle un module. Elle est certes nettement moins répandue que I’espace vectoriel
et leur manipulation est moins conviviale. Mais elle a ’avantage non négligeable de ne pas intro-
duire des éléments, comme les fractions rationnelles au sens strict, qui n’interviennent pas dans
ce probléme d’identification. De plus, depuis quelques années, notamment par 1’utilisation de I’al-
gébre différentielle, les modules prennent de plus en plus d’importance dans I’étude des systémes,
en particulier, en automatique. La théorie des modules permet également de caractériser simple-
ment des conditions d’observabilité ou de commandabilité des systémes, toujours en automatique
([58]). D’ailleurs c’est & partir des travaux en automatique de [58] et en collaboration avec son
auteur, que nous avons développé cette nouvelle démonstration de l'identifiabilité de la méthode
sous-espace par la théorie des modules.

Comme toute cette thése ne fait intervenir que des schémas mono-utilisateur et mono-émetteur,
pour ne pas alourdir notre propos, nous ne nous attardons, dans ce paragraphe, que sur la démons-
tration de l'identifiabilité de la méthode sous espace, lorsque le systéme ne comporte qu’une seule
source. Cependant ’extension des théorémes connus pour un cas & p sources est automatique. De
méme nous supposons avoir suréchantillonné le signal analogique re¢u d’un facteur 2, bien que la
gestion du cas d’un facteur ¢ > 2 dans la preuve qui suit, découle de source.

Enfin nous considérons avoir surdéterminé le degré M’ du filtre vectoriel H(z). Soit M’ cette
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estimation du degré du filtre. Nous avons M'> M.

Avant de fournir quelques éléments de la théorie des modules, nous procédons & une reformula-
tion du probléme identification afin de séparer convenablement ses éléments connus et recherchés.

Tout d’abord, nous considérons connaitre parfaitement les statistiques qui rentrent en ligne de
compte dans la méthode sous-espace. De plus nous étudions le systéme sans bruit.

Dans ce cadre, nous avons seulement la connaissance de la matrice d’autocorrélation Ry (h),
avec N > M'. Cette matrice n’est pas de rang plein, ¢’est pourquoi nous pouvons définir le noyau
a gauche de Ry(h), noté Kery,(Rn(h)). Soit g = [go,--,8n] un vecteur ligne, dont les blocs gi
sont de taille 1 x 2, appartenant & Kery(Ry(h)). Il est facile de vérifier que

G(2)H(z)=0
avec G(z) = Eg:o gr2~*. Nous notons par CP4[2], ’'ensemble des polynémes matriciels en 27! &

valeurs complexes de taille p x ¢ et par CRi?[2] sa restriction aux polynomes de degré inférieur ou
égal & N. La connaissance de Ry (h) permet de connaitre parfaitement I’ensemble

By ={G() e Cy’[s] | G(2)H(z) =0}

Le but de la méthode sous-espace est de trouver les filtres F(z) de taille 2 x 1 et de degré M’ tel
que, pour tout G(z) appartenant a By, ils vérifient G(z)F(z) = 0. Les filtres appartenant au noyau
de @ décrivent une certaine forme d’orthogonal de By.

Maintenant, il convient de décrire les éléments importants de la théorie des modules ([5],[56]).
Un module est défini de la maniére suivante.

Définition A.1.1 (module) Soit A un anneau. Un A-module M est un groupe (additif) com-
mutatif muni d’une loi externe A x M — M, (a,m) — am telle que :

- a{(m+n) =am + an et (a +b)m = am + bm (distributivité)

- a(bm) = (ab)m (associativité)

— 1m = m (existence d’un élément neutre)
En fait il existe une analogie forte entre les modules et les espaces vectoriels puisque un espace
vectoriel est rigoureusement défini de la méme maniére, & la seule différence que I’anneau de base
A est un corps. Dans notre cas, ’anneau A est C'*1[2] et posséde quelques propriétés spécifiques
capitales. Il est intégre, principal et noethérien (toute suite croissante d’idéaux est stationnaire).

Pour continuer, il est nécessaire d’introduire un certain nombre de définitions qui ressemblent
étrangement 3 celles que ’on rencontre lors de ’étude des espaces vectoriels.

Définition A.1.2 (famille libre) La famille d’éléments {e;}icz d’un A-module M est dite libre
si la combinaison linéaire
Al = M, {ai}iez = Zaiei
=
est injective.

Définition A.1.3 (module libre) Un A-module M est libre s’il existe une famille libre d’élé-
ments {e;}icz de M telle que, tout élément m € M s’écrit de fagon unique

m = E a;€;
i

ot tous les a; € A sauf au plus un nombre fini sont nuls. Une telle famille est dite base du A-module
M. Et M est isomorphe a AL.

De plus, nous appelons module de type fini, un module engendré par un nombre fini d’éléments.
Si ce module de type fini est libre, alors toute base posséde le méme nombre d’éléments et ce
cardinal est appelé rang du module. En fait le rang d’un module est une notion beaucoup plus
faible. En effet un module de type fini posséde toujours un rang et pas forcément une base, car le
rang d’'un A-module M est défini par rapport la dimension de ’espace vectoriel construit & partir
de M sur le corps des fractions de ’anneau A et non par rapport & une quelconque taille d’une
famille génératrice. Nous voyons apparaitre ici une différence fondamentale entre module et espace
vectoriel au niveau de 'existence d’une base pour des ensembles de type fini.
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Considérons ’ensemble
B={G(z) e C"**[z] | G(2)H(z) =0}

Cet ensemble B est un sous module du module libre de type fini C'*2[2]. Donc il est libre et
de type fini, car ’anneau de départ est principal. Comme C!*?[z] est de rang 2, B ne peut étre
que de rang inférieur, ainsi B est de rang 1. De plus un polyndéme vectoriel est dit irréductible, si
et seulement si ses composantes, qui sont des polynémes scalaires n’ont pas de racine commune,
c’est-a-dire, s’ils sont premiers entre eux. Ainsi nous nous apercevons que tout polyndme vectoriel,
et en particulier le polynome & identifier H(2), se décompose de la maniére suivante r(2)H;,.-(2),
avec r(z), un polynome scalaire et H;..(z) un polynéme irréductible que nous appellerons partie
irréductible de H(z) et dont nous noterons M}, son degré inférieur ou égal & M'. Ainsi H(z), le
filtre & identifier, vérifie la condition d’identifiabilité définie dans le théoréme 3.1.1, si et seulement
il est égal a sa partie irréductible.

Soit Hirp(2) = [hirr,1(2), hirr,2(2)]T. Considérons G1(2) = [—hirr2(2), hirr1(2)]- G1(2) engendre
B, du fait que hjrr1(2) et hipr2(2) n’ont pas de racine commune. De plus, comme N > M' > M.,
G1(z) appartient & By, ce qui implique que

vect(Bn) = B
De plus si nous définissons ’ensemble
Birr ={G(2) € C"**[2] | G(2)Hirr(2) =0}
Etant donné la base de B, il est clair que
Birr =B

Grace & ces deux derniéres égalités, nous obtenons que la connaissance de By implique celle de B
et donc de Bj,. Ainsi le but de la méthode sous-espace est de trouver les filtres F'(2) de taille 2 x 1
et de degré M' appartenant a 'orthogonal de B;,.,. Notre axe de démonstration est de caractériser
la forme de Bj.,.

Pour ceci, nous devons introduire quelques éléments d’algébre homologique ([5],[56]), qui cor-
respond & I’étude des liens entre homomorphismes de module, qui sont définis de la méme maniére
que des homomorphismes d’espace vectoriel, ¢’est-a-dire que des applications linéaires.

La notion essentielle est celle des suites dites exactes.

Définition A.1.4 (suite exacte) Soient f : M1 — M et g: M — My des homomorphismes de
A-modules.
Si Im(f) C Ker(g), nous disons que

est un complexe de A-modules.
De plus si Im(f) = Ker(g), alors ce complexe est une suite exacte.

Nous pouvons démontrer trés facilement que le complexe 0 — M; EN M est une suite exacte si et
seulement si f est injective. De la méme maniére le complexe M % M, — 0 est une suite exacte
si et seulement si g est surjective. De plus

0 Ker(f) & My 5 M 5 Coker(f) — 0 (A1)

est toujours une suite exacte, avec ¢ et m respectivement l'injection et la surjection canonique.
Considérons ’homomorphisme de modules suivant

‘ (C1><2[ ] N ([j[ ]
-HiTT { G(z) Dz—> G(Z)-,;{irr(z)

Par simple application de lexactitude de la suite (A.1), en remplacant f par I’homomorphisme
(-H;r), nous obtenons que la suite suivante

0 = Ker(Hipy) 5 C*2[2] 2~ € %1 [2] 5 Coker(.Hipy) — 0
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est exacte. Comme par construction B, = K er(.HiTT) nous avons que
0 = Bipr - C2[2] 57 €% [2] 5 Coker(.H;y,) — 0

est naturellement une suite exacte. De plus comme B;, est un module unidimensionnel et libre, il
est isomorphe & C*![2] et il existe un homomorphisme de modules (.F) tel que la suite

0 = CX1[2] 5 C¥2[e] “T7 CX1[o] 5 Coker(.Hirr) = 0 (A.2)

reste exacte. De ce fait, en utilisant la propriété d’exactitude de cette précédente suite, nous obte-
nons que
Im(.F) = Ker(.H;)

ce qui donne que
Bivr = Ker(.Hy) = Im(.F)

Tl est bien connu que lorsque (.G) est une application linéaire d’espace vectoriel alors ’orthogonal du
noyau de (.G) est identique & I’image de Papplication transposé noté (.G)T qui est, dans notre cas
équivalent & (G.). Si nous avions affaire 4 un espace vectoriel, nous aurions B;.,, = Ker(.Him )t =
Im(H;...), et la démonstration toucherait & sa fin, puisque I'orthogonal de By, serait caractérisé.
Malheureusement pour un homomorphisme de module, la propriété (Ker(.Hiyr)" = Im(H;yp.))
n’est pas automatique. En effet, si pour toute application linéaire ou homomorphisme de modules
(.G), nous avions Ker(.G)t = Im(G.), alors du fait que B et Bj., sont égaux, nous aurions
que Im(H.) = Im(H;.). Or il est facile de constater que ces deux images ne sont pas égales si
H(z) # H;.-(2), hypothése que nous admettons pour l'instant. Donc il n’y a a priori aucune raison
que B+ = Im(H;,,.). Ainsi pour caractériser ’orthogonal de B en fonction de H(z), du fait de la
structure en modules des ensembles considérés, une étape supplémentaire est nécessaire.
Appliquons le principe de exactitude de la suite (A.1) sur ’homomorphisme (.F). La suite

0— Ker(.F) 5 C'¥1[z] 5 C1*2[2] 5 Coker(.F) — 0 (A.3)
est alors exacte. En combinant ’exactitude des suites (A.2) et (A.3), il résulte que la suite suivante
0 — C*[2] B C*2[2] 5 Coker(.F) — 0 (A.4)

est exacte.

Pour la suite nous avons besoin de définir le A-module dual de M, noté MP qui est le module
des homomorphismes de M & valeurs dans A. 1l est facile de vérifier que le module dual de CP*9[z],
noté (CP*4[2])P est isomorphe & C?*P[z]. De plus & tout complexe

Crx1 [Z] _F> %2 [Z] -EE)M C1x1 [Z]
nous pouvons associer un complexe dual, qui correspond en fait classiquement & une simple trans-
position des matrices polynoémiales, et qui s’écrira de la maniére suivante.
(C2)? = ] "5 (2 [2])P = €[] 5 (Cle])” = ]

avec

a(z) = Hirp(2)a(2)

Un lemme trés important, dont nous donnons une version simplifiée, existe pour les propriétés
d’exactitude d’un complexe dual, lorsque le complexe de départ est une suite exacte. Il s’énonce de
la maniére suivante

Lemme A.1.1 Soient CP*7 [z], CP*% 2] et CP*9[z] des C[z]-modules. Si la suite

i { I 2O

0 — CP¥a[z] B OP% 02 2] T3 CPX%[2] 0
est exacte, alors le complexe suivant
0 — CB¥P[z] B ¢ ¥P[z] Ty co P[]

est exact.
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Soit M un A-module. M, un sous-module de M. Le dual du module quotient de M par M est
égal 'orthogonal de M, ([5]), c’est-a-dire,

(M/M,)? = My
Comme Coker(.F) = C**2[z]/Im(.F), nous avons que

Coker(.F)P = ((CIXQ[Z]/Im(.F)))D =Im(.F)* = B;

T

De plus comme la suite (A.4) est exacte, par propriété de dualité énoncée au lemme A.1.1, nous

avons que

0 — Coker(.F)? & €21 [] 5 CJ]

est une suite exacte, ce qui implique que

Coker(.F)P = Ker(F.)

Donc
Bi.,. = Coker(.F)? = Ker(F.)

rr

Ainsi nous avons une premiére caractérisation de 'orthogonal de B;... Il convient maintenant de
caractériser Ker(F.).
Considérons la suite exacte (A.2). Nous avons

COk’eT’(.Hirr) = (C[Z]/Im(Hz’rr)

Comme H;..(z) est irréductible, en appliquant ’identité de Bezout, il existe g1(z) et g2(z) deux
polynomes scalaires tels que, en posant G(z) = [g1(2), g2(2)], nous avons

1 = G(2)Hirr(2)

alors tout élément de C[z] appartient & Im(.H;..), ce qui implique que Coker(.H;,,) est le module
nul. Ainsi la suite exacte (A.2) se réécrit de la maniére suivante

0 = C'[2] 5 C¥2[] 57 C 1 [2] - 0 (A.5)

En appliquant le lemme sur la dualité, nous conservons la propriété d’exactitude pour le complexe
suivant qui vaut

0— C1 2] iy 212 5 %1 2] (A.6)

ce qui implique que
Im(H;p.) = Ker(F.)
Donc nous avons
Bz'L,,.,,. = KGT(F.) = Im(Hi'rr-)
ce qui veut dire que
By, = {Hirr(2)9(2) | g(2) € Cz]}

Du fait que la méthode sous-espace va rechercher dans cet ensemble tous les filtres de degré M’ , le
noyau de la forme quadratique @) est engendré par les filtres vectoriels suivants

{Hirr(9(z) | 9(2) € Cypo_pgy 121}
Quand le filtre est irréductible, le noyau de la forme quadratique () se réduit & l’ensemble

{H(2)9(2) | 9(2) € Cypn _ppl2]}

ce qui finit de démontrer le théoréme lié & ’identifiabilité.

Naturellement, lorsque Pirréductibilité de H (z) n’est plus assurée, il est clair que Bi.,. et donc le
noyau de forme quadratique ) posséde plusieurs polyndémes de degré M’ qui n’ont aucun rapport
avec H(z) ce qui empéche l'identifiabilité.



108 Annexe relative a la Méthode sous-espace

La démonstration pour ¢ > 2 se déroule d’une maniére totalement analogue et lorsque que
p > 1, la démonstration utilise des arguments similaires, ce qui permet une extension simple du
théoréme 3.1.1.

La théorie des modules est donc appropriée & ce genre d’étude. Il faut reconnaitre cependant
que la grande difficulté est de maitriser cette théorie. Néanmoins elle offre un certain nombre
d’avantages, en particulier elle permet des démonstrations faciles et 1égéres d’un certain nombre de
théorémes de base pour des méthodes de type sous-espace. Maintenant il conviendrait d’étendre
son application & des problémes plus complexes tels que les théorémes d’identification pour des
systémes CDMA ([47]) ou & Cyclostationnarité induite & I’émetteur (TIC) qui utilisent des mé-
thodes sous-espace d’identification des canaux. L’adaptation de la théorie des modules & ce genre
de problématiques semble réaliste et certainement prometteuse dans ’avenir. O

A.2 Preuve du lemme 3.7.1
D’aprés (3.2), nous savons que
£ Qf = [T (£ (A7)

Nous appelons E(z) = lIx(z)F(z), le polynome matriciel de degré (N +M') et de taille 2(N +1) x 1.
Ce polyndéme se décompose de la maniére suivante.

N+M'

k=0
Grace a la structure Toeplitz de la matrice Ty (f), il est alors facile de vérifier que
ONTn(E) = [(B(2))g > (E(2) ngnr]
En exploitant la forme particuliére de notre norme, nous transformons ’équation (A.7) ainsi :
£ Qf = Trace (Ty (HINIINTN ()
ce qui permet d’affirmer que

N+M'

f*Qf = Trace Z (E(2)); - (E(2))

k=0

Comme les coefficients (E(z)), sont des vecteurs colonnes, les termes (E(z))}, . (E(z)), sont scalaires

ce qui permet d’enlever ’opérateur Trace.

N+M

FOr = 3 (BG);-(EG),

k=
= [ By me@y
)

En utilisant la définition du polynéme E(z), nous obtenons que

1
f*Qf: / F(e2i7rf)*_HN(e2i7rf)*_HN(e2i7rf)F(e2i7rf)df
0

Etant donné les relations entre F(e?"/) et f déja décrites au chapitre 3, nous remarquons que
F( 2mf) (DM ( 217rf)T ® JQ) f

avec Jo définie par I’équation (3.4).
De ce fait, nous obtenons une premiére forme fréquentielle pour () qui est la suivante.

o= (B ) © 1) T (1) () (Dap (7Y © 1)
0
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Considérons trois matrices A, B, C et D de taille compatible. Nous savons que (4 ® B)(C ® D) =
(AC) ® (BD). En utilisant cette propriété, la matrice () se met sous la forme

Q= / 1 (WDM’ (e )T) ® (Jolly (e2™)* Iy (e2™F).15) df
0

En réitérant cette procédure, nous montrons que

1
Q= [ a@y gy
0
avec ) ) )
q(eQzﬂ'f) — DM’ (eQzﬁf)T ® (HN(e2z7rf)J2)

Iy (e%"f) est décomposable de la maniére suivante en fonction de 7y (e?"f), définies respective-
ment par les équations (3.6) et (3.15).
2ir f inf in(f4+1) 1 et
In(e )= [ nn(e?) mn(e ) ] 1 eim(f+1)

DN | =

En introduisons cette derniére expression dans q(e?"f), nous obtenons que

ezﬂ'f

q(esz) DM,(Einf)T@) <[ ,”.N(eiﬂ’f) 7{-N(ei7r(f+1)) ] [ pim(F+1)

)
)

. 1 .. ) ) ) )
q(eti™l) = 5esz (WN(GZ'mf)DM(eQWf)T . ﬂ_N(6211r(f+1/2))DM(€217r(f+1/2))T)

) . . im f
[ an(e™)  mn (e ] (DM'(emf)T ® [ eiﬁ(f+1)

N = DN =

1
1
1
1
1l apparait, aprés quelques manipulations simples, que

Aprés un changement de variable dans I'intégrale, nous avons que

-

Q=2 /0 gty q(eH ) df
ce qui implique en posant
Q1(e3™) = mn (™) Dpr (2T et Qo(e2™) = Qy(27F) — @y (e2T(I+1/2))
que .
0= %/05 Qs (271> Qo (271 ) df

ce qui finit de démontrer le lemme. O
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Annexe B

Annexe relative a I’Ajustement de
covariance

B.1 Preuve du lemme 5.2.1

Nous rappelons que ’estimateur du filtre h(z) provient de la minimisation du critére suivant.

Jrw(f) = HRN,T - RN(f)H2

w
avec R
. RN, Ry (f)
RN,T = _ et RN(f) = .
By T Rn(f)

Ce critére dépendant du vecteur f et de son conjugué, il n’est holomorphe. De ce fait la dérivée
partielle par rapport f n’est pas nulle en tout point. Donc le filtre f qui minimise ce critére se doit
de vérifier les égalités suivantes.

M :0 et M

W =0
i, of

f=hr

avec hy l'estimée du filtre h lorsque T échantillons sont disponibles.
Nous admettons que 'estimée est consistante, c’est-a-dire, que

(IAIT—h)p—b}O quand T — oo

L’abréviation « pb. » désigne une convergence en probabilité. En développant les dérivées du critére
en série de Taylor-Lagrange, autour du point h, pour un T assez grand, nous obtenons que

Wrw()|  _ dIrw(f) 0Tz (£) (b + P &5
of f=hqr of f=h (0f)? f=hr 1 ofof f=hr

Wrw()|  _ MIrw(f) 02 Iz (£) i m + P (h—h)
6f f:flT 6f f—h (6f)2 f=1~1T,2 6f8f f:i:‘T,2

avec hy; et hy; deux vecteurs tels que ||hy; — h|| < ||hy — h| et ||hys — h|| < ||hy — h|. La
nullité des dérivées partielles au point estimé entraine que

hr —h
VT | _ = —A7'Br
hr —h
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avec
%37, w(f) I r,w () 9Jr,w(f)
(€23 P 4 ofof  |p—in af
= — f=h
Ar = > B . et Br=+T
0*Irw (f) 8>3 7w (£) I 1w (£)
Ofof  le—hy , (01)*  lf=hr, of  |f—n

Etant donné la convergence en probabilité des vecteurs flT,l et flT,l vers h, il est facile de
vérifier, aprés quelques manipulations simples sur les dérivées vectorielles que

AT 2oy A*WA quand T — oo
Par des manipulations du méme acabit, nous obtenons que

UeC(RN,T — Ry (h))
Br = AW (VT -
vec (RN,T - RN(h))

Or il est bien connu que les erreurs d’estimation des autocorrélations convergent en loi & une vitesse
de /T'. De ce fait nous avons bien

Br = NO,A*WEWA) quand T — oo

En combinant les deux résultats sur Ap et By, nous en déduisons la normalité asymptotique de
notre estimateur R
hy—h c
VT i = N(0,Cw) quand T — co
hr—h
et ’expression suivante de sa covariance asymptotique Cyy .
Cw = (A*WA*A*WEWA(A*WA)#

Des expressions explicites de A et ¥ en fonction de h(z) existent. Leur obtention conduit & des
calculs peu difficiles bien que trés fastidieux. Afin de ne pas alourdir inconsidérablement notre
propos, nous omettons intentionnellement de présenter ces calculs. Pour obtenir des idées sur le
type de manipulations & opérer pour mener a bien ces calculs, la lecture de [40] est chaudement
recommandée. O



Annexe C

Annexe relative a la
a-Répétition /Modulation

C.1 Preuve du lemme 6.3.2

Le projecteur est tel que
TIRIT* = 0. (C.1)

Etant donné que la matrice d’autocorrélation R s’écrit aussi de la maniére suivante,

Rz/[_

DN(e2z'7rf)DN(e2z'7rf)* ® S(eQiﬂ—f)df,
1
3:3]
2
nous en déduisons que ’équation (C.1) a pour nouvelle expression

1
32

/ TI(e271) S (2 )TI(e27)*df = 0 (C.2)
—3.4]

ott II(e#"f) est défini par I’équation (6.13). En utilisant les définitions, fournies par I’équation
(6.22), de TI; (2) et I5(2) et la forme du spectre de Y (n) donnée par 1’équation (6.16), en prenant
la trace de I’équation (C.2) nous obtenons que

/ <|h(e2i7rf)|2ﬂl (e2i7rf)*‘1-[1(e2i7rf) + |h(e2i7r(f+a))|21-[2(e2i7rf)*‘1—[2(62i7rf)) df =0.

22

En particulier
/ (|h(62i”f)|2H1(ezi“f)*.l'[l(e%”f) + |h(€2i7r(f+a))|2ﬂ2(esz)*.l_b(e%”f)) df =0.
I
Comme h(e??"F) ~ 0 pour f € T, la derniére équation se simplifie et nous avons

| (2™ (F+)) 1211, (2777 )* 1y (€27 )df = 0. (C.3)
Iy

En général, h(e??"(f+®)) est non nul sur Z; sauf si Zy = 7; N T3 est non vide (en se référant au cas
3 et 4 de la figure 6.8, nous observons que cette propriété se produit si et seulement a < 1 — f).
Donc h(e??"(F+®)) est toujours non nul sur Z; \ Z4, ce qui implique, d’aprés I’équation (C.3) que

H2(€2i7rf)*.ﬂ2(€2i7rf) ~0 si f € Il \I4

Une analyse similaire considérant cette fois la restriction sur lintervalle 73 de ’intégrale définie
par ’équation (C.2) montre que

Hl (€2i7rf)*.H1(€2i7rf) ~0 si f € I3 \I4

Nous avons ainsi prouvé le lemme. O
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C.2 Preuve de la proposition 6.3.1

Nous supposons dans cette preuve que W # (), ce qui signifie, en accord avec le lemme 6.3.1,
que a > (3/2. De plus nous considérons les s plus petites sphéroidales de I'intervalle W) et de
taille (M + 1), notées {Kyy() ar41,5}j=1,s- D’aprés le paragraphe 3.6, nous savons que

s =1int ((2a = B)(M + 1))
et que
k ( 2z'7rf) ~0
W M41,5\€ ~
si f € WO et 1< j<s. Nous voulons montrer que les vecteurs Ky pmy1,> pour j =1,---.s
appartiennent au noyau numérique de ), C’est pourquoi, nous souhaitons montrer que la quantité
k*w(c),MH,ankw(c),MH,j

prend des valeurs trés faibles. Cette derniére quantité, peut s’exprimer de la maniére suivante en
combinant les équations (6.14) et (6.15).

2

df

N

* —_
Ky a1, @akwer —/

. k © _(621'71']‘)
II 2w f wile), M+1,5\"
(6 [ kw(c)’M+1,j(e2Z7r(f+a))

1
2

En utilisant la décomposition (6.23) de II(e?"f), nous obtenons que le terme précédent s’écrit sous

la forme
1
2
[,

2

. ) N N 2
I (€2 ) Ryper a1, (€3™7) + H2(€2mf)kW(c>,M+1,j(€zm(f+a))H df (C4)

Cette intégrale (C.4) peut se décomposer en une somme de plusieurs intégrales partielles définies
sur des intervalles inclus dans [-1/2,1/2].
— Examinons l'intégrale définie sur 7y \ Zy.
Etant donné le lemme 6.3.2, nous obtenons

[ T s ) | o
I1\Z4

Comme kyyee) pr41,(€2™) ~ 0 sur lintervalle Zy \ Z4 qui est inclus dans W(), il advient
que 'intégrale (C.4) est approximativement nulle sur l'intervalle Z; \ Z4.
— De facon similaire, considérons l'intégrale partielle sur I'intervalle Z3 \ Z4. Elle est égale a

/ |kw(c)7M+17j(e2i7r(f+a))|2 ||H2(e2i7rf)||2df
Z3\Z4

Comme Kyyce) ari1,; (€?™f) ~ 0 sur lintervalle 7;, par définition de Iintervalle W, nous
avons que Ky 41 (€2 +Y)) ~ 0 sur Iintervalle (Z; — a) égal & T3. Donc la restriction
de l'intégrale (C.4) sur Z3 \ Z4 est aussi approximativement nulle.

— Sur lintervalle Zy = Ty N T3, kyyeor ar41,;(€277F) et kyyor aryq, (€27 F+) sont simultanément
approximativement nuls, ce qui implique que 'intégrale (C.4) est aussi numériquement nulle
sur Zy.

— Il ne reste plus qu’a examiner la valeur de la restriction de l'intégrale (C.4) sur Uintervalle Z,.
Cette restriction dépend des deux termes kyyc) ary1j (e27f) et ke v, (e2in(F+2)) pour
[ € Ty. Comme kyye) priq ;(€*™F) ~ 0 pour

fe wie) DT U (L + «),

ke argn,; (€37) et kypeor arp j(e27+9)) sont approximativement nuls sur Zp. Ainsi la
restriction de U'intégrale (C.4) sur 7, est également nulle.
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Donc nous venons de montrer que le terme

*
w41, Qakwe ari1,

était approximativement nul et ceci pour tout j =1,---,s.
De plus considérons le vecteur 1 tel que

s
l1=r¢h+ ZTjkw(C),M+1,j (05)

Jj=1

Il apparait que
I"'Qul =~ 0

ce qui prouve que tout vecteur 1, vérifiant I’équation (C.5) appartient au noyau numérique de Q.
Donc nous avons bien exhibé un espace linéaire engendré par
— le vrai filtre h
— quelques suites sphéroidales
tel que la forme quadratique @, est quasiment nul sur lui. Ceci veut dire que @), posséde un noyau
numérique. De plus, ce noyau numérique supplémentaire est au moins de dimension s. O
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Annexe D

Annexe relative a I’Estimation de la
période-symbole

D.1 Preuve du lemme 7.2.1

Avant d’entamer ’étude des propriétés statistiques de e(n), il convient de se remémorer quelques
résultats importants sur les cumulants cycliques ([44]).

Nous considérons les cumulants d’ordre 4 du signal analogique y,(t) issu d’une transmission
numérique multitrajet. Nous posons

Ca,y, (t,T) = cumy (ya (t); ya(t + 71); y5 (t — 72)y5 (t — 73))

ol T = [11, T2, 73]. Le cumulant cyclique a la fréquence cyclique a est obtenu par I'intermédiaire de
la transformée de Fourier de ¢ — ¢y 4, (t,T)

) = [ et tar

Le trispectre cyclique correspondant s’écrit sous la forme

si.w) = [ dome T ar

ouv = [1/1,1/2,V3].
De plus y,(t) vérifie I’équation (7.1). Dans ce cas, [48] a montré que les fréquences cycliques du
cumulant sont tous les entiers multiples de 1/T; et que les trispectres cycliques sont de la forme

K * *

SEIT (W) = o Ho () Ha(va)" Ha(vs) " Ha(k/Ty = v + v + 1)
s

Kk désignant le kurtosis de la source {sy }nez-

Comme h,(t) est un filtre & bande limitée et de bande [—(1 + p)/2T%, (1 + p)/2T;] avec 0 <
p < 1, Pensemble des fréquences cycliques du cumulant de y,(t) se réduit a ensemble suivant
Fy) = {k/T., |k| < 3}.

Nous voulons maintenant caractériser les statistiques d’ordre 4 du signal échantillonné y(n) =
yq(nTe). Considérons une fréquence cyclique a du cumulant de y(n). Nous désignons également

par Sif;)(e””"l ,e2imr2 2imrs) e trispectre cyclique associé & la fréquence cyclique a de y(n).
D’aprés [44], nous savons que, pour tout (v1,va,v3) €] —1/2,1/2)3,

SAE?;)( zimvn g2imys o2imys) — T3 Z Z (féaT) ( M) d((a — lag) mod 1)

Te lEZ pez3
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Etant donné lensemble des fréquences cycliques du cumulant d’ordre 4 de y,(t), nous avons que,
pour tout (v1,ve,v3) €] —1/2,1/2]3,

Szi?;)( 2z7r1/1’e2i7ru2, 217ru3 _ 3 Z Z (%Z’) ( l"') (5((04—[&0) mod 1)

e 1=—3 pez3

Le trispectre cyclique de y,(t) est & bande limitée relativement & vy, v2 et v3. Sa largeur de bande,
pour les trois variables fréquentielles, est incluse dans celle du filtre h,(t). Comme la condition
d’échantillonnage de Shannon est vérifiée, c’est-a-dire T, < T/2, aucun recouvrement de trispectre
ne se produit dans I’équation précédente. Ceci conduit & la formule suivante.

Sii?(e%””l,e%”"?, Zimvs) — T3 Z %Z) ( )6((0z —lap) mod 1) (D.1)

pour tout (v1,v2,v3) €] —1/2,1/2]3. Par souci de simplicité, il pourra nous arriver de remplacer
Pexpression Si?g( Zimvy elimvz o2imvs) par Iexpression plus compacte suivante Sia)( zinly),

Les fréquences cychques du cumulant de y(n) sont définies de la maniére suivante.
FH ={a€]-1/2,1/2] | la fonction v S(a)( 2TV ne soit pas identiquement nulle}

Considérons un élément o compris entre —1/2 et 1/2. La fonction v — S| y( e2™V) n’est pas
identiquement nulle si et seulement s’il existe un | compris entre —3 et 3 tel que (a — lapy mod 1)
soit nul. a est donc fréquence cyclique du cumulant si et seulement si (@ mod 1) = (lag mod 1).
Comme « est compris entre —1/2 et 1/2, nous avons que @ = (o mod 1). Donc « est fréquence
cyclique du cumulant si et seulement si il existe un / compris entre —3 et 3 tel que @ = (lag mod 1).

De ce fait, I’ensemble }'y(4) se réduit a
]:y(4) ={a€]-1/2,1/2] | 3N e€{-3,---,3} tel que a = (lay mod 1)} (D.2)

Il convient maintenant d’appliquer ces résultats pour ’analyse proprement dite des propriétés
statistiques du second ordre de e(n).

Nous notons respectivement par Re(n,7) = Ele(n + 7)e*(n)] et Re« (n,7) = Ele(n + m)e(n)],
les fonctions (& valeurs matricielles) d’autocorrélation et d’autocorrélation conjuguée de e(n). Soit
A une matrice. [A],,, représente I’élément de la u®™€ ligne et v°™€ colonne de la matrice A. D’aprés
la formule de Bartlett, nous obtenons que chaque élément de la matrice d’autocorrélation de e(n)
s’écrit de la maniére suivante.

[Re(n, T)]u,0 = Z‘y(n +u,7+u-— v)r;(n,r)l+£:um4(y(n +u+7),y*(n+7),y"(n+v),y(n))

v

~~ g

ra(n) ca(n)
(D.3)
avec (u,v) € {—7T,...,T}?. Comme ry(n,) se décompose de la maniére suivante
ry(n) = 3 i (r)eimen
ae]:f)
avec .7-"352) décrit par ’équation (7.4), La suite r2(n), qui est périodique, admet les fréquences décrites

par ’ensemble suivant dans son développement en série de Fourier.
}'T(f) ={a€]-1/2,1/2) | 3N e {-2,---,2} tel que @ = (lag mod 1)}

De méme la suite c4(n) est périodique et I’ensemble de ces fréquences présentes dans son dévelop-
pement en série de Fourier est égal & ]—'154).
Comme ]—'r(f) C .7-"354), Pensemble des fréquences cycliques de e(n), pour sa fonction d’autocor-

rélation, est égal & .7-'154). Un résultat similaire peut-étre obtenue pour la matrice d’autocorrélation
conjuguée de e(n). O
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D.2 Preuve du lemme 7.4.1

Nous rappelons que e(n) = [e_x(n),...,er(n)]T est un vecteur de taille (2Y +1). Naturellement

s%() (a) converge si et seulement si toutes ses composantes convergent. Par souci de simpliciteé,
nous ne démontrons, dans cette annexe, que la convergence de la borne supérieure associée a la
composante [s%{)( Yo = 1/NK+D Z ' nKeg(n)e~2im, 11 est clair que la convergence de la
borne supérieure des autres composantes peut étre démontrée par des arguments similaires & ceux

(%) (@)]o = s%{)( ). Nous voulons montrer

qui suivent. Dans la suite, nous notons e(n) = eg(n) et [sy
que
sup | (K)( NES0 quand N — oo

a€l-1/2,1/2]

(K) o s N. D .
SUPqe]—1/2,1/2] SN (@)] est un processus aléatoire par rapport & N. Dans un premier temps nous
allons étudier la variance du processus précédent qui est donnée par

N-1

1 X i

Vl:El sup s (@) | =E | sup s BT nfae()er(nf)e 2irin e
1-1/2,1/2] a€]-1/2,1/2] N (K n,n'=0

En posant A,, = sup(—n;0) et B,, = inf(N — 1 —n; N — 1), nous obtenons que

N-1 B
1 iy = K
Vi=E SUp E e~ 2imna E (n+n")¥n' e(n+n')e*(n’)]
Le11/2,1/21 N2 Byl

B,
Z (n +n')En'%e(n + n')e*(n)
A

L’utilisation de I'inégalité triangulaire conduit &

1 N-1
Vi< N2(K+1) Z [
n=—N+1

B
Z n+n)¥n'%e(n+n')e*(n)
'

D’aprés I'inégalité de Schwartz, nous obtenons que

.

[N

B, 2

Z n+n")5n'Xe(n +n')e* (n')
'=A,

<

ol

B,
< Z (n +n1)5n 5 (0 + n2)KnaKEle(n + ni)e* (ny)e* (n + na)e(nz)]

ni,na=An
Du fait de la concavité de la fonction z — /z, nous avons que

(2N +1)2

N BESDN

D=

Z Z (n +n1)5n K (n 4+ n2)KnoKEle(n + ni)e* (ny)e* (n + na)e(nz)]

n=—N+1 n1=An
nog=An

Les formules de Bartlett permettent d’obtenir que

Ele(n + ni)e*(n1)e* (n + n2)e(ng)]

re(ny,n)rs(nz,n)

Te(n 4+ ng,ny — n2)7i (ng, n1 — n2)

Too) (n2,n + N1 — n2)rlc) (N1, + N2 —ny)
cum(e(n + nyp),e*(ny),e*(n + na), e(nsz))

+ + +

o 7¢(n,7) = Ele(n + 7)e*(n)] et 7. (n,7) = Ele(n + 7)e(n)] sont respectivement les fonctions
d’autocorrélation et d’autocorrélation conjuguée de e(n).
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Cette derniére décomposition appliquée a la précédente inégalité sur V; permet d’écrire que

1
i=E| s i) < O D (@) +b(V) +e(N) +dN)} (D)
avec
Bn
a(N) = Z Z n +n1)5n K (n 4+ n2) K noXr.(n1, n)r! (ng,n)
n=—N+1 :;:ﬁ:
Bn
b(N) = Z Z n+n1) 50 K (n 4+ n2) K noXr.(n + nayny — n)rk (na, ny — ny)
n=—N+1 :;_3:
Bn
¢(N) = Z 2 (n 411515 (n + n2)Kna®r o (n2,n +ny — n2)rke, (n,n +na — ny)
n=—N+1 :;=A:
d(N) = Z Z (n +n1)En B (n 4+ n2)EnoEcum(e(n 4+ ny1),e*(n1), e*(n + na), e(ns))
—N+1 n1=4n
no=Apn

Nous avons facilement que
N—-1
la(N)| < 4 N Z Z |re(na; n)| |re(n2, n)|
—N+1n1,n2=0
D’aprés ’hypothése 7.4.1, nous en déduisons que |a(N)| < 4K N*E M2.2N. Donc
a(N) = O(N2CK+1/2)
De la méme maniére, nous pouvons montrer que
b(N) = O(N?CKHD) - o(N) = O(N?CKFD) et d(N) = O(N>CK+/2)
Grace a ces équivalences en l'infini, nous déduisons de (D.4) que

] 1
sup  |sn (@) =0 ( 1)
agl-1/2,1/2] | Nz

E

Considérons N (M) le plus petit entier supérieur & M 2(149) avec § > 0. Alors

] 1
E [ Sup |55\€{(3\l) @P| =0 (M1+5)

agl-1/2,1/2]

D’aprés I'inégalité de Tchebytchev, nous avons que

1 1
Prob su $5 (@) >e) <=0 (—)
(aE]—l/IQ),l/Z]l N(M)( ) — g2 M1+o

En utilisant les résultats sur les sommes de Riemann, nous obtenons que, pour € quelconque fixé

Z Prob ( sup |3%{(3\4) (a)] > 6) < 400

MeN a€]-1/2,1/2]

ce qui, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, signifie que

Prob | lim sup s =0]=1
(M—’Oan]l/2,1/2]| (M)( o)l )



121

Donc
sup |s%{(3\4)(a)| 2% 0 quand M — oo
a€l-1/2,1/2]
Nous venons de montrer le résultat final pour une certaine catégorie d’entiers. Il reste & le démontrer
pour tous les autres entiers. Considérons un entier N compris entre N(M) et N(M +1) et le terme

suivant. ( :
N (M) B+
sup sup s%{)(a) — (—( )) (K) (@)

s
N(M)<N<N(M+1) a€]-1/2,1/2] N N(M)

De la méme maniére, nous voulons obtenir une borne supérieure de sa variance V5.

(K+1)
55 (q) (N(M)> s ()

2

Vo =E sup sup

N(M)<N<N(M+1) a€]-1/2,1/2] N N (M)

Il est facile de montrer que

) N(M+1)
V2 <E NMRFT > n"le(n)|
n=N(M)

En appliquant I'inégalité de Schwartz sur le terme de droite de ’expression précédente, nous obte-
nons que

) N(M+1) N(M+1)

2K

%< yapmem | 2 0 3w
n=N(M) n=N(M)

o NI+ 1) - N N(M + 12K
- N(M)? N(M)*K

avec M. le majorant de r.(n,0) relativement a n.
Du fait de la définition des N (M), nous avons

(N(M+1)—N(M))2:O<1) et w—)l quand M — oo

N(M)? M2

ce qui implique

E sup sup
N(M)<N<N(M+1) a€]—1/2,1/2]

K 2
N(M (K+1)
S(K)(a) ( ( )) S(K() )(a)

(i)

De nouveau en utilisant 'inégalité de Tchebytchev et le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons
que

sup sup 250 quand M — o

N(M)<N<N(M+1) a€]—1/2,1/2]

(K+1)
s%{) (a) = (—NE\J;/I)> 8%{(3\4) ()

Comme Ngy) — 1 quand M — oo, nous avons que
sup sup ‘s%{) (a) — 5%{(3\4) (a)‘ 2%0 quand M — o (D.5)

N(M)<N<N(M+1) a€]—1/2,1/2]

Comme sup,¢)_1/2,1 /2] ‘35\11[{(3\4) (a)‘ converge presque sirement vers 0, ’équation (D.5) montre que

SUPqc]—1/2,1/2] |s%{)(a)| converge également presque stirement vers 0 quand N tend vers Uinfini. O
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D.3 Preuve du lemme 7.5.1

Considérons la suite t%() (a) définie de la maniére suivante.

N-1

K —2im
t( )( ) NK+1 Z n ry )6 2iran
n=0

1 k ; .
Comme ry(n) =3, rg a°)62”k°‘0", nous obtenons simplement que

t(K) Z r(kao) K+1 Z nKeZiw(kao—a)n
k=-—1 N
Or
1 N—-1 1 N-1
K _2in(kag—a) K
‘NK+1 D nitemiheomen S NEH 2
n=0 n=0
Donc

o < 35 ] (s ).
— = Yy NK+1 —

Comme w7 En o € est une suite en N convergente vers K}H, Htg{,{)(a)H est borné relativement
anN.O

D.4 Preuve du lemme 7.5.2

Dans le lemme 7.5.1 précédent, nous avons montré que t%() (ao) était borné relativement a N.
Dans ce lemme, nous évaluons la limite du terme tg\f{) (a0)- Nous avons

t(K) Z r(kao) NK+1 Z nKe 2im(k—1)aon
k=-—1

K 2irkagn : 50,(’&"10 mod 1) A
De plus w+r Zn onte est une suite en N convergente vers —=3-5=—, avec dp,q l'in-
dicatrice de Kronecker. Comme 0 < ag < 1/2, nous obtenons immédiatement le résultat énoncé
dans le lemme. O

D.5 Preuve du lemme 7.5.3

Soit {cn }nez une suite convergente & valeurs réelles de limite ¢ €]—1/2,1/2]. g (cn) représente

une série géométrique. Donc
1le —2imen N -1

QN(CN) N —2imen 1

Si ¢ # 0, nous avons limy_, (e 27N — 1) = (e72"¢ — 1) # 0. Comme (e 2NN _ 1) est
toujours borné par 2, nous obtenons que gy (cy) = O (%) et donc gy (cy) — 0 quand N tend vers
Pinfini.

Si ¢ = 0 et N|en| — oo, alors en développant ’exponentielle complexe en série entiére nous
obtenons que N (e~2i"°~¥ — 1) = —2irNcy + o(Ncp). Par conséquent,

e—2i7rcNN -1

—2irNen + o(Nen)

gn(en) =

Comme (e~2"~N _ 1) ne posséde pas de limite et que Ncy tend vers I’infini, nous avons bien
gn(cn) — 0 quand N tend vers infini.
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Enfin, sic=0et dy = N(cy —¢) = Ney — d € R, alors

ef2i7rcNN -1

—2irNen + o(Nen)

gn(en) =

avec limy 00 Ney = d et limy o0 (e 7287V N — 1) = (e72i"@ — 1). Donc

e—2z’7rd -1 .
gn(en) = “oird e sine(d) quand N — oo
—2im
avec
sin(md)
nd

sinc(d) =

ce qui finit de démontrer le lemme. O

D.6 Preuve du lemme 7.6.1

Soit a une suite telle que
(an —ap) =0 , N(ay—ag)—0

Etant donné que

nous avons facilement une expression des dérivées des cyclocorrélations estimées par rapport a a.

6Kf'g\?) (_27;77—)[{ = K _—2iman
Gayf| = N v
n=0
ce qui donne que
1 oKl _(—2im)E = —2imann
NE (9a)K = N(K+1) Zy2
a=anN

Comme y3(n) = ry(n) + e(n), nous obtenons que

1 KA(a) —9% K N-1 ) _9; K N-1 )
W 66 I‘AIf{ — (N(Ii”:_)l) ry(n)nKe—ZuraNn + (N(Il(,’:_)l) e(n)nKe—2ZTfaNn
( Oé) a=anN n=0 n=

K

D’aprés le lemme 7.4.1, N(K =y Zn o ! e(n)nfe~2imann converge presque sirement vers 0 pour tout

an, ce qui implique que

N N-1
lim 1 6Kr53) 5 lim 2@7TK Z e~ 2imann
Nooo NE  (9a)K N—o0 N(K+1)

1 (kao) 2irkagn
Dk=—1Ty €

L’utilisation de la décomposition suivante ry(n) = conduit & la formule qui

suit

1

S s 5. \K (kao) K 2i7r(ka —an)n
= (-2im)" Y e A}l_r,nooN(Kﬂ) Z” o

aK (a)

NI NK (G

a=an k=-—1

Les démarches employées pour démontrer les lemmes 7.5.2 et 7.5.3 permettent alors d’obtenir
immeédiatement le résultat du lemme. O
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D.7 Preuve du lemme 7.6.2

Nous considérons un entier K positif ou nul, un réel a quelconque différent de 0 modulo 1 et
un réel § strictement positif. Nous posons

N-1
(K) z —2iran
ZN NK+6 n e

1l est facile de voir que

Z(K) _ 1 aK(Egz—ol e—2i7ran)
N (—=2im)K NK+s" (Oa)K

1 _ 2iraN _
Si « est différent de 0 modulo 1, alors E n—o © Ziman — %ﬁ Dans ce cas, nous obtenons que

BK(ZN 1 —Zzwan)

THEnst b = O (NX). Donc 1
K

N =0 (m)

ce qui démontre le lemme. O

D.8 Preuve du lemme 7.6.3
Nous rappelons que
E(N) = [Eo(N)", Ev(N)", Eo(N)*, Ey (N)*]"

avec
N

Fa(N) = 2 Y- elu)emen

n=0

2

—2i7ra0n

Ei(N)

™) N\/— Z
Considérons les cumulants d’ordre L > 2, de la varlable aléatoire vectorielle E(N). Nous notons
par cump,(E(N)), le tenseur des cumulants d’ordre L. e(n) est un vecteur dont les composantes
seront notées e,(n) avec 7 € {—7T,...,T}. La forme générique des composantes du tenseur des
cumulants d’ordre L est la suivante.

N-1
N~% > D) (ng)... DW= (ny_y)cumy (e(r‘éo)(nO) el (ny), .. eS'LL_T)(nL—l))
ne,N1,...,n—1=0
(D.6)
avec les 79, ...,7r—1 qui appartiennent & l'ensemble {—7Y,..., T}, avec les vy, ...,vr_1 qui appar-

tiennent & ’ensemble {0, 1} et avec les D()(n) qui s’écrivent sous les formes suivantes :

e—2z7raon eanaon

D(O) (n) = { ﬂ6_21'71'(1077, et D(l)(n) = { Qe2i7ra0n
N N

et avec

() =e(n) et e(n) = e, (n)

11 est facile de voir que
Vv e {0,1},Vn< N, |[DM(n) <1
Reprenons le terme de I’équation (D.6) et majorons sa valeur absolue, par I'intermédiaire de
I’inégalité triangulaire. Par conséquent,

N-1

3 ‘cumL((”O)(no) e (ny), .. e%;)(m_l))‘ (D.7)

n0,M1 5. sNL—1=0

NSl

N-
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Ce qui implique, d’aprés ’hypothése 7.4.1, que le terme de ’équation (D.7), qui représente un
élément quelconque du tenseur des cumulants d’ordre L, est majoré par

MN-(5-1)
De ce fait le tenseur des cumulants a la propriété suivante.
cump(E(N)) =0 (N_(%_l)) , pour N grand

L

Dong, si L > 2, alors (3 — 1) > 0, ce qui implique que

lim cump(E(N))=0
N—oo

Les cumulants des ordres supérieurs de E(N) tendent vers 0 quand N tend vers 'infini. De plus
cette convergence est « uniforme » puisque le majorant M est indépendant de L. Ceci implique
alors que E(N) tend asymptotiquement, en loi, vers une gaussienne qui sont les seuls processus
admettant tous leurs cumulants aux ordres supérieurs nuls.

De plus, comme e(n) est un processus centré, il en est de méme pour Ey(N) et E;(N). Cette
propriété de Eg(N) et Eq(N) se transmet au processus E(N). Donc E(N) tend asymptotiquement
vers une loi gaussienne de moyenne nulle. O

D.9 Preuve du lemme 7.7.1

Nous présentons, ici, uniquement la démonstration liée au terme Py (K, K'). En effet le cal-

cul asymptotique du terme PI(VC)(K ,K') peut s’effectuer avec des raisonnements similaires. Nous
rappelons, d’aprés (7.35), que

N-1
1 * ! 2w e !
Py(K,K') = NETRTY D Ele(n)e* (n')jnn'" g imaonginaon
n=0
n!=0

De plus la fonction d’autocorrélation de e(n), re(n,7) = Ele(n + 7)e*(n)], se décompose de la

maniére suivante :
re(n,r) = Y r(r)etinan
aeféz)

Les cyclospectres de e(n) sont donnés par la formule suivante.

S(a)( 2i7rf) _ ZTEZ I‘éa) (7_)6_21'7rf-r7 i ae -7:e(2)
e 0, ailleurs

En posant 7 =n — n', nous obtenons que
1 N—-1 n .
Py(KK') = ey 2 2 Felmm)(n+m)fn' e meor
n=0 r=n—(N-1)

Nous posons

N—-1 n

a 1 o ,

NUIGE) = oy 2 0 rm) (4 m)Kn timanemziner
n=0 r=n—(N-1)

En remplagant la fonction d’autocorrélation de e(n) en fonction de ses cyclocorrélations, nous avons

Py, K= 3 QW (K, K') (D.8)
aefg)
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De plus nous posons

T(a m) (K K’ ) N(K+K’+1) Z Z réa) (T)nK—i-K'—mee2i7rane—2i7rao'r
n=0 r=n—(N-1)

ce qui, en développant les formules d’Euler, donne que

KI
G K) =Y opTy™ (K, K) (D.9)
m=0

11 est possible de décomposer TJ(Va’m) (K, K') en somme de trois termes. Ainsi

TJ(Va,m)(K’ K') = Tl(:)Jé\’Im) (K,K') — T2(’014\,[m) (K,K") — T;;‘\:{m) (K,K")

avec
1 N—-1 N-1
Tl(f}c\}m) (K, KI) — AR ZO TL(K+K 7m)e2z7ran (z )rga) (T)Tmef2z7rao'r
= 7=—(N-1
1 N-1 N-1
Té:};\,{m) (K, KI) — m Z n(K—i—K —m)e2z7ran Z rga) (T)Tme—QuraoT
n= T=n+1
1 N-1 n—N
Témm) (KK = N(K+K'+1) Z n(fCH=m) g2iman Z (a)( )" e 2maoT
n= T=—(N-1)

11 est facile d’obtenir la majoration suivante pour TQ(OI‘\’,m)(K ,K').

(am) 1 K+K'—m [e%
|, mZ”H )ZHI'” )|~

T=n+1
En permutant les sommes en n et en 7, nous obtenons que
( ) 1 T7—1
o,m (a) m (K+K'—m)
HT2N (K, K| < v r{ HT Zon
n=

Comme n est inférieur & 7, nous avons que

1

|75 ) N(KT

r(a) )H FUEHK +1)

Remarque D.9.1 (Somme de Césaro) Si 271_\[:701

pour tout entier K positif non nul, nous avons

@
r((a )(T)H est une somme convergente, alors

N-1
1
NE Z i Hrff%r)” —0 gquand N — o0

Les cyclocorrélations du processus e(n) sont données par la formule suivante.

N-1
1 o
() = N _ —2iman
r Y (1) Am z_;re(n,r)e
Par conséquent,
T-1 T—1 1 N
(@) H < im —
@] < X im 3 ke,
7=0 =0 n=0
g N1 T
< i
< Jim ( ||re<n,T)||>
n=0 \7=0

IN
£
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Dans la série précédente de majoration, le passage de l'avant-derniére ligne & la derniére ligne
est permis par ’hypothése 7.4.1. L’inversion des sommations & l'intérieur de la limite est permise
puisque les termes de ces séries sont positifs. Donc les cyclocorrélations du processus e(n) vérifient
la condition de la remarque D.9.1 et de ce fait, nous pouvons en déduire que

Ya,Vm, TQ(,'}‘\’,m) (K,K'Y —0 quand N — o
De la méme maniére, nous pouvons montrer que

Ya,Vm, Téf}‘\’,m)(K,K') -0 quand N = o0

Du fait de l'indépendance des indices de sommation, Tl(’al’{,m)(K ,K') est majoré de la maniére
suivante.

N—-1
«,m ]. r_ .
HTI(N ) K K) Ce ey ZnK+K m)eZMrcm . Z rl(aa)(T)H Fm
T=—(N-1)

Grace au lemme 7.6.2 et & la remarque D.9.1, nous obtenons que cette majoration tend vers 0
quand m # 0. Donc

Ya,VYm # 0, Tl(f}‘\’,m)(K,K') -0 quand N = o

Si m =0, alors

N-1 N-1
1 N o )
: ,0 T —2imagT
J\}l—r>noo Tl(’ojv)(K’ K) = J\}gnoo N(K+E'+1) Z n{FHE) g2iman Z r{?) (r)e %m0
n= T=—(N-1)
1 N-1
_ (K+K') 2iman () 2ita
N ]\}E}noo N(K+K'+1) ZO" € 8% (e7%)
Comme limy _, o0 wrermersy Zn 0 ! p(K+K") g2iman tand vers 0 dés que « est différent de 0 modulo

1, nous obtenons que

)
1 T(a 0) K, K' _ 90,(a mod 1) (0) (g2imao

En rassemblant tous les résultats partiels obtenus sur T](V’m)(K ,K"), il est possible d’écrire que

d0,(a m .00,m
lim T(a ™K, K" 90,(a mod 1)-90,m ¢ (o)

i KLk +1 e (e*™0)  quand N — oo

D’aprés (D.9), nous avons

50 ,(a mod 1)

lim QF (K, K') K+K +1

o SO (e?m0)  quand N — oo

Ce qui implique, d’aprés (D.8), que

S(O)( 2imao
hm PN(K K 2(2) (50 ,(a mod 1)m quand N — o0
a€Fe

Comme « est compris entre —1/2 et 1/2, seul o = 0 est égal & 0 modulo 1. De ce fait la somme
disparait et I’équation précédente se simplifie ainsi

(0) 2@7ra
lim Py (K, K') = 22 (&)

d N — .
N K+K +1 i
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D.10 Preuve du lemme 7.7.2

En considérant y»(n) = ry(n) + e(n), il est aisé de montrer que

N-1 N-1

f.g\?o) — % > r, (n)e~2imon 4 % ; e(n)e~2imaon
Donc
or (O‘O) #lao) _ plao) — 1 Nz_lr (n)e~2imaon _ r(a0)> l £S le e—2imaon
T'n ry N P Y Y N ~

Ce qui donne, d’aprés (7.12) et (7.30), que

1
VS = (2 (ko) _L_ z Qi 1>aon> VN 4 By(N)
k

=—1

0 N-1

1 )

VNG = 3 rlkao) (— > je“‘l’f(k—l)%") + Eo(N)
k=-1 n=0

En considérant 1’équation (7.28), nous avons que
VN6 = Eo(N) + vVNeY

Comme T, < T5/2, VN e N ) tend vers 0. Nous avons alors que v N 6r(a°) et Eo(N) ont exactement le
méme comportement asymptotique, en particulier, leurs covariances asymptotiques sont identiques
([7])- Donc, d’aprés le lemme 7.7.1, nous avons que

I= lim NE[s#i30) 6200)"] = Jim E[Ey(N).Eo(N)*] = lim Py(0,0) = S (e*")
et
r© — 1\}1_r>noo NIE[(SIA'E\?O)(SIA‘%?O)T] _ I&LIEIOOIE[EO (N)EO(N)T] _ 1\}1_1}100 P](VC)(O,O) — S(?O)éo mod 1)( 2z7rao)

O

D.11 Preuve du lemme 7.8.1

Comme I' = Séo)(ezi”ao), il suffit de calculer les différentes composantes du cyclospectre de
e(n) a la fréquence cyclique 0.
L’équation (D.3) nous donne que

[Be(n, D]up = ry(n + 0,7 +u—0)ry(n,7) + cumy(y(n + u +7),5™(n + 7),5"(n + v),y(n)).

La cyclocorrélation & la fréquence cyclique 0 de e(n) s’exprime donc sous la forme suivante.

[R(o) Z ,r(kao) (r+u~— )Tgkao)*( Je 2imkoov +c(o) (u+ 1, —7,—)
k=—1

Donc
[F]Uv - [S(O)( 2““10 Z Rkuv+cuv
k=-—1

avec
Rk I E ,,.(kao)(,r +u— v)r(kag)* (T)eZiwkaovefﬂﬂ'aoT
Yy Yy
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et )
Z c(o) (u + T, =T, —v)e 2émaoT
TEL

Etant donné I’égalité de Parseval ([51]), nous obtenons que

1
Reww = / Sz(/ka(]) (e2i7rf)S?(lkao) (62i7r(f—a0))€2iﬂ'(U—U)fdf62i7"ka0U
0
Comme h, (t) est & bande limitée et que T, < T/4, il apparait que, pour ¥ = —1 ou 1, les supports
de f > S50 (e2imf) ot de f s SF0) (e2im(F=a0)) sont disjoints ([51]). De ce fait
R—l,u,v = Rl,u,v =0.

Le cumulant d’ordre 4 cyclique a la fréquence cyclique kag de y(n) s’écrit de la maniére suivante.

/2

(kao) _ (ko) ¢ 2imv 2wy 2imy 2inV TT

Ciy  (T1,T2,73) = I (Y N e [ dv
—1/2

Ainsi C,,, est fourni par I’équation suivante.

1/2
0 . . . . o Y
Cu,v — / S‘g’;(emwyl , e2z7r1/2 , 62171'1/3) <§ :6227r(u1 (u+7)—var Vs’l))e 2z7ra07'> dv

TEL

1
— / // S(?;( 2imy 2i7r(1/1—ag)7 e2i7r1/3)€2i7r(1/1u—u3v)dyldy3
1/2

Grace a ’équation (D.1), nous obtenons que
1 2 : (1) (V1 1 —og Vs ;
Cu v = —/ S ¢ <_7 7 _) 6217r(y1u_u3v)d1/1d113
J T3 Z 4,9a T, T, T,

-1/2 1=-3
(lag mod 1)=0

Comme ag < 1/4, nous obtenons que la condition (lap mod 1) = 0, pour |I| < 3) est vérifiée si et
seulement si I = 0. C’est pourquoi nous avons

1 1/2 (0) VT V1 —Qp Vs ;
- S -1 Y3 2im(v1 u—l/s’(})d d
Cu,U Te3 /;1/2 4,94 (Te’ Te ) Te> € Vvavs

1/2 . .
= 5 n Y1~ % V3 Vs — 00\ 2in(viu—wsv)
= H H,| — ) H, | —— 1 3
TST(? /1/2 Ha, (Te) a ( T, ) a (Te> a ( T, ) € dVldV3

Comme T, < Ts/4 (c’est-a-dire, ap < 1/4), la formule de Poisson permet d’affirmer que H, (;—1)

et H, (%‘1) sont respectivement égaux 3 T,h(e2™1) et T,h(e*"(*1=*0)), Donc

1/2
uv _ H_/ / 217ru1 h(e2i7r(1/1—a0))*‘h(62i7ru3)*‘h(e%w(us—ao))eZiw(ulu—st)dyldVB
1/2

En accord avec ’équation (7.5), nous en déduisons que

. 1/2 . :
Cu,v Zs / S(ao) 2z7rf)6217ruu1 dv, / S?(/ao) (e2z7rf)* e 2imuvs dvs
1/2

—-1/2

= R Wk (v)

e

ce qui termine le calcul de T'.
Comme T, < Ts/4, ag < 1/4. Ainsi (2ap mod 1) = 2ag. Donc calculer l'expression de r

revient & calculer ’expression du cyclospectre Sgg")(e%mo). L’utilisation d’arguments similaires
permet d’obtenir alors I’expression de I'(¢), O
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Annexe E

Annexe relative a I’Estimation du
résidu de porteuse

E.1 Preuve du lemme 8.2.1

Nous noterons par Se(e?™f) le spectre de e(n) et par Sgg" med 1) (2inf) |g cyclospectre conju-
gué de e(n) associé a la fréquence cyclique conjuguée (2a9 mod 1). Par conséquent,
Se(e2i7rf) — ZRG(T)e&infr et S(2ao mod 1)(62i7rf) — ZR(2a0 mod 1)(7_)6—2z'7rf7"

ele) elc)
TEL TEL

Dans le chapitre consacré a l’estimation de la période-symbole, nous avons montré dans le lemme
7.7.2, qu’il était possible d’écrire les matrices I, et F&” a partir des cyclospectres de e(n) de la
maniére suivante :
L. = S(O) (62i7ra0) et F(c) — S(2ao mod 1)(62i7ra0)
e C

e(e)

Ces formules restent valables. Seule la signification de e(n) a changé. Pour obtenir des expressions

de I'. et F&C) en fonction du spectre de h(z), nous nous appuyons sur ces formules précédentes.
Dans cette démonstration, nous nous attachons & montrer la formule de I'. donnée dans le lemme.
1l est clair que la formule de r&c) s’obtient par des raisonnements en tout point analogues. Nous
avons e(n) = [e_y(n),...,er(n)]T, avec e,(n) = y(n + w)y(n). Comme e(n) est stationnaire par

rapport a sa fonction d’autocorrélation conjuguée, nous avons S.go)(ezi”f ) = Se(e?™f). De ce fait,

[Fc]u,v = [Se(€2i7ra0)]u,v = z ]E[eu (n + 7—)6: (n)]e*Qiﬂ'aoT

[['¢]w,» représente ’élément appartenant a la u®™e ligne et v*=* colonne de I'.. Il convient de rendre
le terme Ele,, (n +7)e’(n)], plus explicite. Nous avons, par I'intermédiaire des formules de Bartlett,
que

Eley (n + 7)e}(n)] ry(n+v,7+u—v)ry(n,7)

ry(n, T +u)ry(n+v,7 —v)

+
+ cum(y(n + 7 +u),y(n +7),y"(n +v),y"(n))
Or, le processus y(n) est stationnaire par rapport & sa fonction d’autocorrélation, d’ou

Eley(n +7)ey(n)] = ry(T+u—0)ry(7) +ry(7+w)ry(t —v)
+ cum(y(n + 7 +u),y(n +7),y"(n +v),y*(n))

Donc
[Fc]u,v = Au,v + Bu,v + Cu,v
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avec
Ayp = Z ry (T + u — v)ry (7)e 20T
T€L
Byy = Z (T + w)ry (T — v)e 20T
TEZL
Cuw = Y cum(y(n+7+u),y(n+71),y"(n+v),y*(n))e” "
TEZL

11 est facile de factoriser A, , et B, , de la maniére suivante

1
Au,v — / Sy(€2i7rf)Sy(e—2i7r(f—ao))e2i7r(u—v)fdf
0

et

1
Bu,v — / Sy (e2i7rf)Sy(672i7r(ffao) )62i7r(u+v)fdf_672i7raov
0

Le calcul de CY,, est plus complexe. Nous notons par z(n) = [h(2)].sy, le signal y(n) débruité
et sans résidu de porteuse. Nous obtenons que

cum(y(n+7+u),y(n+7),y"(n +v),y*(n)) = g2imaoT gimao(u—v)
x cum(z(n 4+ 7+ u),z(n + 7),2*(n + v), 2*(n))

Le processus z(n) est clairement stationnaire, de ce fait, le cumulant ne dépend pas de n. Donc

Cupw = Z gimeo(u—v) cum(z(7 + u), 2(1), 2% (v), 2*(0))
TEZL

En développant 'expression de z(n) en fonction de s,, nous avons

Cu,v =K Z €iﬂa0(u_v) Z h‘r+u+kh‘r+kh:+khz

TEZL keEZ

avec K = cum(sy, Sp, Sk, Si), le kurtosis du processus s,. En permutant les sommations, nous
obtenons que

Cu,»u = I‘ieiﬂ—ao(uiv) Z (Z hT+u+khT+k> h:;-l—kh;:;

kEZ \TEZL

Par la formule de Parseval, nous avons
1 : . .
Z hrtutkhrir = / h(e2™F)n(e~2imF)2imut gf
TEZ 0
Ce dernier terme est indépendant de k. Par conséquent,
1
Cuw = Ketmeo(u—v) / h(e2i7rf)h(672i7rf)62i7rufdf‘ Z h:+khz
0 keZ

ce qui donne par une nouvelle utilisation de la formule de Parseval,

)

1 1
Cuv — K‘eiwao(ufv) / h(e2i7rf)h(ef2i7rf)e2i7rufdf‘/ h(e2z’7rf)*.h(ef2i7rf)*‘672i7rvfdf
0 0

En regroupant les formules obtenues pour les éléments de la matrice T';, nous aboutissons aux
expressions énoncées. O
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E.2 Preuve du lemme 8.3.1

Nous avons

30
2
i
avec

=R GRIY

Du fait des structures de G et du vecteur R;(f)), nous obtenons que

6=9+9
ou
9= I'((co)) Fcrg(ﬁco)) 1‘(?3) EC) (?CO))
Si T > M, nous avons
1
9y = I_y(c) Fcrz(ﬁzco) _ 2/0 Sy(e%”f).sy(e_%”(f_a‘)))-S?(;(XCO)) (e2i”f)*-53(/?co)) (e2im ) df

+

2
(eZin)-SZ(I((IcO)) (e2i7r(f+a7°))*df

avec ) ) )
6(e2z7rf) — h(€2urf)h(e—2mf)

De plus, toujours si Y > M, nous obtenons

Dy _r((zto) F(C) Z(/O(tco)) _ SZ(JI(ICO)( 217rf) SZS(C))(6_2i7r(f_a°)).51(;(160))(ezi”f) S!(lt(lco)( —2i7r(f—a0))*df

+ /S?(ﬁco) 217rf S(?O)(e_2iﬂ(f_ao))-s?(/??))(e2i7rf)*.55?10))(€2i7rf)*df
2

+ K ( / &(e*m).5,05) (e”””*?’)*df)
0

1 est facile de montrer que S (O‘O)( 2im(f+5)) = & (€27 7). La source étant & valeurs réelles, nous

avons kK = k'. Ainsi les termes hes au cumulant disparaissent dans le calcul de ¥ = 97 — 5. De ce
fait, que la source soit gaussienne ou non, ne change en rien les performances de ’estimateur, pour
peu que la source soit a valeurs réelles. Par conséquent,

1
I=0 —0y = 2 / Sy(e*™1).5 (e72im(I=a0)) gLa0) (e2imF)* g{e) (e2imF ) df

_ S(ao) (e 217rf) S(f(lo)) (e—Ziﬂ(f—ao))‘S(‘("(;) (e2i7rf)*‘5(¢(10)) (e—2i7r(f—ao))*df

(e) e e c
0 Yy Yy Yy

1
_ /0 S;‘(ICO)) (ez”’f).S?(/‘ff)) (e_zm(f_a()))'sg(/?co)) (ez”’f)*.S;‘(’“’)) (e2z7rf)*df

c

De plus Sl(l((’j;) (e~2im(f-a0)) = S;'()‘C(’))(ezi”f), ce qui permet d’écrire que

1
9= 2/ (Sy(e2i7rf)_sy(672i7r(f7a0)) —5'75((10))(62”]6) S 217Tf ) ‘S(ao) 2z7rf ‘ df
0

y(e)
En I’absence de bruit, c’est-a-dire., S, (€2""f) = 0, nous avons

Sy(e2i7rf)5y(e—2i7r(f—ao)) — h(e%w(f_ﬂZl)).h(e%ﬂ-(f_ﬂZl))*.h(e_%ﬂ'(f_%Q)).h(e_%w(f_ﬂZl))*
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De plus

Sz(lt(xcc;)(esz)sg(xcc;)(eziwf)* _ h(eziw(f—‘;—o )_h(e—m’n(f—%o )‘h(eZiﬂ(f—";—o))*.h(e—2z’7r(f—°‘2—°))*
Donc

ce qui implique que

et ce qui démontre le lemme. O
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Quelques problémes d’estimation relatifs aux télécommunications
non-coopératives

Dans le cadre d’une transmission numérique monoporteuse et monocapteur, nous avons considéré
deux problématiques. D’une part nous nous sommes penchés sur ’analyse des performances des
algorithmes au second ordre d’identification aveugle du canal en présence de signaux & bande
limitée. D’autre part, nous nous sommes attardés sur des problémes moins classiques d’estimation
de la période-symbole d’émission ainsi que du résidu de porteuse en utilisant des propriétés de
cyclostationnarité des signaux & bande limitée recus.

Dans la premiére partie, relative a l'identification aveugle au second ordre, nous montrons que
les méthodes de type sous-espace ne permettent pas d’estimer correctement le canal. En effet, en
analysant le noyau de la forme quadratique issue de ce type de méthodes, il apparait que des
vecteurs, appelés « sphéroidale », appartiennent & ce noyau en raison de la limitation en bande
des canaux. Ceci perturbe notablement l’identification du filtre. Nous montrons également que
l'utilisation d’une connaissance a priori sur le filtre (décomposition en un filtre de mise en forme
connu et en un canal de propagation inconnu) n’améliore aucunement ce type de méthodes, dans
le cas monocapteur, & de rares exceptions prés. Enfin, pour clore cette partie, nous analysons les
conséquences de la limitation en bande des filtres pour des schémas & « cyclostationnarité induite a
I’émetteur ». Ces schémas ont ’avantage de modifier I’information cyclique de départ ce qui a pour
effet de la rendre non négligeable. Nous montrons alors que les algorithmes de type sous-espace
associés i ces schémas sont, en régle générale, performants.

Dans la seconde partie, nous nous sommes d’abord attardés, dans un cadre totalement aveugle,
sur l'estimation de la période symbole basée sur des sommes pondérées de cyclocorrélations du
signal recu. Notre but était d’analyser la consistance et les performances asymptotiques ainsi que
de calculer analytiquement la covariance asymptotique de ce type d’estimateur. Nous montrons
que ce type de probléme peut étre mis en rapport avec le probléme classique d’estimation de
la fréquence d’une sinusoide noyée dans un bruit par la maximisation de son périodogramme
empirique. Notre probléme présente trois spécificités. Le bruit est cyclostationnaire, le processus
vectoriel et le périodogramme pondéré. C’est pourquoi nous avons di développer une nouvelle
technique d’analyse de ce probléme qui s’avére trés efficace, en particulier pour obtenir une forme
analytique interprétable de la covariance asymptotique.

Nous remarquons que l’estimation du résidu de porteuse pour des modulations non circulaires
(par exemple, de type BPSK) par cyclocorrélations conjuguées du signal regu peut étre vu comme
un estimateur de la fréquence d’une sinusoide corrompue par un bruit multiplicatif stationnaire, non
circulaire et un bruit additif. Ces deux problémes peuvent se mettre sous un formalisme identique
(estimation de la fréquence d’une sinusoide vectorielle noyée dans un bruit cyclostationnaire par
la maximisation de son périodogramme pondéré). Ainsi en réutilisant les résultats obtenus pour
Pestimation de la période symbole, nous analysons complétement ce type d’estimateur. Nous en
déduisons, par exemple, que, lorsque les symboles émis sont & valeurs réelles, notre estimateur
et Pestimateur classique du résidu de porteuse basé sur le signal parfaitement égalisé offrent des
performances comparables, pour peu que le nombre de cyclocorrélations conjuguées considérées
aux différents retards est supérieur ou égal a la longueur du filtre.



