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Résumé – Dans ce papier, nous donnons quelques grandes dates sur la théorie de signaux cyclostationnaires, la première étant en 1958 du côté

des Etats-Unis et la deuxième étant 1959 du côté de l’Union Soviétique suivi de quelques autres des deux côtés de l’Océan Atlantique. Nous nous

attardons ensuite sur deux applications-phares de la cyclostationnarité que sont la synchronisation et l’égalisation autodidacte pour lesquelles la

communauté française a joué un rôle conséquent dans les années 1990.

Abstract – In this paper, we provide some milestones about the cyclostationary signal theory. The first step was given in 1958 at the American

side and in 1959 at the Soviet side. Some other dates are provided about the main results. Then we focus on two flagship applications related to

communications, namely, frequency synchronization and blind equalization. We especially remind that the French community was very active

on both topics around ’90.

1 Introduction

L’analyse de séries temporelles peut être conduite dans le

cadre de processus aléatoire par l’étude de quelques paramètres

statistiques comme la moyenne, les corrélations voire des sta-

tistiques d’ordre supérieur. Dans de nombreuses situations pra-

tiques, sur la fenêtre d’observation retenue, il est courant de

considérer que les moments statistiques sont invariants avec le

temps. On parle alors de processus aléatoire stationnaire. Leur

analyse statistique est alors grandement facilitée, notamment

leur analyse spectrale par simple application de transformée de

Fourier sur la suite des corrélations.

Néanmoins, certaines données ont des fluctuations statistiques

périodiques comme des données marchandes ou des données

climatiques qui peuvent suivre des saisons. Des signaux syn-

thétiques produits par les systèmes de télécommunications sont

intrinsèquement périodiques car des récurrences interviennent.

De manière plus profonde, tout signal relié à un nombre de

termes trigonométriques finis et donc où quelques fréquences

jouent un rôle central, offre un comportement cyclique sur leurs

statistiques. Par conséquent, leur analyse statistique requiert

des outils intégrant cette caractéristique et une notion qui sera

celle des signaux cyclostationnaires.

Dans la littérature, deux approches se sont confrontées sui-

vant la nature de signaux cyclostationnaires considérés : l’une

considérant les signaux aléatoires utilisant alors les espérances

mathématiques pour définir des moments, et l’autre considé-

rant les signaux purement déterministes, proposée par W. Gard-

ner, utilisant alors des moments comme somme infinie de mo-

ments empiriques. Sous l’hypothèse d’ergodicité, les deux se

rejoignent et nous retiendrons dans cet article uniquement l’ap-

proche par signaux aléatoires.

Pour clarifier, nous donnons tout de suite quelques éléments

mathématiques en dehors du contexte historique. Nous consi-

dérons une série temporelle réelle à temps discret {xn}n∈Z.

On dira que cette suite est cyclostationnaire au sens large si

ses moyennes et corrélations statistiques sont périodiques (avec

une période entière) ce qui conduit à
{

m(n) = E[xn]
R(n,m) = E[xnxn+m]

avec n 7→ m(n) et n 7→ R(n,m) des suites périodiques de

même période entière N . Ces suites sont donc développables

en série de Fourier
{

m(n) =
∑N−1

k=0 m(k)e
2iπkn

N

R(n,m) =
∑N−1

k=0 R(k)(m)e
2iπkn

N

où

◦ k ∈ {0, . . . , N − 1} est la kème fréquence cyclique,

◦ m(k) correspond à la moyenne cyclique de fréquence cy-

clique k,

◦ {R(k)(m)}m∈Z correspond aux corrélations cycliques (é-

galement dénommées « cyclocorrélations ») de fréquence

cyclique k.

A partir de ces cyclocorrélations, on peut définir un spectre par

fréquence cyclique comme suit

S(k)(e2iπf ) =
∑

m∈Z

R(k)(m)e−2iπmf (1)

pour tout f ∈]− 1/2, 1/2]. La fonction f 7→ S(k)(e2iπf ) s’ap-

pelle le cyclospectre à la fréquence cyclique k.



A la fréquence cyclique k = 0, on observe les composantes

continues des moments et donc les composantes stationnaires

du signal. Par conséquent, aux autres fréquences cycliques k 6=
0, de l’information statistique supplémentaire due à la cyclo-

stationnarité du signal est disponible et permet, comme nous

le verrons en Section 3, de mieux récupérer de l’information

utile présente dans le signal. Bien évidemment, des définitions

plus strictes ou plus diverses de cyclostationnarité existent en

considérant des ordres supérieurs, des signaux à temps continu,

etc.

L’article est organisé de la manière suivante : en Section

2, nous mentionnons quelques grandes dates de l’histoire de

la théorie des signaux cyclostationnaires. En Section 3, nous

abordons deux grandes applications en télécommunications de

la notion de cyclostationnarité que sont les problématiques de

synchronisation et d’égalisation autodidacte. En Section 4, un

exemple numérique par application de la Section 3 est fourni

montrant l’apport de la cyclostationnarité. Enfin en Section 5,

une conclusion est donnée.

2 Eléments historiques sur la théorie des

signaux cyclostationnaires

Le premier papier mentionnant la notion de statistiques pé-

riodiques date de 1958 et a été écrit par W.R. Bennett [1]. Ce

papier constate que la moyenne et la corrélation statistique du

signal suivant
x(t) =

∑

k

skg(t− kT ) (2)

est périodique de période T . Dans ce signal, sk correspond à

une suite indépendante et identiquement distribuée à valeurs

discrètes en nombre fini, g(t) désigne une fonction de mise en

forme et T une période de transmission. Ce type de signal joue

toujours un rôle fondamental dans les réseaux de télécommuni-

cations. Néanmoins ce papier n’introduit pas de nouvelle déno-

mination et de nouveaux outils (hormis une décomposition en

série de Fourier de la moyenne et de la corrélation mais sans en

profiter pour énoncer de nouveaux résultats probants). Certai-

nement de manière indépendante vue l’époque et les échanges

limités entre les deux blocs politiques, il a fallu juste attendre

un an pour le développement d’un formalisme propre à la no-

tion de cyclostationnarité. Ce formalisme pour les signaux à

temps continu est apparu dans [2] avec pour application des

signaux de type radio-astronomie. La version à temps discret

avec une période entière N est parue dans [3]. Dans ce dernier

papier, le formalisme se raffine. Une décomposition en série de

Fourier est proprement menée et quelques propriétés des cor-

rélations et des cyclocorrélations sont prouvées comme les sui-

vantes : il est montré que pour tout (p, q) ∈ {0, · · · ,M − 1}2,

les matrices C et C(c) de taille M suivantes

Cp,q = R(nq, np − nq)

et
C

(c)
p,q = R(kq−kp)(nq − np)e

2iπkp(np−nq)

N

avec des entiers np, nq , kp et kq quelconques, sont des formes

quadratiques positives. Pour l’anecdote, ce papier cite A. Blanc-

Lapierre 1, l’un des fondateurs du colloque Gretsi. Il est com-

munément admis que ce papier est le véritable point de nais-

sance de la notion de cyclostationnarité.

Ensuite, il a fallu attendre 10 ans pour que des définitions et

des résultats plus complets englobant plus de cas de cyclosta-

tionnarité soient disponibles. Cela s’est produit du coté états-

uniens à travers deux manuscrits de thèse fondateurs [4, 5].

Dans [4], le formalisme se contente encore uniquement du se-

cond ordre mais introduit en revanche d’autres formes de cyclo-

stationnarité comme les processus presque-cyclostationnaires.

Ceci est rendu possible par une utilisation intense des séries de

Fourier. En effet, un signal cyclostationnaire au second ordre

admet une composition en série de Fourier de sa corrélation et

donc admet un nombre fini de fréquences cycliques. Si on s’au-

torise un nombre dénombrable de fréquences cycliques et que

cette « série » de Fourier permet de définir des corrélations,

on obtient alors une nouvelle classe de signaux qui sont ap-

pelés presque-cyclostationnaires. Dans [5], l’analyse est beau-

coup plus poussée car l’auteur définit des signaux cyclostation-

naires à tous les ordres. Il démontre un équivalent du théorème

de Wiener-Khintchine avec la notion de cyclospectre comme

définie à l’équation (1). En fait, il revisite de nombreux ré-

sultats associés à des signaux stationnaires pour en produire

une extension au cas cyclostationnaire. Enfin un résultat im-

portant visible est disponible dans [6] où il est montré qu’à

temps discret, un signal cyclostationnaire admet une version

vectorielle stationnaire. En effet, soit x(n) la suite cyclostation-

naire de période entière N , alors la suite de vecteur x(n) =
[x(nN), · · · , x(nN + N − 1)]T avec T la transposition est

stationnaire. Cette remarque, somme toute simple, va avoir un

grand impact plus tard en télécommunications car cette nou-

velle vision vectorielle va permettre de faire des rapproche-

ments fructueux avec les problématiques de transmission multi-

antennes, de type Multiple Input-Multiple Output (MIMO), et

de séparation de sources.

3 Application aux télécommunications

Les années 90 furent l’heure de gloire de la cyclostationna-

rité en raison de deux applications majeures de l’époque que

furent l’égalisation autodidacte et la synchronisation surtout

fréquentielle.

Dans le contexte des transmissions, on peut considérer dans

l’équation (2) que x(t) est le signal reçu, sk les symboles émis

de puissance moyenne Es et g(t) le filtre combinant le filtre

d’émission et le canal de propagation et de ce fait inconnu au

niveau du récepteur. Pour correspondre à la réalité, un bruit de

variance σ2 doit être rajouté à l’équation (2). Un moyen d’es-

timer le canal g(t) ou d’en estimer une version échantillonnée

(ce qui suffit pour mettre en place un détecteur efficace) est de

1. A. Blanc-Lapierre et R. Fortet, « Théorie des fonctions aléatoires »,

1953.



réserver des plages temporelles où les symboles sn sont connus

du récepteur ce qui permet l’identification du filtre très simple-

ment par une méthode des moindres carrés. En égalisation au-

todidacte, aucun symbole n’est connu à l’avance par le récep-

teur ce qui rend la tâche d’identification du canal plus délicate.

Supposons qu’on échantillonne x(t) à la cadence des symboles

T , on obtient la suite xn = x(nT ). Cette suite est stationnaire

et sa densité spectrale de puissance vaut

S(e2iπf ) = Es|G(e2iπf )|2 + σ2 (3)

avec G(e2iπf ) =
∑

n gne
−2iπnf et gn = g(nT ). Avoir à dis-

position les statistiques d’ordre deux est équivalent à connaître

la densité spectrale de puissance. Cette densité ne permet pas

d’identifier le canal car seulement la valeur absolue du spectre

est disponible. Fort de ce constat, la problématique d’égali-

sation autodidacte s’est basée sur les statistiques d’ordre su-

périeur pour exhiber des informations supplémentaires sur le

canal. Le signal à temps continu n’étant pas stationnaire mais

cyclostationnaire, cette propriété est perdue en échantillonnant

à la période T , et le premier papier proposant de conserver

et d’utiliser cette propriété de cyclostationnarité en suréchan-

tillonnant est [7]. En supposant un suréchantillonnage d’un fac-

teur 2, en plus de la densité de l’équation (3) avec g̃n = g(nT/2)
au lieu de gn dans la définition de f 7→ G(e2iπf ), un deuxième

spectre à la fréquence cyclique k = 1/2 est disponible et on

peut montrer qu’il s’écrit

S(1/2)(e2iπf ) = EsG(e2iπf )G(e2iπ(f+1/2))∗ (4)

où ∗ correspond à la conjugaison complexe. Dans l’équation

(4), on observe que des informations sur la phase du spectre

sont maintenant disponibles grâce au cyclospectre et suffisent à

rendre le problème identifiable sous des conditions techniques

légères. Un travail similaire a été conduit dans [8]. Ces tra-

vaux ont lancé le développement de très nombreux algorithmes

d’égalisation autodidacte basés sur les statistiques d’ordre deux.

Toujours en supposant un suréchantillonnage d’un facteur 2, le

signal x̃n = x(nT/2) s’écrit

x̃n =
∑

k

s̃kg̃n−k (5)

avec s̃n telle que s̃2m = sm et s̃2m+1 = 0. Bref le signal reçu

dans l’équation (5) correspond à un signal cyclostationnaire fil-

tré. Comme dans [9], l’idée est alors tentante de modifier la

« qualité » de la cyclostationnarité pour améliorer les algo-

rithmes d’égalisation autodidacte. Un bon résumé de cette ap-

proche par cyclostationnarité induite est disponible dans [10].

Une deuxième application phare est la synchronisation. En

pratique, on n’a pas attendu la notion de cyclostationnarité pour

développer des algorithmes de synchronisation mais plonger

ces algorithmes et le problème de synchronisation dans le cadre

des signaux avec cyclostationnarité a permis de clarifier de nom-

breux points et d’ouvrir de nouvelles perspectives. Cette revi-

site de la synchronisation avec ce cadre formel a eu lieu éga-

lement autour des années 1990. Pour simplifier, surtout si on

s’attarde sur la synchronisation fréquentielle, on peut réduire

le problème au modèle suivant

x(n) = a(n)e2iπf0n + b(n) (6)

avec a(n) un bruit multiplicatif (et il peut correspondre à des

symboles d’information) et b(n) un bruit additif. Le premier

papier mentionnant la cyclostationnarité dans le contexte de la

synchronisation est [11] dans lequel, en fait, il considère que

a(n) est cyclostationnaire ce qui peut correspondre au cas de

l’équation (5). Néanmoins ce papier n’a pas mesuré que la cy-

clostationnarité était plus intrinsèquement lié aux signaux de

télécommunications. Le premier papier utilisant réellement la

cyclostationnarité de x(t) de l’équation (2) pour développer

des algorithmes de synchronisation en temps et en fréquence

est [12] où le signal reçu est décalé en temps et en fréquence

comme suit x(t− τ0)e
2iπf0t. Le premier papier offrant une vi-

sion générale de l’utilisation de la cyclostationnarité est [13]

dans lequel les auteurs travaillent avec des signaux à temps

discret suivant l’équation (6) et où la cyclostationnarité est in-

duite par le paramètre de désynchronisation f0 : ainsi estimer

les paramètres de cyclostationnarité de type « fréquences cy-

cliques » permet de remonter à f0 et ce point de vue ouvre de

nombreuses perspectives et permet notamment d’analyser les

performances des algorithmes de manière plus facile comme

dans [14]. En travaillant avec des signaux à valeurs complexes

de moyenne nulle, on peut définir deux moments d’ordre deux :

la corrélation Rx(n,m) = E[x(n)x(n +m)∗] et la corrélation

conjuguée R
(c)
x (n,m) = E[x(n)x(n + m)]. Dans le cas d’un

bruit blanc circulaire et d’un signal a(n) stationnaire, on a
{

Rx(n,m) = Ra(m)e−2iπf0m + σ2δ0,m

R
(c)
x (n,m) = R

(c)
a (m)e−2iπ(2f0n+f0m) (7)

avec Ra(m) la corrélation de a(n) et δ0,m l’indice de Kro-

necker. Nous remarquons que la corrélation ne dépend pas de

n et donc est stationnaire. Ainsi la fréquence f0 agit comme

une phase sur cette corrélation et l’erreur quadratique moyenne

d’algorithmes basés sur cette seule corrélation sera au mieux en

1/D avec D le nombre de données disponibles. En revanche,

la corrélation conjuguée est cyclostionnaire et 2f0 est alors une

fréquence cyclique. Par conséquent il suffit ensuite d’appliquer

des algorithmes d’estimation de fréquence pour construire ou

revisiter des algorithmes de synchronisation. C’est pour cela

que l’erreur quadratique moyenne d’algorithmes basés sur cette

corrélation conjuguée sera au mieux en 1/D3. Ce lien entre cy-

clostationnarité et noncircularité (quand R
(c)
x (n,m) 6= 0 pour

au moins un entier m) est analysé en profondeur dans [15].

Dans certains problèmes de télécommunications, le signal a(n)
est circulaire au second ordre mais noncirculaire aux ordres su-

périeurs. Par exemple si a(n) appartient à une constellation de

type Quadrature Amplitude Modulation (QAM), alors R
(c)
a (m) =

0 mais C
(c,4)
a (0) := E[a(n)4] 6= 0. Il faut alors travailler avec

x(n)4 qui peut s’écrire

x(n)4 = C(c,4)
a (0)e−2iπ(4f0)n + b′(n)

avec b′(n) un bruit généralement ni gaussien ni stationnaire. De

nouveau, la fréquence f0 peut être vue comme une fréquence



cyclique et le problème plongé dans la problématique de l’es-

timation de fréquences cycliques ce qui permet d’obtenir très

simplement de multiples résultats [16].

4 Exemples numériques

On considère deux canaux de spectre f 7→ H0(e
2iπf ) et

f 7→ H1(e
2iπf ) := H0(e

2iπf )e2iπε(f+1/2)4 avec ε = 0, 1. Ces

deux filtres admettent la même densité spectrale de puissance

et donc ne peuvent être identifiés que grâce à leur cyclospectre

à la fréquence cyclique (fc) 1/2 (si ces filtres proviennent d’un

suréchantillonnage d’un facteur 2). Sur la figure 1, on trace res-

pectivement le module (en haut) et la phase (en bas) des cy-

clospectres de ces deux filtres. La phase du cyclospectre à la

fréquence cyclique 1/2 permet bien de les différencier.
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FIGURE 1 – Exemple pour l’égalisation autodidacte.

On considère maintenant le signal de l’équation (6) avec

a(n) et b(n) deux processus blancs gaussiens de moyenne nulle.

On suppose que E[|a(n)|2] = 1 et E[a(n)2] = 1 − a2 avec a
le taux de circularité et E[b(n)2] = 0. Etant donné l’équation

(7), Rx(n,m) ne contient pas d’information sur f0 alors que

Rx(n, 0) = (1 − a2)e2iπ2f0n en contient. En effet si a(n) est

noncirculaire, la corrélation conjuguée est cyclostationnaire de

période 1/(2f0) et le périodogramme associé à x(n)2 exhibera

un pic à la fréquence 2f0 ce qu’on observe bien sur la figure 2.
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FIGURE 2 – Exemple pour la synchronisation (a = 0 en haut,

a = 0, 5 au milieu et a = 1 en bas).

5 Conclusion

Nous avons donné quelques dates historiques de résultats de

la théorie de la cyclostationnarité. Nous avons aussi montré

l’apport essentiel de cet outil dans deux applications phares à

travers quelques résultats et quelques simulations. Cet outil de

cyclostationnarité est dorénavant mûr et le travail de recherche

actuel associé de faible intensité.
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