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Résuḿe –Dans le contexte des communications numériques, nous noussommes intéressés au problème de l’estimation conjointe de la réponse
impulsionnelle du canal et du résidu de fréquence porteuse lorsqu’une séquence d’apprentissage est disponible. Nous nous sommes concentrés
sur la conception de séquence d’apprentissage permettantd’optimiser les performances d’estimation des deux param`etres d’intérêt. Dans la
littérature, les séquences d’apprentissage ne sont optimisées que pour améliorer les performances d’estimationd’un des deux paramètres d’intérêt.
Il s’avère que cela se produit souvent au détriment du paramètre délaissé. Dans notre travail, nous exhibons une s´equence d’apprentissage qui est
pertinente pour les deux paramètres. Le résultat nouveaude ce papier réside, d’une part, dans l’obtention d’une expression analytique de l’erreur
quadratique moyenne entre le symbole émis et le symbole détecté lorsqu’il y a des erreurs d’estimation sur le canal etle résidu et, d’autre part,
dans l’optimisation de cette erreur quadratique moyenne enfonction de la séquence d’apprentissage permettant ainside la choisir judicieusement.

Abstract – We consider signal-carrier and single-user transmission over a frequency-selective channel. We focus on the data-aided joint
estimation of the dispersive channel and the frequency offset. We propose a new training sequence selection strategy relevant for both parameters
of interest in the context of a Ricean fading channel. Our strategy relies on the minimization of the Mean-Square Error ondata symbols at the
output of a Wiener equalizer after frequency offset compensation. Simulations based on bit error rate confirm our claim.

1 Introduction

Dans un système de communication, une mauvaise estima-
tion des paramètres de propagation peut conduire à une perte
dramatique de performances [1]. Dans un contexte de commu-
nications sans fil, ces paramètres correspondent généralement
à la réponse impulsionnelle du canal et au résidu de fréquence
porteuse (CFO) dû à l’effet Doppler associé à la mobilité crois-
sante des terminaux.

Afin d’estimer rapidement et précisément ces paramètres,
une séquence d’apprentissage est envoyée périodiquement par
l’émetteur au récepteur. Quand la réponse impulsionnelle du
canal est le seul paramètre inconnu, il est bien connu que la
meilleure séquence d’apprentissage (c’est-à-dire, la séquence
qui minimise la borne de Cramer-Rao (CRB)) est la séquence
pseudo-aléatoire blanche. Malheureusement quand le CFO doit
aussi être estimé, la caractérisation de la meilleure s´equence
optimale est encore un problème ouvert.

Seulement quelques problèmes spécifiques concernant la con-
ception de la séquence optimale ont été résolus quand leCFO
est présent. Par exemple, quand la réponse impulsionnelle du
canal est connue du récepteur (et donc de l’émetteur par le
biais d’une voie de retour), la séquence optimale associée au
problème d’estimation du CFO doit concentrer son énergiesur
la fréquence qui maximise la réponse fréquentielle du canal
[2, 3]. Il est clair que ce dernier résultat est irréalisteà cause
de l’hypothèse très restrictive de la connaissance du canal par
l’émetteur. C’est pourquoi, quelques travaux proposent de mo-
yen ner la CRB associée au CFO sur les statistiques du ca-

nal afin d’avoir une optimisation indépendante de la réalisation
du canal. Mais pour des soucis de simplicité, les auteurs ne
considèrent que le cas où les composantes du canal sont in-
dépendantes et identiquement distribuées (iid) [4] ou bien le
pire des cas [5]. La meilleure séquence d’apprentissage pour
l’estimation du CFO est alors de nouveau la séquence pseudo-
aléatoire blanche.

Dans ce papier, nous proposons, contrairement à tous les tra-
vaux précédents, de minimiser un critère qui englobe l’effet
relatif des deux paramètres sur les performances globalesdu
système et non de minimiser la CRB d’un des deux paramètres.
Pour ce faire, nous suggérons d’utiliser l’Erreur Quadratique
Moyenne entre les symboles émis et reçus (EQM) moyennée
sur les statistiques du canal.

Le modèle mathématique retenu est le suivant : considérons
une séquence d’apprentissaget(0), t(1),. . ., t(NT − 1) de lon-
gueurNT . Le signal reçuy(n) admet la forme suivante

y(n) = e2ıπfn

L−1
∑

l=0

h(l)t(n − l) + w(n), (1)

oùf désigne le résidu de fréquence porteuse et les coefficients
h(0) . . . h(L − 1) la réponse impulsionnelle du canal. Le bruit
w(n) est un processus blanc gaussien circulaire de moyenne
nulle et de varianceσ2 = E[|w(n)|2]. Dans la suite, on notera
h = [h(0) . . . h(L − 1)]T le vecteur associé au canal inconnu
ett = [t(0), t(1) . . . t(NT − 1)]T le vecteur de symboles d’ap-
prentissage avec(.)T l’opération de transposition.

Ce papier est ensuite organisé comme suit : à la section 2,
nous calculons analytiquement l’EQM. A la section 3, nous



abordons le problème de la minimisation de l’EQM en fonc-
tion de la séquence d’apprentissage. Enfin nous finissons par
une section dédiée aux simulations.

2 Erreur Quadratique Moyenne

Nous supposons que la séquence d’apprentissaget est sui-
vie par la transmission deND données utiles qui sont notées
par la suited = [d(0), d(1), . . . , d(ND − 1)]T. Ces données
seront supposer i.i.d. de moyenne nulle et de varianceσ2

d =
E[|d(n)|2]. Nous supposons également que les estimateurs res-
pectifsĥ et f̂ du canal et du résidu ont été obtenus par le biais
du maximum de vraisemblance [2]. Enfin après compensation
du résidu par le résidu estimé, l’interférence entre symboles est
gérée via un filtre égaliseur de Wienerg = [g(−Lg), . . . , g(Lg)]
de longueur2Lg + 1. Il s’ensuit que le signal en entrée de
détecteur à seuil s’écrit, pourn ≥ NT + L,

z(n) =

Lg
∑

k=−Lg

g(k)e−2ıπ(f−f̂)(n−k)

×
(

L−1
∑

l=0

h(l)d(n − k − NT − l) + w(n − k)

)

Il paraı̂t naturel de vouloir trouver la séquence d’apprentis-
sage qui minimise le taux d’erreur binaire en sortie du détecteur.
Néanmoins devant cette stratégie difficile, nous proposons de
minimiser l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) en sortie de
l’égaliseur, c’est-à-dire,E[|z(n) − d(n − NT )|2]. Cependant
z(n) n’est pas stationnaire en raison de la présence du résidu.
C’est pourquoi il semble plus judicieux de travailler sur l’EQM
moyennée sur tous les instants. Ainsi, nous nous concentrerons
sur le critère suivant

EQM(t) =
1

ND

NT +ND−1
∑

n=NT

E[|z(n) − d(n − NT )|2]. (2)

Notre objectif premier est d’exprimer analytiquement ce critère
en fonction det. Dans la suite, faute de place, nous ne men-
tionnons que les étapes permettant d’arriver au résultatfinal
représenté par l’Eq. (6).

La première étape consiste à exprimer EQM(t) en fonction
des erreurs d’estimation du filtre de Wienerg et du résiduf .
Il faut d’abord déterminer l’EQM pour chaque réalisationdu
canal que nous noterons EQM(t‖h). Après des calculs fasti-
dieux, on obtient que

EQM(t‖h)= σ2
d + σ2

∫ 1

0

|(g + ∆g)(ν)|2dν

+ σ2
d

∫ 1

0

|h(ν)|2|(g + ∆g)(ν − ∆f)|2dν

− 2σ2
dℜ
[

S(∆f)

∫ 1

0

(g + ∆g)(ν − ∆f)h(ν)dν

]

avec

S(ν) =
1

ND

NT +ND−1
∑

n=NT

e−2ıπνn

etℜ[.] representant la partie réelle d’un nombre complexe. On
noteg le filtre de Wiener associé au filtreh. De plus nous avons
∆g = ĝ − g avecĝ le filtre de Wiener déduit à partir dêh et

∆f = f̂ − f . Enfin on posep(ν) =
∑L2

l=−L1
p(l)e−2ıπνn la

transformée de Fourier associée à n’importe quel vecteur p =
[p(−L2), · · · , p(L1)]

T de taille(L1 + L2 + 1).
Afin d’obtenir une relation simple entre EQM(t‖h) et l’er-

reur d’estimation, nous considérons le contexte« asymptotique»
suivant oùNT la taille de la séquence d’apprentissage etND la
taille de la séquence de données tendent vers l’infini à lamême
vitesse selon le rapport

α = lim
NT→∞

ND/NT

qui est constant et dépendant du système utilisé.
Nous rappelons (cf. [3, 2]) que l’EQM pour l’estimation du

canal est de l’ordre de1/NT tandis que l’EQM pour l’estima-
tion du résidu de porteuse est de l’ordre de1/N3

T . Par con-
séquent, la fonctionS(ν) peut se décomposer de la manière
suivante

S(∆f) = 1 − ıπ(2 + α)NT ∆f

− 2π2(1 + α + α2/3)N2
T (∆f)2 + op(1/NT )

où op(1/NT ) est négligeable par rapport à1/NT en probabi-
lité. En se basant sur la décomposition précédente, nous sommes
capable de montrer que

EQM(t‖h) = e0 + e1 + e2 + e3 + op(1/NT )

avec

e0 = σ2
d +

∫ 1

0

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)|g(ν)|2dν

− 2σ2
dℜ
[
∫ 1

0

h(ν)g(ν)dν

]

e1 =

∫ 1

0

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)γg,g(ν)dν

e2 = 2σ2
d(2 + α)πNTℑ

[
∫ 1

0

h(ν)γg,f (ν)dν

]

e3 = 4σ2
dπ2(1 + α + α2/3)N2

T γf,fℜ
[
∫ 1

0

g(ν)h(ν)dν

]

oùℑ[.] represente la partie imaginaire d’un nombre complexe
et où

γg,g(ν) = E[|∆g(ν)|2]
γg,f (ν) = E[∆g(ν)∆f ]

γf,f = E[(∆f)2]. (3)

Le termee0 représente l’erreur due au récepteur de Wiener
même quandh etf sont parfaitement connus. L’erreure1 (resp.
e3) est le terme supplémentaire associé à la mauvaise estima-
tion deh (resp.f ). Et e2 est le terme additionnel causé par la
mauvaise estimation simultanée deh etf .

La seconde étape du calcul a pour objectif d’exprimer les er-
reurs d’estimation associées au filtre de Wiener en fonction de
celles associées au filtre du canal. Ceci est facile à déterminer si
on suppose que le filtre de Wiener est de longueur infini. Nous
obtenons alors que

∆g(ν) =
−σ4

dh(ν)
2
∆h(ν) + σ2

dσ2∆h(ν)

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)2

ce qui implique que

γg,g(ν) =
(σ8

d|h(ν)|4 + σ4
dσ4)γh,h(ν)

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)4

(4)



−
2ℜ
[

σ6
dσ2h(ν)

2
γ̃h,h(ν)

]

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)4

γg,f (ν) =
σ2

dσ2γh,f(ν) − σ4
dh(ν)

2
γh,f (ν)

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)2

(5)

où
γ̃h,h(ν) = E[∆h(ν)2]

et où γh,h(ν) et γh,f(ν) sont définis de manière similaire à
l’Eq. (3).

La troisième étape permet de relier les erreurs d’estimation
sur le canal et le résidu à la séquence d’apprentissage. En fait
γh,h(ν), γ̃h,h(ν), γh,f(ν) et γf,f (ν) s’expriment en fonction
des statistiques du second ordre de la séquence d’apprentissage
lorsque celle-ci est supposée être la réalisation d’un processus
aléatoire stationnaire de moyenne nulle et de fonction d’auto-
corrélationr(k) = E[t(n+k)t(n)]. QuandNT est grand, il est
connu que (cf. [5])

E[∆h∆hH] =
σ2

NT

(

R−1
t +

3

2

hhH

hHRth

)

E[∆h∆hT] =
3σ2

2NT

hhT

hHRth

E[∆h∆f ] = −ı
3σ2

2πN2
T

h

hHRth

E[(∆f)2] =
3σ2

2π2N3
T

1

hHRth

oùRt est la matrice de covariance de tailleL dont les compo-
santes sont{r(k−l)}k,l=0,···,L−1 Si on suppose que la séquence
{r(k); k = 0,±1, · · ·} est absolument sommable, alors on peut
définir le spectre suivant associé à la séquence d’apprentissage

Stt(ν) = |q(ν)|2 =

+∞
∑

k=−∞

r(k)e−2ıπkν

Il est alors facile de vérifier que

r(k) =

∫ 1

0

|q(u)|2e2ıπkudu

ce qui implique

hHRth =

∫ 1

0

|q(u)|2|h(u)|2du.

Par conséquent, on a

γ̃h,h(ν) = − 3σ2

2NT

(h(ν))2
∫ 1

0
|q(u)|2|h(u)|2du

γh,f(ν) = −ı
3σ2

2πN2
T

h(ν)
∫ 1

0 |q(u)|2|h(u)|2du

γf,f =
3σ2

2π2N3
T

1
∫ 1

0 |q(u)|2|h(u)|2du
.

Une expression analytique pourγh,h(ν) est plus difficile à ob-
tenir car nous avons à gérer la matriceR−1

t . En fait γh,h(ν)
dépend dedL(ν)R−1

t dL(ν)H oùdL(ν) = [1, · · · , e−2ıπ(L−1)ν].
Afin d’exprimer cette dernière quantité en fonction deq(ν), on
doit remarquer que, si la longueur du canalL est suffisamment

grande, alorsRt est une grande matrice de Toeplitz dont l’in-
verseR−1

t est bien approximable par une matrice circulante
(cf. [6]) admettant la première ligne suivante

[
∫ 1

0

1

|q(u)|2 e2ıπkudu

]

k=0,···,L−1

Etant donné cette approximation, nous obtenons que

γh,h(ν) =
σ2

NT

(

L

|q(ν)|2 +
3

2

|h(ν)|2
∫ 1

0
|q(u)|2|h(u)|2du

)

.

Finalement nous avons

EQM(t) = EQM0 +
σ2

dσ2

NT

J(q) (6)

où EQM0 est une constante représentant l’erreur que nous au-
rions observée sans erreur d’estimation et oùJ(q) est l’erreur
supplémentaire due à la mauvaise estimation des paramètres et
s’exprime de la manière suivante

J(q) =

∫ 1

0

c1(ν)

|q(ν)|2 dν + βE

[

1
∫ 1

0 c2(ν)|q(ν)|2dν

]

(7)

avecβ = 27/2 + 9α + 2α2 et

c1(ν) = Lσ2
dE

[

σ4
d|h(ν)|4 + σ4

(σ2
d|h(ν)|2 + σ2)3

]

c2(ν) =
|h(ν)|2

∫ 1

0

σ2

d
|h(u)|2

σ2

d
|h(u)|2+σ2

du
. (8)

3 Choix de la śequence d’apprentissage

Afin de trouver la meilleure couleur de la séquence d’appren-
tissage (c’est-à-direq(ν)), nous voudrions une formule analy-
tique pourJ(q) dans laquelle les expérances mathématiques
sur le canal auraient disparu. Ce calcul dépend du modèle sta-
tistique que le canal vérifie. Lorsque le canal suit un modèle
de Rice, le calcul est possible et n’est pas reporté ici faute
de place. De plus la minimisation de ce critère se révèle très
délicate. C’est pourquoi nous nous concentrons dorénavant sur
une version approximée deJ(q). Le canal est dit de Rice de
facteurK lorsqu’il se décompose de la manière suivante :h =
√

K/(K + 1)hd +
√

1/(K + 1)ha avechd une partie déter-
ministe en général connu du récepteur et de l’émetteur et ha

une partie aléatoire gaussienne à estimer au récepteur.
QuandK est grand, le critèreJ(q) est proche de la fonc-

tion Jd(q) obtenue en remplaçantc1(ν) et c2(ν) par cd
1(ν) et

cd
2(ν) définis en substituanth(ν) parhd(ν) et en éliminant ainsi

les espérances mathématiques surh(ν). La conception de la
séquence d’apprentissage est maintenant basée sur la minimi-
sation deJd(q) et non deJ(q). Il est clair que cette simpli-
fication n’est valablea priori que pour des fortes valeurs de
K. Néanmoins les simulations montreront que cette approche
reste valable numériquement pour des valeurs deK tradition-
nellement rencontrées. MinimiserJd(q) en fonction deq avec
la contrainte énergétique

∫ 1

0 |q(ν)|2dν ≤ P est un problème
d’optimisation convexe. En utilisant la méthode des multiplieurs
de Lagrange, nous obtenons que

|q(ν)|2 = P

√

cd
1(ν)/(µ − cd

2(ν))
∫ 1

0

√

cd
1(u)/(µ − cd

2(u))du
(9)



oùµ est tel que
∫ 1

0
cd
2(u)

√

cd
1(u)/(µ − cd

2(u))du =
√

β.
Il faut noter que la construction de la séquence ayant la cou-

leur définie à l’Eq. (9) induit un supplément de complexité
négligeable pour le système car cette séquence sera engendrée
comme la sortie d’un filtre excité par une séquence blanche
connue. Cette opération ne sera en plus réalisée qu’à chaque
changement de statistique deh ce qui est un événement rare.

4 Simulations

Nous considéronsNt = 50, L = 5, K = 5 et α = 10. Le
résidu est fixé àf = 0.1. Toutes les simulations sont moyennées
sur100 tirages pour lesquels les parties déterministes et aléa-
toires du canal ont été modifiées selon une loi gaussiennede
moyenne nulle et de variance unité.

Sur la figure 1 (resp. 2), nous avons affiché l’EQM théorique
(resp. le Taux d’Erreur Binaire (TEB) empirique) en fonction
du Rapport Signal-à-Bruit (RSB) quand les paramètres sont
parfaitement connus et quand les paramètres sont estiméspar le
biais d’une séquence d’apprentissage blanche ou d’une séquence
d’apprentissage colorée selon l’Eq. (9).

Nous remarquons que les gains ne sont pas négligeables.
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FIG. 1 – EQM en fonction du RSB

Sur la figure 3, nous avons affiché l’EQM théorique en fonc-
tion deK (pour un RSB de 15dB) quand les paramètres sont
parfaitement connus et quand les paramètres sont estiméspar le
biais d’une séquence d’apprentissage blanche ou d’une séquence
d’apprentissage colorée selon l’Eq. (9). Nous remarquonsque
les gains restent conséquent même pour des valeurs de facteur
de Rice assez faible. Ceci justifie l’approximation réalisée en
remplaçant l’optimisation deJ(q) par celle deJd(q).
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