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1. Bornes de Cramer-Rao classiques

@ avec parametres déterministes
@ avec parametres aléatoires (approche bayésienne)

2. Bornes de Cramer-Rao avec parameétres de nuisance

3. Autres bornes

@ Barankin
@ Ziv-Zakai

Exemple-conducteur : estimation de fréquence sans séquence
d’apprentissage
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CRB classiques

Partie 1 : Bornes de Cramer-Rao classiques |
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Borne de Cramer-Rao déterministe (I)

@ Soit 8 un parametre (réel) déterministe a estimer
@ Soit # un estimateur sans biais de 6
@ Soit yy le vecteur d’observations de taille N

Borne de Cramer-Rao

Ey [(é . 0) (é - H)T] > F(6)"! = CRB(9)

Remarque :
@ La matrice F (@) se nomme matrice d’information de Fisher (FIM)
_ dln py(yN|9) dln py(yN|9) T
F(6) = Ev l( 00 00

@ Un estimateur sans biais atteignant la CRB est dit efficace
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Borne de Cramer-Rao déterministe (Il)

Si la fonction In py (yn|@) admet une dérivée seconde, alors

F(0) = —Ey {32 In pY(yN|0):| ’

(06)?

Remarque :
@ py(yn|6) est la vraisemblance
@ Inpy(yn|0) est la log-vraisemblance
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Borne de Cramer-Rao bayésienne

@ Soit 6 un paramétre (réel) aléatoire a estimer admettant une
distribution a priori py(6)
@ Soit A un estimateur (réel) sans biais de 6

Ey {(é—e) (8- e)T] > F~1 = BCRB

avec

00 00

F By, [(mnpv,e(YN,e)) (alanﬁ(yN,o))T}

Remarque :
@ On a aussi

2
F =Ry, [3 In DY,O(YNﬁ)}

(00)
@ Pas de liens triviaux entre BCRB et Eq[CRB(0)]
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CRB avec nuisance

Partie 2 : Bornes de Cramer-Rao
avec parametres de nuisance
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Exemple : estimation autodidacte de la fréquence

y(n) = a(n)e?™" 4 b(n), n=0,...,N -1« yy=Dy(fo)an + by

avec
o yn =[y(0),---,y(N=1)"
@ Dy (fo) = diag([1, - - - ,e@™(N-1)])
© ay =[a(0).--.a(N ~ 1)]'
@ by bruit blanc gaussien circulaire centré et de variance 2Ng
supposée connue par souci de simplicité

Probléme

@ fp : parametre d'intérét (supposé déterministe)
@ ay : paramétres de nuisance

= A chaque hypothése formulée sur les paramétres de nuisance
correspondra UNE borne de Cramer-Rao
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CRB non-conditionnelle (I)

@ a(n) est vu comme une vraie nuisance ~» stochastique
@ Vraisemblance non-conditionnée ou vraie vraisemblance

pu(yn|f) = Ealp(ynf, an)] = / p(yn|f. an)p(an)day

Définition

UCRB(f) = = _ 1

Ey || % nputnin)] By [[GInEalpynlfan)]|’]
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CRB non-conditionnelle (lI)

Dénomination :
@ UCRB : unconditionnal CRB
@ TCRB : true CRB
@ SCRB : stochastic CRB

Inconvénient :
@ Cette borne est souvent incalculable analytiquement car

— llyn —Pn (e |2
N,

pulynf) o / e play)day

est difficile a exprimer simplement
@ Approximation a bas RSB (€* = 1 + x + x?/2 + 0(x?))
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CRB conditionnelle

@ a(n) est vu comme un paramétre d'intérét ~» déterministe
@ Vraisemblance conditionnelle ou vraisemblance déterministe

A 0 f,a
pc(Yn|f) = p(ynif, &) avec 7p(y8N| N) =0
aN A

ay

Définition

1

CCRB(f) =
Ey.a “% In pc(YN”)ﬂ

Dénomination :
@ CCRB : conditionnal CRB
@ DCRB : deterministic CRB
Remarque :
@ La CCRB est peu utilisée alors que le CML I'est beaucoup
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CRB modifiée

@ a(n) est vu comme un parametre connu

Définition

1
Eya (| pnif,an)[]

MCRB(f) =

Remarque
@ Expressions analytiques calculables
@ MCRB souvent utilisée pas toujours précise
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CRB gaussienne

@ a(n) est vu comme un processus gaussien
@ Vraisemblance gaussienne

Pg(YnIF) = Ea[p(ynlf, an)]

ou ay est un vecteur gaussien

Définition

1

GCRB(f) =
Ey [/ Inpg(ynIf)[’]

@ Expressions analytiques calculables
@ Approche a priori pas valide en coms. nums

@ C’est une borne pour tous les estimateurs sans biais basés sur
la matrice de covariance des observations
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Liens entre xCRB

Toutes bornes (exceptée la GCRB) sont des bornes de 'TEQM !

UCRB > MCRB (x) e CCRB > MCRB

Deux cas particuliers :

@ UCRB = MCRSB (si fort RSB et si les valeurs de paramétres de
nuisance appartiennent a un ensemble discret)

@ UCRB = GCRB (si les paramétres de nuisance sont vraiment
gaussiens)

~» MCRB souvent trop optimiste
~» GCRB incapable de prendre en compte les HOS
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Preuve de (x)




Exemple : estimation autodidacte de la fréquence (I)

a(n) blanc, centré, a valeurs discréetes et non-circulaire a I'ordre deux

Résultat

30? 3[(1—|ul?) + 202 + 0*]

MCRB = et GCRB =

27m2N3 472|u|?N3

302 304
—~__ e UCRB, =
2m2N3 IfableRSE = 22|y [2N3

lJCRB|fort RSB —

avec variance E[|a(n)|?] = 1 et pseudo-variance E[a(n)?] = u

Remarque :
— MCRB utile a fort RSB mais pas a faible RSB
— GCRSB utile a faible RSB (si non-circularité au second ordre)
— GCRB utile & fort et faible RSB ssi a(n) € MDA (i.e., u = 1)
GCRB inutile pour les MDP et MAQ
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CRB avec nuisance

Exemple : estimation autodidacte de la fréquence (II)

MSE versus tho

MSE versus SNR .
* ! ! ] : ! "= Gore 1
GCRE . :
° i MCRB
® MSE with Gaussian process et SIOY —e- MSE with Gaussian process
MSE with binary process 107 ~ i

EQM en fct. du RSB

20 25 20 0 01 02 03

04 05 06
tho (N=100 ; SNR=10d8)

EQM en fct. de |u|

10
SNR (N=100)
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Autres bornes

Partie 3 : Autres bornes J
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Autres bornes

Remarque

XCRB incapable de prédire et d’analyser I'effet de décrochement

Solutions
Introduire des bornes plus précises

@ Approche déterministe
~» Borne de Barankin
@ Approche aléatoire
~» Borne de Ziv-Zakai

@ Présentation pour un scalaire réel et sans parametres de
nuisance
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Borne de Barankin

@ On considére des points-tests {#(), ... 4P}
@ On forme By = (B, 1)1<k,i<p de la maniére suivante

p(ylﬁ("))p(ylﬁ('))}
p(y|6)?

Définition

BBy(A) =sup & (Bp —1,15) %6
&

Sp(&p)

avec & = [0W —9,...,0P) — 9" et 1, = oneg(p, 1)

@ EQM de tout estimateur sans biais est plus grand que BB,
@ Quand p — oo, BB, devient la plus fine des bornes
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Borne de Ziv-Zakai

Définition

778 — /5 U min(p(9), p(6 +s))Pe(6,9+s)d6} de

ou
@ p(.) densité a priori de 6
@ P¢(6,0 + ¢) est la probabilité d’erreur du détecteur optimal pour
le probléeme suivant

{Ho: y(n) = fa(0)
Hi: y(n) = f(0+¢)
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Autres bornes

Simulations

a(n) blanc centré gaussien a valeurs complexes
de variance 1 et de pseudo-variance E[a(n)?] = u

pirical MSE for NLS

D = 03 04 05 06 07 08 09 1
SNR (N=64 ; tho= 1) ho (N=64 ; SNR=10dB)

EQM en fct. du RSB EQM en fct. de u

@ Ecart important entre BB et I'estimateur de I'élévation au carré
@ Petit écart entre ZZB et I'estimateur de I'élévation au carré
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