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Modèles Estimation supervisée Estimation autodidacte

Modèle en bande de base

Signal reçu en bande de base

ya(t) =
∑

k∈Z

skha(t − kTs − τ) + ba(t)

avec

{sk}k∈Z : symboles d’une constellation quelconque

ba(t) : bruit additif gaussien ∼ CN (0, N0Id2)

ha(t) : un filtre résultant d’un filtre de mise en forme ga(t), d’un
canal de propagation et d’un déphasage global

τ : un décalage temporel (appelé « rythme »)
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Récepteur en bande de base

Récepteur (avec ha(t) et τ connus)
.

ŝn

Egaliseur

Egaliseur
ya(t)

ha(−t)
za(t) z(n)

nTe

Egaliseur
Interpolateur

basé surha(nTe)

ha(−t − τ)

nTs
+ τ

nTs

.

Remarque

Te période d’échantillonnage vérifiant le théorème de Shannon

Te = Ts/2 suffit
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Problématique d’estimation du rythme

1. Canal ha(t) inconnu :
Intégration de τ dans ha(t)
   pas d’estimation de rythme proprement dite
Suréchantillonner n’engendre pas de perte d’information
   pas d’estimation de rythme proprement dite

2. Canal ha(t) connu : canal avec évanouissement plat
Idem au cas canal inconnu
Seul τ à estimer donc plus simple
   estimation de rythme utile (en sortie de filtre adapté)
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Exemple

ha(t) : filtre en racine de Nyquist de facteur d’excès de bande 1

Eb/N0 = 30dB, τ = Ts/4

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
Diagramme de l oeil

*Ts
−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
Diagramme de l oeil

*Ts

Philippe Ciblat Estimation du rythme 5 / 18



Modèles Estimation supervisée Estimation autodidacte

Modèle mathématique

Signal reçu

ya(t) =
N−1∑

n=0

snha(t − nTs − τ) + ba(t)

{sn} une séquence de données (connue ou inconnue)

τ le décalage temporel inconnu

ha(t) le filtre en recine de Nyquist connu

ba(t) le bruit gaussien blanc circulaire de variance 2N0

Deux modes d’estimation :

Avec séquence d’apprentissage

   Data-aided (DA) ou supervisé

Sans séquence d’apprentissage

   Non-Data-aided (NDA) ou autodidacte/aveugle
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Estimation supervisée

Estimateur du maximum de vraisemblance (approche analogique)

p(y|τ) ∝ exp

{

−

∫

R
|ya(t) −

∑N−1
n=0 snha(t − nTs − τ)|2dt

2N0

}

Résultat

τ̂N = arg max
τ

JN(τ) =

N−1∑

n=0

<{snzτ (n)}

avec

zτ (n) =

∫

R

ya(t)ha(t − nTs − τ)dt
︸ ︷︷ ︸

sortie de filtre adapté
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Borne de Cramer-Rao

Estimateur ML asymptotiquement sans biais et efficace

Résultat

CRB(τ) =
N0

4π2
(∫

R
f 2|H(f )|2

∑N−1
n,n′=0 snsn′e2iπfTs(n′−n)df

)

avec H(f ) la T.F. de t 7→ ha(t)

Remarque
• ρ grand :

bonne résistance à l’erreur de rythme
estimation fine du rythme aisée

• ρ petit :
mauvaise résistance à l’erreur de rythme
estimation fine du rythme délicate
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Preuve

ln p(y|τ) ∝
1

N0
<

{
N−1∑

n=0

sn

∫

ya(t)ha(t − nTs − τ)dt

}

d
dτ

ln p(y|τ) ∝ −
1

N0
<

{
N−1∑

n=0

sn

∫

ya(t)h
′

a(t − nTs − τ)dt

}

d2

(dτ)2 ln p(y|τ) ∝
1

N0
<

{
N−1∑

n=0

sn

∫

ya(t)h
′′

a (t − nTs − τ)dt

}

E

[
d2

(dτ)2 ln p(y|τ)

]

∝
1

N0
<







N−1∑

n,n′=0

snsn′

∫

ha(t − n′Ts)h
′′

a (t − nTs)dt







∝ −
4π2

N0
<







N−1∑

n,n′=0

snsn′

∫

H(f )e2iπ(n′
−n)fTs f 2H(f )dt






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Séquence d’apprentissage optimale

{sn}n une réalisation d’une séquence pseudo-aléatoire
stationnaire

rs(m) = E[sn+msn] la fonction d’autocorrélation

Ss(e2iπf ) =
∑

m rs(m)e−2iπmf le spectre

Résultat fondamental

1
N

N−1∑

n,n′=0

E[sn′sn]e2iπ(n′
−n)fTs

p.s.

→ Ss(e−2iπfTs)

Borne de Cramer-Rao asymptotique

CRB(τ) =
N0

4π2N
∫

R
f 2|H(f )|2Ss(e−2iπfTs)df

La séquence optimale sélectionne la fréquence maximisant f |H(f )|
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Preuve

SN =
1
N

N−1∑

n=0

n∑

m=n−(N−1)

rs(m)e2iπmfTs

=
1
N

N−1∑

n=0

N−1∑

m=−(N−1)

rs(m)e2iπmfTs

−
1
N

N−1∑

n=0

N−1∑

m=n+1

rs(m)e2iπmfTs −
1
N

N−1∑

n=0

n−N∑

m=−(N−1)

rs(m)e2iπmfTs

≈
1
N

N−1∑

n=0

N−1∑

m=−(N−1)

rs(m)e2iπmfTs

N→∞
→ Ss(e−2iπfTs )
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Implémantation par algorithme du gradient

L’estimateur de τ est donné par la maximisation (en bloc) de JN(τ)

JN(τ̂ (i−1)) < JN(τ̂ (i))

JN(τ̂ (i−1)) < JN(τ̂ (i−1) + ∆)

JN(τ̂ (i−1)) < JN(τ̂ (i−1)) + J ′

N(τ̂ (i−1))∆ + o(∆2)

J ′

N(τ̂ (i−1))∆ > 0

∆ = µJ ′

N(τ̂ (i−1))

τ̂ (i) = τ̂ (i−1) + µJ ′

N(τ̂ (i−1))

τ̂ (i) = τ̂ (i−1) + µ

N−1∑

n=0

<

{

sn
∂zτ (n)

∂τ

∣
∣
∣
∣
τ̂ (i−1)

}
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Algorithme du gradient stochastique (I)

Au lieu de raisonner par bloc, on travaille échantillon par
échantillon

L’itération i devient alors un indice temporel (noté n)

Algorithme du gradient (stochastique)

τ̂n = τ̂n−1 + µJ ′

n(τ̂n−1)

= τ̂n−1 + µ<

{

sn
∂zτ (n)

∂τ

∣
∣
∣
∣
τ̂n−1

}

car J ′

n−1(τ̂n−1) = 0
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Algorithme du gradient stochastique (II)

Algorithme du Tôt-Tard

∂zτ (n)

∂τ

∣
∣
∣
∣
τ̂n−1

=
zτ̂n−1+∆(n) − zτ̂n−1−∆(n)

2∆

   approximation de la dérivée

Remarque

Poursuite de rythme possible

Variation de la rythme φn (au lieu de φ)

Application possible à l’estimation de la période-symbole
τn = nTs + τ
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Estimation autodidacte

Estimateur du maximum de vraisemblance

p(y|τ) =

∫

p(y|τ, sN)p(sN )dsN

∝ Es

[

exp

{

−

∫

R
|ya(t) −

∑N−1
n=0 snha(t − nTs − τ)|2dt

2N0

}]

Résultat général

τ̂N = arg max
τ

N−1∑

n=0

ln

(
P−1∑

m=0

pm

∫ N−1∏

n′=0

e−

snsn′ρn,n′
2N0

+<{snzτ (n)}
N0 δ(sn − s(m))dsN

)

avec

ρn,n′ =
∫

ha(t − n′Ts)ha(t − nTs)dt

s(m) le mème symbole de la constellation (contenant P points)

pm la probabilité d’apparition de s(m)
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Simplification

MDA2

Filtre en racine de Nyquist

Equiprobabilité des symboles

Résultat

τ̂N = arg max
τ

N−1∑

n=0

ln
(

cosh
(
<{zτ (n)}

N0

))

Faible Eb/N0 (c’est-à-dire, ex = 1 + x + x2/2 + o(x2))

τ̂N = arg max
τ

N−1∑

n=0

(<{zτ (n)})2

= arg max
τ

N−1∑

n=0

<
{

zτ (n)2}+ |zτ (n)|2

Philippe Ciblat Estimation du rythme 16 / 18



Modèles Estimation supervisée Estimation autodidacte

Conclusion

Interpolateur

CRB pour le cas NDA

Variation de τ : application à l’estimation de Ts
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