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Partie 1 : Introduction
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Modèle en bande de base

Signal reçu en bande de base

ya(t) =
∑

k∈Z

sk ha(t − kTs) + ba(t)

avec

{sk}k∈Z : symboles d’une constellation quelconque

ba(t) : bruit additif gaussien ∼ CN (0, 2N0)

ha(t) : un filtre résultant d’un filtre de mise en forme ga(t), d’un
canal de propagation ca(t) de type multitrajet. Ce filtre a pour
support temporel [0, LTs]

   Le canal ha(t) est, en pratique, inconnu du récepteur
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Récepteur avec canal ha(t) connu

Schéma de principe
.

ha(−t)
za(t) nTs

Interpolateur

ŝn

Détecteur

Détecteur2

ŝn
n(Ts/

2)

basé surha(nTs/2)

za(nTs/2)

ya(t)

ya(t)

z(n)

z(n)

.

Remarque :

Le filtre de mise en forme admet une bande de la forme
[−(1 + ρ)/(2Ts), (1 + ρ)/(2Ts)] avec ρ le facteur d’excès de
bande

Période d’échantillonnage Te = Ts/2 vérifie le théorème de
Shannon
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Récepteur avec canal ha(t) inconnu

Schéma de principe (avec filtre adapté)
.

2 Détecteur
n(Ts/

2)

Estimation du filtre
(à la cadenceT

s
/2)

Interpolateur

basé surha(nTs/2)

.

Schéma de principe (sans filtre adapté)
.

2 Détecteur
n(Ts/

2)

Estimation du filtre

(à la cadenceT
s
)

(à la cadenceT
s
/2)

Estimation du filtre

Interpolateur

basé surga(nTs/2)

.
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Formulation mathématique

Signal à temps discret (scalaire)

ỹ(n) = ya(nTe) = ya(nTs/2) =
∑

k∈Z

sk ha(nTs/2− kTs) + b̃(n)

.

h1

h2

sn

y1

y2

Ts

h(t)
sn

Ts/2 Ts

.

Signal à temps discret (vectoriel)
{

y1(n) = ya(nTs) = h1 ⋆ sn + b1(n)
y2(n) = ya(nTs + Ts/2) = h2 ⋆ sn + b2(n)

avec h1(n) = ha(nTs) et h2(n) = ha(nTs + Ts/2)
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Méthode d’estimation

Trois modes :

Avec séquence d’apprentissage

   Data-aided (DA) ou supervisé

Sans séquence d’apprentissage

   Non-Data-aided (NDA) ou autodidacte/aveugle

Avec retour de décision

   Decision-Directed (DD)

Objectif

Estimer

1. h1 à la seule donnée de y1(n) et h2 à la seule donnée de y2(n)

2. (h1, h2) à la seule donnée de (y1(n), y2(n))

Remarque :

En communications civiles, gain en débit utile (25% en GSM)

En communications militaires, séquence inconnue du récepteur
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Modèle scalaire

On a ya(t) un signal à temps continu cyclostationnaire de période Ts.

t 7→ rya(t , τ) = E

[

ya(t + τ)ya(t)
]

⇒ ỹ(n) à temps discret cyclostationnaire de période (Ts/Te) = 2.

Système SISO cyclostationnaire

ỹ(n) = h̃ ⋆ s̃n

avec
s̃ = (s0, 0, s1, 0, · · · ) et h̃(n) = ha(nTs/2)

Remarque :
Signal à temps discret cyclostationnaire de période 1 est stationnaire
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Modèle vectoriel

Système SIMO stationnaire

y(n) = h ⋆ sn

avec

y(n) =

[
y1(n)
y2(n)

]

et h(n) =

[
h1(n)
h2(n)

]

Remarque :
Diversité temporelle et spatiale conduisent au même modèle
mathématique mais diffèrent numériquement.

Système SISO stationnaire

y(n) = h ⋆ sn

Les deux voies ne sont pas conjointement traitées (ante 1991)
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Récapitulatif sur les modèles

.

SISO stationnaire

SISO cyclostationnaire

ỹ = h̃ ⋆ s̃

SIMO stationnaire

y = h ⋆ s

y = h ⋆ s

Echantillonnage àTs/2

Echantillonnage àTs

Tr
ai

te
m

en
t d

is
jo

in
t

.
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Système SISO stationnaire

Information au second ordre

Sy (e2iπf ) = TZ(ry (τ))|z=e2iπf = σ2
s |h(e2iπf )|2

avec σ2
s la variance des symboles

Remarque :

Aucune information de phase
Identification éventuellement possible si

h(z) est à phase minimale (h(z) 6= 0 si |z| > 1)
signal non-stationnaire

Idée

Considérer les statistiques d’ordres supérieurs (sources
non-gaussiennes obligatoires)
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Statistiques d’ordres supérieurs (I)

Soit X = [X1, . . . , XN ] un vecteur aléatoire de dimension N.

Fonction caractéristique de première espèce

ΨX : ω 7→ E[eiωTx]

(

=

∫

pX (x)eiωTxdx
)

Moments (d’ordre s) ∝ coefficient du développement en série entière
de ΨX d’ordre sème

Fonction caractéristique de deuxième espèce

ΦX : ω 7→ ln(ΨX (ω))

Cumulants (d’ordre s) ∝ coefficient du développement en série
entière de ΦX d’ordre sème
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Statistiques d’ordres supérieurs (II)

Soient {Xi}i∈I des variables aléatoires réelles centrées.

On a

cum1(Xi) = 0.

cum2(Xi , Xj) = E[Xi Xj ].

cum3(Xi , Xj , Xk ) = E[Xi XjXk ].

cum4(Xi , Xj , Xk , Xl) = E[Xi XjXk Xl ]

−E[Xi Xj ]E[Xk Xl ]

−E[Xi Xk ]E[Xj Xl ]

−E[Xi Xl ]E[Xj Xk ].

...

On a de plus la propriété de multilinéarité du cumulant.
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Statistiques d’ordres supérieurs (III)

Quelques résultats utiles ...

X = [X1, · · · , XN ] et Y = [Y1, · · · , YN ] deux vecteurs ind.

cums(Xi1+Yi1 , · · · , Xis+Yis) = cums(Xi1 , · · · , Xis )+cums(Yi1 , · · · , Yis)

X = [X1, · · · , XN ] avec au moins deux composantes ind.

cumN(X1, · · · , XN) = 0

X = [X1, · · · , XN ] un vecteur aléatoire gaussien

cums(Xi1 , · · · , Xis) = 0 dès que s ≥ 3

Remarque :

Pas d’information d’ordre supérieur à deux dans le cas gaussien
« Distance » par rapport à la gaussienne⇒ Kurtosis normalisé

κ′
x =

cum4(x , x , x , x)

(E[|x |2])2
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Information à l’ordre quatre

Trispectre

S4(e2iπf1 ; e2iπf2 ; e2iπf3) = TZ(cum4(τ1, τ2, τ3))|z1=e2iπf1 ;z2=e2iπf2 ;z3=e2iπf3

= κsh(e2iπf1 )h(e2iπf2 )h(e2iπf3)h(e2iπ(−f1+f2+f3))

avec cum4(τ1, τ2, τ3) = cum(y(n), y(n + τ1), y(n − τ2), y(n − τ3))

⇒ Le trispectre contient de l’information de phase du canal.

Problème

Comment extraire cette information de phase ?

Objectif des algorithmes d’égalisation autodidacte aux ordres
supérieurs
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Système SISO cyclostationnaire

Rappel
n 7→ rỹ (n, τ) = E[ỹ(n + τ)ỹ(n)] est périodique de période 2

Développement en série de Fourier

rỹ(n, τ) = r (0)

ỹ (τ) + r (1/2)

ỹ (τ)e2iπ(1/2)n

Notion de fréquence cyclique / cyclofréquence

Notion de corrélation cyclique / cyclocorrélation

Notion de spectre cyclique / cyclospectre

Information au second ordre

S(α)
ỹ (e2iπf ) = TZ(r (α)

ỹ (τ))|z=e2iπf = σ2
s h̃(e2iπf )h̃(e2iπ(f+α))

Identifiabilité sous de faibles conditions techniques (1991)
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Système SIMO stationnaire

Soit τ 7→ Ry(n, τ) = E
[
y(n + τ)y(n)H

]

Information au second ordre

Sy(e2iπf ) = TZ(Ry(τ))|z=e2iπf = σ2
s h(e2iπf )h(e2iπf )H

Remarque

Solution unique si h(z) à minimum de phase (h(z) 6= 0 si |z| > 1)

Sy(e2iπf ) fournit donc suffisamment d’information de phase
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Récapitulatif sur les statistiques

.

SISO stationnaire

SISO cyclostationnaire

ỹ = h̃ ⋆ s̃

SIMO stationnaire

y = h ⋆ s

y = h ⋆ s

Echantillonnage àTs/2

Echantillonnage àTs

Tr
ai

te
m

en
t d

is
jo

in
t

Algorithmes

aux ordres supérieurs

Algorithmes

au second ordre

.
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Partie 2 : Algorithmes aux ordres supérieurs

Philippe Ciblat Estimation du canal sans séquence d’apprentissage 19 / 38



Introduction Algos HOS Algos SOS

Algorithmes aux ordres supérieurs

Principe

Algorithmes généralement basés sur le principe de la déconvolution
autodidacte, c’est-à-dire, qu’ils estiment directement {sn} à la donnée
de {y(n)}

Approche explicite
Fonction de coût dépend explicitement des statistiques d’ordres
supérieurs

Approche implicite
min

c
E [f (c ⋆ y)]

avec f une fonction de coût non-linéaire et non quadratique
dépendant implicitement des statistiques d’ordres supérieurs
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Algorithme de Shalvi-Weinstein (I)

Modèle SISO stationnaire

Soit v la sortie du filtre-égaliseur c, alors v = c ⋆ y

Maximum du kurtosis (1990)

Sous la contrainte E[|vn|2] = E[|sn|2], on a

|κv | ≤ |κs|

et avec égalité ssi
c ⋆ h ∝ δ

Remarque :

Absence de maxima locaux si SIMO stationnaire avec v = c ⋆ y

Implémentation adaptative possible
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Rappel : qu’est-ce qu’un algorithme adaptatif ?

Comment trouver le minimum de J(c) = E[Jn(c)] ?

Traitement par bloc Traitement adaptatif
.

bloc de tailleN

...1

ĴN(c) = 1

N

∑N
n=1

Jn(c)

N

.

On remplace J(c) par ĴN(c)
.

c
c2c3 c1

...
.

Algo. du gradient

c i+1 = c i − µ∂ĴN(c)
∂c |c i

.

...1 n

J1(c) Jn(c)
.

On remplace J(c) par Jn(c) à
l’instant/itération n

Algo. LMS

Extension RLS, Newton

Algo. du gradient stochastique

cn+1 = cn − µ∂Jn(c)
∂c |cn
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Algorithme de Shalvi-Weinstein (II)

On maximise la fonction

J : c 7→ |κv | = J(c)

avec

c le vecteur contenant les coefficients du filtre c de degré Lc

v = c ⋆ y ⇔ vn = cTyLc (n) avec yLc (n) = [y(n), · · · , y(n − Lc)]
T

Sous l’hypothèse de signaux circulaires au second ordre, on a

J = sgn(κs)E[|vn|
4]

Implémentation adaptative : Algorithme du gradient stochastique

Soit cn le filtre à la nème itération. On a






c̃n+1 = cn + µsgn(κs)yLc
(n)vn|vn|2

cn+1 = c̃n+1/||c̃n+1||
vn+1 = cT

n+1yLc
(n + 1)
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Algorithme de Godard (ou CMA)

Algorithme du Module Constant (1980)

Soit C = E[|sn|4]/E[|sn|2]. On pose

J = E
[
(|vn|

2 − C)2]

Si κs négatif, alors la minimisation de J par rapport à c élimine toute
l’interférence entre symboles

Implémentation adaptative

cn+1 = cn − µyLc
(n)vn(|vn|

2 − C)

Minima locaux nombreux

Pas de minima locaux si SIMO stationnaire

Constellations à module constant (MDP sauf MDP-2)
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Rappel : cas d’une séquence d’apprentissage

Cherchons le filtre-égaliseur c t.q. sa sortie vn = cTyLc
(n) soit la plus

proche possible de la séquence d’apprentissage sn. Soit

J = E[|vn − sn|
2]

avec sn connu.
N.B. : ce critère ne marche pas si sn inconnu car il est seulement
fonction du second ordre

Implémentation adaptative : Algorithme du gradient stochastique

cn+1 = cn − µyLc
(n)(vn − sn)

Remarque : les algorithmes autodidactes aux ordres supérieurs se
mettent sous la forme

cn+1 = cn − µyLc
(n)(vn − g(vn))

avec, par exemple,

gSW(vn) = vn(1 + sgn(κs)|vn|
2) et gCMA(vn) = vn(1 + C − |vn|

2)
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Schéma récapitulatif

.

y(n)

b(n)

+

Structure d’un égaliseur adaptatif avec séquence d’apprentissage

Egaliseursn

décision

Organe de
+

−
+

h
c

vn

.

.

Organe de
décision

sn y(n)

b(n)

+ -
Egaliseur +

−

+

Fonction

vn

c
h

g(vn)

Structure d’un égaliseur adaptatif aveugle
.

sn est remplacé par g(vn) qui joue alors le rôle de « séquence
d’apprentissage »
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Illustrations numériques

Modèle SISO stationnaire
Constellation MDP-4
Filtre-égaliseur c de degré 6
Fig. gauche : h = [0.3, 0.86, 0.39]T

Fig. droite : h ← h + std×N (0, 1) aux instants 500, 1000 et 1500
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adaptive CMA performance when tracking (SNR=10dB)

 

 
Tracking for gaussian perturbation with 0.5 as standard deviation
Tracking for gaussian perturbation with 0.1 as standard deviation

FIG.: TEB en fonction de l’instant
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Partie 3 : Algorithmes au second ordre
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Algorithmes au second ordre

Principe

Modèle SIMO stationnaire

Algorithmes basés sur l’identification autodidacte, c’est-à-dire,
qu’ils estiment h = [h(0)T, · · · , h(L)T]T

Approche matricielle :





y(n)
...

y(n − N)






︸ ︷︷ ︸

YN (n)

=






h(0) · · · h(L) · · · 0
...

. . .
. . .

...
0 · · · h(0) · · · h(L)






︸ ︷︷ ︸

T (h)






sn
...

sn−N−L






︸ ︷︷ ︸

SN+L(n)

avec T (h) une matrice de Sylvester de taille 2(N + 1)× (N + L + 1)

Propriété : Si h(z) 6= 0, ∀z (c.-à-d., si h1(z) et h2(z) ne partage pas
de zéros) et N > L, alors T (h) est de rang plein et donc inversible à
gauche
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Méthode d’ajustement de covariance (I)

Question : Quel est le meilleur estimateur au second ordre ?

Soient

RY(h) = E[YN(n)YN (n)H] et R̂Nobs = 1
Nobs

∑Nobs−1
n=0 YN(n)YN (n)H

rY(h) = vec(RY(h)) et r̂Nobs
= vec(R̂Nobs )

rY(h) = [ℜ{rY(h)}T,ℑ{rY(h)}T]T et r̂Nobs = [ℜ{r̂Nobs
}T,ℑ{r̂Nobs

}T]T

Une analyse des performances asymptotiques conduit à

√

Nobs (̂rNobs − rY(h))
L
→ N (0, Γh)

autrement dit
r̂Nobs ≈ rY(h) + bNobs

avec bNobs un bruit gaussien centré de matrice de covariance Γh/Nobs

Philippe Ciblat Estimation du canal sans séquence d’apprentissage 28 / 38



Introduction Algos HOS Algos SOS

Méthode d’ajustement de covariance (II)

Idée :

Construire du maximum de vraisemblance basé sur r̂Nobs et non
sur l’ensemble des données Y = YNobs (Nobs)

Asymptotiquement, le meilleur algorithme du second ordre

1
Nobs

ln(p(̂rNobs |h)) = −(̂rNobs − rY(h))TΓ−1
h (̂rNobs − rY(h))

−
ln(det(Γh))

2Nobs
+ constante

Résultat

ĥAC = arg min
h

∥
∥
∥Γ

− 1
2

h (̂rNobs − rY(h))
∥
∥
∥

2

avec ‖W
1
2 x‖2 = xHWx
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Méthode du maximum de vraisemblance (I)

Question : construire le maximum de vraisemblance basé sur Y

Y = T (h)S + B

avec B un bruit gaussien blanc centré et S inconnu
.

presque toujours intractable

TRUE ML GAUSSIAN ML

tractable mais pas optimal tractable mais pas optimal

DETERMINISTIC ML

maxh,S p(Y|h,S)maxh p(Y|h) =
∫

p(Y|h,S)p(S)dS maxh p(Y|h) =
∫

p(Y|h,S)e−S
H
Γ
−1

s SdS

.

Maximum de vraisemblance déterministe

Soit le vecteur de bruit gaussien b de variance 2N0

p(Y|h, S) ∝ exp(−
1

2N0
‖Y− T (h)S‖2)

Alors l’estimateur ML-(conditionné/déterministe) est donné par

(ĥ, Ŝ)ML = arg min
h,S
‖Y− T (h)S‖2
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Méthode du maximum de vraisemblance (II)

Problème séparable
Minimisation sur S (sans contrainte) :

ŜML = (T (h)HT (h))−1T (h)HY

Minimisation ensuite sur h :

ĥML = arg min
h
‖ (Id − T (h)(T (h)HT (h))−1T (h)H)

︸ ︷︷ ︸

P⊥

h

Y‖2

avec P⊥
h la matrice de projection orthogonale sur Im(T (h))⊥

ĥML = arg max
h

hHYH(T (h)HT (h))−1Yh

Remarque :
Fonction de coût quadratique / Y⇒ Second ordre « exhautif »
Fonction de coût non-quadratique / h ⇒ complexe mais
approche ping-pong possible (suite de décomposition propre)
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Méthode sous-espace

Principe

Soit le modèle suivant

y(n) = A(θ)sn

Im(A(θ)) = Im(A(θ′))⇐⇒ θ = θ′

Alors θ peut être estimé de la manière suivante

θ̂ = arg min
θ

d(vect(y(n)), Im(A(θ)))

Application :

YN(n) = T (h)SN+L(n), c.-à-d., A ←→ T (h) et θ ←→ h

Si la source est blanche, alors Im(RY) = Im(T (h))

Si h1(z) et h2(z) n’ont pas de zéros communs, alors
Im(T (h′)) = Im(T (h))⇐⇒ h′ = αh
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Méthode de prédiction linéaire

Résultat

{y(n)} est un processus AR d’ordre L d’innovation i(n) = h(0)sn,
c.-à-d.,

y(n) +
L∑

l=1

A(l)y(n − l) = i(n)

En effet, dès h1(z) et h2(z) n’ont pas de zéros communs, il existe
[g1(z), g2(z)] de degré L tel que g1(z)h1(z) + g2(z)h2(z) = 1 (Bezout)

Implémentation :

Résoudre les équations de Yule-Walker

E[i(n)[y(n − 1)H, · · · , y(n − L)H]] = 0

Estimer h(0) à partir de la matrice de covariance d’innovation
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Comparaison

Complexité Performance Robustesse
Ajustement Covariance mauvais très bon très bon
Max. Vraisemblance mauvais très bon mauvais
Sous-Espace bon très bon mauvais
Prédiction Linéaire bon bon moyen
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Illustrations numériques (I)

Signal reçu suréchantillonné d’un facteur 2
Canal radio-mobile
Constellation MAQ-4
Fenêtre d’observation : 1000 symboles transmis
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Ajustement de covariance (perfs. theoriques)
Algorithme du Module Constant (perfs empiriques)
Egalisation de Wiener avec canal connu (perfs theoriques)
Maximisation de Kurtosis (perfs empiriques)

FIG.: EQM en fonction du RSB pour la MAQ-4 (cf. thèse de L. Mazet)
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Illustrations numériques (II)

Signal reçu suréchantillonné d’un facteur 2
Canal radio-mobile
Constellation MAQ-16
Fenêtre d’observation : 1000 symboles transmis
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Ajustement de covariance (perfs. theoriques)
Algorithme du Module Constant (perfs empiriques)
Egalisation de Wiener avec canal connu (perfs theoriques)
Maximisation de Kurtosis (perfs empiriques)

FIG.: EQM en fonction du RSB pour la MAQ-16 (cf. thèse de L. Mazet)
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Conclusion

Egalisation autodidacte fonctionne en pratique

Ordres supérieurs :
− Analyse théorique de convergence délicate
− Bémol : algorithme requiert une assez large fenêtre d’observations
− Adaptation possible d’un modèle SISO à un modèle SIMO

Ordre deux :
− Utilisation possible en pratique avec diversité multi-antennes
− Performances théoriques connues

Extension possible au contexte MIMO (séparation de source)
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