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Canal connu Canal inconnu Algorithme d’estimation

Modèle en bande de base

Signal reçu en bande de base

ya(t) =
∑

k∈Z

sk ha(t − kTs) + ba(t)

avec

{sk}k∈Z : symboles d’une constellation quelconque

ba(t) : bruit additif gaussien ∼ CN (0, 2N0)

ha(t) : un filtre résultant d’un filtre de mise en forme ga(t), d’un
canal de propagation ca(t) de type multitrajet. Ce filtre a pour
support temporel [0, LTs]

   Le canal ha(t) est, en pratique, inconnu du récepteur
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Récepteur avec canal ha(t) connu

Schéma de principe
.

ha(−t)
za(t) nTs

Interpolateur

ŝn

Détecteur

Détecteur2

ŝn
n(Ts/

2)

basé surha(nTs/2)

za(nTs/2)

ya(t)

ya(t)

z(n)

z(n)

.

Remarque :

Le filtre de mise en forme admet une bande de la forme
[−(1 + ρ)/(2Ts), (1 + ρ)/(2Ts)] avec ρ le facteur d’excès de
bande

Période d’échantillonnage Te = Ts/2 vérifie le théorème de
Shannon
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Récepteur avec canal ha(t) inconnu

Schéma de principe (avec filtre adapté)
.

2 Détecteur
n(Ts/

2)

Estimation du filtre
(à la cadenceT

s
/2)

Interpolateur

basé surha(nTs/2)

.

Schéma de principe (sans filtre adapté)
.

2 Détecteur
n(Ts/

2)

Estimation du filtre

(à la cadenceT
s
)

(à la cadenceT
s
/2)

Estimation du filtre

Interpolateur

basé surga(nTs/2)

.
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Formulation mathématique

Signal à temps discret (suréchantillonné)

ỹ(n) = ya(nTe) = ya(nTs/2) =
∑

k∈Z

sk ha(nTs/2 − kTs) + b̃(n)

Modèle équivalent
{

y1(n) = ya(nTs) = h1 ⋆ sn + b1(n)
y2(n) = ya(nTs + Ts/2) = h2 ⋆ sn + b2(n)

avec

h1(n) = ha(nTs)

h2(n) = ha(nTs + Ts/2)

Modèle formel

y(n) = h ⋆ sn + b(n)

avec h un filtre de degré L (sur chaque voie)
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Méthode d’estimation

Trois modes :

Avec séquence d’apprentissage

   Data-aided (DA) ou supervisé

Sans séquence d’apprentissage

   Non-Data-aided (NDA) ou autodidacte/aveugle

Avec retour de décision

   Decision-Directed (DD)

Objectif

Estimer h à la donnée de y(n) et sn
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Formulation matricielle

yN = SNh + bN

avec

yN = [y(0), · · · , y(N − 1)]T

N nombre d’observations (temps d’observation = [0, NTs[)

[01,L, s0, · · · , sN−1]
T : séquence d’apprentissage

SN une matrice N × (L + 1) définie comme suit

SN =













s0 s−1 . . . s−L

s1
. . .

. . .
...

sN−1 sN−2 . . . sN−1−L













h = [h(0), · · · , h(L)]T

bN = [b(0), · · · , b(N − 1)]T : bruit blanc gaussien
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Estimateur du maximum de vraisemblance

On a

p(yN |h) ∝ exp

{

−‖yN − SNh‖2

2N0

}

d’où
ĥN = arg min

h
‖yN − SNh‖2

Résultat

ĥN = S#
N yN =

(

SH
NSN

)−1
SH

NyN

avec S#
N la pseudo-inverse de SN
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Performances asymptotiques (I)

Un résultat préliminaire

{sn}n réalisation d’une séquence pseudo-aléatoire stationnaire

rs(τ) = E[sn+τsn] la fonction d’autocorrélation

TN = 1
N SH

NSN

Résultat fondamental

tN(k , l) =
1
N

N−1
∑

n=0

sn−k sn−l
p.s.→ E[sn−k sn−l ] = rs(k − l)

Considérons Rs = (rs(k − l))0≤k ,l≤L la matrice (Toeplitz) de
corrélation de taille (L + 1) × (L + 1) du processus {sn}n

1
N

SH
NSN

p.s.→ Rs
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Performances asymptotiques (II)

Résultat

Estimateur sans biais : E[ĥN ] = h

Estimateur consistant
ĥN

p.s.→ h

Estimateur asymptotique normal (avec une vitesse en 1/N)

N1/2(ĥN − h)
L→ CN (0,Γ)

avec
Γ = 2N0 (Rs)

−1

Remarque :

MSE = E

[

‖ĥN − h‖2
]

≈ trace(Γ)

N
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Preuve

ĥN =
(

SH
NSN

)−1
SH

NyN

= h +
(

SH
NSN

)−1
SH

NbN

⇒ sans biais

= h +

(

1
N

SH
NSN

)−1 1
N

SH
NbN

⇒ consistant

N1/2(ĥN − h) =

(

1
N

SH
NSN

)−1( 1√
N

SH
NbN

)

⇒ asymptotiquement normal

NE[(ĥN − h)(ĥN − h)H] = 2N0

(

1
N

SH
NSN

)−1

⇒ de covariance asymptotiqueΓ
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Séquence d’apprentissage optimale

Les performances dépendent donc de la couleur de la séquence
d’apprentissage

Question : quelle est la couleur optimale ?

Problème d’optimisation :

Ropt. = arg min
Rs

trace(Rs )=(L+1)P0

trace(R−1
s )

Résultat

La matrice Rs = P0IdL+1 rend la MSE minimale

Remarque :

La séquence d’apprentissage optimale est blanche

L’estimateur ML devient le simple corrélateur ĥN = 1
NP0

SH
NyN
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Preuve

La matrice Rs est hermitienne et donc diagonalisable

Soit Rs = P−1
ΛP avec Λ = diag(λ0, . . . , λL)

On a

Ropt. = arg min
λ0,...,λL

PL
ℓ=0 λℓ=(L+1)P0

L
∑

ℓ=0

1
λℓ

La fonction f (x) = 1/x étant convexe, on a

f

(

1
L + 1

L
∑

ℓ=0

λℓ

)

≤ 1
L + 1

L
∑

ℓ=0

f (λℓ) ⇒
L
∑

ℓ=0

1
λℓ

≥ L + 1
P0

La borne est atteinte si

λℓ = P0
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Borne de Cramer-Rao

Résultat

CRBN(h) =
2N0

N

(

1
N

SH
NSN

)−1

Remarque :
L’estimateur ML est donc efficace
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Exemple numérique : EQM (MSE)

On a

h = [−0.40825, 0.81650, 0.40825]T

Séquence blanche
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Exemple : N = 32 pour une trame de longueur 128 dans le GSM
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Exemple numérique : TEB (BER)

On a

h = [−0.40825, 0.81650, 0.40825]T

Séquence blanche

Egaliseur de Wiener

Constellation d’amplitude à deux états (MDA2/BPSK)
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