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l’analyse formelle de concepts

On some links between mathematical morphology and formal
concept analysis

Jamal Atif1 Isabelle Bloch2 Céline Hudelot3
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Résumé :
Dans cet article, nous proposons d’étendre les liens

déjà établis entre les opérateurs de dérivation utilisés
en analyse formelle de concepts et des opérateurs de
morphologie mathématique à l’analyse formelle de
concepts flous. De plus, nous proposons d’exploiter
la morphologie mathématique pour naviguer dans le
treillis de concepts flous et raisonner sur ceux-ci. Cet
article propose à la fois une discussion générale ainsi
que de nouveaux résultats sur ces liens et leur intérêt
potentiel.
Mots-clés :
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Abstract:

In this paper we extend some previously establi-
shed links between the derivation operators used in
formal concept analysis and some mathematical mor-
phology operators to fuzzy concept analysis. We also
propose to use mathematical morphology to navigate
in a fuzzy concept lattice and perform operations on
it. This paper proposes a discussion and new results
on such links and their potential interest.
Keywords:

Formal concept analysis, fuzzy formal concepts,
mathematical morphology, residuated lattice.

1 Introduction

Avec la multiplication des formalismes se fon-
dant sur la théorie des treillis pour le traite-
ment de l’information, il est intéressant et utile
d’établir des liens entre ces formalismes afin de
transférer les résultats d’un domaine à un autre.
Dans cet article, et sur la base de nos travaux
antérieurs sur la morphologie mathématique et
l’analyse formelle de concepts, nous établissons
de nouveaux liens, en considérant de nou-
veaux ingrédients tels que les ensembles flous,
la théorie des possibilités, les ensembles ap-
proximatifs. Dans tous ces domaines, la struc-

ture algébrique sous-jacente est un treillis. Alors
que certains liens ont déjà été établis, l’apport
de ce travail est de considérer la morpholo-
gie mathématique, notamment dans sa version
floue. Une contribution de cet article est de pro-
poser des opérateurs morphologiques dans les
treillis de concepts, en particulier flous, à par-
tir de notions de voisinage et de distance, afin
de raisonner sur des concepts formels et de na-
viguer dans leur treillis.

A titre d’illustration, dans tout cet article, nous
considérons un ensemble d’objets représentant
des entiers entre 1 et 10, ainsi que certaines de
leurs propriétés, comme l’illustre la figure 1.

Nous rappelons dans la section 2 quelques
définitions et notations, liées notamment à l’ana-
lyse formelle de concepts (AFC), la morpholo-
gie mathématique (MM) et les ensembles flous.
Notre première contribution est détaillée dans
la section 3, en montrant les liens entre les
opérateurs de dérivation de l’AFC et les dilata-
tions et érosions de la MM, dans divers contextes
(tels que ceux de la théorie des ensembles, des
ensembles flous et des ensembles approxima-
tifs). Notre deuxième contribution consiste en
la définition d’opérateurs originaux agissant sur
les concepts formels (section 4) : nous définissons
des opérateurs morphologiques sur des treillis de
concepts flous.



K composite even odd prime square
1 × ×
2 × ×
3 × ×
4 × × ×
5 × ×
6 × ×
7 × ×
8 × ×
9 × × ×
10 × ×

Figure 1 – Un exemple simple d’un contexte et
son treillis, issu de Wikipedia (les objets sont les
entiers de 1 à 10, et les attributs sont composite
(c), even (e), odd (o), prime (p), square (s)).

2 Préliminaires

2.1 Analyse formelle de concepts

Un contexte formel [19] est un triplet K =
(G,M, I), où G est un ensemble d’objets, M un
ensemble d’attributs, et I ⊆ G×M une relation
entre les objets et les attributs ((g,m) ∈ I si-
gnifie que l’objet g possède l’attribut m). Un
concept formel du contexte K est une paire
(X,Y ), où X ⊆ G et Y ⊆ M , telle que (X,Y )
est maximale pour la propriété X×Y ⊆ I. L’en-
semble X est appelé extension et l’ensemble Y
est appelé intension du concept formel (X,Y ).
Pour tout concept formel a, nous notons son
extension par e(a) et son intension par i(a) :
a = (e(a), i(a)).

L’ensemble des concepts formels engendré par
un contexte formel est hiérarchiquement or-
donné par inclusion de leurs extensions :
(X1, Y1) � (X2, Y2) ⇔ X1 ⊆ X2 (⇔ Y2 ⊆ Y1).

Cet ordre, qui reflète la relation entre sous-
concept et sur-concept, induit un treillis complet
appelé treillis de concepts associé au contexte
(G,M, I), et est noté C(K) ou simplement C.
Le treillis engendré par l’exemple des nombres
est illustré à la figure 1.

Pour X ⊆ G et Y ⊆ M , les opérateurs de
dérivation α et β sont définis par α(X) = {m ∈
M | ∀g ∈ X, (g,m) ∈ I} et β(Y ) = {g ∈
G | ∀m ∈ Y, (g,m) ∈ I}. La paire (α, β) est
une connexion de Galois entre les ensembles
des parties d’ensembles partiellement ordonnés
(P(G),⊆) et (P(M),⊆) : ∀X ∈ P(G),∀Y ∈
P(M), Y ⊆ α(X)⇔ X ⊆ β(Y ). La paire (X,Y )
avec X ⊆ G et Y ⊆M est un concept formel si
et seulement si α(X) = Y et β(Y ) = X.

2.2 Morphologie mathématique

Rappelons à présent le cadre algébrique de
la morphologie mathématique. Soit (L,�) et
(L′,�′) deux treillis complets (pas forcément
égaux). L’ensemble des définitions et résultats
qui suivent reposent sur des propriétés des
treillis complets [8, 11, 22, 23, 26, 29, 30].
Notons que différentes terminologies peuvent
être utilisées dans différents contextes d’applica-
tion de la théorie générale des treillis (voir par
exemple [28] pour un tableau d’equivalences).

Définition 1 Un opérateur δ : L → L′ est une
dilatation algébrique s’il commute avec le su-
premum : ∀(xi) ∈ L, δ(∨ixi) = ∨′iδ(xi), où ∨
désigne le supremum associé à � et ∨′ celui as-
socié à �′.
Un opérateur ε : L′ → L est une érosion
algébrique s’il commute avec l’infimum : ∀(xi) ∈
L′, ε(∧′ixi) = ∧iε(xi), où ∧ et ∧′ désignent l’in-
fimum associé à � et �′, respectivement.

Ces définitions générales permettent d’ins-
tancier les opérateurs de morphologie
mathématique tels que la dilatation et l’érosion
dans différents contextes : théorie des en-
sembles, fonctions, ensembles flous, ensembles
approximatifs, graphes, hypergraphes, logique,
etc. en se fondant sur les treillis qui leur sont
associés.



Les dilatations δ et érosions ε algébriques sont
des opérateurs croissants. De plus, δ préserve le
plus petit élément et ε le plus grand élément.
Une notion fondamentale dans ce formalisme
algébrique est l’adjonction.

Définition 2 Une paire d’opérateurs (ε, δ),
δ : L → L′, ε : L′ → L, définit une adjonction
si ∀x ∈ L, ∀y ∈ L′, δ(x) �′ y ⇔ x � ε(y).

La proposition suivante résume les principales
propriétés utiles pour la suite.

Proposition 1 ([23, 29]) Si une paire
d’opérateurs (ε, δ) est une adjonction, alors les
propriétés suivantes sont vérifiées :
– δ préserve le plus petit élément et ε préserve

le plus grand élément ;
– δ est une dilatation et ε est une érosion (dans

le sens de la définition 1) ;
– δε est anti-extensive (δε �′ IdL′, où IdL′ est

l’identité sur L′) et εδ est extensive (IdL �
εδ). Les compositions δε et εδ sont appelées
respectivement ouverture et fermeture mor-
phologiques ;

– εδε = ε, δεδ = δ, δεδε = δε et εδεδ = εδ,
et les ouvertures et fermetures morphologiques
sont donc des opérateurs idempotents.

Soit δ et ε deux opérateurs croissants tels que
δε est anti-extensive et εδ est extensive. Alors
(ε, δ) est une adjonction.
Le théorème de représentation suivant est
vérifié : si ε est un opérateur croissant, il définit
une érosion algébrique si et seulement s’il existe
un opérateur δ tel que (ε, δ) est une adjonc-
tion. L’opérateur δ définit alors une dilatation
algébrique et peut s’exprimer comme δ(x) =∧′{y ∈ L′ | x � ε(y)}.

Des formes particulières de dilatation et
d’érosion peuvent être définies à partir de la
notion d’élément structurant, qui peut corres-
pondre à une relation de voisinage ou toute re-
lation binaire [11, 30]. Des exemples de ces rela-
tions seront donnés dans les sections suivantes.

Définition 3 Un opérateur δa : L → L′ est
une anti-dilatation si ∀(xi) ∈ L, δa(∨ixi) =

∧′iδa(xi).
Un opérateur εa : L′ → L est une anti-erosion si
∀(xi) ∈ L′, εa(∧′ixi) = ∨iε

a(xi).

2.3 Treillis des ensembles flous

Pour le cas flou, nous nous appuierons sur la
structure classique des treillis résidués des en-
sembles flous. Pour simplifier, nous considérons
des fonctions d’appartenance à valeurs dans
L = [0, 1]. Le treillis résidué correspondant
est noté (L,≤,∧,∨, ∗,→), où ∧ désigne l’infi-
mum, ∨ le supremum, et ∗ et → représentent
la conjonction et son implication adjointe, re-
pectivement 1. L’ordre partiel associé sur les en-
semble flous est défini par µ � ν ⇔ ∀x ∈
S, µ(x) ≤ ν(x), où µ et ν sont des ensembles
flous (ou de façon équivalente leurs fonctions
d’appartenance), définis sur l’espace sous-jacent
S. Le treillis résidué des ensembles flous est noté
(F ,�,∧,∨, ∗,→). En particulier, nous utilise-
rons des ensembles flous définis sur S = G,
donc F = LG, et sur S = M , donc F = LM .
Les opérateurs morphologiques algébriques sont
définis sur ce treillis comme dans la définition 1,
et les opérateurs construits à partir des éléments
structurants s’étendent aussi au cas flou [9, 12,
25].

3 Quelques liens entre mor-
phologie mathématique et
opérateurs de dérivation

3.1 Cas classique, ensembliste

Comme mentionné brièvement dans [11] puis
détaillé dans [2], l’AFC et la MM reposent sur
le cadre algébrique des treillis complets et ainsi
partagent plusieurs similitudes. Dans cette sec-
tion, nous soulignons certaines propriétés par-
tagées entre les érosions et dilatations, et les
opérateurs de dérivation dans le cadre classique,
non flou. Le premier lien important vient du
fait que la paire (ε, δ) est une adjonction (ap-
pelée parfois connexion de Galois monotone)
et (α, β) est une connexion de Galois anti-

1. La propriété d’adjonction s’écrit c ∗ a ≤ b ⇔ c ≤
a→ b et l’implication est définie par résiduation à partir
de la conjonction par a→ b = sup{c ∈ L | c ∗ a ≤ b}.



tone. Il est évident que ces deux propriétés sont
équivalentes si l’on inverse l’ordre sur l’un des
deux treillis. Cela vaut pour toutes les propriétés
déduites des adjonctions et des connexions de
Galois (proposition 1). Les plus importantes
sont résumées dans le tableau 1 2.

Comme mentionné plus haut, la terminologie
peut changer selon les domaines : les opérateurs
croissants, idempotents et extensifs sont appelés
fermetures en MM et clôtures en AFC, alors
que les opérateurs croissants, idempotents et
anti-extensifs sont appelés ouvertures en MM et
noyaux en AFC. De même, la littérature en AFC
parle de systèmes de clôture alors que l’on parle
de familles de Moore en MM.

Dans [2], nous sommes allés au-delà de la
simple mise en correspondance de terminologies
entre ces théories, en proposant de nouveaux
opérateurs morphologiques définis sur le treillis
de concepts. Ces opérateurs ont été définis avec
l’objectif de raisonner sur les treillis de concepts,
en particulier quand ceux-ci correspondent à des
concepts logiques [3]. Cette idée est développée
dans la section 4.

Définition 4 Soit un élément structurant
centré en m ∈ M , ou un voisinage de m,
défini comme l’ensemble des g ∈ G tel que
(g,m) ∈ I (inversement l’ensemble des m ∈ M
tel que (g,m) ∈ I est un voisinage de g). Nous
définissions des opérateurs δI et ε∗I de P(M)
vers P(G), et δ∗I et εI de P(G) vers P(M) par :
∀X ∈ P(G),∀Y ∈ P(M),

δI(Y ) =
{
g ∈ G | ∃m ∈ Y, (g,m) ∈ I

}
,

εI(X) =
{
m ∈M | ∀g ∈ G, (g,m) ∈ I ⇒ g ∈ X

}
,

δ∗I (X) =
{
m ∈M | ∃g ∈ X, (g,m) ∈ I

}
,

ε∗I(Y ) =
{
g ∈ G | ∀m ∈M, (g,m) ∈ I ⇒ m ∈ Y

}
.

Proposition 2 Les paires d’opérateurs (εI , δI)
et (ε∗I , δ∗I ) forment des adjonctions (et δI et δ∗I
sont des dilatations, εI et ε∗I sont des érosions).
De plus, la relation de dualité suivante est
vérifiée : δI(M \ Y ) = G \ ε∗I(Y ) et δ∗I (G \X) =
M \ εI(X).

2. Dans le tableau, nous notons Inv(ϕ) l’ensemble des
invariants d’un opérateur ϕ : x ∈ Inv(ϕ) ssi ϕ(x) = x.

Proposition 3 En utilisant les opérateurs
de dérivation sur le contexte (G,M, I), les
opérateurs de la définition 4 peuvent s’expri-
mer comme suit : δI(Y ) =

⋃
m∈Y β({m}),

εI(X) = {m ∈ M | β({m}) ⊆ X}, δ∗I (X) =⋃
g∈X α({g}), ε∗I(Y ) = {g ∈ G | α({g}) ⊆ Y }.

Nous verrons dans la section suivante que nous
retrouvons ainsi, par une construction morpho-
logique, des opérateurs proposés dans un cadre
possibiliste.

3.2 Cadre possibiliste et flou

Considérons dans un premier temps un contexte
non flou et les quatre fonctions d’ensembles de
la théorie des possibilités, dont l’intérêt pour
l’AFC a été démontré dans [16, 17]. En utilisant
les notations ci-dessus, ces fonctions s’écrivent,
pour X ∈ P(G) [16] :
possibilité potentielle ou faible : IΠ(X) =

{m ∈M | ∃g ∈ X, (g,m) ∈ I}, qui exprime
les propriétés satisfaites par au moins un
objet dans X ;

nécessité forte ou garantie : IN (X) =
{m ∈ M | ∀g ∈ G, (g,m) ∈ I ⇒ g ∈ X},
qui comporte toutes les propriétés telles
que tout objet satisfaisant l’une d’elles est
nécessairement dans X ;

possibilité forte ou garantie : I∆(X) =
{m ∈ M | ∀g ∈ X, (g,m) ∈ I}, qui corres-
pond à l’ensemble des propriétés partagées
par tous les objets dans X ;

nécessité potentielle ou faible : I∇(X) =
{m ∈ M | {g ∈ G | (g,m) ∈ I} ∪ X 6=
G}, qui comporte toute propriété telle qu’il
existe un objet dans X̄ = G \ X qui ne la
satisfait pas ;

et des expressions similaires pour Y ∈ P(M).
Notons que des notions semblables (avec par-
fois des appellations différentes) peuvent être
trouvées dans [18] et [31] pour les ensembles
approximatifs (les résultats suivants établissent
ainsi, de façon implicite, des liens entre l’AFC,
les ensembles approximatifs et la morphologie
mathématique).

La proposition suivante (dont la preuve est
immédiate) met en évidence les liens entre ces



Tableau 1 – Similarités entre morphologie mathématique et analyse formelle de concepts [2].

Adjonctions, dilatations et érosions Connexions de Galois, opérateurs de dérivation
δ : L → L′, ε : L′ → L α : P(G)→ P(M), β : P(M)→ P(G)
δ(x) �′ y ⇐⇒ x � ε(y) X ⊆ β(Y ) ⇐⇒ Y ⊆ α(X)
opérateurs croissants opérateurs décroissants
εδε = ε, δεδ = δ αβα = α, βαβ = β
εδ = fermeture (clôture), δε = ouverture
(noyau)

αβ et βα = clôtures (fermetures)

Inv(εδ) = ε(L′), Inv(δε) = δ(L) Inv(αβ) = α
(
P(G)

)
, Inv(βα) = β

(
P(M)

)
ε(L′) est une famille de Moore,
δ(L) est une famille de Moore duale

α
(
P(G)

)
et β

(
P(M)

)
sont des familles de Moore

(ou systèmes de clôture)
δ est une dilatation : δ(∨xi) = ∨′

(
δ(xi)

)
α est une anti-dilatation : α(∪Xi) = ∩α(Xi)

ε est une érosion : ε(∧′yi) = ∧
(
ε(yi)

)
β est une anti-dilatation : β(∪Yi) = ∩β(Yi)

opérateurs et les opérateurs morphologiques,
permettant de déduire leurs propriétés.

Proposition 4 Pour tout X ∈ P(G) :
– IΠ(X) = δ∗I (X) =

⋃
g∈X{m ∈ M | (g,m) ∈

I}, qui est une dilatation de P(G) vers P(M)
(définition 4 et proposition 2). Elle commute
donc avec la réunion et est croissante ;

– IN (X) = εI(X), qui est une érosion de P(G)
vers P(M) (définition 4 et proposition 2),
duale de δ∗I . Elle commute avec l’intersection
et est croissante ;

– I∆(X) = α(X) et correspond à une anti-
dilatation (tableau 1) ;

– I∇(X) correspond au dual de I∆(X) et est
une anti-érosion : I∇(X ∩ X ′) = I∇(X) ∪
I∇(X ′).

Des résultats similaires sont vérifiés pour les
opérateurs agissant sur Y ∈ P(M).

Considérons à présent des contextes flous, où
X et Y sont des sous-ensembles flous de G et
M , et I est une relation floue (I(g,m) désigne
désormais le degré avec lequel l’objet g satis-
fait la propriété m). Le treillis résidué introduit
dans la section 2.3 est utilisé ici. Les opérateurs
de dérivation ont été généralisés au cas flou
dans [4, 5] (voir [6] pour une discussion générale
sur les différentes approches floues de l’AFC),
aboutissant aux ensembles flous α(X) et β(Y )
définis par :

α(X)(m) = ∧g∈G(X(g)→ I(g,m)) (1)
β(Y )(g) = ∧m∈M (Y (m)→ I(g,m)) (2)

A l’instar du cas classique (non flou), un concept
formel flou est une paire d’ensembles flous
(X,Y ) telle que α(X) = Y et β(Y ) = X. A par-
tir de l’ordre partiel classique sur les ensembles
flous �, un ordre partiel � sur les concepts for-
mels flous 3 est défini par (X1, Y1) � (X2, Y2)⇔
X1 � X2 (et de façon équivalente Y2 � Y1),
et induit une structure de treillis complet sur
l’ensemble des concepts formels flous, noté CF .
Comme montré dans [5], l’infimum et le supre-
mum d’une famille de concepts flous (Xt, Yt)t∈T

s’écrivent :∧
t∈T

(Xt, Yt) =
(
∧t∈TXt, α

(
β(∨t∈TYt)

))
, (3)

∨
t∈T

(Xt, Yt) =
(
β
(
α(∨t∈TXt)

)
,∧t∈TYt

)
, (4)

où ∧ et ∨ correspondent à l’intersection et la
réunion classiques des ensembles flous, définies
comme l’infimum et le supremum point à point
des fonctions d’appartenance.

Considérons une version floue du contexte de
la figure 1 (tableau 2), où les degrés différents
de 0 et 1 peuvent représenter une connais-
sance incomplète, imprécise ou incertaine, se-
lon la sémantique du domaine et du type d’im-
perfection. Dans cet exemple, il s’agit de sa-
tisfaction graduelle d’une propriété, représentée
par un nombre (précis). Dans ce contexte, et
pour la conjonction et l’implication de Lu-
kasiewicz, un exemple de concept formel flou

3. La même notation est utilisée ici puisqu’il n’y a pas
d’ambigüıté.



est : X(1) = 0, 4, X(2) = ... = X(8) =
0, X(9) = 0, 9, X(10) = 0 et Y (c) = 0, 8, Y (e) =
0, 1, Y (o) = 1, Y (p) = 0, 1, Y (s) = 1 (et
nous avons bien α(X) = Y, β(Y ) = X). Un
autre exemple est : X ′(1) = 0, 3, X ′(2) =
0, X ′(3) = 0, 6, X ′(4)... = X ′(8) = 0, X ′(9) =
0, 9, X ′(10) = 0 et Y ′(c) = 0, 9, Y ′(e) =
0, 1, Y ′(o) = 0, 4, Y ′(p) = 0, 1, Y ′(s) = 1.

K composite even odd prime square
1 0,2 0 1 0,2 1
2 0,2 1 0 1 0
3 0,2 0 1 1 0
4 0,8 1 0 0 1
5 0,2 0 1 1 0
6 0,8 1 0 0 0
7 0,2 0 1 1 0
8 0,8 1 0 0 0
9 0,8 0 1 0 1
10 0,8 1 0 0 0

Tableau 2 – Un exemple de contexte flou.

Proposition 5 Les opérateurs de dérivation α
et β définis par les équations 1 et 2 sont des
anti-dilatations floues.

Définition 5 L’extension au cas flou des
opérateurs morphologiques flous introduits dans
la définition 4 découle des résultats de la mor-
phologie mathématique floue [9, 12] : ∀X ∈
LG,∀Y ∈ LM ,∀g ∈ G, ∀m ∈M ,

δI(Y )(g) = ∨m∈M (Y (m) ∗ I(g,m)),
εI(X)(m) = ∧g∈G(I(g,m)→ X(g)),
δ∗I (X)(m) = ∨g∈G(X(g) ∗ I(g,m)),
ε∗I(Y )(g) = ∧m∈M (I(g,m)→ Y (m)).

Notons que nous utilisons ici une extension
directe des définitions et résultats de [9, 12]
en considérant que l’élément structurant flou
est une relation binaire floue quelconque, sans
hypothèse d’espace métrique sous-jacent. De
même, les deux treillis définissant les ensembles
de départ et d’arrivée des opérateurs morpholo-
giques n’ont pas besoin d’être identiques, tout
en gardant les mêmes propriétés.

Proposition 6 Les quatre fonctions d’en-
sembles de la théorie des possibilités s’étendent

au cas flou, et en particulier IΠ(X) = δ∗I (X) est
une dilatation, IN (X) = εI(X) est une érosion,
I∆(X) = α(X) est une anti-dilatation, I∇(X)
est une anti-érosion.

Certains de ces résultats ont été obtenus, parfois
dans des cas particuliers, dans [1], avec des illus-
trations pour des éléments structurants spatiale-
ment invariants et binaires, ou encore dans [14].

Proposition 7 Si nous notons par IΠ
M et IN

M

les opérateurs agissant sur Y ∈ M , alors, selon
les résultats de [9], les compositions IΠ

M (IN (X))
et IN

M (IΠ(X)) sont des ouvertures et fermetures
algébriques, pour une conjonction ∗ continue, si
et seulement si ∗ et→ sont adjoints. Si la dualité
par rapport à la complémentation est aussi re-
quise, alors les opérateurs de Lukasiewicz (à une
bijection près sur les valeurs d’appartenance)
doivent être choisis. Le même résultat s’applique
pour IΠ(IN

M (Y )) et IN (IΠ
M (Y )).

Notons que si la propriété de fermeture (ou d’ou-
verture) est déduite classiquement de l’adjonc-
tion en morphologie mathématique dans le cas
le plus général (et inversement la croissance des
opérateurs et l’extensivité ou l’anti-extensivité
de leur combinaison entrâıne l’adjonction), elle
peut être obtenue pour I∆ et I∆

M pour une pro-
priété plus faible de l’implication (a ≤ (a →
b)→ b) [15].

Comme pour la connexion de Galois ou l’ad-
jonction, deux points de vue peuvent être
adoptés :

1. La version classique (non floue) de ces pro-
priétés est considérée, avec l’inclusion clas-
sique � entre les ensembles flous (voir sec-
tion 2.3).
Proposition 8 Les versions floues de α
et β (équations 1 et 2) définissent une
connexion de Galois. De même, les versions
floues de (εI , δI) et (ε∗I , δ∗I ) (définition 5)
forment des adjonctions pour les connec-
teurs adjoints ∗ et →.

2. Des versions floues de ces propriétés
peuvent être obtenues en considérant un
degré d’inclusion S, comme dans [4], ce qui



permet d’établir un lien avec ces travaux :
S(X,X ′) = ∧g∈G(X(g)→ X ′(g)). La paire
(α, β) définie dans [4] (voir aussi [5, 21])
est une connexion de Galois si S(X,X ′) ≤
S(α(X ′), α(X)), S(Y, Y ′) ≤ S(β(Y ′), β(Y ))
et S(X,βα(X)) = S(Y, αβ(Y )) = 1
(ou de façon équivalente S(X,β(Y )) =
S(Y, α(X))), ce qui est vérifié pour α et
β définis à partir de l’implication floue →.
Des résultats similaires sont obtenus pour
les opérateurs morphologiques :
Proposition 9 Pour les opérateurs mor-
phologiques flous de la définition 5 et des
connecteurs adjoints ∗ et →, nous avons
pour tous X,X ′ ∈ P(G), Y, Y ′ ∈ P(M) :

S(δI(εI(X)), X) = S(X, ε∗I(δ∗I (X))) = 1,

S(Y, εI(δI(Y ))) = S(δ∗I (ε∗I(Y )), Y ) = 1,

S(X, ε∗I(Y )) = S(δ∗I (X), Y ),

S(Y, εI(X)) = S(δI(Y ), X),

S(X,X ′) ≤ S(εI(X), εI(X ′)),

S(X,X ′) ≤ S(δ∗I (X), δ∗I (X ′)),

S(Y, Y ′) ≤ S(ε∗I(Y ), ε∗I(Y ′)),

S(Y, Y ′) ≤ S(δI(Y ), δI(Y ′)).
Les preuves reposent sur la propriété d’ad-
jonction ainsi que les propriétés classiques des
connecteurs adjoints, du supremum et de l’infi-
mum.

4 Morphologie mathématique
pour concepts formels

L’objectif ici est d’aller plus loin que les liens
pointés dans la section 3 en proposant des
opérateurs morphologiques définis sur le treillis
de concepts. Comme dans tout treillis complet,
la dilatation et l’érosion algébriques sont définies
comme des opérateurs commutant avec le supre-
mum et l’infimum, respectivement.

4.1 Cas classique, non flou

Dans [2], nous avons développé cette idée pour
le cas classique (non flou), et avons proposé
deux types d’opérateurs. La première classe
d’opérateurs repose sur la notion d’élément

structurant, défini comme un voisinage des
éléments de G ou comme une relation binaire
entre ceux-ci. Plus précisément, nous avons
considéré comme voisinage une boule de taille 1
associée à une distance définie sur G, elle même
induite à partir d’une distance définie sur C. Une
telle distance peut être construite à partir de va-
luations sur le treillis (voir par exemple [8, 24]
pour plus de détails sur les valuations, leurs pro-
priétés et les distances qui en découlent). Pour la
deuxième classe d’opérateurs, nous avons défini
les opérateurs morphologiques directement à
partir de distances sur C.

4.2 Cas flou

Le but de cette section est de proposer des ex-
tensions floues des opérateurs morphologiques
sur les treillis de concepts flous. Un concept flou
a ∈ CF sera noté a = (e(a), i(a)), où e(a) ∈ LG

et i(a) ∈ LM . Le cardinal d’un sous-ensemble
flou X de G est considéré ici comme un nombre :
|X| =

∑
g∈GX(g) (de même pour les sous-

ensembles flous de M).

Proposition 10 Soient ωG et ωM les fonctions
définies par : ∀a ∈ CF , ωG(a) = |G| − |e(a)|
et ωM (a) = |i(a)|. Ces deux fonctions sont
des valuations décroissantes, ωG est une valua-
tion supérieure (telle que ωG(a1) + ωG(a2) ≥
ωG(a1

∧
a2) + ωG(a1

∨
a2)) et ωM est une va-

luation inférieure (telle que ωM (a1) +ωM (a2) ≤
ωM (a1

∧
a2) + ωM (a1

∨
a2)).

La fonction dωGdéfinie pour tous a1, a2 ∈ CF

par :

dωG(a1, a2) = 2ωG(a1
∧
a2)− ωG(a1)− ωG(a2),

où
∧

et
∨

représentent l’infimum et le supre-
mum des concepts flous (équations 3 et 4), est
une métrique dans CF .
De même, la fonction dωM défine par :

dωM (a1, a2) = ωM (a1)+ωM (a2)−2ωM (a1
∨
a2)

est une métrique dans CF .

Proposition 11 La fonction dωG est égale,
pour tous a1, a2 ∈ CF , à :

dωG(a1, a2) = |e(a1) ∨ e(a2)| − |e(a1) ∧ e(a2)|,



où ∧ et ∨ représentent l’intersection et la
réunion des ensembles flous.
De même, la fonction dωM est égale à :

dωM (a1, a2) = |i(a1) ∨ i(a2)| − |i(a1) ∧ i(a2)|.

La distance entre les deux exemples de concepts
flous (X,Y ) et (X ′, Y ′) de la section 3.2 est égale
à 0,7 (pour dωG et dωM ). Dans le cas particu-
lier où les ensembles sont non flous (binaires),
ces résultats sont équivalents à ceux obtenus
dans [2]. De plus, les distances construites à par-
tir de filtres et d’idéaux dans [2] s’étendent di-
rectement au cas flou. Nous ne les détaillons pas
dans cet article.

Soit dF une métrique quelconque définie sur
CF . Elle induit une pseudo-métrique sur G ou
M en l’appliquant sur les concepts-objets ou
les concepts-attributs. A titre d’exemple, pour
tous g1, g2 ∈ G, on peut définir la pseudo-
métrique d(g1, g2) = dF (p(g1), p(g2)), où p(g) =
(βα({g}), α({g})) désigne un concept-objet flou
de g, extension directe de la notion de concept-
objet dans le cas non flou (un concept-attribut
est défini de manière similaire).

Définition 6 Les dilatations et érosions dans
(LG,�) sont définies, pour tout X ∈ LG, par :
∀g ∈ G,

δb(X)(g) = sup
g′∈b(g)

X(g′), εb(X)(g) = inf
g′∈b(g)

X(g′),

où b est un élément structurant défini par :
b(g) = {g′ ∈ G | d(g, g′) ≤ 1}. Les dilatations
et érosions de taille n sont définies en utilisant
{g′ ∈ G | d(g, g′) ≤ n} comme élément structu-
rant.

Proposition 12 δb est extensive et εb est anti-
extensive.

Des définitions et résultats similaires s’ap-
pliquent pour LM .

Une autre construction repose sur des
générateurs.

Définition 7 Un ensemble élémentaire flou
Xg, associé à un ensemble flou X, est défini par
Xg(g) = X(g) et ∀g′ ∈ G \ {g}, Xg(g′) = 0.

Proposition 13 Tout ensemble flou X est
sup-engendré par l’ensemble des Xg : X =
∨g∈GXg

4.

Définition 8 Le concept-objet flou d’un en-
semble flou élémentaire Xg est défini par
p̃(Xg) = (βα(Xg), α(Xg)).

Proposition 14 CF est sup-engendré par
les concepts-objets associés aux ensembles
élémentaires flous : ∀a = (X,Y ) ∈ CF , (X,Y ) =∨

g∈G p̃(Xg), où
∨

est donné dans l’équation 4.

Définition 9 De toute dilatation δ̃ sur les
concepts-objets flous générateurs (images des
ensembles flous élémentaires par p̃), on déduit
une dilatation sur CF selon : ∀a = (X,Y ) ∈
CF , δ(a) =

∨
g∈G δ̃(p̃(Xg)).

Une construction similaire s’applique pour
l’érosion, à partir de la propriété d’inf-
génération des concepts, étendue au cas flou, et
de la commutativité avec l’infimum de l’érosion.

Une décomposition classique des ensembles
ordonnés est la décomposition en éléments
irréductibles pour la disjonction. Soit J (CF )
l’ensemble des éléments irréductibles de CF :
J (CF ) = {a ∈ CF | ∀b, c ∈ CF , a = b

∨
c ⇒

a = b or a = c}. Nous avons [13] :

∀a ∈ CF , a =
∨
{b ∈ J (CF ) | b � a}.

On note J (a) l’ensemble des éléments b
impliqués dans cette décomposition. Une
contrainte de minimalité peut aussi être
considérée, comme suggéré dans [2].

Définition 10 A partir d’une distance d dans
CF , il est possible de déduire une dilatation (de
taille n) de J (CF ) vers CF selon :

∀b ∈ J (CF ), δJ(b) =
∨
{b ∈ CF | d(a, b) ≤ n},

et une dilatation sur CF selon :

∀a ∈ CF , δ(a) =
∨
{δJ(b) | b ∈ J (CF ) and b � a}.

4. De manière plus générale, l’ensemble des Xλ
g , g ∈

G,λ ∈ L, tels que Xλ
g (g) = λ et ∀g′ 6= g,Xλ

g (g′) = 0 est
sup-générateur du treillis des ensembles flous.



Le supremum dans cette définition peut être
restreint à l’ensemble des b aboutissant à une
décomposition minimale de a. Une construc-
tion similaire de l’érosion peut être obte-
nue à partir de la décomposition en éléments
irréductibles pour la conjonction de tout élément
de CF . Dans le cas particulier des distances
dites ∨-compatibles, les dilatations qui en
découlent sont construites par extension floue
des opérateurs définis dans [2].

Définition 11 Une distance est dite ∨-
compatible, notée d∨, si pour tout n ∈ R+ et
toute famille (ai) d’éléments dans CF on a :

{b ∈ CF | d∨(
∨
i

ai, b) ≤ n}

= ∪i{b ∈ CF | d∨(ai, b) ≤ n}. (5)

Proposition 15 Soit d une distance définie
sur le treillis de concepts flous (CF ,�), et
J l’opérateur de décomposition en éléments
irréductibles pour la disjonction de (CF ,�). La
fonction

∀(a, b) ∈ CF 2
, d∨(a, b) = inf

ai∈J (a)
d(ai, b)

est une distance ∨-compatible.

Proposition 16 Soit d∨ une distance ∨-
compatible sur CF . Pour tout n ∈ N, l’opérateur
défini par :

∀a ∈ CF , δ(a) =
∨
{b ∈ C | d∨(a, b) ≤ n}

est une dilatation.

De la même façon, des distances ∧-compatibles
peuvent être définies, à partir de décompositions
irréductibles pour la conjonction, donnant lieu à
des opérateurs d’érosion.

Les fonctions dωG et dωM introduites plus haut
peuvent être utilisées comme distances d sur C.

5 Conclusion

La contribution de cet article est double. Tout
d’abord, nous avons exhibé les liens entre l’ana-
lyse formelle de concepts et la morphologie

mathématique dans différents contextes (en-
sembles, ensembles flous, ensembles approxima-
tifs), ouvrant la voie à de nouvelles discus-
sions sur ces liens et sur les propriétés que
chaque formalisme pourrait hériter des autres.
Deuxièmement, nous avons proposé de nou-
veaux opérateurs sur les concepts formels en
exploitant la morphologie mathématique. Ces
opérations pourraient être exploitées afin de rai-
sonner sur les treillis de concepts, pour navi-
guer entre les concepts, etc. Des questions al-
gorithmiques seront abordées dans les travaux
futurs, par exemple pour construire le treillis
de concepts flous. Une comparaison détaillée
avec d’autres travaux proches [1, 14] sera ef-
fectuée. De plus, les extensions floues pro-
posées reposent sur des définitions du cardi-
nal et de la distance sous forme de nombres
précis. Une autre extension pourrait concer-
ner la définition de nombres flous, mais au
prix d’une complexité accrue. Enfin, des liens
avec d’autres représentations méritent d’être
creusés, par exemple avec les F-transformations
exprimées comme des opérations dans un treillis
résidué [27], ou encore avec des graphes et hyper-
graphes. En effet, un graphe bipartite peut être
construit à partir d’un contexte formel [7, 20],
dont on peut déduire deux hypergraphes duaux.
Les opérations morphologiques sur des hyper-
graphes introduites dans [10] peuvent alors être
exploitées.
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