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Résumé : L’objet de cet article est d’enrichir les logiques de description par des
services de raisonnement abductif à des fin d’interprétation d’images. Dans un
cadre algébrique, nous mettons en synergie des ingrédients provenant de la mor-
phologie mathématique, des logiques de description et de l’analyse formelle de
concepts. Plus précisément, nous proposons de calculer la « meilleure » explica-
tion d’une observation donnée à partir d’une succession d’érosions algébriques
sur le treillis de concepts associé à la théorie du domaine. Nous montrons que
les opérateurs ainsi définis satisfont les postulats de rationalité du raisonnement
abductif. Comme illustration, nous considérons le domaine de l’interprétation
d’images à partir de modèles, où des connaissances a priori structurées bénéfi-
cient de représentations ontologiques et des logiques de description. Nous for-
mulons donc le problème d’interprétation à base de modèle comme un problème
d’abduction : l’image représente l’observation et la tâche d’interprétation revient
à fournir la « meilleure » explication en se fondant sur la connaissance termino-
logique du domaine exprimée dans une logique de description.
Mots-clés : Abduction, logiques de description, morphologie mathématique, ana-
lyse formelle de concepts, interprétation d’images.

1 Introduction
Les logiques de description (LD) sont désormais un paradigme classique de la repré-

sentation des connaissances (Baader (2003)), avec des champs d’application dans des
domaines aussi divers que le web sémantique, la robotique cognitive, la vision par or-
dinateur, ainsi que l’interprétation sémantique d’images. L’interprétation d’images peut
bénéficier d’une connaissance experte exprimée sous forme d’une ontologie et des ou-
tils de raisonnement offerts par les LD, comme illustré par nos travaux (Hudelot et al.
(2008); Hudelot et al. (2010)). Nous avons proposé des outils de raisonnement capables
de traiter de fao̧n unifiée l’information quantitative provenant de l’image et la connais-
sance experte, qualitative, décrite par une ontologie. La tâche d’interprétation est réali-
sée de manière séquentielle, en maintenant la cohérence entre les informations extraites
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de l’image et la connaissance experte. L’interprétation est ainsi exprimée comme un
processus de satisfaisabilité de la situation courante (une configuration spatiale) enco-
dée dans la ABox de la LD et sa TBox. Cependant, ce mode de raisonnement ne permet
pas de gérer les situations où la connaissance experte n’est pas entièrement cohérente
avec l’observation, ce qui est commun en interprétation d’images. En outre, une confi-
guration spatiale donnée peut être cohérente avec différents éléments de la connaissance
a priori (ou cohérente à un certain degré).

Nous proposons donc d’adapter les outils de raisonnement des LD à de telles situa-
tions, dans le cadre de raisonnements abductifs. Ce type de raisonnement permet le
calcul de la « meilleure » explication des phénomènes observés, ce qui en fait un ou-
til adapté aux situations où la connaissance n’est pas entièrement cohérente avec les
observations. Formellement, étant données une théorie K, représentant la connaissance
experte, et une formule C, représentant une observation dans le domaine d’étude, l’ab-
duction consiste à calculer la formule explicative D tel que D soit satisfaisable relati-
vement à K, ce qui peut s’écrire : K |= D → C (ou K ∪D |= C).

A titre d’illustration, nous reproduisons, dans une forme simplifiée, l’exemple d’in-
terprétation de scènes (figure 1) introduit par Möller & Neumann (2008) à des fins de
raisonnement abductif. La tâche d’interprétation consiste à étendre la base de connais-
sances avec de nouvelles assertions sur les structures présentes dans l’image, sur leurs
relations, ainsi que sur le contexte global de la scène. A l’instar de Möller & Neumann
(2008), nous fondons notre analyse sur une ontologie décrivant le domaine sportif et
une série d’algorithmes de traitement et d’analyse d’images permettant d’extraire des
objets initiaux de l’image. La tâche d’interprétation dans ce contexte consiste à expli-
quer la présence dans l’image d’objets tels qu’un être humain, une barre horizontale,
un poteau, en tenant compte de la théorie sur le domaine sportif et des premiers objets
reconnus dans l’image. Une réponse plausible à cette question est que l’image repré-
sente un saut à la perche accompli par un athlète. Le but de cet article est d’introduire
des approches computationnelles permettant une telle inférence.

FIG. 1 – Un exemple d’interprétation d’image. La présence dans l’image d’objets tels
qu’un être humain, une barre horizontale, un poteau peut être expliquée par un saut à la
perche.

Nous proposons d’enrichir les logiques de description avec des outils de raisonne-
ment abductif, dans un cadre algébrique, en associant de manière originale des concepts
de morphologie mathématique, de logiques de description et d’analyse formelle de
concepts (AFC). L’inférence de la meilleure explication d’une observation est calcu-
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lée à partir du treillis de concepts en effectuant des érosions successives sur ce dernier.
Nous montrons que ces opérateurs satisfont les postulats de rationalité du raisonnement
abductif. Les éléments utiles pour la suite de ces différentes théories sont rappelés dans
la section 2. Puis nous introduisons dans la section 3 des opérateurs morphologiques en
AFC, et proposons des relations d’explication construites à partir de ces opérateurs.

2 Préliminaires
2.1 Logiques de description

Dans cette section, nous considérons la logique de description classique ALC. Soient
NC et NR deux ensembles dénombrables désignant les noms de concepts et les noms
de rôles. Nous utilisons les lettres A et B pour les noms de concepts, la lettre R pour les
noms de rôles, et les lettres C et D pour les concepts. Les symboles > et ⊥ désignent
les concepts universel et vide, respectivement. L’ensemble des ALC-concepts est le
plus petit ensemble tel que : (1) tout nom de concept est un concept ; (2) si C et D sont
deux concepts et R un nom de rôle, les expressions suivantes désignent des concepts :
¬C (négation), C uD (conjonction), C tD (disjonction), ∀R.C (restriction de valeurs
sur des noms de rôles), et ∃R.C (restriction existentielle sur des noms de rôles). Une
interprétation I = (∆I , .I) se compose d’un ensemble ∆I , le domaine de I, et d’une
fonction .I qui associe tout concept C à un sous-ensemble CI de ∆I et tout rôle R à
un sous-ensemble RI de ∆I ×∆I tel que, pour tous les concepts C, D et les rôles R,
les propriétés suivantes sont satisfaites : (1) >I = ∆I et ⊥I = ∅, (¬C)I = ∆I\CI ,
(2) (CtD)I = CI ∪DI , (CuD)I = CI ∩DI , (3) (∃R.C)I = {x | ∃y s.t. (x, y) ∈
RI et y ∈ CI}, et (4) (∀R.C)I = {x | ∀y, (x, y) ∈ RI implique y ∈ CI}.

Une base de connaissances K, associée à une DL, comporte deux parties : une partie
terminologique (TBox) et une partie assertionnelle (ABox). La TBox T décrit la termi-
nologie en listant les concepts, les rôles et leurs relations. C’est un ensemble d’axiomes
ou schémas. La ABox contient des informations sur les individus. Une interprétation I
est un modèle d’un axiome d’une LD (TBox ou ABox) ssi elle satisfait cet axiome, et
est un modèle de la base de connaissances K ssi elle satisfait tous les axiomes de K.

Le service de raisonnement fondamental en LD est le calcul de la relation de sub-
somption entre deux concepts. Etant donné deux concepts C et D, on dit que D sub-
sume C (noté C v D) ssi CI ⊆ DI pour toute interprétation I.

Dans l’exemple introduit en section 1, la théorie, ici la TBox T décrivant le domaine
sportif, est donnée dans la figure 2.

Man v Human

W oman v Human

Athlete ≡ Human u
∃hasP rofession.Sport

Jumper v Athlete u
∃use.SportEquipment

F oam_Mat v SportEquipmenent

P ole v SportEquipment

Javelin v SportEquipment

Horizontal_bar v SportEquipment

Jumping_Event v Event u
∃hasP art.Jumper u

P ole_V ault v Jumping_Event u
∃hasP art.P ole u
∃hasP art.Horizontal_Bar u
∃hasP art.F oam_Mat

High_Jump v Jumping_Event u
∃hasP art.Horizontal_Bar u
∃hasP art.F oam_Mat

· · ·

FIG. 2 – Ontologie du domaine athlétique.

Les assertions initiales construites à partir des outils d’analyse d’images sont en-
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codées dans une ABox, appelée ici A1, comme suit : {pole1 : Pole; human1 :
Human; bar1 : Horizontal_Bar; . . .}.

2.2 Abduction et logiques de description
Dans le cadre des LD, l’abduction peut être considérée selon différents points de vue

(Elsenbroich et al. (2006); Klarman et al. (2011)) : abduction de concepts, abduction de
TBox, abduction de ABox et abduction de base de connaissances. Ici, bien que le cadre
introduit soit général, nous considérons le cas de l’abduction de Abox.

Définition 1 (Abduction de ABox)
Soit L une LD quelconque,K une base de connaissances et A un ensemble d’assertions
dans la Abox tel que pour tout a ∈ A on aK 6|= ¬a. Un Problème d’Abduction de Abox
(PAA) noté 〈K, A〉 consiste à trouver l’ensemble d’assertions γ tel que K ∪ γ |= A.

L’ensemble γ (cohérent avec K) est appelé une explication de A. Le raisonnement ex-
plicatif consiste à sélectionner un sous-ensemble de cet ensemble d’explications. Il est
donc nécessaire de disposer de critères de préference pour effectuer cette sélection.

Revenons à notre exemple. L’interprétation vue comme un PAA 〈K, A〉 se formule
ainsi : T ∪A1∪γ |= A, où A désigne {bar1 : Horizontal_Bar, fm1 : Foam_Mat, pole1 :
Pole, je1 : Jumping_Event}. Intuitivement, un exemple d’assertions γ qui repré-
sente une solution du PAA serait {pv1 : Pole_V ault}.

2.3 Analyse formelle de concepts
L’AFC est une théorie d’analyse de données, de représentation des connaissances et

de gestion de l’information qui a pour but d’identifier des structures conceptuelles à
partir des données (Ganter et al. (1999)). Elle se fonde sur une formalisation dans la
théorie des treillis des notions de concepts et de hiérarchie de concepts. Un concept
est vu comme une unité de pensée composée de deux parties : l’ensemble de tous
les objets appartenant au concept, appelé l’extension, et l’ensemble des attributs de
ces objets, appelé l’intention. Un contexte formel est un triplet K = (G, M, I), où G
désigne l’ensemble d’objets, M l’ensemble d’attributs et I ⊆ G × M une relation
entre les objets et les attributs. La paire (g,m) ∈ I signifie « l’objet g a comme attri-
but m ». Les concepts formels du contexte K sont les paires (A,B) avec A ⊆ G et
B ⊆ M telles que (A,B) soit maximale avec la propriété A × B ⊆ I . L’ensemble A
se dénomme l’extension et l’ensemble B l’intention du concept formel (A,B). L’en-
semble des concepts formels d’un contexte peut être ordonné par inclusion de leur
extension : (A1, B1) ≤ (A2, B2) ⇔ A1 ⊆ A2 (⇔ B2 ⊆ B1). Cet ordre, reflé-
tant la relation sousconcept-superconcept, induit toujours un treillis complet appelé
treillis de concepts du contexte (G, M, I). Pour A ⊆ G et B ⊆ M , les opérateurs
de dérivation α et β sont définis par α(A) = {m ∈ M | ∀g ∈ A, (g,m) ∈ I}, et
β(B) = {g ∈ G | ∀m ∈ B, (g,m) ∈ I}. Pour A1 ⊆ A2 ⊆ G (resp. B1 ⊆ B2 ⊆ M ),
on a : (i) α(A2) ⊆ α(A1) (resp. β(B2) ⊆ β(B1)), (ii) A1 ⊆ β(α(A1)) et α(A1) =
α(β(α(A1))) (resp. B1 ⊆ α(β(B1)) et β(B1) = β(α(β(B1)))). La paire (A,B) avec
A ⊆ G et B ⊆ M est un concept formel ssi α(A) = B et β(B) = A. Dans le treillis
de concepts, l’infimum et le supremum sont calculés comme suit :∧

t∈T

(At, Bt) =

(⋂
t∈T

At, α(β(
⋃
t∈T

Bt))

)
,
∨
t∈T

(At, Bt) =

(
β(α(

⋃
t∈T

At)),
⋂
t∈T

Bt

)
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où T désigne l’ensemble des concepts formels. Tout treillis de concepts est un treillis
complet. Un treillis complet (L,≤) est isomorphe au treillis de concepts C(L,L,≤).

2.4 AFC et logiques de description
L’idée initiale d’exploiter l’AFC dans le cadre des LD était motivée par la défini-

tion d’outils efficaces de construction d’une hiérarchie de subsomption étendue d’un
ensemble de concepts d’une LD, dans le but de mettre en exergue des dépendances hié-
rarchiques que les algorithmes classiques de classification ne pouvaient exhiber (Baader
(1995)). A cette fin, la notion de contexte sémantique a été introduite. Les attributs de
ce contexte formel sont les concepts de la LD, ses objets sont définis comme étant l’en-
semble des contre-exemples de la relation de subsomption C vT D (interprétations I
de T et un élément du domaine d’interprétation d ∈ ∆I tel que d ∈ CI\DI).

Définition 2 (Contexte sémantique (Baader (1995)))
Le contexte sémantique KT := (G, M, I) est défini comme suit :

G := {(I, d) | I est un modèle de T et d ∈ ∆I} (1)
M := {m1, . . . ,mn} (2)

I :=
{

((I, d),m) | d ∈ mI} (3)

Dans ce qui précède, T est une TBox et {m1, . . . ,mn} sont les concepts définis dans
T . Un résultat important obtenu par Baader (1995) stipule que le treillis de concepts
associé au contexte sémantique KT est isomorphe à la hiérarchie de subsomption de
toutes les conjonctions des sous-ensembles M par rapport à T . L’algorithme d’explo-
ration d’attributs est utilisé pour calculer la hiérarchie de subsomption des conjonctions
des concepts d’une LD. Plus récemment, un nouveau contexte formel, appelé « contexte
syntaxique », a été introduit par Baader et al. (2007), plus approprié au calcul du plus
petit subsumant commun d’une conjonction de concepts et préservant la propriété d’iso-
morphisme.

Afin de définir nos opérateurs d’abduction sur le treillis de conjonctions et de dis-
jonctions, nous considérons le contexte formel sémantique ; la construction du treillis
associé repose sur l’algorithme exploration distributive de concepts de Stumme (1996,
1998).

Dans notre exemple, les objets G du contexte sont alors des individus (interpréta-
tions) et l’ensemble des attributs M est l’ensemble des concepts (y compris des rôles)
définis dans T décrits dans la figure 2. Nous donnons un exemple de contexte dans le
tableau 1, et un extrait du treillis de concepts associé dans la figure 3.

3 Opérateurs d’abduction par morphologie mathéma-
tique sur des treillis complets

Soient (L,�) et (L′,�′) deux treillis complets (qui ne sont pas nécessairement égaux).
Tous les résultats et définitions suivants dérivent du cadre algébrique de la morphologie
mathématique (MM) (Bloch et al. (2007); Heijmans (1994); Heijmans & Ronse (1990);
Ronse & Heijmans (1991); Serra (Ed.) (1988)).
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TAB. 1 – Contexte formel Kathletic correspondant à la TBox de la figure 2.
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H
ig

h_
Ju

m
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m_1 X X
jumper_1 X X X X X

pole_1 X X
bar_1 X X
fm_1 X X
je_1 X X X X
jav_1 X X
pv_1 X X X X X X X X
hj_1 X X X X X X X

{E,J_E,PV,H_B,P,F_M}

{pv_1}
{E,J_E,PV,H_B}

{pv_1}
{F_M,P,E,J_E}

{pv_1}
{F_M,P,H_B,E,J_E}

{pv_1}
{E,J_E,PV,H_B,P}

...

...

...

... {pv_1}
{...}

{pv_1}
{...}

{pv_1}
{...}

{...}
{...}

Ø
{H,M,W,S,A,J,SE,F_M,P,JAV,H_B,E,J_E,PV,H_J}

{m_1,jumper_1,jav_1,pole_1,bar_1,fm_1,je_1,pv_1,hj_1}
Ø

{pv_1}
{J_E}{E}

{pv_1,je_1,hj_1} {pv_1,hj_1, bar_1}
{H_B}{P}

{bar_1,pv_1,hj_1}{pv_1,pole_1}
{F_M}

{pv_1,fm_1,hj_1}{...}
{M}

{jumper_1}
{PV}

{PV,J_E}{PV,E}{E,J_E}

{...}

{F_M,H_B}{F_M,P}
{pv_1}{pv_1}{pv_1}{pv_1}{pv_1} {pv_1}

{P,H_B}

{pv_1}{pv_1}{pv_1}

{E,J_E,PV}{F_M,P,H_B} {F_M,P,E}

{pv_1}
{F_M,P,H_B,E}

{pv_1}
{...}

{pv_1}

FIG. 3 – Extrait du treillis de concepts induit par le contexte formel Kathletic.

Définition 3
Un opérateur δ : L → L′ est une dilatation s’il commute avec le supremum : ∀(xi) ∈
L, δ(∨ixi) = ∨′iδ(xi), où ∨ désigne le supremum associé à � et ∨′ celui associé à �′.
Un opérateur ε : L′ → L est une érosion s’il commute avec l’infimum : ∀(xi) ∈
L′, ε(∧′ixi) = ∧iε(xi), où ∧ et ∧′ désignent l’infimums associés à � et �′, respecti-
vement.

Toutes les propriétés classiques de la morphologie mathématique sont vérifiées ici (Bloch
et al. (2007); Heijmans (1994); Heijmans & Ronse (1990)), et ne sont donc pas rappe-
lées.

3.1 MM sur des treillis de concepts
Dans le but de résoudre un PAA, il est opportun de raisonner sur les sous-ensembles

de G. Ainsi, nous considérons le treillis complet (P(G),⊆) et définissons des opéra-
teurs de P(G) vers P(G), où P(G) est l’ensemble des sous-ensembles de G (i.e les
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interprétations). Puisque l’ordre (l’inclusion) défini sur G est équivalent (voir section
2.3) à celui dans M , raisonner dans G donne directement des résultats dans M .

Afin de définir des opérations dans P(G), nous introduisons des érosions et des di-
latations particulières, dites morphologiques (Serra (1982)), qui reposent sur la notion
d’élément structurant (une relation binaire b entre des éléments de G). Pour g ∈ G,
nous notons par b(g) l’ensemble des éléments de G en relation avec g.

Définition 4
La dilatation morphologique d’un sous-ensemble A de G par rapport à b s’écrit :

δb(A) = {g ∈ G | b(g) ∩A 6= ∅}. (4)

L’érosion morphologique de A s’écrit :

εb(A) = {g ∈ G | b(g) ⊆ A}. (5)

La relation b peut représenter un système de voisinage des interprétations ou une re-
lation de distance. Dans le cas d’une distance d entre les éléments de G, les éléments
structurants peuvent être définis comme des boules de cette distance. Cet exemple est
particulièrement intéressant pour le raisonnement abductif où la partie « la plus cen-
trale » d’un modèle correspond intuitivement à l’explication préférée. L’érosion s’ex-
prime alors par :

εn(A) = {g ∈ G | d(g,G \A) > n}. (6)

On note ε(A) = ε1(A), et on a ε0(A) = A. Ici G est un espace discret fini, et par consé-
quent seules les valeurs entières de n sont considérées. La distance peut généralement
être induite à partir du treillis.
Propriétés. Comme dit précédemment, toutes les propriétés classiques de la MM sont
vraies dans ce contexte. Nous en donnons les plus importantes :

– L’érosion commute avec l’infimum : ∀(A,A′) ∈ P(G)2, ε(A∩A′) = ε(A)∩ε(A′).
– Pour le supremum on a seulement une inclusion : ∀(A,A′) ∈ P(G)2, ε(A) ∪

ε(A′) ⊆ ε(A ∪A′).
– Si g ∈ b(g), alors l’érosion est anti-extensive : ∀A ∈ P(G), εb(A) ⊆ A. Cette

propriété est en particulier vérifiée pour l’équation 6.
– Itérativité : εn(εm(A)) = εn+m(A). Appliquer des érosions successives donne des

résultats de plus en plus petits, équivalents à une application directe d’une érosion
plus grande. Cette propriété sera exploitée pour définir des explications comme le
résultat le plus petit possible d’une succession d’érosions.

– Une notion importante est celle d’adjonction : une paire d’opérateurs (ε, δ) forme
une adjonction si ∀x ∈ L,∀y ∈ L′, δ(x) �′ y ⇔ x � ε(y). Si (ε, δ) est une
adjonction, alors ε est une érosion et δ une dilatation. En particulier, (εb, δb) est
une adjonction. Cette notion est équivalente à celle de connexion de Galois, en
inversant l’ordre sur le second treillis (P(M),⊆) : pour un contexte formel (A,B),
A ⊆ β(B) ⇔ B ⊆ α(A). Ainsi les opérateurs de dérivation en AFC peuvent être
interprétés en termes de morphologie mathématique (Bloch et al. (2007)).

3.2 Dernière érosion non vide
Comme montré par Bloch et al. (2001) dans le cadre de la logique propositionnelle,

les érosions peuvent être utilisées pour trouver des explications. L’idée est de sélection-
ner la partie la plus centrale d’une formule comme étant la meilleure explication. Il
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a été démontré que cette approche a de bonnes propriétés et satisfait les postulats de
rationalité du raisonnement abductif (Pino-Pérez & Uzcátegui (1999)).

Ici nous suivons le même cheminement, mais adapté au contexte des treillis de concepts,
en utilisant la définition des érosions introduite dans l’équation 6. Pour tout A ⊆ G,
nous définissons son dernier érodé non vide par :

ε`(A) = εn(A) ⇔
{

εn(A) 6= ∅,
et ∀m > n, εm(A) = ∅. (7)

Cette dernière érosion non vide définit le sous-ensemble de modèles et d’interprétations
dans G qui sont les plus éloignés du complémentaire de A (en considérant la distance
d), donc les plus centraux dans A.

Définition 5
Une explication préférée γ de A est définie à partir de la dernière érosion non vide par :

A B`ne γ
def⇔ γ ⊆ ε`(A). (8)

Lorsque l’on ajoute une contrainte définie par une théorie K, alors cette définition est
modifiée selon :

A B`ne γ
def⇔ γ ⊆ ε`(K ∩A). (9)

Notons que cela définit un ensemble de meilleures explications possibles, qui n’est
pas forcément un singleton. Cet ensemble est robuste dans le sens où il peut être mo-
difié tout en restant dans A. Par exemple, dilater γ par une boule de d de taille plus
petite que n conduit toujours à un sous-ensemble de A. La partie centrale peut être in-
terprétée comme étant le sous-ensemble de modèles qui peut être le plus modifié tout
en restant dans A. Dans le treillis de concepts, cette définition s’interprète de la manière
suivante : partant d’un sous-ensemble à expliquer, les érosions successives reviennent
à « descendre » dans le treillis autant que possible jusqu’à atteindre un ensemble non
vide d’interprétations.

Dans l’exemple où A = {bar_1 : Horizontal_Bar, fm_1 : Foam_Mat, pole_1 : Pole,
je_1 : Jumping_Event}, la partie du treillis de concepts correspondant à ce sous-
ensemble (en rouge dans la table 1) est donnée figure 3. La dernière érosion non vide
de ce sous-ensemble correspond à l’avant-dernière ligne, et γ = {pv_1} (en vert sur
la figure 3). Ce résultat correspond à l’intuition, et le saut à la perche est effectivement
une explication raisonnable de la description donnée par A. Dans un contexte d’inter-
prétation d’images, ce processus permet de déduire des descriptions de haut niveau à
partir d’informations de plus bas niveau extraites des images.

3.3 Dernière érosion cohérente
Une autre façon d’introduire la contrainte liée à la théorie est d’éroder celle-ci jus-

qu’à ce qu’elle devienne cohérente avec A. Cela conduit à la définition d’une nouvelle
relation d’explication.

Définition 6
Une explication préférée γ de A est définie à partir de la dernière érosion cohérente
comme suit :

A B`c γ
def⇔ γ ⊆ ε`c(K, A) ∩A,
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où ε`c désigne la dernière érosion cohérente :

ε`c(K, A) = εn(K) où n = max{k | εk(K) ∩A 6= ∅}.

Cette définition a une interprétation différente : nous considérons cette fois l’érosion
de K, ce qui signifie que l’on cherche les modèles qui sont dans A et qui sont les plus
centraux dans la théorie.

3.4 Propriétés et interprétations

Une première propriété intéressante est que raisonner sur G revient à raisonner sur
l’ensemble de concepts formels. Ici, les explications résultant d’un raisonnement sur la
ABox, conduisent à des érosions des sous-ensembles de G (modèles et interprétations).
Soit (A,B) un concept formel, avec A ⊆ G. Les définitions des explications dans A
induisent les concepts correspondants pour B en utilisant les opérateurs de dérivation
α(γ) = {m ∈ M | ∀g ∈ γ, (g,m) ∈ I}.

Dans notre exemple, B = α(A) = {SE} et α(γ) = {Foam_Mat, Pole, Horizon-
tal_Bar, Event, Jumping_Event, Pole_Vault} est une explication de B.

Notons que éroder A revient à dilater B, ce qui est conforme à la correspondance entre
la propriété de connexion de Galois entre les opérateurs de dérivation et les propriétés
d’adjonction de la dilatation et l’érosion (section 3.1).

Considérons à présent les postulats de rationalité introduits par Pino-Pérez & Uzcá-
tegui (1999) pour les relations d’explication. Il a été prouvé que la plupart d’entre eux
sont satisfaits pour les opérateurs d’explication (dernière érosion non vide et dernière
érosion cohérente) (Bloch et al. (2001)). Dans le cadre proposé ici, ces résultats sont
également vérifiés et sont directement déduits des propriétés algébriques de l’érosion
(section 3.1) :

– B`ne et B`c sont indépendants de la syntaxe (puisqu’ils sont calculés dans l’espace
des interprétations).

– Puisque les explications sont définies comme un sous-ensemble d’un résultat d’éro-
sion, tout sous-ensemble non-vide d’une explication est une explication.

– Les définitions sont cohérentes dans le sens où G \A 6⊆ K ssi ∃γ, A B γ.
– La propriété de reflexivité est vraie pour les deux définitions : si ABγ, alors γ Bγ.
– Disjonction d’explications : si A B γ et A B δ, alors A B (γ ∪ δ), pour les deux

définitions. Cela montre que s’il existe différentes explications possibles, leur dis-
jonction est une explication.

– Disjonction à gauche : si AB`cγ et A′B`cγ, alors (A ∪A′)B`cγ (puisque l’érosion
est appliquée surK). En revanche cette propriété n’est pas vraie pour B`ne puisque
l’érosion ne commute pas avec le supremum.

– Pour les mêmes raisons, nous avons la propriété suivante pour B`c : si A B`c γ
et A′ B`c δ, alors (A ∪A′) B`c γ ou (A ∪A′) B`c δ, mais cela n’est pas vrai pour
B`ne .

– Pour les conjonctions, une propriété de monotonie est vérifiée pour B`c : si AB`cγ
et γ ⊆ A′, alors (A ∩A′)B`c γ. Pour B`ne , seule une forme faible est vérifiée : si
A B`ne γ et A′ B`ne γ, alors (A ∩A′) B`ne γ. Notons néanmoins que cette forme
faible est naturelle et intéressante.

Des propriétés équivalentes dans le formalisme des LD en sont directement héritées,
grâce à la construction et aux liens entre les différentes théories décrits dans la section 2.
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4 Conclusion
A des fins d’interprétation d’images, nous avons proposé des outils calculatoires pour

considérer le raisonnement abductif dans le cadre des logiques de description. Cela a
été possible grâce aux outils venant de l’analyse formelle de concepts, la morphologie
mathématique, et le cadre général de la théorie des ensembles et des treillis. Les proprié-
tés et interprétations des opérateurs d’explication ont été analysées, et les postulats de
rationalité ont été prouvés. Un exemple d’application a accompagné le développement
de ces méthodes pour montrer leur utilité en pratique. Il convient cependant d’étendre
l’étude de cet exemple, en prenant en compte les aspects de complexité qui n’ont pas
été abordés dans cet article.
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