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Chapitre 1

In tro duction

Ce cours prsene les m§thodes avand§esde traitement d'images, des m§thodes de rai-
sonnemet, de fusion et de gestion de l'incertain. Cesapprochessort indispensablesdans la
plupart desapplications op la complexit® desinformations g traiter et desobjectifs poursui-
vis n§cessiteh de complter les m§thodesclassiquesd'analyse et de traitement d'images par
desm@ithodesde haut niveau. Cette complexit® peut r§sulter de la gfonftrie desimages,des
informations qu'elles cortiennent, de I'agencemen spatial desstructures danslesimages,de
la multiplication desmodesd'acquisition desimages,de leursimperfectionset h§tgrogingitgs.
Ce courss'attaque g cesdixcult §set prsene dessolutions ainsi que leurs §wolutions lesplus
réceries. Il montre §galemem commen aborder des problgmescomplexesde modglisation
d'informations dans lesimages,d'interpr§tation de sgnes,de fusion d'images, de raisonne-
mert et de prise de d§cisiondanslesimages.

Le chapitre 2 pr&sene la probl§matique de la reprsetiation de connaissancesmpar-
faites en traitement d'images et introduit bripvemert les principales classesde m§thodes
qui seront reprisesdans les chapitres suivants. Le chapitre 3 donne un point de vue histo-
rique sur les probabilit §s, permettant de mettre en §videncel §wlution du formalisme et
du type de connaissancesnanipul§esdans ce cadre. Le chapitre 4 pr&sene les basesde la
th§orie desensenbles °ous et des possibilit§s. Leur utilisation en traitement d'images pour
mod8liser et manipuler l'information spatiale impr$cise est d§crite dans le chapitre 5. La
multiplication des systgmesd'acquisition d'images, la diversit§ des sourcesd'informations
et leur complmerntarit § ont fait §mergerle themede la fusion d'informations en traitement
d'images. Le domaine de la fusion d'informations connat depuis plusieurs annesune forte
fvolution, rapide et foisonnarte. Aprpsune phasede questions, de discussions,voire d'erre-
merts, opu le domainede la fusion entraitement du signal et desimagesn'§tait pashbien d§ ni,
nous sommesmaintenant arriv®sp une bonne mattrise desoutils de base(souvent imports
d'autres domaines)et il estd§sormaispossibled'une part de menerdesapplications de bout
en bout, et d'autre part de d§velopper desoutils plus complexeset plus sophistiqu§s [322.
Il reste nfanmoins beaucoup de travail th§orique p conduire pour §largir les basesde ces
m@thodeset de travaux exp@rimentaux pour en valider l'utilisation. Les princip es g@nraux
de la fusion sort dfcrits dans le chapitre 6 et les spci cit §s en traitement d'images sort
r@sunfiesdansle chapitre 7. Les deux chapitres suivants pr§senent les principales classesde
m@thodes de fusion d'informations, num@riques dans le chapitre 8, et symboliques dans le
chapitre 9. Le premier dgcrit les m#thodes s'appuyant sur les th§oriesdes probabilit §s, des
ensenbles °ous et des possibilit§s, et des fonctions de croyance. Le seconds'int§resseaux



systamesp basede connaissancesaux formalismeslogiques, et pr§serte quelques§ifmerts
de raisonnemen spatial.
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Chapitre 2

Repr §sentation des connaissances
et incertitude

2.1 Intro duction

Dans ce chapitre, nous pr§sertons succinctemen les di®frerts modes de reprsenation
de linformation et des connaissanceautilis §s en traitement et interpr@tation des images.
Les reprsenations num@riquesreposart sur les th§oriesdes probabilit §s, des fonctions de
croyances, des ensentbles °ous et des possibilit§s serort reprises de manigre plus d§taill§e
dans les chapitres 3, 8, 4 et 5. Les systgmesp base de connaissancesgui permettent de
structurer les informations, les connaissanceset les modes d'inf§rence pour les conbiner
serort pr§sen®s dans leurs grandeslignes au chapitre 9. Les approches symboliques, ainsi
gue les modes de raisonnemen dans di®8rertes logiques, serort juste mertionn§es. Elles
sortent du cadre num@rique, cependart leurs propri§t§s m@riteraient que lI'on s'y int@resse
plus en image, en particulier dansle cadre de la fusion d'informations.

2.2 Traitemen t de l'information

Nous considgrons l'information au sensle plus large. Ainsi, le terme information s'ap-
plique p tout §ifmert susceptibled'etre cod§ pour &tre conseng, trait § ou communiqu® [131].
En traitement et interpr@tation desimages,il s'agit le plus souvent d'informations attach§es
g des mondes r§els (obsenations, mesures, connaissancegy@nriques sur des ph§nongnes
r@els,etc.), mais il peut s'agir §galememn de mondesvirtuels, dans I'expression desbuts de
l'utilisateur, et de sesprgffrences.

Cette notion g8nBrique sedivise classiquemeh en deux catgories,celledesconnaissances,
faisant r§ffrencep desclassesd'objets, et celle des donnes,correspondan g descas, faits,
ou objets particuliers.

Selonla distinction propodie dans [131], I'information peut &tre constitu$e de donn§es,
de faits, et concernealors une situation particuli gre bien d§terminge (il y a une foréet g
cet endroit). Elle peut §galemen porter sur I'existence (ou sur une autre propri§t§) d'une
situation ind$§terminge (il existe des r§gions recouvertes de foréts). Constitu§e de donn§es
statistiques, de prototypesou d'exemplestypiques, elle porte sur un ensenble de situations

11



particuli pres.En n, s'il s'agit de classesde situations, elle prendra la forme de cortraintes,
reglesg@nBriques, avec ou sansexceptions,de connaissanceg$n§rales.

Les informations manipul$§essort le plus souvent imparfaites. C'est d'ailleurs dans ces
imperfections que se trouve une desraisons d'étre de la fusion comme nous le verrons au
chapitre 6. Cesimperfectionssemanifestert sousde multiples formes: ambigu#t$, biais, bruit,
incompl®tude, impr&cision, incertitude, incoh§renceet con®it... Il faut y ajouter le caractgre
variable et $wolutif desinformations relativesau monde dynamique.

Nous reviendrons largemert sur cesimperfections au chapitre 6, et les particulariserons
ensuite dans le chapitre 7 pour lesimages.En r§sunt, ellessort dues:
aux ph&nomgnesobsengs;
aux limites descapteurs;
aux algorithmes de reconstruction et de traitement ;
au bruit ;
au manquede abilit § (souvent d0 aux limites pr@didenes);
au mode de reprisertation ;
aux connaissance®t conceptsmanipul®s.
Il est particuli premen important d'inclure cesimperfections dans les reprsenations et
dans les modesde raisonnemet.

[t Wt Wasn Wasn W W Wea )

Les probl®matiquesde l'in terpr$tation d'images et de la fusion rejoignernt cellesdu trai-
tement de l'information en g&nral [131].1l s'agira ainsi de:

{ repr@setter l'information (a n de la mettre sousforme utile) ;

{ stocker, retrouver, expliciter l'information ;

{ exploiter l'information pour d&cider et agir;

{ communiquer l'information.

La dixcult § de la r@solution de cesproblgmesest bien sOr accrueen raison desimperfec-
tions. Pour cela, trois positions peuvent etre adopt§es:

1. une premipgre attitude consistep §liminer les imperfections autant que possible.Cela
passepar exemplepar I'am@lioration descapteurset la multiplication desacquisitions;

2. une deuxipmeaction possibleest de tol§rer I'impr §cisionen produisant desalgorithmes
et des programmes robustes, et en les assaiant p des procgdures pour r§parer les
®decs,

3. la troisipme possiblit§ est de raisonner avec I'imp erfection. Celle-ci est alors considgre
comme un type de connaissanceou d'information, et sa prise en compte ncessitede
la modgliser, de d§velopper des modes de raisonnemen approximatif, et d'utiliser des
m$taconnaissancesg'est-g-dire desconnaissancesur cesimperfections.

Nous privil §gionsici la troisipmeapproche, qui met en %uvre explicitement destechniques
de fusion d'informations et de d§cision.

2.3 Repr §sentations num @riques de connaissances imparfaites

Les principales th§oriesnum@riques permettant de repr@sener les connaissancesmpar-
faites et de raisonner g partir de celles-cisort :

{ les probabilit §s (chapitre 3);

{ lesfonctions de croyance (chapitre 8);

{ lesensenble °ous et les possibilit§s (chapitre 5).
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Dans les repr§seniations probabilistes, le langage est constitu§ de distributions de pro-
babilit s sur un r§frertiel. Elles permettent de prendre en compte de manigre rigoureuse
desincertitudes al®atoiresou stochastiques. |l est plus dixcile de rendre compte desautres
formes d'imp erfections, g la fois formellemert et sgmartiquement. L'inf §rencebay$sienne,
souwvent utilis §e en fusion dans les domainesqui nous int§ressety permet un raisonnemer
abductif (les di®grerts typesd'inf§rencesont prsensdansla section 2.6).

La th@orie des fonctions de croyances(ou th§orie de Dempster-Shafer[302) repose sur
un langaged® ni par desfonctions (appel§esdans ce cadre fonctions de masse,de croyance
et de plausibilit §) sur I'ensenble desparties du r§frertiel. Lesrepr@senations permettent de
tenir compte g la fois de I'impr §cisionet de l'incertitude (y compris soussaforme subjective),
de lignorance, de l'incompl§tude, et donnert acas au con®it. L'inf §rencepar la rpgle de
Dempster r@aliseune agrgation de type conjonctif desinformations combin§es.

Dans la th§orie desensenbles °ous et despossibilit§s[120, 126, 358, 361], le langageest
form®& de sous-ensernles °ous du r&frertiel ou de distributions de possibilit® sur celui-ci. Il
permet de reprserter desinformations qualitativ es, impr#cises,vagues.L'inf §rencese fait
par desrpgleslogiques (ou leur §quivalent sousforme num@rique), r@alisart essetiellement
un raisonnemen de type d&ductif, pouvant etre qualitatif.

Nous reviendrons en d#tails sur cestrois th§oriesdans les chapitres suivants, mais dgs
maintenant il faut retenir que:

{ ellesne mod§lisert pas exactemen les mémesconceptsni les meémesaspects de I'in-

formation ;

{ ellesn'ont pasla méme sgmartique ;

{ ellesn'ont pasle mémepouvoir de reprsenation ;

{ ellesn'ont pasle mémepouvoir de raisonnemern.

En particulier les deux premiers points font qu'il est illusoire et trompeur de vouloir
comparer leur performancessur les mémesapplications?.

Cesconstatations sort §galemen une motivation pour destechniqueshybrides dereprésen-
tations, permettant derepr@sener simultan®mert desinformations dont lestypesd'imp erfec-
tions sort di®grerts. On peut ainsi d§ nir desprobabilit §sd'§vnemens °ous, desfonctions
de croyancesde sous-enserles ous, etc. Cependart cesapprochessort encorepeuexploit§es
en fusion d'informations.

2.4 Repr §sentations symboliques de connaissances imparfaites

L'intelligence arti cielle est classiquemen d§ nie (dans les travaux de Minsky et de
McCarthy par exemple) de deux points de vue :

{ du point de vue cognitif : il s'agit de construire des modglescalculablesde processus
cognitifs, donc des programmessimulant les performanceshumaines;

{ du point de vue informatique et d'ing®&nieur : il s'agit d'a®ecteraux ordinateurs des
taches qui seraiert considirfescomme intelligentes si elles §taient e®ect@espar des
humains, donc d'§tendre les capacit§s des ordinateurs.

De l'intelligence arti cielle sort nfesdesrepr@sertations symboliques desconnaissances.

Le domaine de la reprsernation de connaissancegknowledge representation) se caract§rise
par :

1Cela explique en partie les conclusions contradictoires que I'on trouv e p ce sujet dans la litt §rature.
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{ la d& nition d'une repr§senation comme un ensenble de conventions syntaxiques et

s#martiques pour d§crire un §8mert de connaissance

{ des reprliserations logiques (dont I'expressivit® d§pend de la logique utilis §e, voir

section 2.6);

{ desrepr@senations compactes(seuleslespropri§t§set caract@ristiquespertinentes sort

explicit§es);

{ une facilit de manipulation ;

{ cequi estimportant est e®ectivemert explicite.

La plupart des donn§esmanipul§esdans les domainesde l'image sort analogiquesou
num@riques.Lesrepr@sertations analogiquesngcessiteh une description complgte du monde.
Le passagep des reprsenations logiques, moins colteuses, plus compactes, ncessiteune
corversion de l'analogique vers le symbolique.

Les exigencesdesrepr@senations symboliques sesituent g plusieurs niveaux :
{ au niveau ontologique : tous les conceptsimportants doivent &tre pris en compte;
{ au niveau 8pistSmique: on ne doit pas®tre oblig§ d'exprimer ce qui n'est pas connu;
{ au niveau computationnel : la repr§senation doit permettre un calcul etcace des
propri§t®sexprim@es.
Les deux premiers niveaux induisent descortraintes sur le langageet le troisipmesur les
m@canismedd'inf §rence.

La communaut® de la repr§senation de connaissancegsymbolique) s'int§resseau rai-
sonnememn non monotone, au raisonnemen automatique, aux logiques de description, aux
reprsenations subjectives (pr&frences souhaits...), aux ontologies, etc. [278]. Plus prgsde
notre propos, elle s'int§ressefgalemen p I'apprentissage,p I'in t§gration et la fusion de bases
de connaissancesp la d§cision et au diagnostic, au raisonnemen temporel et spatial, g la
repr@sertation desactions et g la plani cation. |l y a sansaucun doute des pistes g explorer
dans ce sens.

2.5 Systpmes p base de connaissances

Les systgmesp basede connaissanceserort d§crits dans le chapitre 9. Pr§cisonsici ce
qui relgve plus particuli premert de la reprsertation desconnaissances.

De tels systgmespeuvert tre vus commedesextensionsdessystamesexperts classiques,
en permettant desmodesdi®§rerts de reprsenation desconnaissance®t de raisonnemen.

La construction d'un systgme p base de connaissancemplique des acteurs ayant trois
rolesdistincts :

{ l'utilisateur remplit la basede faits avecles donn§esp traiter ;

{ l'expert construit la basede connaissances

{ le d§wveloppeur construit le moteur d'inf§renceet la strat§gie de raisonnemert.

Parmi les di®§rerts typesde connaissanceseprsenfesdans cessystgmes,on distingue
les connaissances

{ dficlaratives(commert sort les choses),

{ procfdurales(commert on fait) ;

{ ®pisadiques (relativesp I'exp®riencepr@didene) ;

{ et les m§taconnaissancegconnaissancesur la connaissance).

Il est en g§nBral extrémemen ditcile de passerd'un type de connaissancen l'autre (et
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méme souvert impossible) et donc ces connaissancessort par essencebien di®§rertes et
peuvert toutes etre nfcessaires.

Le contrdle consiste p rechercher des chemins entre les connaissancesnitiales et les
buts, par des techniques de cha®nage avant (application de rgpglesd'inf@rencelorsque de
nouvelles donn§es sort d&clares, les congquencespouvant alors dgclenter de nouvelles
reglesd'inf§rence),ou cha®nagearripre (application de rpglesd'inf §rencelorsque de nouvelles
requetessort formul§es,les prEmissesnon encorevri Besde cesrpglesconduisart alors au
d&clentiemen de nouvellesrpgles).

Les exemplesles plus classiquesde systgmesp basede connaissancesomportent :

{ lesrpglesde production;

{ lesframes;

{ lesr@seauxsgmartiques;

{ lessystamesavec incertitude : Mycin [307], etc.

Les systemesde rgglesde production (de la forme si... et/ou... alors...) sort dessysigmes
faciles p adapter ou p ®§tendre et dont le fonctionnemen et les r§sultats peuvent @tre faci-
lement expliqu@s.lls ont l'inconv@niert d'une repr@senation fragmernt®ede la connaissance
induisant un manqued'excacit §. Leur pouvoir d'expressiond®pend essetiellement du type
de logique utilis §e.Par exemplela logique du premier ordre ou despr@&dicats permet de ma-
nipuler desvariables et des quanti cateurs, par opposition g la logique propositionnelle ou
tout est constart.

Les framesconstituent une forme d&clarative de systemesp basede connaissancesgans
lesquelsune liste d'attributs ou de propri§t§s est assortie de caract@ristiques et de valeurs
de cescaract@ristiques. lls trouvent leur utilit § dansla description de conceptsg§nraux, de
classesd'objets. Desliens hi@rarchiques, d'h§ritage, de spicialisation et d'instanciation per-
mettent de manipuler desclassesie granularit §sdi®§reries. Cessystgmessort le plus souvert
statiques, mais une certaine dynamique peut y tre introduite en a®ectan des procgdures
aux attributs.

Les rseaux sEmartiques s'appuient sur une repr@seniation graphigue de la base de
connaissancesgdans laquelle les n¥uds reprisenent les concepts et les objets, et les arcs
repr§senent des relations. Les rpglesdinf@rence s'appuient sur des propri§t®s d'h@ritage
lorsque I'on passepar des arcs d'une classep une classeplus spici que. Ces rseauxsort
beaucouputilis§spour le traitement du langagenaturel par exemple.

En vision et entraitement d'images,ou I'on opgredansdesenvironnemerts incomplgtemert
spBci ®set seulemen partiellement connus, on trouve des exemplesde systamesp basede
connaissance®ssetiellement pour la supervision de programmes|[85, 255, 33]] et pour l'in-
terpr@tation d'images[108 152,174,236, 238].

En vision, des tadhes splici ques de focalisation et adaptation (avec leurs m§canismes
attentionnel, de r§vision ou r@paration et de maintien de la cohrence), de coop§ration et
fusion (confrontativ e, augmertativ e, int§grative), de coordination (d§lib§rative, r§active, op-
timale) sort ajout®esaux systgmesp basede connaissancesCes approches sort d§taill§es
dans[149] et ne sort pasreprisesici.
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2.6 Mo des de raisonnemen t et inf §rence

Les modesd'inf§renceutilis §sdans les systgmesp basede connaissancesort plus vari§s
gue dans les systgmesexperts classiques.On distingue les modes suivants :
{ la d®duction, qui fournit descondtquences partir de faits (par exemplesi la basede
faits cortient A et la proposition A! B, alors on peut d§duire B) ;
{ la contrap osition permet de raisonner sur les non-obsenations (par exemplesi I'on a
A! B etnon B, on peut infgrer non A) ;
{ l'abduction cherche g remonter aux causesexpliquant lesobsenations (par exemplede
A'! B et del'observation de B, on infgre que A est une causepossiblede B) ;
{ linduction permet d'inf§rer desrpglesp partir d'obsenations r§guligresou habituelles
(par exemple,si l'on a B p chaquefois quel'on a A, on peut inf§rerA! B);
{ la projection fournit descongquenced partir d'actions (si la basede faits cortient la
proposition A! B et quel'on fait A, on s'attend g ce que B soit r§alish);
{ la plani cation $tablit les actions p e®ectuerpour attendre desbuts (si I'on veut B et
gue la basecortient A! B, alors on infgrel'action A).
Cesdeux derniers modesd'inf§rencesort particuli premern d@veloppésdans les sysgmes
g basede connaissancegnbarqu$s, tels que ceux qui sort utilis §spar exempleen robotique
mobile [289].

L'in terpr@tation d'images et la fusion d'informations imposen souvent de faire appel
p di®rerts modes de raisonnemert, a n de mieux saisir et repr@serter les nesseset les
subtilit #sdu raisonnemen humain.

En raisonnemen monotone, I'obtention de plus d'informations conduit naturellemert g
plus de conclusions: si d'une base KB on d§duit A, on dg§duira §galemen A de KB |
B. Les logiques classigues,propositionnelle et du premier ordre, relgvent de ce mode de
raisonnemert.

En raisonnemen non monotone, une nouvelle information peut invalider desconclusions
prédidertes. En pr8senced'informations et de connaissancesmparfaites commec'est le cas
en fusion d'informations, les sourcesde non-monotonie dans le raisonnemen viennert es-
sertiellement deshypothpseset desrestrictions qui sort e®ect@es.Celles-cisort n§cessaires
pour pouvoir raisonner, mais peuvernt etre remisesen causesi de nouvellesinformations ou
Bl mens de connaissancesort disponibles. Ceshypothpsesp la sourcede la non-monotonie
comportent :

{ l'utilisation de propri§t8stypiques;

{ les exceptionspossibles

{ 'hypothpsede monde ferm&, sur laquelle nous reviendrons en particulier dansle cha-

pitre 8.

Les logiquesnon monotonesreposernt sur desnotions de pr&frence(quel monde, quelle
situation sort plus < normaux > que d'autres, quelssort lesbuts pr&férissi tous ne peuvent
@tre atteints...), de changemen ou r@vision de croyances(les fameux postulats AGM [4]), et
bien sOr sur un certain nombre de postulats girant la non-monotonie, appels postulats de
rationalit 8. Un exemple de tels postulats, de monotonie < prudente > exprime que si une
baseK B permet de dfduire A! B et permet de d§duire C, alors elle permet de d§duire
ANC! B.

Lesnotions de cortingence, de vErit® n§cessaireou possible,ne sort pasbien reprsenges
en logique classique.Manipuler de tels conceptsimplique l'introduction de modalit®s dans
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la logique. Les logiqguesmodales[78, 183] permettent de raisonner sur despropositions A (A
estvrai), 2A (A estnfcessaire)3 A (A est possible). Desformesnum@riquesde cesnotions
seretrouvent dansla th§orie desfonctions de croyanceen termes de croyance et plausibilit §
(voir chapitre 9) et dans la th@orie des possibilit§s en termes de n§cessig et possiblit§ (voir
chapitre 5). Nous ne d§taillerons pas les acceptionslogiquesde cesnotions dans cet ouvrage.

Enn, les notions d'impr §cision et d'incertitude, dont nous avons d&ja beaucoup parl§,
peuvert etre reprgsenesdans les logiques °oues et possibilistes, dont nous donneronsun
apereu au chapitre 5.
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Chapitre 3

Probabilit ®s: point de vue
historique

Parmi les m&thodesde repr§senations desconnaissancesles m§thodesnum@riquescher-
chant p mod&liser I'impr §cision et l'incertitude des donn§eset de la connaissancesort lar-
gemer employ§espour des problpmesaussivari§s que I'agr§gation multi-crit gres,la com-
binaison de t§moignages,ou encorela fusion d'images h§t§rogenes.Les m§thodes probabi-
listes sont certainemen les plus populaires, mais suscitert pourtant encorede nombreuses
pol&miques,en particulier erntre approchesfr§quencistes, objectivistes, et approchessubjec-
tivistes. Si les subjectivistes senblent prendre le pas dans de nombreux domaines, les prin-
cipesfr@quencistessort souvent d'une grande utilit § pratique, en particulier dgsqu'il s'agit
d'apprendre une loi sur de grands §cantillons, par exemple pour reconnatre des cultures
dans une image afrienne.

Un parcours historique desdi®grertes acceptionsdes probabilit §spermet d'expliquer les
origines de ces pol§miques et montre que le choix d'une approche peut etre raisonn§ et
justi @ par le problpme post et l'interpr@tation que I'on souhaite donner aux probabilit §s.
La partie 3.1 seraconsacBep ce point de vue historique et la partie 3.2 g la caract§risation
des di®grenes classesde probabilit §s. Nous hous sommespour cela largemert inspir§s des
articles de synthpsecit§sen r§frence.

Il estremarquablequel'hypothpsed'additivit §desprobabilit §, aujourd'hui commun®mert
admise,n'est apparue quetrgstard. Cette hypothpseest podiede manigre axiomatique dans
la th§orie de Kolmogorov. Cependart les travaux de Cox montrent que ces< axiomes >
peuvent etre d&duits d'un certain nombre de postulats de basedict§spar l'in tuition (partie
3.3).

Dans la partie 8.1.8, nous donneronsquelquesexemplesmontrant les limites des proba-
bilit #sadditiv es,duesaux corntraintes souwvert trop fortes qu'ellesimposer. La modi cation
despostulats de basepour d§passerceslimites conduit p desth@oriesnum@riquesdi®grertes,
ne satisfaisart plus les mémespropri§tis, et on retrouve ainsi des approches telles que les

10On trouv e aussi le terme de < frquertiste > dans la litt §rature, et il senble qu'il n'y ait pas encore de
consensussur cette terminologie.

2| a relation d'additivit & exprime que pour deux §vBnemeris A et B exclusifs, la probabilit & de la r@union
not§e A + B vaut p(A + B) = p(A) + p(B). En particulier, on en dgduit que p(A) + p(A) = 1, op A d§signe
le contraire de A (ou son compl®§mertaire en termes ensenblistes).
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ensenbles °ous ou la th§orie descroyancesde Dempster-Shafer(voir chapitre 8). Il a souvent
Bt® reproch@ p cette dernigre quela rpglede combinaison orthogonale de Dempster n'avait pas
dejusti cation th@orique.Plusieursauteursont r§pondu p cescritiques, et nous préserterons
dansle chapitre 8 (section 8.2.6) les argumerts de Smets, permettant de d&§duire cette rpgle
d'axiomes plus facilemert justi ables. Nous §tablissonsensuite les liens entre cesaxiomeset
ceux de Cox, expliquant ainsi les origines des di®§rencesentre les deux th§ories.

3.1 Les probabilit ®s dans l'histoire

Ce sont les travaux de Shafer, et en particulier sesremarquablesarticles synth§tiques
d'histoire desscienceg303 304],qui ont motiv § cette tude. Nous nousen sommesargemen
inspirgsdansla pr&senation historique qui suit. lls enconstituent la base,et descompl§merts
ont §t® apport®sp partir desarticles ou ouvrages[93, 105 126, 164,180, 185,186,192 256,
320, 333].

3.1.1 Avant 1660

Dpsl'antiquit § apparatt I'opp osition erntre connaissancest opinion, quel'on trouve en par-
ticulier chez Platon, autour desann§es400 avant notre gre, et destermes commen§cessaire,
possible, probable commencen g &tre d§ nis. On trouve par exemple chez Aristote (au-
tour des annBes-350) des assertionsdu type < si un §vEnemen est n§cessairec'est que
son cortraire est impossible> (il faudra attendre la th@orie des possibilit®s pour que soit
d$veloppeune th§orie coh§rerte capablede mod§liser cette phrase) ou encore< le probable
est cequi sepassehabituellement > (faisant r§frencep la r§ptition de phEnomanes,basede
la th@orie fr§quenciste).Les anciensdistinguaient trois cat®goriesepistimologiques.Dans la
premigre, une connaissanceertaine est possible.Celacorrespond g la notion de connaissance
ou de sciencechez Platon. La deuxipmecat®goriecomprend les §vBnemens pour lesquelsune
connaissanceprobable est possible. On retrouve ici la notion d'opinion de Platon, et ainsi
la probabilit & apparagft comme un attribut de l'opinion. La troisigme cat§gorie, abserie de
la philosophie de Platon, correspond aux $vnemens pour lesquelsaucune connaissance
n'est possible,donc au domaine de I'al §atoire. Ce terme s'ertend dans le sensde I'exclusion
de r&qgularit® statistique. Transpodiesen termes plus modernes, cesnotions correspondert,
nous senble-t-il, g cellesde dgduction pour la premigre cat§gorie, et d'induction pour la
deuxigme. La troisipme correspondrait p desph§nomgnesne suivant (apparemmen) aucune
loi pr&dictible ou apprise. Cette troisigme cat§gorie serble exclure toute possibilit§ d'une
th§orie math§matique deschances.

Cesnotions restert toutefois trgs primitiv es et aucune th§orie n'est encore d§veloppiie.
Cependart leur importance estincontestable puisqu'ellessort li§esp la th§oriede la connais-
sance,considirfe comme essetielle, et dont se pr@occupaiert beaucouples philosophes.Le
fait que les probabilit §ssoiert considirffescomme< guide de la vie > par Cic§ron (-60) I'at-
teste. Il est ditcile de r§sisterici au plaisir de reprendre cesquelquesphrasesde SEmgque,
citfesdans[234]:

Voici en quoi nous ne sommes pas d'accord avec les Bitrusques, spiicialistes de I'in-
terpr@tation des foudres. Selon nous, c'est parce gu'il y a collision de nuagesque la foudre
fait explosion. Seloneux, il n'y a collision que pour que l'explosion se fasse.Commeils rap-
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portent tout g la divinit §, ils sont persuadis, non pas queles foudresannoncent lI'avenir parce
gu'elles ont §t® form®&es, mais qu'elles se forment parce qu'elles doivent annoncer I'avenir.
(S®maque, Questions Naturelles, 11, 32).

Cesphrasesillustrent bien le caractgre subjectif de I'opinion : il estimpossibled'imaginer
une expBrience qui permettrait de prouver ou de r§futer 'une ou l'autre de cesopinions.
Elles illustrent aussila di®§renceentre causalit§ et liens logiques, souvent confondus. Les
probabilit §straduisent desliens logiquesmais pas de relation de causalit§ [105].

Puis cescat@gories®pistEmologiquesdisparaissem, sansque I'on sade vraiment I'expli-
quer. M la renaissancedeux notions complgtemert ind§pendartes sort manipul§es: celle de
chance ou d'al®atoire, et celle de probabilit &, vue comme attribut de 'opinion et p laquelle
n'est attach§e aucune valeur num@rique. La notion de chanceest fortement ligep la th§orie
desjeux. On entrouve les prémissegdansle Purgatoire de Dante (1310), ou sort d§critesles
di®®rertes sommesque I'on peut obtenir enlansart trois d§s.La th§orie desjeux est ensuite
largemert d§weloppep la n du 16gme sigcle et dans la premigre moiti§ du 17ame sigcle.
Cardano (1560) et Galil§e (1620) recensen les di®grerts r§sultats qui peuvent se produire
dans un jeu et comptert les cas oy chacun des r@sultats se produit. Apparadt ici pour la
premigre fois la notion de < cas §quiprobables>. C'est g Pascal et Fermat que l'on attri-
bue les origines de la th§orie math§matique des probabilit §s (bien qu'ils n'emploient pas ce
terme), puisque, dans leur correspondance (autour de 1654), ils commencem p r§soudreles
premiers problgmesnon triviaux. En 1657,est publi$ le premier livre sur le sujet de la th§orie
desjeux, §crit par Huygens. Cestrois math§maticiens et philosophesessgent de r§soudre
le < problgme des points > : un jeu ertre deux joueurs n§cessitah qu'un joueur ait trois
points pour gagner reste inachev@; commert alors partager §quitablemert les enjeux si un
joueur a un point et l'autre en a deux? lls expliquent avec des cas §quiprobablespourquoi
desfrquencegproportionnelles apparaissem dans une grande s§rie d'essais.Cependart, ils
sornt génsdans la r§solution de leur problpme p causedu d§terminisme que leur imposele
christianisme. Les anciensau contraire acceptaien trpgs bien I'ind §terminisme. En r@sunt,
tous cestravaux traitent du problgme des jeux et en d§duisert une th§orie de la chance,
mais ne parlent jamais de probabilit §, méme s'ils introduisert un vocabulaire un peu plus
Bpistimologique.ll demeureune grande confusionertre statistiques et connaissancea priori,
conduisart au m$lange de deux classesde probabilit §s, p partir de fr8quences(li§es aux
statistiques) et g partir descasgquiprobables(li§sp une connaissancea priori).

3.1.2 Vers la form ulation math §matique bay®sienne

Le premier lien entre la th§orie des jeux et les probabilit §s apparatt en 1662 ou il est
introduit par Arnault dansl'Art de Penser. Arnault §tablit une analogieerntre lesjeux et la
vie de tous les jours et sugaare qu'un point de vue §pistmologiquedes chancespermettrait
d'appliquer la th®orie aux probabilit §s (toujours considérfescomme attribut de I'opinion).
Il s'arréte juste avant le conceptde probabilit § num$rique, mais sestravaux marquent clai-
remernt un tournant dans!' §wolution de la notion de probabilit §. L'analogie ertre jeux et vie
estexploit§epla n du 17amesigclepar lesdgmographesqui calculert destables d'esprance
de vie g l'aide de la th§orie desjeux, mais sansintro duire la notion de probabilit §.

Une cortribution d'un tout autre domaineestdue p Leibniz qui proposedansle De Condi-
tionibus (1665) de reprsener lesdroits I8gauxdespersonnespar desnombres. L'absencede
droit estrepr@senepar 0, un droit pur par 1 et un droit conditionnel par une fraction entre
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0 et 1. Cette classi cation desdroits reposesur la condition sur laquelle est fond§ele droit :
une condition impossibleconduit g I'absencede droit, si elle est ncessairde droit estpur, si
elle est cortingente3, le droit est conditionnel. Cesnotions de contingence ou de ncessig se
retrouveront chez J. Bernoulli pour le problgme de la combinaison de t§moignagesLeibniz
proposede relier la probabilit § d'existence de la condition p la < grandeur > du droit, et
senblait donc sediriger vers une conception num@rique des probabilit §s, sanss'inspirer de
la th@orie desjeux. Il ne deviert familier avec cette th§orie que plus tard. Si sesessaissur
la chance n'apportent rien de neuf du point de vue math§matique, ils reconnaissen le lien
entre probabilit §set th®orie desjeux.

Dans le domaine de la combinaison de t§moignagesjes travaux de Hooper en 1699 (A
Calculation of the Credibility of Human Testimony) conduiser g la d§ nition de fonctions de
con ance non bay@siennesyepr@isenant la cridibilit & d'un t&moin, ainsi qu'a deux rpglesde
combinaison, I'une pour dest®moignagessuccessifset l'autre pour dest®moignagessimul-
tan@s. Ces deux rgpgles,trgs populaires au 18gme sigcle, seront complgtemert abandonries
au 19mesigcle.

Une desplus importantes cortributions g la relation entre th®orie desjeux et probabilit §s
pla n du 17amesipcleest certainemert cellede J. Bernoulli, en particulier danssonouvrage
Ars Conjectandi (publi® en 1713). Bernoulli proposedgs1680une th&orie math§matique des
probabilit §s et de leur combinaison. Il utilise la th®orie des jeux pour calculer les proba-
bilit §s mais consene aux probabilit §sleur aspect §pisttmologiqueet leur role dans le juge-
ment desindividus. Ainsi, lespremiersformalismespermettant de manipuler desprobabilit §s
num@riques$taient consaclsp I'§tude de probabilit §ssubjectives! La plus grande partie de
la th§orie de Bernoulli est consacfe p des probabilit §squi sort subjectives, et qui sort des
mesuresde la connaissanceElles sort calculesp partir du conceptd'<argument> et leurs
propri§t®s d¥pendert de la nature de cesargumerts. En particulier, ellesne sort pas tou-
jours additiv es. Lesrpglesde combinaison propodgespar Bernoulli, plus complptesque celles
de Hooper, prennent, selonles argumerts, di®grertes formes, dont seulescertaines corres-
pondert aux rgglesprobabilistes usuelles.Dans la dernigre partie de son travail, Bernoulli
fitablit la fameuseloi desgrands nombres. Cette loi permet d'estimer a posteriori une pro-
babilit  inconnue a priori p partir de l'observation desfrgquencesd'occurrence.Ce th§omme
porte donc plus sur les probabilit §s al§atoires que sur les probabilit §s §pist§mologiques(se-
lon la distinction gqu'introduira Lambert) puisqu'une chance qui ne peut €tre connue qu'a
posteriori n'est pas initialement une caract§ristique de notre connaissance.

Les successeurgle Bernoulli simplient sa th®orie et en rduisen inconsciemmen la
port§e. Tout d'abord, ils ne sort pas corvaincus par Bernoulli dont la th®orie, qui leur
senble souvent complique, n'est pas aussi bien §tablie que celle desjeux. De plus, ils re-
tiennent surtout la loi desgrands nombres et identi ent probabilit § et chance d'apparadtre,
conduisart g une approche essetiellement fr§quenciste.Citons, parmi les successeurge
Bernoulli, Montmort (Essai d'analyse sur les jeux de hasad, 1708) qui essge d'appliquer
la th@orie des jeux p d'autres domaineset Moivre (De Mensura Sortis, 1711, Doctrine of
Chances 1718) ou l'on trouve la premigre rggle explicite d'additivit § et une repr§senation
des probabilit §sentre 0 et 1. Sa d§ nition deviert la d§ nition classique.Cesdeux auteurs
parlent de probabilit §s mais leur th®orie traite surtout deschances.Les probabilit §sy sort
d® nies commele rapport du nombre de casfavorablessur le nombre de cas possibles,mais
lesauteurs sort confront§sau problpmedu comptagedescasqui n'est paspossibledanstous

3contingent est employ® ici dans le sens: qui peut se produire ou non
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les domaines.Notons que Moivre avait d§ja d8couvert la loi gaussienne.

Au 18amesigcle,seul Lambert poursuit lestravaux de Bernoulli et distingue probabilit §s
alatoireset probabilit §s®pistEmologiquesLespremigressort cellesqui peuvert &tre connues
soit a priori, commedans la th®orie desjeux, soit a posteriori, donn§espar l'exp®rience.Les
secondessort a®ecBesp desBvEnemerts par inf§rencep partir d'e®etsou de circonstances,
et ont un caractgre subjectif. Dans Photometrica (1760), il traite de la th§orie des erreurs
et propose une m§thode connue aujourd’hui sousle nom de maximum de vraisenblance.
Dansle NeuesOrganon (1764), il ggnralisela th®orie desargumerts de Bernoulli, corrige et
gBnBraliseseslois de combinaison et traite le casdesjeux, dessyllogismeset dest§moignages
de diverstypes. Seslois sort un casparticulier de la rpgle de conbinaison de Dempster, et
Ia encoreles probabilit §ssort non additiv es.

Puis les travaux de Bayes (An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of
Chances 1763) proposen une synthgsequi fait dispareftre la distinction entre probabilit §s
algatoires et probabilit §s §pistEmologiques.Bayes inverse le th§omme de Bernoulli : alors
gue Bernoulli estime le nombre de suc@sg partir de la connaissanceale la probabilit §, Bayes
cherche g calculer la probabilit§ connaissam le nhombre de suc@s dans un §dantillon et
I'exprime en termes de probabilit §sinitiales, nales et de vraisenblance. Il ne manipule que
des probabilit §s additiv es. Bayes n'a jamais cherch§ p faire connéftre sestravaux. Son essai
n'a §t® retrouv® qu'aprgssamort, avecd'autres travaux (en particulier sur les corps chargs
Blectriquemert) $crits avec desabbr§viations qui n‘ont pu &tre toutes d§hi®rges[178]. Cela
a conduit p s'interroger sur l'origine exacte du th§omme de Bayes (on pourra consulter par
exempleles travaux de Stigler [324, 325, qui proposeune rsolution ... bay$siennede cette
interrogation).

Cestravaux sort repris par Laplace (Th@orie analytique des probabilit§s 1812). Cette
®poque voit I'essor des probabilit §s inverses,vues du point de vue subjectif. Cette th§orie
fait appareftre la distinction entre probabilit§ < initiale > d'une hypothpse (ou a priori),
probabilit § < nale > (aprps!'exp®rience), et probabilit  de < vraisemblance > (probabilit §
de I'exp®riencesadant I'hypothpse). Laplace expose§galemen le princip e de raison insuf-
“sante : desr@alisations sort considérfes®quiprobablessi I'on n'a aucuneraison de penser
autremert. Ce princip e serag@n@iralemen adopt® jusqu'au milieu du 20gme sigcle.

3.1.3 La pr&dominance de l'appro che fr§quenciste : les < objectivistes >

Au 19%me sigcle et au dgbut du 20gme sigcle, I'essor des sciencesphysiques conduit g
n®gliger la mod@lisation du raisonnemen humain. N cette §poque apparat une nouvelle
discipline : la statistique. La notion de probabilit § est alors reli§etrgssouvent g l'observation
de ph&nonmgnesphysiques, g leur r§pBtition dans dessquencedongues.On reproche alors g
la th§orie de Bayeset de Laplace son cot® subjectif, on I'accusede manquede rigueur et on
rejette la notion de probabilit § a priori qui senble trop vague.

Les travaux de Cournot (1843), Ellis (1843), Venn (1866) d§ nissert alors des probabi-
lit §s physiques, en termes de frquences.Comme le souligne Good [164], cestravaux sort
confront®s g des problgmesinsolubles. Par exemple, si en jetant une pigce, on obsene la
siquencede Pile (P) et Face(F) suivante : PFPFPFPFPF..., on en d§duit que la probabilit §
d'avoir Pile est 1/2, mais celane permet pas de conclure sur I'honnetet§ du jeu.

Un desproblpmessouleis par cesapproches est celui de la longueur des sgquencessur
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lesquellessort calculfesles frquences.Elles doivent €tre longues, mais de combien? Les

th@ories sort ®laboresavec des sfquencesin nies, mais ne disert pas commert proctder
en pratique. C'est le cas de la limite de Venn, des populations hypoth@tiques in nies de

Fisher (1912), ou encore des squencesal§atoires in nies de von Mises (1919). Von Mises
poseclairement la distinction erntre th§orie math§matique abstraite et I'application de cette

th®orie: la propri§t® essetielle de sessBquencesl§atoiresin nies doit etre quela probabilit §

de suc@sdoit etre la m&me quelle que soit la sous-§quence(in nie), ce qui est une notion

abstraite, et il serestreint en pratique aux domainesoy cette d§ nition estraisonnable.Son
argumert estqu'il n'est pasn@cessairale r§pliter e®ectivemert ind§ niment I'exp§riencepour

que la probabilit § existe, et il selimite donc p des probabilit s physiqueset des processus
al®atoires,en excluant lesproblpmesop I'on sedemandepar exemplequelle estla probabilit §
pour que X meure g 60 ans.

Le 19ame sigcle voit §galemen se d§velopper la loi gaussienne D$§ja connue de Moivre,
elle est obtenue par Gauss (1823) en utilisant le principe du maximum de vraisenblance
dans des problpmesd'estimation de l'erreur d'obsenation. Au milieu du 19ame sigcle, elle
est retrouv@e d'une part par Hersdel g partir de considgrations g§onftriques pour estimer
deserreurs de mesuredans la position d'une §toile, et d'autre part par Maxwell lors de ses
®tudessur les distributions de vitessesdes mol§culesd'un gaz [105].

Cependart, malgr® le fort contexte fr@quencistede cette §poque, desdistinctions proches
de celles faites aujourd'hui sort formul®es.Par exemple, Poisson, dans sesrecherches sur
la probabilit§ des jugemerts (1837), distingue chance et probabilit®. La chance est ca-
ract@ristique de I'§vBnemen lui-meme, indgpendammen de notre connaissancealors que
la probabilit § est relative p notre connaissanceCette distinction estvoisine de celle faite par
Lambert. La distinction entre probabilit § objective et probabilit § subjective est §galemen
explicite dansI'Exposition de la Th§orie desChances et desProlabilit®s de Cournot (1843).
Mais, m&mesi la distinction estatch@e,lesth§oriesd§veloppiiesau 19gmesigcle permettent
seulemen de r§soudreles problpmeslifs aux probabilit §s physiquesou objectives.

Les travaux de Boole constituent une sorte de lien entre les approches fr§quencisteset
Bipistimologiques.Dans son ouvrage Laws of Thought (1854), il essge de combiner g un
niveau §pisttmologique des $valuations faites localemert sur les divers attributs de l'infor-
mation. Il maintient que les probabilit §s sort d&duites de fr§quencesmais reconnat I'im-
possibilit§ d'estimer, dans de nombreusessituations, les frquencegointes, qui doivent alors
etre gBnBrBesp un niveau subjectif.

3.1.4 20pme sigcle : retour au subjectivisme

Au 20gme sigcle, les approches classiquescorntinuert g &tre dgveloppées,avec des bases
math®matiques de plus en plus solides, en particulier sous l'impulsion de Kolmogorov, et
I'appro che fr&quencistedemeuretr gspr§sene et forte (en particulier en traitement du signal
et desimages), b®n§ ciant destravaux de Neyman, Pearson, Feller [141]. Parallglemen,
avecla naissancede l'intelligencearti cielle et sonimportance grandissarie, le raisonnemett
humain et samod§lisation regagnen de I'in t§rét et conduisen les chercheurs g revenir g une
conceptionplus subjectiviste desprobabilit §s.Deux §colesvoient le jour, celledesprobabilit §s
additiv es, et celle desprobabilit §snon additiv es.

La premigre §coles'appuie sur des postulats de base pour arriver avec plus de rigueur
et moins d'arbitraire aux probabilit §s, g leurs propri§ts, au thomme de Bayes, etc. On
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y trouve les travaux de Keynes [193, Kemble [192], Cox [93], Jaynes [185], Je®reys[186],

Tribus [333]. Nous d&taillerons I'appro che de Cox dans la partie 3.3. Celle de Tribus en est
directemert inspir§e.Jayneset Kemble seplacent dansle domainedela m§caniquestatistique

et montrent que l'appro che subjectiviste y estindispensable.Je®reys,par un raisonnemert

du mémetype que celui de Cox, mais ou les nombres sort introduits par cornvertion, dgduit

les propri§t®s des probabilit §sd'un certain nombre de princip es. Ces princip es en rejettent

certains autres considgrs comme fondamenrtaux dans d'autres th§ories (par exemple les
d® nitions des probabilit §s en termes d'ensenble in ni d'obsenations possibles,en termes
de propri®t#sdu monde, le princip e de causalit§, etc.). L'essencede sath§orie est qu'aucune
desprobabilit §sdirectes, a priori ou a posteriori, n'‘est une fréguence Meémesi la probabilit §
est calcule g partir d'une frquence,elle n'est pas identique g la frquenceet un degr de
con ance raisonnable est nfcessaireavant son utilisation. Le but de la th§orie de Je®reys
n'est pas de justi er l'induction mais d'en assurerla cohrencemath®matique. De manigre
trpsproche, un grand nombre de chercheurs s'int§resseh au point de vue philosophique des
probabilit §s subjectives par rapport aux probabilit s objectives, souvernt sansremettre en
causel'additivit § (Keynes, Je®reys,Ramsey de Finetti, Koopman, Russel, Carnap, Good,

Savage, etc.). En particulier, les travaux de Savage et de Finetti montrent que l'approche
subjective de la th§orie bay$§sienneest la plus I8gitime et la plus coh§rernte [98]. Dans ses
travaux, de Finetti adopte une approche r§solumen subjective (plus que celle de Cox) et

raisonneentermesde cohrencede I'opinion desindividus, et m&meentermesde psycologie
collective a'n d'expliquer la cofncidencedes opinions d'individus di®§rerts. Cette approche
particuli premen int§ressate serad§crite succinctemen gla n dela partie 3.3.

La deuxipme®coleremet complgtemert en causel'additivit §, en s‘appuyant en particulier
sur les travaux des pionniers tels que Bernoulli et Lambert [164, 304]. Koopman, dans les
annBes40, introduit la notion de probabilit §s inf@rieure et supBrieure, d§ nissant ainsi une
probabilit § subjective par une in§galit® et non plus commeune valeur r§elle prcise,en s'ins-
pirant destravaux de Boole (Laws of Thought, 1854), qui annonsaiert d§ja cette §wvolution.
Il est suivi dans sesrecherches par plusieurs autres chercheurs (Good, Dempster, etc.). En
particulier, Dempster g§nfralise les rpglesde Lambert, qui ne peuvert traiter que desargu-
ments portant sur une seuleconclusion,au casop plusieurs hypothgsessort g envisager.Des
applications de cesnouvellesth§oriessetrouvent dansle domaine de I'§conomie,on Shadkle
par exemple propose des modgles §conomiquesfaisant appel p des notions proches de la
th§orie despossibilits,ou encoredansle domainede la jurisprudence, avecen particulier les
travaux d'Ekeldf (Rattegang 1963) qui proposetrois lois de combinaison de t§moignages:
la combinaison de t®moignagessuccessifset celle de tfmoignagessimultan®s concordarts
suivert lesrpglesde Hooper, alors que la combinaison de t§moignagescon’ictuels est relie
g un casparticulier de la rgglede Lambert.

N partir des annfes60 apparaissen des th§ories qui ne sort plus directemert relies
aux probabilit §s. Zadeh inverte les ensenbles °ous en 1965 [358], Shortli®e et Buchanan
construisert le sysameMYCIN g partir de la notion de facteurs de certitude en 1975[306],
Shaferd@§veloppe la th®orie descroyances(A Mathematical Theory of Evidence, 1976)[307,
et Zadehintroduit la th§oriedespossibilitfsen 1978[361]. Cesnouvellesth®oriesconnaisseh
aujourd’hui un grand d$veloppemernt en intelligence arti cielle et en fusion de donnes.
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3.2 Classes de probabilit ®s, objectivistes et subjectivistes

La partie 3.1 fait apparattre plusieurs classesde probabilit §s, que nous synth§tisonsici,
en nous inspirant de la classi cation donn§e par Good [164).

1. La d& nition classiqueestissuede la th@orie desjeux et reposeessetiellement sur la
notion de cas®quiprobables.Le calcul desprobabilit §ssefait alors par dgnonbremernt,
en comptant les cas.

2. Uneversionplus subjective de cette d§ nition intro duit uneinformation suppl®mertaire
li®ep la connaissancejue l'on a, par exempleune connaissancesur I'honnétet$® ou non
du jeu. Cette deuxipme classene considare donc que des probabilit §s conditionnelles.
On peut inclure §galemem dans cette classeles probabilit §s subjectives de Savage ou
de Finetti, estim@§esproportionnellement pla sommed'argent qu'une personneserait
disposBe p donner si ce qu'elle atrmait ser@vilait faux [98, 126].

3. Unetroisipmeclasseestcelledesprobabilit §sinversessuivant Bayeset Laplace. |l s'agit
de la probabilit§ nale d'une hypothpse (aprps que des expiriencesont §t§ menfes)
estim@e g partir de la probabilit§ a priori (en I'absence d'exp$riences)et de la pro-
babilit § conditionnelle (de vraisemblance), ou probabilit § des exp@riences$tant donn§
I'hypothpse.

4. Les probabilit §s physiques utilis §esau 19ame sigcle n‘ont plus de caractgre subjectif
et recherchent au cortraire l'objectivit § en calculant desprobabilit §sconditionnelles p
desexp@riencesrgalidfes.

5. L'approche puremert frEquencistecalcule desfrquencesl'occurrencedansdesgrandes
sries (limite de Venn, population in nie de Fisher, etc.).

6. En n, la dernigreclasse,que Good appelle probabilit § subjective < n§o-classique>, est
la plus large. Les probabilit §srepr@senent desdegrsde con ance, relatifs g un §tat de
connaissanceprenant encompte de l'information pla fois objective et subjective. Cette
d® nition englobe toutes les autres et peut etre beaucoupplus g&nrale. Elle s'appuie
sur une th§orie math§matique fond$e sur quelquesaxiomes, permettant d'assurer la
coh@rencede I'ensenble de degs de con ance. Elle peut &tre §tendue p une th§orie
du comportement rationnel en introduisant des utilit §s. En n, Good suggre méme
de repr@senter cesprobabilit §s subjectives par des in§galit®s, ce qui s'approche de la
th@orie des croyancesde Dempster-Shaferpar exemple.

L'opp osition ertre objectivistes et subjectivistes provient enfait de di®§rencefondamen-
tales sur le type de problgmesqu'ils cherchent g r§soudreet sur leur mod§lisation. En e®et,
les frBquencistesobjectivistes recherchent desfrEguencesdans un ensenble, ce qui suppose
la possibilit§ de r@pltitions in nies dans des conditions senblables, mais donne §galemen
un moyen op®rationnel de calcul. La probabilit § est caract@ristique de I'ensenble et n'existe
pas sanslui, mais les donn§espeuvent etre hypoth$tiques (il n'est pas forcgmert n§cessaire
de r@aliser toutes les r&p@titions). Cela conduit les objectivistes g refuser des problgmes
car d®&pourvus de sens,commedes®vnemerts qui ne seproduisert qu'une fois. Des§nondis
sort considirfsobjectifs s'ils peuvent etre r§futables(par descortre-exemples),mémes'ils ne
peuvert pas etre prouvgsrigoureusememn [234]. Au cortraire, les subjectivistes considgrert
les probabilit s comme des mesuresde con ance, d'esprance raisonnable [93], de codage
num@rique d'un §tat de connaissancd105],d'arti ce mental appropri§, et peuvert donc trai-
ter des problgmespour lesquelsil n'existe pas d'ensenble, en particulier des ph§nomames
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uniques. Pour de tels phBnomanes,il n'existe pas de probabilit § en soi, mais seulemen des
modglesprobabilistes [234]. Les hypothpsessort $valu§esen fonction de donn§esobsenfes
et de probabilit §s a priori, m&me si la connaissanceest incomplgte. Les subjectivistes ne
cherchent pasle meilleur comportemert asymptotique commele font les statisticiens, mais
cherchent g faire la meilleure inf§rencepossibleavecles donn§esdont ils disposert [192, 105].
Les fr§quencistedraitent donc de probabilit §sal§atoireset les subjectivistes de probabilit §s
BpistBmologiques[303, 304]. Les premigressort caract@ristiques de I'§vBnemen lui-meémeet

ne sort pas modi §esquand la connaissancechange [192]. Les secondesau cortraire sort

toujours conditionnelles et changert avecla connaissanceElles permettent de formuler des
conclusionspossibles,ertre la certitude et I'imp ossibilit§, et constituent donc une logique
fitendue [193]. Les subjectivistes rejettent le princip e selon lequel les mémescausesont les
mémese®ets,non parce qu'ils le jugent faux, mais parce qu'il est d§nu§ de sens,les causes
n'§tant jamais identiques. Curieusemer, l'objectivit § a §t® introduite pour §liminer I'arbi-

traire et la subjectivit § de Bayeset Laplace mais a ncessi§ d'utiliser descrit gresstatistiques
qui ne sort pas universelset dont le choix ajoute g nouveau de l'arbitraire [105].

En n, la dernigredi®Brenceertre lesdeux approches, g la fois math§matique et de signi -
cation, estfondamertale et concernel'additivit §.Lesprobabilit §sal§atoiressort ncessairemen
additiv es, puiqu'elles sort ligesp l'aspect frquenciste.Les probabilit §s 8pistBmologiquesne
le sort pas n§cessairemeln bien que cela soit toujours sujet g controverse.Nous reviendrons
sur ce point dans les parties suivantes.

En r@sunt, trois typesde personnesse pr&occupent de probabilit §s: les math§maticiens
proposert des modgles sans s'occuper de leur adg§quation g une r§alit§ ni de l'utilisation
qui va en etre faite, les physiciens dgduisernt deslois d'obsenations et d'exp§riences,et les
philosophess'interrogent sur le sensde tout cela.

3.3 Postulats fondamen taux pour une logique inductiv e

Plut®t que d'accepter les < axiomes > des probabilit §s tels qu'ils sort pr§sen®s par
exempledans I'appro che classiquede Kolmogorov, les approchesplus subjectivistes partent
de postulats intuitifs, directemert li§sp ce que l'on attend d'une logique inductiv e*, dont ils
d®duisen les rpglesdes probabilit §s. Cette approche est due essetiellement p Cox [93], et
est reprise de manigre d§taill§e par exempledans [333 105, 263], oy I'on pourra §galemen
trouver les dgmonstrations des principaux r@sultats. Nous pr&sermons ici cespostulats fon-
damertaux et les grandeslignes du raisonnemen. Nous présertons succinctemen gla n de
cette partie les travaux menfgs par de Finetti [98]. Moins connus des traiteurs des signaux
et desimages,ils ont cependart un int®ret double, g la fois par leur cot§ fondamertalemert
subjectiviste, et par la simplicit® de la d§monstration.

“La logique inductiv e cherche dterminer la solution la plus vraisemblable §tant donne l'information
disponible, le vrai et le faux §tant les cas extr&mes, par opposition g la logique d&ductive pour laquelle les
seulscas possiblessort le vrai, le faux et l'ignorance totale.

27



3.3.1 Postulats fondamen taux

Les postulats fondamertaux que pose Cox sort les suivants [333] (ceux propodis par
Je®reys[186] en sort trgsproches) :

1. Coh@rence ou non-con tradiction : si on peut $§tablir une conclusionde plusieurs
manigres, elles doivent toutes conduire au méme r§sultat; on ne doit pas avoir de
conclusionscortradictoires p partir des mémesdonn$§es de plus, p des propositions
qui ont toutes la mémevaleur de v&rit§, on doit attribuer descon ances§gales.

2. Contin uit  de la m#tho de : les op§rations e®ect@esdoivent &tre cortinues, et si
un changemen faible des donn§esintervient, il ne doit pas entra®ner de changemen
brutal dansle r§sultat.

3. Univ ersalit § ou compl §tude : ondoit pouvoir attribuer un degr de con ance gtoute
proposition bien d& nie, et les degsde con ance doivert pouvoir &tre compargs.

4. finonc §s sans €quiv oque : les propositions doivert &tre bien d§ nies, c'est-a-dire
qu'il doit &tre th®oriquemen possible de d8terminer si une proposition est vraie ou
fausse.Cela correspond g ce que Horvitz appelle la clart$ [180].

5. Pas de refus d'information : il ne faut pastirer de conclusionp partir d'informa-
tions partielles, c'est-g-dire que toutes les informations, exp§riencesou connaissances
disponibles relatives g la proposition g $valuer doivert etre prises en compte, et, en
particulier, il estimportant de tenir compte la d§pendancedu contexte. Ce postulat
répond aux th§oriesclassiquesdesprobabilit §s,oy, pour atteindre I'ob jectivit §, certains
typesdinformations sort §carts.

Les postulats 2 et 3 conduisent g utiliser desnombres rgelspour reprsener et comparer
desdegsde con ance : un seul nombre r§el est nfcessaireet sutsant pour repr@sertier un
degr® de con ance, et on passecortin Oment du vrai au faux.

Le postulat 1 entra®ne |'existence de relations fonctionnelles entre degrsde con ance.

Le postulat 4 imposeque la logique symbolique classique,dg§ductive, seretrouve comme
cas particulier.

Le postulat 5 conduit au conditionnemert hypoth$tique : le degr® de con ance dans une
proposition A n'est connu que conditionnellemert g un §tat de connaissancee qui représerte
desinformations reliesp la con ance dans A et qui sort supposges(ou crues)vraies. Un tel
deg de con ance est not® [Aje].

Le postulat de cohrenceet le conditionnemert hypoth$tique imposer alors qu'il existe
une §quation fonctionnelle T reliant [AB je] (degr® de con ance dans< A et B > pour I'§tat
de connaissances) et au moins deux desquartit §s[Aje], [AjBe], [Bjel], [BjAe], et qu'il existe
une relation fonctionnelle S erntre les degsde con ance dans une proposition [Aje] et dans
san@gation [Aje].

5.]e®reys, cherchant d® nir une m@§thode g&nBrale d'induction, pose les postulats suivants : toutes les
hypothpsesdoivent &tre exprim@es,et les conclusionsd&duites deshypothpses la th§orie doit etre coh§rerte et
non contradictoire ; toute rpgledoit pouvoir tre applicable en pratique ; la th®orie doit fournir desindicateurs
d'inf @rence §ventuellement fausse, ainsi que des possibilit§s de r§vision si de nouvelles informations sort
disponibles; la th®orie ne doit pas refuser a priori d'information empirique. De plus, Je®reys sugggre de
s'appuyer sur les guides suivants : le nombre de postulats doit &tre r§duit g un minimum ; la th§orie doit etre
en accord avec le raisonnemert humain ; l'induction ®tant plus complexe que la dg§duction, on ne peut pas
espirer la d§velopper plus loin que la d§duction. La dgmarche de Je®reysconsistealors g traduire cespostulats
en axiomes plus formels, g intro duire les nombres pour repr@serter des probablit §s, et en n p dgmontrer les
r@sultats classiques[186].
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Paris [263], dans une d&monstration rigoureusedu r@sultat de Cox, insiste sur une hy-
pothgsesouvent omise mais indispensablepour la dgmonstration :

8(®;°) 2 [0;1°;8" > 0;9A; B;C;D; vEri ant le postulat de cohrence,tq
jIDJABC]i ® <" jICJAB]i j<" jIBjAli °j<™

En particulier, cette hypothpsene peut pasetre vBri §esur un r&f§rertiel ni.

3.3.2 Premi pre §quation fonctionnelle

Pour la relation T, 11 fonctions sort possibles(6 de 2 argumerts, 4 de 3 argumernts et
1 de 4 argumernts). Pour desraisons de symfitrie desrdlesde A et B, cesfonctions peuvent
etre rduites p 7 seulemen. La suite du raisonnemen permet d'&liminer certainesformesde
fonctions en examinarnt descas particuliers conduisart g desabsurdit§s.

Sil'§tat de connaissancee stipule que< A et B sort ind§pendarts >, alors[Aje] = [AjB€].
Parmi les 7 formes de T, celle qui est fonction de [Aje] et [AjBg] n'est alors plus fonction
que de [Aje] et ne d&§pend plus de B. Cette forme doit donc etre §limin§e.

Sie= <A = B >, alors[ABje] = [BjAe] = i (opi reprsette le deg de con ance a®ec§
aux propositions impossibles).Cette valeur constarte §limine la forme de T qui est fonction
de [Aje] et [Bje].

Sil'on examinemaintenant le cas< A estimpossible>, alors[AB je] = [Aje] = [AjBe] = i
et [BjAe] estind® ni. Ce caspermet d'§liminer les 4 formesde T fonctions respectivemert
de [Aje] et [BjAe], de [Ajeg], [AjB€] et [BjAe], de [Bje], [BjAe] et [Aje], et de [Aje], [AjBe],
[Bje] et [BjAe].

La seuleforme possibleest donc :
[ABje] = T([AjBel;[Bje]) = T([BjAe];[Aje]); (3.1)

danslaquelle A et B jouent desrblesinterchangeablesgt ol le postulat de cortin uit§ impose
gue T soit une fonction cortinue.

La logique d&ductive classiqueimpose que pour trois propositions A, B et C on ait
(AB)C = A(BC). En appliquant cette rpgle, on en d§duit que T doit etre assaiative. La
solution g8r@rale de cette §quation fonctionnelle est un produit :

KT[T([AjBel;[Bje]) = f ([AjBe]f ([Bje]); (3.2)

ol K est une constarte que I'on peut prendre §galep 1 par commadit§, et f est une fonc-
tion monotone. La d§monstration originale de ce r§sultat [93] supposeque T est deux fois
di®8rertiable. Cependart les r@sultats d'Acz@l sur les §quations fonctionnelles permettent
de r@duire ces hypothgses[2, 3] : il suxt que T soit assaiative, continue, et strictement
croissarie par rapport p chacun desargumerts; la di®grertiabilit § n'est pas nfcessairé.

Si I'on supposemaintenant < A = B > alors [AjBe] = c (ou c est le degr de con ance
attribu § g une proposition certaine). On en d§duit que f (¢) = 1. De manigre analogue,en
supposart < A = B >, on trouve que f (i) doit &tre §galp 0 ou p +1 . Par convertion, on
choisit f (i) = 0. La fonction f est donc une fonction positive et croissarie de 0 g 1.

®D. Dubois et H. Prade ont montr & que si l'on accepteque T soit seulemen croissarte au senslarge, on
peut choisir T = min.
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3.3.3 Deuxi pme ®quation fonctionnelle

Examinons maintenant la relation fonctionnelle S ertre [Aje] et [Aje]. En appliquant deux
fois S, on obtient S2 = 1d. La cohrenceavec la premigre §quation fonctionnelle entra®ne
que S doit v@ri er I'€quation :

S(X). _ «rS(Y)
ys[T] = XS[T (3.3)
dont la solution g&nrale est:
f([AjeD* + f ([Aje)* = 1 (3.4)

en supposart S deux fois di®grertiable.

3.3.4 Probabilit §s d®duites des ®quations fonctionnelles

On posealors par corvertion p(Aje) = f ([Aje])¥, appelfe probabilit & de A conditionnel-
lemert p e. Les deux §quationsfonctionnelles deviennert alors :

P(AB je) = p(AjBe)p(Bje); (3.5)
p(Aje) + p(Aje) = L: (3.6)

On a ainsi dgmortr § lesrelations imp osgesaxiomatiquemert dans l'appro che classique(Kol-

mogorov). De plus, on manipule d'embl&edesprobabilit §sconditionnelles (relativesp un §tat

de connaissance),alors que celles-cine sort introduites qu'aprps dans la th§orie classique.
En n, on en dgduit la relation donnart la probabilit § de la r§union :

P(A + Bje) = p(Aje) + p(Bje) i p(ABje); (3.7

et donc l'additivit € desprobabilit §sd'§vEnemerts exclusifs(§galemen impogfeaxiomatique-
ment dans la th§orie classique).On en d§duit aussila rpglede Bayes:

. p(BjAe)p(Aje)
p(AjBe) = ——————=: (3.8)
p(Bje)
Il faut noter que cette approche conduit g desprobabilit §ssubjectivesqui sort additiv es,
cortrairement g la pendgedu 17gmesigcleet p celle d'une des$colesdu 20gme sigcle.

3.3.5 Mesure d'incertitude et th®orie de l'information

Dans une dgmarde similaire g celle de Cox, Jaynesd@ nit une s§rie de critgrespour en
d®duire une mesured'incertitude [185]. Dans sestravaux, il cherche p rapprocher m§canique
statistique et th@orie de l'information. |l exprime sesrecherches comme un problpme de
splici cation de probabilit §s dans le cas oy I'on a peu d'informations. Reprenart les deux
dgmarcesobjectivistes et subjectivistes, il retient la deuxipme, qui permet, en repr§sernant
un $tat de connaissancesge formuler des conclusionspossiblessi I'on n'a pas assezd'infor-
mation pour avoir desconclusionscertaines. Elle est donc plus gnrale et Jaynes I'adopte
pour la m§caniquestatistique.

Les critpresintuitifs que Jaynesdemandep une mesured'incertitude sort les suivants :
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1. la mesuredoit &tre positive et continue,
2. elle doit augmerter quand l'incertitude augmerte,
3. elle doit etre additiv e si les sourcessort ind§pendartes.

Il en d§duit une mesureunique de l'incertitude repr§sene par une distribution de pro-
babilit § discrpte qui corresponde g cescrit gresintuitifs :

X0
H(ps;5pn) =i K pilogpi: (3.9
i=1

De méme que Cox retrouve les relations probabilistes p partir de sespostulats, Jaynes re-
trouve ainsi g partir de sescritgresl'entropie de la m§caniquestatistique et simultan§men
celle de Shannon[305].

Le princip e du maximum d'entropie peut alors &tre consid§r commel'analogue du prin-
cipe de raison insutsante de Laplace. La di®§renceessetielle est que le princip e de Laplace
a un caractgre arbitraire et peut engendrerdes paradaxes (la notion de cas §quiprobables
changesi on change de variable). Au contraire, le principe du maximum d'entropie permet
d'e®ectuerdes inf§rencessur la based'une information partielle de manigre non biais§e. Il
peut &tre choisi pour la bonneraison que l'entropie est d§termin§ede manigre uniqgue comme
la valeur qui < s'engagde moins > vis-g-vis de l'information manquante, et non pour la raison
n§gative que I'on n'a pas de raison de penserautrement. Cependart, il peut &tre criticable
car lesr§sultats qu'il permet d'obtenir d§pendert de la manigre de poserle problgme. Cette
critigue s'applique aussiau principe de raison insuxsante et nousy reviendrons dans la
partie 8.1.8.

3.3.6 De Finetti et la th®orie du pari

L'appro che propodie par de Finetti, ant§rieure g celle de Cox, repose$galemenm sur des
axiomessimpleset intuitifs dont sort d§duiteslespropri§t§sdesprobabilit §s[98]. On retrouve
bien s0r les axiomesde croissanceet de comparaisonuniverselle, et surtout un axiome de
cohBrencesur lequel s'appuie l'esseriel de la dgmonstration.

De Finetti d®veloppe une th@§orie des paris pour expliquer son raisonnemen : la pro-
babilit § p attribu §e par un individu p un §v8nemen E est donn§e par les conditions dans
lesquellescet individu serait prét g parier sur cet §vnemen, c'est-g-dire danslesquelles| mi-
serait la sommepS pour gagnerS sil'§v8nemen E seproduit. A partir de cette d§ nition, de
Finetti montre d'abord que la sommedes probabilit §sd'§vEnemens incompatibles doit &tre
figalep 1. Soit f E1; :::Eng une classecomplgte d'§vEnemerts incompatibles, p; leurs probabi-
lit §s (toujours ®valuBespar un individu), et S; les enjeux correspondant g chacun d'eux. Si
I'8vBnemen Ey estr§alish, le gain G, estd$ ni par la di®®renceenire I'enjeu correspondart
Sk et la sommedes mises,soit :

X
Gk = Ski piSi (3.10)
i=1

On obtient n §quationsde cetype, correspondant aux n r§alisationspossibles.En consid§rant
cesBguationscommeun systgmede n §quationsp n inconnuesqui sort lesS;, le d§terminant
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de ce systgmevaut :

2
1| P1 i P2 i Pn
1 NS
D = E s TP oy (ot pot o) (3.11)
p1 i p2 21 pn

Sile d§terminant estnon nul, le systameadmet une solution quelsquesoiert lesGy, y compris
s'ils sort tous positifs. Cela ne serait pas cohrert avec la notion de pari. On imagine mal
un jeu auquel on puissetoujours gagnerou donner la possibilit§ g un adversaire de gagner
siremert ! La seulesolution coh@rerte est donc celle obtenue lorsque le dgterminant est nul,

c'est-g-dire lorsque:
X
pi = 1 (3.12)
i=1

Cette condition est de plus sutsante, puisquel'on a alors :

X
piGi = 0; (3.13)
i=1
et donc les gains ne sort pastous positifs.

De Finetti nBerprpte le r@sultat de la manigre suivante : chaque $valuation (subjective)
desp; telle que [L; pi = 1 estune $valuation admissible, c'est-@-dire correspondant g une
opinion coh@rerte. Le choix d'une §valuation parmi cellesqui sort admissiblesn'a alors plus
rien d'objectif.

On d€duit de I'&quation 3.12 |'additivit § des probabilit §sd'§vEnemernts disjoints.

La deuxipme®tape du raisonnemen est dg§diep la d§termination desprobabilit §scondi-
tionnelles. Pour cela, on considare trois paris :

1. un pari sur E1E; (E1 et E), d'enjeu Sy, et de mise p; Sy,
2. un pari sur E,, d'enjeu Sy, et de mise p2Sy,

3. un pari sur E1jE», d'enjeu S, et de mise pS, le gain pour ce pari §tant :
{ (L p)S si EjjE; estvrai,
{ (i p)S si E1jE2 estfaux,
{ 0siE, n'a paslieu (on considare que le jeu est nul dans ce cas, et que la mise est
remboursge).

Trois r§alisationssort alors possibles:
1. si E; et E, sergalisen, le gain estalors :

Gi=(1i p)Si+ (1i p2)S2+ (1i PS; (3.14)
2. si E, ser@alisemais pasE1, le gain estalors :
Gz=ipSi+ (1i p2)S2i PS; (3.15)
3. si E» ne serBalisepas, le gain est alors :

G3= i piS1i P2Se: (3.16)
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Considgronsles®quations3.14,3.15et 3.16 commeun systgmede 3 §quationsg 3 inconnues,
commepr&didemmen. Le d§terminant vaut :

P1i PPz (3.17)
et, toujours pour desraisonsde cohrence,doit &tre §galp 0. On obtient alors la relation :
, P(E1E>)
E1jE2) = 3.18
P(E4JE2) o(E2) (3.18)

dont on d&duit le th®ommede Bayes.

On remarque que dans ce cas, I'esp§rancede gain vaut :
P1G1+ (P2i P1)Gz2+ (i p3)Gz= (pri P2p)S = O (3.19)

Donc l'esp@rancede gain est nulle pour tous S; S;; S,.

De Finetti adopte une philosophie subjectiviste dans le sensou il considare que les
Bl mens subjectivistes, loin de dewir etre §limin§s comme le sugarert les objectivistes
a n de rendre la notion de probabilit§ plus < sciertique >, sort essetiels, et inh§rerts
g la notion de probabilit §. Cela rejoint le point de vue selonlequel la probabilit § exprime
I'opinion d'un individu, et n'a de signi cation que par rapport g cet individu, qui s'oppose
au point de vue objectiviste qui considare que la probabilit § existe en dehors desindividus
et est une propri®t® du monde physique.
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Chapitre 4

Bases de la th $orie des ensembles
°ous et des possibilit §s

Dans ce chapitre, nous donnonsles basesde la th§orie desensenbles °ous et despossibi-
lit §s. Leur utilisation plus spici que en traitement et interpr$tation d'images seravue dans
le chapitre suivant. Cette th§orie a $t® introduite par L. Zadeh et le premier article sur le
sujet date de 1965[358]. Les r§frenceg[189, 120, 365 contiennent I'essertiel de la th§orie.

Nousintroduisonsd'abord la d§ nition desensenbles °ous et les oprations ensenblistes
initialement propodfespar Zadeh (section 4.1). La section 4.2 pr§seite la notion de mesure
°oue. Uneintroduction p la th®orie despossibilitgsest propofedansla section4.3. Lesprin-
cipaux op@rateurs °ous sort pr§sen®sdansla section4.4. lls serort exploit§sen particulier
dansle chapitre 8 en temps qu'op®rateurs de fusion d'informations. Les conceptsde variable
linguistique et de modi cateurs sort introduits dansla section 4.5. Nous nous int§resserons
ensuite aux relations °oues (section 4.6), en particulier aux relations de similarit § et d'ordre,
qui sort utiles en particulier en reconnaissancalesformes. Les princip esde la logique °oue
et du raisonnemen approximatif sort dcrits dansla section4.7. En'n, dansla section 4.8
nous pr@sertons les princip es ggnraux permettant de passerd'op@rations classiquessur des
ensenbles binaires p des op§rations sur desensenbles °ous. Cesprincip esserornt utilis §sde
manigre intensive dans le chapitre suivant.

4.1 D@ nition des concepts fondamen taux des ensembles °ous

41.1 Ensembles °ous

Soit S l'univ ers, ou espacede r§frence.C'est un ensenble classique(ou net). On notera
par X, y, etc. ses&@merts (ou points). En traitement d'images, S seratypiquemert I'espace
danslequel est d§ nie l'image (Z" ou R", avecn = 2;3;:::). Les®fmens de S sort alors les
points de l'image (pixels, voxels). L'univ erspeut §galemen €tre un ensenble de valeursprises
par descaract§ristiques de I'image telles que I'§chelle desniveaux de gris. Les §lmerts sont
alors desvaleurs (niveaux de gris). L'ensenble S peut aussi@tre un ensenble de primitiv es
Ou objets extraits desimages(segmerts, r§gions,objets...) dans une repr@setiation de plus
haut niveau du contenu de l'image.
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Un sous-enserle X de S estd§ ni par safonction caractristique t x , telle que:

(
1 si x2X

1 =

x(M)= g & xazx (4.1)
La fonction caract@ristique 1 x est une fonction binaire, spici ant I'appartenance (binaire)
de chaquepoint de S g X..

La th@orie desenseniles °ous traite de I'appartenance graduelle. Un sous-ensetble °ou
de S est d§ ni par safonction d'appartenance! de S dans[0;1]*. Pour tout x de S, * (x)
estla valeur dans|[0; 1] reprsenant le degr$ d'appartenancede X au sous-ensetle °ou (on
dit souvent plus simplemert < ensenble °ou >).

Di®Brertes notations sort souvent utilis §espour d§signerun ensenble °ou. L'ensenble

f(x;t(x);x2Xg; (4.2)
d® nit complatemert I'ensenble °ou, et est parfois not® :
VA
T (X)=x (4.3)
s
ou dans le casdiscret :
1 (Xi):Xi (4.4)

i=1
ou N d@signele cardinal de S.

Commela donn§ede I'ensenble detous lescouples(x; 1 (x)) estcomplgtemert §quivalente
g la d§ nition de la fonction d'appartenance?, dansla suite on simpli era les notations et
on utilisera la notation fonctionnelle * (fonction de S dans [0; 1]) pour dgsignerp la fois
I'ensenble °ou et safonction d'appartenance.

Le support d'un ensenble °ou 1 est I'ensenble des points qui ont une appartenance
strictement postitive gt (c'est un ensenble binaire) :
Supp(*)=fx2S; 1 (x) > 0g: (4.5)
Le noyau d'un ensenble °ou ! estl'ensenble despoints qui appartiennent complgtemert
gl (c'est §galememn un ensenble binaire) :
Core(*)=1fx2S; t(x) = 1g (4.6)
Un ensenble °ou ! est dit normalis§ si au moins un point appartient complgtemen g
I'ensenble * (ce qui est §quivalert p Core(t) 6 ;) :
9x2S;1(x)=1L 4.7)
Un ensenble °ou ! estdit unimodal s'il existe un unique point x tel que! (x) = 1. Une

d® nition moins cortraignante permet au noyau d'étre un ensentle compact, pas forc§mert
réduit g un point.

L'in tervalle [0; 1] est le plus utilis §, mais n'imp orte quel intervalle ou autre ensenble (un treillis typique-
ment) pourrait etre utilis §.
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4.1.2 Op@rations ensemblistes : d® nitions originales de L. Zadeh

Puisque les ensenbles °ous ont §t® introduits par L. Zadeh dans [358] pour g8rraliser
la notion d'ensenbles, les premigres op@rations qui ont §t§ d§ nies ont §t§ des opBrations
ensenblistes. Dans cette partie nous pr@serons les d§ nitions originales de L. Zadeh. Des
classesplus g8nralesd'op$§rations serort intro duites dansla section4.4.

L'@galit® de deux ensenbles °ous est d§ nie par |'®galit§ de leurs fonctions d'apparte-
nance:

1=0  8x28S;1(x)= °(x): (4.8)

L'inclusion d'un ensenble °ou dansun autre est d§ nie par une in§galit§ entre les fonc-
tions d'appartenance:

Tpuo, 82S;1(x) - °(x): (4.9)
L'§galith de! et © esthien sir §quivalente g l'inclusion dansles deux sens.

Notons que cesnotions donnert un r@sultat binaire. Nous verrons dansla suite commert
d® nir un degr® d'inclusion entre deux ensentles °ous.

L'in tersection (respectivemert la r§union) de deux ensentbles °ous est d§ nie par le mi-
nimum (respectivemert le maximum) point g point ertre les fonctions d'appartenance:
8x 2 S;(* \ °)(x) = min[* (x);°(X)]; (4.10)
8x 2 S;(* [ °)(x) = max[* (x);°(x)]: (4.11)
Le comp@mertaire d'un ensenble °ou estd§ ni par :

8x2S;1C(x) = 1 (x): (4.12)

Les propri§t®s principales de cesop$rations sort les suivantes :

{ ellessornt toutes cohrertes avec les op$rations ensenblistes : dans le cas particulier
ou les fonctions d'appartenance ne prennert que lesvaleurs 0 et 1 (les ensenbles sort
alors binaires), ces d® nitions se r@duisert aux d@ nitions binaires classiques(cette
propri§t® est importante et c'est le moins qu'on puisse demander g I'extension °oue
d'une op@ration binaire) ;

{1:0’1u0et0u1;

{ la compl®mertation °oue estinvolutive: (: ©)¢ = 1 ;

{ lintersection et la r§union sont commutativ eset assiatives;

{ lintersection et la r§union sort idempotentes et mutuellement distributiv es;

{ lintersection et la r§union sort dualespar rapport g la compl§mertation : (2 \ ©)C =
1C [ oC.

{ sil'on considare que l'ensenble vide ; estun ensenble °ou de fonction d'appartenance
identiquement nulle, alorsona\ ; = ; et [ ; = 1, pour tout ensenble °ou * d§ ni
sursS;

{ s'il on considare I'universcommeun ensenble °ou de fonction d'appartenance identi-
quemert §galep 1, alorsonat\ S=1 et! [ S= S, pour tout ensenble °ou ! d§ ni
sur S.
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Ces propriitis sort les meémesque les opfrations binaires correspondartes. Cependart,
certaines propri§tfis v@ri $esdans le cas binaire sort perduesdans le cas °ou, comme le
tiers-exclu (X [ X © = S) et la non-cortradiction (X \ X € = :). En e®et,on a en gérral :

111C6s; (4.13)
1\ 1Cg:: (4.14)

4.1.3 Structure et types d'ensembles °ous

Soit C I'ensenble des ensenbles nets de S, et F I'ensenble des ensenbles °ous de S.
L'ensenble C est un treillis bool§en (compl§mert§ et distributif ) pour l'intersection et la
r@union. Il peut &tre considgrg commele treillis induit par la structure de f0; 1g. L'in tervalle
[0; 1] est un treillis pseudo-comp§mert® et distributif (dans la terminologie des treillis, la
complfmenation p 1 est une pseudo-comp§mertation), qui induit une structure de treillis
pseudo-compmert® et distributif sur F.

Plusieurs types d'ensenbles °ous peuvent etre considgrfs. Jusqu'a prsern, nous nous
sommedimit §sau casoy lesvaleursprisespar lesfonctions d'appartenancesornt desnombres.
De tels ensenbles °ous sort appelsdetype 1. Mais lesvaleursd'appartenancepeuvert aussi
etre desensenbles°ous, enfaisart appel g la structure detreillis del'ensenble desensenbles
°ous. Un ensenble °ou de type 2 est un ensenble °ou dont les valeurs d'appartenance
sort desensenbles °ous de type 1. Plus génralemen, un ensenble °ou de type m estun
ensenble °ou dont les valeurs d'appartenance sort des ensenbles °ous de type (mj 1)
(pour m > 1). De telles extensionsdesensenbles °ous sort particuli gremert utiles lorsquela
valeur d'appartenancequel'on peut a®ecterg un §8mert ne peut pasetre d§ nie de manigre
pr@icise.Lesop@rations qui sort d§ nies dansla suite de ce chapitre peuvert &tre géniralises
aux ensenbles °ous de type m en utilisant le princip e d'extension qui serapr§sen® dansla
section 4.8.

4.1.4 ®-coupes
L'®-coupe d'un ensenble °ou ! estl'ensenble binaire d§ ni par :
le=1fx2S;1(x), @ (4.15)
Les ®-coupesstrictes (ou fortes) sort d§ nies par :
les = X2 S; 1 (x) > ®g: (4.16)

Un ensenble °ou peut &tre interpr§t® commeun empilemen de ses®-coupes.|l peut étre
reconstruit g partir de celles-ciselonplusieurs formules, dont les plus usit§essort :

Z,
t(x) = . ! o(X)d®, (4.17)
1(x) = sup min(®*e(X)); (4.18)
@2]0:1]
1(x) = sup (® g(x)): (4.19)
®2]0:1]
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La plupart desop@rations d§ nies jusqu'p maintenant commutent avec les coupes. Plus
pr&cigmert, on a lesrelations suivantes :

8 °)2F% 1 =0, 8®2]0;11e= (4.20)
8(1 °)2F% 1 p°, 8®2]0;1teH % (4.21)
8(1 °)2F? 8®2[0;1(*\ °)e= e\ % (4.22)
8(1°)2F? 8®2[01(* [ 9)e= el % (4.23)

81 2F; 8®2[0;1(*“)e= (*1 @)°: (4.24)

Choisir une ®-coupe d'un ensenble °ou revient p seuiller la fonction d'appartenancea n
de slectionnerles points ayant un degr§ d'appartenanced'au moins ®. Cette op$ration peut
etre vue commeune < d§fuzzi cation >.

415 Cardinal

Dans cette section nous nous restreignons aux ensenbles °ous d§ nis sur un domaine
“ni, ou qui ont un support ni (cela seratoujours le casdans les applications enimage).

Le cardinal d'un ensenble °ou * estd® ni par :

X
iti= o r(x); (4.25)
x2S
ou, si seulle support de! est ni :
X
ti= L (x): (4.26)
X2 Supp(*)

Cette d® nition estcohrerte avecla notion classiquede cardinal d'un ensenble binaire.
Dans le casd'un ensenble °ou, chaque point compte pour une quarntit § §galep son degr§
d'appartenance. Le cardinal est §galemen appel puissancede I'ensenble °ou (par exemple
[219]).

Cette d§ nition peutptre fitendueau casopu S n'est pas ni mais mesurable.Soit M une

mesuresur S (telle que ¢ dM(x) = 1). Le cardinal de! estalors d§ ni par :
z

tj= s L (x)dM (x): (4.27)

416 Convexit@

Dans cette section, S est |I'espaceeuclidien (de dimension quelconque).

La convexit® d'un ensenble °ou est d§ nie p partir de ses®-coupes: ! est cornvexe
si et seulemen si toutes ses®-coupes sort convexes. Attention, cette d§ nition n'est pas
fquivalente p la convexit® de la fonction d'appartenanceau sensde la corvexit$ classiquedes
fonctions?. L'expressionanalytique quivalerte de la corvexit® °oue est: ! est corvexesi et
seulemetn si :

8(x;y) 2 S% 8, 2 [0;1], min(* (x);1(y)) - (x + (1 ,)y): (4.28)

2La fonction d'une fonction f est d§ nie par 8(;y);f (x + (1i ,)y). .F (x)+ @i ,)f(y).
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4.1.7 Nombre °ou

Dans cette section, nous supposonsque S = IR.

Une quantit § °oue estun ensenble °ou * sur IR. Un intervalle °ou estune quartit § °oue
convexe (toutes ses®-coupes sort des intervalles). La semi-coninuit® supBrieure de ! est
fiquivalente au fait que les ®-coupessoiert desintervalles ferm@s.

Un nombre °ou est un intervalle °ou semi-corinu supBrieuremen (s.c.s.) de support
compact et unimodal. Un exemplede nombre °ou reprsenant < erviron 10 > est illustr §
sur la gure 4.1.

Fig. 4.1{ Nombre °ou reprsertiant < environ 10 >.

On peut trouver §galemen desd§ nitions moins strictes, en particulier en acceptart un
intervalle de valeursmodales,c'est-g-dire qu'il existequatre r§elsa, b, c,d, aveca- b- c- d
tels que ! (x) = 0 en dehorsde l'intervalle [a;d], * est croissane sur [a;b], d§croissame sur
[c;d] et vaut 1 sur [b;c] [161, 162].

Un nombre °ou peut &tre interpr§t$ comme une repr§senation souple d'une quartit §
impr@cise,qui est plus g@nBrale qu'un intervalle classique.

Revenonsmaintenant g la notion de cardinal d'un ensentble °ou, d& ni plus haut comme
un nombre. Si I'ensenble est mal d§ ni, on peut s'attendre p ce que toute mesure de cet
ensenble soit impr&cisefgalemenm, en particulier son cardinal, qu'on pr&frera alors d¢ nir
commeun nombre °ou [120]:

jtjs(n) = supf®2 [0;1]; j* ] = NO: (4.29)

La quartit & j js (n) repr@sene le degr® avec lequel le cardinal de! vaut n.

Une classetr gs courarnte de nombres °ous est constitu§e desnombres °ous L-R. lls sort
d® nis par une repr@senation param@trique de leur fonction d'appartenance:

L(M5%) si x- m

2R ()= pimy i x m

(4.30)

ou ® et  sort desnombres strictement positifs appelfs®tenduesgaude et droite, m estun
nombre appel§ valeur moyenneet L et R sort desfonctions ayant les propri§t®s suivantes :
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{ 8x 2 R; L(x) = L(j x),

{ LO)=1,

{ L estnon-croissare sur [0;+ 1 [,
et despropri§t®s similaires pour R.

Un desprincipaux avantagesde tels nombres°ous estqu'ils b§n§ cient d'une reprsertation
compacte permettant descalculs simples.

4.2 Mesures °oues

Lesd® nitions et quelquesexemplesde mesures’oues sort pr@sen@sici. On trouverades
pr@senations plus d&taillfesdans [327, 120].

421 Mesure °oue d'un ensemble net

Une mesure°oue estune fonction f de C (donc d§ nie sur desensenbles nets) dans[0; 1]
satisfaisart les conditions suivantes :

1.f(G)=0;
2. f(S)=1;
3. monotonie: 8(A;B)2 C; Au B) f(A)- F(B):
4, cortinuit® :
8i2IN;8A; 2C A1 M AW Apisou A T Az T Ani:
H )l
) Jm TA) =1 fm A

Des propri§t§sremarquablesdes mesures®oues sort :

8(A;B)2 C; f(A[ B), max[f (A):f(B)]; (4.31)

8(A;B) 2 C; f(A\ B) - min[f (A):f (B)]: (4.32)

Cette d& nition ne supposeaucunecontrainte d'additivit . On pourrait les appeler plus
simplemert mesuresnon-additives, car le lien avec la th§orie des ensenbles °ous pr@senge
prédidemmen estrelativemert faible.

4.2.2 Exemples de mesures °oues

Plusieurs familles de mesures°oues peuvent etre trouv®esdans la litt §rature, les plus
frequertes §tant :
{ les mesuresde probabilit §s;
{ les, -mesures®oues, obtenues en relachant la corntrainte d'additivit § des mesuresde
probabilit s sousla forme :

8(A:B)2C5 A\ B=;) f(A[ B)=Tf(A)+f(B)+ f (A)f(B) (4.33)

avec, > j 1;
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{ lesfonctions de croyanceet de plausibilit § de la th§orie desfonctions de croyance[302]
(voir chapitre 8);
{ lesmesuresde possibilit§s[361], qui seron intro duites dans la section 4.3.
Lesliens entre plusieurstypesde mesures®oues peuvent etre trouv®sdans[17] ou encore
[120].

4.2.3 Int@§grales °oues

Les int§grales®oues [327, 167] sort la corntre-partie desint§gralesau sensde Lebesgue
lorsque I'in t&gration est e®ecte relativemert p une mesure °oue. Deux typesdintggrales
°oues peuvert etre distinguges.

L'int®grale de Sugenod'une fonction mesurablef , d§ nie de S dans|[0; 1], relativemert

A une mesure®oue ! estd§ nie par :
Z

S(f)y= fx1 = sup mn[®?(fx 2 S;f(x) > ®Y)]: (4.34)
®@2[0;1]

Dansle cas ni (jSj = N), cette expressionest §quivalerte g :
Z

S(f)y= f+t= rin’:lallxmin[f (Xpciy): * (ADI (4.35)
ou p est une permutation sur f1;2:::N g telle que:
0- f(Xpwy) - - F(Xpm))

et op Aj = fXpa); 5 Xpn) O-
L'int®grale de Choquet d'une fonction mesurablef , d§ nie de S dansIR*, relativemen
B une mesure®oue ! estd§ nie par :

z z +1
C.(f)= fdt= L(fx;f(x)> ®y)d®: (4.36)
0
Dans le cas ni, on obtient :
z X
C(f)y=fd* = [f(Xpi)i fXpai p)I* (Ai); (4.37)

i=1
avecf (xp(0)) = 0.

Les propri§tsde cesint®gralessort d$§taill§esdans [327, 250, 167]. Les principales dans
le cas ni sort lessuivantes :

{ pour la mesure?! i d& nie par 8A 2 S;A 6 S;1nin(A) = 0et 1 yin(S) = 1, les
int®gralesS:  (f) et C. . (f) sort §galesau minimum desvaleurs prisespar f ;

{ pour la mesure?! nax d® nie par 8A p S;A 6 ;1 max(A) = 1let () = 0, les
int&gralesS: , (f) et C. ., (f) sort §galesau maximum desvaleurs prisespar f ;

{ quellesque soiert les deux fonctions mesurablesf et f ° et pour toute mesure°oue ?,
on a la propri§t® de monotonie suivante :

S(f) - S(f9

(8x 2 S;f (x) - ) ) C(f) - C(f9

(4.38)
qui est vraie §galemen dansle casinni ;
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{ pour toute fonction mesurablef et toutes mesures®oues? et ! ° on ala propri§t§ de
monotonie suivante :

Ean st Ay o) 2 (4.39)

qui est vraie aussidansle casin ni ;
{ on d®duit despropri§ths prédidertes les in§galit§s suivantes pour tout fonction mesu-
rable f et toute mesure®oue ! :
N N
: |lnf(xi) - Si(f) - malle(xi); (4.40)
1=

rirE'ilnf(xi)- Ci(f) - rirfalle(xi); (4.41)

{ pour toute mesure additive (ou ¥:additive dans le casin ni), l'int§gralede Choquet
coincide avec l'int§grale de Lebesgue en ce sens, les int§grales °oues peuvent &tre
considgrfescomme une extension desint®gralesde Lebesgue

{ pour toute mesure®oue *, lesint§gralesde Sugenoet de Choquet satisfort la propri§t@
de contin uit® suivante : pour toute suite de fonctions mesurablesf , sur S telle que:

lim fo = f

ona:
lim S (fn) = S:(F); (4.42)
lim Ci(fa) = Ci(F): (4.43)

Lesint®grales’ouessornt appliqu§esen particulier enagr@gation multi-crit gres,mais aussi
en fusion de donn§eset en reconnaissancale formes.

424 Mesures d'ensembles °ous

Dans cequi pr&ade,lesmesuresont §t® appliguesp desensenblesnets. Sil'on considare
maintenant des ensenbles °ous, nous avons besoin de mesuresfournissarnt des §valuations
guartitativ es de tels ensenbles. Ces mesuressornt appelesmesuresd'ensenbles °ous [66]
ou mesuresd'§valuation [130].1l n'y a pasvraiment de consensussur la d§ nition de telles
mesures.Nous donnonsici la d§ nition la moins cortraignante, proposfe dans [66].

Une mesured'ensenble °ou est une fonction M de F dansIR™ telle que:

1. M(;) = 0;

2.8(%°)2F% T u°) M()- M()

D'autres contraintes peuvent etre ajout®esselonles applications, par exemple:

{ M prend sesvaleursdans|[0;1];

{ M(S) =1,

{M*)=0, *=7;

{M@@)=1, t=S.

Des exemplessimples de mesuresd'ensenbles °ous sort le cardinal °ou, le cardinal du
support det, le supremum de !, etc. Dansla sectionsuivante d'autres exemplessornt donn§s:
les mesuresde °ou.
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425 Mesures de °ou

Une questionimportante portant sur I'§valuation d'un ensenble °ou concernele degr de
°ou de I'ensenble. De Luca et Termini [219]ont proposk de d& nir un degr® de °ou comme
une fonction f de F dansIR* telle que:

1.8 2 F; f(*)=0, ' 2 C(lesensenblesnets sort complgtemert non °ous et sont

les seulsp vEri er cette propri§t®);

2. f (1) est maximum si et seulemen si 8x 2 S;1 (x) = 0:5;

3.8(%°) 2 F? f(*), f(°) si® estplus cortrast® que ! (plus proche d'un ensenble
binaire), c'est-a-dire :

(
o 0(¥), t(x) st t(x), O5
BX2Si o) 1) si 1(x). 05
4,8t 2F; f(*)="f(*%) (un ensenble °ou et sort complmnertaire sort aussi°ous l'un
que l'autre).
De Luca et Termini ont §galemen d§ ni I'entropie d'un ensenble °ou [219],commedegr§
de °ou, dansle cas ni :
E(t)=H®)+H(E); (4.44)

od H (1) est d® nie de manigre similaire g I'entropie de Shannon:

X
H(®) =i K *(xj)log* (xi): (4.45)
i=1

Il estfacile de voir que E satisfait tous les axiomesdu degt de °ou. De plus, on a:
H(max(%; ©)) + H(min(*; °)) = H(*) + H(°); (4.46)

et
E(max(%; ©)) + E(min(%; ©)) = E(*) + E(°): (4.47)

De nombreusesautres mesuresde °ou ont §t§ proposBes, avec des propri§tes similaires.
Mentionnons ici les principales :
{ la distance de Hamming g l'ensenble binaire le plus proche, qui n'est autre que la
0.5-coupe [189]:

X
FC)Y= 1t i) i ta=2(Xi)i; (4.48)
i=1
{ la distance de Hamming ou quadratique ertre * et son compl§mertaire [346] ou de
manigre plus g§nrale :

)(\l #1:p ">(\| #lzp
f(t)= ORI COT L 22 (xi)i 4 (4.49)
i=1 i=1

{ la mesurepropose par Kosko [199], qui compare l'intersection de * et : ¢ avec leur
r@union selonla formule : | min(x: 1 ©);
jmin( ™))

jmax(s 7€) 0
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{ l'entropie g§ralisted® nie g partir d'une fonction g§nratrice, soit sousforme additiv e,
soit sousforme multiplicativ e [25] :
{ la forme additiv e est donn§epar :

X
fC)= o (xl+dli * (i)l (4.51)
i=1

ou g est une fonction de [0; 1] dans IR™ telle que:
8t 2 [0;1]; g®%t) < O

Des exemplesde fonctions gBrratrices sort g(t) = telit, g(t) = atj bt® (avec
0< b< a), g(t) = j tlogt (cette dernipre forme donne I'entropie °oue de [219]).
{ la forme multiplicativ e est donn§epar :

X
fC)= o (xlalli * (xi)] (4.52)
i=1

ou g est une fonction de [0; 1] dans IR™ telle que:
8t 2 [0;1]; g4t) > Oetg®t) < O

Des exemplesde fonctions g§nratrices sort g(t) = teli t, g(t) = t®.

4.3 MHl¥ments de th Borie des possibilit §s

La th®orie des possibilit§s, dgrivEe de celle des ensenbles °ous, a §t§ introduite par L.
Zadehdans[361], et ensuite §t® d§veloppepar plusieurschercheurs, en particulier D. Dubois
et H. Prade en France [120, 12€).

4.3.1 N#@cessit§ et possibilit

Une mesurede possibilit§ est une fonction | de C dans|[0; 1] telle que:
1.1(;)=0,

2.(9)=1,

3. 81 Y2IN;8A; 1 S(i 2 1); 1( [i21Ai) = supa; 1( Aj).

Dans le cas ni, une mesurede possibilit§ est une mesure°oue. Elle correspond au cas
limite de I'§quation 4.31, d&duite de la monotonie d'une mesure°oue.

Par dualit®, une mesurede n§cessi® est d§ nie comme une fonction N de C dans [0; 1]
telle que:
8A U S; N(A)=1j !( A®): (4.53)
Cette dualit® signi e que si un §vBnemen est nficessaireson cortraire estimpossible.
Une mesurede n§cessi@ vBri e les propri§tlssuivantes :
1. N(G) =0,
2. N(S) = 1,
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3. 8l Y2IN; 8A; v S(i 2 |); N(\ i2IAi) = infjy N(Ai).
Inversemen, de toute mesure satisfaisant ces propri§t§s, on peut dgduire une mesure de
possibilit§ par dualit §.

Les mesuresde possibilit® et de nfcessi® ont de plus les propri§t#s suivantes :
{ 8A u S; max(!( A);!( A®)) = 1, qui exprime le fait que I'un desdeux ensenbles A et
AC est complgtemert possible;
{ 8A pu S; min(N(A);N(A®)) = 0, qui exprime que deux §vEnemerts cortraires ne
peuvent pasetre simultan®mern n§cessaires
{ 8Au S; (A, N(A) (un 8vnemen doit etre possibleavant d'etre n§cessaire)
{ BAp S; N(A)>0) |( A)= 1(puisqueN(A)> 0) I( A)< 1,etmax(i( A);i( A®)) =
1);
{ 8BAuS;((A)<1) N(A)=0;
{ 8Au S; N(A)+ N(A®) - 1;
{ BAUS I(A)+I(A%), L
Les deux dernigres propri§tfis expriment la non additivit §. La donnfe de |( A) n'est pas
su+sante pour d&terminer complgtemert !( A€), cortraitement aux mesuresde probabilit §.
L'incertitude attach§ep un §vBnemen est exprim$e par deux nombres, et non plus par un
seul.

4.3.2 Distribution de possibilit §

Une distribution de possibilit§ est une fonction % de S dans [0; 1] avec la condition de
normalisation suivante :
sup¥(x) = 1: (4.54)
x2S
Cette condition correspond p une hypothpsede mondeferm$, danslequelau moins un §l§mert
de S est complptemen possible.Cette condition peut &tre relach$e dans une hypothgsede
monde ouvert.

Dans le cas ni, une distribution de possibilit§ permet de construire une mesure de
possibilit par la formule :
8A 2 C I( A) = supf¥x);x 2 Ag: (4.55)

Inversemen, une mesurede possibilit§ induit une distribution de possibilit® :

8x 2 S; ¥x) = |( fx0): (4.56)

Par dualit®, une mesurede ncessi§ est d§ nie g partir d'une distribution de possibilit§
par :
8A2C N(A)= 1i supf¥x);x 2Ag= inff1j ¥x);x 2 ACq: (4.57)

Dans le casnon normalis§, on n'a plus j( S) = 1. De mémeles propri§t8sN (A) > 0)
I((A)=1et}( A)<1) N(A)= 0nesor plus satisfaites.

Cesd® nitions ont uneinterpr§tation simple si on considgrele problgmede la repr§sernation
de la valeur prise par une variable. Alors S reprisene le domaine de variation de cette va-
riable. Une distribution de possibilit§ sur S d§crit les degis avec lesquelsla variable peut
prendre chaque valeur possible.C'est enfait I'ensenble °ou desvaleurs possiblespour cette
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variable. Le degt® d'appartenance de chaque valeur g cet ensenble correspond au degi§ de
possibilit§ que la variable prenne cette valeur. Une distribution de possibilit§ peut donc
repr@sener I'impr §cisionattach§ep la valeur exactede la variable. Typiquemert, un nombre
°ou est une distribution de possibilit§ d§crivant les valeurs possiblesque peut prendre ce
nombre.

Considrons par exemple un problgme de classi cation en traitement d'images. Voici

guelguesexemples(non exhaustifs) de distributions de possibilit§.

{ Soit S I'ensenble desclassesUne distribution de possibilit§ sur S, d§ nie pour chaque
objet p classer(point, r§gion, etc.), peut repr@serter les degisavec lesquelscet objet
peut appartenir g chacunedesclasses.

{ Soit S un espacede caract@ristiques (par exemplel' §delle des niveaux de gris). Une
distribution de possibilit§ sur S peut etre d§ nie pour chaque classeet repr§sener,
pour chaque niveaude gris, la possibilit§ pour que cette classeapparaissedans|image
avec ce niveau de gris.

{ Soit S l'espacede I'image. Une distribution de possibilit§ sur S peut etre d§ nie pour
chaque classe,et donner pour chaque point de lI'image son degr$ de possibilit§ d'ap-
partenir p cette classe.

Dansla d§ nition pr@sen®eici, nousavonstoujours considir la possibilit§ et la n§cessié

d'un sous-enselble net de S. Maintenant, considgronsun ensenble °ou * deS (* 2 F). La
notion de possibilit§ doit alors étre §tendue[367] :

(1) = supmin(* (x); ¥4x)): (4.58)
x2S

Celacorrespond g I'in terpr §tation suivante : §tant donn§ une distribution de possibilit§ Yasur
S, ass@ifep une variable X prenant sesvaleursdans S, on veut $valuer dans quelle mesure
< X est! >. La possibilit§ de * combine donc le deg avec lequel la variable X prend la
valeur x et le deg§ d'appartenancede x p I'ensenble °ou.

4.3.3 S®mantique

Les fonctions d'appartenance et distributions de possibilit§s peuvent avoir di®rertes
smartiques, dont les principales sort :

{ une sgmartique de degr® de similarit & (notion de distance),

{ une sBmartique de degr® de plausibilit  qu'un objet dont on ne connat qu'une des-
cription impr&cisesoit bien celui qu'on cherche g identi er,

{ unesBmartique dedegr® de pr&firence(une classe’oue estalorsl'ensenble des< bons>
choix), cette interpr@tation §tant alors proche de la notion de fonction d'utilit §.

Cestrois typesde sfmartiques sort utilis §sen traitement d'images.

4.4 Op@®rateurs

Aprpgs les travaux initiaux de L. Zadeh [358], beaucoup d'op$rateurs ont §t§ propodis
dansla communaut® °oue, pour combiner desfonctions d'appartenance ou desdistributions
de possibilit§s’. Ces oprateurs sort aussi appelfis connecteurs,op§rateurs de combinaison

31l faut noter que comme une distribution de possibilit® et une fonction d'appartenance ont desexpressions
math &matiques similaires et qu'il existe desliens entre les deux, les op§rateurs peuvent s'appliquer g l'une ou
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ou d'agr@gation. Les grandesclassesd'op$rateurs sort d§crites dans|[124, 126,133, 351, 36].
Parmi les principaux op$rateurs on trouve en particulier les t-normes, les t-conormes[241,
299], les moyennes[350, 166], les sommessymiitriques, et desop®rateurs prenart en compte
des mesuresde con®it ou encorede abilit § des sources[129, 112]. Dans ce chapitre, nous
donnons les principales d§ nitions. Les interpr@tations en termes d'op$rations ensenblistes
et de fusion d'informations serort reprisesdans les chapitres suivants.

Puisque la plupart des op@rateurs agissem point par point (combinent les degi§s d'ap-
partenanceou les degsde possibilit§sau m&mepoint de S), il estsuzxsant de lesd§ nir sur
les valeurs que peuvert prendre les fonctions d'appartenance ou distributions de possibilit§.
Les op@rateurssort donc d§ nis commedesfonctions sur [0; 1] ou de [0; 1]£ [0; 1] dans|0; 1].
Dans ce qui suit, les lettres x, y, etc. dgsignen les valeurs g combiner, valeurs dans [0; 1]
repr§senant desdeg@sd'appartenanceou de possibilit§.

4.4.1 Compl §mentation °oue

Une compl@menation °oue est une fonction c de [0; 1] dans[0; 1] telle que::
1. c(0) = 1,

2. ¢(1) = 0,

3. cestinvolutive : 8x 2 [0; 1]; c(c(x)) = X,

4. c est strictement d§croissare.

L'exemple le plus simple est celui introduit dansla section4.1:

8x 2 [0;1]; c(x) = 1 x: (4.59)
Commeil estditcile de construire directemert desfonctions involutiv es,il estint§ressan

delescaract@riserpar uneforme g&néralede construction plus simple. Ainsi, lescompl§menations
cortinuesont la forme g@n§rale suivante :

8x 2 [0;1]; c(x) =" T ML " (X)]; (4.60)
avec' :[0;1]! [O;1], telle que
{©@=0
{"@®=1,

{ ' eststrictement croissarte.
Il existede multiples fonctions' v@ri ant cespropri§tset il estfacile d'en exhiber. L'exemple
le plus simple est :
8x 2 [0;1], ' (x) = x"; (4.61)

gui permet de construire la compl§mertation
8x 2 [0;1]; c(x) = (1 x")": (4.62)

On retrouve la forme la plus utilis §ec(x) = 1j X, obtenuepour n = 1. Plus n augmerte (pour
n > 1) ou diminue (pour n < 1), plus la forme obtenue deviert binaire. Dans le premier cas,
la plupart desvaleurs, sauf cellesprochesde 1, ont un compl§mertaire proche de 1, et dans

g l'autre. Cependart, ellesont des origines, signi cations et sBmartiques di®grertes, ce qui ne doit pas étre
nggligh.
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le secondcas, la plupart desvaleurs, sauf cellesprochesde 0, ont un compl§mertaire proche
de 0.

Si, pour un r§ela dans]0; 1], prend la forme suivante :

ax
8x 2 [0;1]; ° = 4.63
x 2 [0;1]; " (x) @ ax+ 1 (4.63)
alors la compl§mertation correspondarte est :
1; x
8x 2 [0; 1]; = : 4.64
X2 [0/1]; o(x) = 7o (4.64)

Donnonsun autre exemple,d§pendart de quatre paramptresa, b, cetntelsque0- a<
b<c- 1:

8
5 1 si 0- x- a
e _S 1y 3[EE sioa- x- b
200 0= bl T G (4.65)
si ¢ x-1

Quelquesexemplessort illustr §ssur la gure 4.2.

(1-x7)70.25

e(x)

(1-x"0.5)"2

(1-x70.25)"

Fig. 4.2{ Quelquesexemplesde compl§mertation °oue.

4.4.2 Normes et conormes triangulaires

Dans le contexte de la gBonfitrie stochastique ([241, 299), une norme triangulaire ou
t-norme est une fonction t : [0; 1]£ [0;1]! [0;1] telle que:

1. t estcommutative: 8(x;y) 2 [0;1]%; t(x;y) = t(y;X):
2. t estassaiative : 8(x;y;z) 2 [0;1%; t[t(x;y); z] = t[x; t(y; 2)];
3. 1 est§Bmert neutre : 8x 2 [0; 1]; t(x; 1) = t(1;x) = X;
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4. t estcroissarie par rapport aux deux variables:
8(x:x5y;y9) 2 [0;1] (x - x%ety - ¥9)) t(xy) - t(xSy9):
De plus, on a : t(0;1) = t(0;0) = t(1;0) = O, t(1;1) = 1, et O est §¥mert absorban
(8x 2 [0;1];t(x; 0) = 0).
Une propri§t® de contin uit§ est souvent ajout®e p cet ensenble de propri§tés.

Les op®rateurs min(x;y), xy, max(0;x + y i 1) sort desexemplesde t-normes, de loin
les plus usit®es.

Lest-normes g&n@ralisert la notion d'intersection aux ensenbles °ous ainsi que le < et >
logique.

Il est facile de montrer le r§sultat suivant : pour toute t-norme t, ona:
8(x;y) 2 [0;1F;t(x; y) - min(x; y): (4.66)

Cela montre que le < min > est la plus grande t-norme et que tout t-norme a donc un
comportement conjonctif.

A I'opposg, toute t-norme est toujours plus grande que to, qui est la plus petite t-norme,

d® nie par : 8
2 X Si y=1
8(%;y) 2 [0;1F% to(x;y) = _ Y s x=1 (4.67)
0 sinon
De plus, lest-normes mertionn§esplus haut vri ent* :
8(x;y) 2 [0;1]%; to(x;y) - max(0;x + yi 1)- xy - min(X;y): (4.68)

Desformesparam@triques permettent desvariations enre certains de cesop@rateurs. Par
exemple,la t-norme d§ nie dans[347]par :

8(x;y) 2 [0;1F% t(x;y) = 1i min[L;[(1; x)P+ (1 y)PI¥P] (4.69)

varie de la t-norme de Lukasiewiczmax(0;x + y i 1) pour p= l1laumin pour p= +1 .
Des exemplesde t-normes sort illustr §sdansla gure 4.3.
A partir d'une t-norme t et d'une compl§mentation c, un autre op$rateur T appel§ t-
conorme peut &tre d§ ni par dualit® :

8(x;y) 2 [0;1F%; T(x;y) = cft(c(x); o(u)]: (4.70)

Une t-conorme est donc une fonction T : [0; 1] £ [0;1]! [O; 1] telle que :
1. T estcommutative: 8(x;y) 2 [0;1]%; T(x;y) = T(Y;X);

2. T estassaiative : 8(x;y;2) 2 [0;1%; T[T(x;y):z] = T[x; T(y;2)];

3. O est®®mert neutre : 8x 2 [0;1]; T(x;0)= T(0;x) = X;

“Notons cependant qu'il n'y pas d'ordre total sur I'ensemble de toutes les t-normes
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Fig. 4.3{ Quatre exemplesde t-normes. Premigreligne : ty (plus petite t-norme) et t-norme
de Lukasiewicz.Secondeligne : produit et minimum (plus grande t-norme).

4. T estcroissarie par rapport aux deux variables:

8(x; x8y;y) 2 [0;1]% (x - x%ety - y9) T(xy) - T(x%y9:

Deplus,ona: T(0;1) = T(1;1)=T(;0)= 1, T(0;0) = 0, et 1 est §¥mert absorbart
(8x 2 [0;1]; T(x; 1) = 1).

Les exemplesles plus classiquesde t-conormessort : max(x;y), X+ yi xy, min(1;x+y).
Lest-conormesg@nralisert aux ensentlesous la notion de r§unionou de < ou > logique.
Pour toute t-conorme, on a;

8(x;y) 2 [0;1F%T(x;y) , max(x;y): (4.71)

Cela montre que le < max > est la plus petite t-conorme et que toute t-conorme a un
comportemert disjonctif.

N l'oppod®, toute t-conorme est plus petite que To, qui est la plus grande t-conorme,

d€ nie par : 8
2 X Si y=20
80¢y) 2 [0;1%; To(y)=_ y si  x=0 (4.72)

1 sinon
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De plus, on a les in§galitfs suivantes ertre lest-conormesles plus classiques :
8(x;y) 2 [0;1F; To(x;y), min(L;x+y), X+yi Xy, max(xy): (4.73)

Des exemplesde t-conormessort montr §ssur la gure 4.4.

T(x.5)
T(x,5)

117
117

777

17

LI,

N7
7

T(x.5)
T(x,5)

Fig. 4.4 { Quatre exemplesde t-conormes. Premirgre ligne : Tp (plus grande t-conorme)
et t-conorme de Lukasiewicz. Secondeligne : somme alggbrique et maximum (plus petite
t-conorme).

Voici quelguesautres propri§t®sutiles de cesopfrateurs:
{ toute t-norme ou t-conorme est distributiv e par rapport au min et au max, et on a
donc des$galit§sdu type :

8(x;y;2) 2 [0; 1F%; tlx; min(y; 2)] = min[t(x; y);t(x; 2)]; (4.74)

{ lesseulest-normes et t-conormesqui sort mutuellement distributiv essort le min et le
max ;

{ la seulet-norme idempotente estle min, et la seulet-conorme idempotente estle max;

{ g partir de toute t-norme t et de toute fonction continue strictement croissarie h de
[0; 1] dans[0; 1] telle que h(0) = 0 et h(1) = 1, on peut construire une autre t-norme t°

°Lp encore, il n'existe pas d'ordre total sur I'ensemble de toutes les t-conormes.
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par la formule [298]:

8(x;y) 2 [0; 1% t9x;y) = hi Yt(h(x); h()]: (4.75)
Cela donne un moyen de g8nrer desfamilles de t-normes g partir d'un exemple.
Il existe desformes gBniriquespour dest-normes et dest-conormesayant despropri§tfs

particuli pres [124], dont nous d&taillons maintenant les deux familles les plus utiles : les
t-normes et t-conormesarchim@dienneset nilp otentes.

Une t-norme archim@diennestrictement monotonet véri e :
8x 2 [0;1]; t(x; X) < X; (4.76)
et
8(x;y;¥y9 2 [0;1F; y < y0) t(x;y) < t(x;y9: (4.77)
De meéme, une t-conorme archim@diennestrictement monotone T v&ri e les deux propri§tfs

suivantes :
8x 2 [0;1]; T(x; X) > X; (4.78)

8(xy;¥) 2 [0:1F; y < y°) T(xy) < T(xy): (4.79)
Tout t-norme archim$&dienne strictement monotone t peut etre exprim$e sousla forme

suivante :
8(x;y) 2 [0; 1% t(x; y) = f11f (x) + f (Y)]; (4.80)

ou f , appel§e fonction g§nfratrice, est une bijection corntinue et d§croissare de [0; 1] dans
[0;+1 ] telle quef (0) = +1 etf (1) = 0.

Les t-conormesassaiesont la forme suivante :
8% Y) 2 [0 1 T(y) =" T () + ' (I (4.81)

op la fonction g@nratrice ' est une bijection cortinue et croissane de [0; 1] dans [0;+ 1 ]
telle que' (0)=0et' (1) = +1.

De telles t-normes et t-conormes ne satisfort jamais les lois de non-cortradiction et du
tiers-exclu. Ceslois s'expriment par :

8x 2 [0; 1]; t[x; c(X)] = O; (4.82)
et
8x 2 [0;1]; T[x; c(x)] = 1: (4.83)

Ces deux ®quations ne sort en ggniral par v8ri $espar les t-normes et t-conormes ar-
chim@diennesstrictement monotones.

Toute t-norme (ou t-conorme) archim@diennestrictement monotone peut §galemen &tre
d® nie p partir de gBnBrateurs multiplicatifs, par ®quivalence avec les ginrateurs additifs
[81]:

8(x;y) 2 [0; 1% t(x;y) = hi {h(x)h(y)]; (4.84)
op h estune fonction strictement croissarte de [0; 1] dans|0; 1] telle que h(0) = Oet h(1) = 1.
L'®quivalenceavec la forme additiv e est obtenue simplemert en posart :

h= e f (4.85)
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ou f estune fonction g§niratrice additiv e.

Lest-norme et t-conorme les plus courartes dans cette classesort le produit et la somme
alg@brique :

8(%;y) 2 [0 115 t(x;y) = xy; T(Xy) = X+Yyi Xy (4.86)

Les seulest-normes rationnelles de cette classesort les t-normes de Hamader d§ nies
par [172]:

) 112 Xy )
806Y) 2 01F s ey v ) (4.87)

ou ° estun paramptre positif (pour ° = 1 on retrouve le produit). Elles sort illustr §essur
la gure 4.5.

I
i
ety
:/’;,llt l’,ll”’",':’l

17

]
A T]
T ]
I

77 17
LT I
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Fig. 4.5{ Deux exemplesde t-normes de Hamacer, pour ° = 0 (pa gauche) et ° = 0:4 (p
droite).

Une autre famille param@trique de celle classeest constitu§e des fonctions de Frank,
d® nies par [144]:

(s*i )i 1)

8(x;y) 2 [0;1F%; t(x;y) = logs[1+ 5 1

I (4.88)

oy s estun paramptre strictement positif. Cest-normes et leurs t-conormes duales satisfort
I'@galit remarquable suivante (et cesort lesseulest-normes et t-conormesqui satisfort cette
relation) :

8(x;y) 2 [0;1]% t(x;y) + T(X;y) = x + y: (4.89)

Des exemplesde t-normes de Frank sort montr§sdansla gure 4.6. Si s est petit et tend
vers 0, la t-norme tend versle minimum. Si s tend vers+1 , la t-norme tend versla t-norme
de Lukasiewicz.Si s = 1, on retrouve le produit.

La deuxipmefamille utile de t-normes et t-conormesest constitu§e des op§rateurs nilp o-
tents, qui ont la forme g§nrale suivante :

8(x;y) 2 [0;1F% t(x;y) = f°[f (x) + F (V)] (4.90)
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Fig. 4.6 { Quatre exemplesde t-normes de Frank. Premipreligne: s= 0:1 et s = 2. Seconde
ligne: s= 10 et s= 1000.

ou f est une bijection d§croissame de [0,1] dans [0,1], telle que f(0) = 1, f(1) = O, et
fox) = fil(x) six 2 [0;1], avecf®(x) = 0six , 1.La forme gBrrale dest-conormes
nilp otentes en est d§duite par dualit §.

Cesopfrateurs satisfort leslois du tiers-exclu et de non-cortradiction.
Les t-norme et t-conorme les plus courantes dans cette classesort les op§rateurs de
Lukasiewicz:

8(x;y) 2 [0;1]%; t(x;y) = max(0;x + yi 1); T(x;y) = min(1;x + y): (4.91)

Des exemplesde fonctions g§nratricesf ont §t§ proposBespar Scweizer et Sklar [298]
ou encorepar Yager [347].

Des opfrateurs combinant t-normes et t-conormes ont §t®§ proposgs, par exemple dans
[366]:

8(x;y) 2 [0;1F%; Ce(x;y) =t y)" " T(x:y) s (4.92)
ou ° estun paramgtre dans [0; 1].
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4.4.3 Op@rateurs de moyenne

Un opfrateur de moyenneest une fonction m : [0; 1]£ [0; 1]! [O; 1] telle que:

1. le r@sultat de la combinaison est toujours compris entre le min et le max : 8(x;y) 2
[0;1F%; min(x;y) - m(x;y) - max(x;y), maism 6 min et m 6 max;

2. m est commutativ e;
3. m est croissare par rapport aux deux variables :

80 x%y;y) 2 [0:1; (x - x%andy - y9) m(xy) - m(x%yd:
La premigre propri§t§ entra®ne que m est toujours une op§ration idempotente :

8x 2 [0; 1]; m(x; x) = x:

Cesopfrateursne sort eng@nral pasassaiatifs. Lesseulesqui le soiert sort lesm§dianes,
op m(x;y) estla valeur m§dianede x, y et un parampgtre ® dans[0; 1] :

8
2 X Ssi y- x- ®ou®- x- vy

8(x; y) 2 [0; 1%; m(x;y) = med(x; y; ®) = S Y si x-y- ®ou®: y- x (4.93)
- ® si y- ® xoux- ®-y

La gure 4.7 illustre quelquesop®rateurs de m&diane.

Une propri$t® plus faible que l'asscciativit § est la bissynftrie :
8(x;y;z;t) 2 [0; 1]4; m[m(x; y); m(z;t)] = m[m(x; z); m(y;1)]: (4.94)

Les moyennesqui v&ri ent cette propri§t®, qui sort cortinueset strictement croissaries ont
la forme g@n@rale suivante :

k(x) + k(y)
2

ol k est une fonction cortinue strictement croissarie de [0; 1] dans[0; 1]. La fonction k peut
s'interpr®ter commeun changemen d'8§delle ou de dynamique desvaleursp combiner. Celles-
ci, une fois transform§espar k, sort alors combin§espar une simple moyenne arithm §tique,
puis on rampgnele r@sultat p I'§delle initiale.

8(x;y) 2 [0;11% m(x;y) = ki 1] I; (4.95)

Les moyennesles plus classiquessornt obtenuespour desfonctions k du type:

8x 2 [0; 1]; k(x) = x®;

vec® 2 IR. La moyennearithm §tique “Ty est obtenue pour ® = 1, la moyennequadratique
# pour ® = 2, la moyenne harmonique Xzf—{, pour ® = j 1, la moyenne ggonfitrique

P Xy pour ® = 0. A la limite, quand ® tend versjl ou+1 , m tend versle min ou le max.

La table 4.1 regroupe cesr@sultats.

La gure 4.8 montre quelguesexemplesde moyennes.

On trouve §galemen dans la classedes op$§rateurs de moyenneles moyennespondgres,
les OWA (< ordered weighted average>) [350] et les int§grales°oues [166].
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Fig. 4.7 { Trois exemplesde m&dianes,pour ® §galp 0.1, 0.5 et 0.8 respectivemert.

® m(x;y) commertaire
il min(Xx; y) valeur limite
i1 2y moyenne harmonique

X+y
0 | (xy)i ¥2 | moyennegBon®trique

1| X:Ty 2 moyenne arithm §tique
+2 XY | moyennequadratique
+1 | max(x;y) valeur limite

Tab. 4.1{ Exemplesde moyennesbhisym$§triques, continueset strictement croissanes. Pour
la moyenne harmonique, on posepar corvertion m(0;0) = 0.

DanslesOWA, lespoidssort d§ nis par le rang desvaleursp combiner. Soiert aj; ay;
cesvaleurs. Elles sort ordonn§esen une suite a;,; a;,; :::a;,, telle que:

‘an

Alors, pour un ensenble de poids w; vEri ant :
X] . .
wi=1; 8i;1- i- n;w; 2[0;1];
i=1
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Fig. 4.8{ Quatre exemplesd'op$rateursde moyenne.Premigreligne : moyennesharmonique
et gBontrique. Secondedigne : moyennesarithm §tique et quadratique.

l'op@rateur OWA est d§ ni par I'expression:

X
nan) = w;aj; (4.96)
i=1

OWA(az;ay;:

On peut §galemen consid§rer que setrouvent danscette classed'op$rateurslesint§grales
°oues [166]. En e®et,les int§gralesde Choquet et de Sugenosornt idempotentes, continues,
croissares, et comprisesenre le minimum et le maximum. On y trouve commecaspatrticulier
les statistiques d'ordre, et donc le minimum, le maximum et la m@diane. Les int§gralesde
Choquet d€ nies par rapport g une mesure additive ! sort §quivalentes g une moyenne
arithm §tique pond§rge,danslaquellelespoids w; a®ec®saux valeursx; sort §gauxp?® (f x;g).

Les OWA peuvert aussietre vus comme une classeparticuli pre d'int§gralesde Choquet,
ou la mesure°oue est d& nie par :

N1
8AjAj=1i; L(A)= Whi j:
j=0
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Inversemen, toute int§grale de Choquet commutativ e est telle que * (A) ne dBpend que de
jAj et est§galep un OWA dont les poids sort donn§spar :

X
wyp = 1j Wi
i=2
8i, 2wi=(Ani+1)i *(An;i);

oy A; designetout sous-ensetnle tel quejAij = i.

Une $§tude plus d#taill§e des propri§tfs de tels opBratuers peut etre trouv e dans [167,
166].

4.4.4 Sommes sym@triques

Les sommessymitriques sort d§ nies par une propri§t§ d'auto-dualit §, qui correspond g
I'invariance du r§sultat de I'op§ration par inversion de I'§ctelle desvaleurs g combiner. Plus
pr&cigmert, une sommesym@trique est une fonction %.: [0; 1]£ [0; 1]! [O; 1] telle que :

1. ¥(0;0) = 0O;
2. ¥est commutativ e;

3. ¥sest croissarte par rapport aux deux variables;
4. ¥Y,estcortinue;
5. ¥%estauto-duale : 8(x;y) 2 [0;11%; ¥4x;y) = 1i ¥1i x;1i ).

Notons que l'auto-dualit § s'opposep la dualit® mentionn@e entre les t-normes et les t-
conormes.Pour cesop@rateurs, inverserl' §celle entra®nele changemen de type d'op$rateur.
Ici, I'Bdelle desvaleurspeut etre inverdgesanschangerla manigre de lescombiner. Cette pro-
pri§t® a §t® utilis §een particulier pour la combinaison de jugemerts d'experts. Elle pourrait
figalemen &tre exprim§e avec d'autres compl§menations.

De cespropri§ts de base,on d&duit que:

{ #1;1) =1,

{ 8x2]0;1[ %X 1i X) = 3,

{ la seulesommesym@trique qui soit p la fois assaiative et une moyenneestla m§diane

de paramgtre 3.

La forme g§nfirale des sommessymétriques est donn§e par :

g(x;y)
; 4.97
g y) +9(li x1jy) (*+.97)
ou g est une fonction de [0;1] £ [0; 1] dans [0; 1], croissane, positive, cortinue telle que
g(0; 0) = 0. Typiquemert on peut prendre pour g une t-norme ou une t-conorme cortin ue.

Si8x 2 [0;1];9(0;x) = 0, 340; 1) n'est pas d& ni, sinon ¥(0;1) = %

La forme gniraledessommessym@triquesassaiatives,strictement croissanesestdonn§e
par :

X y) =

8(x;y) 2 [0; 1% #x; y) = Al HA(x) + A(y)]; (4.98)

op A est une fonction strictement monotone telle que A(0) et A(1) sort non born§set 8x 2
[0;1]; A(Li x)+ A(x) = 0.0n end&duit queO et 1 sort §merts neutres, et que% est@lfmen
absorbart.
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Quelguesexemplestypiques de sommessymtriques sort donn§esdans la table 4.2. Elles
sort obtenuesen prenant diversest-normes et t-conormescommefonction ggnratrice g.

[ gxy) ] X y) | proprit§ |
Xy Yp(X;y) = m asswiative

X+VYi Xy |%(xy)= 1};}’% non assaiative
min(Xx; y) Yin (X3 y) = % moyenne
max(x;y) | Yimax(X;y) = T moyenne

Tab. 4.2{ Exemplesde sommessymétriques, d§ nies p partir de t-normes et de t-conormes.
Pour %, on posepar corvertion ¥(0;1) = ¥(1;0) = 0, et pour ¥min, on pose ¥min (0; 1) =
Yin (1,0) = 0.

Cesop@rations sort ordonn§esde deux manigressuivant les valeurs g combiner :
8(x;y) 2 [0;1Fx+y - 1) %(%Y) - %min(XY) - Yaax(XY) - % (X Y); (4.99)
8(x;y) 2 [0;1Fix+y, 1) Y%(XY), %min(XY), Ymax(Xiy), % (%y):  (4.100)

Les quatre exemplesde la table 4.2 sort illustr §s gure 4.9.

4.45 Op@rateurs adaptatifs

Il existe dansla litt §rature beaucoupd'autres op§rateurs, que nous ne d§crivons pasici.
Mentionnons seulemen lesop$rateursadaptatifs enfonction du con’®it ertre desdistributions
de possibilit§ [129],qui secomportent commeun min si lesdistributions sort consonarnes, et
commeun max si ellespr§sertent un fort con®it. Soient ¥4 et ¥» deux distributions de possi-
bilit § que I'on souhaite combiner en une distribution globale¥%. Elles peuvert reprserer par
exemplel'impr §cision sur une variable estim@e de deux manigresdi®§rertes, et on souhaite
en d®§duire une estimation globale. Soit 1| h(¥a;Y¥) une mesuredu con’it ertre les deux
distributions, et t une t-norme. Voici quelquesexemplesde formules possiblespour ¥4 :

t[Ya(s); Ya(9)] .

1s) = max h(a: V) 1 h(l/ﬁl;l/g)’; (4.101)
YAs) = t[Ya(s); Ya(s)] + 1i h(Va;Ys); (4.103)
1s) = max w;min[max(l/i;l/g);li h], : (4.104)

Dans [129], la mesurede con®it proposBeest d§ nie par 1 h avec:

h = supt[Ya(s); ¥a(s)]: (4.105)

La dernigreformule (8quation 4.104)estillustr §esurla gure 4.10pour deux distributions
de possibilit® avec un con°it croissan.

Nous reviendrons sur ce type d'op§rateurs dans le chapitre 8.
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Fig. 4.9 { Quatre exemplesde sommessymg@triques. Premipre ligne : ¥ et % . Seconde
ligne : ¥min et ¥%nax.

4.5 Variables linguistiques

Il arrive souvent que les reprsenations num$riqguesne soiert pas adapt§espour d§crire
une situation. Par exemple, si une variable a un grand domaine de variation, il peut &tre
dizcile d'a®ecterune valeur prcisep chaque situation spci que et on pr&ffrera alors uti-
liser des termes plus qualitatifs issus du langage naturel pour regrouper plus ou moins
grosspremen des sous-enseibles typiques de situations int§ressates. Par exemple, pour
d$crire la taille d'un objet, il peut &tre plus facile et appropri€ d'utiliser seulemen quelques
termes de fronti gres souples,tels que petit, moyen, grand. Cela correspond g une certaine
granularit § de l'information. Selon[363], le concept de < granule > est le point de d§part
desth®oriesde < calcul avec des mots > (computing with words). Zadeh d§ nit un granule
comme a fuzzy set of points having the form of a clump of elementsdrawn together by si-
milarity [363]. Un mot est alors une §tiquette de granule. Pour faire du calcul avec de telles
repr@serations, desoutils spci ques doivent etre dvelopps. Le domaine du raisonnemer
approximatif en b§n§ cie particuli premen.

Cestypesde repr@serations sort appels variables linguistiques. Ce sort des variables
dont les valeurs sort des mots, des groupes de mots ou des phrases[360]. Leur int§rét est
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Fig. 4.10{ Exemple d'op®rateurs adaptatifs variant du min au max lorsquele con®it ertre
les deux distributions augmerte.

essetiellement que les caract§risations linguistiques peuvert &tre moins spici ques que les
caract§risations num@riques, et n§cessiteh donc moins d'information pour etre utilis §eset
manipul§esdans des systgmesde raisonnemer.

45.1 D® nition

Formellemert, une variable linguistique est d§ nie par un quintuplet (x; T(x);S;G;M)
ou X est le nom de la variable, T(x) I'ensenble desvaleurs de x (appelestermes), S est
le domaine ou univers sur lequel les valeurs de la variable sort d& nies, G est une rpgle
syntaxique permettant de g§nrer le nom X de chaque valeur de x, et M est une rggle
sBmartique, M (X)) Btant I'ensenble °ou d§ ni sur S reprsertant la signi cation de X [360,
120, 365].

Cette d® nition repr@sere une conversion symbolique-num@rique, et §tablit des liens
ertre le langageet les §dellesnum@riques.

4.5.2 Exemple de variable linguistique

Considgronsl'exemple de la taille d'un objet. En termesnum@riques,cette taille peut &tre
exprim@epar une valeur variant dansun domaine S (typiqguemern S estun sous-enserble de
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IR*). En termeslinguistiques, la taille peut etre exprim§ep l'aide de quelquestermestels que
tr gspetit, petit, moyen, grand, trgsgrand, etc. La sBmartique de cestermes est d§ nie par
desensenbles °ous sur S. La gure 4.11illustre la notion de variable linguistique < taille >.

size linguistic variable
- T \\ N .
TSNS syntactic rules
/

-
-
-
~

A 2 B RN
{very small, small, medium, large, very Iarg+} terms

\

T
/ | |
| k semantic rules

I
|
y
membership
functions

Fig. 4.11{ lllustration de la variable linguistique < taille >, de sestermes et desensenbles
°ous assi§s.Les’ pdesallant dela variable linguistique plI'ensenble de termesreprésertent
les rpglessyntaxiques. Le deuxigme ensenble de °pdesrepr§serte les rpglessfmartiques et

traduisent lestermes en fonctions d'appartenance.

4.5.3 Mo di cateurs
La signi cation d'un terme d'une variable linguistique peut &tre modul®§epar desop§rateurs

appelsmodi cateurs. Si A estun ensenble °ou, alorsle modi cateur h permet de construire

un terme compos h(A) qui est un ensenble °ou sur le meémeunivers S. Les op$rateurs les

plus courants sort les suivants :

{ normalisation :
! a(u)

! norm(A)(U) = SUPyos LA (V)
ou ! 5 d@®signela fonction d'appartenancep A et u une valeur quelconquedans S ;

{ concenration : 1 4na)(u) = [* A(WIZ;

{ dilatation® : 1 g ay(u) = [* a(U)]*®;

{ rehaussemende cortraste :
2[ A(u)])? sita(u) 2 [0;0:5]

1. =
int (a) (U) 1i 2[1; La(u)]? sinon:

Cesfonctions sort illustr §esdans la gure 4.12, pour une fonction d'appartenance simple,

de forme triangulaire.
Des modi cateurs typiques construits g partir de cesop$rateurs sort [120]:

{ very A = con(A),
®Attention, ce n'est pas une dilatation au sensmorphologique.
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Fig. 4.12{ lllustration de quelquesop®rations utilis §esdansla d§ nition desmodi cateurs,
sur un ensenble °ou de forme triangulaire. En pointill §s: concerration, en tiret §s: dilata-
tion, en pointill §s-tiret§s: rehaussemen de cortraste.

{ moreor lessA = dil(A),

{ plus A = AL25

{ slightly A = int [norm(plus A and not(very A))] ou < and > et < not > sort d§ nis

par une t-norme et une compl§mertation respectivemernt.

K titre anecdotique, mentionnons une explication du nombre d'or, proposge dans [198]
comme application des modi cateurs. L'id §e d§veloppBe par l'auteur est que le fait qu'une
chosesoit considgre comme plaisante d§pend de I'optim um d'une variable. Par exemple, si
quelqu'un met un peu de parfum, celapourra tre pereu comme plaisant. Mais un exgsde
parfum ne sertira pastrgsbon. Dans cet exemplecommedansbeaucoupd'autres, il apparait
que le degr® x avec lequel quelque chose est plaisant suit la rpgle suivante : s'il augmerte
trop, I'e®et contraire seraobtenu. L'expressionde cette rggleen termeslinguistiques donne:

very(x) = not(x)
Comme very(x) est formalis§ par x2 et not(x) par 1j x, on trouve que x doit satisfaire
I'@quation :
x?=1j x

Pz
dont la solution est le nombre d'or —3-* !

4.6 Relations °oues

Le conceptde relation a §t® $tendu au °ou dans[358,359]pour mod§liserlesinteractions
entre des§®merts. Cette extensionenrichit la th®oriedesensenbles®ous d'outils comparatifs
et structurels, ce qui estimportant pour les applications en interpr®tation d'images.
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4.6.1 D@ nitions
Soit S; et S, deux univers. Une relation °oue R sur S; £ S, est un ensenble °ou sur
S]_£ Sg .
R = f((u1;u2);* r(U1; U2))j(us;U2) 2 S1 £ SpQ: (4.106)

Cette d nition de relation binaire s'§tend directemert p desrelations n-aires.

Soiert 1 et 1, deux ensenbles °ous d§ nis respectivemert sur S; et S,. Une relation
°oue sur!q £ 1, estd® nie commeun ensenble °ou sur S; £ S, tel que:

8(ui;u2) 2 S1 £ Sy; Tr(ug;uz) - min[t 1(ug);? 2(u2)l]: (4.107)

La projection d'une relation °oue R sur S; est d§ nie comme un sous-enserble °ou de
S par :
proj[R; S1] = f(uy; sgsr,) 1r(ug;u2))jur 2 S10: (4.108)
Uz252

La projection sur S, est d§ nie de manigre similaire.

Dans le casde relations n-aires, d§ nies sur S; £ ::: £ Sy, la projection peut &tre d§ nie
sur un espaceproduit de certains desS;, commeune relation °oue sur cet espaceproduit.

L'extension cylindrique d'une relation °oue sur un espaceproduit S;, £ ::: £ Sj,, of
figikg p f1l:ng, est d§ nie commela < plus grande > relation °oue sur S; £ @£ S, :

c(R) = f((ug; = un); P r(Uigs i ui))j(ue; ssun) 2 S1 £ £ Sy (4.109)

Une relation °oue est appelBerestriction °oue si elle reprserie une contrainte §lastique
sur lesvaleurs (dans S; £ S;) qui peuvent etre a®ecBesp une variable v d§ nie sur S1 £ S;.

4.6.2 Propri §t®s d'une relation °oue

Les propri§t®s des relations peuvert en ggnral etre §tenduesde plusieurs manigres au
cas°ou. Nous pr@sertons ici les plus couranes, pour une relation binaire sur S £ S.

R@&°exivit &
Une relation °oue R dansS £ S estr§°exive si [359 :
8x2S; tr(x;x) = 1L (4.110)
Elle est"-r§°exive si [354]:
8x2S; tr(x;x), ™ (4.112)
Elle est faiblemert r§°exive si [354]:

8x2S;8y28S; tr(X;xX), Tr(X;Y): (4.112)
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Sym $trie et anti-sym @trie
Une relation °oue R dansS £ S est syméitrique si :
8x 2 S;8y2S; tr(X;y) = Lr(y;X): (4.113)
Une relation °oue R dansS £ S est anti-sym@trique [189]si :

soit 1Rr(X;y) 6 1R(Y;X)

8x2S;8y2S;x6vy) soit 1r(xy)= Lr(y:x)= 0 (4.114)
Une relation °oue R dansS £ S est parfaitement anti-sym®trique [359 si :
8x2S;8y2S; x6yettr(x;y)>0) tr(y;x)=0: (4.115)

Lesdeux d® nitions del'anti-sym#®trie sort li§espar I'implication suivante : I'anti-sym§trie
parfaite implique l'anti-sym#trie.

Transitivit @

La transitivit § exprime que la relation directe entre deux §l8mens doit &tre au moins
aussiforte que desrelations indirectes entre ces§l§merts (passar par d'autres §lmens).

Cette id§esetransposeen termes °ous de la manigre suivante : une relation °oue R dans
S £ S est max-min transitiv e si :

8(x;y;2) 2 S% 1r(x;2), min[tRr(X;Y);tr(Y;2): (4.116)

Cette d§ nition peut prendre une forme plus g&nrale, appel§etransitivit § max-g, oy x oy
est d§ nie par I'une desexpressionssuivantes :

Xy,
max(0;x + yi 1),

X+y
2 L)

max(x; y),

ok~ DN PR

X+Yyi Xy.

4.6.3 Comp osition de relations

La manigre la plus courante de composerdeux relations R et S d§ nies respectivemert
surS; £ Sy et Sp £ S3 est appele composition max-min, et est donn§epar :

8u1 2 S1;8u3 2 S3; tRis(Ur;uz) = sup min[! r(ug;uz);t s(uz; us)]: (4.117)
u22S»

La composition R +S est une relation °oue sur S; £ Ss.

N la place du min, on peut utiliser un autre op§rateur, et d§ nir ainsi une composition
max-a. L'op@rateur & peut &tre par exemplele produit ou la moyenne arithm §tique [281].
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Si l'op®rateur o est assaiatif et croissan par rapport aux deux argumerts, alors la
composition max-o est assaiative, distributiv e sur la r§union et croissanie par rapport g
l'inclusion.

Commela composition est obtenue en considgrant la < force > de tous les chemins entre
ui et us, cette notion est relie p celle de transitivit § max-min : une relation °oue R sur
S £ S est max-min transitiv e si et seulemen siR+R u R.

On a une §quivalencesimilaire entre la transitivit § max-a et la composition max-&.

4.6.4 Relations de similarit &

Les relations de similarit & constituent une classeparticuli gre de relations °oues, parti-
culigremen utiles en reconnaissancealesformes, pour la comparaisond'objets, de relations,
d'objets et de modgles,pour le raisonnemen g partir de cas,pour la reconnaissancea partir
de modglesou d'exemples,etc.

Une relation de similarit § est une relation °oue S sur S qui est[359]:
1. r§°exive,

2. sym@trique,

3. max-min transitiv e.

La r§°exivit § peut &tre trop restrictiv e, et remplacgepar la "-r§°exivit §, ou la rg§°exivit §
faible. D'autres variantes utilisent la transitivit § max-a au lieu de la transitivit & max-min.

La transivit § §tant souvent ditcile p garartir et pas toujours indispensablesuivant les
applications, les relations plus faibles de tol§ranceou de proximit § sort int§ressates et ne
doivent satisfaire que la r@°exivit § et la sym@trie.

R partir d'une relation de similarit S, on peut d§duire une relation de dissimilarit§ D
par :

8(x;y) 2 S% 1p(xy) = 1j ts(xy): (4.118)
Une relation de dissimilarit § satisfait les propri§t§s suivantes :
1. anti-r §°exivit @ :
8x2S;tp(x;x)=0;
2. symitrie,

3. min-max transitivit § :
8(x;y;2) 2 S% 1p(x2) - maxtp (X y);to(y:2)l:

La fonction d'appartenance? p(x;y) reprisene une fonction de distance sur S, qui est de
plus une ultram §trique, gracep la dernigre propri§t§.

Zadeh a montr § [359 qu'une relation de similarit § S peut &tre reprisenie par un arbre,
appel® arbre de partitions ou arbre de similarit §. Chaque niveau de I'arbre correspond g la
partition de S induite par une ®coupede S. Si| @ dgsignela partition induite par Sg, alors
! — estun ratnement de| @ si , ®. Ainsi les partitions obtenues aux di®rerts niveaux
de coupe sont embdit§es.

5
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Prenonsl'exemple de [359],0u S = fXxq;:::Xg0, €t la relation de similarit § est d§ nie par

la matrice suivante : 0 1
1 02 1 06 02 06
02 1 02 02 08 02
1 02 1 06 02 06

"STH 06 02 06 1 02 08&" (4.119)
02 08 02 02 1 02
06 02 06 08 02 1

L'arbre de partitions correspondant p cette relation de similarit § est donn§ Figure 4.13.

Fig. 4.13{ Arbre de partitions correspondart g la relation de similarit  d§ nie par I'§quation
4.119 (extrait de [359]). Pour ® = 0:2, I'®-coupe Sp:» donne une seuleclasse,car tous les X;
sort similaires au degr® 0.2. Pour ® = 0.6, on obtient deux classesgetc.

4.6.5 Relations d'ordre

Contrairement aux relations de similarit &, les relations d'ordre ne sort pas symtriques.
Plusieurs typesd'ordres °ous peuvert &tre d§ nis.

Une relation de pr§-ordre °oue est une relation °oue qui est:
1. r§°exive,

2. max-min transitiv e.

Une relation d'ordre °oue est une relation °oue qui est:

1. r@°exive,

2. anti-sym#@trique,

3. max-min transitiv e.

Une relation d'ordre °oue parfaite [189] ou relation d'ordre partiel °oue [359, 120] est
une relation °oue qui est:

1. r@°exive,
2. parfaitement anti-sym®trique,

3. max-min transitiv e.
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Une relation d'ordre total °oue [189]ou ordre lin§aire [359, 120] est une relation d'ordre
partiel °oue R telle que:

8(x;y) 2 S?; soit L gr(X;y) > 0soit L g(y;Xx) > O: (4.120)

Une relation d'ordre partiel °oue R sur un univers ni S peut etre repr§sen®ede manigre
fiquivalente par une matrice triangulaire et par un diagramme de Hasse(graphe orient® dont
les arcs sort valus par 1 Rr). L'antisym@trie et la transitivit § de R conduisent g un graphe
sanscycle. lllustrons cesreprsernations avec un exempleissu de [359], pour un univers S
de 6 §lfmerts. La matrice d® nissant la relation d'ordre partiel °oue est donn§e par :

0 1 08 02 06 06 04 1
0O 1 0 0 06 O
0O O 1 0 05 O
15 =
R 0 0 0 1 06 04 (4.121)
O 0 0 O 1 O
0O 0 0 0 O 1

Le diagramme de Hassecorrespondart g cet ordre partiel estillustr € surla gure 4.14.

Fig. 4.14{ Diagramme de Hassecorrespondart g la relation d'ordre partiel °oue d§ nie par
I'§quation 4.121 (extrait de [359]).

4.7 Logique °oue et possibiliste

Le d®veloppemert de la logique °oue est directemert |i§ aux spci t §sdu raisonnemen
humain : plus souplequela logique propositionnelle classique,il tolgrel'impr §cisionet permet
d'e®ectuerdesd®ductionsmeémeen prsencale donn§eset de connaissancegnparfaites. Il est
capable de manipuler des pr@dicats graduels, provenart soit de l'utilisation de r§frertiels
cortinus, soit de notions de typicalit§ (une situation peut-etre plus ou moins typique de
situations connueset il faut etre capablede prendre celaen compte, dans desraisonnemerns
par analogie).

Dans le cadre du raisonnemen sur des propositions, l'incertitude (au senslarge) corres-
pond g l'incapacit® g dire si une proposition est vraie ou fausse,

{ soit parce que l'information estincomplpte, vague,imprcise,

{ soit parce que l'information est contradictoire ou °uctuante.
Dans le premier cas une mod§lisation de type possibiliste permet de prendre en compte ce
type d'incertitude, alors que dansle deuxigmecas, une mod§lisation de type probabiliste est
bien adapt@e.
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Une autre distinction importante est celle qui existe ertre deg® de certitude et degr®
de v8rit®. La logique °oue traite de propositions a®ec@esde degrs de vErit§. La logique
possibiliste traite plut®dt de propositions a®ec®esde degisd'incertitude.

4.7.1 Logique °oue

En logique °oue, on raisonne sur des propositions °oues §§mertaires du type:
X estP (4.122)

ou X est une variable prenant sesvaleurs dans lI'espacede r§frenceS, et P est un sous-
ensenble °ou de S, de fonction d'appartenance! p.

Les degi®s de vE8rit® de telles propositions sort d§ nis comme des valeurs dans [0; 1] g
partir delp.

Les connecteurs logiques sort d§ nis de manipre trgs simple, en utilisant les m&émes
op®rateurs que leurs §quivalerts ensenblistes. Par exemple,le deg® de vgrit® d'une conjonc-
tion du type:

X estA et Y estB

estd® ni p partir d'une t-norme t par :
Lar (X Y) =t A(X); e (V)]
De meéme, une disjonction telle que :
X estA ou Y estB
a un degi® de v&rit® d® ni p partir d'une t-conorme T :
as(xy) = TR A(): s (Y]

et une n§gation a un degr® de vErit® d§ ni par une compl§mertation °oue c:
Loa(x) =t alX)]:

Dans le casde variables p valeurs dans un espaceproduit, X pvaleursdanssS, etY g
valeurs dans V, alors la conjonction s'interprpte comme un produit cart®sien.Le degr§ de
verit® de

X estA et Y estB

s'@crit alors :
Lags (X Y) = ta(X); e (Y

Regardonsmaintenant I'implication. En logique classique,on a :
A) B , (B ounonA); (4.123)

et donc l'implication s'exprime g partir d'une disjonction et d'une n§gation. En utilisant la
meéme§quivalencedans le cas°ou, on d§ nit une implication °oue g partir d'une t-conorme
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(disjonction) et d'une complmenation (n®gation). Soit A et B non °ous. Le degr§ avec
lequel A implique B est d€ ni par :

Imp(A;B) = T[c(A);B] (4.124)

ou T est une t-conorme et ¢ une compl§mertation.

Dansle casou A et B sort °ous, ona:

Imp(A; B) = inf T[c(* a(x));* 8 (X)]: (4.125)

Le tableau suivant rEsumeles principales implications °oues utilis §esdans la lit §rature
pour le raisonnement approximatif :

T(X;y) = max(x;y) max(1lj a;b) Kleene-Diene
T(X;y) = min(1;x+y) | min(1;1;j a+ b) Lukasiewicz
T(X;y) = X+Vyi Xy li a+ab Reicherbach

Dans tous les cas, on retrouve bien la table d'implication classiquerappel@e ci-dessous
dans les cas extrémesde propositions vraies (1) ou fausses(0), donc prenant desdegrsde
v8rit® binaires.

A[B|A) B
0|0 1
01 1
1]0 0
1)1 1

Cesquelquesd® nitions permettent maintenant de d§ nir les §quivalents °ous des prin-
cipaux modes de raisonnemert : modus ponens, modus tollens, syllogisme, cortrap osition.
Prenonsl'exemple du modus ponens.En logique classique,il s'§crit :

(A"(A) B))) B: (4.126)

Son®quivalent °ou est d§ ni de la manipre suivante :

1. Soit la rpgle:
si X estA alors Y estB

2. et la connaissance
X estA°

op Al est une approximation de A,

3. alors on en d€duit la conclusion:
Y estB°

op BYest une approximation de B, avecle degi :
tpo(y) = S)L(th[l A) B(XY):t ao(X)]: (4.127)
Nous pouvons maintenant mod§liser et manipuler dessystamesde rpgles®oues. Soit par

exemplela rggle:
Sl (xestA ET yestB) ALORS zestC
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et ® le degi® de vErit® de x est A, le deg§ de vBrit® dey est B, ° le degr® de vErit§ de
z est C. Le degi® de v@rit® (ou de satisfaction) de la rpgle est obtenu par combinaison des
connecteurs®ous d§ nis plus hauts :

I mp(t(®; );°); (4.128)
soit
TE(T(®, ));°): (4.129)
De mémepour la rgpgle:
Sl (xestA OU yestB) ALORS zestC

son degr de satisfaction est :

Imp(T(®, );°) = T[(T(®, ));°):

Ces rpglespeuvert etre utilis§es pour d§crire de manigre qualitativ e le graphe d'une
fonction °oue par un petit nombre de rpgles.Par exempleune fonction du type de celle de
la gure 4.15 peut &tre d§crite, p un niveau de granularit § relativemert grossier,par :

Sl X estpetit ALORS Y est petit
Sl X estmoyen ALORS Y estgrand

Sl X estgrand ALORS Y est petit

Cesrpglesfont appel p la notion de variable linguistique vue plus haut, et la sgmartique des
valeurs < petit >, < moyen >, < grand > est d§ nie par desensenbles °ous sur lesdomaines
de d§ nition de X etY.

Y

Fig. 4.15{ Exemple du graphe d'une fonction.
Les systamesde rpgles°oues ont ®t§ utilis §s dans de nombreux domaines, en contrdle

°ou essetiellement, mais aussipour le raisonnemen approximatif, pour la mod§lisation de
critgres®exibles en traitement d'images, etc.
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4.7.2 Logique possibiliste

La logique possibiliste repose sur la d§ nition d'une mesure de possibilit§ | sur une
algpbre de Boole B de formules:

1B [0 1]

telle que:

{i(?)=0,

{i>=1 )

{ 85 A" _A) = max(( " );i( A),

{ 85 (9% )= supfi( ' [ajx]);a2 D(x)g (on D(x) estle domaine de la variable x, et

' [ajx] est obtenue en remplasant les occurrencesde x dans' par a).

Soit maintenant - I'ensenble des interpr@tations et ¥ une distribution de possibilit§

normalis@e:

Yar- 1 [0;1]

telle que:
o 2-;,¥)=1

La possibilit® d'une formule s'exprime alors par :
(") =supfAl )t E'g (4.130)

(" ' selit! estun modplede’ et signi e que' estsatisfaite dansle monde! ).

De méme que sur desensenbles, on d§ nit par dualit® une mesurede n§cessig sur des
formules par :

NC)=1i (") (4.131)

On a alors la propri§t§ suivante :

85 A;N( ~A)=min(N(');N(A): (4.132)

Ce formalisme permet de traiter de nombreusessituations en les mod€lisart trpgs sim-
plement. Par exemple, une rpgle par dgfaut du type < si A alors B >, pouvant avoir des
exceptions, s'exprime simplemernt par :

I( AAB) . I( A:B) (4.133)

De mémeun raisonnemen par modus ponenspossibiliste peut €tre mod§lisk par :

1. Sionalarpgle:
N(A) B)=®

2. et une connaissancequi s'§crit :
N(A) ="

3. alors la conclusionpeut &tre exprim$@e par :

min(®, )- N(B) - ®:
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Le formalisme de la logique possibiliste est utilis§ dans de nombreux domaines, par
exemple pour repriseter des modplesde pr&f§rencesou d'utilit §s sousforme de basesde
connaissance®rdonn§es,puis pour raisonner sur cesbasesde connaissances.

Soit une basede connaissanceordonnge not®e sousla forme :
KB=f(i;®);i = 1l:ng
oy ® estun degr® de certitude ou de priorit § assai$ g la formule ' ; (repr§setant un §l§mert
de connaissance).

La satisfaction de cet ensenble de formules en chaque monde est repr@sen®epar une dis-
tribution de possibilit® d§ nie de la manigre suivante. Dans le casoy la basede connaissance
ne comporte qu'une formule, on a:

(

_ 1 si!
Yoo y(!) = 1; ® sinon (4.134)
Plus g8nralemen, pour un ensenble de connaissancesvec priorit §son a :
Yee(l)= min f1i ®;! F:'ig= min max(1i &:"i(!)): (4.135)

Cette formule s'interprpte de la manigre suivante : si une formule estimportante (® proche
de 1), c'est le degr$ de satisfaction de cette formule dansle monde! qui est pris en compte.
Si au corntraire elle n'est pasimportante (® proche de 0), alors elle n'interviendra pas dans
I'@valuation globale de la basede connaissancelLe min correspond au fait que I'on cherche
g savoir dans quelle mesure les formules de la base de connaissancessort simultan®§mert
satisfaitesdans! .

On peut mesurerle degi§ d'inconsistancede la baseK B par I'expression:

1i max¥%sg(!): (4.136)

Une baseest dite complgte si elle permet de dgduire pour toute formule si elle est vraie
ou si c'est soncortraire qui estvrai : soit KB ' (KB permetde dgduire’ ), soitKB ™ : '
(K B permet de d§duire : ' ).

Lorsqu'une basen'est pas complgte, elle conduit g une ignorance sur certaines formules
:KB 6" etKB 6°:'. La logique possibiliste permet de repr§serter cette situation de
manigre tr gssimple :

(=i =1

alors qu'il n'existe pas de modgle aussisimple en probabilit §spar exemple.

4.8 Princip es g®&n$raux de construction d'op ®rations °oues R
partir d'op ®§rations binaires

Dans cette partie, nous pr§setions les principales m§thodesg§niriquesqui permettent de
d® nir une op@ration ou une relation °oue p partir desop®rations ou relations binaires corres-
pondantes. Cesm$thodespeuvent &tre catBgorigesen trois classesfreposart respectivemen
sur le princip e d'extension intro duit dans [360], sur des d§compositions des ensenbles °ous
en ®-coupes, et sur destraductions formelles de conceptsbinaires en concepts°ous.
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4.8.1 Princip e d'extension
D@ nition [360]
ConsidBronstout d'abord une fonction f de S dansV. Soit! un ensenble °ou d§ ni sur

S. L'extension de f g un ensenble °ou est un ensenble °ou * °d§ ni sur V. Il est construit
de la manigre suivante :

(
0 sifil(y)=;;
8y2V;1? = . 4.137
y W) SUBsjy=1 (x) * (X) sinon: ( )
Sif estinjective, cette §quation ser§duit g :
(
, _ 0 sifil(y)=1;
8y 2V;1? O(y) - 1 [f i 1(y)] sinon: (4138)

Considgronsmaintenant le casplus g&nral d'une fonction f d nie sur un espaceproduit
S1£ S, £ £ Sy. Soiert 14;:::11, lesn ensenbles °ous d§ nis respectivemert sur Sy;:::S,.
L'extension def aux !; donneun ensenble °ou sur V d§ ni par :

( CEidpy) = -
8y2V; tqy) = SUp(xl;:::xn)231£ 68 njy=f (x1:x) MIN[E 1(X1); 5252 0 (Xn)] z:nfon:(y) a
(4.139)
Si le suprenmum est atteint, c'est-g-dire si :
8y 2 V:9(X1;::Xn) 2 S1 £ £ Spj tYy) = min[T 1(x1); 51 n(Xn)l; (4.140)
alors I'extension °oue d'une fonction commutte avec les ®-coupes, c'est-g-dire :
8®2 [0;1L[fF (1t )e = F[(* De; (t el (4.141)

D'autres princip esd'extension peuvert etre d§ nis, en utilisant par exemplele produit g
la place du minimum [120].

Le princip e d'extension est illustr § sur la gure 4.16 pour une fonction injective d§ nie
sur un espacelD.

Application g la compatibilit & de deux ensembles °ous

Un exempletypique de I'application du princip e d'extension est la compatibilit § entre
deux ensenbles °ous [357. Consid§ronsun ensenble °ou * sur S. La valeur * (x) peut &tre
interpr@t®e comme un degr® de compatibilit § de x avec l'ensenble °ou * [120] (* §tant par
exempleune valeur °oue, ou une variable linguistique). La compatibilit § d'un ensenible °ou
10de S avec! peut etre BvaluBepar le princip e d'extension commel'ensenble °ou ! comp Sur
[0;1] d& ni par :

( .
0 sitil(t)=;;

. -1 =
8t 2 [0; 1]; * comp(t) SUPsji=: oo 1 4X)  sinon:

(4.142)

La construction de I'ensenble °ou de compatibilit § estillustr § dansla gure 4.17.11 faut
noter que ce n'est pas une notion symétrique ent et 1?
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M)

m

Fig. 4.16{ Principe d'extension. Partant d'un point A guelconqued'ordonnfey, B estle
point correspondarnt sur le graphe de f (de méme ordonn§e) et donne x = fi1(y), dont
'appartenance ! (x) estreprisenepar le point C. L'appartenance de A de coordonn§ey g
I'ensenble °ou imagede! par f est@galep ! (x).

1

y

Fig. 4.17{ Construction de la fonction de compatibilit & entre deux ensenbles °ous * et 10
(le graphede ! a §t§ dessir§ sur une §delle inverdge pour faciliter la lecture).

Application aux nombres °ous

Une desapplications importantes du princip e d'extension concerneles op8rations sur des
nombres °ous, commel'addition, la multiplication, etc.[120].Sit 5 et g sort deux nombres
°ous (ensenbles °ous corvexeset normalis§ssur IR), et & est une opration quelconquesur
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les nombres, I'extension de @ aux nombres °ous est d§ nie par :

822 R; T aug(2) = sup min[t o(X);* s (V)]: (4.143)
(x;y)2|R2jx0y=z

L'extension d'une op$ration commutativ e (respectivemert assaiative) est commutativ e
(respectivemert assaiative).

Le calcul de telles op@rations peut etre r§alis§ par desalgorithmes simplesdansle casde
nombres °ous de type L-R [120]. Par exemple, soiert 1 1 et 1, deux nombres °ous d§ nis

par : ( |
L(ZLX)y pour x - my;

Bx 2R 11(x) = R((X—i%”)) Eour X mi' (4.144)
¢ S
M2 X) . .

8x2 R: 1,(x)= (@ ) pour x. my; (4.145)

R(*-72) pour x, my:
La sommede?; et !, estun nombre °ou L-R de paramptresm;+ my, & + ® et 1+ ».

La gure 4.18Illustre la di®§renceet la sommede deux nombres °ous obtenues par le
princip e d'extension.

y

/N
/N
[ ’ \\
VRN 7\
7
’ .

Y

2a b+c

Fig. 4.18{ Application du princip e d'extension au calcul de la di®§rence(en haut g droite)
et de la somme(en bas) de deux nombres °ous.

4.8.2 Combinaison d'op §rations sur les ®-coup es
Reconstruction p partir des ®-coup es

Un ensenble °ou peut &tre vu comme I'empilement de ses®-coupes et on peut recons-
truire un ensenble °ou p partir de ses®-coupes (voir section 4.1.4). La construction d'une

opfration °oue peut s'inspirer du méme schma, combinant les r§sultats de I'op§ration bi-
naire §quivalente appligu§e sur les ®-coupes.
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Relations unaires. Soit! lafonction d'appartenanced'un ensenble °ou d§ ni surl'espace
S. Considgrons une fonction d'ensenble Rg prenant sesvaleurs dans un espaceV. Son
Bquivalent °ou R, d§ ni de F dansV, peut suivre un shmade fuzzi cation par int®§gration
[119,202,57] :

z 1
R() = R (! @)d® (4.146)
0
D'autres modesde fuzzi cation sort possibles,tels que [57, 15§ :
R(*) = sup min(® Rg(*e)); (4.147)
®2[0;1]

si la relation prend sesvaleursdans[0; 1], ou :

R(*) = sup (BRg(*e)): (4.148)
®@2[0;1]

Ces®quationsne donnert pas forcmert les mémesr§sultats.

Relations binaires.  Considgrons maintenant une relation nette Rg de deux argumerts.
Sonextension°oue R, appliquep ! et° dansS, s'obtient par :
Z,
R(l; 0) = RB (1 ®; °®)d®; (4.149)
0

ou par une double int§gration :
Z41Z,
R(% °) = Rg (t @;°-)d®d : (4.150)
0 0

Les autres modesde fuzzi cation (§quations4.147et 4.148) peuvent aussi@tre appliqu@sici.

L'extension g desop@rateurs n-aires est imm®diate.

Princip e d'extension fond § sur les ®-coup es

Un autre moyen pour combiner les r§sultats sur les ®-coupes, similaire au princip e d'ex-
tension, permet d'obtenir des r§sultats sous forme d'ensenble °ou sur V. Par exemple si
V = IR, la relation binaire fournit desvaleurs r§elleset son §quivalert °ou obtenu selonles
m$thodes pr&dideries donne §galememn desnombres, alors que la m§thode dfcrite ici donne
desnombres °ous. Pour une relation binaire, on a :

8n 2 V;R(% °)(n) = sup @ (4.151)
Re (*@@)=n
La procgdure est similaire dans le casde relations unaires ou n-aires.

Si la relation p $§tendre prend seulemen des valeurs binaires (0/1 ou faux/vrai), alors
cette §quation ser§duit g :
R(% °) = sup @: (4.152)
Re (* @:°@)=1

Le princip e d'extensionfond® sur les®-coupespeut &tre interpr §t§ de la manigre suivante :
choisir une ®-coupe particuli pre revient g prendre une d§cisionsur les limites de I'ensenble
°ou considir®. On regardealors quelle est la valeur de la relation nette pour cette d§cision.

Si di®®rertes valeurs de ® conduisent g la mémevaleur pour la relation, on ne retient que la
plus grande de cesvaleurs de ®.
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4.8.3 Traduction d'expressions binaires en expressions °oues

La dernipre classede m$thodes consiste p transposer des §quations binaires en leur
fiquivalent °ou par une technique de < traduction > terme g terme. Cette approche di®gre
complatemen de la pr@diderte dans le sensop elle n'utilise pas explicitement la relation
ou l'op@ration nette. En e®et, aussi bien dans le principe d'extension que dans les ap-
proches fond§es sur les ®-coupes, I'op@ration °oue est une fonction de l'op@ration nette
correspondante. Dans I'appro che dcrite ici, I'op®ration °oue est directement exprim@e par
une §quation impliquant desconcepts°ous.

Ainsi, l'intersection est rempladge par une t-norme, la r&union par une t-conorme, les
ensenbles par des fonctions d'appartenance p des ensenbles °ous. Ce type de traduction
est particuli grement simple p r&aliser lorsque les relations nettes sort exprim@esen termes
logiqueset ensenblistes. La table 4.3 regroupe les principaux conceptsnets et leur §quivalent
°ou.

concept net concept °ou @quiv alent
ensenble X ensenble °ou / fonction d'appartenance?
complfmertaire d'un ensenble compl®mertation °oue ¢
intersection \ t-norme t
réunion [ t-conorme T
existence9 supremum
symbole universel 8 in mum

Tab. 4.3{ Dictionnaire desconceptsnets et §quivalents °ous.

Les multiples possibilitspour traduire une runion par exempleconduisen g autant de
d® nitions possiblespour une op®ration °oue, d&pendart du choix des op§rateurs utilis §s
(dest-conormespar exemple).

Illustrons cette m§thode sur I'exemple de l'inclusion. Au d§but de ce chapitre, nousavons
consid§r® qu'un ensenble °ou * §tait inclus dansun ensentle °ou © si:

8x2S; 1(x): °(x):

Il s'agit donc d'une d§ nition nette, entout ou rien, de la notion d'inclusion. Mais si deux
ensenbles sort d§ nis de manigre impr§cise,on peut s'attendre p ce que les relations qui
les lient soiert §galemen impr®cises,et l'inclusion deviert alors une notion graduelle. Le
princip e de traduction exposk ci-dessuspermet de d§ nir un degr® d'inclusion entre deux
ensentles °ous.

Dans le casnet, I'§quation ensenbliste exprimant l'inclusion d'un ensenble X dansun
ensenble Y peut s'§crire :

XpyY , X¢[Y=S (4.153)
. 8x2S;x2XC[Y: (4.154)

En utilisant le dictionnaire de la table 4.3 on obtient les §quivalencessuivantes :

8x2S $ (4.155)

nt:
x2XC $ ) (4.156)
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x2Y $ °(); (4.157)
XCLY $ Tle);°l (4.158)

Et nalement, le d8gm d'inclusion de! dans® estd® ni par :

(50) = jnf Tle(* ():° () (4.159)

ou T estune t-conorme et ¢ une complmertation °oue.

4.8.4 Comparaison

Le princip ed'extensiona §t§d$ ni gl'origine pour desfonctions. Lesapprochespr@senges
dans la section 4.8.2 s'occupent principalement d'op$rateurs (op$rateurs ensenblistes, rela-
tions entre ensenbles, etc.). Il existe cependart desliens ertre le princip e d'extension et la
combinaison des ®-coupes par I'§quation 4.147 [158. Soit f une fonction de S1 £ ;i £ Sy
dansV, et R¢ un op§rateur ensenbliste d§ ni par :

Rt (X1; X2;:::X ) = ff (X1, X2} Xn)jX1 2 X1;:::Xn 2 Xn(; (4.160)

ol X1;:: Xy sort dessous-enserbles de S;;:::S,. Alors I'extension de R¢ selon I'§quation
4.147 céincide avec I'extension de Zadehde f (§quation 4.139).

D'autres liens peuvent etre §tablis entre les d§ nitions de la section 4.8.2. Par exemple,
si Rg est une relation nette prenant sesvaleurs dans f 0; 1g, son extension selon|'§quation
4.152est une valeur dans [0; 1] et est §quivalente aux deux procgduresde fuzzi cation selon
les §quations4.147 et 4.148.

Prenonsl'exemple de I'extension de la r§union entre ensenbles p I'aide des m§thodesde
la section4.8.2. Soit ! et °© deux ensenbles °ous sur S. Par int&gration sur les ®-coupes, on

obtient :
Z,

tLoxx) = . (tel °@(x)d®
4 max[* (x);° (x)]

0
max[* (x); ° (x)];

puisque (1 [ °@)(X) = 1siet seulemen sit(x), ®ou®(x), ®. Cette extensiondonne
exactemern la r§union originale de Zadeh[358]. On obtient exactemen le mémer§sultat avec
les autres m&thodes de fuzzi cation, par exempleselonles §quations4.147ou 4.152.

En utilisant le princip e de traduction formelle d§crit dansla section4.8.3,0n peut parfois
obtenir les mémesr§sultats qu'avecla combinaison des®-coupes. L'exemple de la connexit
gue nous verrons plus loin en est une illustration.

La question du choix de la m§thode d'extension est encore ouverte. Le principe d'ex-
tension est bien adapt® pour transposerdes expressionsanalytiques, alors que la traduction
formelle estappropri®ep la transposition d'§quationsensenblistes et logiques.Les propri§t#s
des opfrations °oues obtenues jouent un grand rdle dans le choix d'une m$thode, car elle
peuvert etre trgs di®§rertes d'une m$§thode g l'autre. Par exemple,comme nous le verrons
plus loin, une simple int§gration sur les ®-coupes (§quation 4.149) pour §tendre une distance
ertre ensenbles °ous permet de consener les meémespropri§ts que la distance nette, alors
gu'une double int§gration (§quation 4.150) conduit g la perte de certaines propri§t@s.
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Chapitre 5

Th §orie des ensembles °ous et des
possibilit §s en traitemen t d'images

5.1 Intro duction

Impr §cisionset incertitudes sort inh®rertes aux images,et trouvert leur origine p di®§rerns
niveaux : ph§nongnesobsengs, capteurs et acquisitions des donnies,processusnumg@riques
de reconstruction, nature desimageset mode de repr@semnation de leurs §lfmens constitu-
tifs, etc. Par exemple,la repr§senation d'informations (symboliques) sousforme sch§matique
(par descartes ou desatlas) est sourceg la fois d'impr §cisionet d'incertitude. Impr®cisions
et incertitudes sort ensuite renforcgesdans les primitiv es extraites des imageset sur les-
guelless'appuient I'analyse et l'interpr$tation desimages.Cet antagonisme entre pr§cision
et certitude a bien §t§ identi § commeun trait caract§ristique de la d§marce en reconnais-
sancedes formes [308]. Il setraduit par le fait que si les donn§esou les connaissanceset
leurs reprsenations sort pr§cisesalors ellessort probablemen incertaines; si I'on renforce
leur certitude, cela se fait souvert au prix de plus d'impr §cision, rendant les donnfespeu
informativ es si cette impr®cisiondeviert trop importante.

L'in t§ret desensenbles °ous pour le traitement de l'information enimage et vision [200]
peut sed$cliner en particulier selonles quatre aspects suivants :

{ la capacit® desensenbles°ous prepr@sener I'information spatiale danslesimagesainsi
gue sonimprcision, p di€grerts niveaux (local, rgional ou global), et sousdi®§rertes
formes (num@rique, symbolique, quartitativ e, qualitativ e),

{ la possibilit§ de repr@sener desinformations trpgs h§t@roganes, extraites directemert
desimagesou issuesde connaissancegxternes,comme des connaissancegxpertes ou
g&nBriguessur un domaine ou un problgme,

{ la possibilit® de ggnraliser aux ensenbles °ous desop®rations pour manipuler l'infor-
mation spatiale,

{ la souplessades opirateurs de combinaison permettant de fusionner des informations
de multiples natures dans dessituations tr gsvari§es.

Ce chapitre se propose d'illustrer quelquesuns de cesaspects. II ne prtend pas &tre
exhaustif. Dans la partie 5.2, nous d& nissons desobjets °ous spatiaux, permettant de ma-
nipuler des objets avec leur impr§cision spatiale dans les images. Des objets g@onftriques
particuliers sort d§ nis, ainsi que des mesureset des transformations gonftriques. Dans
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la partie 5.3 nous nous int§ressonsaux op®rations de morphologie math§matique °oue, que
nous illustrons bripvemert sur une application m§dicale. Dans la partie 5.4, nous §tendons
desoutils topologiquessimplesau casd'objets °ous (connexit§, fronti gre, adjacence).Dans
les parties 5.5 et 5.6, nous pr§senions des relations spatiales m#triques, de distance puis
de position relative directionnelle. Les principales m§thodes de classi cation °oue utilis §es
en traitement d'images sort dfcrites dans la partie 5.7. Nous pr§sernons ensuite quelques
systames°ous d'am@lioration d'image et de d§tection de contours dans la partie 5.8. Les
principaux aspects de la fusion d'images par des techniques °oues serort abordgesdans le
chapitre 8.

Dans toute la suite, on dgsignerapar S le domaine de l'image, typiquement Z? ou zz°
pour desimagesdiscrptes 2D ou 3D, et IR? ou IR® dansle cascortinu.

5.2 Repr @sentation de l'information spatiale

5.2.1 Objets °ous spatiaux

Nous appelonsobjet °ou spatial un ensentle °ou d§ ni dansle domaine de lI'image. Sa
fonction d'appartenance! (fonction de S dans|0; 1]) repr§sene I'impr §cisionsur la d§ nition
spatiale de I'objet (sesposition, taille, forme, limites, etc.). Pour tout point x de S (pixel ou
voxel), 1 (x) repr@sene le degr§ aveclequel x appartient g l'objet °ou.

Fig. 5.1 { Image IRM de cerveau (une coupe extraite du volume 3D) et 5 objets °ous
repr@sernant desstructures internesdu cerveau extraites de cette image (les valeurs d'appar-
tenancevarient de 0 g 1, du blanc au noir).

A titre d'exemple, une coupe d'une image de cerveau acquiseen imagerie par rgsonance
magritique (IRM) estmontr@esurla gure 5.1.et quelquesstructures internessort reprsenes
commedesobjets spatiaux °ous. Le °ou peut reprsener di®§rerns typesd'impr §cision, sur
la fronti gre desobjets (p causepar exemplede la r§solution spatiale et du volume patrtiel),
sur la variabilit § inter-individuelle de cesstructures, etc.

Une de cesstructures (v1 : vertricule lat®ral gauche) est reprsen$e sur la gure 5.2,
avec son support, son ®-coupe de niveau 0,5, et sa fonction d'appartenance sousforme de
graphe 3D.

La construction de cesensenbles °ous spatiaux peut etre e®ectede plusieurs manigres.
Une premigre m&thode consistep d§ nir la fonction d'appartenanced'un objet °ou g partir
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membership values

Fig. 5.2{ Un objet °ou (v1), sonsupport, son ®-coupe de niveau 0,5, et safonction d'ap-
partenancesousforme de graphe 3D (deux axesrepr§senent lescoordonn§esspatiales, et le
troisipmeles degs d'appartenancep la structure).

de la fonction d'intensit® | (les niveaux de gris) del'image : 8x 2 S; 1 (x) = F[(I1 (X)], ou F
estunefonction p d§terminer enfonction du problgme.Lesfonctions lesplus utilis §essort des
fonctions de normalisation ou desfonctions en S [260](ce qui revient g consid§rer quelespar-
ties clairesde I'image ont une appartenance§leviiep l'ob jet), desfonctions| (monomodales,
ellesassaiernt I'objet g une plage de niveaux de gris aux fronti gresimpr §cises),ou encoredes
fonctions multimo dales. Cesfonctions sort souvent d§termin§esde manigre supervis§e, mais
elles peuvert §galemen &tre apprises, par exemple g partir d'algorithmes de classi cation
automatique tels que les C-moyennes®oues [23] ou les C-moyennespossibilistes[201] (voir
par exemple[24] pour une revue desalgorithmes de classi cation °oue utilis §sen traitement
d'images, et la section5.7). D'autres caractristiquespeuvent etre utilis §es.Par exemple,l'en-
senble descontours d'une image peut &tre d&§ ni par un ensenble °ou spatial dont la fonction
d'appartenance est une fonction du gradient de I'image : 8x 2 S; 1(x) = F[(r 1 (X)], on F
est une fonction d§croissate du gradient. Sil'on disposede d§tecteursd'objets particuliers,
la fonction d'appartenance p cesobjets est alors d§ nie commeune fonction de la r§ponsep
cesdtecteurs(le casdesconours fait partie de cette cat§gorie). Par exemple,un d§tecteur
de routes peut fournir dans une image satellitaire une réponsed'amplitude croissarie avec
I'appartenancep la route. En n, desobjets °ous peuvert &tre d§ nis p partir d'une d§tection
pr&liminaire binaire desobjets, a n de tenir compte typiquemert desimpr§cisionspossibles
dansla dglimitation de cesobjets. On construit alors une fonction d'appartenancequi vaut 1
g l'int®rieur de I'objet g une certaine distance desbords, 0 p I'ext §rieur de I'ob jet §galemem
g une certaine distance des bords, et d§croissate entre cesdeux limites. Par exemple, on
peut mod§liser une zone d'impr §cision au bord de I'objet comme la zone comprise ertre
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I'@rod§ et le dilat® de cet objet, la taille de cesop$rations d§pendart de I'extension spatiale
de I'impr §cisionquel'on veut repr@serter. Si O estl'objet binaire de d&part, E"(O) son®rod§
detaille n et D™(O) sondilat® detaille m, la fonction d'appartenancep l'objet °ou peut étre
dgnie par:1(x) = 1six2 E"(0),1(x) = 0six2 Sj DM(0), et1(x) = F[d(x; E"(O))]
sinon, oy F est une fonction d&croissare de la distanced de x p E"(O).

5.2.2 Op#trations ensemblistes

Les op@rations ensenblistes entre ensenbles °ous spatiaux (intersection ou r§union de
deux objets °ous) sort e®ect@esp l'aide desopfrateurs °ous classiquesvus dansle chapitre
4 (t-normes et t-conormes [120, 124, 351]). Le r@sultat est alors encore un ensenble °ou
spatial. Une autre question qui peut se poser g propos des op§rations ensenblistes est de
savoir avec quel degi® une relation ensenbliste entre deux objets °ous est satisfaite. Ce
type d'§valuation intervient dans beaucoupd'op$rations spatiales, commeon le verra dans
les sections suivantes. Une des m$thodes les plus simples, et qui conduit en ggniral g de
bonnes propri§t§s, consiste p transposer terme g terme des §quations ensenblistes binaires
pour les g8n@raliser au °ou [57]. Typiquemen, un ensenble est remplach par une fonction
d'appartenance g un ensenble °ou, une intersection par une t-norme, une r@union par une
t-conorme, un symbole existertiel par un sup, etc. (voir la section 4.8 du chapitre 4). Par
exemple, X et Y @tant deux ensenbles binaires, I'§criture X \ 'Y 6 ; est §quivalente g
9x 2 S;x 2 X \ Y. Une transposition directe de cette §quation en termes °ous permet de
d® nir le deg® d'intersection entre deux ensenbles°ous ! et ° par :

Bint (4 ©) = supt[* (x);° (X)]; (5.1)
X2S

ol t estune t-norme. De manigre similaire, le degr§ d'inclusion de! dans® peut etre d§ ni
par :
(% o) = inf Tle* (x));° ()L (5.2)
X

oy T estune t-conorme et ¢ une compl§menation. L'inclusion °oue a §t§ formalis§e par de
nombreux auteurs, qui en proposen d'autres formes (par exemple[163, 184,310, 356, 199]).

Lesd® nitions ppartir dest-normeset t-conormesont detr gsbonnespropri§t§salg§briques,
mais ont l'inconv@niert de ne retenir qu'un point de I'espace,et ne sort donc pas toujours
adapt®esau traitement d'images. Par exemplepour le degr d'intersection, on peut obtenir
la méme valeur pour des objets °ous ayant desrecouvremers trps di®§rerts. Cette infor-
mation de recouvremen spatial peut &tre intro duite en mesurart le volume de l'intersection
desdeux ensenbles °ous, et on obtient par exemple:

MUGES)
min[V (*); V)l

it (% 0) =

(5.3)

ou le volume d'un objet °ou (ou sasurfaceen 2D) est calcul§ simplemert par sacardinalit §
°oue : X
V()= 1 (x); (5.4)

x2S

pour le casdiscret, et dansle cascortinu :
zZ

V()= 1 (x)dx: (5.5)

x2S
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Cette expressionest plus discriminante, ce qui est souhaitable pour certaines applications.
On en verra une utilisation dansla section 5.4 pour l'adjacence erntre deux objets °ous. La
forme donn@e par I'&quation 5.1 sera utilis §e pour les op§rations morphologiques dans la
section 5.3.

Pour les degis d'inclusion, ceux propoggs par exemple dans [163, 199] e®ectuen des
sommationssur tout l'espaceet prennert dont §galemen en compte I'extension spatiale des
objets.

Ainsi, pour des applications en image, la forme des mesureschoisiesest importante, et
son choix s'ajoute g celui dest-normes et t-conormes.

5.2.3 Ensembles °ous g®om@triques

Desobjets °ous particuliers peuvent &tre d§ nis, tels que despoints, droites, rectangles,
disques®ous. Nous en donnonsici les principales d§ nitions.

Des points °ous sort des extensions dans I'espace p n dimensions de nombres °ous,
considirs comme des points sur la droite r§elle selon[365], c'est-a-dire desensenbles °ous
de fonction d'appartenance semi-coriin ue, de valeur modale unique et corvexe [71].

Desdroites °ouesont §t® d§ nies dans[71] dansun espacebidimensionnel. Desextensions
dans desespacede dimension suprieure sort imm®diatesen suivant le mémeprincipe. Ce
princip e consiste p considgrer une forme analytique de droite classique,et p considgrer que
sesparamptres sort desnombres °ous et non plus desnombres classiques.La fonction d'ap-
partenanced'une droite °oue est alors calculfede manigre similaire au princip e d'extension.
Ainsi, si une droite du plan est d§ nie analytiguement sousla forme ax + by = ¢, on d§ nit
une droite °oue par safonction d'appartenance?  :

Ip(X;y) = supf®2 [0;1]jax+ by=c; a2t pgb2 15 C2 ey (5.6)

oula,lp etlc sort lesfonctions d'appartenancede trois hombres °ous.

Ce type de calcul peut etre appliqgu§ p n'imp orte quelle forme analytique de droite. La
“gure 5.3enmontre un exemple.ll s'§tend §galemen p desvari§t§sde dimension suprieure
commedesplans, et pn'imp orte quelle structure ggontrique dont on connéft une expression
analytique param@trique.

Des®quivalents °ous dela notion derectangleou plus ggnfralemen de polygonescorvexes
ont §t® propogisdans[283. Un rectangle °ou estun ensenble °ou s§parableet corvexe.La
sBparabilit® signi e que la fonction d'appartenance s'exprime commela conjonction de fonc-
tions sur chaque axe. La gure 5.4 en montre un exemple.

En n, un disque °ou estun ensenble °ou pour lequelil existe un point P de S tel que
la fonction d'appartenance! ne d§pendeque de la distancer g P, qui estalors le certre du
disque °ou. Le disque °ou est corvexe si et seulemen si * (r) est d§croissate. En g§nral
on supposeque le support de ! est born§. Les ®coupesd'un disque °ou corvexe sort des
disquesconcertriques. Si de plus  (r) a une unigue valeur modale (enr = 0), alors le disque
°ou corvexe est un point °ou. Deux exemplesde disques©ous, l'un cornvexe, l'autre non,
sort montr§ssur la gure 5.5.
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Fig. 5.3{ Exemple de droite °oue dansle plan, danslaquelle seulle paramgtre b est °ou (et
donn§ par ' 5 g gaude) dans|'§quationy = ax + b. Trois ®coupessort montr §es.

y
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Fig. 5.4{ Exemple de rectangle °ou dansle plan. N gauche: * et ! et quelques®-coupes.
A droite : reprseriation 3D du rectangle °ou.

5.2.4 Mesures g#om@triques d'ob jets °ous

Dans cette partie, nous donnons quelquesexemplesde mesuresgonftriqgues calcules
sur desobjets °ous.

Fig. 5.5{ Deux exemplesde disques°ous dans le plan. Celui de gaude est corvexe, celui
de droite ne l'est pas.
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L'exemple du volume a dja §t® mentionn§ plus haut.

Le p&rim ptre d'un objet °ou de fonction d'appartenance?! estd® ni par [285 :
4

p(*) = jr t(x)jdx: (5.7)
x2S

Dans le casdiscret 2D, cette expressionrevient p calculer la somme pond§ie deslongeurs

descourbesd@limitant les ®-coupes,les poids §tant la di®§rencedesvaleurs d'appartenance

entre deux ®-coupessuccessies.

La compacit § en 2D est d§ nie par [283]:

_ V().

p(*)?’
ou V dgsignele volume (ici en 2D, la surface) et p le p&§rimptre. On peut montrer que pour
desdisques°ous corvexes,onac(t) , 4—%/4, et donc la plus faible compacit§ est obtenue pour
desdisquesnets.

o) (5.8)

La hauteur et la largeur d'un ensenble °ou 2D sort d& nies comme le volume des
projections sur chacun desaxes.Par exemplela hauteur est d§ nie en 2D par [283]:
Z

h(*) = y[S)l(Jpl (x; y)ldy: (5.9)

Des notions simplesde parall §lisme entre droites °oues ont §t® intro duites dans [71] :
le degr§ de parall§lisme entre deux droites °oues est §galp 1 h oy h est la hauteur de
I'in tersection entre les deux droites °oues.

5.2.5 Mesures gBom@triques °oues d'ob jets °ous

Danslesd§ nitions pr§didertes, lesmesuresgfonftriquessort d§ nies commedesnombres
nets. Or silesobjets sort impr§cis,on peut s'attendre p ceque leurs mesuressoiert §galemen
impr@cises et donc d&§ nies commedesnombres °ous, qui peuvert &tre calculsselonle prin-
cipe d'extension. Ainsi, pour unemesureM (surface, p8rimptre, etc.) saforme °oue s'exprime
par :

8, 2IR"; M(*)(,)= sup ® (5.10)

M(te)=,

qui exprime le deg® avec lequel la mesureM appliqu§ep * vaut , . Par exemple pour le
volume, la d§ nition obtenue ainsi est §quivalente g la cardinalit® d'un ensentle °ou d§ ni
comme un nombre °ou dans [120]. Comme les ®-coupes sort enmb?t§es, leur volume est
d®croissam en ®, et donc le volume °ou a une fonction d'appartenance d§croissare (voir
“gure 5.6). Cette propri$§t® n'est pasvraie pour toutes les mesures(par exempleelle ne l'est
pas pour le p@rimptre, commele montre la gure 5.6 g droite).

Cetypedereprsenation esttrpsutile lorsque,dansdes$tapesult §rieuresde traitement,
on souhaite §valuer des propositions de la forme < la mesureest grande, petite, etc. >, ou
< grande >, < petite > sort desvaleurs de variables linguistiques. Ces $waluations peuvert
etre e®ectesen comparart les fonctions d'appartenance de la mesure ggonfitrique °oue
et cellesde la variable linguistique, par destechniques de compatibilit §, de similarit § ou de
< pattern matching >.
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Fig. 5.6{ Surfaceexprim§ecommeun nombre °ou, illustr §esur lesdisques®ous dela gure
5.5 et sur les structures du cerveau de la gure 5.1. En bas, p&rimptre °ou illustr  sur les
disques®ous de la gure 5.5.

5.2.6 Transformations g®om#@triques

Dans cette partie, nous d§crivons commen calculer des transformations ggonftriques
d'ensenbles °ous spatiaux, telles que destranslations ou desrotations.

Transformations nettes. Tout d'abord, noussupposonsqueseull'ensenble ptransformer
est°ou. Soit T une transformation g§onftrique quelconque(translation, rotation, symtrie,
homoth@tie). Nous supposonsque T est bien d§ nie, c'est-g-dire que les paramptres de la
transformation sort des nombres usuels. Soit ' un ensenble °ou dans S (en dimension
guelconque).La transformation de! par T estalors simplemert d§ nie par :

8x 2 S; T(M)IT ()] = *(x); (5.11)
ou de manigre §quivalerte :

8x2S; T()(x)=1[Tiix); (5.12)
Dans le casdiscret, T (x) peut ne pas appartenir g S (il ne cedncide pas forcgmen avec
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un point de la trame discrgte). Ce problgmeest §galemem rencorir § en traitement d'images
classique,et des m@thodes similaires d'interpolation peuvent &tre utilis §es.

Transformations °oues. Nousconsidgronsmaintenant quela transformation est§galemen
impr @cise,et que sesparampgtres sort cette fois desnombres °ous. Soit T la transformation
°oue, d§pendart de paramgtres py;:::pn, chacun d'eux §tant °ou. Soiert , les fonctions
d'appartenance d§ nissart les paramgtres p;. Nous notons Ty, .p, la tranformation nette
obtenue pour desvaleurs prcisesdes paramptres. La transformation d'un point y de S par
T estun ensenble °ou, dont la fonction d'appartenanceest:

822 S; T1(y(2) = _sup t[ p(P1); 2t p, ()] (5.13)
P1iPnTpyp n (Y)= 2

ol t est une t-norme.

Maintenant, §tendonscette d§ nition au casd'un point appartenant g un ensenble °ou
1. Lesvaleursd'appartenance? (y) doivert etre combin§esp cellesde* 1 (). Nous d§ nissons
alors la transformation de* par [61]:

8x2S; T(H)(x) = sélspt[l (V)i 1 (X)I: (5.14)

En pratique, le calcul n'est pas toujours imm@&diat. Une solution consistep appliquer direc-
temernt le princip e d'extension, mais le calcul peut en @tre tr gslourd. Une autre solution est
d'exprimer la transformation sousforme analytique g partir derepr@sertations paramétriques
des paramgtres °ous, de manigre analogueaux op$rations sur les nombres °ous de type L-
R. Mais de tels calculs ne sort pas possiblespour toutes les transformations, ni pour des
chatnesde traitement op les mémesvariables peuvert etre impliqu §esplusieurs fois. Dans
le cas discret, une autre solution a §t® propose dans [61] : le domaine de d§ nition de
chaque paramgtre peut etre discrtis§, et pour chaque valeur possible des paramptres, le
point correspondarnt ainsi que son degt® d'appartenance sort calculs par |'§quation 5.14.

5.3 Morphologie math §matique °oue

La morphologie math§matique [300, 301, 294]est une th§orielargemert employ§een trai-
tement d'images binaires et num@riques. Elle proposedestransformations non lin§airesuti-
lisesen Ttrage et am@lioration d'images,segmetation, mesures reconnaissancelesformes.
Puisqu'elle reposeessetiellement sur desconceptsensenblistes et despropri§t®salg@briques,
la morphologie math®matique appara’t commeune suite logique dansla s§rie desop@rations
manipulant I'information spatiale et de leur extensionau °ou. Un autre int§ret de I'extension
de la morphologie math&matique au °ou est que d'autres opBrateurs peuvert en tre d§duits
(adjacenceou distance par exemple) commeon le verra plus loin [45].

Les premiers travaux portant sur la morphologie math§matique °oue datent desann§es
80 et considiraiert simplemert les niveaux de gris d'une image comme une fonction d'ap-
partenance [160, 159 205 114, 115 253 ou n'utilisaient que des §fmerts structurants bi-
naires [283]. Ici, nous restreignons la pr§senation aux approches rellemen °oues, dans
lesquellesdes ensenbles °ous sort transform@s p l'aide d'@l@meris structurants °ous. Les
d@wveloppemerts initiaux peuvernt etre trouv®sdansla d§ nition de I'addition de Mink ovski
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°oue [121, 190]. Puis ce problgme a §t§ abord§ ind§pendammen par plusieurs auteurs
[53, 56, 57, 309, 97, 16, 273 311, 257. Nous nous attachons ici principalement aux quatre
op®rations de basede la morphologie math§matique que sort I'§rosion,la dilation, l'ouverture
et la fermeture, g partir desquellesde nombreusesautres oprations peuvert &tre construites
(les d§ nitions et r@sultats sort donnfsde manigre plus d§taill§edans[57] par exemple).On
serestreindra §galemem aux op§rateurs qui sort invariants par translation, et qui peuvert
donc s'exprimer g l'aide d'§@merts structurants translat§sen toutes les positions de l'image
(on pourrait aussiconsid§rer la d§ nition la plus g§nrale de la dilatation comme op@ration
croissarie qui commute avec la r§union ou le sup et I'§tendre au °ou, ou encorela notion
d'adjonction [106]).

Rappelonstout d'abord les d§ nitions desop@rations §§mertaires. On notera X (ou f)
I'ensemble (ou la fonction) p transformer et B (ou g) I'§®mert structurant ensenbliste (ou
fonctionnel). La dilatation dansl'espaceS est d§ nie par [300 294]:

Dg(X)=fx2SjBy\ X 6 ;g; (5.15)

ou By dfisignele translat$ de B au point X,

Dg (f)(x) = supff(y) jy 2 Bxg; (5.16)
Dg(f)(x) = supff(y) + a(yi x)jy2 Sg: (5.17)
L'@rosionest d§ nie par :

Eg(X)=1fx2SjBx ¥%Xg; (5.18)
Es(f)(x) = infff(y) jy 2 Bxg; (5.19)
Dg(f)(x) = infff(y)i olyi x)jy2 Sg: (5.20)

Dans les trois cas,l'ouverture et la fermeture sort d§ nies respectivemert par :
Xg = Dg[Es(X)]; (5.21)
XB = Eg[De(X)]; (5.22)

ou B d@signele symitrique de B par rapport g l'origine.

Par I'interm@diaire de sa fonction d'appartenance, un ensenble °ou peut &tre assimil§
g une fonction qui prend sesvaleurs dans [0; 1]. Cependart, le cas le plus ggnral d'une
op®ration sur un ensenble °ou avecun §l@mert structurant °ou ne peut pasétre simplemert
construit g partir de la morphologie fonctionnelle. En e®et, une dilatation d'une fonction
g valeurs dans [0; 1] par une autre donne en g&nral une fonction g valeur dans [0; 2]. En
revanche, dans les cas oy I'une desdeux fonctions ne prend sesvaleurs que dans f 0; 1g, on
peut demanderp la morphologie °oue de cadncider avec la morphologie classique.

5.3.1 D@ nitions

Les constructions de la morphologie math§matique °oue reposent sur desprincip esassez
classiquesd'extension d'op$rations binaires au cas°ou, soit g partir du princip e d'extension
ou par combinaison d'op$rations appliqu§essur les ®-coupes, soit par traduction directe
d'§quationsensenblistes en§quations°oues. Cesdi®§rertes constructions concernet surtout
la dilatation et I'§rosion,l'ouverture et la fermeture §tant toujours obtenuespar composition
de cesdeux op@rations.
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Morphologie °oue g partir des ®-coup es. Considgronsd'abord la m§thode reposart
sur une combinaison par int§gration des op$rations binaires appliqu§es sur les ®-coupes
[56, 54]. Soiert 1 et © deux ensenbles °ous d§ nis sur I'espaceS. La dilatation de! par °
s'obtient par :

Z.Z,4 Z,
8x2S; Do(1)(X) = Do, (1 -)(x)d&d = sup 1(y)d® (5.23)
0 0 0 y2(°e)x
De la m&me manigre, I'§rosionde * par © estd§ nie par :
Z,
8x2S; Eo(1)(x) = inf 1(y)d® (5.24)
0 ¥2(°e)x

ou (°@)x estla translation de °g (®-coupe de°) au point x. Cesd§ nitions garartissert que
Do() et Eo(*) sort les fonctions d'appartenance d'ensenbles °ous (prenant leurs valeurs
dans [0; 1]). Par construction, si © est binaire, cesd® nitions coincidert avec cellesde la
morphologie classique.

D'autres combinaisonssort possibles,de la m&émemanigre qu'un ensenile °ou peut etre
reconstruit de multiples manigresp partir de ses®-coupes.On peut ainsi d§ nir la dilatation
°oue par :

8x 2 S; Do(*)(X) = sgslomin[1 ():°lyi XL (5.25)
y

ou encore:
8x 2 S; Do(*)(x) = )?;JSF*L welyi x)I; (5.26)

et des®quationssimilaires pour I'§rosion, et en appliquant le princip e d'extension, on obtient
figalemen la formule 5.25. Contrairement g celles obtenues par int§gration, ces§quations
sort en fait descas particuliers de cellesobtenues par traduction formelle, d§ nies dans le
paragraphe suivant.

Morphologie °oue par traduction formelle g partir de t-normes et t-conormes.
Une autre m@thode de construction consiste g remplacer formellemert, dans les §quations
d® nissant les op@rations, les symboles binaires ou logiques par leurs §quivalents °ous. La
dilatation et I'@rosionsort alors construites p partir de degfisd'intersection et d'inclusion,
ainsi qu'ils ont §t® d§ nis dansle paragraphe5.2.2 (§quations5.1 et 5.2). Ainsi, la dilatation
°oue de! par © estd§ nie par :

8x 2 S; Do (*)(x) = supt[°(yi X);*(Y)I; (5.27)
y2S

ol t est une t-norme, et I'§rosion°oue de ! par ° estd§ nie par :
8x 2 S; Eo(1)(x) = inf TIeC(yi x)i* W); (5.28)
y
ou T estla t-conorme duale de t par rapport g la compl8mertation ¢ (la dualit® permet de
garartir la dualit® entre Do et Eo).

Cesformes de dilatation et §rosion°oues sort trps gBnrales, et plusieurs d§ nitions de
la litt §rature en sort des cas particuliers et correspondernt aux §quations 5.27 et 5.28 pour
di®Brerts choix det et T. Les d& nitions proposBesdans des cas particuliers d'@l§merts
structurants binaires sort aussiinclusesdans ce cadre plus g&nfral.

La construction desouvertures et desfermeturesest simplemert obtenue par composition
d'une ®rosionet d'une dilatation utilisant dest-normes et t-conormesduales.
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Utilisation de t-normes et t-conormes faibles. Si on remplaceles t-normes et les t-
conormespar des op®rateurs plus faibles (en g&nral non assaiatifs et qui n‘admettent pas
1 ou 0 comme §Bmert neutre), les §quations5.27 et 5.28 sort alors des g§nfiralisations des
d® nitions propostesdans[310]:

8x 2 S; Do (*)(x) = ?gspmax[oili NN BN (AR (5.29)

8x 2 S; Eo(*)(x) = ylgg min[1;, (1i *(y) +.Ci ) (5.30)

o, estune fonction de [0; 1] dans[0; 1] satisfaisart les 6 conditions suivantes: , (z) estune
fonction non croissane de z, , (0) = 1, , (1) = 0, I'8quation , (z) = 0 admet une solution
unique, 8® 2 [0; 5; 1], I'Bquation , (z) = ® admet une solution unique, 8z 2 [0; 1];, (2)+, (1j
z), 1.

La t-norme et la t-conorme faibles utilis §esdans cesd®§ nitions sort :
8(a;b) 2 [0; 1P t(a;b) = max[0; 1 , (a)i , (O)]; (5.31)
8(a;b) 2 [0; 1]2;T(a; b)=min[1,, (1 a+,(1i b]: (5.32)

Lecas, (z) = 1j z =, o(z) conduit p de vraies t-norme et t-conorme, correspondant aux
op®rateurs de Lukasiewicz.Dans le cas ggnfiral, cesd® nitions ont des propri®tfs beaucoup
plus faibles que cellesobtenuesp partir de vraies t-normes et t-conormes.

Morphologie °oue g partir dimplications r@siduelles. Une autre manigrede considgrer
l'inclusion °oue estde la d& nir p partir d'une implication :

(1) = inf Tmp[® (x);* (X)I: (5.33)

L'implication d® nie par [128]1 mp(a;b) = T[c(a); b)] permet de retrouver les d§ nitions de
la morphologie °oue g partir de t-normes et t-conormes. Les implications r@siduellesd§ nies
par :

I mp(a;b) = supf” 2 [0;1];t(a;") - bg; (5.34)
fournissert d'autres formesd'®&rosionet de dilatation, fond&essur I'inclusion °oue suivante :
I (°;1) = |r21£ supf" 2 [0; 1];t(°(x);™) - *(X)g: (5.35)

X

L'in tersection entre les deux typesde formes est obtenue pour dest-normes archim@diennes
ayant des §8merts nilp otents, typiquemert celle de Lukasiewicz. Des op@rations de mor-
phologie math§matique °oue ont §t® construites selon ce principe dans [97]. Un de leurs
avantagesessetiels est qu'elles conduisent g desouvertures et fermeturesidempotentes.

5.3.2 Propri §t8s

Le d€tail despropri§t®sde cesdiversesd§ nitions peut &tre trouv § dans[57], et lespreuves
dans [28]. Ici, nous rEsumonssimplemert les principales propri§t@s. Les d§ nitions g partir
de t-normes et de t-conormes satisfort le plus de propri§ts:

{ I'@rosion et la dilation (respectivemen l'ouverture et la fermeture) sort duales par

rapport g la comp@meration c;
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{ sil'§l8mert structurant estbinaire, onretrouvelesd§ nitions dela morphologiemath§matique

classique
{ lesop@rations sort compatibles avec les translations ;
{ ellessatisfort la propri§t§ de connaissancdocale (la valeur du r§sultat d'une op§ration
en un point ne d§pend que d'un voisinageautour de ce point, d§pendart du support
de I'§8mert structurant) ;
continuit® si la t-norme est continue (ce qui est le casle plus frgquen) ;
croissancede toutes les op§rations par rapport g l'inclusion ;
extensivit§ de la dilatation et anti-extensivit § de I'§rosionsi et seulemen si°(0) = 1
(cette cortrainte correspond g la condition que l'origine doit appartenir g I'&§@mert
structurant dansle casbinaire) ;

{ extensivit® de la fermeture, anti-extensivit § de I'ouverture et idempotencede cesdeux
op®rations si et seulemen si t[b;u(c(b);a)] - a, ce qui est satisfait pour la t-norme et
la t-conorme de Lukasiewicz;

{ la dilatation commute avecla r@union °oue, et |'§rosionavec l'in tersection;

{ propri®t® d'it §rativit § de la dilatation (sorte d'assciativit §).

Les d§ nitions obtenues par int§gration sur les ®-coupes satisfort moins de propri§tés:
I'extensivit § dela fermeture et I'anti-extensivit § del'ouverture, I'idemp otencede cesop§rations,
la comnutativit § de la dilatation avecla r§union et de I'§rosionavec!'in tersection et la pro-
pri®t® d'it §rativit § sort perdues.Les autres propri§t§ssort consenfes.

[t Wate WaanY

Pour lesd§ nitions obtenuesp partir de t-normes et de t-conormesfaibles, la plupart des
propri®t¥sne sort satisfaitesque dansle casop, = , o, pour lequel on retrouve une t-norme
et une t-conorme particuli gres.

Avec les d§ nitions obtenues g partir d'une implication r@siduelle,l'ouverture et la fer-
meture sort toujours idempotentes, l'ouverture est anti-extensive et la fermeture extensive.

5.3.3 Exemples

Quelquesd® nitions d'@rosionset dilatations °oues sort illustr §essur la gure 5.7, sur
desexemplessynth§tiques bidimensionnels.

Donnonsmaintenant une application r§elle,ou la dilatation °oue estutilis §epour mod§liser
desimpr@cisionsspatiales. Le problgme est celui de la reconstruction 3D de vaisseauxsan-
guins par fusion de donn§esangiographiqueset §tographiques[61, 268]. Le but de la fu-
sion est d'§viter les limites inh§rertes g chaque modalit® : la reconstruction 3D g partir de
deux projections angiographiquesest impr§cisep causedes hypothpsesqu'elle n§cessite et
la reconstruction g partir de coupes d'§tographie endovasculaire est limit §e par des fac-
teurs physiqueset n§cessiteigalemen des hypothpsessimpli catrices qui introduisert des
impr@cisions.La gure 5.8illustre un exemplede donn§es.

La fusion desdeux modalit §sn®cessitede recalertoutes lesdonn§esdansun mémerepgre.
Par exemple,la position de chaque coupe §cographique est d§ nie par trois paramptres de
translation et trois paramptres de rotation. L'estimation de cesparamptres est e®ectiie sur
desradiographiesde cortrdle. La reconstruction desdeux modalit §sdans le repgre commun
conduit g des corntradictions lors de leur fusion, qui proviennert desimpr®cisionssur l'es-
timation de tous les parampgtres. Au lieu de les considirer comme des nombres, nous les
mod&lisonscomme des nombres °ous. Lesimpr§cisionssur les paramgtres en translation et
en rotation sort nalement reprsenfs par des volumes °ous, qui d& nissert des §lfmerts
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Fig. 5.7{ lllustrations de quelquesd® nitions de dilatation et §rosion°oues sur un exemple
g deux dimensions. Premipgre ligne : ensenble °ou et §fmen structurant d§ nis sur IRZ,
dilatation et §rosionpar int§gration sur les ®-coupes; deuxipmeligne : dilatation et §rosion
avecla t-norme min et la t-conorme max, puis avec les op§rateurs de Lukasiewicz.

L\

Fig. 5.8 { Images utilis®espour la reconstruction. Coupe §dographique, radiographie de
contrdle (permettant de localiserla position et I'orientation des§dographies),angiographies
gaudhe et droite. Le cadre indique la zonedans laquelle la reconstruction serae®ect§e.

structurants °ous, autour de chaquepoint dela surfacedu vaisseaula dilatation °oue estun
bon outil pour introduire cesimpr®&cisionsde manigre cortrdl§e, et en présenant de bonnes
propri§t®s. Le fait que la dilatation commute avecla r§union permet de traiter globalemen
la surface du vaisseauconsidirie comme un ensenble de points, et la propri€t§ d'it §ration
permet d'intro duire successiemern lesimpr®cisionsen rotation et en translation. Si on ap-
pelle Vyin la surfacebinaire (sansimpr&cisions),et °5 I'impr §cisionen rotation p la position
X (cesimpr§cisionsvarient en e®etsuivant la position), un premier volume °ou est obtenu
par :
Lyp(x) = supfe{(x) jy 2 Voing:

Puis dansune deuxipme®tape, une dilatation par |'§l§mert structurant °, prenant encompte
les impr@cisionsen translation (ind§pendart de la position cette fois) est e®ectifie:

[ .
Vi = fDp.,ep(fX0) j X 2 Voing = Do, (V):
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La gure 5.9 reprsertie une coupe axiale du vaisseaureconstruit aux di®§rertes §tapes de
la m$thode (la m$§thode est en fait appliqu§een 3D directemert).

00

(@) (b) (c)

Fig. 5.9{ Coupe §dographique axiale du vaisseaureconstruit. (a) Reconstruction binaire.
(b) Reconstruction °oue incluant lesimpr®cisionsen rotation. (¢) Reconstruction °oue aprgs
dilatation par °, (cette reconstruction inclut toutes lesimpr®cisions).

Une fois que cette procgdureestappliqu@esur lesdeux modalit §s,lesdeux reconstructions
contiennent explicitement toutes lesimpr®cisionset ne sort plus contradictoires. Une fusion
conjonctive, typiguemert par un min, peut alors &tre e®ectde(voir chapitre 8), a n de trou-
ver un consensugerire les deux modalit§set de rduire lesimpr§cisions.La d§cisionbinaire
‘nale est obtenue par surface de partage des eaux (extension g 3D de la ligne de partage
deseaux[294]), qui permet d'obtenir une surfaceayant la topologie souhait§e (ici celled'un
cylindre) et passan paslespoints d'appartenance maximale au volume fusionn§. Le r§sultat
est illustr § sur la gure 5.10. Les cortradictions entre les deux modalit§s sort r@soluesde
manigre satisfaisarie : dans les r§gionsop les deux reconstructions binaires §taient consen-
suelles,le mémer@§sultat est obtenu. Lp op elles§taient en con’it, une position interm@diaire
est obtenue.

Fig. 5.10{ Superposition du volume °ou aprgsfusion et de la surface de partage deseaux
(en noir) sur quelquescoupesdu segmen vasculaire.

5.3.4 Conclusion et extensions

A partir des transformations de base pr&senesici, beaucoup d'autres peuvent &tre
construites, comme des transformations g@od®siques[46], des Ttres [311], des op®rations
par reconstruction, desmesuresde corvexit$§ [272], etc. Desapplications vari§escommencen
g voir le jour, soit en traitement d'images, soit dans d'autres domaines.Des applications en
analyse de donnesont par exemple §t§ d8veloppesdans [337. Les propri§tls de dualit§
des op®rations morphologiquesleur permettent d'etre utilis§espour d§ nir des op$rations
duales dans d'autres domaines, par exemple dans la th§orie des fonctions de croyance [39],
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dansla th§orie desensenbles approximatifs (< rough sets>) [47], ou en logique [52, 49]. En
traitement d'images et reconnaissancedes formes structurelles, la morphologie °oue four-
nit §galemem des outils puissarts pour d§ nir des relations spatiales dans des situations
impr@cises[45], commenous le verrons dans les sectionssuivantes.

5.4 Topologie °oue

Cette partie est d§dife p I'extension au °ou de notions de topologie simples, telles que
la connexit® ou l'adjacence, qui sort trgsimportantes en traitement d'images, p la fois lo-
calemen au voisinaged'un point, ou plus globalemert quand il s'agit de relations spatiales
ertre objets.

5.4.1 Connexit § °oue et voisinage

La notion de connexit§ est une notion de baseindispensableen traitement d'images, im-
pligu§edansnombre detransformations, de mesures(qu'elles soien topologiques,g§ontriques
ou morphologiques),de m&thodes d'analyse et de reconnaissancedont la ggnralisation au
°ou nfcessitedonc de d® nir une connexit§ °oue. De plus, c'est un outil important dgs
qu'il s'agit d'aller d'un endroit p I'autre dans desensentbles °ous, ce qui peut etre exploit®
pour d& nir des distances giod$isiques®oues [32] et une morphologie math&matique °oue
gfad@sique[46].

Plusieurs d§ nitions de la connexit °oue ont §t® proposfesdans la litt §rature, qui se
di®Brencient essetiellement par leur comportement vis-g-vis des plateaux de la fonction
d'appartenance [283, 338, 339]. Nous retenonsici celle de Rosenfeld[283, qui est la plus
utilis §e, et surtout qui a les meilleures propri§t®sdu point de vue de la reconnaissanceles
formes. On suppose que I'on travaille dans un espaceS discret et born§ (typiqguemert le
support d'une image), sur lequel une connexit§ discrate est d§ nie. Rosenfeldd$® nit le degr§
de connexit® entre deux points x et y d'un ensenble °ou ! par :

¢ (xy) = max[min *(xi)I; (5.36)

Ou Lyy = Xi1:Xp estun chemin de x; = X g Xy = y dans S, au sensde la connexit§
de basesur S. Le degr® de connexit® prend sesvaleurs dans [0,1]. En consid§rant les degi§s
d'appartenancecommeun relief sur S, ¢: (x; y) correspond g l'altitude minimale sur le chemin
gui vadex py endescendan le moins possible.On en d§duit la notion de composarte connexe
°oue assaiffep un point x commel'ensenble °ou de fonction d'appartenance:

8y2S; il(y)=c(xy): (5.37)

Le degr® de connexit® °ou a les propri§t§s suivantes :

1. ¢ estfaiblemert r@%xif : 8(x;y) 2 S%; ¢ (x;X) ., & (X;y) et ¢ (x;x) = (),

2. & estsymétrique,

3. & esttransitif, au sensde la max-min transitivit § :
8(x;2) 2 S% ©(x;2), maxyze[min(c: (x;y);a (y;2))],

4. ¢ (c;y) est obtenu en descendah le moins possible dans les valeurs d'appartenance
pour aller de x gy, et est li§ aux valeurs d'appartenance de x et y, en particulier :
c (X y) - min[* (x);* ()]
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Toujours en considirart la fonction d'appartenance! commeun relief, desnotions topolo-
giguespeuvert etre exprim@esen termestopographiques.Ainsi, un plateau estd§ ni comme
un sous-ensemle | de S tel que [282]: | est connexe (toujours au sensde la connexit§
discrpte d§ nie dans S), la fonction d'appartenance est constarte sur le plateau, et tout
voisin d'un point du plateau a un degr d'appartenance di®§rernt de la valeur du plateau.
| estappel§ < top > si savaleur est un maximum r§gional, et < bottom > si savaleur est
un minimum r§gional. L'ensenble °ou ! est connexe(au sensde la connexit§ °oue) si et
seulemen si il a un et un seul plateau maximum rgional. A partir de cesnotions, Rosenfeld
d® nit despoints simplesdans un ensenble °ou : un point x de S est simple si et seulemen
si il est simple dans|'®-coupe de niveau ® = 1 (X).

Danslesnotions pr@didertes, le voisinageutilis § est toujours celui de la topologie discrpte
ass@ifep S et p sa connexit§ §lfmenaire, donc un voisinageclassique.On peut §galemem
d® nir desvoisinages°ous, et d§ nir un degr® nyy aveclequel deux points x ety de S sort
voisins. Plusieurs d§ nitions ont §t§ propostes[104, 60], qui sort typiquemert desfonctions
d8croissares de la distance entre les deux points :

S . oU N = 1+ exp(i b
Y1+ d(xy) Y14 exph(dEWiL; )’

(5.38)

ou b et S sort deux paramgtres positifs qui contrdlent I'aplatissemert, la perte et la largeur
dela courbe. D'autres fonctions peuvert etre utilis §es,commedesfonctions en S par exemple.

5.4.2 Frontipre d'un objet °ou

La frontigre d'un ensenble binaire est d§ nie comme I'ensenble des points limites de
l'objet (frontigre interne) ou limites du comp@mertaire de I'objet (fronti gre externe). Si un
objet est °ou, il est naturel de considgrer que sa fronti gre est §galemem un ensentle °ou.
Sad§ nition peut etre obtenue simplemert en traduisant I'expression< un point appartient
g la frontipre (interne) si et seulemen si il appartient g I'objet et il a au moins un voisin g
I'ext @rieur de I'objet >. Ainsi, la frontigre interne bl d'un objet °ou ! est d§ nie par [60] :

8x 2 S; b (x) = t[t (x); supt[c(t )(2); Nyl (5.39)
z2S

ou t est une t-norme, ¢ une complmenation °oue, et ny, le degr§ de voisinageentre x et
z. Des notions similaires de fronti gre entre deux objets °ous ont §t§ propodesdans [104.
Cette d& nition dela fronti gre °oue peut §galemenm etre exprim§een termesmorphologiques,
puisqueles points de la fronti gre sort lespoints de I'ensenble qui ne sort pasdans son§rod®
(ou de manigre@quivalente qui sort dansle dilat® de soncompl§menaire). Cette constatation
conduit p la d§ nition suivante dansle cas°ou :

B (x) = t[* (x); D (c(*)(X)]; (5.40)

ou B¢ estun §8mert structurant §8mertaire, relatif soit g la connexit§ de basesur S, soit
A un voisinage°ou.

De manigre similaire, la fronti gre externe peut tre d§ nie par :

8x 2 S;bf(x) = t[c(* (x)); supt[t (2); Nk ]I; (5.41)
z2S
ou en termes morphologiquespar : bf(x) = t[Dg (* )(x); c(* )(x)].
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5.4.3 Adjacence entre deux objets °ous

Assez peu de travaux dans la litt §rature sort consacls p la d§ nition de l'adjacence
entre deux ensenbles °ous. Une premigre approche consistep d§ nir I'adjacenceentre deux
ensenbles binaires p partir de la notion de visibilit § d'un ensenble depuis l'autre, puis g
fitendre cette notion au cas®ou [286], mais pr&serne l'inconv@nient de ne pasetre symitrique
(la notion de visibilit § ne I'§tant pas). Une deuxipme approche consiste g s'appuyer sur la
notion de fronti gre des objets ou entre les objets [104, 60]. Nous donnonsici des exemples
relevant de cette deuxipme approche, en serestreignart au casdiscret, qui est le plus direc-
tement utilisable en traitement d'images. On supposedonc que S est muni d'une connexit$
discrpte ¢, d& nie par la variable bool§ennenc(x; y).

Rappelonsd'abord les d§ nitions de I'adjacencedans le casbinaire. Soiert X et Y deux
sous-enserlesde S. X et Y sont adjacerts on sensde la c-connexit§ si :

X\VY=; et 9x2X;9y2Y :n¢X;y): (5.42)

La frontigre interne de X @tant not§e @ = X | Eg.(X) (ou B est|'&®men structurant
#i®mertaire de la c-connexit§), une congquencede l'adjacence est que les points x et y qui
satisfort nc(x; y) appartiennernt nfcessairemeng @X et @ respectivemen. La d§ nition de
I'adjacencepeut §galemenm etre exprim$een termes morphologigues,de manigre §quivalerte,
par :

X\Y=; et Dg.,(X)\ Y6 ;; Dg.(Y)\ X 6 ;: (5.43)

Notons que pour 8viter les paradaxes topologiquesdus g l'utilisation de la m&me connexit§
pour tous les objets dans certainestopologiesdiscrgtes, il peut etre pr§ffrable de sparerles
objets et leur frontipre (et de les considirer avec des connexit®s di®frertes). Cela conduit
p des d® nitions de I'adjacence un peu di®8rertes, dont I'extension au °ou suit les mémes
princip es que ceux prsen®s ci-dessous.Elles sort d§taill§es dans [60] mais ne sort pas
reprisesici.

L'extension del'adjacenceau cas°ou peut doncetre e®ectedetrois manigresdi®grertes:
Soit en s'appuyant uniquemert sur la contrainte de connexit§, soit en utilisant §galemen la
contrainte sur la fronti gre, soit en s'appuyant sur la dilatation °oue. Le princip e de construc-
tion d®crit ici suit la m§thode de traduction formelle d§ja utilis §e pour les transformations
de morphologie math§matique (paragraphe 5.3), et utilise les d§ nitions de degsd'inter-
section d§crits dans le paragraphe5.2.2, de voisinage°ou (paragraphe 5.4.1) et de frontigre
d'objets °ous (paragraphe 5.4.2).

Utilisation de la seule contrain te de connexit §. G®&rfiraliser la d§ nition de l'adja-
cenceau °ou revient g e®ectuerune conjonction entre un degr® de non intersection ertre
les deux ensentbles °ous et un degr§ d'existence de deux points voisins. La conjonction est
exprim@e par une t-norme t, la non intersection par la compmertation ¢ d'un degr§ d'in-
tersection 1 i, , I'existence par un sup. On aboutit ainsi g la d§ nition suivante du degr§
d'adjacenceertre deux sous-enserbles°ous® et® de S :

Lag (5 2) = tfe(ine )(% ©);supsupt[* (x);°(y); nxyll: (5.44)
x2S y2S

Cette d§ nition est sym@trique, ce®ncide avec la d§ nition binaire si! et °© sort binaires et
Si Nyy = n¢(X;y), et estinvariante par transformations g§onftriques (pour les homothéties,
celasupposeque nyy soit aussiinvariant).
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La gure 5.11illustre le r@sultat obtenu avec cette d§ nition dansle cas1D. En utilisant
commedeg® d'intersection la hauteur del'in tersection (§quation 5.1), on obtient * 54 (%, ©) =
® = 0;,36et? 54 (4 Ofb = ®3 = 0; 35,doncdesvaleurstrgsproches.En utilisant le volume de
I'in tersection (§quation 5.3), la d§ nition rend mieux compte de la di®®rencede recouvremernt
desensenbles °ous, et on obtient 1 54 (; ©) = ® = 0,67 et 1 54 (% 0() = ® = 0;34, cequi
correspond mieux g I'in tuition.

Membership values

mu nu

nu'

0 \ \
Space coordinatt

Fig. 5.11 { lllustration de I'adjacence °oue, en utilisant di®®rertes d§ nitions du degr§
d'intersection.

La table 5.1 donne les degfs d'adjacence °ous obtenus entre quelquesstructures de la
“gure 5.1. Les r@sultats sort en accord avec ce qu'on peut attendre, d'aprgs un modple du
cerveau,donn@ par exemplepar un atlas anatomique. Cesr@sultats montrent que l'adjacence
°oue est une desrelations spatialesqui peut etre utilis e dans un systgmede reconnaissance
structurelle.

Objet °ou 1 | Objet °ou 2 | degt® d'adjacence | adjacencedansle
modgle (binaire)

vl v2 0,368 1

vl ncl 0,463 1

vl t1 0,000 0

vl nc2 0,035 0

v2 nc2 0,427 1

ncl t1 0,035 0

Tab. 5.1{ Degrisd'adjacence’ous erntre quelquesstructures du cerveau. Lesdegslesplus
Bleviissort obtenus entre lesstructures pour lesquelled'adjacenceest attendue, et desdegrs
trpsfaibles correspondert p desstructures non adjacertes.

Intro duction des contrain tes sur la frontigre. Sil'on rajoute la contrainte sur la
fronti gre, la d§ nition de l'adjacence °oue deviert :

Lag (% ©) = tlo(® in )(% ©); supsupt[d (x); B (y); nyy II; (5.45)
x2S y2S

99



obtenue simplemen en remplacant I'appartenancede x ety pt et © par leur appartenance
aux frontigresinternes des deux ensenbles °ous. Cette d§ nition a exactemern les mémes

propri§t®sque la prdiderte.

Expression morphologique. Selonle mémeprincipe, la d§ nition binaire de I'adjacence
exprim@ep partir de la dilatation setraduit par :

Yag (% °) = tleCine )(5 ©)itint (Dec();°); M ine (D (°); )] (5.46)

Cette expressionrepriserte la conjonction entre un degr§ de non intersection entre 1 et
° et un deg® d'intersection ertre un ensenble et le dilat® de lI'autre ensenble. L'§8mert
structurant B peut &tre choisi en fonction de la connexit§, ou comme un ensenble °ou,
reprsemant par exemplel'impr §cision spatiale (la distribution de possibilit® de la position
de chaque point). Les m&mespropri§tfs que cellesdesd® nitions pr@didertes sort v@ri §es.

5.5 Distances

L'int@rét desdistancesen traitement d'images est multiple et couvre plusieurs aspects :
distanced'un point g un ensenble, distance entre objets, distance entre deux points dansun
ensenble (au sensg§odsique). Le deuxipmetype de distance est largemert trait § dans la
litt ®rature sur les ensenbles °ous, avec une grande vari§t$ d'approchesdont seulemen cer-
tainessont bien adapt§esau traitement d'images.Lesdeux autresle sort beaucoupmoins.Les
distancesd'un point pun ensenble sort utiles en classi cation, dansles m§thodesde regrou-
pemert visant p former desr@gionsspatialement coh§rertes, en morphologie math§matique,
dans des problpmesde recalage,et sort §galemen impliqu §esdans certaines d§ nitions du
squelette. Les distances entre deux ensenbles apportent une information structurelle sur
l'image, en d§crivant l'arrangemert spatial m§trique des objets. Les distances entre deux
points d'un ensenble, ou distancesg§od§siquessort lesmoins abord§esdansle cas®°ou, mais
sort utiles lorsque les op@rations doivent €tre conditionn§esp un ensenble. Avant d'abor-
der successiemert cestrois types de distances, nous commercons par d§crire les diverses
repr@serations possiblesde distances.

5.5.1 Repr §sentations

Alors que dans le casd'ensenbles binaires, une distance est toujours repr§senepar un
nombre de IR™, dans le cas°ou, plusieurs reprsenations sort possibles.La reprsenation
sousforme de nombre estla plus courarte. Lesvaleurssort prisessoit dansiR™, soit seulemenmn
dans|[0; 1] lorsque les distancessort d& nies comme desdissimilarit §s °oues par exemple.

Silesobjets sort impr§cis,on peut §galemen considirer que lesdistancesqui les sBparert
sort impr@cisesAinsi une distance peut etre reprsen@esousforme de nombre °ou [122,284].
Dans [284], deux conceptssort intro duits. Le premier est celui de densit§ de distance, not§e
1(3; ©), et le secondest celui de distribution de distance, not®e ¢( 1; ©), les deux &tant des
ensenbles °ous sur IR* . Les deux fonctions sort relifespar la relation :

Z n
¢t °)(n) = . +(%; ©)(n%dn’ (5.47)
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La valeur prise enn par la distribution de distance ¢( %; °)(n) reprsene le degr§ aveclequel
la distance entre 1 et © estinf§rieure ou §galeque n, alors que la valeur en n de la densit§
de distance £(*; °)(n) reprsere le degi® avec lequel la distance est §galep n.

En n, la distance peut &tre reprisen$e par une variable linguistique. Cela supposeque
I'espacedesvaleurs est quanti §, avec une granularit § plus ou moins ne, en classessymbo-
liques telles que < proche >, < loin >, etc. [22, 202, 27], dont la smartique est d§ nie par
desensenbles °ous de IR* .

Du point de vue des propri§t§s, une distance est rigoureusemei une fonction positive,
Siparable, sym@trique, et satisfaisart I'in §galit$ triangulaire. En traitement d'images, toutes
cespropri§t¥sne sort pasforcEmert n§cessairesPar exemplepour la comparaisonde formes
au moyen de distances, ce sort surtout les propri®t®s de fonctions de similarit § qui sort
importantes. La propri§t§ de I'in §galit® triangulaire n'est pas toujours indispensable, par
exemple lorsque I'on compare un objet g un modgle, et on peut alors se restreindre g des
semi-nfitriques ou méme des semi-pseudorfitriques. En classi cation, on peut exploiter des
fonctions ne v@ri ant pasla s§parabilit® pour regrouper desobjets sBparfspar une distance
nulle, et ce sort alors les propri§t$s d'indistingabilit § qui sort importantes. Pour simpli er,
nous parlerons toujours de distance, mémedans le casde notions plus faibles.

5.5.2 Distance d'un point g un objet °ou

Nous nous posonsdans cette partie une question qui n'a §t® que tr gspeu trait §edansla
litt ®rature : quelle estla distanced'un point x de S gun ensenble °ou * d§ ni sur S ? Dansle
casbhinaire, la distanced'un point g un ensenble (compact) est classiquemen d§ nie comme
la distance minimale entre x et les points de I'ensenble. Il est souhaitable que la distance
°oue correspondarte d&pendede la distance euclidiennedg d® nie sur S, a n de prendre en
compte l'information spatiale dansle calcul de la distance. Desd§ nitions de telles distances
ont §t§ proposesdans|[31, 43].

Une premigre solution consiste g pond@rer la distance erntre deux points, de telle sorte
gue les points d'appartenance faible aient une importance moins grande dans le calcul du
minimum, par exemple:

d(x;*) = min[de (x; y)f (* (Y))]; (5.48)
y2S

ou f (t) estune fonction d§croissare det.

Une deuxigme solution consistep int§grerles valeurs desdistancesde x aux ®-coupesde

Zy
d(x;1) = min de (X; y)d®, (5.49)
0 Y2'e
ou p pond@rer cesdistancespar ® :
d(x;*) = sup [®dg (X; * e)l: (5.50)
®2]0;1]

Cette deuxipmeforme a de moins bonnespropri§t#s, puisquela distance obtenue esttoujours
cellede x au noyau de *.

Une autre approche consistep d& nir une distance °oue (qui ne soit pas seulememn un
scalaire), p partir de la dilatation °oue. L'avantage de cette approche est qu'elle utilise une
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formulation ensenbliste (et non analytique) de la distance, qui est plus facile p transposer
au °ou par un simple princip e de traduction terme g terme.

Dans le casbinaire et dans un espacediscret, la distance d'un point x g un ensenble X
est donnBe en fonction de la dilatation par :

ds(x;X)=0 , x2X (5.51)
de(x;X)=n , x2D"(X)et8n< n; x 2D"’(X) (5.52)
op D" estla dilatation par une boule derayon n certr §ep l'origine de S (et D%(X) = X) (voir
par exemple[64] pour une §tude desboules discrptes et des distancesdiscrgtes dans le cas

binaire). Pour ces§§merts structurants, la dilatation est extensive, et 8n°< n; x 2 D”O(X)
est §quivalert px 2 D" 1(X). L'€quation 5.52 est donc §quivalerte g :

x 2 D"(X)\ [D™ Y(X)]°; (5.53)

op AC est le compmertaire de A dans S. Cette expressionpuremert ensenbliste peut
maintenant @tre traduite en termes °ous, ce qui conduit g la d§ nition suivante du degr§
Hy1y(n) aveclequel d(x; ) est®galpn :

t)(©0) = 1(x); (5.54)
fay(n) = tDI()(); DI )] (5.55)

ou t est une t-norme, ¢ une compl8mertation °oue, et ° un §Emert structurant °ou, pour
lequel plusieurs choix sort possibles.Ce peut &tre simplemert la boule unit®, ou un ensenble
°ou reprsertant la plus petite ertit § spatiale signi cativ e danslimage avec sonimpr§cision.
Dans cecas,® doit valoir 1 pl'origine, a n de garder la propri§t® d'extensivit§ [57].

Les propri§t§s de cette d§ nition sort les suivantes [31] : si * (X) = 1, %4.)(0) = 1 et
8n > 0;%,.1y(n) = 0, et donc la distance est un nombre classique.Si* et ° sort binaires, la
d€ nition cedncide avec la forme binaire. L'ensenble °ou Hy1) peut etre interpr®§t® comme
une densit§ de distance, dont on peut dgduire une distribution de distance par intggration.
Enn, %y estun nombre °ou non normalis§ (dans le casdiscret ni).

La gure 5.12 prserte un exemple de nombre °ou .. )(n) pour deux points et un
ensenble °ou en dimension 1.

5.5.3 Distance entre deux objets °ous

Plusieurs distancesertre ensenbles °ous ont §t§ proposfesdans la litt §rature. Nous en
donnonsune pr§sertation qui, bien que s'inspirant directemert de celle proposiedans [367],
estadapt@eaux int§rets du traitement d'imageset reposesur lestypesd'informations pris en
compte dans les di®grertes d§ nitions. Une premigre classed'approches ne concerneque la
comparaisonde fonctions d'appartenance, tandis qu'une secondeclasseintro duit §galemen
desdistancesdans le domaine spatial. Dans la suite, on note * et © lesfonctions d'apparte-
nancede deux ensenbles °ous d§ nis sur I'espaceS (considgr§ discret danstout cequi suit).
On note d(%; ©) la distance entre cesdeux ensenbles °ous et dg (x; y) la distance spatiale
euclidienneentre deux points x ety de S (ind§pendammen de leurs degsd'appartenance
aux ensenbles °ous considirs). Les di®&rertes formesde distancesainsi que leurs propri§tés
sornt d§taill§esdans[43].
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Fuzzy set m d(x, m)

Membership values
o.ze 0.50 o.76
Membership values

s 0.50 0.75

s Xl

100 =0 40
Space coordinates Distances

1

Fig. 5.12{ Nombres °ous reprsenant +,. (* estreprisen§ g gauce) pour deux points
X di®Brerts.

Comparaison de fonctions d'appartenance. On trouve dans la premigre classe,ne
comparart que les fonctions d'appartenance, quatre approches di€grertes : fonctionnelle,
reposart sur la th@orie de l'information, ensenbliste, et s'inspirant de la reconnaissanceales
formes.

L'appro che fonctionnelle est certainemert la plus r§pandue. Elle est fond§e sur le
choix d'une norme L, ertre * et °, conduisart g la d§ nition ggr@rique suivante :

X
Ao 2) = [ 2001 CCOPIP di (5 °)= maxit ()i °(0i:  (5.56)
x2S

D'autres d§ nitions peuvert etre d&duites de la notion de similarit § °oue et de celle de
t-indistingabilit §. Btant donn®e une telle fonction de similarit® s, la fonction 1 s estune
ultra-m §trique. Ces notions connaisseh un grand d§veloppemert en intelligence arti cielle
(par exemple pour le raisonnemern par analogie) (voir par exemple [66] pour une revue
complgte de mesuresde comparaison). En traitement d'images, elles ont ®t§ utilis §espar
exempleselonune approche pyramidale dans[216].

Les premigres d§ nitions fond§essur la th §orie de linformation reposen sur la
d® nition del'entropie °oue E(*), dont une pseudo-distanceest d§duite par [219]: d(; °) =
JE(*) i E(°)j. Cette d& nition ne satisfait pasla condition de s§parabilit®. Cette propri§t§
peut &tre obtenue en travaillant dans I'espacequotient obtenu par la relation d'§quivalence
1 » 0  E@®)= E(°). Cependart une telle d8marce n'est pas bien adapt§e au traitement
d'images.En e®et,puisquel'entropie d'un ensenble pr&cis(binaire) esttoujours §galep z&ro,
deux structures binaires dansune image appartiennent pla mémeclassed'§quivalence,méme
si ellessont complptemert di®§rertes et quelle que soit leur distance dans S. Des mesures
d'entropie conditionnelles g une mesurede similarit § ont §t® propodfes,qui combinent cette
approche avec I'appro che fonctionnelle [352]. Elles ont §t® appliqu§esdans desproblgmesde
d€cision (en particulier pour I'§tude de questionnaires), mais, g hotre connaissancepas en
traitement d'images.Dans le mémeordre d'id §es,la notion de divergence®oue [26] (Qui peut
etre interpr§t§e comme une distance) a §t§ introduite comme un concept inspir§ de celui
d'entropie de Kullback [203 :

1 X

d; °) = iSi [Dx(* ©) + Dx(°:*)] (5.57)

x2S
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avec: 100 L
X - i ~(X),

5(x) + (1 *(x)) log 1 o0 (5.58)

Cette distanceestpositive, sym@trique, satisfait la propri§t§ de sBparabilit§, mais pasl'in §galit§

triangulaire.

Dx(% ©) = *(x)log

Dansl'appro che ensembliste , une distanceentre ensenblesous estconsidgrffecomme
une fonction de dissimilarit § entre ensenbles, exprim@eq partir de r§unionset d'intersections
°oues. On en trouve quelquesexemplesdans [367]. L'id §e qui pr@sidep la construction de
cesfonctions est que la distance doit etre plus importante si les ensenbles s'intersectert
faiblement. Mentionnons les exemplessuivants :

d °) = 1 E x2s Min[* (x);°(x)] |

T 2s maxt (x);° (X))’ (5.59)
A% 2) = 11 mgeminf® (x): 0l (5.60)
d(z; °) = r)pzasx max[min(t (x); 1i °(x));min(1j *(x);°(x))]: (5.61)

Notons que les deux dernigres d§ nitions sort respectivemert §quivalentes aux fonctions
1j j(1;°9)etlj max[N(*;°);N(°;1)] (op; et N sornt desfonctions de possibilit§ et de
n@cessi®) qui sort utilis$esen marquage adapt® °ou (< fuzzy pattern matching >) [132.
Elles ont un vaste domaine d'application, y compris en traitement d'images. Elles sort de
plus reli§esp la morphologie math@matique °oue, puisque( *;°) correspond g la valeur de
la dilatation de ! par © g l'origine, alors que N (*;°) correspond g la valeur de I'§rosionde
1 par ° pl'origine.

L'appro che de reconnaissance des formes consistep reprsener dans un premier
temps chaque ensenble °ou dans un espacede paramgtres °ous (cardinal, momerns, obli-
quit® par exemple)et g calculer dansun deuxipmetemps desdistancesentre vecteursde pa-
ramptres. Cette approche peut exploiter lesavantagesde certainesdesd® nitions pr&didertes,
par exemple en incluant des mesuresd'entropie ou de similarit & dans I'ensenble de pa-
ramptres.

Com binaison de comparaisons des fonctions d'appartenance et d'informations
spatiales. Dans la secondeclassede m$thodes, on cherche g inclure la distance spatiale
de dans la d€ nition de la distance ertre * et °. On trouve dans cette deuxigme classe
de distances des approches gonfitriques, morphologiques, et reposart sur la th§orie des
graphes.

L'appro che g@om@trique consistep ggnraliser I'une desdistancesclassiqguemen uti-
lisgesentre ensenbles binaires, telles que la distance minimale entre points les plus proches,
la distance moyenneerntre points les plus proches,ou la distance de Hausdor®.

Ces g#rralisations peuvent suivre quatre principes. Le premier consiste p considgrer
desensenbles °ous d§ nis dansun espacede dimensionn commedesensenbles binaires de
dimensionn+ 1 et utiliser alors desdistancesclassiqueshinaires danscet espacede dimension
suplrieure. Cependart, cette dBmarce est souvent peu satisfaisarte en traitement d'images
car lesn dimensionsde I'espaceS et la dimension desdegisd'appartenance (prenant leurs
valeurs dans[0,1]) ont dessigni cations complgtemert di®§rertes, et les traiter de la m&éme
manigre senble fortement criticable.
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Le deuxipmeprincip e estun princip e de fuzzi cation : soit D unedistanceentre ensenbles
précis, alors son §quivalernt °ou est d§ ni par :
Z4

d*; °) = . D(* @ °0)d®, (5.62)

ou par une sommediscrgte si les fonctions d'appartenance sort constartes par morceaux.
Par ce procgdg, d(t; °) h@rite despropri§t8sde la distance binaire choisie.

Le troisipme princip e consistep pond§rer les distancespar les fonctions d'appartenance.
Pour la distance moyenne, cela conduit p la d§ nition suivante :
P P :
w25, yas, de (G y) min[t (x);° ()]

di; ©) = . .
(%) x2s  y2s MIn[* (x);°(y)]

(5.63)

En n, la dernipre approche consistep d§ nir une distance °oue commeun ensenble °ou
sur IR™ au lieu d'un nombre pr&cis. Pour la distance minimale entre points les plus proches,
celadonne [284]:

d*; °)(r)=  sup  min[* (x);°(y)I: (5.64)
Xy ide (Xy)- 1
Plusieurs g@nralisations de la distance de Hausdor®ont §galememn §t§ proposfesselonle
meéme princip e [122].

Ces distances partagent la plupart des avantages et des inconvgnierts de la distance
binaire sous-jacete : les coOts de calcul peuvent etre trgs §levis (c'est d§ja le cas pour
plusieurs distancesbinaires); de plus, l'interpr§tation et la robustessed®pendert beaucoup
de la distance choisie, par exemplela distance de Hausdor®est tr gs sensibleau bruit (alors
gue la distance moyennene l'est pas) mais a desavantagesen particulier pour son utilit § en
morphologie math§matique.

Une appro che par tol §rance, propodie dans [217], combine les fonctions d'apparte-
nance et desdistancesspatialeslocales.Une di®§rencelocale ertre * et © enun point x de
S est d§ nie par :

dg(t °) = _inf jr(y)i °(2i; (5.65)
Y,:22B(x:¢)
ou B (x; ¢) estla boule ferm@ecertr §een x et de rayon ¢,. Ensuite lesfonctions de I'appro che
fonctionnelle sort red® nies pour introduire la tol®rance spatiale ¢. Par exemple, pour la
norme L, ona: 7

d( ) = [ _[eC °)]Pdx]=P: (5.66)

Plusieurs r§sultats sort dgmortr§sdans [217], en particulier des propri§t®#s de convergence.
Cette approche a une interpr$tation morphologique puisque le voisinageconsid§r§ autour de
chaque point peut etre interpr§t$ commeun §l$men structurant.

Une appro che morphologique , proposBedans[31, 43], consistep d§ nir une distance
commeun ensenble °ou sur IR* , fond8esur la dilatation °oue. Elle estissuede I'observation
que certaines distancesbinaires peuvent &tre exprimgesen termes de dilatation morpholo-
gique [300]. Nous donnons ici les exemplesde la distance minimum et de la distance de
Hausdor®.Dans le casbinaire, pour n > 0, la distance minimum dy erntre deux ensenbles
X etY peut etre exprim§epar :

dv(X;Y)=n, D"(X)\ Y6 ;etD"{(X)\Y=; (5.67)
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et I'expression sym@trique. Pour n = Oonady(X;Y) =0, X\ Y 6 ;. La traduction de
ces®quivalencespour desensenbles °ous * et t %donne, pour n > 0, la densit§ de distance
suivante :

(5 19(n) = t[fggt[l 0(X):D5‘(1)(X)]:C[§;JSIM[1 ); D)0 (5.68)

ety (4 19(0) = sup,,s t[t (X); 2 Yx)]. Cette expressionmontre commert lesvaleursd'appar-
tenancep ! % sort prisesen compte, sansutiliser le princip e d'extension. © dgsignel' §l6mert
structurant utilis § pour la dilatation.

La distance de Hausdor®est d§ nie par :

dn (X;Y) = max[supd(x; Y); supd(y; X)]: (5.69)
x2 X y2Y

Elle s'exprime en termes morphologiquespar :
dq (X;Y) = inffn; X p D"(Y) etY u D"(X)g: (5.70)

RN partir de I'§quation 5.70, on peut d§ nir une distribution de distance g partir de la
dilatation °oue :

€1 (5 19(n) = tlinf TIDS()(x); ot TN inf TIDE(900); ot G (5.71)

Ol C est une compl®mertation, t une t-norme et T une t-conorme. Une densit§ de distance
peut etre d§duite implicitement de cette distribution. Mais on peut aussiobtenir une densit§
de distance en traduisant les expressionssuivantes en termes °ous :

dy(X;Y)=0, X=Y; (5.72)
etpourn> 0:
du (X;Y)=n, X puD"(Y)etY pDYX)
et X 6uD" YY) ouY 6pD"i 1(X) : (5.73)
La traduction de ces®quationsdonne le nombre °ou suivant :
A4 (% 29(0) = tlinf T[ (x); c(* L): nf T 4x); o ()I; (5.74)
815 19(n) = tlinf TIDI()(); ot W) inf TIOI( Y(x); e (I

T(fgspt[l (x);c(D3 (2 Q(X))]:fgspt[l 00 (D 1) (5.75)

Cesd® nitions n'ont pasexactemert les mémespropri§t&sque leurs §quivalerts binaires.
Toutes les distances sort positives, dans le sensop leur support est inclus dans IR*. Par
construction ellessort sym@triquesen? et ! % La propri§t§ de sBparabilit® n'est pastoujours
satisfaite. Cependart, sit estnormalis§, on a pour la distance minimum =y (; 1)(0) = 1 et
# (% 1)(n) = 0pour n > 1. Pour la distance de Hausdor®,# (3; * 9(0) = 1 implique * = 1°
pour la t-conorme T de Lukasiewicz(T(a;b) = min(1;a+ b)), alors que celaimplique * et
1 Opinaires et 8gauxpour T = max. L'in §galit§ triangulaire n'est en gBriral pas satisfaite.
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Distance entre un modgle de v2 et :
cn2 V2 vl

I
Membership degree.
I I
Menbership degree.
I

Membership degraas

pistances | " " piastances Distances

ership degreas

Membership degreas

Tab. 5.2 { Distancesde Hausdor®ertre ensenbles °ous selonl'approche morphologique.

Quelquesexemplesde densitgsde distancessort illustr §sdansla table 5.2 (nombres °ous
obtenus par I'appro che morphologique pour la distance de Hausdor®et la t-norme min). Les
objets °ous de d€part sort quelquesstructures du cerveau ( gure 5.1) qui sort compargesg
un modgle de v2. Les valeurs non nulles obtenues pour v2 montrent les di®grencesentre la
structure dans l'image et le modple. Les autres r@sultats correspondert bien au fait que v2
est proche de cn2 et v1, assezoin de cnl et trpsloin de pl.

Selonune appro che de th §orie des graphes, une fonction de similarit § entre graphes
°ous peut induire une distance entre ensenbles °ous, si ceux-ci sort reprsensp un haut
niveau par une structure de graphe (le moyen le plus simple pour cela serait de consid§rer
la grille discrpte sur laquelle est d& nie I'image commeun graphe, mais cette repr@senation
serait assezpeu structur §e). Une telle distance porte typiquemert sur la comparaisong la
fois desattributs desn¥uds et sur ceux desarcs [226].

Discussion.  Pour desapplications de traitement d'images, la premigre classede m§thodes
(comparant seulemen les fonctions d'appartenance) est adapt$e g des applications o les
deux ensenbles°ous g comparerrepr§serient la mémestructure ou une structure issued'une
image et un modgle. Les applications ervisageablessort du domaine de la reconnaissanceale
formes g partir de modplesou g partir de recherche d'analogiesertre cas.

Au cortraire, les d§ nitions de la deuxipme classe,qui combinent l'information de dis-
tance spatiale g la comparaison des fonctions d'appartenance, sort beaucoup plus riches
et permettent une analyse des structures et des objets dans les imagesplus g@rrale, plus
complate et plus proche des problpmesd'image. Elles sort donc particuligpremernt promet-
teusesdps que la disposition topologique et spatiale des structures d'int§rét est importante
(c'est le casla plupart du temps, par exempleen segmetation, classi cation, interpr§tation
de s@nes,etc.). Les distancesde ce type peuvert fournir, comme application directe, des
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mesuresde con®it ertre ensenbles °ous qui soiert bien adapt®esp l'information spatiale des
images.

5.5.4 Distance g®od®sique dans un ensemble °ou

Dans cette partie, nousnousint®ressong la distanceerntre deux points d'un ensenfle °ou
1, dans une optique de g8n@ralisation de la distance ggad®siquebinaire, largemen utilis §e
en traitement d'images, en particulier en morphologie math§matique. L'id §e fondamertale
est de combiner de (x;y) g un deg mesurart g quel point un chemin ertre x et y reste
dans I'ensenble °ou t. La connexit® °oue ¢ [282, 283] (voir partie 5.4.1) est donc bien
adapt®e p ce propos. Dans le cas id§al, nous voudrions que la distance ggod§sique °oue,
pour conduire p descomportemerts et une interpr§tation satisfaisarts, v@ri e les propri§tés
de positivit §, symiitrie, sBparabilit§, I'in §galit§ triangulaire, que d. d§pende du plus court
chemin entre X et y qui < sorte > de! < le moins possible>, que d: tende verslin ni s'il
n'est pas possibled'aller de x gy sanspasserpar un point de deg d'appartenanceg® $§gal
g 0, que d: soit d§croissame par rapport gt (x), 1 (y) et &, que d: soit §galep la distance
gBodfisiqueclassiquesi ! est binaire. Plusieurs d§ nitions ont §t® propoffesdans [29, 32],
avec despropri§tBs di®Brerntes. Celle qui a les meilleures propri§tsest la suivante :

I(L3(X; y)) .
a(xy)

ou L5(x;y) estle plus court chemin entre x et y sur lequel ¢ soit atteint (ce chemin s'in-
terprpte commeune giod8siquedescendan le moins possibledanslesdegsd'appartenance),
et I(L5(x; y)) d&signesalongueur. Toutes les propri§t§srequisessauf I'in §galit§ triangulaire
sort satisfaites par cette formule. M partir de cette d§ nition, il est possiblede construire
une v@ritable distance, satisfaisart I'§galit§ triangulaire, sansperdre les autres propri§t§s,
mais qui n'est pas trgsop$ratoire en g§nral.

o (X; y) = (5.76)

5.6 Position relativ e directionnelle entre deux objets

Contrairement aux relations spatiales §tudi®esjusqu’'p présen, les relations de position
relative directionnelle (< g droite de >, < au-dessus>, etc.) sort des notions qui sort in-
trinspgquemen vagueset mal d§ nies, méme si les objets sort binaires. Ainsi il ne s'agit
plus simplemert d'@§tendre desd§ nitions bien formalisesau casd'ensenbles °ous mais de
formaliser de telles notions impr®&cises.Plusieurs travaux dans ce senspeuvert &tre trouv §s
dansla litt §rature.

5.6.1 Les principales appro ches °oues

Une despremigresapproches®oues a §t& propofBedans[197]. Elle reposesur la projection
desensenbles °ous sur un axe d§ ni par la direction p laquelle on s'int§resse(par exemple
I'axe x pour la relation < pgaucede>). La projection d'un objet de r§frencebidimensionnel
R fournit un ensenble °ou g une dimensiondonnart le degr§ aveclequelchaquepoint satisfait
la relation par rapport g R. L'§wvaluation de la relation d'un objet A par rapport au premier
est obtenue par la sommenormalis§e de cesdegs ponctuels, pond§rs par I'appartenance
de chaque point g la projection de A. Ainsi, si Af(x) et Rf (x) d®signen les projections
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normalisesdesensenles °ous A et R sur l'axe x, le degi§ aveclequel A estp gauche de R
estd® ni par : R R
S AT T Rf(y)dydx
a- Al(y)dy 11 R (y)dy

La plupart des m$thodess'appuiert sur une d§ nition linguistique de quelquesrelations
de base.En 2D, une valeur linguistique est reprsete par une fonction d'appartenance sur
l'intervalle [j ¥+ %4, et d&pend de l'angle p entre le segmen joignant deux points et I'axe
X [246, 19]]. Par exemple,la valeur < p droite de > (correspondant g un angle 0) peut etre
d® nie par :

1R uche(A) = 1R(A) = (5.77)

( H . Yao Y

Lo(W) = 8052(“) z:n*éﬁ i 2i+2 (5.78)
Lesrelations ! @ pour d'autres directions ® sort d§duites par simple translation sur[j ¥%+%
de cette fonction. L' §valuation d'une relation ertre deux objets sefait par comparaisonentre
cesvaleurslinguistiques et un calcul d'anglesentre les points desdeux objets. Ce calcul peut
prendre di®8rertes formes. Dans [202 191], seulsles certres de gravit® cr et ca desdeux
objets sort consid§ris(si les objets sort °ous, on calcule les certres de gravit § pond@rspar
les fonctions d'appartenance), et la relation dans une direction ® est $valu§e par :

L&(A) = L g(M(Cr;CA)): (5.79)

D'autres approches §vitent de r§duire les objets g un point et considarert I'histogramme
d'angles normalis§, calcul pour toutes les paires de points des deux objets. L'@valuation
d'une relation revient alors g comparer cet histogramme g I'ensenble °ou de la direction
d'int§ret. Cette comparaisonpeut sefaire en calculant I'ensenble °ous de compatibilit § ertre
cesdeux ensenbles °ous [245, 246], par une m§thode d'agrgation par moyennage[202, 191],
ou par pattern matching °ou [33]. Une extensionde I'histogramme d'angles, I'histogramme
de forces,a §t§ proposfedans[235],danslaquelle la cortribution de chaque paire de points g
I'histogramme est pond@r§epar une fonction de la distance entre cespoints, permettant ainsi
de donner par exemple plus d'imp ortance aux points proches. La valeur de I'nistogramme
pond§r§ vaut alors pour chaqueangle . :

X
HR(A)(W = MUESIDE (5.80)
a2R; b2A j u(ab)=n

ol ' estune fonction d§croissare, par exemple' (x) = Xir (pour r = 0, on retrouve I'histo-
gramme d'angles).

Parallplemen g cesapprochesqui passem dansdesespacesie repriseration d'objets de
dimensionplus faible (0 pour lescertres de gravit §, 1 pour lesprojections et leshistogrammes
d'angles en 2D, 2 pour les histogrammes d'angles en 3D), une approche complgtemernt
di®Brerte a §t® proposfe dans [33, 41, 42], ou le raisonnemen est e®ect@ complgtemert
dans l'espacede I'image S, par une m&thode morphologique. L'id §e est de d§ nir un en-
senble °ou dans l'espace repr@setant pour chaque point le deg avec lequel la relation
est satisfaite par rapport g I'objet de r§ffrenceR. Cet ensenble peut etre calcul§ par une
dilatation °oue (voir paragraphe5.3) par un §8mert structurant radial °, dont la fonction
d'appartenance en un point dcrdt en fonction de I'§cart entre les coordonn§esangulaires
de ce point et cellesd§ nissart la direction d'int§ret te, par exemple:

2
8P 2 S; °(P) = max[0; 1 —arccosOP tte
Ya kOPk

] (5.81)
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Cet ensenble °ou (spatial) correspond g une fonction de la visibilit § de chaque point de
I'espacedepuis I'objet dans la direction la plus proche de celle de la relation. 1l peut &tre
calcul® une fois pour toutes, pour une direction donn§e, et permet d'§valuer ensuite trgs
rapidemert le deg® aveclequel n'imp orte quel objet A satisfait cette relation par rapport g
R. Cette ®§valuation peut etre e®ecte par une m$§thode de pattern matching °ou, donnan
une $valuation sousforme d'intervalle [N;}], ou par une moyenneM :

N&(A) = XiggT[1 o(R)(X);1i Ta(X)]; | &(A) = fgspt[l a(R)(X);* a(X)];

1 X

Mg (A) = A

tft a(X);* e(R)(X)]; (5.82)
x2S

out estunet-norme et T une t-conorme.

Nous ne d§taillons pas ici les propri§ts de ces di®Brertes approches. Une di®§rence
notable, qui peut avoir descongquenceslgorithmiques importantes suivant lesapplications,
est que les approchesg partir d'histogrammes d'angles n§cessiteh un calcul d'histogramme
par paire d'objets qui permet d'§valuer toutes les relations souhaitfes,alors que la m§thode
morphologique n§cessiteun calcul de dilatation °oue par direction, et permet I'§valuation
de la relation de plusieurs objets g I'objet de r§frence.

5.6.2 Un exemple simple

Nous illustrons quelquesunesde cesd$ nitions sur les exemplesde la gure 5.13, dans
lesquelsles objets sort tr gssimplesmais satisfort clairemert plusieursrelations p desdegfs
divers.

. I <— Object A . I < Object B

Reference object (R) Reference object (R)

Fig. 5.13{ Deux exemplessimplesillustrant la ditcult § de donner une d§ nition en tout
ou rien de la position relative directionnelle erire deux objets.

La gure 5.14montre leshistogrammesd'anglespond§rspour le premier exemple.L'ob-
jet A est surtout g droite de R (angles proches de 0), mais satisfait §galemen d'autres
relations, et certaines parties sort presquesau-dessusde R. Lorsque r augmerte dans la

fonction ' (x) = Xi, la partie de A g droite de R pr&dominecar elle est la plus proche de R.

Lestables 5.3 et 5.4 montrent lesr@§sultats pour le premier exemple.Toutes les m§thodes
sort concordanes pour dire que A est surtout g droite de R, ce deg§ augmertant avecr.
Les valeurs absoluespeuvent &tre un peu di®grertes selonles approches, mais I'ordre ertre
lesvaleurs et le comportement ggnral restert les mémes.

Les tables 5.5 et 5.6 montrent les r&sultats obtenus sur le deuxipme exemple. Deux re-
lations principales (parmi les quatre $tudi®es) sornt satisfaites : p droite et au-dessus.La
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normalized frequency
1.0 —

0.75—

0.50 —

0.25

.p|

Fig. 5.14{ Histogrammesde forcespour I'exemple de gauche de la gure 5.13.Train plein :
r = 0, pointill §s: r = 2, tiret§s: r = 5.

\ Objet A par rapport g l'objet R |
Relation | Certre Agr@gation Compatibilit §
r=0|{r=2|r=5|r=0|r=2|r=5
Gauche 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
Droite 0,76 | 0,73 | 0,79 | 0,86 | 0,62 | 0,67 | 0,75
En-dessous| 0,00 | 0,00 | 0,01 | 0,01 | 0,05 | 0,06 | 0,06
Au-dessus| 0,24 | 0,27 | 0,20 | 0,13 | 0,38 | 0,33 | 0,25

Tab. 5.3{ Position relative de A par rapport p R ( gure 5.13), avecles m§thodesdu certre
d'inertie, d'agr@gation et de compatibilit §. Les histogrammessort calcul§spourr = 0,r = 2

etr = 5.

m$thode du certre d'inertie ne rend pas compte de la relation au-dessusce qui montre les
limites de cette approche trop r@ductrice. Comme la partie de B qui est au-dessusde R est
plus proche de R que la partie qui est g droite, lesvaleursde la relation g droite d§croissen
quand r augmerte alors que cellesde la relation au-dessusaugmertent. L'approche mor-
phologique met bien en §videncel'ambiguA® desrelations pour cesobjets. Des parties de B
satisfort complgtemert la relation au-dessusalors que d'autres parties ne la satisfont pasdu

tout.
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Objet A par rapport pl'objet R

Relation FPM Appro che morphologique
r=20 r=2 r=>5
Gaudhe | [0,00,0,00] | [0,00,0,00] | [0,00,0,00]| [0O,00,0,00]M = 0O;00
Droite [0,37,0,68] | [0,39,0,98] | [0,58,1,00] | [0,50,1,00]M = 0;81
En-dessous| [0,00,0,10] | [0,00,0,12] | [0,00,0,13] | [0,00,0,35]M = 0;05
Au-dessus | [0,32,0,63] | [0,02,0,61] | [0,00,0,42] | [0,00,0,73]M = 0;44

Tab. 5.4 { Position relative de A par rapport g R (gure 5.13), avec la m§thode de fuzzy
pattern matching (FPM) erntre les relations et les histogrammes, pour r

:O’r:

r = 5, et avec la m§thode morphologique (les intervalles [N;|] et la valeur moyenne sort
donn@s).

\ Objet B par rapport pl'objet R \

Relation | Certre Agr@gation Compatibilit §
r=0{r=2|r=5|r=0|r=2|r=5
Gauche 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,01 | 0,05 | 0,06 | 0,08
Droite 0,83 0,63 | 054 | 0,33 | 0,55 | 0,49 | 0,35
En-dessous| 0,00 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,27 | 0,26 | 0,15
Au-dessus | 0,17 0,34 | 0,43 | 0,66 | 0,45 | 0,51 | 0,65

Tab. 5.5{ Position relative de B par rapport p R ( gure 5.13), avecles m§thodesdu certre
d'inertie, d'agr§gation et de compatibilit §.

\ Objet B par rapport pl'objet R |

Relation FPM Appro che morphologique
r=20 r=2 r=>5
Gaudche | [0,00,0,06] | [0,00,0,10] | [0,00,0,11] | [O,00,0,44]M = 0;02
Droite [0,34,0,81] | [0,10,0,75] | [0,00,0,39] | [0,29,1,00]M = 0O;81
En-dessous| [0,00, 0,28] | [0,00, 0,26] | [0,00,0,11] | [0,00,0,60]M = 0;11
Au-dessus | [0,19,0,66] | [0,25,0,91] | [0,61,1,00] | [0,00,1,00]M = 0;52

Tab. 5.6 { Position relative de B par rapport p R ('gure 5.13), avec la m§thode de fuzzy
pattern matching (FPM) ertre les relations et les histogrammes, et avec la m§thode mor-
phologique (les intervalles[N;|] et la valeur moyennesort donn§s).
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5.7 Classi cation °oue

Nous pr§serions dans cette partie les principales m$§thodes de classi cation. Outre leur
utilisation directe pour desproblgpmesde classi cation, ellessort souvent utilis §espour esti-
mer desfonctions d'appartenance dans des espacede caract®ristiques.

Le principe de la classi cation °oue est d'a®ecterun §fmert g classernon pas g une
classecomme dans les approches classiques,mais p toutes les classesavec un certain degr§.
Cette approche permet de prendre en compte facilemert lestransitions doucesertre classes,
l'ambigu#t§, I'appartenance partielle g plusieurs classes.La classi cation nette est un cas
particulier dans lequel chaque §8mert a un degr d'appartenance non nul (et §galp 1) p
exactemen une classe,et un degr§ d'appartenance nul g toutes les autres.

5.7.1 C-moyennes °oues

La m&thode de classi cation la plus populaire est appelfe C-moyennes °oues [23] et
gBnBralise la m§thode classiquedesk-moyennes[137, 136].

Soit X un ensenble d'§8merts p classer(d§ nis dansun certain espacele caract@ristiques)
et P = fCy;Cy;::;; Ccg l'ensenble de classegle nombre de classesC est x §). Une partition
°oue est d® nie par :

1. 8x; 2 X; 8Cj 2 P; 1 2[0;1], optj dsignele deg d'appartenancede I'§l§mert x;
p la classeC; ;
2.8 2 X; oty =1,
P
3.8 - C;0< [N 1j <N, ouN estle cardinal de X .

Comme pour les k-moyennes,le princip e des C-moyennes®oues est de mettre g jour de
manigre it§rative les certres des classesm; (moyennes)et les degrs d'appartenance aux
classesCesit§rations visent p optimiser un critgred'erreur quadratique pond@r§ qui s'§crit :

Im = i i omyjjZs (5.83)
j=1 i
ou la norme estd® nie dansl'espacedescaractristiques,et m estun paramptre dans]1;+1 |

appel® facteur de °ou. Cette optimisation est faite sousla cortrainte d'obtenie une patrtition
°oue.

A chaqueit@ration, les degfsd'appartenance qui minimisent le critgre sort :

1
i = 7 (5.84)
[lel mi jj ]mi 1
ixii mjjp)
et les certres de classessort donn§spar :
1 m
- ij X

i

La matrice de dispersion de la classeC; estd§ nie par :

X
Mj= 20 m)(x i omp)h (5.86)
i=1
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et la dispersion intra-classespar :

M=" M (5.87)

Il est facile de v@ri er que la fonctionnelle J, estla trace de la matrice de dispersion M .

L'algorithme desC-moyennes®oues s'§crit alors :
{ initialiser les certres de classe,
{ it@rerla sfquencesuivante :

1. calculerlesdegrsd'appartenancede chaquepoint pchaqueclasseselonl'§quation
5.84),

2. calculer les nouveaux certres desclassesselon!|' §quation 5.85.

{ arréter lesit®rations lorsque la partition ne change plus ou lorsque la d§croissancede
la fonctionnelle deviert suxsammert faible.
Cet algorithme corvergevers un minimum local de la fonctionnelle [23], ce qui n§cessite
d'avoir une initialisation pastrop $loignede la solution.

Considgrons un exemple ou I'espace de caractgristiques est de dimension 1 et oy I'on
cherche deux classeslLa gure 5.15montre l'allure desfonctions d'appartenance. Cesfonc-
tions deviennert de plus en plus prochesde fonctions binaires lorsque m tend vers 1 (‘gure
5.16).

class 1 class 2

0.50 0.75
| |

membership values

0.25
|

mi m2

.00

Fig. 5.15{ Allure desfonctions d'appartenance obtenues par les C-moyennes°oues pour
deux classesde certres x = 1 et x = 2 et pour m = 2.

Ces gures illustrent un desprincipaux inconvgnierts de cette approche : si la forme des
fonctions d'appartenance est intuitiv emert satisfaisarte g proximit § des certres de classes,
enrevanche elle ne l'est plus quand on s'en$loigne.A causede la cortrainte de normalisation
des degffis d'appartenance, la fonction s'annule au niveau du certre de l'autre classepuis
recommencep crottre. Elle n'est donc pas d§croissame en fonction de la distance au certre
de la classe.Cet e®etest ampli & dans les casop le nombre de classesest plus grand. Un
exempleavec trois classesest illustr § gure 5.17.
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m=1.4

m=2

0.75
|
0.76

m=4

o.50
membership values
0.60

membership values
0.26

0.25
|

Y
N

© 333

Fig. 5.16{ Fonctions d'appartenance obtenuespour deux classesde certres x = 1 et x = 2,
pourm= 1;4,m = 2etm = 4. A gauche: fonction d'appartenancep la classeC;. A droite :
le terme * 1 de la fonctionnelle Jy,.

0.75
|

class 1

0.50
|

class 2

class 2

membership values

a.zs
|

class 2

class 1

oo
3

Fig. 5.17{ Exemple p trois classesdecertresx = 1,x = 1;1 et x = 2.

5.7.2 C-moyennes possibilistes

Les C-moyennes possibilistes §vitent cesinconvgnierts en rajoutant un terme dans la
fonctionnelle et en abandonnart la corntrainte de normalisation [201]:

x X L, XX - -
J = i myjic+ i @i ) ixi i myjic (5.88)
j=1i=1 j=1 =1

Les degsd'appartenance devienner alors :

1
1ij = - (5.89)
1+ Uxii mjji2miT
i

Le parampgtre “; cortrdle la d§croissancede la fonction d'appartenance g la classeC; en
“xant la distance au certre de la classepour laquelle le degr§ d'appartenance vaut 1/2. Le
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paramptre m contrdle le °ou commedansla m§thode prédiderte. Cette fois lesfonctions ont
une forme qui correspond mieux g l'intuition puisqu'elles sort d§croissates en fonction de
la distance g la classe('gure 5.18).

0.75
|

Classe C1 Classe C2

0.50

membership values

0.25

m2

<]

AA,//’////////;:
I
o 0.6 1.

°
o

Fig. 5.18{ Fonctions d'appartenanceobtenuesavecles C-moyennespossibilitistes pour deux
classede certresx = 1letx = 2,avecm=1, 1= 0;5et "5, = 0;25.

Cette approche permet aisgmert de d§ nir un rejet en ambigu&§ (si les valeurs d'aparte-
nancep deux classessort trop proches)et un rejet en distance (si les degfsd'appartenance
g toutes les classessort trop faibles).

La d§termination de " estun problgmeditcile. Dans[201] deux solutions sort proposies
pour d§terminer cesparamgtres g partir desdonnges:

1. l'une utilise la dispersion:
PN, o0
Lo = i DX mi)
J - r

i=1 tij
2. l'autre utilise les §chartillons de la classedont la fonction d'appartenance est plus

grande qu'une valeur donn§e®:
P . "
i2f 15 g, lIXi 0 My

FLij Oel

s

j =

ou f1j g, designel’®-coupe de* .

5.7.3 k-plus pro ches voisins °ous

La m$thode desk-plus prochesvoisins (kppv) [92] a §galemen §t§ §tendueau °ou [134).

Dans le cashbinaire, I'appartenance (binaire) d'un point X g une classei peut s'§crire de
la manigre suivante :

X
Lixx) = UL ti(x5)] (5.90)
j=1
avec J )
_ 1 sit> 3
v = 0 sinon ’
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Il suxt alors de remplacer la fonction d'Heaviside par une fonction douce pour §tendre
la m§ithode au cas°ou :

1
1i(x) = (5.91)
| 1+ explE(5i ti(x)]
avec
XK
ti(x) = i(x)
i=1
ou encore,en tenant compte desdistancesaux voisins :
X d(X; X;
b0 =" et , (15X
m

j=1
Le paramptre by permet de cortrdler le °ou, et peut &tre d§ ni par exempleen fonction de
I'entropie °oue :

X

b =H()= [*i(x)log(*i(x)) + (Li *i(x))log(1i *i(x))]:

X

X|H

5.8 Opétrations locales d'am §lioration ou de d$tection

Nousregrouponsdanscette partie lestechniqueslocalesde ltrage au sensle plus g&nral,
visant g am@liorer le cortraste de l'image, g supprimer le bruit, g extraire les contours,
etc. Notons que cesbuts sort tous bien di®§rerts et souvent cortradictoires. Cependan,
les princip es des techniques sort similaires, et peuvert &tre regroupfs en deux classes: les
techniguesd'optimisation fonctionnelle d'une part, et lestechniquesg basede rpglesd‘autre
part. Ces aspects §tant d®ja largemert d§wveloppis dans d'autres ouvrages (par exemple
[24, 207, 332 11]), nous n'en donnonsici que les grandeslignes.

5.8.1 Appro ches fonctionnelles

Ces techniques consistert g minimiser ou maximiser une fonctionnelle, qui peut &tre
interpr§tfe comme une repr@senation analytique d'un objectif. Par exemple, rehausserle
contraste d'une image seloncette technique revient g diminuer la quartit § de °ou de l'image.
Celapeut etre e®ect par une simple modi cation desfonctions d'appartenance(par exemple
par desop@rateurs d'intensi cation), par la minimisation d'un indice de °ou tel que I'entro-
pie, ou m&émepar la d§termination d'un seuil optimal (par exempleau sensde la minimisation
d'un indice de °ou) qui poussele rehaussemehjusqu'p la binarisation de la fonction d'appar-
tenance[261, 262]. D'autres m§ithodes consistert simplemert g modi er les Itres classiques
(m®&dian par exemple) en incorporant desfonctions de pond§ration °oues [208].

5.8.2 Techniques p base de rpgles

Les techniques p basede rpglesreposert sur des modplesid§aux (de Ttres, de contours,
etc.). Cescasid§aux ®tant raremert rencortr §s,desvariations et des$§cartspar rapport pces
modglessort permis gracep desrepr§sertations °oues de cesmodgles,sousforme de rggles
°oues.

Par exemple,un op$rateur de lissagepeut &tre exprim@ par [287, 288]:
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Sl un pixel est plus fonc que sesvoisins
ALORS augmenter son niveau de gris

SINON Sl le pixel est plus clair que sesvoisins
ALORS diminuer son niveau de gris

SINON le laisserinchang§

Dans cette reprisenation, lestermesenitaliques sort d§ nis par desensenbles °ous ou des
opBrations °oues. Typiquemert les caract®ristiques de niveaux de gris sort d§ nies par des
variables linguistiques dont la sgmartique est constitu§ed'ensenbles °ous sur l'intervalle de
niveaux de gris de I'image. Les actions sort desfonctions °oues appliqu§esaux niveaux de
gris et aux pixels. La mise en %uvre de cesrpglesn’est pas spci que au traitement d'images
et est exactemer la mémequ'en logique °oue classique(voir chapitres 1 et 4).

Les rpglessort parfois simplemert une reprseration di®§rerte de m$thodes fonction-
nelles. Par exemple,si I'on reprserte un d§tecteur de contours par :
Sl un pixel appartient au contour

ALORS augmenter beaucoup son niveau de gris
SINON  diminuer beaumup son niveau de gris

Il estclair quele r§sultat nal estuneimageoyu le niveaude gris de chaque pixel est une fonc-
tion croissarte du gradient de I'image en ce pixel, ce qui est §quivalent p une repr§sertation
fonctionnelle.

Des rpglesplus complexespeuvert &tre trouv®es, par exemple dans [206, 269], od un
d#tecteur de contours est exprim® par une srie de rpglesimpliquant le gradient, la sym§trie
et la raideur du contour. Dessystgmesde rpgles®oues ont §galememn §t§ proposispour relier
desmorceauxde contours, en fonction de critgresde proximit § et d'alignemert.

Un des avantages de cette approche est que la repr§senation est proche de l'in tuition,
ce qui permet en particulier de construire assezfacilemert des op®rateurs adaptatifs. Par
exemple, des rgglespeuvent permettre de d§cider en fonction du contexte local quel type
d'op®rateur appliquer.
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Chapitre 6

D& nitions g®#n%rales de la fusion
d'informations

La fusion est devenue un aspect important de traitement de l'information dans plusieurs
domainestr psdi®grerts, danslesqueldesinformations g fusionner, lesobjectifs, lesm$§thodes,
et donc la terminologie, peuvert varier beaucoup, méme si les analogiessort §galemem
nombreuses.Ce chapitre vise p pr§ciserle contexte dela fusion dansle domainedu traitement
et de l'interpr@tation desimages, p prciserles conceptset g dgagerdes d§ nitions. Les
splici cit §sde la fusion en image serort pr§cigesdans le chapitre suivant.

6.1 Choix d'une d® nition

Nous considgronsici toujours un senslarge du terme < information >. En patrticulier, il
couvre f la fois desdonn§es(par exempledes mesures,desimages,dessignaux, etc.) et des
connaissanceqsur les donnes,sur le domaine, sur des cortraintes, etc.) qui peuvert etre
gBnBriquesou splici ques.

La d& nition de la fusion d'informations que nous utiliserons dans toute la suite est la
suivante :

D@ nition 1 La fusion d'informations consiste g combiner desinformations issuesde plu-
sieurs sourcesa n d'améliorer la prise de dcision.

Cette d§ nition, issueengrandepartie desdiscussionamenesau seindu groupe detravail
sur la fusion d'informations du GdR-PRC ISIS?, est su+sammert g&rirale pour englober la
diversit§ desproblgmesde fusion quel'on rencortre entraitement desimages.Sonint§rét est
gu'elle estfocalisgesur les§tapesde combinaison et de d§cision,cesdeux op§rations pouvant
prendre desformes di®Brertes suivant les problpmeset les applications.

Pour chaquetype de problpmeet d'application, cette d§ nition pourra &tre plus spici que,
enr@pondant g un certain nombre de questions: quel estle but de la fusion? commert s'ex-
prime la dfcision? quelles sort les informations g fusionner? quelles sort leurs origines?
quelles sort leurs caract®ristiques (incertitude, relations entre les informations, g&nriques

Thitp ://www-isis.enst.fr
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ou factuelles, statiques ou dynamiques, etc.) ? quelle m§thodologie choisir ? commert $valuer
et valider la m$§thode et lesr@§sultats? quellessort lesditcult §sprincipales, leslimites ? etc.

Situons cette d§ nition par rapport p cellesproposfespar quelquesautres groupes de
travail qui ont structur ® le domaine de la fusion d'informations.

La d§ nition 1 estun peu plus spBci que que celle proposfe par le groupe de travail eu-
ropBen FUSION [51], qui a travaill§ sur la fusion dans di®§rerts domainesde 1996 a 1999,
La d€ nition g@rfrale retenue dans ce projet est : regrouper desinformations issuesde plu-
sieurssourceset exploiter l'information regroupea n de r§pondre g desquestions, prendre
des dicisions, etc. Dans cette d§ nition, qui est §galemen focalisfe sur la combinaison et
les buts, les buts s'arrétent souvent avant I'§tape de d§cision, et ne sort pas restreints g
lam@lioration de l'information globale. lls incluent par exemple I'obtention d'un point de
vue global, par exemple dans les problgmesde fusion d'opinions ou de pr&frencesde per-
sonnes,qui est un desthpmesabord§sdans ce projet, mais qui sort du cadre de ce cours. ICi
l'am@lioration de la connaissancdait r§ffrenceau monde tel qu'il est, et non au monde tel
gu'on voudrait qu'il soit commec'est le casen fusion de pr§frencespar exemple.

Un des premiers e®orts notables d'§claircissemeh du domaine a §t§ e®ect§ par le
groupe de travail sur la fusion de donn§esdu < Joint Directors of Laboratories > (JDL),
du dg§partemert de la d§fenseUS. Ce groupe a §t® cri§ en 1986 et s'est attach§ p préciser
et codi er la terminologie de la fusion de donnfesdans une sorte de dictionnaire (< Data
Fusion Lexicon >) [1]. La m#&thode proposie est d§dife essetiellement g desapplications de
d&fense(telles que la poursuite de cibles, la reconnaissanceet l'identi cation automatiques
de cibles) et est focalisBe sur lesfonctionnalit §s,enidenti an t desprocessusdesfonctions et
destechniques [171]. Elle insiste sur la description d'une hirarchie d'§tapes de traitement
dans un systgme. La d€ nition que nous utilisons ici s'opposep celle du JDL et choisit un
autre point de vue, en s'attachant plus g la description des m$§thodes de combinaison et
de dgcision qu'p celle d'un systgme. Elle est mieux adapt@e p la vari§t® des situations qui
peuvent &tre rencortr §esen traitement d'images. Elle est en ce sensplus gnfirale.

Un autre groupe de travail europende 'lEARSeL (Asscciation of Remote SensinglLa-
boratories) a §tendu la d§ nition du JDL au domaine plus g&nral de I'imagerie satellitaire
[345] : la fusion de donn§esconstitue un cadre formel dans lequel s'expriment les donn§es
provenart de sourcesdiverses elle vise p I'obtention d'informations de plus grande qualit®;
la d§ nition exacte de < plus grande qualit® > d§pendra de I'application. Cette d§ nition
englobe la plupart des d§ nitions proposfespar plusieurs auteurs en imagerie satellitaire,
qui sort regroupBesdans [345]. La d§ nition 1 va plus loin que celle-ci, jusqu'p la d§cision.

La fusion peut &tre comprisedansun sensplus ou moins large. D'autres conceptstels que
I'estimation, la r@vision, 'asscciation de donn§es,la fouille de donn§essort parfois considgr§s
commedes problgmesde fusion dans un senslarge du terme. Pr§cisonscesconcepts:

Fusion et estimation L'estimation vise p combiner plusieurs valeurs d'un paramgtre ou
d'une distribution pour en d§duire une valeur plausible. On retrouve donc les §tapes
de combinaison et de d§cisionqui sort les deux ingr@dierts principaux de la d§ nition
1. D'un autre cot®, les m§thodes de fusion num@riques ncessiteh souvert une §tape
pr&liminaire d'estimation desdistributions g combiner (voir paragraphe6.4 ci-dessous),
et I'estimation apparat alors commeune des®tapesd'un processudsde fusion.

2Ce chapitre a beaucoup b&n€ ci® des discussionsau sein de ce groupe de travail, et nous tenons ici g en
remercier tous les participan ts.
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Fusion et r@vision ou mise g jour La r@visionou la mise g jour consistep compl§ter ou
modi er une information en fonction de nouveaux apports d'informations. Elle peut
atre considérfe comme un desdomainesde la fusion. Parfois, la fusion est considgrge
dansun sensplus restreint, o la combinaison est sym@trique. La r@vision, elle, ne I'est
pas, et fait une distinction entre l'information a priori et lesnouvellesinformations. Ici,
nous considgronsentre autres desprocessusdynamiques (en particulier en robotique),
et il noussenble doncimportant d'inclure la r@visionet la misep jour dansla fusion (par
exemplepour desapplications pla comprhensionde I'environnement par un robot). La
r@visionconcernel'ajout d'une nouvelleinformation permettant de modi er ou pr§ciser
l'information disponible auparavant sur le phnomgneobseng, alors que la mise g jour
concerneune modi cation du ph&nongneconduisart g modi er l'information sur celui-
ci (typiguemert dans un processugemporel).

Fusion et association L'asscciation de donn§esest I'action qui permet de trouver parmi
di®®rerts signaux, issusde deux sourcesou plus, ceux qui sort §mispar le mémeobjet
(sourceou cible). SelonBar-Shalomet Fortman [18], 'asscciation de donn§esest ' §tape
la plus dixcile en pousuite de cibles multiples. Elle consistep d$tecter et assaier des
mesuresbruit §es,dont les origines sont incertaines p causede plusieurs facteurs, tels
guelesfaussesalarmesal§atoiresdansla d§tection, le fouillis, lesciblesinterf§rertes, les
pipgeset autres cortre-mesures.Les modglesprincipaux utilis §sdans ce domaine sort
soit d§terministes (a partir de tests d'hypothpsesclassiques),soit probabilistes (essen-
tiellement bay$siens)[18, 280,211].La m$thode la plus courante [18] reposesur le Ttre
de Kalman soushypothgsegaussienne.Plus récemmen, d'autres m§thodes d'estima-
tion ont §t§ propodies,commele modgled'estimation interactive multiple (< Interactive
Multiple Model estimator >, IMM), qui peut s'adapter g di®§rerts types de mouve-
mernt, r§duire le bruit, tout enpr§senant une bonne pr§cisiondesestimations des$tats
[353]. Ainsi les problpmestrait §s par I'assaciation de donn§essont assezdi®§rerts de
ceux couverts par la d@ nition 1.

Fusion et fouille de donn §es La fouille de donnes(< Data Mining >) consistep extraire
desparties int§ressates de l'information et desdonn§es,qui peuvert &tre par exemple
des donn§esspliciales(au sensd'une propri§t® particuli gre) ou rares. Elle peut étre
opposep la fusion visant g expliquer, oy destendancesginralessort recherch§es,ou
g la fusion visant p g&nBraliser et p induire desconnaissanceplus g&nriquesp partir
de donn@es.Ici nous §carteronsla fouille de donn§esdes problgmesde fusion.

6.2 Caract @ristiques g®n@rales des donn §es

Dans cette partie, nous d&crivons succinctemen les caractristiques g&nralesdes infor-
mations p fusionner, qui doivent souvert &tre prisesen compte dans un processudde fusion.
Des exemplesplus d€taills et plus spBci ques serort donns pour chague domaine dans les
chapitres suivants.

Une premigre caractristique concernele type d'information g fusionner. Il peut s'agir
d'obsenations directes, de r@sultats de traitements sur cesobsenations, de connaissances
plus g8rriques, exprim@essousforme de rpglespar exemple,ou d'avis d'experts. Cesinfor-
mations peuvent etre exprim@essousforme num@rique ou sousforme symbolique (voir para-
graphe 6.3). Une attention particuli gre doit etre port®ep I'@chelle utilis §e pour représerer
les informations. Cette §delle n'a pas forcEmert de signi cation absolue,mais le minimum
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g garantir est que les informations puissen &tre comparesselon cette §delle, c'est-g-dire
gue les §dhellesinduisent un ordre sur les populations. Cela setraduit par despropri§tsde
commensurabilit®, voire de normalisation.

Le niveaude l'information qui va etre fusionn§e est §galemenm un aspect trgsimportant.
On distingue g§nBralemen le bas niveau (typiquemert les mesuresoriginales), d'un niveau
plus §lev@ nBcessitan des §tapes pr&liminaires de traitement, d'extraction de primitiv es et
de structuration de l'information. Suivant le niveau auquel on se place, les cortraintes ne
sorn pasles mémes,ni les ditcult §s. Cela seraillustr § par exempledans le casde la fusion
d'imagesdans le chapitre 7.

D'autres distinctions sur lestypesde donnessort §galemen int§ressates g souligner,car
ellesdonnent lieu p desmodglisations et p destypesde traitements di®§rens. La distinction
entre donnBesfr§quenes et donnBesraresen fait partie. Lesinformations peuvent §galemen
etre factuelles ou ggniriques. Les connaissancegygnriques peuvent €tre par exemple un
modgle du ph&nomgne obseng, des rpglesg@nrales, des corntraintes d'int§grit§. Les infor-
mations factuelles sort plus directemert reli§esaux obsenations. Souwvert, cesdeux types
d'information ont des spfci cit §s di®8rertes. Les informations g§rfiriques sort en g§nral
moins splici ques (et font otce de < d§faut >) que lesinformations factuellesqui sort direc-
temernt relativesau ph§nonpgne particulier obser. Le d§faut est considgrg si l'information
spBci que n'est pas préserte ou pas assez able. Dans le cascontraire, et si lesinformations
sort cortradictoires, on pr@ffreralesinformations lesplus spci ques.En n, lesinformations
peuvert etre statiques ou dynamiques, et |p encoreleur mod§lisation et leur prise en compte
di®arert danslesdeux cas.

Lesinformations manipul®esdansun processuge fusion sort d'une part lesinformations
g fusionner, et d'autre part desinformations suppl§mertaires qui servent g guider ou aider
la combinaison. Il peut s'agir d'informations sur les informations g combiner telles que des
informations sur les sources,sur leur d§pendance,sur leur abilit , des pr&ffrencessur les
informations g combiner, etc. Il peut s'agir §galemen d'informations contextuelles, sur le
domaine. Cesinformations suppl@mertaires ne sort pas forcEmern exprim$§esdansle méme
formalisme que les informations g combiner (en g§nfral elles ne le sort pas), mais elles
peuvent intervenir dansle choix de la mod@lisation desinformations g fusionner.

Une des caract@ristiques importantes de l'information en fusion est son imperfection.
Celle-ci est toujours prsere (sinon la fusion ne serait pas ncessaire) Elle peut prendre di-
versesformes,qui sort bripvemert d§critesci-dessousNotons que cesnotions netrouven pas
toujours de d§ nition consensuelledans la litt §rature. Nous en proposonsici desd® nitions
gui sort assezintuitiv es et corviennent bien au problgme de la fusion, mais qui ne sort
siremert pas universelles.Les subtilit s qui peuvent y €tre apport§essort volontairement
omisesici, car ellesseron repriseset illustr gesdans les chapitres suivants pour chacun des
domainesde fusion abord§sdans ce livre.

Incertitude  L'incertitude estrelative g la v@rit® d'une information, et caract§risesondeg§
de conformit® g la r@alit® [126]. Elle fait r§ffrencep la nature de l'objet ou du fait
concerrg, g saqualit®, g son essenceou g son occurrence.

Impr @cision L'impr §cisionconcernele contenu de l'information et mesuredonc un dgfaut
quantitatif de connaissancesur une mesure[126].Elle concernele manqued'exactitude
en quartit , en taille, en dure, le manque de d§ nition d'une proposition qui est
ouverte g diversesinterpr&tations ou qui a desfronti presvagueset mal d§ nies. Cette
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notion est souvent abusivemert confondueavec celle d'incertitude, car les deux types
d'imp erfection sort souvert pr@seins simultan®§mert, et l'un peut induire l'autre. Il est
important de lesdistinguer car ils sort souvent antagonistes, mémesi cesdeux termes
peuvert €tre inclus dans une acception plus large de l'incertitude. Inversemem, des
typologiesen un plus grand nombre de classesont §t§ proposfes[195].

Incompl ®tude L'incompl®tude caract§rise I'absenced'information apport$e par la source
sur certains aspects du problgme. L'incompl $tude des informations issuesde chaque
sourceest la raison principale qui motive la fusion. L'information fournie par chaque
sourceest en g&nral partielle, elle ne fournit qu'une vision du mondeou du ph§nomgne
obsen®, en n'en mettant en §videnceque certaines caract@ristiques.

Am bigu 24 ® L'ambigu®&$ exprime la capacit§ d'une information de conduire g deux in-
terpr@tations. Elle peut provenir desimperfectionsprgdidertes, par exemplede I'impr §cision
d'une mesurequi ne permet pas de di®§rencier deux situations, ou de l'incompl §tude
qui induit des confusionspossiblesenire des objets et des situations qui ne peuvent
etre spaBesselonles caract@ristigues misesen §videncepar la source.Un desobjectifs
de la fusion est de lever les ambiguft$s d'une sourcegrace aux informations apport§es
par les autres sourcesou par les connaissancesuppl®mertaires.

Con°it Lecon®it caract®risedeuxou plusieursinformations conduisart gdesinterprtations
cortradictoires et doncincompatibles. Les situations con’ictuelles sort fr&queries dans
les problgmesde fusion, et posen toujours des problpmesditciles g r§soudre.Tout
d'abord, la d&tection des con’its n'est pas forcEmert facile. lls peuvert facilemert
etre confondusavec d'autres typesd'imp erfection, ou méme avec la compl§mertarit §
des sources.Ensuite, leur identi cation et leur typologie est une question qui se pose
souwert, mais de manigre di®grerte suivant leur domaine. En n, leur r@solution peut
prendre di®Brertes formes.Elle peut reposersur |' §limination de sourcesnon ables, sur
la prise en compte d'informations suppl§menaires, etc. Dans certains cas, il peut tre
pr&f§rable de retarder la combinaison et d'attendre d'autres informations susceptibles
de lever les con’its, ou mémede ne pas fusionner du tout.

D'autres caractristiques de l'information sort plus positives, et sort exploit§es pour
limiter lesimperfections:

Redondance La redondanceestla qualit® de sourcesqui apportent plusieurs fois la méme
information. La redondanceentre lessourcesestsouvent observe,dansla mesureou les
sourcesdonnert desinformations sur le m&éme ph&nongne. Id§alemen, la redondance
est exploit§e pour r@duire les incertitudes et lesimpr§cisions.

Compl §mentarit § La compl§mertarit § estla propri§t§ dessourcesqui apportent desinfor-
mations sur desgrandeursdi®rertes. Elle vient du fait qu'elles ne donnert en gg§nral
pas d'informations sur les mémescaract@ristiques du ph§nongne obseng. Elle est ex-
ploit§edirectement dansle processugde fusion pour avoir une information globale plus
complgte et pour lever les ambigu?t®s.

Les outils permettant de mod§liser les di®&rerts typesd'informations, et de mesurerles
imperfections de l'information ainsi que la redondanceet la compl§mertarit § serort d§crits
dans le chapitre 8.
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6.3 Num @rique / symbolique

De nombreuseddiscussionont eulieu dansla communaut® de la fusion sur la dualit & ertre
fusion nume@rique et fusion symbolique. L'ob jectif dans cette partie n'est pas de retracer en
d@tails cesdiscussionsmais plut®dt de pr&serter les di®rerts niveaux auxquelscette question
peut &tre podfe. Par une judicieuse description de ces niveaux, il est souvent possible de
r@duire cesd§bats. Les trois niveaux que nous distinguons ici sort ceux du type de donn§es,
du type de traitement appliqu§ aux donn§eset du role desreprisertations. lls sont d§taill§s
dans les paragraphessuivants.

6.3.1 Donn §es et informations

Par information num@rique, nous entendons une information qui est directemert donn§e
sousforme de nombre. Cesnombres peuvert repriserter desmesuresphysiques,desniveaux
de gris dans une image, une intensit§ de signal, la distance donn§e par un t§§matre, ou
encorela r§ponsep un op8rateur num@rique de traitement. lls peuvent &tre soit directement
lus dansles donn§esp fusionner, soit attach®sau domaine ou g la connaissanceontextuelle.

Par information symbolique, nousentendonstoute information qui estdonn§esousforme
de symboles, de propositions, de rpgles,etc. De telles informations peuvent &tre attach§es
aux donn$esp fusionner, ou g la connaissancelu domaine (par exemple,despropositions sur
les propri§tfsdu domaine concerr§, une information structurelle, desrpglesg@nralessur le
ph§nomgne obsen#, etc.).

La classi cation desinformations et desdonnesen num@riqueset symboliques ne peut
pas toujours &tre faite de manigre binaire. En e®et,les informations peuvent etre §galemen
hybrides, et des nombres peuvert reprfisetier des codagesd'informations de nature non
num@rique. C'est typiquemert le cas de |'§valuation d'une donn§e ou d'un traitement, de
la quanti cation de I'impr §cisionou de l'incertitude. Dans de tels cas, les valeurs absolues
desnombres sort souvent peu importantes, et c'est surtout leur place dans une §delle, ou
leur ordre si plusieurs grandeurs sort §valu§es, qui joue un role pr§pondgrant. Le terme
< hybride > df§signealors des nombres utilis §s comme des symboles pour repr@serter une
information, mais avec une quanti cation, qui permet ensuite de les manipuler de manigpre
num@rigue. Cesnombres peuvert &tre utilis §spour desinformations symboliques aussibien
gue numriques.

6.3.2 Traitemen ts

En ce qui concernele traitement de l'information, on appelle traitement num@rique tout
calcul sur desnombres. En fusion d'informations, cela couvre toutes les approchesqui com-
binent des nombres par un calcul formel. Il est important de remarquer que ce type de
traitement ne fait pas forcBmen d'hypothpsesur le type d'information qui est reprsen$e
par desnombres. A l'origine, les informations peuvert etre de nature aussibien num@rique
gue symbolique.

Les traitements symboliquesincluent le calcul formel sur despropositions (par exemple
desapprochesdetypelogique ou lesgrammaires,sur lesquelleson peut trouv er plus de d#tails
dans[51]), prenant §vertuellemernt en compte desconnaissancesnum@riques. Les approches
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structurelles, telles que des approches g base de graphes, qui sort largemern utilis §esen
reconnaissancedes formes structurelles (en particulier pour la fusion), peuvert &tre mises
dans cette classe.

Nous appelons traitement hybride les m$thodes oy la connaissancea priori est uti-
lis§e d'une manigre symbolique pour contrdler destraitements num§riques, par exempleen
d&clarant desrpglespropositionnelles qui suggrert, permettent ou au cortraire interdisent
certaines opfrations numg@riques. Typiquemert, une proposition qui d§ nit dans quels cas
deux sourcessort ind§pendartes peut etre utilis e pour choisir la manigre dont des proba-
bilit §ssort combin§es.

6.3.3 Repr §sentations

Ainsi que le montrent les deux paragraphespr@diderts, lesreprisenations et leurs types
peuvent jouer desrdlestr psdi®Brerts. Desreprsenations num@riquespeuvent etre utilis §es
pour desdonn§esintrinspquemen num@riques mais aussipour I'§valuation et la quanti ca-
tion de donnessymboliques. Les repr@senations num@riques en fusion d'informations sort
utilis esde manigre importante pour quanti er I'impr §cision, l'incertitude ou la "abilit € de
l'information (cette information peut etre de nature num@rique aussibien que symbolique),
et donc pour repr@sener plutdt de l'information sur les donn§esp combiner que cesdonn§es
elles-meémes.Ces repr§senations serort plus d§taill§esdans les chapitres sur les m§thodes
num@riquesde fusion. Les reprisertations num@riquessort aussisouwert utilis§espour des
degrs de croyance attach®s p des connaissanceswum@riques ou symboliques, et pour des
degsde cohrenceou d'incoh®rence(ou de con®it) ertre lesinformations (le casle plus ty-
pique est peut-etre celui de la fusion de basesde donn§esou de réglemertations). Notons que
le mémeformalisme num@rique peut etre utilis § pour repriiserter di®grerts typesde donn§es
ou de connaissance$35] : I'exemple le plus §vidert est celui de l'utilisation desprobabilit §s
pour reprBsener desdonn§esaussidi®grertes que desfrquencesou desdegisde croyance
subjectifs [93].

Les repr@senations symboliques peuvert etre utilis §esdans des systameslogigues, ou
des systamesp basede rpgles,mais aussien tant que connaissancea priori ou connaissance
contextuelle ou ggnBrique pour guider un traitement num@rique, en tant que support struc-
turel par exempleen fusion d'images, et bien sGr entant que sgmartique attach§eaux objets
manipul§s.

Dans de nombreux exemples,une forte dualit§ peut etre obsere ertre les roles des
repr§senations num@riques et symboliques, et peut etre exploit§e dans le cas de fusion de
sourcesh@t®roggnes.

6.4 Systpmes de fusion et types d'arc hitecture

En g8nfiral, la fusion n'est pas une tache simple. Elle peut se d§composer de manigre
sch®matique en plusieurs taches. Nous les d§crivons succinctemet ici, car ellesserviront de
guide p la description des outils th§oriquesdans le chapitre 8. Considgrons un problgme
g®nfral de fusion pour lequel on disposede m sourcesS;; Sy;:::; Sm, et pour lequel le but
est de prendre une d§cision dans un ensenble de n d§cisions possiblesd;; dy;:::;dn. Les
principales §tapespg risoudrepour construire le processusde fusion sort les suivantes :
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1. Mod8lisation : cette ®tape comporte le choix d'un formalisme, et des expressionsdes
informations g fusionner dans ce formalisme. Cette mod§lisation peut €tre guid§e par
les informations supp@mertaires (sur les informations et sur le corntexte ou le do-
maine). Supposonspour xer lesidgesque chaquesourceS; fournisseune information
reprsene par MiJ sur la dgcisiond;. La forme de MiJ d®pend bien sar du formalisme
choisi. Elle peut etre par exempleune distribution dans un formalisme num&rique, ou
une formule dans un formalisme logique.

2. Estimation : la plupart des mod&lisations n§cessiteh une phase d'estimation (par
exemple toutes les m#thodes utilisant des distributions). La encore les informations
supplmertaires peuvent intervenir.

3. Combinaison : cette §tape concernele choix d'un op@rateur, compatible avecle forma-
lisme de mod$§lisation retenu, et guid® par les informations suppl§mertaires.

4. Dfcision : c'est I'tape ultime de la fusion, qui permet de passerdes informations
fournies par les sourcesau choix d'une d§cisiond;.

Nous ne donnons pas plus de d$tails sur ces$®tapesici, car cela n§cessiteraitd'entrer dans
les formalismeset les aspects techniques. Cela fait I'objet du chapitre 8.

La manigre dont ces§tapessort agendesd® nit le sysigmede fusion et sonarchitecture.
Dans le casid®al la d§cision est prise p partir de tous les Mi’, pour toutes les sourceset
toutes les d§cisions.C'est ce qu'on appelle la fusion globale. Dans ce modgle global, aucune
information n'est n§gligie. La complexit® de ce modgle et de sa mise en %uvre a conduit g
dwvelopper dessystgmessimpli §s, mais aux performancesplus limit §es[55].

Un deuxigme modgle consiste ainsi p prendre d'abord des d&cisionslocales au niveau
de chaque sourcesgpafmert. Dans ce cas, une d§cisiond(j ) est prise g partir de toutes les
informations issuesde la sourceS; seulemen. Cette d§cisionestdite d§certralis§e.Puis dans
une deuxipme$tape, cesd@cisionslocalessort fusionnesen une d§cisionglobale. Ce modple
s'imposelorsque les sourcesne sort pas disponibles simultan®mert. || permet des r§ponses
rapides, grace p des procgdures spfici ques p chaque source, et peut etre trps facilemert
adapt® p l'introduction de sourcessupplmertaires. Ce type de modple s'appuie avec pro t
sur destechniquesde contrdvle adaptatif, et utilise souvent desarchitectures distribu §es.ll est
aussiappel§ fusion de dfcisions[328,96]. Sonprincipal inconv&niert provient de cequ'il tient
mal compte desrelations entre capteurs et des corr§lations ou d§pendancespossiblesertre
sources.De plus, ce modgle conduit trps facilemert p des dgcisionslocales cortradictoires
(d(j) & d(k) pourj & k) et la r@solution de cescon®its implique des arbitrages de niveau
sup@rieur, ditciles p optimiser, puisque l'information de d§part n'est plus disponible. Des
modgles de ce type sort souvert mis en ¥wuvre dans des applications en temps r&el par
exempledans le domaine militaire.

Un troisipmemodgle, < orthogonal > au pr&didert, consistep combiner par une op§ration
F tous les MiJ relatifs g la méme d§cision d;, pour obtenir une forme fusionnfe M; =
F(MY M2 M™M). Puis une d§cision est prise sur le r§sultat de cette combinaison. Ici,
aucune d§cisioninterm@diaire n'est prise, et I'information est manipul§e dans le formalisme
choisi jusqu'p la dernigre §tape, diminuant ainsi les contradictions et les con®its. Ce modgle,
comme le modgle global, est un modgle centralis§ qui n§cessitede disposer simultan§mert
de toutes les sources.Plus simple que le modgle global, il est moins souple que le modgle
distribu §, rendant plus dixcile l'ajout §ventuel de sourcesd'informations.
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Enn, un modple interm$diaire, hybride, consiste g choisir de manigre adaptative les
informations n§cessairepour un problgmedonn® en fonction desspiici cit #sdessources.Ce
type de modplecopiesouvent I'expert humain et fait intervenir desconnaissancesymboliques
sur les sourceset sur les objets. Il est donc trgs utilis § dans les systgmesp basede rggles.
Des architectures de type multi-agents sort bien adapt§esp ce modgle.

6.5 Fusion en traitemen t d'images et fusion dans d'autres do-
maines

La fusionenimagea dessplici cit §squi doivert &tre prisesen compte ptoutes les§tapesde
la construction d'un processudgle fusion. Cessplici cit §snfcessiten §galemen de modi er et
de complexi er certains outils th§oriques,souvent issusd'autres domaines.C'est typiquemert
le casde l'information spatiale en fusion d'images ou en robotique. Ces spiici cit §s serort
dgtaill®espour le casde la fusion en image dans le chapitre suivant.

La quantit § desdonn§esp traiter et leur h§t@rodgnBit§ sort souvent plus importantes que
dans d'autres domaines(problgmesde combinaison d'opinions d'experts par exemple). Cela
induit un niveau de complexit® suppl§mertaire, g prendre en compte non seulemen dansla
mod®§lisation, mais aussidans les algorithmes.

Les donnBessornt surtout objectives (donn§espar des capteurs), ce qui les oppose aux
donn@essubjectivestelles qu'elles peuvent &tre donn§espar desindividus. Elles contiennent
cependart une certaine part de subjectivit § (par exemple dans le choix des capteurs ou
des sourcesd'informations, ou encore des paramgtres d'acquisition). La subjectivit § peut
figalemen intervenir dans l'expression des buts. Les donnfes objectives sort en g&rral
d8gradies,soit p causede I'imp erfection des systamesd'acquisition, soit p causedestraite-
ments qui leur sort appliqu@s.

En fait, une desditcult §sprincipales vient du fait que lestypesde connaissancesnani-
pul@essort trpsh§troganes.ll ne s'agit pasque de mesureset d'obsenations (qui elles-meémes
peuvert etre h§t§roganes), mais aussi de cas g§niraux, d'exemples typiques, de modgles

gBnBriques, etc.

Les di®Brencesprincipales par rapport g d'autres domaines d'application de la fusion
d'informations viennert tout d'abord du fait que la question essetielle qui est podie (donc
le but dela fusion) n'est pasla méme.En traitement d'images, il s'agit essetiellement, selon
la d§ nition 1, d'am@liorer la connaissancedu monde (tel qu'il est). Cela supposela notion
d'existenced'une vErit®, mémesi lI'on n'en a qu'une vision partielle et dg§form@e, ou ditcile
d'accas. Cela di®gre de la fusion de pr§ffrences(commert on veut que le monde soit), de
la fusion de rglemertations (commert le monde devrait &tre), de problpmesde vote, oy
typiquemert la vErit® n'existe pas, etc. [51].
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Chapitre 7

Fusion en traitemen t des images

Ce chapitre d€crit les splici cit §s de la fusion en traitement d'images. Les d§ nitions
gBnrales propodiesdans le chapitre 6 sort repriseset discut§esdans ce cadre particulier.
Nousinsistonssur le caractgre propre desimageset de leur repr§senation lors d'un problgme
de fusion, et nous insistons sur ce qui distingue la fusion en traitement desimagesde la
plupart desautres domainesd'applications de la fusion.

7.1 Objectifs de la fusion en traitemen t des images

Bien s0r lesimagessort apparuestr pstdt commedessourcesd'information importantes
de systamesexistant de fusion del'information et dessystamesde fusion de donnesont utilis §
desimages.Prenons par exemple une application de suivi global de situations §cologiques.
On y fait appel p desimagesde t§l§d§tection pour donner desinformation m$t§orologiques.
La donn§eissuede l'image peut alors etre int§grie g un modgle physique par I'in term@diaire
d'une estimation, en chaquepixel, du couvert nuageux.On peut intro duire dansune §quation
de bilan thermodynamique la teneur envapeur d'eau ainsi estim§een chaquepoint del'image.

Cen'est pourtant pascetyped'application qui a donn§ naissanceau domaine original de
la fusion d'images . On doit plut®dt rechercher dansla pratique desexperts eninterpr§tation
des images, dans des milieux trps di®®rens de la scci§t®, les modgles dont les traiteurs
d'imagesont cherch§ p s'inspirer. Donnonsdeux exemples,mais nous pourrions les multiplier
et lesdiversi er ais§mert.

Un radiologue en milieu hospitalier prend sesd€cisionsp partir de nombreux clich§s qui
donnernt despoints de vue di®§rerts sur une méme structure anatomique. Ces clich§s sort
souwvent §tal¥ssur un nggatosco et le m§decinconstruit son opinion g partir d'un examen
altern§ et attentif de plusieurs vues. M partir d'une hypothpse,issuede I'un des clich§s, il
con rme son interpr@tation sur d'autres, la prcisepar recoupemerns et addition de vues
di®®Brertes, ou au cortraire |'§carte par desinformations contradictoires issuesd'une de ces
vues. Cette situation est trgs classique en imagerie m$dicale, domaine oy les techniques
d'acquisition sediversi ent : rayons X, résonancemagnitique, imagerie nucl§aire, imagerie
ultrasonore, chacune pouvant se d§cliner selon des modalit §s diversesen fonction des pro-
tocoles d'acquisition. Elle est confort®e §galemen par les e®orts d§ploy®s dans toutes les
structures hospitaliprespour regrouper les sourcesd'images dans un mé&me service ou faire
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corverger cesimagessur une meémeconsoleau lieu ou s'§labore le diagnostic. Cese®ortsont
conduit g l'introduction progressive des systgmesd'archivage et de consultation int§grés g
I'hdpital (les PACS desanglo-saxons).

Pour secondexemple, nous choisirons un expert de t§fditection, charg® d'interpr§ter
une sqne complexe. Il disposed'un nombre important d'images, issuesde capteurs vari§s,
par exemple desimagesdu domaine visible dans diversesgammesde longueur d'onde, ou
desimagesinfra-rouge ou encoredesimagesde radar. Chaque sourcel'informe sur un aspect
particulier de la s@neet lui permet donc d'§laborer des sdgnarios. Lp encore,l'expertise se
fait par une confrontation desdiversesrepr@sertations, leur combinaison permettant tant®dt
de conforter le jugemert, tantdt de I'in rmer. Cette expertise est le r@sultat d'un long ap-
prentissageet deviert de plus en plus complexelorsqueles sourcesd'imagessediversi ent et
leur nombre s'accrct. Pourtant, autant pour lesapplications satellitaires o secomplgtent de
nombreux capteurs, que pour les applications a§roport®esoyu l'on tire prot de sourcestrpgs
variges(cartes, cadastres,plans d'occupation dessols, relevis giologiquesou agronomiques,
modglesaltim §triques, etc.), I'usage s'engagerisolumen vers une complexit§ croissarte des
sourcesd'images.

Dans ce cadre, la fusion d'images apparat donc commeune tache singuligre et di®§rerte
delafusiondedonn§es.En e®et,il n'est pasclair qu'il soit possiblede concewir un cadrefonc-
tionnel danslequel chaqueinformation prendrait place comme c'§tait le caslorsquel'image
satellitaire permettait d'introduire la mesurede < couvert nuageux> dans un sch§mad'en-
senble mettant enjeu par exemplel §vapo-transpiration du couvert v@dital et les conditions
m§t®o. Dans le cadre le plus ggn@ral du traitement d'images, la fusion desimagesintervient
pour aider p la prise de d§cisiondans un schma complexe, et mal formalis§ la plupart du
temps, ou lesdiversesmagesapportent une part de < v&rit§ > qui contribue, en collaboration
et en opposition avec les autres sources,p une interpr$tation d'ensenble. Nous souhaitons
donc, en d&weloppart desm@thodesautomatiques de fusion d'images, pr&parer et raccourcir
I'@tape d'@laboration de l'expertise humaine et, $vertuellemenrt, dans les situations de pro-
fusion des sourcesd'images, g@rer la multiplicit  sanssacri er les apports potentiels d'une
combinatoire complexe,au-delg méme de ce que les experts humains savent aujourd’hui en
tirer.

La tadche de fusion en traitement desimagesest donc trgs §troitement li§ep la prise de
d®cision. Au contraire, elle a peu g voir avec I'§tape qu'on lui assaie souwvert de recalage
ghonfitrique desimages, mais cette §tape est géniralemen considgre aujourd’hui comme
incontournable et beaucoupde travaux en fusion d'image secorntentent de I'e®ectuerpuis de
laisserp un op$rateur humain le soin de mettre en %uvre la prise de d§cision.

Rappelons que I'objectif du recalageest de superposer exactemen les pixels correspon-
dant g un méme objet obserg dans les diversesimages. Cette §tape peut etre facilit §e s'il
existe un r§fBrertiel absolureconru pour d§crire la s@ne,c'estle caspar exempledanslesap-
plications de cartographie ou de ggographiequi exploitent lesr§frertiels ggocod$s,ainsi que
pour certainesapplications m§dicalespour lesquellesdesrepgresanatomiquescorverntionnels
ont §t§ §tablis. Lestechniquesde recalagesont nombreuseset utilisent desprincip esvari§s:
corr@lation, programmation dynamique, °ot optique, d&formation €lastique, ... (on pourra
consulter [223] et [227] pour une synth gsedes m§thodes en imagerie arienne et satellitaire
et en imagerie m§dicale respectivemert).

IPicture Archiving and Communication Systems (systgmesd'archivage et d'§change d'images)
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Pour quels objectifs est on amer§ g faire de la fusion d'image? Tout d'abord pour
am@liorer les trois taches principales de la reconnaissanceades formes, d§tecter, reconnatre
et identier :

D fitection : il s'agit dansce casde valider I'hypothpsede prsenceou d'absencede I'ob jet
cherch§ (pr&senced'un vEhicule sur une route, ou d'une st§nosedans un vaisseausan-
guin). Cet objectif de d§tection est parfois combin§ g celui de suivi desobjets d§tects
dans une sfquencede vues.

Reconnaissance ou classi cation : un objet dftect® est alors assci§ p I'une desfamilles
d'objets conrus ou attendus en fonction de sescritgres photom@triques, ggonfitriques
ou morphologiques. Cette op§ration peut €tre conduite sur des objets g des niveaux
trgsvari®s,depuisle pixel jusqu'p desensenbles complexesde composartes de l'image.

Iden ti cation : un objet dfitect$ et reconru estidenti §lorsqu'il estassaif p un prototype
unique de sa classe.Ainsi, aprps avoir d§tect® un v&hicule en imagerie infrarouge, la
reconnaissancgermettra d'en d&duire sontype : camion, moto ou voiture, et l'identi -
cation concluraau camiondu laitier, objet classiquemen surveill§ danscetype d'image

Mais d'autres applications que cellesde la reconnaissancelesformesexigert aussila mise
en ¥%uvre de m$thodes de fusion. Ces oprations peuvent intervenir au cours du processus
de reconnaissancemais g un stade plus pr&liminaire et ne dg§bouchernt pas n§cessairemen
sur une prise de d§cision.

Segmentation : il s'agit |a d'un objectif plus focalis§ que la classi cation, en cherchant g
extraire le plus pr@cigmert possibledesobjets dtermin§s. Il peut s'agir simplemert
d'utiliser la compl§mentarit § dessourcesd'information pour mieux identi er leslimites
des composartes homoggnesde l'image. Par exemple, en fusionnant le trac§ pr#cis
fourni par une image afrienne, et la structure topologique du rseauet sa ggonftrie
approximativ e donnespar une carte, on peut fournir une excellerie description d'un
r@seauroutier.

Reconstruction : la multiplicit § despoints de vue est favorable g la reconstruction tridi-
mensionnelledes s@nesobsenges,et, si cette reconstruction peut prendre desformes
classiquesicomme en st&rovision, ou en tomographie), dans d'autres situations oy les
conditions d'acquisition sort moins bien contrdlfes,il n'est possible de reconstruire
gu'une information tridimensionnelle approch§e qui combine de fason plus ou moins
empirique les divers aspects disponibles.

D §tection de changemen ts : ce type de dcision concernetypiquemert les images ac-
quisesp des dates di®grertes, qu'il s'agissed'une carte et d'une image, ou d'images
multi-dates pour le suivi descultures ou d'une pathologie. Il peut s'agir §galemen de
sfquenced'images multi-sources (de cadenceplus §levBe que les imagesmulti-dates).

Mise g jour de la connaissance sur un ph§nompne ou une scgne : ici, contrairement
au caspr@dident, la d§cisionconsistep utiliser lesinformations provenart de di®§rertes
sources (§verntuellement multi-dates) pour modi er ou compliter une connaissance
prédiderte, par exemple compl§ter un r§seauroutier avec les nouveaux ronds-points
pour mettre g jour une carte.

Parmi cesdi®®&rerts problgmesde dcision, certains sort prochesde la combinaison d'ex-
perts. En e®et, chaque image peut etre considirffe comme un expert donnant son opinion
selonsescomplitences.Mais en gnfral I'information dans les problgmesde fusion d'experts
est plus §parsequ'en image. L'apprentissageest donc plus dixcile car lesdonn§essort moins
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nombreuses,mais en revanche l'utilisateur a souvent moins de cortraintes sur les col(ts al-
gorithmiques des m§thodes. En image, la quartit § des donn§esg fusionner est g la fois un
avantage pour I'apprentissageet un inconv@niert pour les chargesde calcul.

Sil'on comparela probl§matique de fusion d'image aux problpmesde fusion de donn§es
par agrgation et optimisation multi-crit gres,on constate qu'une di®&renceessetielle rside
en ce que dans cesderniers problgmeson cherche une solution satisfaisart au mieux un
ensenble de contraintes plus ou moins souples,tandis qu'en traitement desimages,chaque
source procure (de manigre plus ou moins explicite) un degr§ de satisfaction (de l'appar-
tenance g une classepar exemple, qui peut alors etre considirfe comme un critgre) et la
d®cision consisteplut®dt g choisir la meilleure (meilleure classepar exemple).

7.2 Les situations de fusion

Selon les applications, les problgmesde fusion peuvent se produire dans des situations
di®®rertes, dans lesquellesles types d'informations ne sort pas les m&mes.Les principales
situations de fusion en traitement d'imagessort les suivantes.

Plusieurs images du meme capteur : il s'agit par exemplede plusieurscanauxdu méme
satellite, d'imagesmulti- §chosen IRM, ou encorede squencesl'imagespour dessgnes
en mouvemen. Lesdonn§essort alors relativemert homoganescar ellescorrespondert
g desmesuresphysiquessimilaires.

Plusieurs images de capteurs di®®rents : c'estle casle plus frEquert, ou les principes
physiquesdi®grerts descapteurspermettent d'avoir despoints de vue compl§mertaires
sur la s@ne. |l peut s'agir d'images ERS et SPOT, d'imagesIRM et ultrasonores, etc.
L'h §t8rodinBit® est alors beaucoupplus importante, les di®§rerts capteurs ne parlant
pas du méme aspect du ph§nonpgne. Les imagesdonnert chacune une vision partielle
et ne sort pasinformativ essur les caractgristiques auxquellesellesne sort pas d§difes
(par exempleune IRM anatomique ne donne pas d'information fonctionnelle, et une
image TEP a une r§solution trop limit e pour que lI'anatomie y soit vue de manigre
suxsammernt précise).

Plusieurs informations extraites d'une meéme image : il s'agit de situations dansles-
guelleson extrait diverstypesd'informations d'une imageg l'aide de plusieursd§tecteurs,
op@rateurs, classi eurs, etc., qui s'appuiert sur des caract§ristiques di®8rertes des
donnges, cherchent p extraire des objets di®§rerts, rendant ainsi les informations g
fusionner souvent trps h§t8roganes. Les informations extraites peuvert concernerle
meéme objet (fusion de d$§tecteurs de contours par exemple) ou des objets di®8rerts
et on cherche alors une interpr$tation globale de la s@ne et une cohfrenceentre les
objets. Elles peuvent etre de niveaux di®§rerts (tr gslocalesou plus structurelles quand
on s'int@resseaux relations spatialesentre objets).

Images et autre source d'information : par autre sourced'information, on entend par
exemple un modgle, qui peut &tre soit particulier comme une carte, soit ggnrique
commeun atlas anatomique, des basesde connaissancesdes rggles,desinformations
issuesd'experts, etc. Lesinformations sornt g nouveau de typestr psdi®®rerts, g la fois
dansleur nature, et dansleur reprisertation initiale (imagesquandil s'agit d'une carte
ou d'un atlas num@ris§, mais aussidescriptions linguistiques, basesde donn§es,etc.).
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7.3 Caract @ristiques des donn $es en fusion d'images

Les splici cit §sde la fusion en traitement d'images ne permettent que dixcilement d'ex-
ploiter lesprogrgsr@aligisdansd'autres domainesde la fusion d'informations. Une desraisons
estla complexit® desdonn§eset desconnaissancesgui rendert impossiblela recherche d'un
systgme global pour regrouper en une relation unique toutes les composartes de l'image.

La complexit§ vient d'une part du volume d'informations g traiter (par exemple, une
seuleimage IRM du cerveau occupe un volume de 8 p 16 mega-atets). Ces gros volumes
de donn@es,sur lesquelsdes apprentissagesstatistiques sort souvent possibles,sort une des
raisonsqui expliquert la large utilisation de m§thodes probabilistes et statistiques en fusion
d'images.

La complexit® vient d'autre part de la forte het§rodén@it® des informations p combi-
ner, qu'il s'agissed'images issuesde capteurs di®§rerts, d'images et de modpgles,ou de ca-
ract@ristiquesdi®®rertes extraites d'une ou plusieursimages.Cette h§tBrodirgit® est présere
g la fois dans la nature desinformations et dans leur reprisenation. Les donn§espeuvernt
etre fr@quertes, par exemple lorsqu'il s'agit des cas typiques rencortr §s dans une appli-
cation donnfe, pour lesquelsil est possible d'avoir des donn§es statistiques par exemple.
Elles peuvent aussietre rares (par exemple desimages pathologiques) et dans ce casil est
beaucoup plus ditcile de les mod@liser de manigre statistique. La combinaison des deux
typesde donn§esest frEquemmen rencortr §een traitement d'images. De plus, ellespeuvent
etre soit factuelles (typiqguemert, une photographie d'une s@ne g un instant donn§) ou
gBnriques (modple, rpgles, connaissanceg®n@rales sur I'application). Combiner des infor-
mations de spci cit §sdi®frerntes posesouvent desproblgmesde con®it g r§soudre.En trai-
tement d'images, ce n'est pas une tache facile, car l'information factuelle n'est pas toujours
sutsammert sre et pr§cisepour qu'on puissesystmatiquemer lui donner la priorit § sur
desinformations moins spici ques et plus g§nriquesqui peuvert admettre desexceptions.

La combinaison des informations est souvent guid§e ou cortrainte par des informa-
tions suppl®menaires, sur l'information g conbiner, sur le conexte et le domaine d'ap-
plication). C'est aussiune sourcede forte h§t@rodgén&it®. Parmi les exemplesd'informations
suppl®mertaires sur l'information on peut citer la "abilit  d'une source, soit globale, soit
conditionnelle aux objets obseris.Ce casesttr gssouvert rencortr § enclassi cation d'images
multi-sources, oy une image peut etre able pour une classemais pas pour une autre. Don-
nons maintenant quelques exemplesd'informations suppl8mertaires sur le domaine et le
cortexte :

{ les °euvessont sonbres dans le canal XS3 de SPOT (information liant le type d'ac-

quisition g une obsenation),

{ le LCR estsonmbre danslesimagesIRM en T1,

{ lesroutes secroisert pour former descarrefours (contrainte d'int®grit$).

Ces informations g®nriques sort utilis$espour guider le processusde fusion. Le dernier
exemple est un castypique de rgpgle avec exception. La rpgle donne le cas le plus g§nral,
mais elle n'est plus vraie dansle casd'impassespar exemple.

La fusion active est un des moyens pour r§duire la complexit® en choisissan p chaque
instant les meilleuresinformations g fusionner. Ce choix peut etre e®ect en fonction d'un
r@sultat partiel de fusion obtenu dans une §tape ant®rieure, de mesuresd'informations, d'in-
formations externessusceptiblesde guider la fusion, de l'identi cation d'ambigut®sp lever,
etc.
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Les informations fusionnBesen traitement d'images sort fortement entach§esd'imp er-
fections (incertitude, impr§cision, incompl§tude, ambigu&§, con®it etc., selonla distinction
proposgedansle chapitre 6). Cesimperfectionstrouvent leur origine p di®®rerts niveaux, de-
puis les ph&nonmgnesobsersjusqu'aux traitements. Par exemple,la transition douceertre
tissus sains et pathologiques est une impr§cision due au ph&nongne physiologique. De la
meéme fason, des caractristiques similaires entre deux tissus di®§rerts seretrouvernt sur les
images mesurart ce type de caract@ristique et se traduisent par une incertitude sur I'ap-
partenance d'un point particulier p un tissu ou g un autre, cette incertitude $tant due p
la fois au ph&nongne et au capteur. La d§localisation de l'information spatiale, due au re-
groupemert en un méme pixel de l'information corntenue dans tout un volume, est due au
capteur et g sar@solution, et constitue uneimpr§cisionsur la localisation de l'information sur
l'image (e®etde volume partiel). Les ph§nongmesde Gibbs au niveaudestransitions nettes,
qui apparaissem en IRM ou en imagerie radar par exemple,sort dessourcesd'impr §cisions
duesaux algorithmes de reconstruction num@rique desimages.La repr@senation d'informa-
tions (symboligues) sousforme schmatique (par descartes ou desatlas) est sourcep la fois
d'impr §cision et d'incertitude. Impr§cisionset incertitudes sort ensuite renforc§esdans les
primitiv esextraites desimageset sur lesquelless'appuie la fusion. L'exemple le plus familier
est celui de la dtection de contours par des ltrages gaussiensp di®Brertes §delles: en
augmenant |'§cart type de la gaussiennepn gagneen certitude sur la présencede corntours
mais on perd en prcisionsur leur localisation. Cet antagonismeentre prgcisionet certitude a
bien §t® identi § commeun trait caractristique de la dgmarce enreconnaissancelesformes
[308].De cet antagonismenaissent souvent descontradictions enfusion d'imagespuisquel'on
disposede plusieurs mesuressur un méme@vBnemer : si cesdonn§essort prcisesalorselles
sort probablemert incertaines, et ellesrisquent donc d'etre en cortradiction lesunesavecles
autres; si I'on renforceleur certitude, celasefait souvent au prix de plus d'impr §cision,ren-
dant lesdonn§espeu informativ essi cette impr@cisiondeviert trop importante. Il conviendra
donc qu'un systgmede d$cisionen fusion ggre explicitement incertitude et impr®&cisionpour
Bviter les incoh®rences.

L'impr §cisionn'est pas une caractgristique propre aux donn§es,mais elle peut §galemen
etre attachfe aux objectifs et aux buts, en particulier lorsqu'ils sort exprim@s sous forme
linguistique vague.

Enn, le caractgre spatial de l'information, spBci que au traitement d'images, m@rite
une attention particuli gre. Son intro duction dans les m§thodes de fusion, souvent inspir§es
d'autres domainesdans lequel ne gure pas ce caractgre spatial, n'est pas imm$diate mais
pourtant n@cessairea n de garartir la cohrence spatiale des r§sulats. L'impr §cision est
figalemen prfisene g ce niveau. N bas niveau, il s'agit de problgmesde recalage,ou de
volume partiel par exemple. A plus haut niveau, il s'agit par exemple de relations ertre
objets qui peuvent &tre intrinspquemen vagueset mal d§ nies (relations du type < g gauce
de > par exemple).

Comme dans les autres applications de la fusion, la redondanceet la compl§menarit §
erntre lesimagesp fusionner sort desatouts pour r§duire lesimperfectionstelles que l'incerti-
tude et l'impr §cision,pour lever desambigu®t§s, pour compl€ter l'information, pour r§soudre
descon’its. Voici quelquesexemplesde compl§mertarit § en fusion d'images:

{ sur l'information elle-meéme : parties cach§esqui peuvent etre di®Brertes dans des

imagesde profondeur ou desimagesafriennes,

{ surle type d'information : information anatomique ou information fonctionnelle pour

le m&émesujet dans desmodalit§sd'imagerie di®§renes,
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{ qualit® del'information : deuximagesde mémetype mais avecdesparamgtresd'acqui-
sition di®§rerts peuvert donnerdesinformations de qualit§sdi®grertes pour di®§rertes
structures.

La redondanceprovient de manigre plus §viderte du fait que ce sort desimagesde la méme
s@neque I'on cherche p combiner. Pour certains problgmesde fusion, comme les §tudesde
groupe en imagerie fonctionnelle, la redondance(quelles sort les zonesactiv§escheztous les
sujets) et la compl§mertarit § (ou sort les di®§rences)sort elles-mtmessujet d'§tude.

Le con’it est un problgme trgs d§licat, comme dans d'autres applications de la fusion
d'informations, commecelaa §t§ discut® dansle chapitre 6. En image,lesexemplesde con°®it
gui nesont qu'apparens et facilemert confondusavecla compl§mertarit § setrouven dansles
casopl uneimagen'est pascapablede di®Brencierdeux classeslors qu'une autre lesdistingue.
Lesimpr@cisionset incertitudes sort §galemen sourcesde con®it. Par exemplela mauvaise
localisation d'un contour peut provoquer un con’it entre plusieurs d§tecteurs de cortours.
Lescon’its dus p desspiici cit §sdi®Brertes desinformations g combiner sort fr§quens dans
lesapplications de fusion d'imageset de modgles.Par exemplela reconnaissancale structures
cBrBbrales par fusion d'images IRM et de donn§esissuesd'un atlas anatomique doit faire
face p la variabilit § ertre les individus, souvert non reprsen®e dans l'atlas, ou encoreg la
pr@sencepossible de pathologies dans desimagesde patient, non prsenes dans le modgle
gBnrique. Des problpmessimilaires se rencortrent dans les problpmesde fusion d'images
airienneset satellitaires et de cartes num@riques.Ici les con®its peuvent provenir du trac$
impr@cisde la carte, de modi cations dansla s@nenon port®§essur une carte plus ancienne,
etc.

7.4 Contrain tes

Lescontraintes spici quesau traitement d'imagesp prendre en compte dansun processus
de fusion sort de plusieurs ordres.

Du point de vue de l'architecture du systgme de fusion, il est rare que les systgmes
dgcenralis§ssoient imposs.Le casle plus frEquen est celui de la fusion < o®-line> oy l'on
disposesimultan®mert de toutes lesinformations. Dessystamescertralis§speuvent alorsétre
utilis §s.

Les cortraintes de temps r@el sort assezpeu fr§quenes, sauf dans les applications de
surveillance ou multi-m §dia, dans lesquellesellessort amerfgesp prendre une place grandis-
sarte.

En revanche, les cortraintes de cohfrencespatiale sort trgsfortes et constituent un point
important desrecherchesen fusion d'images. De plus en plus de travaux sort donc consacs
p la prise en compte de l'information spatiale, soit au niveau local via le contexte spatial,
Soit g un niveau plus structurel via desrelations spatiales ertre les structures ou les objets
de la s@ne.

Le fait que les donn§essoient volumineusespeut imposer des cortraintes de temps de
calcul. Ainsi les manipulations au niveau des pixels sort limit §esp des op§rations simples.
Des opé#rations plus sophistiquesncessiteh souvert I'introduction d'informations de plus
haut niveau, et une repriseriation plus structurelle de l'information.

La complexit® et la quantit § des donnesp manipuler imposesouwert que soit e®ect@
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un choix dans les informations et les connaissances fusionner. Ce choix est bien s0r guid®
principalement par des critgres de pertinence par rapport aux objectifs de d§cision, mais
aussipar descritgresportant sur la facilit § d'accgs et de repr§senation desinformations et
desconnaissanceset sur leur qualit§.

En n, un problgmecrucial estceluidel' §valuation. Danslesproblgmesde fusion d'images,
la < vrit® > ou la < bonne > solution existe en génral plus ou moins, mais elle est le plus
souwert dixcile d'accas.Ainsi I'§valuation et la validation d'une m#thode de fusion ne peut
se faire que sur des simulations, des acquisitions sur fantbmes, ou par comparaison avec
une d§cision manuelle. Cette situation s'oppose g celle rencortr §e dans les problgmesde
vote ou de choix sccial, dans lesquelsla v§rit® n'existe pas, mais on cherche g trouver une
< meilleure > solution au sensd'un compromis, ou de crit gresd'§quit§ et d'§thique.

7.5 Aspects num@riques et symboliques en fusion d'images

Si le cot® num@rique de l'information manipul®e en traitement d'images est §viden, le
cot® symbolique m@rite qu'on s'y arréte un peu plus.

Lesinformations symboliquespeuvert &tre attach§esaux donnesp fusionner(par exemple
une information graphigue dansune carte ou un atlas anatomique, desattributs calculssur
les donn®esou sur desobjets extraits pralablemen desdonn§es),ou attach§sp la connais-
sancedu domaine. Typiquemert, lesinformations sur le domaine sort souwvent reprsenes
par des rpgles,des repr@senations structurelles telles que des graphes, souvert utilis §s en
reconnaissancalesformes dansles images,descortraintes g prendre en compte dansles al-
gorithmes. Une information structurelle peut par exemplesplici er qu'un r§seauroutier peut
etre reprsen® par un grapheenutilisant desroutes et descarrefours,ou exprimer sousforme
propositionnelle desrpglesg@nralessur la s@netelles que < les vertricules c@r@braux sort
toujours g l'int@rieur de la matipre blanche >, etc. Les informations structurelles peuvent
figalemen etre reprsen$es de manigre iconique, donc proche des donn§esimages, par
exemple dans le cas de cartes num§risges ou d'atlas anatomiques. On combine alors la
repr@senation gBomnfitrique des structures et la nature ou la smartique de cesstructures.
Mais lesinformations sur le domaine peuvert etre §galemen purement num@riquesquand il
s'agit par exemplede caract®ristiques de I'acquisition commeleslongueursd'ondes utilis §es
en imagerie satellitaire, ou lestemps d'acquisition enimagerie m@dicale.Desrepr@senations
hybrides, dans lesquellesdesnombres sort utilis §scommedessymbolesavec une quanti ca-
tion, sort utilis 8esen fusion d'images, pour quanti er la qualit® d'un d§tecteur, pour §valuer
une donn§e symbolique ou la con ance dans une mesure,la "abilit § d'une image pour cer-
taines classesou structures, etc. Du point de vue des traitements, cet aspect hybride se
manifeste par exemplelorsqu'une proposition §tablissart que la reconnaissanced'une struc-
ture ne d§pend que du contexte local conduit g une mod§lisation approprie dans un cadre
markovien. Les repr@setations symboliques sort ainsi utilis §esen tant que connaissancea
priori ou connaissancecortextuelle ou g@nrique pour guider un traitement num@rique. Elles
senen ausside support structurel par exempleen fusion d'images et de cartes [248].
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Chapitre 8

M Btho des num @riqgues de fusion
d'informations

Dans ce chapitre, nous pr@senons lestrois approchesnum@riquesprincipales de la fusion
d'informations : les approches probabilistes et bay@siennessort les plus r§pandueset sort
d&critesdansla partie 8.1; la th§orie desfonctions de croyancesest pr§sen$edansla partie
8.2; puis l'utilisation pour la fusion de la th®orie des ensenbles °ous et des possibilit§s
introduite dans le chapitre 4 est dcrite dans la partie 8.3. Puisqu'une des caractristiques
principales de la fusion d'imagesest|'imp ortance de l'information spatiale, nousexaminerons
dansla section 8.4 commeelle peut &tre intro duite dans cesm$thodesde fusion.

8.1 Fusion probabiliste et bay®sienne

Lesapprochesprobabilistestraitent essetiellement del'incertitude del'information. Elles
reposert sur desth@oriesmath§matiquessolideset bien mattris§esen traitement du signal
et desimages,telles que la th§orie bay§siennede la dcision, la th§orie de I'estimation, les
mesuresertropiques, etc., ce qui en fait desoutils privil §g#spour la fusion.

Les informations et leurs imperfections (essetiellement cellesdont la nature s'exprime
en termesd'incertitude) sort mod§lisgespar desdistributions de probabilit §sou de mesures
statistiques. Nous verrons dans la section 8.1.1 commert ce formalisme permet de mesu-
rer l'information. Puis nous aborderons les di®§rertes $tapes du processusde fusion : la
mod@lisation et I'estimation dansla section8.1.2,la combinaison bay®siennedans la section
8.1.3, puis la combinaison bay$siennevue comme un problgme d'estimation dans la section
8.1.4.Lesrpgleslesplus classiquesde d§cisionsort pr§sen$esdanslessections8.1.5et 8.1.6.
Les sectionssuivantes prsenent desexemplesd'applications et d'autres outils th§oriquesy
sont d§taill§s, dans les domainesde la classi cation multisources en traitement d'images g
la section8.1.7.

8.1.1 Mesures d'information

Lorsque I'on disposed'un ensenble de | sourcesd'information 1;, une premigre tache
consistesouwvent g le transformer en un sous-ensetnle plus r&duit, donc de traitement plus
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simple, sansperdre d'information.

L'appro che de I'analyse en composartes principales, qui projette chaque sourced'infor-
mation sur les vecteurspropres de la matrice de covariance, est souvernt employ®eet permet
ainsi d'obtenir | nouvelles sourcesd$§coriies,clas$espar ordre dfcroissan d'§nergie.Une
troncature aux 1°(1 > 19 premigressourcespermet souvert de consener l'esseriiel del' §nergie
de lI'ensenble d'origine.

Mais en pratique cette m§thode montre trgsvite seslimites en traitement d'images par
exemple,car elle ne permet de prendre en compte ni lesd§pendancescomplexesentre images,
ni les variations spatialesde d§pendance.

Pour exprimer l'apport dinformation da0 g I'ajout d'une nouvelle source d'information

l1+1 g un ensenble d§ja conru fl4;:::; 1,9, on pré&fare I'approche proposge par Shannon et
reposart sur les notions d'information et d'entropie [203, 224. A partir de la probabilit §
jointe des!| premigressourcesp(l1;:::; 1)) (estim@ele plus souvent par dgnonbremert, par

exempleg partir de I'histogramme multidimensionnel desniveaux de gris pour desimages),
on d§ nit I'entropie (ou information moyennepar pixel dansle casdesimages)desl premigres
sourcespar :

X
H(lg;:50) = p(l1; 5 1) logp(le; s 1); (8.1)

et I'entropie apport®epar la (I + 1)"€ sources'exprime, soit en fonction desertropies, soit
en fonction des probabilit §spar :

Hle jlah) = HQshea) i Hig )
= p(l1;::her) logp(li+r j1a;:h): (8.2)

Pour deux sources,on d§ nit ainsi la redondancé ertre ellespar :
R(I1;12) = H(I1) + H(12) i H(1;12); (8.3)

et la compl@mertarit § de la sourcel, par rapport g la sourcel,, c'est-g-dire la quantit §
moyenned'information qu'il faut ajouter g1, pour retrouver | :

C(l1jl2)=H(l1]jl2); (8.4)
ce qui conduit g la relation :

H(11) = R(I1;12) + C(11] 12): (8.5)

Des approches analoguespeuvent &tre envisaggesdans un cadre non probabiliste, en
s'appuyant par exemple sur I'entropie °oue [219]. Le formalisme est pour l'instant moins
dgvelopp dans cette direction.

En fusion, on utilisera typiquemert des sourcesfortement redondartes pour con rmer
une d§cisionincertaine et desimagescompl§mertaires pour §largir le champ des d§cisions.
Des sourcescomplmertaires peuvent conduire soit p des d§cisionscon®ictuelles soit g des
d®cisionsconsensuelles.

En traitement d'images,la notion d'entropie a §t§ §largie pour caract®risernon seulemen
la dispersion des mesuressur I'espacede mesure, mais §galemen la cohrencespatiale des

ICette redondance ne peut malheureusemen pas etre §tendue g plus de deux sourcessans perdre poten-
tiellement sa propri §t§ de positivit §.
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mesuresen prenant en compte des probabilit §s d'occurrencede con gurations particuli gres
de pixels, soit dansle cadrede classi cations [225,224], soit dans celui de champs markoviens
[336, 344].

Lesnotions d'entropie globalene sort pastoujours bien adapt§esaux problgmesde fusion,
et desnotions d'entropie conditionnelle aux classesp reconnatre par exemplesornt souwert
pr&frables: ellespermettent une analyseplus ne del'information qu'apporte chaguesource
pour chaque classeet sort donc mieux adapt§esaux problgmespour lesquelsune sourceest
meilleure pour certainesclasseset moins bonne pour d'autres. Bien quela d§ nition formelle
de tels conceptsne posepasde dixcult § particuli gre,ils ne sort pasencorebeaucouputilis §s
en fusion et c'est vraisemblablemenrnt un point qui m@riterait d'etre approfondi.

8.1.2 Mo d8lisation et estimation

La th®orie la plus exploit®e dans la litt §rature est de loin la th§orie des probabilit §s,
asscife p la th®orie bay$siennede la d§cision[135]. L'information y est mod§lisfe par une
probabilit & conditionnelle, par exemple, la probabilit  pour qu'un pixel appartienne g une
classeparticuli pre, §tant donn§ les imagesdisponibles. Ainsi, la mesureintroduite dans la
section 6.4 s'§crit-elle sousla forme :

M!(x) = p(x 2 CijIj): (8.6)

Cette probabilit & est calculfep partir de caractristiquesf;(x) de l'information extraites
des sources.Par exemple, en image, il peut s'agir dans les cas les plus simples du niveau
de gris du pixel considir§ ou d'informations plus complexesn§cessitahn des traitements
pr&liminaires. L'§quation 8.6 ne d§pend alors plus de toute la sourcel; mais s'§crit sous
la forme simpli” §e: _

MJ (x) = p(x 2 Ci j fj(x)): (8.7)

En traitement desimages,enl'absencede mod§lisationsfonctionnellesfortes desph&nongnes
obsens, les probabilit s p(f; (x) j x 2 Cj), ou plus g&nralemen p(l; j x 2 Cj) (qui
repr@serne la probabilit §, conditionnelle g la classeC;, de l'information fournie par la source
lj), sort apprises par d§nonmbremert sur des zonesde test (ou par apprertissage sur ces
zonesdes paramgtres d'une loi donn§e) et on en dgduit les probabilit §s des§quations 8.6 et
8.7 par application de la rpgle de Bayes.

8.1.3 Combinaison dans un cadre bay®sien

Dans le modgle bay$sien, la fusion peut etre e®ecti§e de manigre §quivalente p deux
niveaux :
{ soit au niveau de la modglisation, et I'on calcule alors des probabilit §sde la forme :

p(x 2 Cjjla;:h); (8.8)
g l'aide de la rpglede Bayes:
p(ly; i jx2 Ci) p(x 2 Gi) .
p(la; 55 1) ’
ou les di®®rerts termes sort estim@s par apprentissage;

p(x 2 Cjjla;inh) = (8.9)
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{ soit par la rpgle de Bayeselle-meéme, ou l'information issued'un capteur vient mettre
g jour l'information sur x estim@ed'aprgsles capteurs pr@diderts (c'est la seuleforme
utilisable si lesinformations sort disponibles successiemert et non simultan®men) :

p(x 2 Cjjlg;unly) =

p(l1jx 2 Ci) p(l2jx 2 Ci;1q) ip(ljx 2 Cislq; i1y 1) p(x 2 C) .
P(11) p(2j1a) =op(lyj sy 1) _ )

Trps souvert, Btant donn§esla complexit® de I'apprentissage g partir de plusieurs cap-
teurs et la dixcult § d'obtenir desstatistiques sutxsantes, ces§quationssort simpli §essous
I'hypothpsed'ind §pendance.Lp encore,descritpresont §t§ proposspour vEri er la validit §
de ceshypothpses.Les formules prgdidertes devienner alors :

Q
p(x 2 Cijlyusl) = =2

p(lj jx2 Ci) p(x 2 Cj)
p(l1;::5 1) '

(8.10)

Cette $quation fait apparetre clairemernt le type de conbinaison desinformations, sous
la forme d'un produit, donc une fusion conjonctive. Il est notable que la probabilit  a priori
joue exactemert le méme role dans la combinaison que chacune des sourcesauxquelleselle
est combin§e §galemen par un produit.

8.1.4 Combinaison vue comme un probl gme d'estimation

Une autre manigre de voir la fusion probabiliste consistep considgrer que chaque source
donne une probabilit § (d'appartenance p une classe)par exemple,et que la fusion consistep
combiner cesprobabilit spour trouver la probabilit § globaled'appartenancep la classe Cette
vision revient p considgrer la fusion comme un problgme d'estimation, et permet d'utiliser
desop@rateursde combinaison di®§rerns du produit. En particulier lesm§thodesde moyenne
ou moyennepond§re,de m@diane,de consensusort souvent employ®es[88, 89, 145].Deses-
timateurs robustespeuvent §galememn etre employ®s,a n de limiter ou supprimer l'in°uence
desvaleurs aberrantes (< outliers >). En n, desm@thodesissuesde la th§orie desvariables
régionaliges[233], telles que le krigeageou le krigeage universel, pourraient §galemen &tre
utilis §esdans ce cadre.

8.1.5 D#cision

La dernigre §tape concernela d§cision, par exemplele choix de la classep laquelle ap-
partient un point. Cette d§cision binaire peut &tre assortie d'une mesure de la qualit® de
cette d§cision, pouvant §vertuellement conduire g la rejeter. La rpglela plus utilis e pour la
d§cision probabiliste et bay§sienneest le maximum a posteriori :

X2Cisip(x2Cjjlg;znl)=maxfp(x2 Cxjlg;inly); 1- k- ng;

mais de trgs nombreux autres critpres ont §t® d§velopplis par les probabilistes et les sta-
tisticiens, pour qu'ils s'adaptent au mieux aux besoinsde l'utilisateur et au contexte de sa
d€cision: maximum de vraisemblance, maximum d'entropie, marginale maximale, esggrance
maximale, risque minimal, etc. Cependart, la grande vari$t§ de cescrit preslaissel'utilisateur
g nouveau dgmuni devant la justi cation d'un choix et I'@loigne de I'objectivit § recherche
initialement par cesm§thodes.
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8.1.6 Autres appro ches en d$tection

Le domaine de la d$tection par fusion multicapteurs a §t§ largemert $tudi§ et a donn§
lieu g plusieurs approches. On distingue la d§tection certralis§e dans laquelle les mesures
donnBespar les di®8rerts capteurs sort considgrffescomme un vecteur sur lequel est prise
la d€cision, et la d§tection d&cenralis®e dans laquelle chaque capteur donne une r§ponse
binaire (d§tection ou non), cesr§ponsestant ensuite combin§espar un op§rateur de fusion.

Dans le premier cas[341]], les r§glesde d§cision utilis §esreposert souwvert sur le risque
moyen, le maximum de gain, le minimum de risque, tous issusde I'appro che bay§sienne mais
aussisur descrit grestels que celui de Neyman-Pearson,consistart g maximiser la probabilit §
de d$tection pour une probabilit § de faussealarme donnfe. Cela supposeimplicitement que
la faussealarme est considgrfe comme l'erreur la plus grave, ce qui n'est pas toujours le
cas suivant les applications (par exemple dans le cas du dg§minage humanitaire, c'est la
non-d§itection qui est l'erreur la plus grave).

Dans le deuxigmecas,si I'on disposede | capteurs, chacun donnant une r§ponsebinaire,
I'op®rateur de fusion est considéré commeune fonction logique de cesl réponses(qui consti-
tuent l'entr§ede l'op$rateur). L'ensenble des op@rateurs possiblesest de cardinal tr ps §levi
(22'), ce qui rend les m$§thodes reposart sur une §num@ration exhaustive des possibilit§s
impraticables dps que | d§passequelquesunit®s. Cependart, le nombre de possibilit§s est
fortement r&duit par la contrainte de monotonie que doit satisfaire I'op&rateur [329]. Parmi
les m&thodes les plus int§ressates dans ce domaine, citons les m§thodes entropiques pour
l'optimisation de l'op§rateur de fusion [111]. On aboutit ainsi g une rpglede fusion optimale
gui s'exprime commeune sommepond§rfedesd§cisionslocales,que I'on comparef un seuil
fonction des probabilit §s de faussealarme et de d§tection des di®8rerts d§tecteurs locaux,
desprobabilit §sa priori et descolits. Les m§thodesentropiques peuvert ainsi etre utilis §esp
plusieurs niveaux : pour choisir les capteurslesplus pertinents, pour optimiser les d§tecteurs
locaux (au niveau de chaque capteur) et pour optimiser I'op®rateur de fusion.

8.1.7 Un exemple de fusion bay®sienne en imagerie satellitaire

Nous illustrons dans cette section la fusion bay$§siennepar un exemple simple de clas-
si cation multisource en imagerie satellitaire, dans lequel la fusion est e®ecte au niveau
des pixels, g partir de l'information de niveaux de gris. Cet exemple a §t% d$velopph dans
[77]. La gure 8.1 montre un exempledes six imagesg fusionner. Il s'agit d'images SPOT
en mode spectral multibande XS dansle vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche infrarouge
(XS3), avecun pasd'§dantillonnage de 20 mptres, recaBesdans un r§ffrertiel commun (ce
qui permet la fusion au niveau du pixel).

Les classesconsidirBessort les villes ou zonesurbaines (classeC;), les °euves (classe
C,) et une classeC3; comportant toutes les autres structures (essetiellement deszonesde
v@ditation).

La caract@ristique principale desvilles sur cesimages®tant leur texture, I'ensenble des
trois imagesinitiales est compl§t§ par trois imagesde texture obtenues par un algorithme
d'estimation des paramptres d'un champ markovien gaussien[109]. Ces imagesde texture
sort §galememn montr §es gure 8.1.

L'apprentissage des probabilit §s conditionnelles est e®ect§ g partir de I'histogramme
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Fig. 8.1{ Imagesdu satellite SPOT en mode spectral multibande XS de taille 512£ 512
pixels et de niveaude prétraitement 1-B envis§everticale (r§gionde Vignola prgsde Modgne
en ltalie) ¢ Spot Image. De haut en bas, le canal vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche
infrarouge (XS3). A gaudhe : images SPOT originales. A droite : Images de paramgtres
de temp@rature d'un champ markovien gaussiensur les trois canaux de SPOT (images de
texture).

des niveaux de gris. Ces estimations peuvert etre lissfespar des fenetres de Parzen par
exemple.La gure 8.2illustre lesr§sultats de I'apprentissagesur une desimages.En rgalit®,
pour §viter deshypothpsesd'ind §pendancenon justi §es,c'est la probabilit § jointe destroix

canaux XS conditionnellement aux classesqui est estim$e et de méme pour lestrois images
de texture.
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Fig. 8.2 { A gaude : probabilit §s conditionnelles des villes et des °euves de l'image de
texture sur XS2. A droite : probabilit §sconditionnelles aux deux classeanultipli §espar leur
probabilit § a priori P(ville) = 11 % et P (f leuve) = 2 %.

Une desdixcult §sdesm@thodesbay$siennesest I'estimation desprobabilit §sa priori . Si
celles-cisort "x §esselonla proportion des classespr@senes dans les images,cela conduit p
diminuer fortement la probabilit  desclassedaiblemert reprisenfes(voir gure 8.2 g droite)
et rend leur d§tection trps dixcile. Le choix e®ect ici consiste g choisir ces estimations
lorsqu'il y a peu de con’it erntre les classesget p prendre des probabilit §sa priori uniformes
lorsque les propri§t§s statistiques desclasseg®valert un fort con‘it.

La gure 8.3 montre le r@sultat de la fusion, pour un critgre de maximum a priori. Le
°euve est superpost en blanc g lI'image originale, ainsi que les contours des zonesurbaines.
Le reste correspond p la classeCs;.

8.1.8 Discussion

La large di®usion des m§thodes probabilistes, en particulier des m§thodes bay§siennes,
est due, plus qu'a la justi cation qu'en donne Cox [93] (voir chapitre 3), p la connaissance
acquiseau cours d'exp@riencesnombreusespermettant de guider les phasesde modlisation
et d'apprentissage.

L'avantage essetiel desm@thodesprobabilistes vient de ce qu'ellesreposert sur une base
math®matique solideet ont §t§ 'ob jet de nombreux travaux. Elles proposen doncun §ventail
d'outils trpsriche permettant aussibien la mod§lisation (par exemple par des familles de
lois param@triques aux propri§t§s bien §tudi®es)que I'apprentissage des modgles (pour des
lois param@triques ou non param@triques) (voir par exemple[77, 209, 220]). Elles proposen
figalemenmn desrpglesd'usagesoit th§oriques(bornes,valeursasymptotiques) soit heuristiques
(tests d'hypothpses,crit presde validit §, tables de con ance). En n, la mod€lisation proba-
biliste souterue par l'interpr§tation fr@quencistelargemert r§pandue dans le monde de la
physique et du traitement du signal, est actuellement un concept universellemen partag®
qui sert naturellement de basede comparaisonaux autres modglisations.

Un autre avantage des approches probabilistes et statistiques, cette fois du point de
vue de la conbinaison, est encore qu'elles reposert sur de solides bases math§matiques,
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Fig. 8.3{ Imagesde dfitection par I'inf §rencebay®siennedes classesville, °euve et C3 sur
la s@nede Vignola par fusion des6 imagesdu satellite SPOT

et peuvent etre utilis§espour la mise g jour de r§seauxcomplexesde connaissanceg265,
266]. Elle permettent d'introduire desinformations qui s'expriment facilemert sousforme de
probabilit §s, telles que le contexte spatial dans le cadre deschamps de Markov (voir partie
8.4) ou la qualit® desinformations exprim$e commela probabilit § pour qu'une mesuresoit
“able [168].

Cependart, et malgr§ leurs basesmath®matiques solides, ces m§thodes sort §galemen
I'objet de critiques et sou®rem de plusieurs inconvgnierts. Nous les regroupons dans cette
partie, en soulignart toutefois que certains d'entre eux sort contestispar lesinconditionnels
desprobabilit §s.

Tout d'abord, si ellesrepr§sertent bien l'incertain qui entache l'information, ellesne per-
mettent pasaistmert de reprisener sonimprcision, et ellesconduisen souvent g confondre
cesdeux notions. Ensuite, elles n§cessiteh que, lors de l'apprentissage,des cortrain tes trgs
strictes soiert v@ri Bespar les mesures(imp ofespar les axiomesde basedes probabilit §s)
et par I'ensenble de classesconsidir (exhaustivit§). Ces contraintes peuvent rendre I'ap-
prentissagetr gsd@licat (commert caract§riser deszonesqui ne soiert pasdu bl§ enimagerie
afirienné ?), ou, si le problgme g traiter est complexe, conduire pratiquement g des in-

2Ce problpme est un exemple du problpme plus g§niral que I'on rencortre en classi cation et en recon-
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cohrencescar I'utilisateur ne peut alors prendre en compte tout le rseaudes d§pendances
probabilistes (casdesboucleslogiques[265]). L'apprentissagede lois de probabilit §sn§cessite,
outre les hypothgses,un nombre de donng§esimportant. Typiquemert, l'apprentissage non
param@trique d'une loi multidimensionnelle dans desimagesou des zonesde taille limit §e
n'‘est souvernt pas pertinent, et I'on setourne alors vers des modgles param@triques, qui g
leur tour n§cessiteh deshypothpsessur la forme deslois.

L'estimation des probabilit §s a priori est souvent dglicate et primordiale dans les cas
ou lI'on a peu d'informations (distributions trps plates des probabilit §s conditionnelles). Si,
dans le cas du traitement d'images, les probabilit §s conditionnelles peuvent &tre souvent
bien estimBespar apprertissagep partir de frquencesd'occurrence,ce n'est en ggnral pas
le casdes probabilit §sa priori . Leur §valuation sort du cadre des probabilit §s fréquencistes
et fait souvent appel g desconceptsplus subjectifs. De plus, la combinaison bay$§sienneest
contrainte, commepour la mod&lisation, par lesaxiomesdesprobabilit §s,et sonutilisation en
pratiqgue n§cessitesouvent deshypothpsessimpli catrices (comme l'ind §pendance)raremert
vBri §es.La th@orie probabiliste et bay$isiennecombine les informations de fason conjonc-
tive, par desproduits de probabilit §s conditionnelles, ce qui conduit souvernt en pratique g
un e®ondremenh des probabilit §s des §vEnemens qui sont d®duits d'une longue cha®ne de
d€duction.

La contrainte d'additivit § peut &tre trop forte pour certains problgmes.Prenonsl'exemple
guedonne Smets[312],dansle domainedu diagnostic m&dical. Si un symptdbmes esttoujours
présent quand un patient a une pathologie A, et que I'on obsene ce symptdbme s, alors la
probabilit  pour que le patient ait A augmene. La cortrainte d'additivit § imposealors que
la probabilit§ pour que le patient n'ait pas A diminue, alors gu'il n'y a pas de raison qui
justi e cela (paradoxe de Hempel), si le symptbme s peut aussietre obseng dans le cas
d'autres pathologies’.

L'application desm$&thodesbay$®siennesmcessitesouvent beaucoupde connaissancesur
le problgme, et leur utilisation dans de bonnesconditions supposequ'une nouvelle r§°exion
soit menie pour chaque problgme p traiter 4. Par exemple, le diagnostic < bay§sien> peut
etre formalis§ de la manigre suivante :

oA jO) = pPOADPA) P(OJANP(A) e

i P(OJA)P(A])  p(OjAC)p(Ai©) + p(OjAI)P(A})’

naissancede formes : en g@niral le compl§mertaire d'une classen'est pas une classe.

3La contrain te d'additivit € et la rpgle de Bayes (®quation 3.8) impliquent que si p(sjA) = 1, alors p(Ajs) =
':)((’:) et donc p(Ajs) , p(A). Au contraire, p(A€js) = 1 p(Ajs), donc p(A€js) - p(A®). Si l'argument de
Smets r§futant cette in§galit® peut &tre criticable, il peut §galemer etre interpr §t§ de la manipre suivante : le
modpgle desprobabilit §sadditiv espeut &tre trop simpliste dans cecas.En particulier, siparler de la probabilit §
d'une pathologie A peut avoir un sens,il est moins certain que parler de celle de [A€s] en ait un. En e®et,
AC ne correspond pas g une pathologie, mais est un ensenble inni, mal connu, impr$cis, et il est di+cile
d'axrmer que [A€js] est une proposition bien d§ nie, binaire, reprsenant correctemert la r@alit®. Ainsi,
tout modgle permettant de dduire p(A€js) peut etre facilement contestable. Nous esgrons ne pas trahir la
pendie de Smets par cette interpr §tation.

4Cette situation s'oppose g celle des approches frquencistes, en particulier g la th®orie de Fisher, qui
est essetiellement automatique : Faced with a new situation, the working statistician can apply maximum
likelihood in an automatic fashion, with little chance (in experienced hands) of going far wrong and considerable
chance of providing a nearly optimal inference. In short, he does not have to think a lot atout the speci ¢
situation in order to get on towards its solution [138]. C'est une th®orie d'arch$types, qui, en permettant
de sfiparer les problgpmes, permet d'obtenir des solutions raisonnables Ip oy I'appro che bay®sienne, oy tout
doit &tre trait € < d'un seul coup >, serait trop complexe. Ce caractgre automatique est certainement une des
raisons qui font la popularit § de la th§orie de Fisher, malgr® les inconv@nients des approches fr§quencistes.
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ou p(AijO) d@&signela probabilit§ pour que le patient ait la pathologie A;, §tant donn® un
ensenble d'obsenations O (examenscliniques, images,etc.), p(OjA;) d§signela probabilit §
conditionnelle desobsenations §tant donn§ela pathologie, et p(A;) estla probabilit § a priori

de A;. La d§cisionest prise g partir desp(A;jO). L'utilisation de cette formule n§cessitesoit
de connétre l'ensenble de toutes les pathologies, soit d'avoir des statistiques reliant les
obsenations g A;¢ (< non pathologie A; >). Les deux solutions senblent irr §alistes. De
plus, toutes lesdistributions de probabilit §sintervenart dansla formule doivernt pouvoir &tre
estimBes.Le problgme est alors la limite destests statistiques reliant les symptébmesou les
obsenations aux pathologieset la ditcult § d'avoir une estimation desprobabilit §sa priori .
Ceslimites sort bien s0r plus ggniraleset ne sort pas splici ques p cet exemple particulier.

La modlisation probabiliste permet de raisonnersur dessingletonsseulemen, qui repr§sertent
les di®&rertes hypothpses,sousla contrainte du monde clos. Nous avons vu dans I'exemple
prédidert du diagnostic médical que cette hypothpsene correspond pasg la r§alit§. De plus,
les singletons ne permettent pas de repr@setter des situations complexes.Prenons le cas
d'images a®ecBespar I'e®et de volume partiel (situation courante en imagerie m§dicale).
Les modglesclassiquesdans la litt §rature pour repr§serer ce ph§nomgne consistert p a®ec-
ter pun point desprobabilit §sd'appartenanceaux tissusdont il estcompodi, cesprobabilit §s
fitant proportionnelles g la quartit § de chaquetissu dans le volume reprsen@ par le point.
Or, celane correspond p aucuner@alit®. En e®et,ce type de modple probabiliste signi e que
l'on a une incertitude sur la classep laguelle appartient le point (on sait que le point peut
appartenir g plusieurs classesmais on ne sait pas laquelle), alors qu'il s'agit en fait d'une
appartenancegp plusieurs classesa la fois. Cela nous senble &tre un exempletypique oy les
modglesprobabilistes utilis §s ne mod§lisert pas correctemert le ph§nonmgne obseng.

Les ensenbles °ous ou la th§orie des fonctions de croyance (ou de Dempster-Shafer)
permettent des mod&lisations plus proches de la r&alit® pour certains problgmeset d'in-
terpr@tation moins contestable. Par exemple,les ensenbles °ous permettent de rendre exac-
tement compte du ph&nonpgne d'appartenance partielle qui est e®ectivemen obseng. Il ne
suzt pasici derelacher la corntrainte d'additivit § desprobabilit §spour r§soudrele problpme:
il s'agit bien de mod§liser un type de ph&nomgne tout p fait di®§rert. Nousy reviendrons
dans les deux chapitres suivants.

Une autre limite provient de la dixcult § d'introduire dans le systame de raisonnemert
desconnaissancegjui ne setraduisent pas simplemen par desprobabilit §s.

Dans le m&éme ordre d'id®es, il est dixcile de mod@liser I'absence de connaissances,
des connaissancesmpr@cises(au cortraire des connaissancesncertaines qui sort naturel-
lement reprsen®espar des probabilit §s), ou encorel'ignorance que I'on peut avoir sur un
ph&nomane. Le princip e de raison insutsante ne suxt pas g prendre en compte l'ignorance
et peut conduire g descontradictions suivant la manigre dont on I'exprime.

Le mémetype de problpme se poseavec le princip e du maximum d'entropie. L'exemple
bien connu de Shafersur la probabilit  pour qu'il y ait de la vie sur la plangte Sirius l'illustre
bien [302P. Ces inconvEnierts, qui ne sort pas mieux r&solusavec une version subjective

®Nous ne pr@serions pas ici I'exemple original de Shafer, qui peut préter g discussion, mais un exemple
donn® par Dubois qui s'en approche. L'ignorance sur I'existence de la vie sur Sirius s'exprime classiquemernt
en probabilit §spar p(vie) = p(non vie) = 0,5. Si I'on posele problpme autrement, en supposart qu'il peut y
avoir trois possibilit§s, vie vEditale, vie animale ou pas de vie, l'expression de l'ignorance conduira g a®ecter
une probabilit § de 1/3 g chacune destrois hypothgses.On obtient alors p(vie) = 2/3. De manigre analogue,
on peut obtenir autant de valeurs di®@rentes que de manipres d'exprimer le problgme. On peut trouv er des
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desprobabilit s, se manifestert dgsqu'il s'agit de mod§liser un raisonnemen humain o les
dgcisionssort prises p partir de donn§esg la fois impr§ciseset incertaines, partielles, pas
complptemert “ables, con’ictuelles, ou les cortraintes et les objectifs ne sort pas toujours
trpsprécis.

8.2 Fusion dans la th §orie des fonctions de croyance

La th@orie des fonctions de croyance (ou th§orie de Dempster-Shafer) date des ann§es
1970mais son utilisation en fusion de signaux et d'imagesest relativemert r@cerie. Pourtant
les premigresapplications sort prometteuses,et nous montrons dans ce chapitre quellessort
les caractristiquesde cette th®orie qui justi ent quel'on s'y int§resseaussibien du point de
vue dela repr@semiation desconnaissancesgt de leursimperfections(impr §cision,incertitude,
ambigu&®, ignorance, con®it) que de leur combinaison.

Bien gue cette th®orie soit inspir§e desnotions de probabilit §s sup@rieureset inf§rieures
et donc souvent vue d'un point de vue probabiliste, elle peut etre interpr§tfe de manipre
plus g&nrale d'un point de vue subjectif, comme un modgle formel quartitatif de degrs
de con ance [314]. Un des atouts essetiels de cette th§orie est qu'elle manipule des sous-
ensenbles plutdt que dessingletons, ce qui lui confgre une grande souplessede mod§lisation
pour de multiples situations rencortr§es en fusion de signaux et d'images. Elle fournit
figalemen des reprseriations g la fois de l'incertitude et de I'impr §cision, ainsi que de
l'ignorance. Pour cela, plusieurs fonctions sort utilis gespour mod§liser l'information et la
manipuler, au lieu desseulesprobabilit §s utilis #esdans le chapitre pr@didert. Cette th§orie
permet de mesurer des con®its ertre les sourceset de les interpr$ter en termes de abilit §
dessources,de monde ouvert ou de cortradictions d'obsenations. Bien que plusieurs modes
de combinaison soiert possibles,la combinaison de type conjonctive est la plus utilis §edans
les domainesqui nous int@ressen ici et c'est surtout celle-ci que nous d§taillerons. Cela re-
porte l'essertiel du travail de l'utilisateur sur I'§tape de mod§lisation et de repr§senation
desinformations et desconnaissanceslisponibles.

Par la suite, nousillustrerons trgssouvent nos propos avec I'exemple de la classi cation
multisource.

8.2.1 Mo d@lisation

La th@orie desfonctions de croyance permet, de manigre analogueg la th§orie despossi-
bilit #s,commenous le verrons dans le chapitre suivant, de repr&serter g la fois I'impr §cision
et l'incertitude p l'aide de fonctions de massem, de plausibilit® Pls et de croyance Bel
[169, 302, 314]. Les fonctions de massesort d§ nies sur tous les sous-enserles de I'es-
paceD, appel§ ici espacede discernemei, (contenant par exempleles classesauxquelleson
s'int®§resse)et pas simplemert sur les singletonscommeles probabilit §squi ne mesuren que
la probabilit § d'appartenance g une classedonn§e.

PosonsD = fCyq;Cy;:::; Chg ou chaque C; d$signeune hypothgseen faveur de laquelle
une d€cision peut etre prise (typiquemert une classedans un problgme de classi cation
multisource). Une fonction de masseest d§ nie comme une fonction de 2° (ensenble des

exemplesanaloguesen traitement desimages, en particulier dans les problgmesde classi cation.
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parties de D) dans|[0; 1]. En g&nfral on imposem(;) = 0, et une normalisation de la forme :

m(A) = 1, (8.12)
AuD

gui garantit une sorte de commensurabilit§ entre plusieurs jeux de masse.

La corntrainte m(;) = 0 correspond p une hypothpsede monde clos, dans lequel toutes
les solutions possiblessort e®ectivemert reprsen$esdans D (ce qui supposeque I'on est
capable de les #rum$rer). Si I'on relache cette cortrainte et que lI'on accepte d'avoir une
massestrictement positive sur ;, cela correspond alors g une hypothgsede monde ouvert,
danslequel dessolutions hors de D sort ernvisageables.

Un §l8mert focal estun sous-enserpnle A de D tel quem(A) > 0. La r§union des§§merts
focaux est appele noyau.

Une fonction de croyance B el est une fonction totalement croissarie d§ nie de 2P dans
[0;1] :
8A; 2 2)‘(3;:::Ak 220
Bel([ i=1:xAi) (i D Bel(\ 21 A)); (8.13)
luf 1:::kg;l 6;
ou jl j dsignele cardinal de |, et telle queBel(;) = 0,Bel(D) = 1.
Etant donn§e une fonction de massem, la fonction B el d§ nie par :

X
8A 2 2°; Bel(A) = m(B) (8.14)
BuABE6;

estune fonction de croyance.Inversemen, g partir d'une fonction de croyanced® nie comme
une fonction totalement croissarte (in§galit§ 8.13) telle queBel(;) = 0,Bel(D) = 1, on peut
d® nir une fonction de massepar :

8A 2 2°: m(A) = X (i 1YAi BiBel(B): (8.15)
BuA

Cette fonction de massevéri e alors I'§quation 8.14.

La fonction de croyance mesurela con ance totale que I'on a dans un sous-enserble A.
L'ensenble vide est exclusde la sommecar il interviendrait sinon g la fois dans I' §valuation
de A et dans|'§wvaluation de A€ (; %A et; % AC).

Ainsi, avoir une massenulle sur un sous-enserle A ne signi e pas que cet ensenble est
impossible, mais simplemen que l'on n'est pas capable d'a®ecter un degr§ précimert g
A. En e®et,on peut avoir des massesnon nulles sur des sous-ensetbles de A, conduisart
donc g Bel(A) 6 0. Cette remarque est trgsimportante pour la modglisation, puisqu'elle
permet de ne pas a®ecterde degs si I'on n'est pas capable de le faire (ainsi, on ne force
pas d'information Ia op I'on n'en disposepas).

Dans I'hypothgsede monde ouvert, on a :

Bel(D)=1j m(;): (8.16)
Une fonction de plausibilit & P|s est §galemen une fonction de 2° dans|[0; 1] d§ nie par :
X
8A 2 2°: PIs(A) = m(B) = 1; Bel(A®): (8.17)
B\ A6;
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Plus g&riralemen, pour tenir compte de la possibilit§ d'€tre en monde ouvert, on a :

PIs(A) = X m(B) = Bel(D) j Bel(A°): (8.18)
B\ A6;

La plausibilit & mesurela con ance maximum que l'on peut avoir dans A. Cette fonc-
tion a une interpr®tation naturelle dans le modgle des croyancestransf@rables[314] ou I'on
consicgrequel'apport d'information peut permettre de transf§rer descroyancessur dessous-
ensenblesplus pr§cis.La plausibilit § reprserte alors la croyancemaximale quel'on pourrait
potentiellement a®ecterg un sous-enserole A si I'on apprend par exemple que la solution
setrouve dans A (toute la con ance mise dans un sous-enserle B intersectart A est alors
transf§r§esur A an de mettre p 0 la con ance sur A©).

On a les propri@§t@s suivantes :

8A 2 2°: PIs(A) . Bel(A); (8.19)

8A 2 2°: Bel(A) + Bel(A®) - 1; (8.20)

8A 2 2°: PIs(A) + PIS(A®) | 1; (8.21)

8A 2 2°; Bel(A) + Bel(A®) = 1, Bel(A) = PIs(A): (8.22)

L'intervalle [Bel(A);PIs(A)] est appel intervalle de con ance et sa longueur est une
mesurede l'ignorance que I'on a sur un §vEnemen A et son compl§menaire.

Si I'on a®ectedes massesuniquemert aux hypothpsessimples(m(A) = 0 pour jAj > 1),
alors les trois fonctions m, Bel et Pls sort $§galeset sort une probabilit . On parle alors
de fonctions de massebay®siennesDans les cas plus complexes,ce n'est pasle caset il n'y
a pas d'§quivalencedirecte avec des probabilit §s. Des fonctions analoguesaux fonctions de
cr@dibilit § et de plausibilit § pourraient €tre obtenues par exemple g partir de probabilit §s
conditionnelles g des comportements pessimisteset optimistes respectivemert, mais leur
formalisation serait beaucoupplus d§licate que ce que proposela th$§orie des fonctions de
croyance.

Parmi les fonctions de masseparticuli gres, on distingue les fonctions g support simple,
pour lesquellestoute la masseporte sur un sous-ensefle non vide A et sur I'ensenble de
discernemen D :

m(A) = s
m(D) = 1j s
m(B) = Opourtout B;B 6 A;B 6 D;

avecs 2 [0; 1].

Dans le casou s vaut 0, alors toute la masseporte sur D. Cette fonction reprisene
l'ignorance totale, dansle sensou aucun sous-enserble ne peut &tre distingu$.

La possibilit§ d'a®ecterdes massesaux hypothpsescomposges,et donc de travailler sur
2D plutdt que sur D constitue un des avantages de cette th§orie. Elle permet en e®etune
mod#lisation tr gs souple et trgsriche, en particulier de I'ambigu®$ ou de I'h §sitation ertre
classes.Citons quelquesexemplesde situations dans lesquellesla fusion par la th§orie des
fonctions de croyance peut &tre employ§e:
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{ dans les cas limites (que l'on peut considgrer comme id§aux) oy lI'on conn&t toute
l'information sur le problgmeg traiter ;

{ lorsqu'une sourcedonne desinformations seulemem sur certainesclasses par exemple
certainesimages TEP ® donnert desinformations sur les limites du cerveau mais pas
de la téte;

{ lorsqu'une source n'est pas capable de di®8rencier deux hypothpses: la th@orie des
fonctions de croyance permet alors de considgrer la disjonction de cesdeux classes,
sansintroduire d'information arbitraire forsant leur s§paration;

{ lorsquel'on veut mod&liser les e®etsde volume partiel, donc typiquemert repr@serer
I'appartenance d'un pixel ou un voxel g plusieurs classes

{ lorsquel'on veut reprserer la abilit § globale d'une source: celapeut tre r@alisg en
a®ectan une massenon nulle p D ;

{ dansles casopu la abilit § d'une sourced$§pend des classes(par exemple desimages
cBrBbralesfonctionnellesne donnert pasd'informations tr gs ables sur I'anatomie, alors
qu'au cortraire lesimagesIRM sort trps ables pour les classesanatomiques);

{ danslescasop 'on veut intro duire desinformations a priori : mé&mesi cesinformations
nesort pasrepr@senablesfacilemen par desprobabilit §s,ellespeuvert etre intro duites
si ellesinduisent un moyen de choisir les§lmerts focaux (en particulier lesdisjonctions
d'hypothpses),de d& nir ou de modi er les fonctions de masse.

8.2.2 Estimation des fonctions de masse

L'estimation des fonctions de masseest un problgme ditcile, qui n‘a pas de solution
universelle. La dixcult § est augmen$eici si I'on veut a®ecterdes massesaux hypothpses
composes[153 218]. En traitement d'images par exemple, on peut les construire g trois
niveaux : au niveau le plus haut (souvent abstrait et symbolique), la reprsetation de l'in-
formation est utilis §ed'une manigre similaire g ce qui estfait enintelligencearti cielle et les
massessort a®ec@esp despropositions, et souvent donn§espar desexperts [15, 165, 256].Ce
type d'information n'est le plus souvert pasdirectement d§rivé de mesuresdanslesdonnges,
et les m§thodes correspondartes ne sort donc pas spici ques du traitement desimages.A
un niveau interm@diaire, les massessort calculesp partir d'attributs et peuvent s'appuyer
par exemple sur des modgles ggonfitriques en image [7, 79, 340, 95]. Ce niveau est bien
adapt® p desproblgmesde reconnaissancalesformesg partir de modglesmaisil est di+cile
de l'utiliser pour des problpmesde fusion sur des structures complexessansmodgle. A bas
niveau (le pixel en traitement d'images), beaucoup de m$thodes sort ervisageables,et la
plupart s'appuiert sur des m§ithodes statistiques de reconnaissancealesformes.

La manigre la plus simple que I'on puisseimaginer consisteg calculer les massessur les
singletonsdans une source(image par exemple)l; par :

m; (FCig)(x) = M/ (x); (8.23)

o M/ (x) estestim@ele plus souvent commeune probabilit §. Les massessur tous les autres
sous-ensetbles de D sort alors nulles. Il est clair que ce modgle est tr gs r@ducteur et n'ex-
ploite paslescaract@ristiquesint®ressates de la th§orie desfonctions de croyance.Beaucoup
d'approches s'appuient toutefois sur un tel modgle initial, puis r@partissert les massessur

®Images de tomographie par §mission de positons, utilis §esen particulier en imagerie c§r§brale fonction-
nelle.
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I'ensemnble deshypothpsescompodiesou n'utilisent que certaineshypothpsescompodies,dans
une d&marce simpli catrice et souvert tr gsheuristique [340,209,277,364]. Mais d'autres ap-
prochespeuvernt §galemen etre envisagies.Dans la suite, nous pr§senons quelquesmodples
de la litt §rature.

Mo di cation de modples probabilistes

Le modgle le plus simple et le plus souvert utilis§ consiste p employer la technique
d'a®aiblissemen [302]. Les nouvelles massesm® sort calculesp partir des massesinitiales
m de la manigre suivante (I'indice j repr§senant la sourced'information ainsi que I'§8mert
X sur lequel on raisonnesort omis ici) :

m%fCig) = @m(f Cig); (8.24)

m{D)=1; ®+ @m(D); (8.25)

ou ® 2 [0; 1] est le coexcient d'a®aiblissemeh Dans le cas o les massesinitiales sort
apprisessur les singletons seulemem, par exemplep partir de probabilit §s,alors m(D) = 0
etm{D) = 1 ®. Cette technique est souvert utilis e pour a®aiblir une sourceen fonction
de sa abilit §, et permet d'a®ecter une massep D qui sera faible si la source est able
et importante si la source ne l'est pas. Dans les cas extrémes,la valeur ® = 0 est utilis §e
pour une sourcequi n'est pas able du tout, et toute la masseest alors a®ecBep D, ce qui
repr@serte I'ignorance totale. La valeur ® = 1 est utilis §epour une source able danslaquelle
toute la masseest a®ec§eaux singletonset op il n'y a aucune ambigu&§ ertre classes.

Ce type de modple est trps simple. L'apprentissage des massessur les singletons peut
b&n@ cier des techniques classiquesd'apprentissage statistique. Cependart les disjonctions
d'hypothpsesne sort pas mod§lisBes,ce qui limite beaucoupla port®e de ce modgle.

Deux modglesd'inspiration probabiliste ont §t® propofEspar A. Appriou [10], et prennert
en compte d'autres disjonctions que D. Ces modgles supposernt une estimation initiale de
probabilit §sconditionnelles p(f (x)jC;i) (ou f (x) d&signeles caract@ristiquesde x extraites de
la sourceet sur lesquelless'appuie la fusion), not§esplus simplemert p(xjC;). La fonction de
masseassaiffe p une sourceest calculfe par conmbinaison de fonctions de masseassaiesg
chaque singleton, d& nies dans le premier modgle par :

m(ICO00 = 11 8.26)
m (O NGO = 1o geres: 827)
m'(D)(x) = 1j ®; (8.28)

OUu ® estun coezcient d'a®aiblissemen li§ p la classeCi, qui permet de prendre en compte
la “abilit § de la sourcepour cette classeen particulier (et non plus globale comme dans le
modgle prédidert), et R estun coexcient de pond§ration desprobabilit §s.SiR = 0, seulela
“abilit  de la sourceest prise en compte, sinon lesdonnfessort §galemenm prisesen compte.

Dans le deuxipme modgle, les massesassaiesp chaque singleton sort d§ nies par :

m'(f Cig)(x) = O; (8.29)
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m'(D nfCig)(x) = ®&(1; Rp(xjCi)); (8.30)
m(D)(x) = 1i & + ®&Rp(xjC): (8.31)

Ce modgle correspond au casop p(xjCi) nousdonne une information essetiellement sur
cequi n'est pasC;.

La masseassaiffe p la source est ensuite calculfe comme ©;m', oy © est la somme
orthogonale de Dempster (voir section 8.2.3). Ce modple est bien adapt$ dansles casoy I'on
apprend facilemert une classecortre toutes les autres, ce qui est frEquern en reconnaissance
desformes dans les images, ou dans les cas o chaque classeest d§termin§e g partir d'un
d&tecteur adapt® (par exemple un d$§tecteur de routes dans une image airienne permet de
d® nir la probabilit § d'appartenanceg la route par rapport g cellede toutes lesautres classes,
mais n'est pas capablede distinguer cesautres classes).

Dans [118], les disjonctions sort d§ nies en fonction d'un critpre de signi cativit § des
probabilit §sconditionnelles. Si une seuleprobabilit § p(xjC;) estsigni cativ e (ce qui nfcessite
de d® nir desseuils), alors un modgle simple de masseportant sur les singletons est utilis §.
Si plusieurs probabilit §s sort signi cativ es, les disjonctions des hypothgsescorrespondartes
sort §galemenm prisesen compte. Par exemple,si trois valeurssort signi cativ eset telles que
P(xjCi) > p(xjCj) > p(xjCk), la fonction de masseest construite par :

m(fCig)(x) = p(xjCi) i P(X|Cj); (8.32)
m(fCi [ Cg)(x) = p(xjCj) i p(xjCu); (8.33)
mECi [ G [ Cka)(x) = p(xjCx); (8.34)

puis les massessort normalis§es. Si aucune probabilit § n'est signi cativ e, la masseporte
entigremen sur D.

Mo di cation de modples de distances

Une approche de type reconnaissancaelesformesest proposgedans[107]. Si chaqueclasse
C; estrepr@senepar un prototype (ou un certre) x;, unefonction de masseassxiep chaque
classepeut-etre d& nie danslaquelle Cj et D sort les seuls§merts focaux :

m'(f Cig)(x) = @ei "F(x1); (8.35)
m (D)(x) = 1] ®ei *Fexi); (8.36)

Les paramptres ® et ° permettent de jouer sur la quartit § d'ignorance et la forme des
fonctions de masse.La distance d?(x; x;) permet d'a®ecterune massed'autant plus impor-
tante que x < ressenble > g la classeC;. Lesm' sort ensuite combin®esselon la rggle de
Demspter (voir section 8.2.3) pour avoir une masseprenart en compte l'information sur
toutes les classes.

Cette approche peut §galemen etre appligueaux k plus prochesvoisins. La distance est
alors la distancede x g I'un de sesvoisins, et la masseest a®ecBe selonle modgle prédiden
p la classep laquelle appartient ce voisin et p D. Les fonctions calculespour chacun des
voisins de x sort ensuite combin§espar la rggle de Dempster.
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A priori  sur les §l8ments focaux comp os$s (disjonctions)

Dans de nombreusesapplications, il est possiblede disposerd'informations a priori qui
permettent de d§terminer de manigre supervisge quels sort les §lfmens focaux p prendre
en compte. Ces m$thodes ont §t® utilis §espar exempledans [37, 244, 243, 334]. Dans [37],
desimagesdu cerveau sort combin$espour d&tecter despathologies(voir section8.2.7). Les
fonctions de massesort estim@esautomatiquement g partir des niveaux de gris [50] et les
classesnon distingu§esdans certaines images par leur niveaux de gris sort regroupgesen
disjonctions. Dans [334], les r@sultats de d§tecteurs de plusieurs structures sort fusionn§s
pour interpr§ter une image radar. Ce sort alors les capacitfs des d§tecteurs p di®§rencier
ou non di®@rertes classesde structures qui permettent de d§ nir les §lfmerts focaux et les
disjonctions de classesa prendre en compte. Dans [244, 243], desattributs extraits d'images
de di®grerts capteurssort combin§spour di®8rencierdesminesd'objets ino®ensifs,dansun
programme de d&minagehumanitaire. Les mesuresg combiner peuvert étre caract@ristiques
d'une classeou de I'espacede discernemen complet. Par exemple,la profondeur des objets
permet d'a®ecterune masseaux objets ino®ensifssi elle estimportante, mais ne permet pas
de distinguer lestypesd'objets si elle est faible et la masseest alors a®ecep D.

Cetype d'approche est trgsexcace si I'on disposede telles informations, mais elle reste
supervis§e, et donc applicable p desproblgmesoy le cardinal de D reste raisonnable.

Appren tissage des &lfments focaux comp os$s

Les m&thodes d'apprentissagedes §lmerts focaux s'appuiernt souwvert sur desclassi ca-
tions pr@alablese®ect#esdans chaquesourcesgpamert. Typiquemert g partir de matrices
de confusionil estpossibled'identi er lesclasseconfonduesselonune source,dont la réunion
constituera un §8mert focal de la fonction de masseattach§ep cette source.

De manigre complgtemen non supervisge,lesintersectionsertre lesclasses§tectesdans
une sourceet cellesd§tectfesdans une autre sourcepeuvert d§ nir lessingletonsde I'espace
de discernemen, les classesd§tectesdans chaque source devenart alors des disjonctions
[231].

Des mesuresde dissonanceet consonancesort proposgesdans [240]. L'id §e consiste g
modi er une fonction de masseinitiale portant uniqguemert sur les singletonsen a®aiblissar
les massessur les singletons en fonction du deg de consonancede ceux-ci, et en cran
desmassessur desdisjonctions de deux classesen fonction du degr§ de dissonanceentre ces
classes.Cette m$thode a §t§ applique g la fusion de plusieurs classi eurs. La consonance
d'une classeest calcule d'aprgs le nombre d'§l§mens a®ec@s p cette classepar tous les
classi eurs, et la dissonanced'aprgsle nombre d'§8merts clas$s di®§remmen.

Dans le casop les§8merts sort caract@risspar une mesuredansun espacep une dimen-
sion (typiquemert repr@sen@spar un histogramme), lesmassessur les hypothpsescomposges
peuvert etre d§ nies dans les zonesde recouvremert ou d'ambigu?t® entre deux classesvoi-
sines. Une autre mthode, s'inspirant des m#§thodes de seuillage hi§rarchique, est proposte
dans[279] oy chaquepic de I'histogramme correspond g un singleton. Puis I'histogramme est
progressivemert seuill§ p des hauteurs d§croissares, et desdisjonctions sort cr§eslorsque
desmaxima seregroupernt. Cette m§thode est g rapprocher desarbresde composartes utilis §s
par exemple en morphologie math§matique avec le concept de topologie des coupes[116,
ainsi que des intervalles de con ance et de leurs liens avec les distributions de possibilit®
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[133] (voir chapitre 5).

Intro duction de disjonctions par morphologie math §matique

Sansserestreindre p desespacesle reprsenation de dimension 1, la m§thode proposge
dans [38] permet de calculer des massessur des disjonctions par §rosionset dilations de
massesd§ nies dans un premier temps sur des singletons. Les propri§t§s de cesopfrations
morphologiques(en particulier de dualit®) permettent de lesinterpr$ter commedescroyances
et plausibilit §s,dont les massessort ensuite d§duites.

8.2.3 Combinaison conjonctiv e
Rpgle de Dempster

Soit m; (j = L::1) la fonction de massed§ nie pour la sourcej . La combinaison conjonc-
tive desfonctions de masseest e®ecti§e selonla rggle orthogonale de Dempster [302, 314],
d® nie 8A p D par:

X
(MO my©::Om))(A) = my(B1)m2(B2):::m(B)): (8.37)
Bi\::\ B|=A

Des justi cations axiomatiques de cette rpgle peuvent etre trouv®es dans [314]. Les
di®Brencesentre cesaxiomeset ceux de Cox [93] (qui permettent de justi er les rpglesdes
probabilit §s) expliquert les origines des di®€frencesentre les deux th@ories[30]. Cesaspects
sort report§sen annexe8.2.6.

Con°it et normalisation

Dans I'§quation 8.37, non normalis§e, la massea®ec@e par la conmbinaison g I'ensenble
vide esten ggnfiral non nulle. Elle s'interprpte souvent commele con®it entre lessources.No-
tons que cette mesurede con’it n'est pasune mesureabsoluemais d§pend de la mod§lisation
e®ecte (en particulier de la r@partition desmassessur les di®§rerts sous-enserlesde D).
Le con’it peut avoir deux sourcesessetielles : soit les sourcesne sort pas ables, soit elles
donnert desinformations sur desph&nongnesdi®grerts. Dansle premier cas,il estacceptable
de combiner les sourceset une solution pour prendre en compte le con®it est d'a®aiblir les
sourcesen fonction de leur abilit §. Nousy reviendronsun peu plus loin. Dans le deuxipme
cas, la combinaison n'a pas de sens.Des m$thodes de regroupemert des sourcesselon les
ph@nomgnesqu'elles obsenent ont §t§ propodies,visant g combiner les sourcesg l'int§rieur
de chaquegroupe uniquemert. Cesgroupessort calculfsde sorte g minimiser le con®it dans
chaque groupe [243, 297].

Dans une hypothpse de monde ouvert, une massenon nulle sur I'ensenble vide peut
figalemen repr@senier une solution non prvue dans D. Sousl'hypothpsedu monde fermg,
ou tout ce qui est possibleest reprisen® dans D, cette interpr@tation n'est pas acceptable,
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ce qui conduit p normaliser le r@sultat de la combinaison sousla forme’ :

P
Bs\ 1\ Bi=A M1(B1):imy(B))

(my©::Om)(A) = i gyeag=; Mi(By)mi(By)’ (8.38)
et (MOm,©::Om))(;)=0
si le dgnominateur de I'@§quation 8.38 est non nul, c'est-g-dire si :
k= X mq1(B1)m2(B2):::m(B)) < 1L (8.39)
Bi\ i\ By=;

Cette quartit § (qui mesurele con®it entre les sources)est donc directemert prise en
compte dansla combinaison sousforme de facteur de normalisation. Elle reprserte la masse
qui serait a®ec®e g I'ensenble vide si I'on n'avait pas cette normalisation (§quation 8.37).
Il estimportant de prendre en compte cette valeur pour juger de la qualit® de la combinai-

son : celle-ci peut ne pas avoir grand sensen casde fort con®it et conduire p des dgcisions
criticables.

Prenonsun exemplesimple oy D = fCq; C,; C3g et deux fonctions de massen'ayant que
les singletons comme §l&meris focaux et les valeurs suivantes :

Ci1 Co Cs
m; | 09 | 0,0 | 0,1
m, | 00 | 09 | 01

Leurs fusions non normalise et normalisBedonnert :

Cy Co Cs
m41 © my non normalis§e | 0,0 0,0 0,01 | 0,99

m1 © my normalisge 0,0 | 0,0 1,0 0,0

Toute la masseest alors focalisge sur C3 qui est la seule classeop les deux sources
sort d'accord, mais pour dire que ce n'est qu'une solution trps faiblement plausible. La
normalisation a masqu§ le con®it. La forme non normalis§e est le plus souvent pr&frable
en cas de con®it. Ici, elle permet d'a®ecter la masseessetiellement g l'ensenble vide, et
l'origine du con’it peut venir de I'hypothpsede monde ouvert, d'une faible abilit § d'au
moins une des deux sources,ou du fait qu'une sourcevoit un objet dansla classeC; alors
que la secondesourcevoit un autre objet dansla classeCs.

D'autres m$thodes que la normalisation ont §t§ proposgespour §liminer la massesur
I'ensemnble vide. Par exemple, cette masseest a®ece g D dans [349], donc tranform§e en
ignorance.Dans[127],une m§thode plus ne estpropodge: par exemple,siles§lmerts focaux
A1 et A, de deux sourcessort encon®it (A1\ Ay = ;), alors le produit m1(A;)m»(Az) est
a®ect p m(A1[ A»). Cela supposequ'au moins une des deux sourcesest able mais que
I'on ne sait paslaquelle, et la forme disjonctive du r@sultat est l'attitude la plus prudente.

"Cette forme normalis§e est la ragle de Dempster au sensstrict [302], la forme non normalis§e ayant §t@
propodge plus tard [314] mais senblant aujourd'h ui pr&f@rable dans la plupart des applications.
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Propri ®t$s

Examinons maintenant les propri$t®s de la rpgle de combinaison. Elle est commutativ e
et assaiative. La fonction de massed§ nie par :

mo(D) = 1et8Au D;A6 D;mp(A)=0 (8.40)

est §lfmert neutre pour la combinaison. Cette massereprserte une source complgtemert

non informativ e, qui ne distingue aucun §lfmen de D. Qu'elle ne joue aucun rdle dans la

combinaison correspond donc bien g l'intuition. La d® nition de cette fonction de masse
remplace le principe d'indi®@rence utilis§ en probabilit §s (§quir§partition des probabilit §s
sur tous les §l§merts), et repr@sere mieux I'absenced'information.

La loi © n'est pasidempotente. Consid§rons g nouveau l'exemple prédidert, mais avec
cette fois les fonctions de massesuivantes :

Ci | C Cs

my | 0,7 | 0,2 | 0,1

m» 0,7 02 | 01

Leurs fusions non normalise et normalisedonnert :

Cy Co Cs ;
m1 © my non normalisge | 0,49 | 0,04 | 0,01 | 0,46

m1 © my normalisge 0,91 | 0,07 | 0,02 0,0

Cet exempleillustre la non-idempotencede la rggle de combinaison. Les valeurs les plus
fortes sont renforcgeset les plus faibles diminuges.Il estimportant §galememn de noter que
le con®it entre deux fonctions de masseidentiques est non nul, et qu'il estd'autant plus fort
gue la masseest r§partie sur les singletons.

A l'origine, cette rpglede combinaison §tait r§put§eapplicable seulemen sousl'hypothgse
d'ind®pendancedes sources. |l a §t% montr§ [275, 276] que la rpgle est encore applicable
sanscette hypothpse,en s'appuyant sur I'analogie avec les ensenbles ferm§s al§atoires. De
manigre moins technique et plus philosophique, I'ind §pendancedans le cadre desfonctions
de croyancene doit pasétre compriseau sensstatistique, mais dansun sensplus < cognitif >
[316]. On parle alors d'ind §pendancecognitive. Imaginons par exemple des experts dont on
veut combiner les opinions. lls ne sort vraisemblablement pasind§pendarts statistiquement
(s'ils sort experts du meémedomaine), mais on peut attendre d'eux qu'ils le soiert cognitive-
ment, c'est-g-dire que chacun seforge une opinion sansconsulter les autres. C'est p cetype
d'ind §pendanceque s'applique la rpglede Dempster, cequi setraduit par la non-idempotence
de la rpgle,conduisart p un renforcemen desfonctions de masseidentiques. Soushypothpgse
de d&pendance,on souhaiterait au cortraire avoir une rpgleidempotente. Nous reviendrons
sur cesconsidgrations dans la th®orie desensenbles °ous.

Lorsque les fonctions m, Bel, et Pls sort des probabilit §s (c'est-g-dire lorsque les seuls
#i8merts focaux sort dessingletons), la loi de combinaison de Dempster est cohirerte avec
leslois classiquesdesprobabilit §s. Cela fait donc appareftre les probabilit §scommela limite
de la th§orie des croyanceslorsqu'il n'y a pas d'ambigu®&§ ni d'impr §cision et que seule
l'incertitude desdonn§esdoit &tre prise en compte.
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La rpgle de Demspter a un comportement conjonctif, puisqu'elle donne des §l§merts
focaux qui sort les intersections des §l8merts focaux des fonctions de masseinitiales. Elle
renforce donc la focalisation et diminue la longueur desintervalles de con ance [Bel; Pls].

En pratique, le calcul de la combinaison s'e®ectueen §tablissart la table d'intersection
des §fmernts focaux. Par exemple,si m; porte sur C1 [ C, (typiquemert dansle casd'une
sourcequi n'est pas capablede di®§renciercesdeux classes)et C3, et m, sur C; et Co[ Cg,
les §8merts focaux de m; © m, sort donn§spar la table d'intersection suivante :

Ci[ C | C3
Cy C1 ;
Co[ Cs Co Cs

Les §l®merts focaux ne sort alors plus que les singletonset I'ensenble vide. Cet exemple
illustre commert la combinaison conjonctive r§duit I'impr §cision et r§sout (ou diminue en
g§nBral) 'ambiguA$ de chaque source.

En particulier, les intervalles [Bel;Pls] sort r§duits aprgs la combinaison, puisque les
fonctions de massesort plus focalisgesque lesmassesnitiales (ellesportent sur desensentbles
plus petits).

La massesur lI'ensenble vide (mesurart le con®it) augmerte au contraire lors de la fusion.

Supposonsmaintenant que la mod§lisation inclue une part d'ignorance et qu'une masse
non nulle soit a®ecBep D dansles deux sources.La table d'intersection donne alors :

Ci[C | C3 D

C1 Ci ; Ci
Cz2[ C3 C Cs | Co[ Cs

D Ci[Co | C3 D

Cette fois, 'ambigu?t® n'est que partiellement r§duite et il reste une massenon nulle sur
les §®merts impr§cis (disjonctions de classes).Le con’it enrevanche diminue, ce qui estune
propri§t® gEnBrale de la combinaison de massesa®aibliesen renforeant D.

A®aiblissemen t

L'a®aiblissemen permet de mod§liser la “abilit § des sourcesp l'aide d'un coexcient ®
(®2 [0; 1]) utilis 8 pour augmener la massesur D. L'id §eestderenforcerl'ignorance d'autant
plus que la sourceest moins able. Une fonction de massem est alors modi §e en fonction

de massem? selonles formules suivantes :

mYA) = ®n(A) 8A; A 6 D;
m{D) = 1j &1 m(D)) = 1j ®+ @m(D):

L'e®et de I'a®aiblissemen est d'augmenter lesintervalles[Bel; Pls] et, lors de la combi-
naison, de r&duire le con°®it.
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Conditionnemen t

Prenons maintenant le cas particulier d'une sourcequi donne une information certaine
sur un sous-ensetble B de D. Cette information se mod§lise de la manigre suivante :

mg(B)=1et8Au D;A6 B;mg(A) = 0: (8.41)

Touteslessourcesdoivent alors@tre < conditionn§es> par mg, a n de prendre en compte
le fait que la v@rit® ne peut etre que dans B. Le conditionnemert se fait simplemen en
combinant une fonction de massem avecmg :

X
8AUD; mOmg(A) = m(C); (8.42)
A=B\C
qui s'§crit §galemen :
8AUD;A6UB; MmO mg(A)
BAUD;AuB; m©Omg(A)

I
o
X

(8.43)

m(A[ X): (8.44)
XuBC

Le conditionnemert correspond au modple de croyancestransf§rables[314]: la connais-
sancede B conduit g transf§rer toute la massesur les sous-enserbles inclus dans B. Ainsi,
la croyanceinitialement a®ecBep un sous-ensetble A = A;[ A, (avecA1 1 B et A, pu BC)
repr@sertait le fait quela v&rit® pouvait &tre n'imp orte op dansA. La connaissancele B per-
met maintenant de pr&ciserl'information et de r§duire A g A;1. En quelquesorte, la croyance
di®usedans A est maintenant concerr §edans la seulepartie qui estincluse dansB.

Le conditionnemert e®ect® par la rggle conjonctive est I'§quivalent, dans le cadre des
fonctions de croyance, des probabilit §s conditionnelles, qui correspondent §galemen g une

conjonction. On a en e®et:
P(X\ B).

P(XiB) = 5 g

Fonctions de masse s@parables

Considgrons maintenant desfonctions de massep support simple. Si m; et m, sort des
fonctions p support simple de mémesupport A, avecdespoids s; et s, alors la combinaison
donne une fonction de m&éme support avec un poids s; + Sy | S1Sp. De telles fonctions ne
sort jamais con®ictuelles.

Si les deux fonctions ont dessupports di®frerts A1 et A, alors la combinaison donne:
(M1 © m2)(A1\ Az) = 5157
(M1 ©m2)(A1) = s1(li S2)
(M ©m2)(A2) = s2(li s1)
(M1©mz)(D) = (1§ si)i s2)
(M1 ©my)(B)= 08B;B 6 A;;B 6 Ay;B 6 A\ A,;B 6 D:
En particulier, si A1\ A, = ;, alors lesdeux fonctions sort con’ictuelles, une massenon

nulle §tant a®ec@e g I'ensenble vide. Lorsque s15; 6 1, la fonction r§sultante est appel§e
fonction de massesgparable.
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Complexit @

Dansle casg@n@ral, ainsi que le montre la formule 8.37,la combinaison est de complexit$
exponertielle. En pratique, il estrare que tous les sous-enserbles de D soiert p prendre en
compte, et la complexit® reste souvent plus raisonnable.Une complexit® lin §aire est obtenue
si les massessort mod§lisBesselonla structure de Barnett [19], c'est-a-dire oy les §lEmerts
focaux de chaque sourcesort uniquemert les singletons et les complBmerts des singletons
(fonctions s§parables). Cette structure est adapt®e p des problgmesde reconnaissancedes
formes dans lesquelschaque source est un dftecteur qui permet de distinguer une classe
cortre toutes les autres. Mais elle n'est pas g&nérale et ne s'applique pas aux sourcesqui
n§cessiten des§lfmeris focaux qui soient desdisjonctions quelconques.

8.2.4 Autres modes de combinaison

D'autres modes de combinaison, tels que des modes disjonctifs ou de compromis, sort
possibles,en remplaeart I'in tersection dans la formule 8.37 par une autre op§ration ensem-
bliste. Par exemple,une fusion disjonctive est obtenue en prenarnt la r§union [316 :

X
(ML ©p 0 my)(A) = m1(B1)::m(B)): (8.45)
B[ [ Bj=A

Notons que cette combinaison ne peut pas faire apparatre de con®it. Elle §largit les
B8 mens focaux et fournit donc une information moins prciseque chacune dessources.Ce
mode de fusion peut &tre int§ressaih quand on ne sait pas mod§lisera priori les abilit §sdes
sources,leurs ambiguft@s et imprcisions.Par exemple, si une source est focalisfe sur A et
une autre sur B avec A\ B = ;, une manigre de ne pas lever le con®it est de conclure que
la vBrit® estdans A [ B, ceque permet la fusion disjonctive.

Toutefois, dansla plupart desapplications en fusion d'images, on cherche g obtenir une
fonction de massecombin§e plus focalisfe que les fonctions de masseinitiales. Ainsi, on
pr&farela fusion conjonctive, cequi implique de prendre en compte lesimpr@cisions, abilit §s,
ambigu?t®s de chaque sourcep I'§tape de mod§lisation. Elle constitue alors I'§tape la plus
cruciale et qui requiert le plus d'attention.

8.2.5 D#cision

Une fois calcul§esles fonctions de masseconmbin®es,lesfonctions de croyanceet de plau-
sibilit @ sort dg§duites par les®quations8.14 et 8.17.La dernigre §tape est cellede la d§cision,
donc du choix d'un sous-enseirble de D maximisant un certain critgre. Dans la suite, m,
Bel et Pls dfisignen les fonctions de masse,de croyance et de plausibilit & obtenues aprps
combinaison.

Dans la th§orie desfonctions de croyances,plusieurs rpglesde d§cisionsort possibleset
sort le plus souvent appligu®esau choix d'un singleton C;.

Le maximum de plausibilit$ :
X 2 Ci siPIs(Ci)(x) = maxfPIs(Cy)(x); 1- k- ng; (8.46)
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cette rpgle$tant optimale au sensde critpresd'inspiration probabiliste pour desfonctions de
massed@riviesde probabilit §s[9].

Le maximum de cr§dibilit§ :
x 2 Cj siBel(Cj)(x) = maxfBel(Ck)(x); 1- k- ng; (8.47)
qui est §quivalent au critgre du maximum de plausibilit § dans le cas ou le r§sultat de la
combinaison ne porte que sur les singletons.

Le maximum de cr@dibilit§ sans recouvrement des intervalles de con ance (sans risque
d'erreur) :
x 2 CjsiBel(Ci)(x), maxfPIs(Cx)(x); 1- k- n;k6 ig; (8.48)

cette dernigre condition §tant particulipremen stricte et pouvant ne conduire g aucune
d@cision.
Le maximum de cr@dibilit® avec rejet [231]:
x 2 Cjsi Bel(Cj)(x) = maxfBel(Ck)(x); 1- k- ng
et Bel(Ci)(x), Bel(CE)(x); (8.49)

qui exprime que la dcision doit &tre suzsammert non ambigud puisque la condition sera
vBri $esila masseest trgsfocalisBesur C;.

Le maximum de probabilit® pignistique, celle-ci§tant d§ nie par [315]:
m(A) .

o 2n AT MG))

ou jAj d&signele cardinal de A, qui permet de repasserg un corntexte probabiliste souvent

souhait® pour la prise de d§cision (ou le pari) ou pour assaier cette d§cision g d'autres

critgresprobabilistes, par exempledans le cadre deschamps de Markov pour descritpresde
r@gularisation spatiale [334].

8C; 2 D; BetP(Cj) = (8.50)

Desrpglesmixtes ont §galemen §t§ propodfies,dans lesquellesla plausibilit § est utilis §e
pour certainesclasseset la croyancepour d'autres. Cela permet de favoriser la d§tection des
classespour lesquelleson considare la plausibilit § [243].

La d§cisionpeut §galemen &tre prise en faveur d'une disjonction. Elle estalors impr§cise
mais permet de prendre en compte des m§langesde classesou des ambigu&$s subsistart
aprps fusion. Ce type de d§cision est int§ressaih par exemple pour tenir compte de I'e®et
de volume partiel et lesvoxels qui en sort a®ecBs serort ainsi clas$s comme desvoxels de
m@lange, plut®t que comme desvoxels de classespures, ce qui correspond bien g I'in tuition
[37]. La d&cision permet §galemen d'indiquer les §lfmens pour lesquelsla fusion ne su+t
pas g lever les ambigu&$s et donc de sugdgrer l'acquisition de nouvelles informations, ainsi
que lI'exploite la fusion active [147,271].

En n, desrpglesde dcisionaveccodt ont §t§ proposBes[107].Pour toute fonction f deD
dans R, les esfrancesinf@§rieure et supirieurede f relativemert g une fonction de croyance
Bel, au sensde Dempster, sort d§ nies par :

X

Ex(f)

m(A) min f (Cy); (8.51)
A)le Ci2A

m(A) maxf (C;): (8.52)
ALD Ci2A

E°(F)
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Les rpglesde d#cision avec colt s'obtiennert alors en prenant pour f une fonction qui
exprime le co0t d'une action lorsque I'§lfment sur lequel porte la d§cision appartient g la
classeC;. Cette fonction de co0t peut §galemen €tre intro duite dans une rggle de d§cision
aveccolt probabiliste classique,en utilisant la probabilit § pignistique. Ainsi, la d§cisionpeut
etre optimiste si l'espBranceinf§rieure est minimis®e, pessimistesi I'esprancesuprieure est
minimis§e, ou interm@diaire si la probabilit § pignistique est utilis §e.

8.2.6 D#®duction axiomatique de la rpgle de combinaison de Dempster-
Shafer

Il a souvert §t® reproch® p la th§orie des croyancesde Dempster-Shaferd'imp oser une
regle de combinaison (la rpgle orthogonale de Dempster [302], §quation 8.37) < ad hoc >,
sansjusti cation th®orique.

Plusieurstravaux r@ceris ont cherch® g justi er cette rpgle,par exempleceux de Gacdgne
p partir du concept d'accertuation [146F, ceux de Dubois et Prade [125], qui justient
math$matiquemen I'emploi du produit pour combiner les massesp partir de la notion de
sBiparabilit® des sources,ou ceux de Smets g partir d'un modgle de croyance transf§rable
(< the transferable belief model >) [314)]. Les travaux de Smets proposeri la justi cation la
plus g@nBrale g notre connaissanceet ce sort sesargumerts que nous dgcrivonsici. De plus
sa d§mardie est similaire p celle de Cox. Des travaux similaires g ceux de Smets ont §t§
e®ect@@s par Klawonn et Sdhwede [194].

Axiomes de Smets

La premipgre constatation de Smets concernele principe d'indi®®rence (ou principe de
raison insutsante). A®ecter la méme probabilit § p tous les §vEnemerns (simples) erntra®ne
gue des probabilit §s di®Brertes sort a®ec®esp des r§unions d'§vEnemers, ce qui, g son
sens,ne correspond pas g l'indi®§rence. Celle-ci s'exprimerait plutdt par I'existence d'une
constarte c positive ou nulle telle que :

8A % D;A 6 D; Bel(A) = c; (8.53)

8Gacogne montre que la rpgle de Dempster-Shafer (§quation 8.37), dans le casop I'espacede discernemert
est rduit p une proposition P et g son contraire PC, peut se dduire de la notion d'accertuation. Une
fonction d'accentuation est telle qu'elle diminue les degrs de con ance inf@rieurs g 0,5 et augmerte ceux
qui sort sup@rieurs p 0,5, les rendant ainsi plus proches de degrs binaires (cela correspond g la notion
de renforcemert que I'on trouve dans la th@orie alg@brique des semi-groupes ordonn§s ainsi que dans celle
des ensenbles °ous). La fonction rationnelle de [0,1] dans [0,1] de plus bas degr§ qui soit une fonction
d'accertuation est d§ nie par iX2X+1 , et c'est celle qui permet de montrer I'analogie avec Dempster-Shafer.
Puis cette notion est g&nBralis§e g des couples(x; y), caract@risant une proposition P, telsqueO- x - y- 1
(appel@s< obligation > et < §ventualit § >, donc prochesdes notions de cr&dibilit § et plausibilit € ou encorede
nfcessi@ et possibilit§). L'accentuation d'un tel couple est d§ nie par :

1
2y i xX* y? .
1i 2x+ 2xy' 1 2x + 2xy

#(x;y) =

Ces deux valeurs correspondernt exactemert g celles que I'on obtiendrait en combinant, par la rpgle de
Dempster-Shafer (§quation 8.37), la cr@dibilit § (resp. la plausibilit ) d'une proposition P avec elle-méme.
Si maintenant on dispose de deux jeux de mesures(x;y) et (x%y% sur P, le méme type de raisonnemert
conduit g la justi cation de la rpgle de Dempster-Shafer [146]. Il resterait p g@nBraliser cette approche g des
espacesde discernemert plus complexes.
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ou D d@signel'espacede discernemen. Celaestp I'§videnceimpossibleavec desprobabilit §s,
mais l'est dansle cortexte de Dempster-Shaferavec des cr@dibilit §s.En e®et,on a :

A\ B=:) Bel(A[ B), Bel(A)+ Bel(B) (8.54)

d'opc, 2cetdoncc= 0.La fonction de masserepr@settant I'indi®§rence(ou l'ignorance
totale) estdonc d§ nie par :

m(D) = 1et8A 6 D;m(A) = O; (8.55)

ce qui cette fois esttout p fait satisfaisan. Cette fonction de masseparticuli gre joue un role
important dans la rpgle de combinaison puisqu'elle en est I'&§l§mert neutre, ce qui con rme
son interpr@tation en termes d'ignorance totale, qui ne peut modi er aucuneautre fonction
de masse.

La deuxipme id§e de Smets est celle du modple de croyance transf§rable, qui d§ nit le
conditionnemert. Le problpmeseposede la manigre suivante : §tant donn§eune information
nouvelle, permettant d'atrmer que la v§rit§ setrouve dans un sous-ensernle B de I'espace
de discernemen D, commert modi er un jeu de massesm pour prendre en compte cette
nouvelle information ? La formulation que proposeSmetsest la suivante :

8A; mYA) m(A[ X) siAu B (8.56)

XuBC

0 sinon

op mPdgsignele nouveau jeu de massesCesformules peuvent §vertuellemert etre modi~ §es
par renormalisation®. Cette formule s'interprgte de la manigre suivante. Si I'on dcompse
un sous-ensernle A enr§union A;[ Ay avecA; U B et Ao u B€, la massem(A1[ Ay) est
entigremen transf§resur A; (d'opu le nom du modgle). Dans les casparticuliers oy As = ;

(A p B), la massede A n'est pas modi ®e,et siA; = ; (A p BC), la massede A deviert
nulle.

Dans la th§orie de Shafer[302] et dansla pr§senation que nous en avonsfaite plus haut,
la formule de conditionnemert est d§duite de la rggle de combinaison, alors qu'ici elle la
préqde et est simplemert construite par desconsidgrations logiques'©.

Dans une troisipme §tape, Smets d§ nit desaxiomesqu'il veut voir v&ri §spar la rpgle
de combinaison, not§e®© :

Al : (Bel; © Bely)(A) doit etre fonction seulemen desfonctions m; et m, et de A

°Notons que Smets considgre que la normalisation dans Dempster-Shafer n'est pas indispensableet peut
méme &tre nuisible dans la mesure ou elle masque le con®it [314]. Elle pose §galemen des problpmes de
contin uit® au voisinage du con°®it total [125].

101 a rpgle de conditionnement sur les plausibilit §s
. PIs(A\ B)
PIs(AjB) = ———=

S(AIB) = —515@)

peut elle-méme &tre justi §een posart
PIs(A\ B) = T[PIs(AjB);PIs(B)]

et en appliguant une démarche analogue g celle ayant conduit g la premipre §quation fonctionnelle (partie
3.3.2) [125].

1 Dans [194], les axiomes utilis §s sort pour la plupart similaires g ceux de Smets. La di®frence essetielle
r@side dans I'utilisation de relations entre espacesde discernemert inclus les uns dans les autres plut®ot que
de relations de d&§pendancecomme le fait Smets.
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A2 : © doit &tre commutativ e.
A3 : © doit etre assaiative.
A4 : Simy(B) = 1, alorsm; © m; doit v&ri er la loi du conditionnement, c'est-g-dire :
8A; (mp© my)(A) = X my(A[ X) siAu B (8.57)
XuBC
= 0 sinon.

A5 : La loi doit v@ri er une propri$t® de sym@itrie interne (invariance par permutation sur
les hypothpsessimples).

A6 : Pour A 6 D, (m1 © my)(A) ne dEpend pas de my(X) pour X p A€ (propri§t§
d'autofonctionnalit §).
A7 : Il y aau moins 3 §8merts dansD.

A8 : La loi doit v@ri er une propri§t® de cortinuit® :
mz(A) = 1i " ma(D) =" ma(A)=1
) 8X; fim(mi©my)(X) = (m1©ma)(X); (8.58)

m; ®tant une fonction de massequelconque cette propri§t® permet d'§liminer descas
dedgin@rs.

D ®duction de la rpgle de combinaison

RN partir des axiomes pr@diderts, Smets dgduit la seule rggle de combinaison possible
satisfaisart ces axiomes. Pour cela, il raisonne sur les fonctions de communalit &, d& nies
par : X
8A U D; q(A) = m(X): (8.59)

ApuX;XubD

Sa d§monstration, que nous ne d§taillerons pasici, reposesur les propri§ts desnormes
triangulaires et desfonctions absolumert monotoneset comporte trois parties. Tout d'abord,
les axiomesAl p A4 entra®nert I'existence d'une fonction f telle que le r§sultat de la com-
binaison ne d§pende que de A et descommunalit s des sous-ensetblesinclus dans A :

(O @)(A) = FIA fau(X); X p A g(X); X 1 Ag] (8.60)

Ensuite, en ajoutant les axiomesAb et A6, il est possiblede préciserla forme de f, qui
ne dgpend plus que de A et de g1 (A) et p(A) :

( © @)(A) = FIA qu(A); R(A)]: (8.61)

Enn, I'ensenble desaxiomesAl p A8 permet de dfterminer la forme nale de la rpgle
de combinaison :

(. © @)(A) = qu(A)R(A): (8.62)
On retrouve bien la rpgle de Dempster-Shafersur les communalit§s, et on en d€duit la
combinaison desfonctions de masseou de cr@dibilit §.

L'avantage de I'appro che de Smetsest qu'elle reposesur desaxiomesdont I'in terpr§tation
correspond bien g l'in tuition. Il est®galemen plus facile de les r§futer ou de lesmodi er s'ils
ne correspondert pasau problpmeque I'on sepose.
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Relation avec les postulats de Cox

Danscette partie, noustachonsd'§tablir desliensertre lespostulats de Cox et lesaxiomes
de Smets,a n de montrer pourquoi ils conduisert p desth®oriesdi®grertes.

Tout d'abord, il corvient de pr§ciserdans quel cadre nous nous plasons pour cette com-
paraison. En e®et, les travaux de Cox et de Smets ne traitent pas exactemen du méme
problgme, puisque ceux de Cox s'attachent p justi er les probabilit §s et leurs propri@t§s,
alors que ceux de Smets s'attachent g justi er une rpgle de combinaison. Cependart, il est
int§ressanh de constater certainesanalogiesentre les deux ensenbles d'axiomes. De plus, les
axiomesde Cox permettent de dgduire la rpgle de Bayes (§quation 3.8), qui est utilis§een
traitement desimagespour fusionner des informations, par I'interm§diaire de probabilit §s
conditionnelles (voir section8.1). Nous adoptonsle point de vue de la fusion de donn§espour
cette comparaison.ll serait §galemen int§ressan de comparerles axiomesde Cox avec ceux
introduits par Smets pour justi er les fonctions de cr&dibilit § et de plausibilit § [317], mais
cette comparaisonne porterait que sur les §tapesde mod§lisation du processugde fusion, et
non sur les §tapesde conbinaison elles-nmémes.

L'axiome Al, exprimant la d§pendanceertre desdegifsde con ance et leur combinai-
son, est moins strict que les postulats de Cox. En e®et,le postulat de coh§renceertra®nait
I'existence d'une relation d§ nissant le deg® de con ance dans AB n'impliquant que les
propositions A et B, sousla forme desdegisde con ance a®ecsp [AjB] et [B] (ou [BjA]
et [A]) mais pas p d'autres propositions. L'axiome de Smets, plus g§nfiral, correspond g la
possibilit§ o®erte par la th§orie de Dempster-Shaferde travailler sur des sous-enserbles et
non plus simplemert sur dessingletons.

Les axiomes A2, A3 et A5 correspondert g des propri®t®s de la logique classiquedes
propositions. Les postulats de Cox (en particulier le postulat 4) impliquent §galemen que
la logique dgductive soit retrouv§e comme cas particulier. Les deux approches cedncidert
donc sur ce point. Cesaxiomessort utilis §sdansla dgmarde de Cox pour §liminer certaines
formes de relations fonctionnelles entre [AB je] et les autres degrs de con ance, pour ne
retenir que la seuleforme coh§rernte avecla logique d§ductive :

[AB je] = T([AiBe];[Bje]) = T([BjAe]; [Aje]): (8.63)

De meéme ces axiomes sort utilis §s dans la d§monstration de Smets pour &liminer des
d&pendanceset montrer que (oh © )(A) ne d&pend dans un premier temps que de A,
et de u(X) et p(X) pour X p A, puis, dans un deuxipmetemps, que de g1(A) et gp(A).

L'axiome A4 (conditionnemert) traduit une id§etr gsproche de celledu conditionnemert
hypoth§tigue d&duite du cinquipme postulat de Cox. La di®§rence essetielle est que le
conditionnemert y est exprim@ plus comme une relation de compatibilit 8 que comme une
probabilit § conditionnelle.

On netrouve pasdanslesaxiomesde Smetsd'§quivalent au postulat 3 de Cox (universa-
lit ). Celasejusti e par la basemémede la th§orie descroyances,ou I'on ne caract§riseplus
les propositions par un seul nombre mais plutdt par deux (cr&dibilit & et plausibilit §), et on
l'on acceptede ne pas a®ecterde deg® de con ance g une proposition bien d§ nie 12. Cette

12Cela peut se faire par exemple en a®ectart une massenulle p cette proposition A. Cela ne signi e pas
pour autant qu'une con ance nulle soit attribu §ep A, puisque la cr&dibilit § Bel(A) et la plausibilit § PIs(A)
ne sort pas ngcessairemen nulles, des massesnon nulles pouvant étre a®ec@esp des propositions B telles
que A\ B 6 ;. Cela signi e simplement que I'on n'a®ecte pas de degr§ de con ance spfci quement g A.
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souplessepermet de rsoudrefacilement desproblgmesli§sau manqued'information : si une
sourcen'est pas capablede donner d'informations sur A mais qu'elle en donne par exemple
sur A [ B, cette situation est naturellement prise en compte par la th®orie des croyances
en a®ectant une massep A [ B et pasp A, alors qu'elle n§cessitesouvent l'introduction
d'hypothpsesou de modplesdans la th§orie des probabilit §s pour pouvoir a®ecterun degr§
de con ance g A. Du point de vue de la comparaisondesdegrsde con ance, elle peut &tre
men@e dans la th§orie des croyancesp deux niveaux, soit sur les cr@dibilit §s, soit sur les
plausibilit §s, conduisart g desconclusionsqui ne sort pas n§cessairemengquivalentes.

L'axiome A6 de Smetsn'entra®nepasqueA et AC soiert interchangeablesalors que cette
propri§t® est utilis e explicitement par Cox pour dg§duire la deuxipme®quation fonctionnelle
(®quation 3.6). En e®et,dessous-enserbles X peuvert intervenir g la fois dans(m;©m3)(A)
et dans(m1© my)(A€). On ne peut donc pas en d&duire de relation de compl&mertarit § sur
m. Celle-ci est remplacie par une relation de dualit® entre Bel et Pls.

Enn, les axiomes A7 et A8 sort considiris par Smets lui-m&me comme des axiomes
techniques permettant de faire les dgmonstrations. La r&gularit® imposie aux fonctions est
g mettre en parallgle avec les hypothgsesde r§gularit® faites pour les deux §quations fonc-
tionnelles 3.5 et 3.6 de Cox.

Cesdi®Brencesertre lesdeux th@oriesont descongquencesaux trois niveaux qui consti-
tuent classiquemen le processugle fusion, celui de la mod&lisation desfonctions de con ance,
celui de la combinaison de cesfonctions dgtermin§esp partir d'informations fournies par plu-
sieurssources,et celui de la d&cision nale :

{ d'abord auniveaude ' §tape de mod$§lisation puisquecette §tape estfortement corntrainte
par les deux relations fonctionnelles (§quations 3.5 et 3.6) dans la fusion probabiliste
alors que la th®orie des croyancespermet de s'adapter avec souplessep beaucoupde
situations (nous avons cit§ I'exemple de capteurs ne donnant d'information que sur la
r@union de deux classessansles di®grencier);

{ au niveaude la combinaison desfonctions de con ance, les postulats imposeri la rggle
de Bayesd'une part, la rgglede Dempster d'autre part, et leurs di®grencegproviennert
en particulier descortraintes plus souplesimpodiespar le conditionnemernt de Smets
gue par le conditionnemert hypoth®tiqgue de Cox ;

{ enn, au niveau de la prise de d§cision, §tape ultime du processusde fusion, les
di®Brencesproviennert surtout de la comparaison des degrs de con ance, laissart
la place p plusieurs typesde d§cisiondans la th®orie de Dempster-Shafer.

8.2.7 Exemple dapplication en imagerie m®&dicale

L'application que nous avons choisie ici pour mettre en §vidence les potentialit §s de
la th@orie des fonctions de croyance est celle de la classi cation d'images IRM présenant
une pathologie appel8eadr§noleulodystrophie (ALD), acquisesavecdeux temps d'§dco [37].
L'obtention de mesuressigni cativ espour les m&decinsn§cessiteune segmetation g la fois
des zonespathologiques et des vertricules, visibles sur des images di®§rertes. Les images
initiales sort pr§sen®es gure 8.4. Cette gure montre une bonne discrimination entre le
cerveau, les vertricules (V) et le liquide c§phalo-radidien (LCR) sur la premigre image,
mais celle-ci ne permet pas de bien distinguer la matigre blanche (MB) de la matipre grise
(MG), nila MB del'ALD. Au cortraire, la zoned’ALD estbien visible sur la deuxipmeimage
(en blanc). Cette image pr@sette de faibles di®§rencesentre MB et MG, mais les vertricules
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ont presqueles mémesniveaux de gris que la MG et leurs cortours sort impr§cis.

Fig. 8.4{ Exemple d'une coupe IRM du cerveau acquiseavec deux temps d'§cos
(hopital Saint-Vincent de Paul, servicede radiologie, ProfesseurCatherine Adamsbaum).
La zone pathologigue correspond aux zonesles plus blanchesdans le haut de I'image.

Cesdeux imagesconstituent donc un exempletypique d'illustration de la fusion par la
th§orie desfonctions de croyance.Nous ne pr§sernons ici que les r§sultats obtenus pour trois
classeqC; = MB+MG, C, = V+LCR, and C3 = ALD).

Les®®merts focaux sort d§ nis de manigre supervis§e,par une m§thode de raisonnemert
prenant en compte les connaissanceglont nous disposonset les caract®ristiques desimages
par rapport aux classed'int®ret. Pour I'exemple d§crit ici, les§8mens focaux de la fonction
de massem; attach®eg la premigre image sort C,, C; [ Cs, puisque C; et C3 ne sort pas
bien discrimin§s sur cette image. Des fonctions de massenulles sornt a®ecfesaux autres
hypothpsescomposBes,puisque les classescorrespondartes ne peuvert pas etre confondues.
Sur la secondeimage, il est au contraire dixcile de Sgparerle cerveau et les vertricules, et
donc les§8merts focaux de m, sort C3 et C1[ C,. Nousdiscuteronsplus loin I'introduction
de l'ignorance globale et celle d'une masserepr§senant explicitemernt le volume partiel. Les
fonctions de massesort choisiesde forme simplemert trap§zddale, dont les paramgtres sort
dgtermin§sautomatiquemert sur les histogrammes|[50]. Il s'agit bien sar d'un modple gros-
sier, mais qui s'est av@r§ sutsant pour cette applicgtion. Puis lesfonctions sort normalises
de telle sorte que la contrainte de normalisation  ,.,,p M(A) = 1 soit satisfaite. Avec ce
modgle, la classi cation est e®Rectie seulemen d'aprpsles niveaux de gris, et la fusion est
e®ect@®eau niveau du pixel, donc sansinformation spatiale.

La combinaison conjonctive par la régle de Dempster ne donne que des§Bmerts focaux
qui sort lessingletonsCq, Cy, C3. Le con®it n'est pasnul dans ce cas.

La dernipre $§tape est celle de la d§cision. Prendre toujours une d§cisionen faveur d'une
hypothgse simple nous cortraint en r@alit$ p prendre toujours une d§cision nette, ce qui
n'est pas adapt$ g toutes les situations r§ellesen imagerie m§dicale, ou les pixels peuvert
appartenir g la r@union de classesmais p aucune d'elles strictement. Cependart, comme
Bel(A) , Bel(Cj) pour tout C; 2 A et que Bel(D) , Bel(A), un certain nombre de
pr@cautions doivent etre prisespour pouvoir d§cider en faveur d'une hypothpsescompode.
On peut par exempleimaginer de prendre une d&cisionen faveur d'une hypothpsecomposge
si les argumerts portant sur les hypothpsessimplesne sort pas assezforts.

Ainsi, gure 8.5, la dcision a §t® prise selonle maximum de croyance sur toutes les
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hypothgsessauf D. Notons que dans ce cassimple, le maximum de cr&dibilit § est §quivalent
au maximum de plausibilit §, puisque m; © m», est une fonction de massebay$§sienne.Avec
cette rpgle, la d§cision est prise en faveur d'une hypothpsesimple aux points ou les autres
massessort nulles et en faveur d'une hypothgsecomposgesinon. On obtient de cette manigre
des r@sultats int§ressarts puisque les points de volume partiel sort d§tectfs comme une
hypothgse composie, tandis que les zonessans ambiguAt$ sort bien segmen§es.La “gure
8.6 pr@sente les r§sultats obtenus en prenant une d§cisionen faveur d'une hypothgsesimple
ayant le maximum de croyance.

Cc3

Decision
y v c2
/
cz2ucs3
,:;s\: 7 ciucs
o]
b
g+ _|
: | ciuc2
C1
: I I T
o o L eadt 0.8 ‘o
C1 (brain)
C2 (ventricles + CSF)
C3 (ALD)
CciluUC3
N - c

Fig. 8.5{ Lesdi®§rertes zonesde d§cisionen fonction desvaleursde m1(C,) et m,(C3)
et image de d§cision, en prenart le maximum de croyance sur toutes les hypothgsessauf D

L'®tude de l'in°uence de la pond@ration de m1(C1 [ C3) et my(Cy1[ C»), relativemert p
m1(C,) et m,(Cz)a montr§ que le calcul du con®it ne prserte pasd'§wolution systmatique
dans le sensde I'augmentation ou de la diminution du con’it. Par exemple,si my(C3) est
faible, le con®it diminue si le poids donn% g m1(C,) augmerte (dans ce cas, les deux sources
sort en meilleure concordancesur C,, c'est-g-dire la classedes vertricules). Le calcul des
zonesde dfcision (comme gures 8.5 et 8.6) montre que si le poids de my(C3) et m1(Cy)
augmerte, la zone de d§cision en faveur de C; diminue (lorsque les d§cisionssort prises
sur les hypothpsessimples). Cela peut §galemen &tre obsen# sur les imagesde d§cision :
la gure 8.7 prEserte un agrandissemeh des images de dfcision, oy les vertricules et le
LCR sort mieux d§tectssi le poids sur m,(Cs) et m1(C,) augmene. Des di®§rencessont
aussiapparertes sur les petites branchesde 'ALD qui sort §galememn mieux d§tectBes.Une
remarque tr gsimportante est que les zonesqui di®grert sort toutes classi §esen faveur de
I'hnypothpseC1[ C, (c'est-p-dire cerveauou ventricules et LCR) lorsquela d§cisionest prise
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Fig. 8.6{ Lesdi®grertes zonesde d§cisionen fonction desvaleursde m1(C;) et m,(Cs)
et image de d§cision, en prenant le maximum de croyancesur les hypothpsessimples

sur toutes les hypothpsessauf D (respectivemert en faveur de I'hnypothpseC; [ C3 pour les
branchesde I'ALD). Aveccette rpglede d§cision,il n'y a pratiquement aucunedi®§rencesur
lesimagesde d§cision,montrant donc la robustessepar rapport g la pond@ration. Cela nous
conforte dansI'id §e que les hypothpsescomposiesne devraiert pas@tre si souvent n§gligges.

Fig. 8.7{ D$cisionpar le maximum de croyancesur les hypothgsessimples,
pour un poids croissarn sur my(C3) et my(Cy)

Examinons maintenant l'in°uence de l'ignorance globale, mod§lise par une massesur D
intro duite par a®aiblissemeh en fonction de coexcients de abilit § de chaque source.Cette
fois, le r@sultat de la combinaison m1 © m;, n'est plus une fonction de massebay$sienne,et
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la d§cisionpar le maximum de croyancen'est plus §quivalerte g la d§cisionpar le maximum
de plausibilit . On obsene e®ectivemert des petites di®frencessur les imagesde dgcision.
Nous avons obsen seulemen de tr gs I§garesdi®§renceslorsque la d§cisionest prise sur les
hypothpsessimples. Cependart, les d§cisionssur toutes les hypothpsessauf D sort toujours
prisesenfaveur d'une hypothpsecompodie,commecela§tait attendu. Dansnotre application,
nous n'avons pas d'argument particulier pour dire qu'une image est plus ou moins able que
l'autre (globalemert, car cela n'‘est pas vrai classepar classe).C'est pourquoi il n'est pas
trgs utile d'a®ecter une masseg m(D) et cela est con rm® par les r§sultats obtenus. Au
contraire, nous avons desargumerts forts pour l'ignorance partielle, d§pendart de l'image,
qui conduit p des ambiguA®s ertre classes,et cela a §t§ introduit par des massessur les
hypothpsescomposfes. Encore une fois, cela justi e la m@thode utilis §e pour a®ecterles
massesfeposart sur une mod§lisation du problgme, plut®dt que la m$thode classiquep partir
des probabilit §s et de facteurs de abilit § globale.

Lesimagesutilis §esdans cet exemplesort acquisesavec descoupesasseZgpaissesindui-
sart un fort e®etde volume partiel, surtout entre la matigreblancheet I'ALD (voir gure 8.4).
Nous intro duisonsmaintenant cette connaissanceale manigre explicite commeune massesur
C1[ Cs dansla deuxipmeimage (fonction en trap pzed®duite de I'histogramme). Le con®it
est alors r@duit. La combinaison m; © m, n'est plus une fonction de massebay$sienne et les
zonesde d§cisionsort modi §es,commele montre la gure 8.8.

Decision Decision

| s | |

y . g
c3 Vs r ; g r

m2(e3)
0l s
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c1 ° c2
c1
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I o I I
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Fig. 8.8 { Zonesde dfcision en fonction desvaleurs de m1(C,) et my(C3) en introduisart
une massecroissarie sur C; [ Cz pour la deuxigme image (my(C3) doit etre inf§rieur g
1i my(Cy[ Cg)). Lestraits en pointill §esreprésenent leslimites pr&didertes

(voir “gure 8.6).

Les imagesde d§cisionsur la gure 8.9 pr@sertent les r@sultats obtenus respectivemert
sur toutes les hypothpsessauf D et sur les hypothpsessimples seulemen, d'abord avec
m>(Cy1 [ C3z) = 0 et ensuite avec une pond@ration croissarie accordgep mo(C1[ C3). Cette
“gure montre que la d€cision sur toutes les hypothgsesinclut toutes les zonesde volume
partiel entre la MB et 'ALD dans C;[ Cgz, et ne change pas si le poids de my(C1 [ Cj)
augmerte, illustrant ici encorela robustessepar rapport g la pondgration. Au cortraire, sur
les images de d#cision sur les hypothpsessimples seulemen, de plus en plus de points de
volume partiel sort inclus dans I'ALD. Cette mod$§lisation permet d'imiter la manigre de
prendre une d§cisiondu m§decin, d§pendarnt de son objectif. Sur lI'image la plus g gauce,
ou le volume partiel n'est pas pris en compte, la zoneclassi §ecommeALD ne pr@sene pas
d'ambigu®® (correspondart pI'ALD <<pur >>,sansm@lange).Sur l'image la plus p droite au
contraire, tout le volume partiel estinclus dans|'ALD (cela correspond g la segmemation
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e®ectivemert obtenue manuellemen par lesm§decins),et leszonesclassi $esdansle cerveau
ne cortiennent pas de r§gion ambiguA.

Fig. 8.9{ D$cisionpar le maximum de croyance sur toutes les hypothgsessauf D
(premipgre colonne) et sur toutes les hypothgsessimples (deuxipme colonne), sansmassesur
C1[ Cy (en haut) et enintroduisant une massesur C1 [ C, (repr@senant I'e®et de volume
partiel ertre le cerveauet 'ALD) dansla deuxipmeimage, avecun poids croissart (au milieu
et en bas).

Nous avons donc ainsi essg® d'illustrer quelquescaract§ristiques de la th§orie desfonc-
tions de croyancequi peuvert &tre exploit®esen fusion d'imagespour la classi cation, la seg-
mentation ou la reconnaissanceet qui constituent desavantagespar rapport aux approches
classiquegprobabilistes et bay§siennesElles expriment la grande °exibilit § desmod§lisations
possibles,prenant en compte g la fois l'incertitude et I'impr §cision, l'ignorance partielle ou
globale,la "abilit § dessourcesa capacit® de chaquesourceg fournir desinformations "ables
ou non sur chaque classe,desinformations a priori qui ne sort pasforcgmert repr§senables
par des probabilit §s, etc. L'application pr&sen®e illustre bien cesdivers avantages. Tout
d'abord, une mod€lisation adapt$e au problgme est possible,en particulier en a®ectan des
massessur les hypothpsescompodges,exprimant par exemple gu'une sourcene permet pas
de di®®renciercorrectemert deux classespu encoremodglisart I'e®et de volume partiel. Les
probabilit §sne sort pas bien adapt§esp la mod§lisation du volume partiel g la limite erntre
deux classesUne solution est proposBeici, en a®ectann une massedirectemert g la r§union
de cesclasses,ce qui conduit ici encorep une interprtation satisfaisarte. Ensuite, méme
une d@ nition relativemert grosspre desfonctions de masseet de leur pond§ration relative
s'est av@rBe sutsante et robuste. En n, la d§cisiona §t§ prise selondeux rpgles: une rpgle
classiqueou la d§cision est toujours prise en faveur d'une hypothgsesimple, et une seconde
ou I'on peut §galemen d§cider en faveur d'une hypothpsecomposge. Cette dernigre rggle
correspond mieux g la r§alit®, en mettant en §videnceles zonesde volume partiel, et en
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s'adaptant au mode de raisonnemern du m$§decin.

8.3 Fusion °oue et possibiliste

8.3.1 Mo dé&lisation

Parmi les techniques non probabilistes qui ont fait leur apparition depuis une dizaine
d'ann$esen fusion, la th®orie desensenbles °ous fournit un trgsbon outil pour repr@sener
explicitement des informations impr§cises,sousla forme de fonctions d'appartenance [17,
189, 358 comme nous l'avons vu plus haut. La mesureMiJ (x) introduite chapitre 6 prend
alors la forme :

M (x) = 11 (x); (8.64)

Ou 1! (x) dgsignepar exemplele degr§ d'appartenancede x f la classeC; selonla sourcel;
ou la traduction d'une information symbolique exprim$§e par une variable linguistique (voir
par exemple[101]).

On trouve dans la litt §rature essetiellement deux approches pour ['utilisation des en-
senbles °ous en traitement d'image [34] : la premigre est de type plutdt symbolique et
exprime sousforme de rpgles®oues l'appartenance de certaines structures g une classeen
fonction desmesuresobtenuespar traitement d'image; la secondeutilise les ensenbles °ous
pour reprsetter directemert lesclassesou structures dansl'image, recouvrart spatialemen
les objets d'une fonction d'appartenance. Considgronsl'exemple de la classe< route > dans
une image satellitaire. Dans la premigre approche, on d§crira la route sousforme linguistique
du type < uneroute estune structure plut®dt allongge>. L'appartenanced'un objet g la classe
route seraalors reprsene par une fonction assa@iant p sa longueur un degr® dans [0; 1].
Un algorithme quelconquede d§tection de cortours parallglespermettra alors d'a®ecteraux
objets qu'il d§tecteun degt® d'appartenancep la classeroute suivant leur longueur. Dans la
deuxigme approche, la route seradirectemert reprsen®e sur limage par un ensenble °ou,
avecdesdegrisd'appartenanceforts au cerire de la chaus$eet voisinsde 0 dansleschamps
ou les forets.

Ces fonctions ne sou®rem pas des cortraintes axiomatiques imposgesaux probabilit §s
et o®rernt donc une plus grande souplessdors de la mod§lisation. Cette souplessepeut etre
considire comme un inconvgniert puisqu'elle laisse facilemert l'utilisateur d§muni pour
d® nir cesfonctions. L'inconv@niert desensenbles’ous estqu'ils repriserient essetiellement
le caractpre impr§cis desinformations, l'incertitude $tant repr§sen®e de manigre implicite
et n'§tant accessibleque par dg§duction g partir desdi®8rertes fonctions d'appartenance.

La th@orie despossibilit§s[126, 361], dgrive desensenbles °ous, permet de repr@sener
g la fois I'impr ®cision et l'incertitude, par l'interm§diaire de distributions de possibilit®s ¥4
sur un ensenble S et de deux fonctions caract@risart les §vnemerns : la possibilit§ | et la
necessié N .

Une distribution de possibilit® s'interprgte commeune fonction donnart le degr§ de pos-
sibilit  pour qu'une variable prennela valeur s, S §tant le domaine desvaleursde la variable.
La distribution Vas'interprpte alors commela fonction d'appartenance au sous-enserle °ou
de S desvaleurs possiblespour cette variable. Dans le cadre de la fusion num@rique, une
application possiblede cette th§orie consisteg prendre S = D (I'ensemble desclasses)et g

171



d@ nir la mesureMij par : '
M{(x) = %(Ci); (8.65)

c'est-g-dire commele degr® de possibilit§ pour que la classep laquelle appartienne x prenne
la valeur C;, selonla sourcel;. On d& nit ainsi une distribution de possibilit§ par sourceet
par §fmert x. La possibilit§ et la n§cessi® pour une classeC; s'§crivert alors :

i (FGig) = %(Ci); N;j(fCig) = inf £(1 %(Cy)); Ck 6 Cig: (8.66)

Pour un sous-enserle quelconqueA de D, la possibilit® et la n§cessi§ sort calcules
d'aprgsles formules 4.55 et 4.57.

Cette mod8lisation supposeque les classessort nettes, alors que le modgle °ou d§ ni par
I'@quation 8.64 supposeque les classessort °oues.

De manipre plus g§nirale, on trouve dans la litt §rature trois interpr@tations pour le °ou,
entermesde plausibilit §s,de similarit §s,de pr§ffrenced133]. On retrouve cesinterpr§tations
en fusion de signaux et d'images. L'interpr$§tation en termes de plausibilit §s se retrouve
dans l'appartenance p une classe,dansla d§ nition d'un objet spatial °ou (objet de limites
impr@cises).L'interpr§tation en termes de similarit §s est celle de la d§ nition d'une classe
°oue sur un espacede caractristiques comme fonction de la distance g un prototype par
exemple,de variableslinguistiques reprsertant desinformations ou desconnaissancesur des
objets spatiaux, ou encorede degrs de satisfaction d'une relation, d'une cortrainte. En n,
les pr@frencesse retrouvent dans l'expression de critgres de choix (par exemple pour des
applications de plani cation enrobotique), souwert li§sp descortraintes ou desconnaissances
externesp l'image.

8.3.2 D® nition des fonctions d'appartenance ou des distributions de pos-
sibilit

La construction des fonctions d'appartenance ou distributions de possibilit§s peut etre
e®ect®e de plusieurs manigres.

Dans la plupart des applications, cette construction est faite soit en s'inspirant direc-
tement des m§thodes d'apprentissage probabiliste, soit par des heuristiques, soit par des
m$thodes neuromim@tiques permettant d'apprendre les paramptres de formes particuli gpres
de fonctions d'appartenance, soit en n par la minimisation de critgresde classi cation [23].
D#crivons maintenant les principales m$§thodes.

Une premipre m§thode consistep d§ nir la fonction d'appartenance d'une classe®oue g
partir de la fonction d'intensit® | (les niveaux de gris) de lI'image :

Li(x) = R0l (8.67)

ou F; estune fonction g d§terminer en fonction du problgme.Les fonctions les plus utilis §es
sornt desfonctions de normalisation ou desfonctions en S [26( (ce qui revient g considgrer
gue les parties claires de I'image ont une appartenance §levie p la classe), des fonctions
I (monomodales, elles assaient la classep une plage de niveaux de gris aux frontigres
impr&cises),ou encoredesfonctions multimo dales.

Cesfonctions sort souvent d&termin§esde manigresupervisge,maisellespeuvert §galemen
etre apprises, par exemplep partir d'algorithmes de classi cation automatique tels que les
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C-moyennes®oues [23] ou les C-moyennespossibilistes[201] (voir par exemple[24] pour une
revue desalgorithmes de classi cation °oue). L'inconv@niert principal desC-moyennes°oues
est que les fonctions d'appartenance ont une forme cortre-intuitiv e : les valeurs d'apparte-
nancep une classene sort pas d@croissates en fonction de la distance au certre de la classe.
Ce problpme est §vit§ avec les C-moyennespossibilit§s.

D'autres caract§ristiques peuvent etre utilis §esdans ce but. Par exemple, I'ensenble
des contours d'une image peut etre d& ni par un ensenble °ou spatial dont la fonction
d'appartenance est une fonction du gradient de l'image :

Li(x) = Fil(r 19)]; (8.68)

ou F est une fonction d§croissarte.

Sil'on disposede d&tecteursd'objets particuliers, la fonction d'appartenancep cesobjets
est alors d§ nie comme une fonction de la r§ponsep cesd@tecteurs(le casdescontours fait
partie de cette cat§gorie). Par exemple,un d§tecteur de routes peut fournir dans une image
satellitaire une r§ponsed'amplitude croissane avecl'appartenance g la route.

Dans le cas de variables linguistiques, les formes des fonctions d'appartenance et leurs
paramptres sort souvert d® nies par I'utilisateur.

L'impr §cisionspatiale sur la d§limitation desclasseqsi lesfonctions d'appartenancesornt
d® nies sur l'espacede l'image) peut etre introduite p partir d'une d$tection pr§liminaire
binaire desclassesOn construit alors une fonction d'appartenancequi vaut 1 g l'int§rieur de
la r@gion binaire g une certaine distance desbords, 0 g I'ext §rieur de cette r§gion §galemen
g une certaine distance des bords, et d§croissamte entre cesdeux limites. Par exemple, on
peut modgliser une zone d'impr §cision au bord de la classecomme la zone comprise ertre
I'@rod® et le dilat§ de cet objet, la taille de cesop®rations d§pendart de I'extension spatiale
de l'impr §cision que I'on veut reprsener. Si R est la rggion binaire de d&part, E"(R) son
Brod® de taille n et D™(R) sondilat® de taille m, la fonction d'appartenanceg la classe’oue
peut &tre d§ nie par :

1(x) = 1six2E"(R); (8.69)
1(x) = 0six2D™R)C;
1(x) = F[d(x; E"(R))] sinon

ou F estune fonction d§croissare de la distancede x g E"(R).

La construction de distributions de possibilit§s peut §galemen &tre e®ectie g partir
d'un apprentissage probabiliste, puis par une transformation de probabilit § en possibilit§.
Plusieursm@thodesont §t® proposgespour cela.L'avantage essetiel entraitement desimages
estque l'on disposesouvent d'informations statistiques, en particulier I'histogramme, qui se
prétent bien pl'emploi de m§thodesd'apprentissagestatistiques. On obtient alors desdistri-
butions de probabilit §spy. Leur transformation en distributions de possibilit§s¥x (les deux
distributions sort suppodfesdiscrptes,et 1 - k - K) est e®ectde en fonction de di®§rerns
critgres[113,123,196], tels que la pr@senation de l'ordre, descortraintes de normalisation,
la consenation de l'incertain mesut§ par l'entropie [196], la cohrencep | ¥ exprim$e par
[100]:

8K; Y& - Px;
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gui n'est pas tr gs satisfaisarie (une classepeu probable peut etre possible),ou [361]:

X
P = C
k=1
Ol C est une constarte dans [0; 1], ou encore une relation plus ggnrale sur tous les sous-
ensenbles A [120]:
N(A) - P(A) - i( A):

Une comparaisonde cesapproches peut etre trouv §e dans [196].

D'autres m@thodescherchent p estimer directemert lesfonctions d'appartenance g partir
de I'nistogramme, a n d'optimiser descritpresd'entropie [80] ou de minimum de spci cit §
et de cohfrence[84].

Dans tous les cas, cesm@thodes cherchent une ressenblance ertre I'histogramme et les
fonctions d'appartenanceou lesdistributions de possibilit®, et ne prennert pasencompte les
interpr§tations spici quesau °ou qui invalident certainesde cesressenblances.Par exemple,
les queuesdes histogrammescorrespondert aux classespeu reprsenfes,donc avec desva-
leurs qui peuvent etre trps faibles, m&me si les points concerris appartiennernt bien aux
classescorrespondantes. La m§thode propodge dans [50] permet d'§viter ce problpme grace
g un critpre combinant la ressenblance des fonctions d'appartenance et de I'histogramme
lp op elle a un sens,et une forme a priori des fonctions correspondarnt g I'in terpr$tation
recherch§e. Les paramptres des fonctions d'appartenance sort alors estim@s pour optimiser
cecritpre, par une m§thode de recuit simul§.

8.3.3 Combinaison

Un des int@rets de la th®orie des ensenbles °ous et des possibilit§s, outre qu'elle im-
pose peu de cortraintes au niveau de la mod§lisation, est qu'elle o®re une grande vari§t§
d'op®rateursde combinaison. Nous en pr§sernons les principaux, puis nousdonnonsquelques
indications permettant de choisir un oprateur de fusion en fonction de sespropri§tset de
son comportemert.

Une caract@ristique importante, commune p toutes les th§ories, de ces opfrateurs de
combinaison est qu'ils fournissert un r@sultat de méme nature que les fonctions de d§part
(propri 8t® de fermeture) et qui a donc la m&me interpr&tation en termes d'impr §cision et
d'incertitude. Ainsi, ils permettent de ne prendre aucune d§cision binaire partielle avant la
combinaison, ce qui pourrait conduire p descortradictions ditciles g lever. La d§cisionn'est
prise qu'en dernier lieu, sur le r@sultat de la combinaison.

Op @rateurs

Dansla th§oriedesensenbles °ous et despossibilit§s,de multiples modesde combinaison
sort possibles[124, 351]. Parmi les principaux op@rateurs on trouve en particulier les t-
normes, les t-conormes [241, 299, les moyennes[350, 166], les sommessymtriques, et des
op®rateurs prenant en compte des mesuresde con®it ou encorede abilit § dessources[129,
112].La plupart desd® nitions de cesop@rateursont §t® donnesdansle chapitre 4. Dansce
qui suit, leslettres x, y, etc. dsignen lesvaleurs p combiner, valeursdans[0; 1] repr§senant
1l ou %(GCi).
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Normes et conormes triangulaires. Voir section4.4.2 dansle chapitre 4.
Op@rateurs de moyenne. Voir section 4.4.3 dans le chapitre 4.
Sommes sym §triques.  Voir section 4.4.4 dans le chapitre 4.

Op@rateurs d@pendant d'autres informations. Les op%rateurs dcrits préddemmen
se caract@risert par le fait que le r§sultat d'une combinaison ne d&pend que des valeurs
g combiner. D'autres op$rateurs d§pendert d'informations supp§mertaires, telles que de
facteurs de abilit  ou du con®it. Tous les op8rateurs dcrits dans ce paragraphe ont §t§
proposBsdans[129].

Considgrons par exemplele casde la combinaison conjonctive de deux distributions de
possibiliths ¥4 et ¥» d§ nies sur D. Ce type de combinaison est bien adapt® au casou les
distributions ont un recouvremer au moins partiel, c'est-g-dire que certaines classessont
donnBescomme possiblespar les deux sources.Si ce n'est pas le cas, les sourcessort en
con’it, et une mesuredu con’it peut &tre :

conf (Ya; %) = 1j rr;%xmin(l/zl(c);l/g(c)); (8.70)
C.

qui reprserte 1 moins la hauteur de I'in tersection ertre les deux distributions (calcul§e par
un min dans cette §quation). La combinaison peut &tre normalis§e par cette hauteur, mais
celamasquele con®it : une possibilit§ de 1 est alors a®ec®e aux classesdonn§escommeles
plus possiblespar lesdeux sourcesmémesi cette possibilit§ estfaible (on retrouveici le méme
type de problgme que celui mentionn® dans la partie 8.2.3 pour la combinaison conjonctive
desfonctions de croyance).L'in terpr$§tation de cette quantit § entermesde con®it correspond
bien g l'intuition pour des distributions de possibilit§s en triangle ou en trappze (mono-
modalesde manigre g§nirale), mais n'est pastrgpsbien adapt®ep desformes quelconquesou
un seul point peut engendrerune forte valeur de con®it méme si les deux distributions ne
di®arert qu'en ce point.

Dans le casextrémeoy lesdistributions sort complgtemert con’ictuelles, la combinaison
conjonctive donne une distribution identiquemert nulle. Une conbinaison disjonctive est
alors pré§ffirable, et permet de garder toutes les solutions donnescomme possiblespar au
moins une des deux sources.L'hypothpsesous-jacette est qu'au moins une des sourcesest
“able.

A n de choisir automatiquemert le comportement de la fusion en fonction du con®it, des
op%rateurs d§pendart de celui-ci ont §t® proposis. En voici quelquesexemples:

iN(Ya: Y
M %2) . conf (va: )] (8.71)

ax[l i conf (Ya; %)’

min(Ya; ¥»)

min[1;
[ 1 conf(Ya;Y)

+ conf (Ya; ¥)]; (8.72)

min(Ya;Ys) | 1, 1/): Ya: Yo)I:
a7 i conf(Ya;¥)’ min[max(¥a; ¥); conf (Ya; ¥5)]l: (8.73)
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Lesdeux premigresformescombinent la conjonction normalis§ep une distribution constarte
de valeur le con®it, alors que la dernigre forme permet de passerd'une combinaison stricte-
mert conjonctive lorsquele con®it est nul g une combinaison strictement disjonctive lorsque
le con®it vaut 1 (voir I'exemple de la gure 4.10 du chapitre 4). Cependart cet op§rateur
n'est pas assaiatif. Notons que le min pourrait €tre remplad§ par une autre t-norme.

Lorsque les sourcessort infgalemen ables et que I'on a une information sur cette
“abilit &, le niveaudu con’it erntre deux sourcesindique dans quelle mesureon peut prendre
en compte l'information dela sourcela moins able. Sipar exemple¥, estplus able que ¥,
on peut considgrer que si ellessort concordartes, ¥» peut apporter une information et rendre
la fusion plus pr§cisepar conjonction. Si au cortraire les deux sourcessort en con®it, il est
préfrable de ne pas prendre en compte ¥. L'op®rateur suivant mod§lise ce comportemert :

min[¥a; max[¥p; conf (Ya; ¥»)]]: (8.74)

Cela ne supposeque de connéaitre un ordre ertre les abilit §sdessources.

Si on a de plus acaas p des valeurs num@riques de abilit § (ce qui est beaucoup plus
corntraignant que I'hypothpse pr§diderte), on peut alors transformer les distributions de
possibilitgsen distributions ayant des abilit §s®quivalentes. Soit w; le coexcient de “abilit §
de % . Sila sourceest complgtemert able, cecoexcient vaut 1, et il vaut O si la sourcen'est
pas able du tout. La transformation de % sefait selonla formule :

max(%%;1i w;) (8.75)

cequi revient a faire une disjonction erntre %4 et une distribution constarte de valeur 1j w;.
Ainsi, sila sourceestcomplpgtemert able, la distribution correspondante n'est pasmodi §e,
alors que si elle n'est pas du tout able, la distribution deviert constarte et §galep 1,
ce qui repr@sene l'ignorance (tout §®mert de D est complgtemen possible). Une fois les
distributions transform@es,ellespeuvert alors étre combin§esde manigre conjonctive.

D'autres opfrateursde cetype peuvert etre trouv@sdans[133], mais nousne lesd§taillons
pas plus ici.

Ces op@irateurs peuvent etre §galemen utilis§s de manipre conditionnelle aux classes,
pour prendre en compte les splici cit §s des sourcespour chaque classe.Par exemple, deux
sourcespeuvert tre en con®it sur une classemais pas sur les autres, une source peut &tre
“able pour certainesclasseset paspour d'autres, etc. Bien que cesidgesne soiert pasencore
beaucoupexploit§esen fusion °oue d'images, le cadre th§orique le permet.

Choix des op@rateurs

Le choix d'un op$rateur pour la fusion peut se faire selon plusieurs critgres prsen§s
dans [36].

Un premier critpre est le comportemert de I'op®rateur. Des comportemerts s§wvares, in-
dulgents ou prudents se traduisent sous forme math®matique de conjonction, disjonction
ou compromis. Soiert x et y deux r@els(dans [0; 1]) repr@seriant les degifis de con ance p
combiner. La combinaison de x et y par un op$®rateur F est dite :

{ conjonctive si F(x;y) - min(x;y) (correspondart g un comportemernt s§vare);

{ disjonctive si F (x;y) , max(x;y) (comportemert indulgent) ;
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{ de compromissix - F(x;y) - ysix - y,ety- - F(x;y) - x sinon (comportemert
prudent).

Cette distinction ne suxt pas g classerles op§rateurs dont le comportement n'est pas
toujours le méme. Ainsi, la classi cation d§ nie dans [36] ne d§crit pas les opBrateurs seule-
ment comme conjonctifs ou disjonctifs, mais aussien fonction de leur comportement selon
les valeurs desinformations p combiner. Ainsi, lestrois classegproposgescorrespondert :

{ aux op@rateurs autonomes g comportemert constart (ACC) : le r§sultat ne d§pend
gue desvaleurs p conmbiner (le calcul ne fait intervenir aucuneautre information) et le
comportement est le méme quellesque soiert cesvaleurs;

{ aux op®rateurs autonomesp comportemert variable (ACV) : le comportement d&pend
desvaleurs num@riquesdesinformations p fusionner;

{ aux op®rateurs d§pendart du contexte (DC), par exemple d'une connaissanceplus
globaletelle que la abilit § descapteurs, ou encorele con®it ertre les sources.

Les op®rateurs de fusion °oue ser@partissert danslestrois classesEn e®et,lest-normes,

qui g8n@ralisert l'intersection ensenbliste aux ensenbles °ous, sort des op$rateurs ACC
conjonctifs, puisque pour toute t-normet, ona:

8(x;y) 2 [0;1)% t(x;y) - min(x; y):

A l'oppodf, lest-conormes, génralisart la r§union, sont desop®rateurs ACC disjonctifs,
puisque pour toute t-conorme T, on a:

8(x;y) 2 [0;1F% T(x;y), max(x;y):

Les op®rateurs de moyennesort §galemen ACC et ont un comportemert de compromis,
puisqu'ils v@ri ent :

8(x;y) 2 [0;1F; min(x;y) - m(x;y) - max(x; y):

Notons que la fusion bay§sienne,ou I'op@rateur impliqu® est un produit, et la fusion des
fonctions de croyancespar la sommeorthogonale de Dempster sort §galemeim conjonctives.

Dansla classedesop$rateursACV, ontrouve par exemplecertainessommessymtriques.
De manipre g&nrale, toute somme sym@trique assaiative ¥ (sauf les m§dianes)a le com-
portement suivant [126]:

{ conjonctif si max(x;y) < 1=2: ¥x;y) - min(Xx;y);

{ disjonctif simin(x;y) > 1=2: %x;y) , max(x;y);

{ compromissix - 1=2- y:x - ¥X;y) - vy (et I'in§galit§ cortraire siy - 1=2- Xx).

Lessommessymtriques non assaiativesont §galemen un comportement qui varie, mais
selondesrgpglesmoins simples[36].

On trouve §galemem dansla classeACV lesop@rateurspropodisdansle systameMYCIN
pour combiner desfacteurs de certitude [306].

Des exemplesd'op$rateurs DC setrouvent dans la th@orie des possibilit§s. Nous avons
présen® plus haut desop$rateurs d8pendart d'une mesureglobale de con®it erntre les deux
sourcesd'information [129], applicables aux cas opu l'une des deux informations est able
sansque I'on sade laquelle, de telle sorte que:

{ ils sort conjonctifs si les sourcessort consonarnes (de faible con®it) : dans ce cas, les

deux sourcessort nfcessairemen ables, et donc I'op§rateur peut etre svare;
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{ ils sort disjonctifs si les sourcessort dissonares (de fort con°it) : une disjonction

favorise alors I'ensenble despossibilit§s donn§espar les deux sources

{ ils secomportent commeun compromis dans les casde con®it partiel : cescasposart

le plus de problgmes,les op§rateurs sort alors < prudents >.

La dixcult § est alors de trouver une bonne mesurede con’®it. Celle proposge commele
maximum de l'intersection entre deux distributions de possibilit§s [129] n'est pas toujours
bien adapt®e aux problpmesde traitement d'images, en particulier pour la classi cation
de donn§esmultisources. Les distances®oues (voir par exemple [43]) peuvert apporter des
solutions g ce problgme.

L'avantage desop$rateursDC pour le traitement d'imagesestind§niable.En e®et,ils per-
mettent de prendre en compte une grande vari$t§ de situations, dont plusieurs seproduisert
fréquemmen simultan®mert en traitement d'images. En voici quelquesexemples:

{ lessourcespeuvent &tre con®ictuelles lorsqu'ellesdonnert desinformations sur un type

d'§vEnemen (une classepar exemple) et consonartes pour une autre classe

{ lessourcespeuvernt avoir des abilit §sglobalesdi®®rertes;

{ une sourcepeut &tre able pour une classeet peu able pour une autre, etc.

Malheureusemem cesop@rateurs sort encore,selonnous, trop peu dgveloppsen traite-
mert d'images, et m@riteraient desrecherchesspici ques.

Cette classi cation, qui regroupe tous les oprateurs classiquemen utilis §s, constitue un
premier critpre de choix d'un op®rateur pour une application spci que.

Un secondcritgre est donn@§ par les propri§t@s des op8rateurs et leur interpr$tation en
termes de fusion de donn§esincertaines, impr§cises,incomplgtes ou encoreambigués.

Les propri§tfs de commutativit § et d'assciativit § expriment que le r§sultat de la com-
binaison est ind§pendart de l'ordre dans lequel lesinformations sort combin§es.Si la com-
mutativit § est satisfaite par tous les op§rateurs courammernt utilis §s, l'asscciativit § ne I'est
pas systmatiquemert (les moyenneset les sommessymitriques ne sort en génral pas as-
scciatives). Cesdeux propri§t§ssont souvernt posgescommeles propri§tfsminimales que les
op%rateurs de fusion doivent satisfaire. Pourtant, le mode de raisonnemen humain ne les
respecte pas toujours. Par exemple,un photo-interprgte commencesouvert par construire
une interpr®tation primaire d'une s@gne g partir d'une seuleimage, puis am§liore cette in-
terpr§tation p l'aide desautres images,selonun processusqui n'est clairemert pas commu-
tatif.

L'existenced'un §lmen neutre signi e qu'une sourcedonnart cette valeur n'aura aucune
in°uence sur le r@sultat de la combinaison et repr§sene une sorte d'indi®§rencede la source
par rapport g l'information recherche, ou encore une ignorance totale de celle-ci. Un tel
Bl men existe pour lest-normes et lest-conormes.

Autre @l8mert particulier, un §8men absorbart signi e qu'une source donnart cette
valeur est complgtemen d$terminante sur le r§sultat de la fusion. De tels §i§mens existernt
figalemen pour lest-normes et lest-conormes.

La propri§t® de croissanceest ggniralemen impodie aux op@rateurs et correspond bien
g l'intuition.
Des conditions aux limites, d§ nissant le comportement desop@rateurs lorsque les infor-

mations g combiner prennert desvaleurs extrémes,permettent de garantir la compatibilit §
avec le cas binaire, oy toutes les propositions sort soit justes soit fausses(cela correspond
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g la contrainte de compatibilit § avec la logique d&ductive imposfe par Cox pour d§ nir une
logique inductiv e [93]).

La propri§t® de contin uit§ satisfaite par la plupart desop$rateurs garartit la robustesse
dela fusion. Cependart, cette propri$t® n'est pastoujours ncessairepuisquelesph§nongnes
naturels (en particulier les ph§nomgnestemporels) ne sort pastoujours cortinus.

L'idemp otencesigni e quela donn§ed'une information d§ja disponible ne va paschanger
le r§sultat de la fusion. Cette propri§t® n'est pas systfmatiquemert imposge.Elle est vEri §e
par les moyennes,par la t-norme min et la t-conorme max (et ce sort les seules).On peut
vouloir au cortraire que la combinaison de deux valeurs identiques renforce ou a®aiblissele
r@sultat global. Prenonsl'exemple de t&moignagessimultan§sidentiques. Si lest§moinssont
de connivence,il n'est passurprenant qu'ils disert la mémechoseet I'on combinera donc les
degisde con ance assaiffs de manigre idempotente. Si au cortraire ils sort complgtemert
ind®§pendarts, on renforcerala cr&dibilit  de ce qu'ils disert sil'on leur fait con ance, ou on
I'a®aiblira sil'on neleur fait pascon ance. Notons que desrgglesde combinaison modlisart
cescomportements sort connuesdepuis Bernoulli. De manigre g§nférale, on peut considgrer
gue si lessourcessort d§pendartes (au senscognitif), l'idempotencepeut &tre imposge,alors
que si ellessort ind§pendartes, des e®etsde renforcemen peuvent etre souhaitables.

Dans le méme ordre d'id§es,la propri§t§ de nilp otence seraimposge par exemple pour
combiner dest$moignagessuccessifsa n de mod§liserla dgradation de l'information dans
une chane de t§moins qui ne sort pas complptemernt ables. Par exemple pour certaines
t-conormes, la satisfaction de cette propri§t§ permet d'aboutir g un r§sultat §galp 1 en
combinant un certain nombre de mesuresnon toutes nulles. Ce type de comportement peut
etre utile quand les informations r§sultert d'une longue cha®ne de traitements.

Les propri®t®sdu tiers exclu et de non cortradiction, satisfaites pour certains op§rateurs
seulemen, ont une interpr@§tation reconrue en termes de raisonnemen, dansle domaine de
I'intelligence arti cielle et du raisonnemen approch®. En traitement d'images, on trouve
des exemplesop le tiers exclu n'est pas souhaitable dgs que lI'on a besoin d'introduire de
l'ignorance sur un $vnemen et son complmertaire, et donc de relacher la contrainte d'ex-
haustivit § faite par exempleen probabilit §s.

La g8nBralisation de tout ce qui prégdep la combinaison de plus de deux informations
ne posepas de dixcult § particuli gre (on retrouve en particulier les mémestypesde compor-
tement, avec desrpglesun peu plus compliqugespour les op§rateurs ACV), sauf pour les
op%rateurs non assaiatifs. La question principale pour de tels op§rateurs est de savoir dans
quel ordre combiner lesinformations. Plusieurs situations peuvert seproduire :

{ dans certaines applications, chaque information doit &tre combin§e aux autres dgs
gu'elle estdisponible (par exemplepour pouvoir prendre desd$cisionspartielles g partir
desdonn@espr@senes p chaqueinstant) : I'ordre estalors x § par I'ordre d'arriv §edes
informations ;

{ l'ordre peut etre imposg par des priorit §s sur les informations g prendre en compte,
et des opfrateurs ont §t®§ conous pour r§pondre g de tels besoins(par exemple pour
combiner desrequétes dans desbasesde donnges);

{ dansles autres situations, il faudra trouver descritgrespour trouver un ordre appro-
pri® g I'application, en particulier lorsque les informations sort con‘ictuelles, car les
résultats peuvent etre tr gsdi®®rerts selonque lesinformations consonares ou con®ic-
tuelles sort combin§esen premier.

Enn, I'Btude du comportement des op$rateurs en termes de qualit® de la dcision g
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laquelle ils conduisen, et de r§action face aux situations con’ictuelles conduit g un der-
nier critgre de choix. Un point important, toutefois, concernele pouvoir discriminant des
op®rateurs. Les opBrateurs fortement conjonctifs ou fortement disjonctifs (par exemplela t-
norme et la t-conorme de Lukasiewicz)saturent trgsvite g 0 ou p 1 et donc sort souwernt peu
discriminants. Par exemple,avecla t-conorme F (a;b) = min(a+ b;1), onaF(0;5; 0;5) = 1,
F(0;1; 0;9) = 1, ou encoreF(0;8; 0;8) = 1, alors que cestrois situations ont des in-
terpr@tations bien di®§rertes.

La capacit® des op®rateurs g combiner des informations quantitativ es (num@riques) ou
qualitativ es (pour lesquellesseul un ordre est connu) peut etre §galemen un critgre de
choix. Par exemple,le min, le max et tout Ttre derang sort int§ressats p cetitre puisqu'ils
peuvert combiner lesdeux typesd'informations. En e®et,le calcul de min(x; y), par exemple,
ne n§cessiteque de connéebtre un ordre ertre x et y, mais ne n§cessitepas de conndtre leur
valeur num@rique. Les op®rations ordinales sort de plus imposgessi I'on veut qu'elles soiert
invariantes par une transformation croissarie desdegrsd'appartenance [133].

8.3.4 D#cision

La rpgle principalement utilis §e en fusion °oue est le maximum des degrés d'apparte-
nance:
X2 Cisiti(x)=maxfly(x); 1- k- ng; (8.76)

ou ! ¢ d@signela fonction d'appartenancep la classek r@sultant de la combinaison.

La qualit® de la d§cisionest mesufe essetiellement selondeux critpres:

{ le premier porte sur la < nettet® > de la d€cision: le degr® d'appartenance maximum
(ou plus g&nralemen celui correspondarnt g la d§cision) est compar§ g un seuil, choisi
selonles applications (et $ventuellement selonl'op®rateur de conmbinaison choisi) ;

{ le deuxipme porte sur le caractgre < discriminant > de la d§cision, §valug par compa-
raison desdeux valeurs les plus fortes.

Dans le casop cescritpresne sort pas v@ri §spour un §8mert x, celui-ci est plact dans

une classede rejet, ou reclassi & en fonction d'autres critpres, spatiaux par exemple (voir
chapitre 8.4).

8.3.5 Exemples d'application

Dans cette section, nousillustrons lesm§thodes®oues sur deux exemplesde classi cation
multisource.

Exemple en imagerie satellitaire

Pour le premier, nousreprenonslesimagesSPOT de I'exemple du chapitre 3 ('gure 8.1).
Lesclassexonsidiressort toujours lesvilles ou zonesurbaines(classeC,), les°euves(classe
C>,) et une classeC3; comportant toutes les autres structures (essetiellement deszonesde
vEditation). Cet exemplea §t% d8velopp§ dans[77].

Dansun premier temps, un apprentissagesupervis§ este®ect§ p partir deshistogrammes
conditionnels aux classessoit par un simple lissagede ceshistogrammes,soit par une minimi-
sation de la distance aux histogrammesde fonctions param@triquestelles que desgaussiennes
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Fonctions conditionnelles
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Fig. 8.10{ En haut : fonctionsfij conditionnellesaux classesstim@iesde manigre supervisge

sur leszonesd'apprentissagedesimages; au certre, fonctions f ;. estim§espar le maximum
desfonctions f{.,,. et f¢, ; en bas, fonctions d'appartenance®}. A gauche, estimation par
leshistogrammesnormalis§set liss§s; au certre, estimation par lesfonctions de type gaussien

tronqu®; p droite estimation desfonctions par les fonctions L-R lin§aires.

tronqu@esou desfonctions de type L-R lin§airespar morceaux (fonctions en trappze). Cette
premigre §tape est illustr §e sur la premigre ligne de la gure 8.10.

Cependart, cesfonctions, not&esfiJ pour l'apprentissagede la classeC; dansl'image j,
n'‘ont pasuneinterpr§tation satisfaisarte entermesde fonctions d'appartenance.En particu-
lier, les queuesde I'histogramme correspondert g desniveaux de gris peu frEquerts dansles
images,mais lespoints correspondart appartiennent sansambiguA$ g la classela plus sonbre
(respectivemernt la plus claire). Le passagedesfonctions fiJ aux fonctions d'appartenancel{
sefait par une transformation telle que:

H(x)

400 ()
ou x d§signele niveaude gris enun point et les, ‘, sont desfonctions d§termin§esde telle sorte

guele compl®mertaire desclassessoit d§ ni par la meémeformule et que I'ordre desfonctions

(8.77)
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Fig. 8.11{ ImagesdesparamptresH' desclassesville g gaude, °euve au certre
et C3 p droite

soit prsen®. En prenant par exemplela comp8mertation la plus simple c(a) = 1j a pour
a 2 [0; 1] et en §crivant que le compBmertaire d'une classeC; est §galemen la r§union des
classesCk pour k 6 i (en monde ferm§), on obtient :

)= — ~ (8.78)

00+ ()

5

avec: - ‘
fl(x) = Tg_xfi‘((x): (8.79)
|

Les r@sultats obtenus par cette m§thode sort illustr §s gure 8.10 et montrent que les
fonctions d'appartenance obtenuesont bien le comportement souhait§.

Pour la fusion, un op®rateur adaptatif estd® ni par combinaisond'une t-normet et d'une
t-conorme T, sousla forme t1i °T°. Cet op@rateur, appel§ parfois opBrateur de compensa-
tion, peut varier entre la t-norme pour ° = 0 et la t-conorme pour ° = 1. L'originalit § de
l'op®rateur d§ ni dans [77] est que ° est d§ ni de manigre locale, en chaque point, comme
une fonction H'(x) fonction d'une conjonction normalis®e des degfis d'appartenance en x.
Cette fonction estillustr §esur la gure 8.11 et donne desvaleurs d'autant plus §levesque
I'appartenance g la classeest §levie. La t-norme utilis@eici est un min et la t-conorme un
max.

La gure 8.12illustre sur un d€tail de lI'image les r§sultats obtenus par cet op§rateur
(dernigre ligne), que I'on peut favorablemert comparer g ceux obtenus par une simple t-
norme. La d#cision est e®ecte par un maximum des degis d'appartenance en chaque
point.

La gure 8.13montre le r@sultat de la fusion par I'op®rateur adaptatif sur toute I'image,
la d§cision$tant toujours simplemert prise par un maximum desdegrsd'appartenance.Le
°euve est superpost en blanc g lI'image originale, ainsi que les contours des zonesurbaines.
Le reste correspond g la classeCs;.

Exemple en imagerie mdicale
Le deuxipmeexemplereprend lesimagesde I'exemple de la partie 8.2 sur la classi cation

desimagesIRM multi §chos du cerveau (gure 8.4). Nous nous plasons toujours au niveau
du pixel et lesfonctions d'appartenancesort d§ nies g partir desniveauxde gris, de manigre
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Fig. 8.12{ D&tail desimagesde la d§tection du “euvesur la sqnede Vignola : imagedu canal
3 SPOT originale, d§cisionp partir desimagesH', g partir de la t-norme g comportement
constart, g partir de lI'op@rateur de compensation g comportemernt variable

non superviste [50]. Trois classessort considires: cerveau, vertricules et liquide cphalo-
rachidien, zone pathologique.

Ici les op§rateurs de combinaison sort choisis de manigre adaptative, non plus locale-
mert en chaque point, mais en fonction desclassesComme les deux imagesfournissert des
informations similaires sur les vertricules, les fonctions d'appartenance sort fusionngespar
un opf®rateur de moyenne. Le cerveau sain et la pathologie ne peuvert etre distingu$sdans
la premigre image et I'on ne peut donc apprendre qu'une seule classe,not§e ! l. Dans la
secondeimage, il est possible d'apprendre les deux classest 2 (cerveau) et ! Sath (patholo-

183



Fig. 8.13{ R®sultat de la fusion g partir de l'op®rateur de compensation g comportement
variable sur la s@nede Vignola

gie). Lesfonctions 1 ! et 1 2 sort §galemen combin®espar une moyenne arithm §tique. Pour
la pathologie, on combine t} et ! Sa’(h par une somme symétriqgue d§ nie par : #&-Zab
Cela garantit que la pathologie n'est pas d§tectfe dans les zonesopu ! gath = 0 et renforce
l'appartenance g cette classesinon. Cela permet d'inclure dans la zone pathologique toute
la zonede volume partiel op les points sort composisen partie de tissu pathologique.

Aprpgsla combinaison, la d§cisionest prise en fonction du maximum d‘appartenance. Le
r@sultat estillustr @ gure 8.14.

Cet exempleillustre l'int®rét des op®rateurs choisis de manigre adaptative en fonction
desinformations apport®espar lesimagessur les di®grertes classes.

8.4 Intro duction de linformation spatiale

L'information spatiale est fondamertale en traitement d'images. Son introduction dans
les m&thodesde fusion est cruciale, et n§cessitesouvent desd@veloppemerts spici ques pour
adapter les m§thodes issuesd'autres domaines. Un des objectifs les plus frEquens de ces
d®veloppemerts est de garantir que la d§cisionsoit spatialemen coh§rerte. Par exemple,en
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Fig. 8.14{ Deux acquisitions IRM du cerveau et r@sultat de la classi cation par fusion °oue
(la dgcisionn'est prise que localement en chaque point, sansr§gularisation spatiale)

classi cation multisource, on cherchera p $viter que despoints isolffs ou §parpill§s dans une
classehomogane soiert attribu §sp une classedi®8rerte.

8.4.1 Au niveau de la mod@lisation

L'introduction de l'information spatiale au niveau de la modglisation est plus ou moins
implicite suivant le niveaude repr§senation auguelon seplace.Sil'on raisonneau niveaudu
pixel, I'information contenue dansun pixel ne cortient pasd'information spatiale, et celle-ci
doit alors etre introduite explicitement. Le contexte spatial considgr§ est le plus souvernt le
voisinagelocal de chaque point. Une manigre simple de le prendre en compte est de d§ nir
la mesureM/ (x) (voir chapitre 6) en fonction des caract@ristiques de x et $galemen de ses
voisins. Si I'on note V(x) le voisinage de x (contenant x), on d& nira MiJ (x) comme une
fonction du type: '

M (x) = Filfj (y);y 2 V(X)I; (8.80)

ou fj (y) d@signeles caract@ristiquesde y dansla sourcej. Ce type d'approche peut &tre vu
comme un problpme de Ttrage spatial. Dans le casd'un Ttrage lin§aire, F s'exprime par
une convolution et le noyau de convolution d§ ni sur V est classiquemeh une gaussienneou
une fonction porte. Sile Ttrage n'est paslin®aire,de nombreusessolutions sort proposgesen
traitement desimages[321], dont les plus classiquessort le Ttre m@dian, le Ttre sigmaou
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les Ttrages morphologiques.En n, destechniques plus §labor§esprocgpdert par relaxation,
comme les champs de Markov qui agissen soit au niveau de la mesure (on parle alors de
restauration), soit au niveau de la classi cation commeon le verra plus loin.

Si I'on raisonne au niveau de primitiv es (segmeits, contours, r§gions)ou au niveau des
objets ou structures de la s@ne, I'information spatiale locale est implicitement prise en
compte dans la repr@sertation. Si la d§tection de ces®fmerts n'est pas préciseou si leur
localisation ne I'est pas (par exemple g causede l'imp erfection du recalage),il est souvent
souhaitabled'intro duire cette impr&cisionspatiale explicitement dansla repr@senation, avant
la fusion. La dilatation °oue est une opfration bien adapt§e p cette n [57, 61, 72]. Cela
permet de rduire le con®it au momert de la fusion, et donc de choisir simplemert et sans
risque un mode de combinaison conjonctif.

De manigre moins locale, lesrelations spatialesertre primitiv esconstituent une informa-
tion importante sur la structure de la s@ne[60, 41, 42, 43, 45] et elles peuvent avantageu-
semen &tre prises en compte dans la fusion, comme source d'informations suppl@mertaire
[44, 48, 154]. Dans ce cas, le contexte spatial V(x) d'un §lfmern x estun ensenble de primi-
tivesou d'objets dont on connét les relations spatiales par rapport g x.

8.4.2 Au niveau de la d€cision

L'introduction de l'information spatiale au niveau de la d§cision est la plus facile. La
m@thode la plus courante consistep §tablir dans un premier temps une rggle de rejet (en
fonction de la nettet® et du caractgrediscriminant de la d§cision) puis preclasserles§l§merts
rejet®s en fonction de leur cortexte spatial. Par exemple, la reclassi cation peut @tre faite
suivant la rggle suivante (majorit § absolue):

X2 Cjsijffy 2 ; igj M
i sijffy 2 V(x); y2 Gigi, = (8.81)
qui exprime qu'au moins la moiti & des®®merts du voisinagedoit &tre dans C; pour classerx
dans C;. Cette rpglene permet pastoujours d'a®ecterx p une classe.Une autre rgglemoins
svare considare juste la classela plus reprserie dans le voisinage (rpgle majoritaire) :

x2 Cisijffy2V(x); y2Cigj= mlflxjfy 2 V(x); y 2 Coj: (8.82)

Cesrpgless'appliquent quel que soit le niveau de repr@senation des®l§merts considirs.

Un exempleen classi cation °oue peut etre trouv § dans[67], mais la m§thode est g§nirale
et peut &tre appligu$e de manigre similaire aux autres th§ories.

8.4.3 Au niveau de la combinaison

L'introduction de l'information spatiale au niveaude la combinaison est plus rare et plus
d@licate.

En fusion probabiliste, les champs de Markov o®rernt un cadre naturel pour cela. Dans
I'expressionde la rpgle de Bayes, c'est dans la probabilit § a priori qu'intervient I'hypothpse
markovienne. Cette probabilit § est combin§eaux probabilit sconditionnellesaux classegar
un produit. Cette remarque nous conduit p considgrer que l'information spatiale constitue
dans ce modgle une sourcede donn§esau mémetitre que les autres.
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C'est I'approchela plus courante, et elle a §t® appliqu@ep plusieursniveauxde repr§senation.
Au niveau local, du pixel, de nombreux exemplespeuvent &tre trouv@s dans la litt §rature
(par exemple [13, 110). A un niveau plus structurel, les champs de Markov sort d€ nis
sur des graphesplus gniraux que les graphesde pixels (les n¥uds sort des primitiv esou
méme des objets), et I'on trouve desexemplespour la dtection de routes dans desimages
SAR [335], pour la segmemation d'imagesIRM du cerveau [15€], pour la reconnaissancele
structures du cortex cgr8bral [229, 228, pour l'interpr§tation d'images a§riennes[249], etc.

Dans les autres th§ories, il serait §galemem possiblede d§velopper des approches simi-
laires, toujours enconsidgrart l'information spatialecommeune sourcede donn§essuppl@mertaire.

C'est par exemplele casdesrelations spatialesmentionn§esplus haut considgrffescomme
sourcesupplmenaire d'informations : la reconnaissancel'un objet peut r§sulter de la fusion
d'informations sur cet objet, et d'informations sur les relations qu'il doit avoir par rapport
p d'autres objets. Le cadre desensenbles °ous permet g la fois la repr@senation et la fusion
de telles informations [4§].

Citons un autre exemple: dans[177], une fonction de masseestd§ nie pour représerter le
contexte spatial et combin§ep desfonctions de massereprsertant lesinformations extraites
des images par la rpgle de Dempster. Toutefois, peu de travaux existert encore dans ce
domaine, qui m@rite certainemert d'étre d§velopph.

8.4.4 Exemples d'applications
Au niv eau de la combinaison : classi cation mark ovienne multisource

Nous reprenonsici I'exemple de la fusion desimagesIRM du cerveau des parties 8.2
et 8.3, pour segmeter le cerveau sain, la pathologie et les ventricules, cette fois par une
approche markovienne. Cette m$&thode a $t¢ d$weloppedans[14, 12, 13].

La rgle de Bayes permet de calculer la probabilit § a posteriori de chaque classecondi-
tionnellement aux deux images.Le terme de probabilit § a priori est mod§lis§ g I'aide d'une
hypothpse markovienne sur l'image des classeset tient lieu de r@gularisation spatiale. La
probabilit § a posteriori s'exprime donc commele produit detrois termes: deux termesexpri-
mant les probabilit §sdesniveauxde gris de chacunedesdeux imagesconditionnellemert aux
classegsousl'hypothpsed'ind §pendanceconditionnelle), et un terme exprimant la r§gularit
spatiale des classes.Le cadre markovien permet d'exprimer le problgme d'optimisation du
maximum a posteriori commela minimisation d'une §nergiecomprenart :

1. destermes d'attache aux donn§es,d§pendart desniveaux de gris dans chaque image,
de coezxcients pond§rant I'imp ortance de chaque image suivant les classes,et d'une
connaissancea priori sur la position desvertricules dansle cerveau;

2. un terme de r@gularisation, sousla forme d'un potentiel de Potts, prenant en compte
les pixels voisins de chaque point.

L'®nergies'§crit donc en chaque point x a®ec$ g la classeC; dans I §tape courarte :

O (f1(x)) + ©F(f2(x)) + , * ' (Ci; Cy) (8.83)
y2V (x)

oy ©! (©?) repr@serte le potentiel d'attache aux donn§es caract§risart la classeC; dans
la premigre (seconde)image, fonction du niveau de gris f 1(x) (f2(x)) au point x dans cette
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image, V(x) repr@sene le voisinagespatial de x, Cy la classef laquelle esta®ect le voisiny g
it §ration courarte, et ! (C;; Cy) repr@serte les cortraintes de r§gularisation entre les classes
Ci et Cy. Le facteur , permet de pondgrer I'in°uence de la r¢gularisation par rapport g l'at-
tache aux donn§es.Les potentiels d'attache aux donn§essort dgterminsautomatiquement
g partir des histogrammesde niveaux de gris, dont les modes signi catifs sort s§lectionnis
par une approche multi §celle. Ici la r@gularisation est simple : elle favorise I'appartenance
g la méme classede points voisins (! (C;; C;) = 0) et d&favorise I'appartenance de points
voisins p desclassesdi®grertes (! (Ci; Cy) = 1siCy 6 Cj).

Fig. 8.15{ Deux acquisitions IRM du cerveau et r@sultat de la classi cation
par fusion markovienne

Les r@sultats obtenus (voir gure 8.15) montrent 'homog®n@it® spatiale de la segmera-
tion obtenue. L'information spatiale introduite dans cet exemplereste relativemert locale,
puisqu'elle ne concernequ'un petit voisinageautour de chaque point.

Au niv eau de la mod@lisation et de la d§cision : fusion de d&tecteurs de structures
par la th §orie des fonctions de croyance

Dans cet exemple, d§velopp® dans [334], I'objectif est d'interpr$§ter une image radar en
fusionnart les r§sultats de plusieurs d§tecteurs de structures (routes, relief, villes, etc.). La
fusion est e®ect@ep un niveauinterm§diaire, sur desprimitiv esobtenuespar cesd§tecteurs
(segmernts ou r§gions), et donc comportant desinformations spatiales.

La gure 8.16illustre un exempled'image du radar ERS-1dela r§giond'Aix-en-Provence.
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Fig. 8.16{ Image du radar ERS-1 de la r§gion d'Aix-en-Provence

La gure 8.17 montre les r@sultats de trois desdtecteursappliqussur cette image.

Fig. 8.17{ R®sultats de trois d&tecteurs: routes, relief et zoneshomoganes.Les niveaux de
gris indiquent la con ance fournie par chaque d§tecteur dans le r@sultat obtenu

Les r@sultats de cesdftecteurs senent de basep une mod§lisation par desfonctions de
croyance. Cette th§orie est particuli premen bien adapt®eici puisqu'elle permet de mod§liser
le comportement de chaque d§tecteur. Ainsi, les d§tecteurs de routes, de relief, ou encore
de °euves sornt pr§cis pour les objets auxquelsils sort dgdifs, mais ne sort pas capables
de distinguer les autres classes Ainsi, les §merts focaux d'un d§tecteur de routes sort la
classe< routes > et I'ensenble < non routes > (soit la r§union de toutes les autres classes
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considir§es).Au cortraire, le d8tecteur de zoneshomoganesn'est pastrpsprciscar il utilise
des ltrages sur desfenetres de taille 9£ 9, ce qui fait dispareftre les routes traversart des
zoneshomoggnes.Il est alors naturel de prendre pour §8merts focaux I'ensenble < routes
[ zoneshomoganes> et I'ensenble < non homogane>. C'est un exemplede d§tecteur pour
lequelaucun§®mert focal n'‘est un singleton. Lesd$§tecteursde zonesurbainessort mod§lisgs
de manigresimilaire. On voit danscet exempleque cesort lesconnaissancesur lesd§tecteurs
et leurs comportements qui permettent d'e®ectuerla mod§lisation et le choix des §fmerts
focaux.

Les fonctions de massesort ensuite apprises sur les histogrammes des r§ponsesdes
di®%rerts d§tecteurs,par minimisation d'une distanceertre ceshistogrammeset desfonctions
param@triques trap §zddales.

La fusion est ensuite e®ecte par la rpgle orthogonale de Dempster non normalis§e
(fusion conjonctive) puisque toutes les impr@cisionset ambigut®s sur les d§tecteurs sort
explicitement prises en compte dans la mod€lisation. Cela permet de r§duire les §lfmeris
focaux p dessingletonsou desr§unionsde deux classesseulemen. De plus, il s'agit typique-
mert d'une application ou I'on esten mondeouvert : il n‘est paspossiblede pr@wvoir toutes les
classegqqui peuvert apparattre dansl'image, et seulescellespour lesquellesdesd$tecteursont
Bt® construits peuvent etre d§tectes.La combinaison non normalise permet de repriserter
dansla massede I'ensenble vide tout ce qui n'est pas prévu.

En n, I'§tape de dfcision est e®ect@e dans un cadre markovien, permettant d'ajouter
une cohrence spatiale entre les di®§rertes rggions, donc un niveau supplmertaire d'in-
formation spatiale. Les probabilit §s pignistiques (voir partie 8.2) permettent de revenir g
des probabilit §s sur des singletons, qui sort ensuite combin§esp un terme de r§gularisation
spatiale.

Un r@sultat d'interpr@tation estillustr § gure 8.18.

Au niv eau de la mod@lisation : fusion °oue de relations spatiales

Dans ce dernier exemple, les informations spatiales considgrgessort des informations
structurelles, portant non plus sur la cohrencelocale des classesou r§gions, mais sur les
relations entre les objets recherch@s. L'application concernela reconnaissancelesstructures
internes du cerveau dans desimagesIRM, guid®epar un atlas anatomique [48, 155 .

Une coupe extraite du volume 3D de l'atlas est montr§e gure 8.19; la vue de la coupe
correspondarte dans l'acquisition IRM 3D qui doit &tre trait §e est repriserie gure 8.20.

La reconnaissanceest e®ect@e de manigre progressive, une structure §tant dftectfe g
chaque §tape. Chaque §tape s'appuie sur les objets obtenus lors des §tapes prédidertes et
sur desconnaissancegnatomiquesde di®Brertes natures. Lesinformations de localisation et
de morphologie de cet objet sort apport§espar l'atlas et desinformations symboliques sur
cet objet sort exprim$@esrelativemert p desobjets identi §slors des$®tapesprdidertes. Ces
informations symboliques concernen aussibien desrelations spatiales (ensenblistes, direc-
tionnelles ou de distances) que desinformations de constitution (substancegrise, substance
blanche ou liquide) ou des connaissancesadiom@triques relatives au type d'imagerie. Le
cadre desensenbles °ous a §t§ choisi pour plusieursraisons: il permet d'exprimer dansun
formalisme unique desinformations de sgmartiques varies,nombreusespour ce problpme;
il permet §galemen de mod§liser I'impr §cision et l'incertain, ce qui est important dans ce
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Fig. 8.18{ R®sultat obtenu sur I'image de la gure 8.16 par fusion de d§tecteursde diverses
structures. Les zonesles plus claires reprsenent les zonesurbaines. Les traits sombres cor-

respondert aux routes, lestraits moins sonbresaux zonesderelief. Leszoneslesplus sonmbres
(avec di®rerts degrs) sort les zonesde forét. En n, leszonesde gris moyen correspondert

p I'ensenble vide, donc aux zonesnon reconrues.

domaineen particulier g causede la variabilit § anatomique interindividuelle ; en n, la fusion
°oue qui mgneg la reconnaissancepeut tirer parti d'un nombre important d'op§rateurs qui
permettent de bien mod&liser les relations que I'on connét entre cesinformations.

La mod€&lisation s'e®ectueen représenant, dansl'espacede I'image, chaque&l®mert d'in-
formation par un ensenble °ou. Des zonesd'int§ret °oues sort ainsi d§ nies pour chaque
type de connaissanceet leur fusion permet de focaliser la recherche dans une zone de plus
en plus restreinte. Nous illustrons cette dgmarde sur I'§tape de reconnaissancedu noyau
caud®. A cette Btape de la procdure de reconnaissancetrois objets anatomiquesont §t§ seg-
ment§s: le cerveau et les deux vertricules lat®raux. La gure 8.21illustre la repr§senation
des connaissancegelatives au noyau caud® (information de localisation et de forme ap-
proximativ e provenart de l'atlas, localisation dansle cerveau et p I'ext §rieur desventricules
lat®raux, radiom@trie et position relative p gaudche des vertricules lat§raux). La d§ nition
formelle de cesreprsenations peut &tre trouv&edans [45, 48].

La reconnaissanceale certaines structures utilise desinformations de distance, qui sont
®galemen reprisen®espar desensenbles°ous dansl'espacedelimage. La gure 8.22illustre
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noyau caudé droit

putamen droit

\ ventricule latéral gauche
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ventricules

cerveau

Fig. 8.19{ Une coupe de l'atlas reprfsertant lesstructures que nouscherchonspg reconnatre
danslimage

Fig. 8.20{ Une coupe du volume c8rbral p reconn&tre dans un plan proche de celui de
l'atlas de la planche pr§diderte. C'est une image acquiseen IRM

cetype de repr@senation, pour trois typesde connaissances.

La fusion des connaissancespatiales est e®ect@e par un op®rateur conjonctif (une t-
norme) a n de r§duire la zoned'int®rét au fur et g mesure que de nouvelles connaissances
sorn apport®es,de fagon g focaliser la recherche. Puis cesconnaissancespatialesfusionnes
sort combin®esaux informations radiom$triques par un op®rateur de moyenne, r@alisart
cette fois un compromis entre cesdeux typesd'informations. La zone obtenue permet alors
une segmetiation trpgsfacile ( gure 8.23).

La gure 8.24 illustre six objets de l'atlas ainsi que ces mémes objets reconrus dans
une acquisition IRM. lls sort correctemen segmei$s bien que leurs taille, localisation et
morphologie dans!'image di®grert signi cativemert de cellesde 'atlas qui sert de modple. I
est notable que lestroisipmeet quatrigmeverntricules, particuli gremen ditciles g segmeter
dans desimagesIRM, sort ici correctemen reconrus et segmen@s, grace g l'utilisation de
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Fig. 8.21{ Informations exprim§esdansl'espacedel'image. Le blanc et le noir correspondert
respectivemert aux valeurs d'appartenance minimale et maximale. En haut g gauce : in-
formation de localisation et de forme approximativ e provenart de l'atlas. En haut g droite :
contrainte binaire de localisation exprimant que le noyau caud§ se trouve dans le cerveau
(zone de recherche, en noir) et g l'ext®rieur des vertricules lat§raux en blanc. En bas g
gaudhe : connaissanceadiom@trique a priori . En bas g droite : relation directionnelle rela-
tive < g gaudhe desvertricules lat§raux >.

relations spatialespar rapport p d'autres structures du cerveau.

8.5 Conclusion

Aprps ce tour d'horizon des principales m§thodes num@riques de fusion et de leur uti-
lisation en traitement et interpr@§tation desimages, nous rEsumonsici quelquesacquis et
conclusions,ainsi que quelquespoints qui poser encoredesdizcult §s.

8.5.1 Quelques acquis

Les d@wveloppemerts pr@diderts font §tat d'une grande vari§t§ de techniqgues num@riques
utilis §espour la fusion d'informations impr§ciseset incertaines. Ce foisonnemen estdd g la

193



‘ [~}
H
[~}

Fig. 8.22{ Exemples de repr§senation de connaissancessur les distances. A gaudhe : repr§serations sous
forme d'intervalles °ous sur IR*. A droite : repriserations spatiales correspondantes. Le putamen a une
distance approximativ emert constante p la surface du cerveau (en haut), le noyau caud§ est g une distance
inf@rieure p environ D des ventricules lat§raux (repr@ser®s en blanc) (au milieu), les ventricules lat$raux
sort dans le cerveau p une distance plus grande que D max =2 environ de la surface du cerveau (en bas). Les
contours desobjets recherch@s (putamen, noyau caud§ et ventricules respectivemert) sort montr §sen blanc,
et sont bien dans les zonessatisfaisart les relations avec un fort degr§.

Fig. 8.23{ R@®sultat de la fusion de toutes les connaissanceslisponibles sur le noyau caudg
(p gaudhe) et segmetation de ce noyau (g droite)

vari®t® destachesqui contribuent pla d§cisiondansun systamed'informations multisources.
Les approchesprobabilistes restert lesplus utilis §es,surtout parcequ'ellesont donn§ lieu au
d®veloppemert d'outils aboutis et d'un grand savoir-faire, r@sultant d'une longue pratique.
Au niveau de la dcision, cesoutils ser§vglert particuli premen excaces,alors qu'au niveau
de la mod$§lisation plusieurs aspectsrestert limit §svoire criticables. La th§orie desensenbles
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Fig. 8.24{ R@®sultats de la procgdure reconnaissanceSix structures sort reprsenges:
les vertricules lat®raux (gris moyen), les troisipme et quatripme ventricules (gris clair),
un noyau caud§ et un putamen (gris foncg). A gaude, les structures de l'atlas,

et p droite cellesreconruesdans une image IRM 3D.

°ous reposesur une mod&lisation proche de l'intuition. Dans les applications de fusion dans
lesdomainestrait §sici, I'§tape de d§cisionreste encorepeu formalis§eet peu dgveloppe.En
revandhe, |'§tape de combinaison est trgsriche et permet d'introduire nombre de connais-
sances,de tous types. La th@orie des fonctions de croyance o®reles outils de mod§lisation
les plus puissarts, permettant simplemert et excacemert l'introduction de connaissances,
de I'impr §cision et de l'incertitude. La combinaison, telle qu'elle est utilis §e en traitement
desimages,est restreinte au mode conjonctif.

En fusion num@rique pour le traitement d'images, les e®orts des dernigres ann§esont
permis d'aboutir p une meilleure compr§hensiondes di®§renes th§oriesissuesd'autres do-
mainestelles que les fonctions de croyanceet le °ou. On sait ainsi maintenant quelssort les
bons cadresd'application de cesth@ories,leurs atouts et limites dans cesdomainesd‘appli-
cation, on sait §galemen reprserter et mod§liser I'information et les donnesnum$riques,
symboliquesou structurelles dans chacun desformalismes, et e®ectuerleur combinaison. De
nombreux d§veloppemerts ont vu le jour, en particulier pour les applications typiques de
classi cation multisource, de reconnaissancede structures ou d'objets dans les images, de
suivi, de localisation et de plani cation.

8.5.2 Quelques perspectiv es

Malgr® cesavancdes,certains points restert obscursou n§cessiten plus de d§veloppemert.

La prise en compte de l'origine desdonn§eset desconnaissancesainsi que desrelations
ertre lessourcesest encoresouvert e®ecte de manigre supervisgeet elle ncessitedonc un
peu d'exp@rience.Une des questionsimportantes concernel'ind §pendanceentre les sources
et le conditionnemert (en particulier dans le cas de la fusion sfquerielle, dans des pro-
cessusdynamiques de mise g jour). Le cadre probabiliste proposedes m$§thodespour tester
I'ind §pendancestatistique, et cesort g peu prgslesseulsoutils dont on dispose.Mais cetype
d'ind @pendanceest souvent considir§ commetrop cortraignant et dansd'autres cadres,tels
gue celui de la th§orie desfonctions de croyance, on pr&fgre parler d'ind §pendancecognitive,
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plus reli®e p la manigre dont les connaissance®t les donn§essort acquisesqu'p leur nature

[302,314]. Dans le choix desop@rateurs desth@ories®oues et possibilistes,|'ind §pendancese
traduit par des propri§t§sdidempotence des opfrateurs, alors que la d§pendancenfcessite
le renforcemen.

Une question trps dixcile est celle de la gestion du con°it. Dans la mesuredu possible,
on cherchera p identi er lessourcesdu con®it et p les expliciter pour §viter lesincoh§rences
au momert de la d§cision. En particulier il n'est pastoujours facile de di®§rencierle con®it
de la compl§mertarit § des sources,ni de savoir s'il doit &tre r§soluou non. Le con®it, que
l'on peut appeler < apparert >, est en r@alit§ une forme de compl§mertarit §. Par exemple,
si une sourceinclut systBmatiquemert la classeB dansla classeA alors qu'une autre source
permet de bien les distinguer, cesdeux sourcesapparaissem en con’it. La reconnaissancele
la comp@mertarit § passesouvent par desconnaissances priori (ou apprises)sur lesfaibles
possibilit§sde la premigre sourcep distinguer cesdeux classesLa r§solution de tels con®its
estfacile lorsqu'ils ont §t§ bien identi ®s.Une deuxipmeforme de con®it, r§elcette fois, vient
d'incoh@rencesertre lessources,duesa leur abilit § limit §e,aux changemeits surverus dans
la s@ne entre les acquisitions, ou encoreau fait qu'elles ne parlent pas de la méme chose.
Ce type de con®it est plus dixcile g identi er et g r@soudre.ll vaut méme mieux parfois
selimiter g le signaler et ne pastenter de le rsoudrecar il correspond bien souvent g une
insutsance fondamertale de nos connaissancesur le problgme.

Le choix desm$thodeset leur §valuation estaussicrucial queditcile. Laencore,il n‘existe
pas de solution g&nrale pour le choix desm@thodesadapt@esaux typesd'informations et de
connaissancesnanipul®es,ainsi qu'aux applications vis§es.L' §valuation des m§thodes peut
etre plus ou moinsfacile suivant quel'on a acqsg la vErit® ou non. Lesessaisde comparaison
des approches num@riques de fusion, appliqgu§esaux mémesproblgmes,ont souvent donn
desr@sultats contradictoires, et ont donc §cou§. Nous pensonsque la raison essetielle est
que chaque problgme s'exprime plus facilemert dans une thorie que dans une autre, et que
sar@solution par des outils non adapt®s ncessitedonc des distorsions de cestechniques et
n'a pas beaucoupde sens.

En n, dansle casdesapplications en traitement d'images, et §galemen pour certaines
applications enrobotique, l'introduction d'informations spatialesdansla fusion est un point
important, pour lequel I'ensenble des m§thodes existantes pourrait &tre encore §to®§. En
particulier, les sucaas r§ceris de la prise en compte d'informations structurelles montrent
l'int@ret de la combinaison d'informations spatiales de di®§rerts niveaux.

Nous avons constat§ dansles chapitres prédiderts que chacunedesapprochesest adapte
g un ensenble limit § d'imp erfections des informations g fusionner. Il est rare que toutes
les imperfections soiert mod&lisgessimultan®men et simplemert dans une th®orie unique.
Ainsi, un champ d'investigationsencoreouvert concernela fusion de mgthodesou I'utilisation
conjointe de di®§rerts formalismescompl§mertaires. De tels travaux sur la combinaison de
m$thodessont prometteurs puisqu'ils visert g exploiter les avantagesdesdi®grertes th§ories
pour les faire coop@rer. Cette combinaison peut s'appuyer sur lesliens qui existent ertre les
di®Brertes approches.Par exemple,une probabilit § peut &tre interpr §t§ecommeune fonction
de masseparticuli gre, une fonction de croyancedont les §lemeris focaux sort emb?t§speut
s'interpr®ter commeune distribution de possibilit§s,une distribution de possibilitgspeut &tre
interpr§tfe comme des intervalles de con ance ou comme une famille de probabilit §s (voir
par exemple [133] pour le d§tail desliens ertre possibilit§s et probabilit §s), etc. Ainsi, des
travaux ont d@ja §t§ e®ect@spour combiner l'impr §cisionreprsen®epar desenseniles °ous
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g l'incertitude probabiliste (par exemple[74, 270, 291] dans une approche de classi cation
markovienne oy les classessort °oues), pour combiner leschampsde Markov et lesfonctions
de croyance [21, 177], ou pour raisonner avec des fonctions de croyance dont les §merts
focaux sort °ous [313, 348, 355, 362].
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Chapitre 9

Les systgmes A base de
connaissance en traitemen t des
Images

L'®§volution du traitement desimagesdepuis le bas niveau de traitement du signal jus-
gu'p l'interpr@tation dess@gnescomplexesconduit tout naturellemenrt I'utilisateur g prendre
de plus en plus en compte des connaissancesext@rieures au simple signal d'image. Cette
#volution amgnedonc spontan§men lestechniquesde gestionde cesconnaissancegn contact
du traitement desimages[247, 330]. Ce sort les m&thodes d§veloppBesen intelligence arti-
“cielle et qui se sort appelfessuccessiemert : systeamesexperts, KBS (Knowledge basel
systemg, systamesmulti-agents, etc.

Cestechniquesont eu une forte in°uence sur le d§veloppemert destechniquesde traite-
ment desimages.Elles ont en particulier aliment® de trgsimportants projets dans le cadre
desprogrammeseuropens.Nous nous proposonsde voir ici quelssort lesenseignemets que
l'on peut tirer aujourd'hui de cesapproches. Une litt §rature abondante est pr§sente plus
loin, mais quelquesrevuespermettent d'aborder le domaine [94, 117].

Les objectifs de cesm$thodessort les suivants :

1. reprsenier les connaissancesde fason d@clarative et non procgdurale comme dans
les algorithmes les plus classiquesdu traitement d'images. Exemple de connaissance
d8clarative : < Le riz pousseen r§gion chaude et humide. >. Exemple de d§claration
proc§durale :

{ if signal(i; j) < seuil then fi;jg2 Classgoue endif

2. sBparerles connaissance®n diverstypes:

{ lesconnaissancefactuellessBpafesdesconnaissancespgratoires. Exemple de connais-
sancefactuelle : < Les nuagesd'altitude et la neige ont la méme temp@rature >.
Exemple de connaissanceop®ratoire : < En imagerie Radar, I'eau se d§tecte comme
une zone de trgs faible signal >. Il est parfois d#licat de distinguer l'une et l'autre
connaissanceet c'est tr gs heureux car alors le passagede la connaissanceg la mise
en Yauvre est trps simple. Mais une donn$§e peut-etre op$ratoire dans un domaine
(contexte limit §, champ $troit d'application) tandis qu'elle ne sera que factuelle
ailleurs. (Par exemplesi I'on fait de la surveillance urbaine, la connaissance< Un
chien estun quadruppde> esttrpsrapidemernt op§ratoire pour reconn&tre leschiens,
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tandis qu'elle n'est que factuelle s'il s'agit de faire de I'analyse de s@ne dans une
ferme ou un z00).

{ les connaissancegsparticuli pres sBpares des connaissancesgnrales. Exemple de
connaissanceg@nrale : < Les contours sort port§s par les hautes frquencesdu
spectre >. Exemple de connaissanceparticuli gre: < Les champsde bl$ sedistinguent
deschapms de mads par leur texture enimagerie SPOT-5 mais pasen SPOT-1>. Lp
encore,il faut souvent examinerle domained'int§rét pour d§cidersi une information
est particuli gpre ou g@nrale.

3. utiliser les m&émes connaissancepour servir des objectifs di®&rerts. ainsi. Dans la
réfrence[214], ou l'on se propose de faire de I'expertise de textes anciens, I'asser-
tion : < L'usagede la plume d'oie credesjambagesplus ns quel'usagedu calame* >,
peut etre utilis §e pour discriminer des styles dans un objectif de datation d'un docu-
mernt inconnu (parceque cette assertion seraassaife g une autre qui prciseque telle
p®riode a utilis§ tel instrument), mais aussipour authenti er linstrument d'un texte
connu mais d'une p@riode o les deux instruments §taient en concurrence.

4. cr@er des m@canismesde d&duction universels,donc rutilisables. Ainsi, la d§tection
descontours enimagerie m§dicale pourra servir pour desorganesdi®§rerts (donc dans
d'autres servicesd'un hopital), voire en contrdle de qualit® en imagerie industrielle.

5. garder destraces (justi catifs) desd@ductions obtenues; il s'agit alors de < justi er >
le raisonnemen appliqu§, a n, soit de le corriger dans une §tape de construction du
systeameou desrpglesnouvellessort n§cessaireq la cohgrence,soit de mettre en place
des technigues automatiques de gestion de con®it si le systame abouti par des voies
di®®rertes g desconclusionsincompatibles.

9.1 Un systpme p base de connaissance en bref

9.1.1 Sch®&ma d'ensem ble

Le sch®male plus souvert utilis § estrepr@sen®surla gure 9.1.0nYy trouvelesprincipales
fonctionnalit §s:

1. un systgme d'interfasage avec l'utilisateur qui permet de fournir les donn§esg trai-
ter pour un problgme donn@, spBci er les rpglesparticuli pres, xer les objectifs d'une
session

2. le sysamede supervision charg® de la gestion globale du systgme.C'est lui qui xe en
particulier la strat§gie qui seraadopte en fonction du problpme g traiter, qui r§soud
descon’its s'ils sepr@serent et qui $value l'ad®quation de la solution apport§eet de
I'objectif propod® pour arrter les traitements. Le systgame de supervision utilise des
< m$ta-rpgles>, c'est-p-dire des rgglessur les rpgles,indiquant commert endalner
celles-cipour assurerl'ob jectif.

3. un moteur d'inf§rencequi active les rpglesde traitement, selonun ordre qui d§pend
de la statfgie adopte. Ce moteur d'inf@§rencepeut s'appeler di€gremmen selon les
contextes, systgme expert, systgme multi-agent, communaut$ d'agerts en interaction,
etc.

le calame est un bambou taill §.
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4. et bien s0r une basede connaissanceElle cortient deux familles di®grertes de connais-

sances:
{ lesfaits, d'une part, (pour le traiteur d'imageson trouveraici lesimages,mais aussi

les §8merts particuliers du cortexte : date et heure de la prise de vue, nom, age et
ant§diderts du patient dansun suivi m§dical, etc.),

{ lesrpgles,d'autre part, qui indiquent commert cesfaits doivert etre combin§spour
d®duire de nouvelles connaissances.

r‘ superviseur W

dialogue moteur
avec o
I'utilisateur d'inférence
base de base de
faits régles

base de connaissances

Fig. 9.1{ Lesgrandesfonctionnalit§sd'un systgmep basede connaissances.

Le modgle de systame expert le plus utilis§ en traitement d'images reprend le shma
du < tableau noir > (black-tward [174]). Le tableau noir est une zone partag$e par tous les
op®rateurs du systame pour lire l'information g traiter et d§poser l'information $labor§e
au fur et p mesure du fonctionnemert du systame. L'information atch@e sur le tableau
noir est disponible pour toute op§ration ult®rieure. Le tableau noir d'un systgmeexpert de
traitement d'imagesest souvent l'image elle-méme,ou du moins une extensionde I'image en
de multiples coudhes, toutes r&frenddessur l'image, et chacune portant les r§sultats d'une
famille d'op$rateurs ou d'experts appliqu§sp une zonepr§cisede lI'image (cf. g. 9.2). Cette
assimilation simpli e considgrablemen la reprsetiation desconnaissanceslansles SBC de
traitement d'images.

9.1.2 Les ingr §dients des systpmes p base de connaissances

De leur origine en intelligence arti cielle, les systamesp base de connaissanceen trai-
tement desimagesont h§rit®§ un outillage trgs classique.Les entit §s manipul§essornt par
exempledesframesou des prototypes, ertit §s constitu§esdes composanes §lfmertaires de
l'image, assxifesp desattributs et li§espar desrelations.

prototype = fcomposartes+ attributs + relationsg
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Les composartes sort assezg@nralemer :

{ despoints isolisde I'image,

{ descontours,

{ desrggions.

Lesrelations sgmartiques sort ellesaussiissuesde I'lA : "P art-Of", "Is-a", "Instance-of"
sort les plus classiques.ll est beaucoupplus compliqu§ de mettre en %auvre des structures
plus complexespourtant fort utiles en traitement d'images comme les notions de "partie
cache", d"ombre" de "repr§senation multi- §chelle", de "composarte frEquertielle”.

La partie la plus noble du systgme g base de connaissanceest I'§tape d'inf§rence,c'est
g dire de cr@ation de faits nouveaux g partir de ceux que I'on conn&t d§ja. Les techniques
de raisonnemen §taiert initialement issuesde la logique des pr&dicats (If ... then ...). mais
cesoutils qui n‘admettent que des implications logiques rigoureusessort trop limit §esen
traitement desimages.La n§cessi@ de faire appel g destechniquesplus complatesde gestion
de l'incertain, prenant en compte l'incertitude et I'impr §cisiondesdonn§es,ainsi que les ex-
ceptionsdanslesrpglesde d8duction ont pous® g I'emploi de techniquesplus §laborges[230.
Lesrpglesde probabilit  sort naturellement lesplus utilis §es,et I'inf §rencebay®sienneavecsa
rigueur d§ductive estun excellert candidat pour le maintien de la cohrence.Les probabilit §s
ont conduit p desextensionsfort utiles commeles r§seauxbay$siens[204]. Malheureusemen
c'est un candidat exigeant (il faut connaitre les probabilit §s jointes ou conditionnelles, ce
qui n'est ggnralemen pas le cas); c'est §galemen un candidat limit § car il gare mal la
dualit® incertitude/ignorance. Tout naturellement des techniques di®grertes de gestion de
l'incertain ont §t§ utilis §esdansles SBC : ensenbles °ous, puis th§orie des croyances,mais
aussi gestion ad’hoc comme dans [323]. Ces techniques sort largemert expliqu§esdans les
premiers chapitres de ce cours.

N&anmoinstoutes cestechniquessort avant tout desm$thodesde < d§duction > et s'op-
posert ainsi au raisonnemert humain qui utilise spontan®§mert destechniques< d'induction >
qgui permettent v@ritablement d'innover dansla d§duction. un gros e®ortrestert g faire pour
doter les systemesexperts de techniques qui innovert v@ritablemert.

En n le contrble du systeme est aussiun point trgsdiscriminant des divers systgmesg
base de connaissance.Les systamesles plus ricens proposen des techniques de contrdle
r@parti, c'est p dire ol les divers experts disposen d'un certain libre-arbitre et ne partagent
pas un but commun. C'est de la conjugaisondes objectifs propres de chaque expert que la
solution nale r@sulte, et sonad§quation g notre intention d§couled'un choix judicieusemert
fait desint§rets desexperts. Ainsi cessystgmesmulti-agents que I'on dit <en interaction >
parcequ'ils peuvert souwert collaborer (par exempleun suiveur de ligne exploitera le r@sultat
d'un dtecteur de contours) mais aussitravailler en compfitition (par exempleon tentera une
segmemation par zoneet une segmeiation par corntours et on garderale meilleur desdeux
résultats) [150]. Dans les solutions plus classiques,un systgme de supervision enchatne les
tadchesdesexperts en fonction desobjectifs et desr@sultats d&jp obtenus. On distingue alors
desgrandesfamilles de systemesqui se partagent en:

{ les systames guid®s par les donn§es, qui assenblent par exemple des morceaux de
cortours pour former deslignes, puis deslignespour former desobijets, puis etc. jusqu'p
retrouver un objet connu. Clairement un tel systameest aish g programmer mais laisse
assezincertain sur l'objet de sesd§cou\ertes.

{ lessystamesguid§spar les buts, qui partent de I'hypothgsedu r§sultat et recherchent
récursivemert les §tapesant®rieuresn§cessaireq la présencede cette hypothgse.
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superviseur

expert
contours

expert expert

textures

expert
fusion

Fig. 9.2 { Le tableau noir est le lieu oy sort atch@sles r§sultats du moteur obtenus par
la mise en ¥uvre desrpgles.Cesr@sultats sort p la disposition desautres experts pour des
utilisations ult@rieures. ici le systame expert est gur § comme un systgme multi-exp erts,
chacun travaillant en parallple desautres.

alignements

Tableau noir

Cesderniers systgamessort bien adapt@s g risoudredes taches prcises(d$tecter un objet
précisdans une s@ne, d§tecter une pathologie donn§e en imagerie médicale), ils sort moins
bien adapt§sp rpondre g destaches ouvertes(dftecter desincidents sur un quai de mé§tro,
construire une analyse de s@ne). Exp@rimentalemert les systamescomportent souvent des
fitapesguid§espar les donn§eset des®tapesguid§espar les buts.

9.2 La structure d'un SBC pour la vision

Le prototype d'un tel systgmeest bien repr§sen® par le systame VISION de Hanson et
Rieseman[173]. Un sch§ma assezsenblable est repris par de nombreux autres systames.

Le processudle traitement est sBpar® en niveaux (cf. gure 9.3) : classiquemeh un haut
niveau (niveau 3) qui cortient les descriptions symboliques et les objets reconrus, puis un
niveau interm@diaire (niveau 2) qui cortient desrggions,deslignes, desformes,en n le bas
niveau (niveau 1) qui corntient lesimageset leurs pixels. Desop§rateurs utilisent desdonn§es
du niveauni 1 pour crerl'information du niveaun. En sensinversedesrequptessort faites
par le niveaun au niveaun j 1 pour accomplir un certain nombre de tachesncessaireq sa
prise de dfcision. En permanence,des processusfonctionnent §galemem au sein de chaque
niveau pour organiseret ordonner l'information.

9.2.1 R#seaux sEmantiques

L'un desoutils les plus employ®spour raisonnerdans|'univ ers du traitement desimages
est les rEseauxsmartiques qui dressem des structures relationnelles ertre les divers types
d'objets que l'on rencorire dansla s@neet entre leurs constituants.

Un riseausmartique est constitu®§ d'un ensenble d'objets (framesou prototypes) qui
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Description symbolique inférence
Niveau 3 des objets et des scenes déduction

focalisation ﬁ mise en correspondance
fusion N

; ; organisation perceptuelle
hypothéses 9 P P

organisation
Description symbolique

Niveau 2 des régions, des formes et
des lignes

Segmentation resegmentation
redétection
Extraction

Niveau 1 Image, pixels, données

groupement
division

mouvement

D stéréo

Fig. 9.3{ Sch®made principe d'un systgme p basede connaissancesCette repr@seration
estinspir§ede VISION.

portent la sEmartique de la s@ne(voir gure 9.4). Chaqueobjet a desentr §es(ggnBralemen
nourries par d'autres objets) il assaie cesenr$esau moyen d'un op§rateur plus ou moins
Blabor® (cela va de la formule logique la plus simple p des op§rations complexescomme
peuvent le faire les agerts). Le r§sultat de cette op§ration est ensuite transmis pour les
autres objets qui s'en senent autant que de besoin.

image brute

‘/\_/

detecteur de Deriche détection de coins

coins
contour fin

suivi de contour
détection de po\ygones

po\ygones

\,\

détection de rectangles|

rectangles courts rectangles longs

. '//\/ détection de champs
détection de routes
détection de maisons| /J
routes "J

champs

contours Iongs comours courts

détection de paralleles

—

lignes paralléles

maisons

Fig. 9.4 { Exemple de rseausgmartique pour l'analyse d'images a§riennes. Les objets
B8 menaires sort desopBrateurs classiquesde traitement desimages,les "protot ypes" sort
des®®merts plus ou moins aboutis de l'in terpr§tation de la sqne.

Lorsque l'on est dirig® par les buts, on recherche les chemins permettant de passerde
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l'information disponible (initialement l'image brute) aux buts (par exemple d§tecter des
maisons). Une Bvaluation des divers chemins permet de proposer la strat§gie du systgme
expert (c'est-g-dire I'enchainemert desrgglesp appliquer), ainsi que dessolutions derechange
en casd'§dec.

Lorsqu'on est pous$ par les donn§es,le rEseausmartique permet de maintenir I'arb o-
rescencedes hypothpseet d'§viter les bouclagesou les parcours inutiles.

9.2.2 R#®seaux bay#®siens

Lesr@seauxbay@sienssort une structure enrichie desr§seauxsgmartiques qui remplacert
lesrelations logiqueserntre objets par desrelations probabilistes qui permettront de les g§rer
au seind'un systamede d&duction bay®sienne[187, 75]. Dans un r§seaubay$sien,l'entr §eE
d'un objet, de valeur e est relie g la sortie S de valeur s par une probabilit § (probabilit §
gue la sortie S prenne la valeur s sadant que I'entr§eE ala valeur e) :

P(S=siE = ¢

Les rseauxbay@sienspermettent de calculer les probabilit §s des diversesobjets, aussibien
de fagon ascendare (p partir despr§missesen appliquant les probabilit §sci-dessus)que de
fason descendate (p partir desconclusions)en utilisant les probabilit §sinversesd®duites de
la rpgle de Bayps:

P(E = ¢S=5)

Au cours du fonctionnemert du systgme expert, chaque nouvelle dgduction issue de
l'application d'un op$rateur a donc pour condggquerncede remettre p jour I'ensenble des
con ancesque nous avons dans les autres prototypes d§ja dgtectfs.

Le fonctionnemert desr§seauxsBmartiques posert plusieurs problpmesd$§licats :

{ tout d'abord il cornvient de fournir au systgme les probabilit §s jointes, ceci est une
tacdhe trgslourde et d§licate car on peut aisEmert biaiser les probabilit §spar deschoix
erron§s.

{ d'autre part un rseausmartique a un comportement naturellement combinatorial
comme nous venonsde le voir, ce qui ertra®ne des couts inacceptablesen temps de
calcul [90].

9.3 Bibliographie th$&matiqgue comment@e

9.3.1 Les grandes familles de systpmes experts pour le traitemen t d'images

On peut distinguer 3 grandesclassesde systgmesg basede connaissanceen traitement
d'image, en fonction du type d'expertise qu'ils corvoien :

1. les experts d'un domaine technique : lls disposen d'une biblioth pque de fonctions
de traitement d'images (d®tection de cortours, seuillage, classi cation, etc.) qui est
mise au service d'une probl&matique th®matique spBci que : I'imagerie sismique (Pi-
tas), l'analyse des radiographies pulmonaires (Angy [323]), I'imagerie cardiaque [323,
258,274, 6, 343], 'analyse desgalaxies, (Systame OCAPI [331]) la reconnaissanceales
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textes h8breux anciens[213, 212 214], la surveillance des forets (Goldberg), les des-
sins industriels ([188] ou Redraw [8] ou Celestin [342 ou Mirabelle [232]). La base
de connaissancegorte essetiellement sur le domaine th§matique et a §t® recueilli
auprpsd'experts (m8decins[66], ggologues Jinguistes, etc.). Les entha®nemers d'algo-
rithmes de traitement desimagessornt assez g ®sen fonction des sdgnarios envisadgés,
mais les connaissancespicialiggessort trps pous$eset conduisert g des conclusions
trps proches d'un diagnostic et gnralemern au delg des compitencesd'un traiteur

d'images.

2. Lessystpmesd'interpr$tation de s@ne: lls sort spcialigisdansla perception de notre
ervironnemen, c'est g dire dans destachesqui allient vision et description de s@ne.
lls disposent donc d'expertise en g@onfitrie tridimensionnelle, g§onfitrie projective,
description des objets, en particulier pour les univers construits par I'homme, form§s
d'objets polygpdriques(vision proche) ou les paysages(imagerie afirienneet satellitaire)
fusion de capteurs, recalage: systgme Vision de Hanson [174, 173, systeme Messie
de Giraudon [151, 85, 215,182, 181], systgme SPAM de McKeown [239, 238], systgme
Sigmade Matsuyama [236],systemelCARE de Desadwy [108,364].La th§matique n'est
pastr gsprcisede cessystgmes.Lesexperts d'imagerie a§rienne[319, 210,292 peuvert
par exempleetre utilis §spour la cartographie [170,295] ou pour la surveillance [82] ou
pour la plani cation de trajectoire. Les connaissancesh®matiquessort r§duites, mais
les connaissanceexpertes sort cellesd'un obsenateur expBriment®, dou d'une solide
experiencede I'observation du type d'image particulier consid§rg. Il y a §galemem une
bonne basede traitement desimagesavec descommsartes spfici ques pour lesimages
multisp ectrales, pour le Radar et I'imagerie IR.

3. Les systamesexperts de traitement des images: Ces systameslp sort experts des
opBrations de basede traitement d'image [290, 87] : ils connaisseh trgs pr&ci®$men
commert choisir les seuils de d§cision en fonction du bruit dans limage et commert
valuer ce bruit, commen encatner lesalgorithmes de base,commert sortir dessitua-
tions d'§cec pour destaches§lfmertaires commela segmemation desimages[148]ou
la reconnaissancele textures. Ce sort par exemplelessystgmesde L#vine et Nazif (Seg-
mentation par contours et r@gions[254, 255]), de L8vy-V&hel : Arth ur (classi cation
destextures [242]), LLVE (segmenation, [236]).

9.3.2 Articles g®n®raux sur la gestion des connaissances et leur repr §sentation
Repr§senation desconnaissance®t raisonnemen : [5, 59, 79, 83, 102 99, 140, 139,173,
176,210,221, 264,290, 331, 175 318 267,65, 257, 296, 157].
Raisonnemen spatial : [7, 69, 91, 102, 364, 40, 39, 58, 179, 326].
Systemesmulti- agerts : [20, 68, 63, 62, 103, 331, 142, 251, 319,.
Apprentissage: [76, 237, 331, 73].

9.3.3 Applications th §matiques

Imagerie arienne et satellitale : [76, 151, 181, 182, 210, 215, 236, 238, 239, 86, 85, 108,
143,293, 170].

Imagerie m&dicale, biologie : [70, 307, 258, 323, 343, 6, 66].
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Reconnaissanceles caractgres,traitement desdocumerts : [232,213,259 212,342,188,
8].

Vision pour l'industrie, vision en robotique : [20, 69, 221, 331, 251, 222, 157, 292].
Traitement desimages: [254, 255, 148, 292]
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