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Chapitre 1

In tro duction

Ce cours pr¶esente les m¶ethodes avanc¶eesde traitement d'images, des m¶ethodes de rai-
sonnement, de fusion et de gestion de l'incertain. Cesapprochessont indispensablesdans la
plupart desapplications oµu la complexit¶e desinformations µa traiter et desobjectifs poursui-
vis n¶ecessitent de compl¶eter les m¶ethodesclassiquesd'analyse et de traitement d'imagespar
desm¶ethodesde haut niveau.Cette complexit¶e peut r¶esulter de la g¶eom¶etrie desimages,des
informations qu'elles contiennent, de l'agencement spatial desstructures dans les images,de
la multiplication desmodesd'acquisition desimages,de leurs imperfectionset h¶et¶erog¶en¶eit¶es.
Ce courss'attaque µa cesdi±cult ¶eset pr¶esente dessolutions ainsi que leurs¶evolutions lesplus
r¶ecentes. Il montre ¶egalement comment aborder des problµemescomplexesde mod¶elisation
d'informations dans les images,d'in terpr¶etation de scµenes,de fusion d'images, de raisonne-
ment et de prise de d¶ecisiondans les images.

Le chapitre 2 pr¶esente la probl¶ematique de la repr¶esentation de connaissancesimpar-
faites en traitement d'images et intro duit briµevement les principales classesde m¶ethodes
qui seront reprisesdans les chapitres suivants. Le chapitre 3 donne un point de vue histo-
rique sur les probabilit ¶es, permettant de mettre en ¶evidence l'¶evolution du formalisme et
du type de connaissancesmanipul¶eesdans ce cadre. Le chapitre 4 pr¶esente les basesde la
th¶eorie desensembles °ous et despossibilit¶es.Leur utilisation en traitement d'images pour
mod¶eliser et manipuler l'information spatiale impr¶eciseest d¶ecrite dans le chapitre 5. La
multiplication des systµemesd'acquisition d'images, la diversit¶e des sourcesd'informations
et leur compl¶ementarit ¶e ont fait ¶emergerle thµemede la fusion d'informations en traitement
d'images. Le domaine de la fusion d'informations connâ³t depuis plusieurs ann¶eesune forte
¶evolution, rapide et foisonnante. Aprµesune phasede questions,de discussions,voire d'erre-
ments, oµu le domainede la fusion en traitement du signalet desimagesn'¶etait pasbien d¶e¯ni,
nous sommesmaintenant arriv¶esµa une bonne mâ³trise desoutils de base(souvent import¶es
d'autres domaines)et il est d¶esormaispossibled'une part de menerdesapplications de bout
en bout, et d'autre part de d¶evelopper des outils plus complexeset plus sophistiqu¶es [322].
Il reste n¶eanmoins beaucoup de travail th¶eorique µa conduire pour ¶elargir les basesde ces
m¶ethodeset de travaux exp¶erimentaux pour en valider l'utilisation. Les princip esg¶en¶eraux
de la fusion sont d¶ecrits dans le chapitre 6 et les sp¶eci¯cit ¶es en traitement d'images sont
r¶esum¶eesdans le chapitre 7. Les deux chapitres suivants pr¶esentent les principales classesde
m¶ethodes de fusion d'informations, num¶eriques dans le chapitre 8, et symboliques dans le
chapitre 9. Le premier d¶ecrit les m¶ethodes s'appuyant sur les th¶eoriesdes probabilit ¶es, des
ensembles °ous et des possibilit¶es, et des fonctions de croyance. Le seconds'int¶eresseaux
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systµemesµa basede connaissances,aux formalismes logiques,et pr¶esente quelques¶el¶ements
de raisonnement spatial.
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Chapitre 2

Repr ¶esentation des connaissances
et incertitude

2.1 In tro duction

Dans ce chapitre, nous pr¶esentons succinctement les di®¶erents modes de repr¶esentation
de l'information et des connaissancesutilis ¶es en traitement et interpr¶etation des images.
Les repr¶esentations num¶eriques reposant sur les th¶eoriesdes probabilit ¶es, des fonctions de
croyances,des ensembles °ous et des possibilit¶es seront reprises de maniµere plus d¶etaill¶ee
dans les chapitres 3, 8, 4 et 5. Les systµemesµa base de connaissances,qui permettent de
structurer les informations, les connaissanceset les modes d'inf ¶erencepour les combiner
seront pr¶esent¶es dans leurs grandes lignes au chapitre 9. Les approches symboliques, ainsi
que les modes de raisonnement dans di®¶erentes logiques, seront juste mentionn¶ees.Elles
sortent du cadre num¶erique, cependant leurs propri¶et¶es m¶eriteraient que l'on s'y int¶eresse
plus en image, en particulier dans le cadre de la fusion d'informations.

2.2 Traitemen t de l'information

Nous consid¶erons l'information au sensle plus large. Ainsi, le terme information s'ap-
plique µa tout ¶el¶ement susceptibled'être cod¶e pour être conserv¶e, trait ¶e ou communiqu¶e [131].
En traitement et interpr¶etation desimages,il s'agit le plus souvent d'informations attach¶ees
µa des mondes r¶eels (observations, mesures,connaissancesg¶en¶eriques sur des ph¶enomµenes
r¶eels,etc.), mais il peut s'agir ¶egalement de mondesvirtuels, dans l'expression des buts de
l'utilisateur, et de sespr¶ef¶erences.

Cette notion g¶en¶eriquesedivise classiquement endeux cat¶egories,celledesconnaissances,
faisant r¶ef¶erenceµa des classesd'objets, et celle des donn¶ees,correspondant µa des cas, faits,
ou objets particuliers.

Selon la distinction propos¶ee dans [131], l'information peut être constitu¶ee de donn¶ees,
de faits, et concernealors une situation particuli µere bien d¶etermin¶ee (il y a une forêt µa
cet endroit). Elle peut ¶egalement porter sur l'existence (ou sur une autre propri¶et¶e) d'une
situation ind¶etermin¶ee (il existe des r¶egions recouvertes de forêts). Constitu¶ee de donn¶ees
statistiques, de protot ypesou d'exemplestypiques, elle porte sur un ensemble de situations
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particuli µeres.En¯n, s'il s'agit de classesde situations, elle prendra la forme de contrain tes,
rµeglesg¶en¶eriques,avec ou sansexceptions,de connaissancesg¶en¶erales.

Les informations manipul¶eessont le plus souvent imparfaites. C'est d'ailleurs dans ces
imperfections que se trouve une des raisons d'être de la fusion comme nous le verrons au
chapitre 6. Cesimperfectionssemanifestent sousdemultiples formes: ambiguÄ³t¶e,biais, bruit,
incompl¶etude, impr¶ecision, incertitude, incoh¶erenceet con°it... Il faut y ajouter le caractµere
variable et ¶evolutif des informations relativesau monde dynamique.

Nous reviendrons largement sur cesimperfections au chapitre 6, et les particulariserons
ensuite dans le chapitre 7 pour les images.En r¶esum¶e, ellessont dues:

{ aux ph¶enomµenesobserv¶es;
{ aux limites descapteurs;
{ aux algorithmes de reconstruction et de traitement ;
{ au bruit ;
{ au manquede ¯abilit ¶e (souvent dû aux limites pr¶ec¶edentes) ;
{ au mode de repr¶esentation ;
{ aux connaissanceset conceptsmanipul¶es.
Il est particuli µerement important d'inclure cesimperfections dans les repr¶esentations et

dans les modesde raisonnement.

Les probl¶ematiquesde l'in terpr¶etation d'images et de la fusion rejoignent cellesdu trai-
tement de l'information en g¶en¶eral [131]. Il s'agira ainsi de :

{ repr¶esenter l'information (a¯n de la mettre sousforme utile) ;
{ stocker, retrouver, expliciter l'information ;
{ exploiter l'information pour d¶ecider et agir ;
{ communiquer l'information.
La di±cult ¶e de la r¶esolution de cesproblµemesest bien ŝur accrueen raison desimperfec-

tions. Pour cela, trois positions peuvent être adopt¶ees:

1. une premiµere attitude consisteµa ¶eliminer les imperfections autant que possible.Cela
passepar exemplepar l'am¶elioration descapteurset la multiplication desacquisitions;

2. une deuxiµemeaction possibleest de tol¶erer l'impr ¶ecisionen produisant desalgorithmes
et des programmes robustes, et en les associant µa des proc¶edures pour r¶eparer les
¶echecs;

3. la troisiµemepossiblit¶e est de raisonner avec l'imp erfection. Celle-ci est alors consid¶er¶ee
comme un type de connaissanceou d'information, et sa prise en compte n¶ecessitede
la mod¶eliser, de d¶evelopper desmodesde raisonnement approximatif, et d'utiliser des
m¶etaconnaissances,c'est-µa-dire desconnaissancessur cesimperfections.

Nousprivil ¶egionsici la troisiµemeapproche,qui met en¾uvre explicitement destechniques
de fusion d'informations et de d¶ecision.

2.3 Repr ¶esentations num ¶eriques de connaissances imparfaites

Les principales th¶eoriesnum¶eriquespermettant de repr¶esenter les connaissancesimpar-
faites et de raisonner µa partir de celles-cisont :

{ les probabilit ¶es(chapitre 3) ;
{ les fonctions de croyance(chapitre 8) ;
{ les ensemble °ous et les possibilit¶es(chapitre 5).
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Dans les repr¶esentations probabilistes, le langageest constitu¶e de distributions de pro-
babilit ¶es sur un r¶ef¶erentiel. Elles permettent de prendre en compte de maniµere rigoureuse
des incertitudes al¶eatoiresou stochastiques. Il est plus di±cile de rendre compte desautres
formes d'imp erfections, µa la fois formellement et s¶emantiquement. L'inf ¶erencebay¶esienne,
souvent utilis ¶ee en fusion dans les domainesqui nous int¶eressent, permet un raisonnement
abductif (les di®¶erents typesd'inf ¶erencesont pr¶esent¶esdans la section 2.6).

La th¶eorie des fonctions de croyances(ou th¶eorie de Dempster-Shafer[302]) reposesur
un langaged¶e¯ni par desfonctions (appel¶eesdans ce cadre fonctions de masse,de croyance
et de plausibilit ¶e) sur l'ensemble desparties du r¶ef¶erentiel. Lesrepr¶esentations permettent de
tenir compte µa la fois de l'impr ¶ecisionet de l'incertitude (y compris soussaforme subjective),
de l'ignorance, de l'incompl¶etude, et donnent accµes au con°it. L'inf ¶erencepar la rµegle de
Dempster r¶ealiseune agr¶egation de type conjonctif des informations combin¶ees.

Dans la th¶eorie desensembles °ous et despossibilit¶es[120, 126, 358, 361], le langageest
form¶e de sous-ensembles °ous du r¶ef¶erentiel ou de distributions de possibilit¶e sur celui-ci. Il
permet de repr¶esenter des informations qualitativ es, impr¶ecises,vagues.L'inf ¶erencese fait
par des rµegleslogiques(ou leur ¶equivalent sousforme num¶erique), r¶ealisant essentiellement
un raisonnement de type d¶eductif, pouvant être qualitatif.

Nous reviendrons en d¶etails sur ces trois th¶eoriesdans les chapitres suivants, mais dµes
maintenant il faut retenir que :

{ elles ne mod¶elisent pas exactement les mêmesconceptsni les mêmesaspects de l'in-
formation ;

{ ellesn'ont pas la mêmes¶emantique ;
{ ellesn'ont pas le mêmepouvoir de repr¶esentation ;
{ ellesn'ont pas le mêmepouvoir de raisonnement.
En particulier les deux premiers points font qu'il est illusoire et trompeur de vouloir

comparer leur performancessur les mêmesapplications1.

Cesconstatationssont ¶egalement unemotivation pour destechniqueshybrides derepr¶esen-
tations, permettant de repr¶esenter simultan¶ement desinformations dont lestypesd'imp erfec-
tions sont di®¶erents. On peut ainsi d¶e¯nir desprobabilit ¶esd'¶ev¶enements °ous, desfonctions
decroyancesdesous-ensembles°ous, etc. Cependant cesapprochessont encorepeuexploit¶ees
en fusion d'informations.

2.4 Repr ¶esentations symboliques de connaissances imparfaites

L'in telligence arti¯cielle est classiquement d¶e¯nie (dans les travaux de Minsky et de
McCarthy par exemple)de deux points de vue :

{ du point de vue cognitif : il s'agit de construire des modµelescalculablesde processus
cognitifs, donc desprogrammessimulant les performanceshumaines;

{ du point de vue informatique et d'ing¶enieur : il s'agit d'a®ecter aux ordinateurs des
t âches qui seraient consid¶er¶eescomme intelligentes si elles ¶etaient e®ectu¶eespar des
humains, donc d'¶etendre les capacit¶esdesordinateurs.

De l'in telligence arti¯cielle sont n¶eesdesrepr¶esentations symboliques desconnaissances.
Le domaine de la repr¶esentation de connaissances(knowledge representation) secaract¶erise
par :

1Cela explique en partie les conclusions contradictoires que l'on trouv e µa ce sujet dans la litt ¶erature.
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{ la d¶e¯nition d'une repr¶esentation comme un ensemble de conventions syntaxiques et
s¶emantiques pour d¶ecrire un ¶el¶ement de connaissance;

{ des repr¶esentations logiques (dont l'expressivit¶e d¶epend de la logique utilis ¶ee, voir
section 2.6) ;

{ desrepr¶esentations compactes(seuleslespropri¶et¶eset caract¶eristiquespertinentes sont
explicit¶ees);

{ une facilit ¶e de manipulation ;
{ ce qui est important est e®ectivement explicite.
La plupart des donn¶eesmanipul¶eesdans les domaines de l'image sont analogiquesou

num¶eriques.Lesrepr¶esentations analogiquesn¶ecessitent une description complµete du monde.
Le passageµa des repr¶esentations logiques, moins côuteuses,plus compactes,n¶ecessiteune
conversion de l'analogique vers le symbolique.

Les exigencesdesrepr¶esentations symboliques sesituent µa plusieurs niveaux :
{ au niveau ontologique : tous les conceptsimportants doivent être pris en compte;
{ au niveau¶epist¶emique : on ne doit pas être oblig¶e d'exprimer ce qui n'est pas connu ;
{ au niveau computationnel : la repr¶esentation doit permettre un calcul e±cace des

propri¶et¶esexprim¶ees.
Les deux premiers niveaux induisent descontrain tes sur le langageet le troisiµemesur les

m¶ecanismesd'inf ¶erence.

La communaut¶e de la repr¶esentation de connaissances(symbolique) s'int¶eresseau rai-
sonnement non monotone, au raisonnement automatique, aux logiquesde description, aux
repr¶esentations subjectives(pr¶ef¶erences,souhaits...), aux ontologies, etc. [278]. Plus prµesde
notre propos,elle s'int¶eresse¶egalement µa l'apprentissage,µa l'in t¶egration et la fusion de bases
de connaissances,µa la d¶ecision et au diagnostic, au raisonnement temporel et spatial, µa la
repr¶esentation desactions et µa la plani¯cation. Il y a sansaucun doute despistes µa explorer
dans ce sens.

2.5 Systµemes µa base de connaissances

Les systµemesµa basede connaissancesseront d¶ecrits dans le chapitre 9. Pr¶ecisonsici ce
qui relµeve plus particuli µerement de la repr¶esentation desconnaissances.

De tels systµemespeuvent être vus commedesextensionsdessystµemesexperts classiques,
en permettant desmodesdi®¶erents de repr¶esentation desconnaissanceset de raisonnement.

La construction d'un systµeme µa base de connaissanceimplique des acteurs ayant trois
rôlesdistincts :

{ l'utilisateur remplit la basede faits avec les donn¶eesµa traiter ;
{ l'expert construit la basede connaissances;
{ le d¶eveloppeur construit le moteur d'inf ¶erenceet la strat¶egiede raisonnement.
Parmi les di®¶erents typesde connaissancesrepr¶esent¶eesdans cessystµemes,on distingue

les connaissances:
{ d¶eclaratives(comment sont les choses);
{ proc¶edurales(comment on fait) ;
{ ¶episodiques (relativ esµa l'exp¶eriencepr¶ec¶edente) ;
{ et les m¶etaconnaissances(connaissancessur la connaissance).
Il est en g¶en¶eral extrêmement di±cile de passerd'un type de connaissanceµa l'autre (et
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même souvent impossible) et donc ces connaissancessont par essencebien di®¶erentes et
peuvent toutes être n¶ecessaires.

Le contr ôle consiste µa rechercher des chemins entre les connaissancesinitiales et les
buts, par des techniques de châ³nage avant (application de rµegles d'inf ¶erence lorsque de
nouvelles donn¶ees sont d¶eclar¶ees, les cons¶equencespouvant alors d¶eclencher de nouvelles
rµeglesd'inf ¶erence),ou châ³nagearriµere(application de rµeglesd'inf ¶erencelorsquede nouvelles
reqûetessont formul¶ees,les pr¶emissesnon encorev¶eri¯ ¶eesde cesrµeglesconduisant alors au
d¶eclenchement de nouvellesrµegles).

Les exemplesles plus classiquesde systµemesµa basede connaissancescomportent :
{ les rµeglesde production ;
{ les frames;
{ les r¶eseauxs¶emantiques;
{ les systµemesavec incertitude : Mycin [307], etc.
Lessystµemesde rµeglesde production (de la forme si... et/ou... alors...) sont dessystµemes

faciles µa adapter ou µa ¶etendre et dont le fonctionnement et les r¶esultats peuvent être faci-
lement expliqu¶es. Ils ont l'inconv¶enient d'une repr¶esentation fragment¶eede la connaissance
induisant un manqued'e±cacit ¶e. Leur pouvoir d'expressiond¶epend essentiellement du type
de logique utilis ¶ee.Par exemplela logique du premier ordre ou despr¶edicats permet de ma-
nipuler des variables et des quanti¯cateurs, par opposition µa la logique propositionnelle oµu
tout est constant.

Les framesconstituent une forme d¶eclarative de systµemesµa basede connaissances,dans
lesquelsune liste d'attributs ou de propri¶et¶es est assortie de caract¶eristiques et de valeurs
de cescaract¶eristiques. Ils trouvent leur utilit ¶e dans la description de conceptsg¶en¶eraux, de
classesd'objets. Des liens hi¶erarchiques, d'h¶eritage, de sp¶ecialisation et d'instanciation per-
mettent demanipuler desclassesdegranularit ¶esdi®¶erentes.Cessystµemessont le plus souvent
statiques, mais une certaine dynamique peut y être intro duite en a®ectant des proc¶edures
aux attributs.

Les r¶eseaux s¶emantiques s'appuient sur une repr¶esentation graphique de la base de
connaissances,dans laquelle les n¾uds repr¶esentent les concepts et les objets, et les arcs
repr¶esentent des relations. Les rµegles d'inf ¶erence s'appuient sur des propri¶et¶es d'h¶eritage
lorsque l'on passepar des arcs d'une classeµa une classeplus sp¶eci¯que. Ces r¶eseauxsont
beaucouputilis ¶espour le traitement du langagenaturel par exemple.

En vision et entraitement d'images,oµu l'on opµeredansdesenvironnements incomplµetement
sp¶eci¯¶es et seulement partiellement connus, on trouve des exemplesde systµemesµa basede
connaissancesessentiellement pour la supervision de programmes[85, 255, 331] et pour l'in-
terpr¶etation d'images [108, 152, 174, 236, 238].

En vision, des t âches sp¶eci¯ques de focalisation et adaptation (avec leurs m¶ecanismes
attentionnel, de r¶evision ou r¶eparation et de maintien de la coh¶erence),de coop¶eration et
fusion (confrontativ e, augmentativ e, int¶egrative), de coordination (d¶elib¶erative, r¶eactive, op-
timale) sont ajout¶eesaux systµemesµa basede connaissances.Ces approches sont d¶etaill¶ees
dans [149] et ne sont pas reprisesici.
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2.6 Mo des de raisonnemen t et inf ¶erence

Les modesd'inf ¶erenceutilis ¶esdans les systµemesµa basede connaissancessont plus vari¶es
que dans les systµemesexperts classiques.On distingue les modessuivants :

{ la d¶eduction, qui fournit descons¶equencesµa partir de faits (par exemplesi la basede
faits contient A et la proposition A ! B , alors on peut d¶eduire B ) ;

{ la contraposition permet de raisonner sur les non-observations (par exemplesi l'on a
A ! B et non B , on peut inf¶erer non A) ;

{ l'abduction cherche µa remonter aux causesexpliquant lesobservations (par exemplede
A ! B et de l'observation de B , on infµere que A est une causepossiblede B ) ;

{ l'induction permet d'inf ¶erer desrµeglesµa partir d'observations r¶eguliµeresou habituelles
(par exemple,si l'on a B µa chaque fois que l'on a A, on peut inf¶erer A ! B ) ;

{ la projection fournit descons¶equencesµa partir d'actions (si la basede faits contient la
proposition A ! B et que l'on fait A, on s'attend µa ce que B soit r¶ealis¶e) ;

{ la plani¯cation ¶etablit les actions µa e®ectuerpour attendre desbuts (si l'on veut B et
que la basecontient A ! B , alors on infµere l'action A).

Cesdeux derniers modesd'inf ¶erencesont particuli µerement d¶evelopp¶esdans les systµemes
µa basede connaissancesembarqu¶es,tels que ceux qui sont utilis ¶espar exempleen robotique
mobile [289].

L'in terpr¶etation d'images et la fusion d'informations imposent souvent de faire appel
µa di®¶erents modes de raisonnement, a¯n de mieux saisir et repr¶esenter les ¯nesseset les
subtilit ¶esdu raisonnement humain.

En raisonnement monotone, l'obtention de plus d'informations conduit naturellement µa
plus de conclusions : si d'une base K B on d¶eduit A, on d¶eduira ¶egalement A de K B [
B . Les logiques classiques,propositionnelle et du premier ordre, relµevent de ce mode de
raisonnement.

En raisonnement non monotone,une nouvelle information peut invalider desconclusions
pr¶ec¶edentes. En pr¶esenced'informations et de connaissancesimparfaites commec'est le cas
en fusion d'informations, les sourcesde non-monotonie dans le raisonnement viennent es-
sentiellement deshypothµeseset desrestrictions qui sont e®ectu¶ees.Celles-cisont n¶ecessaires
pour pouvoir raisonner, mais peuvent être remisesen causesi de nouvelles informations ou
¶el¶ements de connaissancesont disponibles. Ceshypothµesesµa la sourcede la non-monotonie
comportent :

{ l'utilisation de propri¶et¶estypiques;
{ les exceptionspossibles;
{ l'hypothµesede monde ferm¶e, sur laquelle nous reviendrons en particulier dans le cha-

pitre 8.
Les logiquesnon monotonesreposent sur des notions de pr¶ef¶erence(quel monde, quelle

situation sont plus < normaux > que d'autres, quelssont les buts pr¶ef¶er¶essi tous ne peuvent
être atteints...), de changement ou r¶evision de croyances(les fameux postulats AGM [4]), et
bien ŝur sur un certain nombre de postulats g¶erant la non-monotonie, appel¶es postulats de
rationalit ¶e. Un exemple de tels postulats, de monotonie < prudente > exprime que si une
baseK B permet de d¶eduire A ! B et permet de d¶eduire C, alors elle permet de d¶eduire
A ^ C ! B .

Lesnotions de contingence,de v¶erit¶e n¶ecessaireou possible,ne sont pasbien repr¶esent¶ees
en logique classique.Manipuler de tels concepts implique l'in tro duction de modalit ¶es dans
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la logique. Les logiquesmodales[78, 183]permettent de raisonner sur despropositions A (A
est vrai), 2 A (A est n¶ecessaire),3 A (A est possible).Des formesnum¶eriquesde cesnotions
seretrouvent dans la th¶eorie desfonctions de croyanceen termes de croyanceet plausibilit ¶e
(voir chapitre 9) et dans la th¶eorie despossibilit¶esen termes de n¶ecessit¶e et possiblit¶e (voir
chapitre 5). Nous ne d¶etaillerons pas lesacceptionslogiquesde cesnotions danscet ouvrage.

En¯n, les notions d'impr ¶ecision et d'incertitude, dont nous avons d¶ejµa beaucoupparl¶e,
peuvent être repr¶esent¶eesdans les logiques °oues et possibilistes,dont nous donneronsun
aper»cu au chapitre 5.
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Chapitre 3

Probabilit ¶es : poin t de vue
historique

Parmi lesm¶ethodesde repr¶esentations desconnaissances,lesm¶ethodesnum¶eriquescher-
chant µa mod¶eliser l'impr ¶ecision et l'incertitude des donn¶eeset de la connaissancesont lar-
gement employ¶eespour des problµemesaussi vari¶es que l'agr¶egation multi-crit µeres, la com-
binaison de t¶emoignages,ou encorela fusion d'images h¶et¶erogµenes.Les m¶ethodes probabi-
listes sont certainement les plus populaires, mais suscitent pourtant encorede nombreuses
pol¶emiques,en particulier entre approchesfr¶equencistes1, objectivistes, et approchessubjec-
tivistes. Si les subjectivistes semblent prendre le pas dans de nombreux domaines,les prin-
cipes fr¶equencistessont souvent d'une grande utilit ¶e pratique, en particulier dµesqu'il s'agit
d'apprendre une loi sur de grands ¶echantillons, par exemple pour reconnâ³tre des cultures
dans une image a¶erienne.

Un parcours historique desdi®¶erentes acceptionsdesprobabilit ¶espermet d'expliquer les
origines de ces pol¶emiques et montre que le choix d'une approche peut être raisonn¶e et
justi¯ ¶e par le problµeme pos¶e et l'in terpr¶etation que l'on souhaite donner aux probabilit ¶es.
La partie 3.1 seraconsacr¶eeµa ce point de vue historique et la partie 3.2 µa la caract¶erisation
des di®¶erentes classesde probabilit ¶es. Nous nous sommespour cela largement inspir¶es des
articles de synthµesecit¶esen r¶ef¶erence.

Il est remarquablequel'hypothµesed'additivit ¶edesprobabilit ¶es2, aujourd'hui commun¶ement
admise,n'est apparueque tr µestard. Cette hypothµeseest pos¶eede maniµereaxiomatique dans
la th¶eorie de Kolmogorov. Cependant les travaux de Cox montrent que ces < axiomes >
peuvent être d¶eduits d'un certain nombre de postulats de basedict¶espar l'in tuition (partie
3.3).

Dans la partie 8.1.8, nous donneronsquelquesexemplesmontrant les limites desproba-
bilit ¶esadditiv es,duesaux contrain tes souvent trop fortes qu'elles imposent. La modi¯cation
despostulats de basepour d¶epasserceslimites conduit µa desth¶eoriesnum¶eriquesdi®¶erentes,
ne satisfaisant plus les mêmespropri¶et¶es, et on retrouve ainsi des approches telles que les

1On trouv e aussi le terme de < fr¶equentiste > dans la litt ¶erature, et il semble qu'il n'y ait pas encore de
consensussur cette terminologie.

2La relation d'additivit ¶e exprime que pour deux ¶ev¶enements A et B exclusifs, la probabilit ¶e de la r¶eunion
not¶ee A + B vaut p(A + B ) = p(A) + p(B ). En particulier, on en d¶eduit que p(A) + p( ¹A) = 1, oµu ¹A d¶esigne
le contraire de A (ou son compl¶ementaire en termes ensemblistes).
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ensembles°ous ou la th¶eoriedescroyancesde Dempster-Shafer(voir chapitre 8). Il a souvent
¶et¶e reproch¶eµa cette derniµerequela rµegledecombinaisonorthogonaledeDempstern'avait pas
de justi¯cation th¶eorique.Plusieursauteurs ont r¶epondu µa cescritiques, et nouspr¶esenterons
dans le chapitre 8 (section 8.2.6) les arguments de Smets,permettant de d¶eduire cette rµegle
d'axiomes plus facilement justi¯ables. Nous ¶etablissonsensuite les liens entre cesaxiomeset
ceux de Cox, expliquant ainsi les origines desdi®¶erencesentre les deux th¶eories.

3.1 Les probabilit ¶es dans l'histoire

Ce sont les travaux de Shafer, et en particulier sesremarquablesarticles synth¶etiques
d'histoire dessciences[303, 304],qui ont motiv¶e cette ¶etude. Nousnousen sommeslargement
inspir¶esdansla pr¶esentation historique qui suit. Ils enconstituent la base,et descompl¶ements
ont ¶et¶e apport¶esµa partir desarticles ou ouvrages[93, 105, 126, 164, 180, 185, 186, 192, 256,
320, 333].

3.1.1 Av ant 1660

Dµesl'antiquit ¶eapparâ³t l'opposition entre connaissanceet opinion, quel'on trouveenpar-
ticulier chezPlaton, autour desann¶ees400avant notre µere,et destermes commen¶ecessaire,
possible, probable commencent µa être d¶e¯nis. On trouve par exemple chez Aristote (au-
tour des ann¶ees-350) des assertionsdu type < si un ¶ev¶enement est n¶ecessaire,c'est que
son contraire est impossible > (il faudra attendre la th¶eorie des possibilit¶es pour que soit
d¶evelopp¶eeune th¶eoriecoh¶erente capablede mod¶eliser cette phrase)ou encore< le probable
est cequi sepassehabituellement > (faisant r¶ef¶erenceµa la r¶ep¶etition de ph¶enomµenes,basede
la th¶eorie fr¶equenciste).Les anciensdistinguaient trois cat¶egoriesepist¶emologiques.Dans la
premiµere,une connaissancecertaine est possible.Cela correspond µa la notion de connaissance
ou de sciencechezPlaton. La deuxiµemecat¶egoriecomprendles¶ev¶enements pour lesquelsune
connaissanceprobable est possible.On retrouve ici la notion d'opinion de Platon, et ainsi
la probabilit ¶e apparâ³t comme un attribut de l'opinion. La troisiµeme cat¶egorie, absente de
la philosophie de Platon, correspond aux ¶ev¶enements pour lesquelsaucune connaissance
n'est possible,donc au domaine de l'al¶eatoire. Ce terme s'entend dans le sensde l'exclusion
de r¶egularit¶e statistique. Transpos¶eesen termes plus modernes,cesnotions correspondent,
nous semble-t-il, µa celles de d¶eduction pour la premiµere cat¶egorie, et d'induction pour la
deuxiµeme.La troisiµemecorrespondrait µa desph¶enomµenesne suivant (apparemment) aucune
loi pr¶edictible ou apprise. Cette troisiµeme cat¶egorie semble exclure toute possibilit¶e d'une
th¶eorie math¶ematique deschances.

Ces notions restent toutefois tr µes primitiv es et aucune th¶eorie n'est encored¶evelopp¶ee.
Cependant leur importance est incontestable puisqu'ellessont li¶eesµa la th¶eoriede la connais-
sance,consid¶er¶eecommeessentielle, et dont se pr¶eoccupaient beaucouples philosophes.Le
fait que les probabilit ¶essoient consid¶er¶eescomme< guide de la vie > par Cic¶eron (-60) l'at-
teste. Il est di±cile de r¶esister ici au plaisir de reprendre cesquelquesphrasesde S¶enµeque,
cit¶eesdans [234] :

Voici en quoi nous ne sommes pas d'accord avec les ¶Etrusques, sp¶ecialistes de l'in-
terpr¶etation des foudres. Selon nous, c'est parce qu'il y a collision de nuagesque la foudre
fait explosion.Seloneux, il n'y a collision quepour que l'explosion se fasse.Comme ils rap-
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portent tout µa la divinit ¶e, ils sont persuad¶es,non pas queles foudresannoncent l'avenir parce
qu'elles ont ¶et¶e form¶ees, mais qu'elles se forment parce qu'elles doivent annoncer l'avenir.
(S¶enµeque,Questions Naturelles, I I, 32).

Cesphrasesillustrent bien le caractµeresubjectif de l'opinion : il est impossibled'imaginer
une exp¶erience qui permettrait de prouver ou de r¶efuter l'une ou l'autre de ces opinions.
Elles illustrent aussi la di®¶erenceentre causalit¶e et liens logiques, souvent confondus. Les
probabilit ¶es traduisent des liens logiquesmais pas de relation de causalit¶e [105].

Puis cescat¶egories¶epist¶emologiquesdisparaissent, sansque l'on sache vraiment l'expli-
quer. µA la renaissance,deux notions complµetement ind¶ependantes sont manipul¶ees: celle de
chanceou d'al¶eatoire, et celle de probabilit ¶e, vue commeattribut de l'opinion et µa laquelle
n'est attach¶eeaucunevaleur num¶erique. La notion de chanceest fortement li¶eeµa la th¶eorie
desjeux. On en trouve les pr¶emissesdans le Purgatoire de Dante (1310), oµu sont d¶ecrites les
di®¶erentes sommesque l'on peut obtenir en lan»cant trois d¶es.La th¶eoriedesjeux est ensuite
largement d¶evelopp¶ee µa la ¯n du 16µeme siµecle et dans la premiµere moiti ¶e du 17µeme siµecle.
Cardano (1560) et Galil¶ee (1620) recensent les di®¶erents r¶esultats qui peuvent se produire
dans un jeu et comptent les cas oµu chacun des r¶esultats se produit. Apparâ³t ici pour la
premiµere fois la notion de < cas ¶equiprobables>. C'est µa Pascal et Fermat que l'on attri-
bue les origines de la th¶eorie math¶ematique desprobabilit ¶es (bien qu'ils n'emploient pas ce
terme), puisque, dans leur correspondance(autour de 1654), ils commencent µa r¶esoudreles
premiersproblµemesnon triviaux. En 1657,est publi¶e le premier livre sur le sujet de la th¶eorie
des jeux, ¶ecrit par Huygens. Ces trois math¶ematiciens et philosophesessayent de r¶esoudre
le < problµeme des points > : un jeu entre deux joueurs n¶ecessitant qu'un joueur ait trois
points pour gagner reste inachev¶e; comment alors partager ¶equitablement les enjeux si un
joueur a un point et l'autre en a deux? Ils expliquent avec des cas¶equiprobablespourquoi
des fr¶equencesproportionnelles apparaissent dans une grande s¶erie d'essais.Cependant, ils
sont ĝen¶es dans la r¶esolution de leur problµemeµa causedu d¶eterminisme que leur imposele
christianisme. Les anciensau contraire acceptaient tr µes bien l'ind ¶eterminisme. En r¶esum¶e,
tous ces travaux traiten t du problµeme des jeux et en d¶eduisent une th¶eorie de la chance,
mais ne parlent jamais de probabilit ¶e, même s'ils intro duisent un vocabulaire un peu plus
¶epist¶emologique.Il demeureune grandeconfusionentre statistiques et connaissancea priori,
conduisant au m¶elange de deux classesde probabilit ¶es, µa partir de fr¶equences(li ¶eesaux
statistiques) et µa partir descas¶equiprobables(li ¶esµa une connaissancea priori).

3.1.2 Vers la form ulation math ¶ematique bay¶esienne

Le premier lien entre la th¶eorie des jeux et les probabilit ¶es apparâ³t en 1662 oµu il est
intro duit par Arnault dans l'A rt de Penser. Arnault ¶etablit une analogieentre les jeux et la
vie de tous les jours et suggµere qu'un point de vue ¶epist¶emologiquedeschancespermettrait
d'appliquer la th¶eorie aux probabilit ¶es (toujours consid¶er¶eescomme attribut de l'opinion).
Il s'arrête juste avant le concept de probabilit ¶e num¶erique, mais sestravaux marquent clai-
rement un tournant dans l'¶evolution de la notion de probabilit ¶e. L'analogie entre jeux et vie
est exploit¶eeµa la ¯n du 17µemesiµeclepar lesd¶emographesqui calculent destables d'esp¶erance
de vie µa l'aide de la th¶eorie des jeux, mais sansintro duire la notion de probabilit ¶e.

Une contribution d'un tout autre domaineestdueµa Leibniz qui proposedansle De Condi-
tionibus (1665) de repr¶esenter lesdroits l¶egauxdespersonnespar desnombres. L'absencede
droit est repr¶esent¶eepar 0, un droit pur par 1 et un droit conditionnel par une fraction entre

21



0 et 1. Cette classi¯cation desdroits reposesur la condition sur laquelle est fond¶eele droit :
une condition impossibleconduit µa l'absencede droit, si elle est n¶ecessairele droit est pur, si
elle est contingente3, le droit est conditionnel. Cesnotions de contingence ou de n¶ecessit¶e se
retrouveront chez J. Bernoulli pour le problµemede la combinaison de t¶emoignages.Leibniz
proposede relier la probabilit ¶e d'existence de la condition µa la < grandeur > du droit, et
semblait donc se diriger vers une conception num¶erique des probabilit ¶es, sanss'inspirer de
la th¶eorie des jeux. Il ne devient familier avec cette th¶eorie que plus tard. Si sesessaissur
la chance n'apportent rien de neuf du point de vue math¶ematique, ils reconnaissent le lien
entre probabilit ¶eset th¶eorie des jeux.

Dans le domaine de la combinaison de t¶emoignages,les travaux de Hooper en 1699 (A
Calculation of the Credibility of Human Testimony) conduisent µa la d¶e¯nition de fonctions de
con¯ance non bay¶esiennes,repr¶esentant la cr¶edibilit ¶e d'un t¶emoin, ainsi qu'µa deux rµeglesde
combinaison, l'une pour des t¶emoignagessuccessifs,et l'autre pour des t¶emoignagessimul-
tan¶es. Ces deux rµegles,tr µes populaires au 18µeme siµecle, seront complµetement abandonn¶ees
au 19µemesiµecle.

Une desplus importantes contributions µa la relation entre th¶eoriedesjeux et probabilit ¶es
µa la ¯n du 17µemesiµecleest certainement cellede J. Bernoulli, en particulier danssonouvrage
Ars Conjectandi (publi ¶e en 1713).Bernoulli proposedµes1680une th¶eoriemath¶ematique des
probabilit ¶es et de leur combinaison. Il utilise la th¶eorie des jeux pour calculer les proba-
bilit ¶es mais conserve aux probabilit ¶es leur aspect ¶epist¶emologiqueet leur rôle dans le juge-
ment desindividus. Ainsi, lespremiersformalismespermettant de manipuler desprobabilit ¶es
num¶eriques¶etaient consacr¶esµa l'¶etude de probabilit ¶essubjectives! La plus grande partie de
la th¶eorie de Bernoulli est consacr¶eeµa desprobabilit ¶esqui sont subjectives,et qui sont des
mesuresde la connaissance.Elles sont calcul¶eesµa partir du concept d'<argument> et leurs
propri¶et¶es d¶ependent de la nature de cesarguments. En particulier, elles ne sont pas tou-
jours additiv es.Les rµeglesde combinaison propos¶eespar Bernoulli, plus complµetesque celles
de Hooper, prennent, selon les arguments, di®¶erentes formes, dont seulescertaines corres-
pondent aux rµeglesprobabilistes usuelles.Dans la derniµere partie de son travail, Bernoulli
¶etablit la fameuseloi des grands nombres. Cette loi permet d'estimer a posteriori une pro-
babilit ¶e inconnue a priori µa partir de l'observation desfr¶equencesd'occurrence.Ce th¶eorµeme
porte donc plus sur les probabilit ¶esal¶eatoiresque sur les probabilit ¶es¶epist¶emologiques(se-
lon la distinction qu'intro duira Lambert) puisqu'une chance qui ne peut être connue qu'a
posteriori n'est pas initialement une caract¶eristique de notre connaissance.

Les successeursde Bernoulli simpli¯en t sa th¶eorie et en r¶eduisent inconsciemment la
port¶ee. Tout d'abord, ils ne sont pas convaincus par Bernoulli dont la th¶eorie, qui leur
semble souvent compliqu¶ee, n'est pas aussi bien ¶etablie que celle des jeux. De plus, ils re-
tiennent surtout la loi desgrands nombres et identi¯en t probabilit ¶e et chanced'apparâ³tre,
conduisant µa une approche essentiellement fr¶equenciste.Citons, parmi les successeursde
Bernoulli, Montmort (Essai d'analyse sur les jeux de hasard, 1708) qui essaye d'appliquer
la th¶eorie des jeux µa d'autres domaines et Moivre (De Mensura Sortis, 1711, Doctrine of
Chances, 1718) oµu l'on trouve la premiµere rµegle explicite d'additivit ¶e et une repr¶esentation
desprobabilit ¶es entre 0 et 1. Sa d¶e¯nition devient la d¶e¯nition classique.Ces deux auteurs
parlent de probabilit ¶es mais leur th¶eorie traite surtout des chances.Les probabilit ¶es y sont
d¶e¯nies commele rapport du nombre de casfavorablessur le nombre de caspossibles,mais
lesauteurs sont confront¶esau problµemedu comptagedescasqui n'est paspossibledanstous

3contingent est employ¶e ici dans le sens: qui peut se produire ou non
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les domaines.Notons que Moivre avait d¶ejµa d¶ecouvert la loi gaussienne.

Au 18µemesiµecle,seulLambert poursuit les travaux de Bernoulli et distingue probabilit ¶es
al¶eatoireset probabilit ¶es¶epist¶emologiques.Lespremiµeressont cellesqui peuvent être connues
soit a priori, commedans la th¶eorie desjeux, soit a posteriori, donn¶eespar l'exp¶erience.Les
secondessont a®ect¶eesµa des¶ev¶enements par inf¶erenceµa partir d'e®etsou de circonstances,
et ont un caractµere subjectif. Dans Photometrica (1760), il traite de la th¶eorie des erreurs
et propose une m¶ethode connue aujourd'hui sous le nom de maximum de vraisemblance.
Dans le NeuesOrganon(1764), il g¶en¶eralisela th¶eoriedesarguments de Bernoulli, corrige et
g¶en¶eraliseseslois de combinaison et traite le casdesjeux, dessyllogismeset dest¶emoignages
de divers types. Seslois sont un casparticulier de la rµeglede combinaison de Dempster, et
lµa encoreles probabilit ¶essont non additiv es.

Puis les travaux de Bayes (An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of
Chances, 1763) proposent une synthµesequi fait disparâ³tre la distinction entre probabilit ¶es
al¶eatoires et probabilit ¶es ¶epist¶emologiques.Bayes inverse le th¶eorµeme de Bernoulli : alors
que Bernoulli estime le nombre de succµesµa partir de la connaissancede la probabilit ¶e, Bayes
cherche µa calculer la probabilit ¶e connaissant le nombre de succµes dans un ¶echantillon et
l'exprime en termes de probabilit ¶esinitiales, ¯nales et de vraisemblance. Il ne manipule que
desprobabilit ¶esadditiv es.Bayesn'a jamais cherch¶e µa faire connâ³tre sestravaux. Son essai
n'a ¶et¶e retrouv¶e qu'aprµessa mort, avec d'autres travaux (en particulier sur les corps charg¶es
¶electriquement) ¶ecrits avec desabbr¶eviations qui n'ont pu être toutes d¶echi®r¶ees[178]. Cela
a conduit µa s'interroger sur l'origine exacte du th¶eorµemede Bayes(on pourra consulter par
exempleles travaux de Stigler [324, 325], qui proposeune r¶esolution ... bay¶esiennede cette
interrogation).

Ces travaux sont repris par Laplace (Th¶eorie analytique des probabilit¶es, 1812). Cette
¶epoque voit l'essor des probabilit ¶es inverses,vues du point de vue subjectif. Cette th¶eorie
fait apparâ³tre la distinction entre probabilit ¶e < initiale > d'une hypothµese(ou a priori),
probabilit ¶e < ¯nale > (aprµes l'exp¶erience),et probabilit ¶e de < vraisemblance > (probabilit ¶e
de l'exp¶eriencesachant l'hypothµese).Laplace expose¶egalement le princip e de raison insuf-
¯sante : des r¶ealisations sont consid¶er¶ees¶equiprobablessi l'on n'a aucune raison de penser
autrement. Ce princip e serag¶en¶eralement adopt¶e jusqu'au milieu du 20µemesiµecle.

3.1.3 La pr ¶edominance de l'appro che fr ¶equenciste : les < ob jectivistes >

Au 19µeme siµecle et au d¶ebut du 20µeme siµecle, l'essor des sciencesphysiques conduit µa
n¶egliger la mod¶elisation du raisonnement humain. µA cette ¶epoque apparâ³t une nouvelle
discipline : la statistique. La notion de probabilit ¶e est alors reli¶eetr µessouvent µa l'observation
de ph¶enomµenesphysiques,µa leur r¶ep¶etition dans dess¶equenceslongues.On reproche alors µa
la th¶eorie de Bayeset de Laplace son côt¶e subjectif, on l'accusede manquede rigueur et on
rejette la notion de probabilit ¶e a priori qui semble trop vague.

Les travaux de Cournot (1843), Ellis (1843), Venn (1866) d¶e¯nissent alors des probabi-
lit ¶es physiques, en termes de fr¶equences.Comme le souligne Good [164], ces travaux sont
confront¶es µa des problµemesinsolubles. Par exemple, si en jetant une piµece, on observe la
s¶equencede Pile (P) et Face(F) suivante : PFPFPFPFPF..., on en d¶eduit que la probabilit ¶e
d'avoir Pile est 1/2, mais cela ne permet pas de conclure sur l'honnêtet¶e du jeu.

Un des problµemessoulev¶es par cesapproches est celui de la longueur des s¶equencessur
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lesquellessont calcul¶ees les fr¶equences.Elles doivent être longues, mais de combien? Les
th¶eories sont ¶elabor¶eesavec des s¶equencesin¯nies, mais ne disent pas comment proc¶eder
en pratique. C'est le cas de la limite de Venn, des populations hypoth¶etiques in¯nies de
Fisher (1912), ou encoredes s¶equencesal¶eatoires in¯nies de von Mises (1919). Von Mises
poseclairement la distinction entre th¶eorie math¶ematique abstraite et l'application de cette
th¶eorie: la propri¶et¶e essentielle de sess¶equencesal¶eatoiresin¯nies doit être que la probabilit ¶e
de succµesdoit être la mêmequelle que soit la sous-s¶equence(in¯nie), ce qui est une notion
abstraite, et il serestreint en pratique aux domainesoµu cette d¶e¯nition est raisonnable.Son
argument estqu'il n'est pasn¶ecessaireder¶ep¶eter e®ectivement ind¶e¯niment l'exp¶eriencepour
que la probabilit ¶e existe, et il se limite donc µa des probabilit ¶es physiqueset des processus
al¶eatoires,en excluant lesproblµemesoµu l'on sedemandepar exemplequelleest la probabilit ¶e
pour que X meure µa 60 ans.

Le 19µemesiµeclevoit ¶egalement se d¶evelopper la loi gaussienne.D¶ejµa connue de Moivre,
elle est obtenue par Gauss (1823) en utilisant le princip e du maximum de vraisemblance
dans des problµemesd'estimation de l'erreur d'observation. Au milieu du 19µeme siµecle, elle
est retrouv¶eed'une part par Herschel µa partir de consid¶erations g¶eom¶etriques pour estimer
deserreurs de mesuredans la position d'une ¶etoile, et d'autre part par Maxwell lors de ses
¶etudessur les distributions de vitessesdesmol¶eculesd'un gaz [105].

Cependant, malgr¶e le fort contexte fr¶equencistede cette ¶epoque, desdistinctions proches
de celles faites aujourd'hui sont formul¶ees.Par exemple, Poisson, dans sesrecherches sur
la probabilit ¶e des jugements (1837), distingue chance et probabilit ¶e. La chance est ca-
ract¶eristique de l'¶ev¶enement lui-même, ind¶ependamment de notre connaissance,alors que
la probabilit ¶e est relative µa notre connaissance.Cette distinction est voisinede celle faite par
Lambert. La distinction entre probabilit ¶e objective et probabilit ¶e subjective est ¶egalement
explicite dans l'Exposition de la Th¶eorie desChances et desProbabilit¶esde Cournot (1843).
Mais, mêmesi la distinction est a±ch¶ee,les th¶eoriesd¶evelopp¶eesau 19µemesiµeclepermettent
seulement de r¶esoudreles problµemesli¶esaux probabilit ¶esphysiquesou objectives.

Les travaux de Boole constituent une sorte de lien entre les approches fr¶equencisteset
¶epist¶emologiques.Dans son ouvrage Laws of Thought (1854), il essaye de combiner µa un
niveau ¶epist¶emologiquedes¶evaluations faites localement sur les divers attributs de l'infor-
mation. Il maintient que les probabilit ¶es sont d¶eduites de fr¶equences,mais reconnâ³t l'im-
possibilit¶e d'estimer, dans de nombreusessituations, les fr¶equencesjointes, qui doivent alors
être g¶en¶er¶eesµa un niveau subjectif.

3.1.4 20µeme siµecle : retour au sub jectivisme

Au 20µeme siµecle, les approches classiquescontinuent µa être d¶evelopp¶ees,avec des bases
math¶ematiques de plus en plus solides, en particulier sous l'impulsion de Kolmogorov, et
l'approche fr¶equencistedemeuretr µespr¶esente et forte (en particulier en traitement du signal
et des images), b¶en¶e¯ciant des travaux de Neyman, Pearson, Feller [141]. Parallµelement,
avec la naissancede l'in telligencearti¯cielle et son importance grandissante, le raisonnement
humain et samod¶elisation regagnent de l'in t¶er̂et et conduisent leschercheursµa revenir µa une
conceptionplus subjectiviste desprobabilit ¶es.Deux ¶ecolesvoient le jour, celledesprobabilit ¶es
additiv es,et celle desprobabilit ¶esnon additiv es.

La premiµere ¶ecoles'appuie sur des postulats de basepour arriver avec plus de rigueur
et moins d'arbitraire aux probabilit ¶es, µa leurs propri¶et¶es, au th¶eorµeme de Bayes, etc. On
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y trouve les travaux de Keynes [193], Kemble [192], Cox [93], Jaynes [185], Je®reys[186],
Tribus [333]. Nous d¶etaillerons l'approche de Cox dans la partie 3.3. Celle de Tribus en est
directement inspir¶ee.Jayneset Kemble seplacent dansle domainedela m¶ecaniquestatistique
et montrent que l'approche subjectiviste y est indispensable.Je®reys,par un raisonnement
du mêmetype que celui de Cox, mais oµu les nombres sont intro duits par convention, d¶eduit
les propri¶et¶es des probabilit ¶es d'un certain nombre de princip es. Ces princip es en rejettent
certains autres consid¶er¶es comme fondamentaux dans d'autres th¶eories (par exemple les
d¶e¯nitions des probabilit ¶es en termes d'ensemble in¯ni d'observations possibles,en termes
de propri¶et¶esdu monde, le princip e de causalit¶e, etc.). L'essencede sa th¶eorie est qu'aucune
desprobabilit ¶esdirectes,a priori ou a posteriori, n'est une fr¶equence.Mêmesi la probabilit ¶e
est calcul¶ee µa partir d'une fr¶equence,elle n'est pas identique µa la fr¶equenceet un degr¶e de
con¯ance raisonnable est n¶ecessaireavant son utilisation. Le but de la th¶eorie de Je®reys
n'est pas de justi¯er l'induction mais d'en assurer la coh¶erencemath¶ematique. De maniµere
tr µesproche, un grand nombre de chercheurs s'int¶eressent au point de vue philosophiquedes
probabilit ¶es subjectives par rapport aux probabilit ¶es objectives, souvent sans remettre en
causel'additivit ¶e (Keynes, Je®reys,Ramsey, de Finetti, Koopman, Russel,Carnap, Good,
Savage, etc.). En particulier, les travaux de Savage et de Finetti montrent que l'approche
subjective de la th¶eorie bay¶esienneest la plus l¶egitime et la plus coh¶erente [98]. Dans ses
travaux, de Finetti adopte une approche r¶esolument subjective (plus que celle de Cox) et
raisonneen termesde coh¶erencede l'opinion desindividus, et mêmeen termesde psychologie
collective a¯n d'expliquer la coÄ³ncidencedesopinions d'individus di®¶erents. Cette approche
particuli µerement int¶eressante serad¶ecrite succinctement µa la ¯n de la partie 3.3.

La deuxiµeme¶ecoleremet complµetement en causel'additivit ¶e, en s'appuyant en particulier
sur les travaux des pionniers tels que Bernoulli et Lambert [164, 304]. Koopman, dans les
ann¶ees40, intro duit la notion de probabilit ¶es inf¶erieure et sup¶erieure, d¶e¯nissant ainsi une
probabilit ¶e subjective par une in¶egalit¶e et non plus commeune valeur r¶eellepr¶ecise,en s'ins-
pirant des travaux de Boole (Laws of Thought, 1854), qui annon»caient d¶ejµa cette ¶evolution.
Il est suivi dans sesrecherches par plusieurs autres chercheurs (Good, Dempster, etc.). En
particulier, Dempster g¶en¶eralise les rµeglesde Lambert, qui ne peuvent traiter que desargu-
ments portant sur une seuleconclusion,au casoµu plusieurshypothµesessont µa envisager.Des
applications de cesnouvellesth¶eoriessetrouvent dans le domaine de l'¶economie,oµu Shackle
par exemple propose des modµeles ¶economiquesfaisant appel µa des notions proches de la
th¶eoriedespossibilit¶es,ou encoredans le domainede la jurisprudence, avecen particulier les
travaux d'EkelÄof (RÄattegang, 1963) qui proposetrois lois de combinaison de t¶emoignages:
la combinaison de t¶emoignagessuccessifset celle de t¶emoignagessimultan¶es concordants
suivent les rµeglesde Hooper, alors que la combinaison de t¶emoignagescon°ictuels est reli¶ee
µa un casparticulier de la rµeglede Lambert.

µA partir des ann¶ees60 apparaissent des th¶eories qui ne sont plus directement reli¶ees
aux probabilit ¶es. Zadeh invente les ensembles °ous en 1965 [358], Shortli®e et Buchanan
construisent le systµemeMYCIN µa partir de la notion de facteurs de certitude en 1975[306],
Shaferd¶eveloppe la th¶eorie descroyances(A Mathematical Theory of Evidence, 1976) [302],
et Zadehintro duit la th¶eoriedespossibilit¶esen 1978[361].Cesnouvellesth¶eoriesconnaissent
aujourd'hui un grand d¶eveloppement en intelligence arti¯cielle et en fusion de donn¶ees.
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3.2 Classes de probabilit ¶es, ob jectivistes et sub jectivistes

La partie 3.1 fait apparâ³tre plusieurs classesde probabilit ¶es,que nous synth¶etisons ici,
en nous inspirant de la classi¯cation donn¶eepar Good [164].

1. La d¶e¯nition classiqueest issuede la th¶eorie des jeux et reposeessentiellement sur la
notion de cas¶equiprobables.Le calcul desprobabilit ¶essefait alors par d¶enombrement,
en comptant les cas.

2. Uneversionplus subjectivedecette d¶e¯nition intro duit uneinformation suppl¶ementaire
li¶eeµa la connaissanceque l'on a, par exempleune connaissancesur l'honnêtet¶e ou non
du jeu. Cette deuxiµeme classene considµere donc que des probabilit ¶es conditionnelles.
On peut inclure ¶egalement dans cette classeles probabilit ¶es subjectives de Savageou
de Finetti, estim¶eesproportionnellement µa la sommed'argent qu'une personneserait
dispos¶eeµa donner si ce qu'elle a±rmait ser¶ev¶elait faux [98, 126].

3. Une troisiµemeclasseestcelledesprobabilit ¶esinverses,suivant Bayeset Laplace.Il s'agit
de la probabilit ¶e ¯nale d'une hypothµese(aprµes que des exp¶eriencesont ¶et¶e men¶ees)
estim¶ee µa partir de la probabilit ¶e a priori (en l'absenced'exp¶eriences)et de la pro-
babilit ¶e conditionnelle (de vraisemblance), ou probabilit ¶e desexp¶eriences¶etant donn¶e
l'hypothµese.

4. Les probabilit ¶es physiques utilis ¶eesau 19µeme siµecle n'ont plus de caractµere subjectif
et recherchent au contraire l'ob jectivit ¶e en calculant desprobabilit ¶esconditionnelles µa
desexp¶eriencesr¶ealis¶ees.

5. L'approche purement fr¶equencistecalculedesfr¶equencesd'occurrencedansdesgrandes
s¶eries(limite de Venn, population in¯nie de Fisher, etc.).

6. En¯n, la derniµereclasse,que Good appelle probabilit ¶e subjective < n¶eo-classique>, est
la plus large. Lesprobabilit ¶esrepr¶esentent desdegr¶esde con¯ance, relatifs µa un ¶etat de
connaissance,prenant encomptede l'information µa la fois objectiveet subjective.Cette
d¶e¯nition englobe toutes les autres et peut être beaucoupplus g¶en¶erale. Elle s'appuie
sur une th¶eorie math¶ematique fond¶ee sur quelquesaxiomes, permettant d'assurer la
coh¶erencede l'ensemble de degr¶es de con¯ance. Elle peut être ¶etendue µa une th¶eorie
du comportement rationnel en intro duisant des utilit ¶es. En¯n, Good suggµere même
de repr¶esenter cesprobabilit ¶es subjectives par des in¶egalit¶es, ce qui s'approche de la
th¶eorie descroyancesde Dempster-Shaferpar exemple.

L'opposition entre objectivistes et subjectivistes provient en fait de di®¶erencesfondamen-
tales sur le type de problµemesqu'ils cherchent µa r¶esoudreet sur leur mod¶elisation. En e®et,
les fr¶equencistesobjectivistes recherchent des fr¶equencesdans un ensemble, ce qui suppose
la possibilit¶e de r¶ep¶etitions in¯nies dans des conditions semblables, mais donne ¶egalement
un moyen op¶erationnel de calcul. La probabilit ¶e est caract¶eristique de l'ensemble et n'existe
pas sanslui, mais les donn¶eespeuvent être hypoth¶etiques (il n'est pas forc¶ement n¶ecessaire
de r¶ealiser toutes les r¶ep¶etitions). Cela conduit les objectivistes µa refuser des problµemes
car d¶epourvus de sens,commedes¶ev¶enements qui ne seproduisent qu'une fois. Des¶enonc¶es
sont consid¶er¶esobjectifs s'ils peuvent être r¶efutables(par descontre-exemples),mêmes'ils ne
peuvent pas être prouv¶es rigoureusement [234]. Au contraire, les subjectivistes consid¶erent
les probabilit ¶es comme des mesuresde con¯ance, d'esp¶erance raisonnable [93], de codage
num¶erique d'un ¶etat de connaissance[105],d'arti¯ce mental appropri¶e, et peuvent donc trai-
ter des problµemespour lesquelsil n'existe pas d'ensemble, en particulier des ph¶enomµemes
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uniques. Pour de tels ph¶enomµenes,il n'existe pas de probabilit ¶e en soi, mais seulement des
modµelesprobabilistes [234]. Les hypothµesessont ¶evalu¶eesen fonction de donn¶eesobserv¶ees
et de probabilit ¶es a priori, même si la connaissanceest incomplµete. Les subjectivistes ne
cherchent pas le meilleur comportement asymptotique comme le font les statisticiens, mais
cherchent µa faire la meilleure inf¶erencepossibleavec lesdonn¶eesdont ils disposent [192,105].
Les fr¶equencistestraiten t donc de probabilit ¶esal¶eatoireset les subjectivistes de probabilit ¶es
¶epist¶emologiques[303, 304]. Les premiµeressont caract¶eristiques de l'¶ev¶enement lui-mêmeet
ne sont pas modi¯ ¶eesquand la connaissancechange [192]. Les secondesau contraire sont
toujours conditionnelles et changent avec la connaissance.Elles permettent de formuler des
conclusionspossibles,entre la certitude et l'imp ossibilit¶e, et constituent donc une logique
¶etendue [193]. Les subjectivistes rejettent le princip e selon lequel les mêmescausesont les
mêmese®ets,non parce qu'ils le jugent faux, mais parce qu'il est d¶enu¶e de sens,les causes
n'¶etant jamais identiques. Curieusement, l'ob jectivit ¶e a ¶et¶e intro duite pour ¶eliminer l'arbi-
traire et la subjectivit ¶e de Bayeset Laplacemais a n¶ecessit¶e d'utiliser descrit µeresstatistiques
qui ne sont pas universelset dont le choix ajoute µa nouveau de l'arbitraire [105].

En¯n, la derniµeredi®¶erenceentre lesdeux approches,µa la fois math¶ematiqueet de signi¯-
cation, est fondamentale et concernel'additivit ¶e.Lesprobabilit ¶esal¶eatoiressont n¶ecessairement
additiv es,puiqu'elles sont li¶eesµa l'aspect fr¶equenciste.Les probabilit ¶es¶epist¶emologiquesne
le sont pas n¶ecessairement, bien que cela soit toujours sujet µa controverse.Nous reviendrons
sur ce point dans les parties suivantes.

En r¶esum¶e, trois typesde personnessepr¶eoccupent de probabilit ¶es: les math¶ematiciens
proposent des modµeles sans s'occuper de leur ad¶equation µa une r¶ealit¶e ni de l'utilisation
qui va en être faite, les physiciensd¶eduisent des lois d'observations et d'exp¶eriences,et les
philosophess'interrogent sur le sensde tout cela.

3.3 Postulats fondamen taux pour une logique inductiv e

Plut ôt que d'accepter les < axiomes > des probabilit ¶es tels qu'ils sont pr¶esent¶es par
exempledans l'approche classiquede Kolmogorov, les approchesplus subjectivistes partent
de postulats intuitifs, directement li¶esµa ce que l'on attend d'une logique inductiv e4, dont ils
d¶eduisent les rµeglesdes probabilit ¶es. Cette approche est due essentiellement µa Cox [93], et
est reprise de maniµere d¶etaill¶eepar exempledans [333, 105, 263], oµu l'on pourra ¶egalement
trouver les d¶emonstrations des principaux r¶esultats. Nous pr¶esentons ici cespostulats fon-
damentaux et lesgrandeslignesdu raisonnement. Nous pr¶esentons succinctement µa la ¯n de
cette partie les travaux men¶es par de Finetti [98]. Moins connus des traiteurs des signaux
et des images,ils ont cependant un int¶er̂et double, µa la fois par leur côt¶e fondamentalement
subjectiviste, et par la simplicit ¶e de la d¶emonstration.

4La logique inductiv e cherche d¶eterminer la solution la plus vraisemblable ¶etant donn¶ee l'information
disponible, le vrai et le faux ¶etant les cas extr êmes,par opposition µa la logique d¶eductive pour laquelle les
seulscas possiblessont le vrai, le faux et l'ignorance totale.
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3.3.1 Postulats fondamen taux

Les postulats fondamentaux que pose Cox sont les suivants [333] (ceux propos¶es par
Je®reys[186] en sont tr µesproches5) :

1. Coh ¶erence ou non-con tradiction : si on peut ¶etablir une conclusion de plusieurs
maniµeres, elles doivent toutes conduire au même r¶esultat ; on ne doit pas avoir de
conclusionscontradictoires µa partir des mêmesdonn¶ees; de plus, µa des propositions
qui ont toutes la mêmevaleur de v¶erit¶e, on doit attribuer descon¯ances¶egales.

2. Con tin uit ¶e de la m¶etho de : les op¶erations e®ectu¶eesdoivent être continues, et si
un changement faible des donn¶eesintervient, il ne doit pas entra ³̂ner de changement
brutal dans le r¶esultat.

3. Univ ersalit ¶e ou compl ¶etude : on doit pouvoir attribuer un degr¶edecon¯anceµa toute
proposition bien d¶e¯nie, et les degr¶esde con¯ance doivent pouvoir être compar¶es.

4. ¶Enonc ¶es sans ¶equiv oque : les propositions doivent être bien d¶e¯nies, c'est-µa-dire
qu'il doit être th¶eoriquement possible de d¶eterminer si une proposition est vraie ou
fausse.Cela correspond µa ce que Horvitz appelle la clart¶e [180].

5. Pas de refus d'information : il ne faut pas tirer de conclusion µa partir d'informa-
tions partielles, c'est-µa-dire que toutes les informations, exp¶eriencesou connaissances
disponibles relatives µa la proposition µa ¶evaluer doivent être prises en compte, et, en
particulier, il est important de tenir compte la d¶ependancedu contexte. Ce postulat
r¶epond aux th¶eoriesclassiquesdesprobabilit ¶es,oµu, pour atteindre l'ob jectivit ¶e,certains
typesd'informations sont ¶ecart¶es.

Les postulats 2 et 3 conduisent µa utiliser desnombres r¶eelspour repr¶esenter et comparer
desdegr¶esde con¯ance : un seul nombre r¶eel est n¶ecessaireet su±sant pour repr¶esenter un
degr¶e de con¯ance, et on passecontin ûment du vrai au faux.

Le postulat 1 entra ³̂ne l'existence de relations fonctionnellesentre degr¶esde con¯ance.

Le postulat 4 imposeque la logique symbolique classique,d¶eductive, seretrouve comme
casparticulier.

Le postulat 5 conduit au conditionnement hypoth¶etique : le degr¶e de con¯ance dans une
proposition A n'est connu que conditionnellement µa un ¶etat de connaissancee qui repr¶esente
desinformations reli¶eesµa la con¯ance dans A et qui sont suppos¶ees(ou crues) vraies. Un tel
degr¶e de con¯ance est not¶e [Aje].

Le postulat de coh¶erenceet le conditionnement hypoth¶etique imposent alors qu'il existe
une ¶equation fonctionnelle T reliant [AB je] (degr¶e de con¯ance dans < A et B > pour l'¶etat
de connaissancee) et au moins deux desquantit ¶es[Aje], [AjB e], [B je], [B jAe], et qu'il existe
une relation fonctionnelle S entre les degr¶esde con¯ance dans une proposition [Aje] et dans
sa n¶egation [ ¹Aje].

5Je®reys, cherchant d¶e¯nir une m¶ethode g¶en¶erale d'induction, pose les postulats suivants : toutes les
hypothµesesdoivent être exprim¶ees,et lesconclusionsd¶eduites deshypothµeses; la th¶eorie doit être coh¶erente et
non contradictoire ; toute rµegledoit pouvoir être applicable en pratique ; la th¶eorie doit fournir desindicateurs
d'inf ¶erence ¶eventuellement fausse, ainsi que des possibilit ¶es de r¶evision si de nouvelles informations sont
disponibles; la th¶eorie ne doit pas refuser a priori d'information empirique. De plus, Je®reys suggµere de
s'appuyer sur les guides suivants : le nombre de postulats doit être r¶eduit µa un minim um ; la th¶eorie doit être
en accord avec le raisonnement humain ; l'induction ¶etant plus complexe que la d¶eduction, on ne peut pas
esp¶erer la d¶evelopper plus loin que la d¶eduction. La d¶emarche de Je®reysconsistealors µa traduire cespostulats
en axiomes plus formels, µa intro duire les nombres pour repr¶esenter des probablit ¶es, et en¯n µa d¶emontrer les
r¶esultats classiques[186].
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Paris [263], dans une d¶emonstration rigoureusedu r¶esultat de Cox, insiste sur une hy-
pothµesesouvent omisemais indispensablepour la d¶emonstration :

8(®; ¯ ; ° ) 2 [0; 1]3; 8" > 0; 9A; B ; C; D ; v¶eri¯an t le postulat de coh¶erence,tq

j[D jAB C] ¡ ®j < "; j[CjAB ] ¡ ¯ j < "; j[B jA] ¡ ° j < ":

En particulier, cette hypothµesene peut pas être v¶eri¯ ¶eesur un r¶ef¶erentiel ¯ni.

3.3.2 Premi µere ¶equation fonctionnelle

Pour la relation T, 11 fonctions sont possibles(6 de 2 arguments, 4 de 3 arguments et
1 de 4 arguments). Pour desraisonsde sym¶etrie desrôlesde A et B , cesfonctions peuvent
être r¶eduites µa 7 seulement. La suite du raisonnement permet d'¶eliminer certainesformesde
fonctions en examinant descasparticuliers conduisant µa desabsurdit¶es.

Si l'¶etat de connaissancee stipule que< A et B sont ind¶ependants >, alors [Aje] = [AjB e].
Parmi les 7 formes de T, celle qui est fonction de [Aje] et [AjB e] n'est alors plus fonction
que de [Aje] et ne d¶epend plus de B . Cette forme doit donc être ¶elimin¶ee.

Si e = < A = ¹B >, alors [AB je] = [B jAe] = i (oµu i repr¶esente le degr¶e de con¯ance a®ect¶e
aux propositions impossibles).Cette valeur constante ¶elimine la forme de T qui est fonction
de [Aje] et [B je].

Si l'on examinemaintenant le cas< A est impossible>, alors [AB je] = [Aje] = [AjB e] = i
et [B jAe] est ind¶e¯ni. Ce cas permet d'¶eliminer les 4 formes de T fonctions respectivement
de [Aje] et [B jAe], de [Aje], [AjB e] et [B jAe], de [B je], [B jAe] et [Aje], et de [Aje], [AjB e],
[B je] et [B jAe].

La seuleforme possibleest donc :

[AB je] = T([AjB e]; [B je]) = T([B jAe]; [Aje]); (3.1)

dans laquelleA et B jouent desrôlesinterchangeables,et oµu le postulat de continuit ¶e impose
que T soit une fonction continue.

La logique d¶eductive classique impose que pour trois propositions A, B et C on ait
(AB )C = A(B C). En appliquant cette rµegle, on en d¶eduit que T doit être associative. La
solution g¶en¶erale de cette ¶equation fonctionnelle est un produit :

K f [T([AjB e]; [B je]) = f ([AjB e])f ([B je]); (3.2)

oµu K est une constante que l'on peut prendre ¶egaleµa 1 par commodit ¶e, et f est une fonc-
tion monotone. La d¶emonstration originale de ce r¶esultat [93] supposeque T est deux fois
di®¶erentiable. Cependant les r¶esultats d'Acz¶el sur les ¶equations fonctionnelles permettent
de r¶eduire ces hypothµeses[2, 3] : il su±t que T soit associative, continue, et strictement
croissante par rapport µa chacun desarguments ; la di®¶erentiabilit ¶e n'est pas n¶ecessaire6.

Si l'on supposemaintenant < A = B > alors [AjB e] = c (oµu c est le degr¶e de con¯ance
attribu ¶e µa une proposition certaine). On en d¶eduit que f (c) = 1. De maniµere analogue,en
supposant < A = ¹B >, on trouve que f (i ) doit être ¶egal µa 0 ou µa + 1 . Par convention, on
choisit f (i ) = 0. La fonction f est donc une fonction positive et croissante de 0 µa 1.

6D. Dubois et H. Prade ont montr ¶e que si l'on accepte que T soit seulement croissante au senslarge, on
peut choisir T = min.
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3.3.3 Deuxi µeme ¶equation fonctionnelle

Examinonsmaintenant la relation fonctionnelle S entre [Aje] et [ ¹Aje]. En appliquant deux
fois S, on obtient S2 = I d. La coh¶erenceavec la premiµere ¶equation fonctionnelle entra ³̂ne
que S doit v¶eri¯er l'¶equation :

yS[
S(x)

y
] = xS[

S(y)
x

] (3.3)

dont la solution g¶en¶erale est :

f ([Aje])k + f ([ ¹Aje])k = 1 (3.4)

en supposant S deux fois di®¶erentiable.

3.3.4 Probabilit ¶es d¶eduites des ¶equations fonctionnelles

On posealors par convention p(Aje) = f ([Aje])k , appel¶eeprobabilit ¶e de A conditionnel-
lement µa e. Les deux ¶equations fonctionnellesdeviennent alors :

p(AB je) = p(AjB e)p(B je); (3.5)

p(Aje) + p( ¹Aje) = 1: (3.6)

On a ainsi d¶emontr ¶e les relations impos¶eesaxiomatiquement dans l'approche classique(Kol-
mogorov). De plus, on manipule d'embl¶eedesprobabilit ¶esconditionnelles(relativ esµa un ¶etat
de connaissance),alors que celles-cine sont intro duites qu'aprµes dans la th¶eorie classique.
En¯n, on en d¶eduit la relation donnant la probabilit ¶e de la r¶eunion :

p(A + B je) = p(Aje) + p(B je) ¡ p(AB je); (3.7)

et donc l'additivit ¶e desprobabilit ¶esd'¶ev¶enements exclusifs(¶egalement impos¶eeaxiomatique-
ment dans la th¶eorie classique).On en d¶eduit aussi la rµeglede Bayes:

p(AjB e) =
p(B jAe)p(Aje)

p(B je)
: (3.8)

Il faut noter que cette approche conduit µa desprobabilit ¶essubjectivesqui sont additiv es,
contrairement µa la pens¶eedu 17µemesiµecleet µa celle d'une des¶ecolesdu 20µemesiµecle.

3.3.5 Mesure d'incertitude et th ¶eorie de l'information

Dans une d¶emarche similaire µa celle de Cox, Jaynes d¶e¯nit une s¶erie de crit µerespour en
d¶eduire une mesured'incertitude [185].Dans sestravaux, il cherche µa rapprocher m¶ecanique
statistique et th¶eorie de l'information. Il exprime ses recherches comme un problµeme de
sp¶eci¯cation de probabilit ¶es dans le cas oµu l'on a peu d'informations. Reprenant les deux
d¶emarchesobjectivistes et subjectivistes, il retient la deuxiµeme,qui permet, en repr¶esentant
un ¶etat de connaissances,de formuler desconclusionspossiblessi l'on n'a pas assezd'infor-
mation pour avoir des conclusionscertaines. Elle est donc plus g¶en¶erale et Jaynes l'adopte
pour la m¶ecaniquestatistique.

Les crit µeresintuitifs que Jaynes demandeµa une mesured'incertitude sont les suivants :
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1. la mesuredoit être positive et continue,

2. elle doit augmenter quand l'incertitude augmente,

3. elle doit être additiv e si les sourcessont ind¶ependantes.

Il en d¶eduit une mesureunique de l'incertitude repr¶esent¶eepar une distribution de pro-
babilit ¶e discrµete qui corresponde µa cescrit µeresintuitifs :

H (p1; :::; pn ) = ¡ K
nX

i =1

pi logpi : (3.9)

De même que Cox retrouve les relations probabilistes µa partir de sespostulats, Jaynes re-
trouve ainsi µa partir de sescrit µeresl'entropie de la m¶ecaniquestatistique et simultan¶ement
celle de Shannon[305].

Le princip e du maximum d'entropie peut alors être consid¶er¶e commel'analogue du prin-
cipe de raison insu±sante de Laplace. La di®¶erenceessentielle est que le princip e de Laplace
a un caractµere arbitraire et peut engendrerdes paradoxes (la notion de cas ¶equiprobables
changesi on changede variable). Au contraire, le princip e du maximum d'entropie permet
d'e®ectuerdes inf¶erencessur la based'une information partielle de maniµere non biais¶ee. Il
peut être choisi pour la bonneraison que l'entropie est d¶etermin¶eede maniµereunique comme
la valeur qui < s'engagele moins> vis-µa-vis de l'information manquante, et non pour la raison
n¶egative que l'on n'a pas de raison de penserautrement. Cependant, il peut être criticable
car les r¶esultats qu'il permet d'obtenir d¶ependent de la maniµere de poser le problµeme.Cette
critique s'applique aussi au princip e de raison insu±sante et nous y reviendrons dans la
partie 8.1.8.

3.3.6 De Finetti et la th ¶eorie du pari

L'approche propos¶eepar de Finetti, ant¶erieure µa celle de Cox, repose¶egalement sur des
axiomessimpleset intuitifs dont sont d¶eduiteslespropri¶et¶esdesprobabilit ¶es[98].On retrouve
bien ŝur les axiomes de croissanceet de comparaisonuniverselle,et surtout un axiome de
coh¶erencesur lequel s'appuie l'essentiel de la d¶emonstration.

De Finetti d¶eveloppe une th¶eorie des paris pour expliquer son raisonnement : la pro-
babilit ¶e p attribu ¶ee par un individu µa un ¶ev¶enement E est donn¶ee par les conditions dans
lesquellescet individu serait prêt µa parier sur cet ¶ev¶enement, c'est-µa-dire danslesquellesil mi-
serait la sommepS pour gagnerS si l'¶ev¶enement E seproduit. µA partir de cette d¶e¯nition, de
Finetti montre d'abord que la sommedesprobabilit ¶esd'¶ev¶enements incompatibles doit être
¶egaleµa 1. Soit f E1; :::Eng une classecomplµete d'¶ev¶enements incompatibles, pi leurs probabi-
lit ¶es (toujours ¶evalu¶eespar un individu), et Si les enjeux correspondant µa chacun d'eux. Si
l'¶ev¶enement Ek est r¶ealis¶e, le gain Gk est d¶e¯ni par la di®¶erenceentre l'enjeu correspondant
Sk et la sommedesmises,soit :

Gk = Sk ¡
nX

i =1

pi Si : (3.10)

On obtient n ¶equationsdecetype,correspondant aux n r¶ealisationspossibles.En consid¶erant
ces¶equationscommeun systµemede n ¶equationsµa n inconnuesqui sont lesSi , le d¶eterminant
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de ce systµemevaut :

D =

2

6
6
6
4

1 ¡ p1 ¡ p2 ::: ¡ pn

¡ p1 1 ¡ p2 ::: ¡ pn

::: ::: ::: :::
¡ p1 ¡ p2 ::: 1 ¡ pn

3

7
7
7
5

= 1 ¡ (p1 + p2 + ::: + pn ): (3.11)

Si le d¶eterminant estnon nul, le systµemeadmet unesolution quelsquesoient lesGk , y compris
s'ils sont tous positifs. Cela ne serait pas coh¶erent avec la notion de pari. On imagine mal
un jeu auquel on puissetoujours gagnerou donner la possibilit¶e µa un adversaire de gagner
ŝurement ! La seulesolution coh¶erente est donc celle obtenue lorsque le d¶eterminant est nul,
c'est-µa-dire lorsque :

nX

i =1

pi = 1: (3.12)

Cette condition est de plus su±sante, puisque l'on a alors :

nX

i =1

pi Gi = 0; (3.13)

et donc les gains ne sont pas tous positifs.

De Finetti interprµete le r¶esultat de la maniµere suivante : chaque¶evaluation (subjective)
despi telle que

P n
i=1 pi = 1 est une ¶evaluation admissible, c'est-µa-dire correspondant µa une

opinion coh¶erente. Le choix d'une ¶evaluation parmi cellesqui sont admissiblesn'a alors plus
rien d'objectif.

On d¶eduit de l'¶equation 3.12 l'additivit ¶e desprobabilit ¶esd'¶ev¶enements disjoints.

La deuxiµeme¶etape du raisonnement est d¶edi¶eeµa la d¶etermination desprobabilit ¶escondi-
tionnelles. Pour cela, on considµere trois paris :

1. un pari sur E1E2 (E1 et E2), d'enjeu S1, et de mise p1S1,

2. un pari sur E2, d'enjeu S2, et de mise p2S2,

3. un pari sur E1jE2, d'enjeu S, et de mise pS, le gain pour ce pari ¶etant :
{ (1 ¡ p)S si E1jE2 est vrai,
{ (¡ p)S si E1jE2 est faux,
{ 0 si E2 n'a pas lieu (on considµere que le jeu est nul dans ce cas, et que la mise est

rembours¶ee).

Trois r¶ealisationssont alors possibles:

1. si E1 et E2 ser¶ealisent, le gain est alors :

G1 = (1 ¡ p1)S1 + (1 ¡ p2)S2 + (1 ¡ p)S; (3.14)

2. si E2 ser¶ealisemais pas E1, le gain est alors :

G2 = ¡ p1S1 + (1 ¡ p2)S2 ¡ pS; (3.15)

3. si E2 ne ser¶ealisepas, le gain est alors :

G3 = ¡ p1S1 ¡ p2S2: (3.16)
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Consid¶eronsles¶equations3.14,3.15et 3.16commeun systµemede 3 ¶equationsµa 3 inconnues,
commepr¶ec¶edemment. Le d¶eterminant vaut :

p1 ¡ pp2 (3.17)

et, toujours pour desraisonsde coh¶erence,doit être ¶egal µa 0. On obtient alors la relation :

p(E1jE2) =
p(E1E2)

p(E2)
(3.18)

dont on d¶eduit le th¶eorµemede Bayes.

On remarqueque dans ce cas, l'esp¶erancede gain vaut :

p1G1 + (p2 ¡ p1)G2 + (1 ¡ p3)G3 = (p1 ¡ p2p)S = 0: (3.19)

Donc l'esp¶erancede gain est nulle pour tous S; S1; S2.

De Finetti adopte une philosophie subjectiviste dans le sens oµu il considµere que les
¶el¶ements subjectivistes, loin de devoir être ¶elimin¶es comme le suggµerent les objectivistes
a¯n de rendre la notion de probabilit ¶e plus < scienti¯que >, sont essentiels, et inh¶erents
µa la notion de probabilit ¶e. Cela rejoint le point de vue selon lequel la probabilit ¶e exprime
l'opinion d'un individu, et n'a de signi¯cation que par rapport µa cet individu, qui s'oppose
au point de vue objectiviste qui considµere que la probabilit ¶e existe en dehors des individus
et est une propri¶et¶e du monde physique.
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Chapitre 4

Bases de la th ¶eorie des ensembles
°ous et des possibilit ¶es

Dans cechapitre, nousdonnonslesbasesde la th¶eoriedesensembles °ous et despossibi-
lit ¶es.Leur utilisation plus sp¶eci¯que en traitement et interpr¶etation d'images seravue dans
le chapitre suivant. Cette th¶eorie a ¶et¶e intro duite par L. Zadeh et le premier article sur le
sujet date de 1965[358]. Les r¶ef¶erences[189, 120, 365] contiennent l'essentiel de la th¶eorie.

Nous intro duisonsd'abord la d¶e¯nition desensembles°ous et lesop¶erations ensemblistes
initialement propos¶eespar Zadeh (section 4.1). La section 4.2 pr¶esente la notion de mesure
°oue. Une intro duction µa la th¶eoriedespossibilit¶esest propos¶eedansla section4.3. Lesprin-
cipaux op¶erateurs °ous sont pr¶esent¶esdans la section 4.4. Ils seront exploit¶esen particulier
dans le chapitre 8 en temps qu'op¶erateurs de fusion d'informations. Les conceptsde variable
linguistique et de modi¯cateurs sont intro duits dans la section 4.5. Nous nous int¶eresserons
ensuiteaux relations °oues (section 4.6), en particulier aux relations de similarit ¶e et d'ordre,
qui sont utiles en particulier en reconnaissancedesformes. Les princip esde la logique °oue
et du raisonnement approximatif sont d¶ecrits dans la section 4.7. En¯n, dans la section 4.8
nous pr¶esentons les princip esg¶en¶eraux permettant de passerd'op¶erations classiquessur des
ensembles binaires µa desop¶erations sur desensembles °ous. Cesprincip esseront utilis ¶esde
maniµere intensive dans le chapitre suivant.

4.1 D¶e¯nition des concepts fondamen taux des ensembles °ous

4.1.1 Ensembles °ous

Soit S l'univ ers, ou espacede r¶ef¶erence.C'est un ensemble classique(ou net). On notera
par x, y, etc. ses¶el¶ements (ou points). En traitement d'images,S seratypiquement l'espace
dans lequel est d¶e¯nie l'image (ZZn ou IRn , avecn = 2; 3; :::). Les¶el¶ements de S sont alors les
points de l'image (pixels, voxels). L'univ erspeut ¶egalement être un ensemble devaleursprises
par descaract¶eristiquesde l'image telles que l'¶echelle desniveaux de gris. Les ¶el¶ements sont
alors desvaleurs (niveaux de gris). L'ensemble S peut aussi être un ensemble de primitiv es
ou objets extraits des images(segments, r¶egions,objets...) dans une repr¶esentation de plus
haut niveau du contenu de l'image.
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Un sous-ensemble X de S est d¶e¯ni par sa fonction caract¶eristique ¹ X , telle que :

¹ X (x) =

(
1 si x 2 X
0 si x =2 X

(4.1)

La fonction caract¶eristique ¹ X est une fonction binaire, sp¶eci¯ant l'appartenance (binaire)
de chaquepoint de S µa X .

La th¶eorie desensembles °ous traite de l'appartenance graduelle. Un sous-ensemble °ou
de S est d¶e¯ni par sa fonction d'appartenance ¹ de S dans [0; 1]1. Pour tout x de S, ¹ (x)
est la valeur dans [0; 1] repr¶esentant le degr¶e d'appartenancede x au sous-ensemble °ou (on
dit souvent plus simplement < ensemble °ou >).

Di®¶erentes notations sont souvent utilis ¶eespour d¶esignerun ensemble °ou. L'ensemble

f (x; ¹ (x)) ; x 2 X g; (4.2)

d¶e¯nit complµetement l'ensemble °ou, et est parfois not¶e :
Z

S
¹ (x)=x (4.3)

ou dans le casdiscret :
NX

i =1

¹ (x i )=xi (4.4)

oµu N d¶esignele cardinal de S.

Commela donn¶eede l'ensemble detous lescouples(x; ¹ (x)) estcomplµetement ¶equivalente
µa la d¶e¯nition de la fonction d'appartenance ¹ , dans la suite on simpli¯era les notations et
on utilisera la notation fonctionnelle ¹ (fonction de S dans [0; 1]) pour d¶esigner µa la fois
l'ensemble °ou et sa fonction d'appartenance.

Le support d'un ensemble °ou ¹ est l'ensemble des points qui ont une appartenance
strictement postitiv e µa ¹ (c'est un ensemble binaire) :

Supp(¹ ) = f x 2 S; ¹ (x) > 0g: (4.5)

Le noyau d'un ensemble °ou ¹ est l'ensemble despoints qui appartiennent complµetement
µa ¹ (c'est ¶egalement un ensemble binaire) :

Core(¹ ) = f x 2 S; ¹ (x) = 1g: (4.6)

Un ensemble °ou ¹ est dit normalis¶e si au moins un point appartient complµetement µa
l'ensemble ¹ (ce qui est ¶equivalent µa Core(¹ ) 6= ; ) :

9x 2 S; ¹ (x) = 1: (4.7)

Un ensemble °ou ¹ est dit unimodal s'il existe un unique point x tel que ¹ (x) = 1. Une
d¶e¯nition moins contraignante permet au noyau d'être un ensemble compact, pas forc¶ement
r¶eduit µa un point.

1L'in tervalle [0; 1] est le plus utilis ¶e, mais n'imp orte quel intervalle ou autre ensemble (un treillis typique-
ment) pourrait être utilis ¶e.
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4.1.2 Op¶erations ensemblistes : d¶e¯nitions originales de L. Zadeh

Puisque les ensembles °ous ont ¶et¶e intro duits par L. Zadeh dans [358] pour g¶en¶eraliser
la notion d'ensembles, les premiµeresop¶erations qui ont ¶et¶e d¶e¯nies ont ¶et¶e des op¶erations
ensemblistes. Dans cette partie nous pr¶esentons les d¶e¯nitions originales de L. Zadeh. Des
classesplus g¶en¶eralesd'op¶erations seront intro duites dans la section 4.4.

L'¶egalit¶e de deux ensembles °ous est d¶e¯nie par l'¶egalit¶e de leurs fonctions d'apparte-
nance:

¹ = º , 8x 2 S; ¹ (x) = º (x): (4.8)

L'inclusion d'un ensemble °ou dans un autre est d¶e¯nie par une in¶egalit¶e entre les fonc-
tions d'appartenance :

¹ µ º , 8x 2 S; ¹ (x) · º (x): (4.9)

L'¶egalit¶e de ¹ et º est bien ŝur ¶equivalente µa l'inclusion dans les deux sens.

Notons que cesnotions donnent un r¶esultat binaire. Nous verrons dans la suite comment
d¶e¯nir un degr¶e d'inclusion entre deux ensembles °ous.

L'in tersection (respectivement la r¶eunion) de deux ensembles °ous est d¶e¯nie par le mi-
nimum (respectivement le maximum) point µa point entre les fonctions d'appartenance :

8x 2 S; (¹ \ º )(x) = min[¹ (x); º (x)]; (4.10)

8x 2 S; (¹ [ º )(x) = max[¹ (x); º (x)]: (4.11)

Le compl¶ementaire d'un ensemble °ou est d¶e¯ni par :

8x 2 S; ¹ C (x) = 1 ¡ ¹ (x): (4.12)

Les propri¶et¶esprincipales de cesop¶erations sont les suivantes :
{ elles sont toutes coh¶erentes avec les op¶erations ensemblistes : dans le cas particulier

oµu les fonctions d'appartenancene prennent que les valeurs 0 et 1 (les ensembles sont
alors binaires), ces d¶e¯nitions se r¶eduisent aux d¶e¯nitions binaires classiques(cette
propri¶et¶e est importante et c'est le moins qu'on puissedemander µa l'extension °oue
d'une op¶eration binaire) ;

{ ¹ = º , ¹ µ º et º µ ¹ ;
{ la compl¶ementation °oue est involutiv e : (¹ C )C = ¹ ;
{ l'in tersection et la r¶eunion sont commutativ eset associatives;
{ l'in tersection et la r¶eunion sont idempotentes et mutuellement distributiv es;
{ l'in tersection et la r¶eunion sont dualespar rapport µa la compl¶ementation : (¹ \ º )C =

¹ C [ º C ;
{ si l'on considµereque l'ensemble vide ; est un ensemble °ou de fonction d'appartenance

identiquement nulle, alors on a ¹ \ ; = ; et ¹ [ ; = ¹ , pour tout ensemble °ou ¹ d¶e¯ni
sur S ;

{ s'il on considµere l'univ ers commeun ensemble °ou de fonction d'appartenance identi-
quement ¶egaleµa 1, alors on a ¹ \ S = ¹ et ¹ [ S = S, pour tout ensemble °ou ¹ d¶e¯ni
sur S.
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Ces propri¶et¶es sont les mêmesque les op¶erations binaires correspondantes. Cependant,
certaines propri¶et¶es v¶eri¯ ¶eesdans le cas binaire sont perdues dans le cas °ou, comme le
tiers-exclu (X [ X C = S) et la non-contradiction (X \ X C = ; ). En e®et,on a en g¶en¶eral :

¹ [ ¹ C 6= S; (4.13)

¹ \ ¹ C 6= ; : (4.14)

4.1.3 Structure et t yp es d'ensem bles °ous

Soit C l'ensemble des ensembles nets de S, et F l'ensemble des ensembles °ous de S.
L'ensemble C est un treillis bool¶een (compl¶ement¶e et distributif ) pour l'in tersection et la
r¶eunion. Il peut être consid¶er¶e commele treillis induit par la structure de f 0; 1g. L'in tervalle
[0; 1] est un treillis pseudo-compl¶ement¶e et distributif (dans la terminologie des treillis, la
compl¶ementation µa 1 est une pseudo-compl¶ementation), qui induit une structure de treillis
pseudo-compl¶ement¶e et distributif sur F .

Plusieurs types d'ensembles °ous peuvent être consid¶er¶es. Jusqu'µa pr¶esent, nous nous
sommeslimit ¶esau casoµu lesvaleursprisespar lesfonctions d'appartenancesont desnombres.
De tels ensembles°ous sont appel¶esde type 1. Mais lesvaleursd'appartenancepeuvent aussi
être desensembles°ous, en faisant appel µa la structure de treillis de l'ensemble desensembles
°ous. Un ensemble °ou de type 2 est un ensemble °ou dont les valeurs d'appartenance
sont des ensembles °ous de type 1. Plus g¶en¶eralement, un ensemble °ou de type m est un
ensemble °ou dont les valeurs d'appartenance sont des ensembles °ous de type (m ¡ 1)
(pour m > 1). De telles extensionsdesensembles°ous sont particuli µerement utiles lorsquela
valeur d'appartenanceque l'on peut a®ecterµa un ¶el¶ement ne peut pasêtre d¶e¯nie de maniµere
pr¶ecise.Lesop¶erations qui sont d¶e¯nies dans la suite de cechapitre peuvent être g¶en¶eralis¶ees
aux ensembles °ous de type m en utilisant le princip e d'extension qui serapr¶esent¶e dans la
section 4.8.

4.1.4 ®-coup es

L' ®-coupe d'un ensemble °ou ¹ est l'ensemble binaire d¶e¯ni par :

¹ ® = f x 2 S; ¹ (x) ¸ ®g: (4.15)

Les ®-coupesstrictes (ou fortes) sont d¶e¯nies par :

¹ ®S = f x 2 S; ¹ (x) > ®g: (4.16)

Un ensemble °ou peut être interpr¶et¶e commeun empilement de ses®-coupes.Il peut être
reconstruit µa partir de celles-ciselonplusieurs formules, dont les plus usit¶eessont :

¹ (x) =
Z 1

0
¹ ®(x)d®; (4.17)

¹ (x) = sup
®2 ]0;1]

min(®; ¹ ®(x)) ; (4.18)

¹ (x) = sup
®2 ]0;1]

(®¹ ®(x)) : (4.19)
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La plupart des op¶erations d¶e¯nies jusqu'µa maintenant commutent avec les coupes. Plus
pr¶ecis¶ement, on a les relations suivantes :

8(¹; º ) 2 F 2; ¹ = º , 8® 2]0; 1]; ¹ ® = º ®; (4.20)

8(¹; º ) 2 F 2; ¹ µ º , 8® 2]0; 1]; ¹ ® µ º ®; (4.21)

8(¹; º ) 2 F 2; 8® 2 [0; 1]; (¹ \ º )® = ¹ ® \ º ®; (4.22)

8(¹; º ) 2 F 2; 8® 2 [0; 1]; (¹ [ º )® = ¹ ® [ º ®; (4.23)

8¹ 2 F ; 8® 2 [0; 1]; (¹ C )® = (¹ 1¡ ®S )C : (4.24)

Choisir une ®-coupe d'un ensemble °ou revient µa seuiller la fonction d'appartenancea¯n
de s¶electionner lespoints ayant un degr¶e d'appartenanced'au moins ®. Cette op¶eration peut
être vue commeune < d¶efuzzi¯cation >.

4.1.5 Cardinal

Dans cette section nous nous restreignons aux ensembles °ous d¶e¯nis sur un domaine
¯ni, ou qui ont un support ¯ni (cela sera toujours le casdans les applications en image).

Le cardinal d'un ensemble °ou ¹ est d¶e¯ni par :

j¹ j =
X

x2S

¹ (x); (4.25)

ou, si seul le support de ¹ est ¯ni :

j¹ j =
X

x2 Supp(¹ )

¹ (x): (4.26)

Cette d¶e¯nition est coh¶erente avec la notion classiquede cardinal d'un ensemble binaire.
Dans le cas d'un ensemble °ou, chaque point compte pour une quantit ¶e ¶egaleµa son degr¶e
d'appartenance.Le cardinal est ¶egalement appel¶e puissancede l'ensemble °ou (par exemple
[219]).

Cette d¶e¯nition peut être ¶etendueau casoµu S n'est pas ¯ni mais mesurable.Soit M une
mesuresur S (telle que

R
S dM (x) = 1). Le cardinal de ¹ est alors d¶e¯ni par :

j¹ j =
Z

S
¹ (x)dM (x): (4.27)

4.1.6 Convexit ¶e

Dans cette section, S est l'espaceeuclidien (de dimension quelconque).

La convexit¶e d'un ensemble °ou est d¶e¯nie µa partir de ses ®-coupes : ¹ est convexe
si et seulement si toutes ses®-coupes sont convexes.Attention, cette d¶e¯nition n'est pas
¶equivalente µa la convexit¶e de la fonction d'appartenanceau sensde la convexit¶e classiquedes
fonctions2. L'expressionanalytique ¶equivalente de la convexit¶e °oue est : ¹ est convexesi et
seulement si :

8(x; y) 2 S2; 8¸ 2 [0; 1]; min(¹ (x); ¹ (y)) · ¹ (¸x + (1 ¡ ¸ )y): (4.28)
2La fonction d'une fonction f est d¶e¯nie par 8(x; y); f (¸x + (1 ¡ ¸ )y) ¸ ¸f (x) + (1 ¡ ¸ )f (y).
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4.1.7 Nom bre °ou

Dans cette section, nous supposonsque S = IR.

Une quantit ¶e °oue est un ensemble °ou ¹ sur IR. Un intervalle °ou est une quantit ¶e °oue
convexe (toutes ses®-coupes sont des intervalles). La semi-continuit ¶e sup¶erieure de ¹ est
¶equivalente au fait que les ®-coupessoient des intervalles ferm¶es.

Un nombre °ou est un intervalle °ou semi-continu sup¶erieurement (s.c.s.) de support
compact et unimodal. Un exemplede nombre °ou repr¶esentant < environ 10 > est illustr ¶e
sur la ¯gure 4.1.

R

m

10
0

1

Fig. 4.1 { Nombre °ou repr¶esentant < environ 10 >.

On peut trouver ¶egalement desd¶e¯nitions moins strictes, en particulier en acceptant un
intervalle devaleursmodales,c'est-µa-dire qu'il existequatre r¶eelsa, b, c, d, aveca · b · c · d
tels que ¹ (x) = 0 en dehors de l'in tervalle [a; d], ¹ est croissante sur [a; b], d¶ecroissante sur
[c;d] et vaut 1 sur [b;c] [161, 162].

Un nombre °ou peut être interpr¶et¶e comme une repr¶esentation souple d'une quantit ¶e
impr¶ecise,qui est plus g¶en¶erale qu'un intervalle classique.

Revenonsmaintenant µa la notion de cardinal d'un ensemble °ou, d¶e¯ni plus haut comme
un nombre. Si l'ensemble est mal d¶e¯ni, on peut s'attendre µa ce que toute mesure de cet
ensemble soit impr¶ecise¶egalement, en particulier son cardinal, qu'on pr¶ef¶erera alors d¶e¯nir
commeun nombre °ou [120] :

j¹ jf (n) = supf ® 2 [0; 1]; j¹ ®j = ng: (4.29)

La quantit ¶e j¹ jf (n) repr¶esente le degr¶e avec lequel le cardinal de ¹ vaut n.

Une classetr µescourante de nombres °ous est constitu¶eedesnombres °ous L-R. Ils sont
d¶e¯nis par une repr¶esentation param¶etrique de leur fonction d'appartenance :

8x 2 IR; ¹ (x) =

(
L( m¡ x

® ) si x · m
R( x¡ m

¯ ) si x ¸ m (4.30)

oµu ® et ¯ sont desnombres strictement positifs appel¶es¶etenduesgauche et droite, m est un
nombre appel¶e valeur moyenneet L et R sont desfonctions ayant les propri¶et¶essuivantes :
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{ 8x 2 IR; L (x) = L(¡ x),
{ L (0) = 1,
{ L est non-croissante sur [0; + 1 [,

et despropri¶et¶essimilaires pour R.

Un desprincipaux avantagesdetels nombres°ous estqu'ils b¶en¶e¯cient d'une repr¶esentation
compactepermettant descalculs simples.

4.2 Mesures °oues

Lesd¶e¯nitions et quelquesexemplesde mesures°oues sont pr¶esent¶esici. On trouvera des
pr¶esentations plus d¶etaill¶eesdans [327, 120].

4.2.1 Mesure °oue d'un ensemble net

Une mesure°oue est une fonction f de C (donc d¶e¯nie sur desensemblesnets) dans [0; 1]
satisfaisant les conditions suivantes :

1. f (; ) = 0;

2. f (S) = 1;

3. monotonie : 8(A; B ) 2 C2; A µ B ) f (A) · F (B ) ;

4. continuit ¶e :

8i 2 IN; 8A i 2 C; A1 µ A2::: µ An ::: ou A1 ¶ A2::: ¶ An :::

) lim
i !1

f (A i ) = f
µ

lim
i !1

A i

¶
:

Des propri¶et¶esremarquablesdesmesures°oues sont :

8(A; B ) 2 C2; f (A [ B ) ¸ max[f (A); f (B )]; (4.31)

8(A; B ) 2 C2; f (A \ B ) · min[f (A); f (B )]: (4.32)

Cette d¶e¯nition ne supposeaucunecontrain te d'additivit ¶e. On pourrait les appeler plus
simplement mesuresnon-additives, car le lien avec la th¶eorie des ensembles °ous pr¶esent¶ee
pr¶ec¶edemment est relativement faible.

4.2.2 Exemples de mesures °oues

Plusieurs familles de mesures°oues peuvent être trouv¶eesdans la litt ¶erature, les plus
fr¶equentes ¶etant :

{ les mesuresde probabilit ¶es;
{ les ¸ -mesures°oues, obtenues en relâchant la contrain te d'additivit ¶e des mesuresde

probabilit ¶essousla forme :

8(A; B ) 2 C2; A \ B = ; ) f (A [ B ) = f (A) + f (B ) + ¸f (A)f (B ) (4.33)

avec ¸ > ¡ 1;
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{ les fonctions de croyanceet de plausibilit ¶e de la th¶eoriedesfonctions de croyance[302]
(voir chapitre 8) ;

{ les mesuresde possibilit¶es[361], qui seront intro duites dans la section 4.3.
Les liens entre plusieurs typesde mesures°oues peuvent être trouv¶esdans [17] ou encore

[120].

4.2.3 In t¶egrales °oues

Les int¶egrales°oues [327, 167] sont la contre-partie des int¶egralesau sensde Lebesgue
lorsque l'in t¶egration est e®ectu¶ee relativement µa une mesure°oue. Deux types d'in t¶egrales
°oues peuvent être distingu¶ees.

L'in t¶egralede Sugenod'une fonction mesurablef , d¶e¯nie de S dans [0; 1], relativement
µa une mesure°oue ¹ est d¶e¯nie par :

S¹ (f ) =
Z

f ± ¹ = sup
®2 [0;1]

min[®; ¹ (f x 2 S; f (x) > ®g)]: (4.34)

Dans le cas¯ni (jSj = N ), cette expressionest ¶equivalente µa :

S¹ (f ) =
Z

f ± ¹ =
N

max
i =1

min[f (xp(i ) ); ¹ (A i )]; (4.35)

oµu p est une permutation sur f 1; 2:::N g telle que :

0 · f (xp(1) ) · ::: · f (xp(N ) )

et oµu A i = f xp(1) ; :::; xp(N )g.

L'in t¶egralede Choquet d'une fonction mesurablef , d¶e¯nie de S dans IR+ , relativement
µa une mesure°oue ¹ est d¶e¯nie par :

C¹ (f ) =
Z

f d¹ =
Z + 1

0
¹ (f x; f (x) > ®g)d®: (4.36)

Dans le cas¯ni, on obtient :

C¹ (f ) =
Z

f d¹ =
NX

i =1

[f (xp(i ) ) ¡ f (xp(i ¡ 1))]¹ (A i ); (4.37)

avec f (xp(0)) = 0.

Les propri¶et¶esde cesint¶egralessont d¶etaill¶eesdans [327, 250, 167]. Les principales dans
le cas¯ni sont les suivantes :

{ pour la mesure ¹ min d¶e¯nie par 8A ½ S; A 6= S; ¹ min (A) = 0 et ¹ min (S) = 1, les
int¶egralesS¹ min (f ) et C¹ min (f ) sont ¶egalesau minimum desvaleurs prisespar f ;

{ pour la mesure ¹ max d¶e¯nie par 8A µ S; A 6= ; ; ¹ max (A) = 1 et ¹ max (; ) = 0, les
int¶egralesS¹ max (f ) et C¹ max (f ) sont ¶egalesau maximum desvaleurs prisespar f ;

{ quellesque soient les deux fonctions mesurablesf et f 0 et pour toute mesure°oue ¹ ,
on a la propri¶et¶e de monotonie suivante :

(8x 2 S; f (x) · f 0(x)) )

(
S¹ (f ) · S¹ (f 0)
C¹ (f ) · C¹ (f 0)

(4.38)

qui est vraie ¶egalement dans le cas in¯ni ;
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{ pour toute fonction mesurablef et toutes mesures°oues ¹ et ¹ 0, on a la propri¶et¶e de
monotonie suivante :

(8A µ S; ¹ (A) · ¹ 0(A)) )

(
S¹ (f ) · S¹ 0(f )
C¹ (f ) · C¹ 0(f )

(4.39)

qui est vraie aussidans le cas in¯ni ;
{ on d¶eduit despropri¶et¶espr¶ec¶edentes les in¶egalit¶essuivantes pour tout fonction mesu-

rable f et toute mesure°oue ¹ :

N
min
i =1

f (x i ) · S¹ (f ) ·
N

max
i =1

f (x i ); (4.40)

N
min
i =1

f (x i ) · C¹ (f ) ·
N

max
i =1

f (x i ); (4.41)

{ pour toute mesureadditiv e (ou ¾-additiv e dans le cas in¯ni), l'in t¶egrale de Choquet
coÄ³ncide avec l'in t¶egrale de Lebesgue; en ce sens, les int¶egrales °oues peuvent être
consid¶er¶eescommeune extensiondes int¶egralesde Lebesgue;

{ pour toute mesure°oue ¹ , les int¶egralesde Sugenoet de Choquet satisfont la propri¶et¶e
de continuit ¶e suivante : pour toute suite de fonctions mesurablesf n sur S telle que :

lim
n! + 1

f n = f

on a :
lim

n! + 1
S¹ (f n ) = S¹ (f ); (4.42)

lim
n! + 1

C¹ (f n ) = C¹ (f ): (4.43)

Lesint¶egrales°ouessont appliqu¶eesen particulier en agr¶egationmulti-crit µeres,mais aussi
en fusion de donn¶eeset en reconnaissancede formes.

4.2.4 Mesures d'ensem bles °ous

Danscequi pr¶ecµede,lesmesuresont ¶et¶e appliqu¶eesµa desensemblesnets. Si l'on considµere
maintenant des ensembles °ous, nous avons besoin de mesuresfournissant des ¶evaluations
quantitativ es de tels ensembles. Ces mesuressont appel¶eesmesuresd'ensembles °ous [66]
ou mesuresd'¶evaluation [130]. Il n'y a pas vraiment de consensussur la d¶e¯nition de telles
mesures.Nous donnonsici la d¶e¯nition la moins contraignante, propos¶eedans [66].

Une mesured'ensemble °ou est une fonction M de F dans IR+ telle que :

1. M (; ) = 0;

2. 8(¹; º ) 2 F 2; ¹ µ º ) M (¹ ) · M (º ).

D'autres contrain tes peuvent être ajout¶eesselon les applications, par exemple:
{ M prend sesvaleurs dans [0; 1] ;
{ M (S) = 1;
{ M (¹ ) = 0 , ¹ = ; ;
{ M (¹ ) = 1 , ¹ = S.
Des exemplessimples de mesuresd'ensembles °ous sont le cardinal °ou, le cardinal du

support de ¹ , le supremum de¹ , etc. Dans la sectionsuivante d'autres exemplessont donn¶es:
les mesuresde °ou.
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4.2.5 Mesures de °ou

Une question importante portant sur l'¶evaluation d'un ensemble °ou concernele degr¶e de
°ou de l'ensemble. De Luca et Termini [219] ont propos¶e de d¶e¯nir un degr¶e de °ou comme
une fonction f de F dans IR+ telle que :

1. 8¹ 2 F ; f (¹ ) = 0 , ¹ 2 C (les ensembles nets sont complµetement non °ous et sont
les seulsµa v¶eri¯er cette propri¶et¶e) ;

2. f (¹ ) est maximum si et seulement si 8x 2 S; ¹ (x) = 0:5;

3. 8(¹; º ) 2 F 2; f (¹ ) ¸ f (º ) si º est plus contrast¶e que ¹ (plus proche d'un ensemble
binaire), c'est-µa-dire :

8x 2 S;

(
º (x) ¸ ¹ (x) si ¹ (x) ¸ 0:5
º (x) ¸ ¹ (x) si ¹ (x) · 0:5

4. 8¹ 2 F ; f (¹ ) = f (¹ C ) (un ensemble °ou et sont compl¶emnentaire sont aussi°ous l'un
que l'autre).

De Luca et Termini ont ¶egalement d¶e¯ni l'entropie d'un ensemble °ou [219],commedegr¶e
de °ou, dans le cas¯ni :

E (¹ ) = H (¹ ) + H (¹ C ); (4.44)

oµu H (¹ ) est d¶e¯nie de maniµere similaire µa l'entropie de Shannon:

H (¹ ) = ¡ K
NX

i =1

¹ (x i ) log¹ (x i ): (4.45)

Il est facile de voir que E satisfait tous les axiomesdu degr¶e de °ou. De plus, on a :

H (max(¹; º )) + H (min(¹; º )) = H (¹ ) + H (º ); (4.46)

et
E (max(¹; º )) + E(min( ¹; º )) = E(¹ ) + E(º ): (4.47)

De nombreusesautres mesuresde °ou ont ¶et¶e propos¶ees,avec des propri¶et¶es similaires.
Mentionnons ici les principales :

{ la distance de Hamming µa l'ensemble binaire le plus proche, qui n'est autre que la
0.5-coupe [189] :

f (¹ ) =
NX

i =1

j¹ (x i ) ¡ ¹ 1=2(x i )j; (4.48)

{ la distance de Hamming ou quadratique entre ¹ et son compl¶ementaire [346] ou de
maniµere plus g¶en¶erale :

f (¹ ) =

" NX

i =1

j¹ (x i ) ¡ ¹ C (x i )jp
#1=p

=

" NX

i =1

j2¹ (x i ) ¡ 1jp
#1=p

; (4.49)

{ la mesurepropos¶ee par Kosko [199], qui compare l'in tersection de ¹ et ¹ C avec leur
r¶eunion selon la formule :

j min(¹; ¹ C )j
j max(¹; ¹ C )j

; (4.50)
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{ l'entropie g¶en¶ealis¶eed¶e¯nie µa partir d'une fonction g¶en¶eratrice, soit sousforme additiv e,
soit sousforme multiplicativ e [25] :
{ la forme additiv e est donn¶eepar :

f (¹ ) =
NX

i =1

g[¹ (x i )] + g[1 ¡ ¹ (x i )] (4.51)

oµu g est une fonction de [0; 1] dans IR+ telle que :

8t 2 [0; 1]; g00(t) < 0:

Des exemplesde fonctions g¶en¶eratrices sont g(t) = te1¡ t , g(t) = at ¡ bt2 (avec
0 < b < a), g(t) = ¡ t log t (cette derniµere forme donne l'entropie °oue de [219]).

{ la forme multiplicativ e est donn¶eepar :

f (¹ ) =
NX

i =1

g[¹ (x i )]g[1 ¡ ¹ (x i )] (4.52)

oµu g est une fonction de [0; 1] dans IR+ telle que :

8t 2 [0; 1]; g0(t) > 0 et g00(t) < 0:

Des exemplesde fonctions g¶en¶eratrices sont g(t) = te1¡ t , g(t) = t®.

4.3 ¶El¶ements de th ¶eorie des possibilit ¶es

La th¶eorie des possibilit¶es, d¶eriv¶ee de celle des ensembles °ous, a ¶et¶e intro duite par L.
Zadehdans[361],et ensuite¶et¶e d¶evelopp¶eepar plusieurschercheurs,en particulier D. Dubois
et H. Prade en France [120, 126].

4.3.1 N¶ecessit¶e et possibilit ¶e

Une mesurede possibilit¶e est une fonction ¦ de C dans [0; 1] telle que :

1. ¦( ; ) = 0,

2. ¦( S) = 1,

3. 8I ½ IN; 8A i µ S(i 2 I ); ¦( [ i 2 I A i ) = supi 2 I ¦( A i ).

Dans le cas ¯ni, une mesurede possibilit¶e est une mesure°oue. Elle correspond au cas
limite de l'¶equation 4.31, d¶eduite de la monotonie d'une mesure°oue.

Par dualit ¶e, une mesurede n¶ecessit¶e est d¶e¯nie comme une fonction N de C dans [0; 1]
telle que :

8A µ S; N (A) = 1 ¡ ¦( AC ): (4.53)

Cette dualit ¶e signi¯e que si un ¶ev¶enement est n¶ecessaire,son contraire est impossible.

Une mesurede n¶ecessit¶e v¶eri¯e les propri¶et¶essuivantes :

1. N (; ) = 0,

2. N (S) = 1,
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3. 8I ½ IN; 8A i µ S(i 2 I ); N (\ i 2 I A i ) = inf i 2 I N (A i ).

Inversement, de toute mesure satisfaisant ces propri¶et¶es, on peut d¶eduire une mesure de
possibilit¶e par dualit ¶e.

Les mesuresde possibilit¶e et de n¶ecessit¶e ont de plus les propri¶et¶essuivantes :
{ 8A µ S; max(¦( A); ¦( AC )) = 1, qui exprime le fait que l'un desdeux ensembles A et

AC est complµetement possible;
{ 8A µ S; min(N (A); N (AC )) = 0, qui exprime que deux ¶ev¶enements contraires ne

peuvent pas être simultan¶ement n¶ecessaires;
{ 8A µ S; ¦( A) ¸ N (A) (un ¶ev¶enement doit être possibleavant d'être n¶ecessaire);
{ 8A µ S; N (A) > 0 ) ¦( A) = 1 (puisqueN (A) > 0 ) ¦( AC ) < 1, et max(¦( A); ¦( AC )) =

1) ;
{ 8A µ S; ¦( A) < 1 ) N (A) = 0;
{ 8A µ S; N (A) + N (AC ) · 1 ;
{ 8A µ S; ¦( A) + ¦( AC ) ¸ 1.

Les deux derniµeres propri¶et¶es expriment la non additivit ¶e. La donn¶ee de ¦( A) n'est pas
su±sante pour d¶eterminer complµetement ¦( AC ), contraitement aux mesuresde probabilit ¶e.
L'incertitude attach¶ee µa un ¶ev¶enement est exprim¶ee par deux nombres, et non plus par un
seul.

4.3.2 Distribution de possibilit ¶e

Une distribution de possibilit¶e est une fonction ¼ de S dans [0; 1] avec la condition de
normalisation suivante :

sup
x2S

¼(x) = 1: (4.54)

Cette condition correspond µa unehypothµesedemondeferm¶e,danslequelau moinsun ¶el¶ement
de S est complµetement possible.Cette condition peut être relâch¶ee dans une hypothµesede
monde ouvert.

Dans le cas ¯ni, une distribution de possibilit¶e permet de construire une mesure de
possibilit¶e par la formule :

8A 2 C; ¦( A) = supf ¼(x); x 2 Ag: (4.55)

Inversement, une mesurede possibilit¶e induit une distribution de possibilit¶e :

8x 2 S; ¼(x) = ¦( f xg): (4.56)

Par dualit ¶e, une mesurede n¶ecessit¶e est d¶e¯nie µa partir d'une distribution de possibilit¶e
par :

8A 2 C; N (A) = 1 ¡ supf ¼(x); x =2 Ag = inf f 1 ¡ ¼(x); x 2 AC g: (4.57)

Dans le casnon normalis¶e, on n'a plus ¦( S) = 1 . De mêmeles propri¶et¶esN (A) > 0 )
¦( A) = 1 et ¦( A) < 1 ) N (A) = 0 ne sont plus satisfaites.

Cesd¶e¯nitions ont uneinterpr¶etation simplesi on considµerele problµemedela repr¶esentation
de la valeur prise par une variable. Alors S repr¶esente le domaine de variation de cette va-
riable. Une distribution de possibilit¶e sur S d¶ecrit les degr¶es avec lesquelsla variable peut
prendre chaquevaleur possible.C'est en fait l'ensemble °ou desvaleurs possiblespour cette
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variable. Le degr¶e d'appartenance de chaque valeur µa cet ensemble correspond au degr¶e de
possibilit¶e que la variable prenne cette valeur. Une distribution de possibilit¶e peut donc
repr¶esenter l'impr ¶ecisionattach¶eeµa la valeur exactede la variable. Typiquement, un nombre
°ou est une distribution de possibilit¶e d¶ecrivant les valeurs possiblesque peut prendre ce
nombre.

Consid¶erons par exemple un problµeme de classi¯cation en traitement d'images. Voici
quelquesexemples(non exhaustifs) de distributions de possibilit¶e.

{ Soit S l'ensemble desclasses.Une distribution de possibilit¶e sur S, d¶e¯nie pour chaque
objet µa classer(point, r¶egion, etc.), peut repr¶esenter les degr¶esavec lesquelscet objet
peut appartenir µa chacunedesclasses.

{ Soit S un espacede caract¶eristiques (par exemple l'¶echelle des niveaux de gris). Une
distribution de possibilit¶e sur S peut être d¶e¯nie pour chaque classeet repr¶esenter,
pour chaqueniveaude gris, la possibilit¶e pour que cette classeapparaissedans l'image
avec ce niveau de gris.

{ Soit S l'espacede l'image. Une distribution de possibilit¶e sur S peut être d¶e¯nie pour
chaque classe,et donner pour chaque point de l'image son degr¶e de possibilit¶e d'ap-
partenir µa cette classe.

Dans la d¶e¯nition pr¶esent¶eeici, nousavonstoujours consid¶er¶e la possibilit¶e et la n¶ecessit¶e
d'un sous-ensemble net de S. Maintenant, consid¶eronsun ensemble °ou ¹ de S (¹ 2 F ). La
notion de possibilit¶e doit alors être ¶etendue[361] :

¦( ¹ ) = sup
x2S

min(¹ (x); ¼(x)) : (4.58)

Cela correspond µa l'in terpr¶etation suivante : ¶etant donn¶e une distribution de possibilit¶e ¼sur
S, associ¶eeµa une variable X prenant sesvaleurs dans S, on veut ¶evaluer dans quelle mesure
< X est ¹ >. La possibilit¶e de ¹ combine donc le degr¶e avec lequel la variable X prend la
valeur x et le degr¶e d'appartenancede x µa l'ensemble °ou.

4.3.3 S¶emantique

Les fonctions d'appartenance et distributions de possibilit¶es peuvent avoir di®¶erentes
s¶emantiques, dont les principales sont :

{ une s¶emantique de degr¶e de similarit ¶e (notion de distance),
{ une s¶emantique de degr¶e de plausibilit ¶e qu'un objet dont on ne connâ³t qu'une des-

cription impr¶ecisesoit bien celui qu'on cherche µa identi¯er,
{ unes¶emantique dedegr¶edepr¶ef¶erence(une classe°oue estalors l'ensemble des< bons>

choix), cette interpr¶etation ¶etant alors proche de la notion de fonction d'utilit ¶e.
Cestrois typesde s¶emantiques sont utilis ¶esen traitement d'images.

4.4 Op¶erateurs

Aprµes les travaux initiaux de L. Zadeh [358], beaucoup d'op¶erateurs ont ¶et¶e propos¶es
dans la communaut¶e °oue, pour combiner desfonctions d'appartenanceou desdistributions
de possibilit¶es3. Ces op¶erateurs sont aussi appel¶es connecteurs,op¶erateurs de combinaison

3 Il faut noter que commeune distribution de possibilit ¶e et une fonction d'appartenance ont desexpressions
math¶ematiques similaires et qu'il existe des liens entre les deux, les op¶erateurs peuvent s'appliquer µa l'une ou
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ou d'agr¶egation. Les grandesclassesd'op¶erateurs sont d¶ecrites dans [124, 126, 133, 351, 36].
Parmi les principaux op¶erateurs on trouve en particulier les t-normes, les t-conormes [241,
299], les moyennes[350, 166], les sommessym¶etriques, et desop¶erateurs prenant en compte
des mesuresde con°it ou encorede ¯abilit ¶e des sources[129, 112]. Dans ce chapitre, nous
donnons les principales d¶e¯nitions. Les interpr¶etations en termes d'op¶erations ensemblistes
et de fusion d'informations seront reprisesdans les chapitres suivants.

Puisque la plupart des op¶erateurs agissent point par point (combinent les degr¶es d'ap-
partenanceou lesdegr¶esde possibilit¶esau mêmepoint de S), il est su±sant de lesd¶e¯nir sur
les valeurs que peuvent prendre les fonctions d'appartenanceou distributions de possibilit¶e.
Les op¶erateurssont donc d¶e¯nis commedesfonctions sur [0; 1] ou de [0; 1]£ [0; 1] dans [0; 1].
Dans ce qui suit, les lettres x, y, etc. d¶esignent les valeurs µa combiner, valeurs dans [0; 1]
repr¶esentant desdegr¶esd'appartenanceou de possibilit¶e.

4.4.1 Compl ¶ementation °oue

Une compl¶ementation °oue est une fonction c de [0; 1] dans [0; 1] telle que :

1. c(0) = 1,

2. c(1) = 0,

3. c est involutiv e : 8x 2 [0; 1]; c(c(x)) = x,

4. c est strictement d¶ecroissante.

L'exemple le plus simple est celui intro duit dans la section 4.1 :

8x 2 [0; 1]; c(x) = 1 ¡ x: (4.59)

Commeil est di±cile de construire directement desfonctions involutiv es,il est int¶eressant
delescaract¶eriserpar uneformeg¶en¶eraledeconstruction plus simple.Ainsi, lescompl¶ementations
continuesont la forme g¶en¶erale suivante :

8x 2 [0; 1]; c(x) = ' ¡ 1[1 ¡ ' (x)]; (4.60)

avec ' : [0; 1] ! [0; 1], telle que
{ ' (0) = 0,
{ ' (1) = 1,
{ ' est strictement croissante.

Il existedemultiples fonctions ' v¶eri¯an t cespropri¶et¶eset il est facile d'en exhiber. L'exemple
le plus simple est :

8x 2 [0; 1]; ' (x) = xn ; (4.61)

qui permet de construire la compl¶ementation

8x 2 [0; 1]; c(x) = (1 ¡ xn )1=n: (4.62)

On retrouve la forme la plus utilis ¶eec(x) = 1¡ x, obtenue pour n = 1. Plus n augmente (pour
n > 1) ou diminue (pour n < 1), plus la forme obtenue devient binaire. Dans le premier cas,
la plupart desvaleurs, sauf cellesprochesde 1, ont un compl¶ementaire proche de 1, et dans

µa l'autre. Cependant, elles ont des origines, signi¯cations et s¶emantiques di®¶erentes, ce qui ne doit pas être
n¶eglig¶e.
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le secondcas,la plupart desvaleurs, sauf cellesprochesde 0, ont un compl¶ementaire proche
de 0.

Si, pour un r¶eel a dans ]0; 1], ' prend la forme suivante :

8x 2 [0; 1]; ' (x) =
ax

(1 ¡ a)x + 1
; (4.63)

alors la compl¶ementation correspondante est :

8x 2 [0; 1]; c(x) =
1 ¡ x

1 + a2x
: (4.64)

Donnonsun autre exemple,d¶ependant de quatre paramµetresa, b, c et n tels que 0 · a <
b < c · 1 :

8x 2 [0; 1]; c(x) =

8
>>><

>>>:

1 si 0 · x · a
1 ¡ 1

2 [ x¡ a
b¡ a ]n si a · x · b

1
2 [ c¡ x

c¡ b ]n si b · x · c
0 si c · x · 1

(4.65)

Quelquesexemplessont illustr ¶essur la ¯gure 4.2.

1-x

(1-x^2)^0.5

(1-x^4)^0.25

(1-x^0.5)^2

(1-x^0.25)^4

(1-x)/(1+3x)

b = 0.6
a = 0.3

c = 0.9
n = 2

Fig. 4.2 { Quelquesexemplesde compl¶ementation °oue.

4.4.2 Normes et conormes triangulaires

Dans le contexte de la g¶eom¶etrie stochastique ([241, 299]), une norme triangulaire ou
t-norme est une fonction t : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] telle que :

1. t est commutativ e : 8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = t(y; x) ;

2. t est associative : 8(x; y; z) 2 [0; 1]3; t[t(x; y); z] = t[x; t(y; z)] ;

3. 1 est ¶el¶ement neutre : 8x 2 [0; 1]; t(x; 1) = t(1; x) = x ;
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4. t est croissante par rapport aux deux variables :

8(x; x0; y; y0) 2 [0; 1]4; (x · x0 et y · y0) ) t(x; y) · t(x0; y0):

De plus, on a : t(0; 1) = t(0; 0) = t(1; 0) = 0, t(1; 1) = 1, et 0 est ¶el¶ement absorbant
(8x 2 [0; 1]; t(x; 0) = 0).

Une propri¶et¶e de continuit ¶e est souvent ajout¶eeµa cet ensemble de propri¶et¶es.

Les op¶erateurs min(x; y), xy, max(0; x + y ¡ 1) sont des exemplesde t-normes, de loin
les plus usit¶ees.

Les t-normes g¶en¶eralisent la notion d'in tersection aux ensembles °ous ainsi que le < et >
logique.

Il est facile de montrer le r¶esultat suivant : pour toute t-norme t, on a :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) · min(x; y): (4.66)

Cela montre que le < min > est la plus grande t-norme et que tout t-norme a donc un
comportement conjonctif.

µA l'oppos¶e, toute t-norme est toujours plus grandeque t0, qui est la plus petite t-norme,
d¶e¯nie par :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t0(x; y) =

8
><

>:

x si y = 1
y si x = 1
0 sinon

(4.67)

De plus, les t-normes mentionn¶eesplus haut v¶eri¯ent 4 :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t0(x; y) · max(0; x + y ¡ 1) · xy · min(x; y): (4.68)

Desformesparam¶etriques permettent desvariations entre certains de cesop¶erateurs.Par
exemple,la t-norme d¶e¯nie dans [347] par :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = 1 ¡ min[1; [(1 ¡ x)p + (1 ¡ y)p]1=p] (4.69)

varie de la t-norme de Lukasiewiczmax(0; x + y ¡ 1) pour p = 1 au min pour p = + 1 .

Des exemplesde t-normes sont illustr ¶esdans la ¯gure 4.3.

µA partir d'une t-norme t et d'une compl¶ementation c, un autre op¶erateur T appel¶e t-
conormepeut être d¶e¯ni par dualit ¶e :

8(x; y) 2 [0; 1]2; T(x; y) = c[t(c(x); c(u)]: (4.70)

Une t-conorme est donc une fonction T : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] telle que :

1. T est commutativ e : 8(x; y) 2 [0; 1]2; T(x; y) = T(y; x) ;

2. T est associative : 8(x; y; z) 2 [0; 1]3; T [T(x; y); z] = T[x; T(y; z)] ;

3. 0 est ¶el¶ement neutre : 8x 2 [0; 1]; T(x; 0) = T(0; x) = x ;
4Notons cependant qu'il n'y pas d'ordre total sur l'ensemble de toutes les t-normes
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Fig. 4.3 { Quatre exemplesde t-normes. Premiµere ligne : t0 (plus petite t-norme) et t-norme
de Lukasiewicz.Secondeligne : produit et minimum (plus grande t-norme).

4. T est croissante par rapport aux deux variables :

8(x; x0; y; y0) 2 [0; 1]4; (x · x0 et y · y0) ) T(x; y) · T(x0; y0):

De plus, on a : T(0; 1) = T(1; 1) = T(1; 0) = 1, T(0; 0) = 0, et 1 est ¶el¶ement absorbant
(8x 2 [0; 1]; T(x; 1) = 1).

Les exempleslesplus classiquesde t-conormessont : max(x; y), x + y ¡ xy, min(1; x + y).

Lest-conormesg¶en¶eralisent aux ensembles°ous la notion der¶eunionou de< ou > logique.

Pour toute t-conorme, on a;

8(x; y) 2 [0; 1]2; T(x; y) ¸ max(x; y): (4.71)

Cela montre que le < max > est la plus petite t-conorme et que toute t-conorme a un
comportement disjonctif.

µA l'oppos¶e, toute t-conorme est plus petite que T0, qui est la plus grande t-conorme,
d¶e¯nie par :

8(x; y) 2 [0; 1]2; T0(x; y) =

8
><

>:

x si y = 0
y si x = 0
1 sinon

(4.72)
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De plus, on a les in¶egalit¶essuivantes entre les t-conormesles plus classiques5 :

8(x; y) 2 [0; 1]2; T0(x; y) ¸ min(1; x + y) ¸ x + y ¡ xy ¸ max(x; y): (4.73)

Des exemplesde t-conormessont montr ¶essur la ¯gure 4.4.

Fig. 4.4 { Quatre exemplesde t-conormes. Premirµere ligne : T0 (plus grande t-conorme)
et t-conorme de Lukasiewicz. Secondeligne : somme alg¶ebrique et maximum (plus petite
t-conorme).

Voici quelquesautres propri¶et¶esutiles de cesop¶erateurs :
{ toute t-norme ou t-conorme est distributiv e par rapport au min et au max, et on a

donc des¶egalit¶esdu type :

8(x; y; z) 2 [0; 1]3; t[x; min(y; z)] = min[t(x; y); t(x; z)]; (4.74)

{ les seulest-normes et t-conormesqui sont mutuellement distributiv essont le min et le
max ;

{ la seulet-norme idempotente est le min, et la seulet-conorme idempotente est le max ;
{ µa partir de toute t-norme t et de toute fonction continue strictement croissante h de

[0; 1] dans [0; 1] telle que h(0) = 0 et h(1) = 1, on peut construire une autre t-norme t0

5Lµa encore, il n'existe pas d'ordre total sur l'ensemble de toutes les t-conormes.
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par la formule [298] :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t0(x; y) = h¡ 1[t(h(x); h(y))] : (4.75)

Cela donne un moyen de g¶en¶erer desfamilles de t-normes µa partir d'un exemple.

Il existe desformesg¶en¶eriquespour dest-normes et dest-conormesayant despropri¶et¶es
particuli µeres [124], dont nous d¶etaillons maintenant les deux familles les plus utiles : les
t-normes et t-conormesarchim¶edienneset nilpotentes.

Une t-norme archim¶ediennestrictement monotone t v¶eri¯e :

8x 2 [0; 1]; t(x; x) < x; (4.76)

et
8(x; y; y0) 2 [0; 1]3; y < y0 ) t(x; y) < t(x; y0): (4.77)

De même,une t-conorme archim¶ediennestrictement monotone T v¶eri¯e les deux propri¶et¶es
suivantes :

8x 2 [0; 1]; T(x; x) > x; (4.78)

8(x; y; y0) 2 [0; 1]3; y < y0 ) T(x; y) < T(x; y0): (4.79)

Tout t-norme archim¶ediennestrictement monotone t peut être exprim¶ee sous la forme
suivante :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = f ¡ 1[f (x) + f (y)]; (4.80)

oµu f , appel¶ee fonction g¶en¶eratrice, est une bijection continue et d¶ecroissante de [0; 1] dans
[0; + 1 ] telle que f (0) = + 1 et f (1) = 0.

Les t-conormesassoci¶eesont la forme suivante :

8(x; y) 2 [0; 1]2; T(x; y) = ' ¡ 1[' (x) + ' (y)]; (4.81)

oµu la fonction g¶en¶eratrice ' est une bijection continue et croissante de [0; 1] dans [0; + 1 ]
telle que ' (0) = 0 et ' (1) = + 1 .

De telles t-normes et t-conormes ne satisfont jamais les lois de non-contradiction et du
tiers-exclu. Ces lois s'expriment par :

8x 2 [0; 1]; t[x; c(x)] = 0; (4.82)

et
8x 2 [0; 1]; T[x; c(x)] = 1: (4.83)

Ces deux ¶equations ne sont en g¶en¶eral par v¶eri¯ ¶ees par les t-normes et t-conormes ar-
chim¶ediennesstrictement monotones.

Toute t-norme (ou t-conorme) archim¶ediennestrictement monotonepeut ¶egalement être
d¶e¯nie µa partir de g¶en¶erateurs multiplicatifs, par ¶equivalenceavec les g¶en¶erateurs additifs
[81] :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = h¡ 1[h(x)h(y)]; (4.84)

oµu h est une fonction strictement croissante de [0; 1] dans[0; 1] telle queh(0) = 0 et h(1) = 1.
L'¶equivalenceavec la forme additiv e est obtenue simplement en posant :

h = e¡ f (4.85)
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oµu f est une fonction g¶en¶eratrice additiv e.

Les t-norme et t-conorme lesplus courantes danscette classesont le produit et la somme
alg¶ebrique :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = xy; T(x; y) = x + y ¡ xy: (4.86)

Les seulest-normes rationnelles de cette classesont les t-normes de Hamacher d¶e¯nies
par [172] :

8(x; y) 2 [0; 1]2;
xy

° + (1 ¡ ° )(x + y ¡ xy)
; (4.87)

oµu ° est un paramµetre positif (pour ° = 1 on retrouve le produit). Elles sont illustr ¶eessur
la ¯gure 4.5.

Fig. 4.5 { Deux exemplesde t-normes de Hamacher, pour ° = 0 (µa gauche) et ° = 0:4 (µa
droite).

Une autre famille param¶etrique de celle classeest constitu¶ee des fonctions de Frank,
d¶e¯nies par [144] :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = logs[1 +
(sx ¡ 1)(sy ¡ 1)

s ¡ 1
]; (4.88)

oµu s est un paramµetre strictement positif. Cest-normes et leurs t-conormesdualessatisfont
l'¶egalit¶e remarquablesuivante (et cesont lesseulest-normes et t-conormesqui satisfont cette
relation) :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) + T(x; y) = x + y: (4.89)

Des exemplesde t-normes de Frank sont montr ¶es dans la ¯gure 4.6. Si s est petit et tend
vers0, la t-norme tend vers le minimum. Si s tend vers+ 1 , la t-norme tend vers la t-norme
de Lukasiewicz.Si s = 1, on retrouve le produit.

La deuxiµemefamille utile de t-normes et t-conormesest constitu¶eedesop¶erateurs nilpo-
tents, qui ont la forme g¶en¶erale suivante :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = f ¤[f (x) + f (y)]; (4.90)
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Fig. 4.6 { Quatre exemplesde t-normes de Frank. Premiµere ligne : s = 0:1 et s = 2. Seconde
ligne : s = 10 et s = 1000.

oµu f est une bijection d¶ecroissante de [0,1] dans [0,1], telle que f (0) = 1, f (1) = 0, et
f ¤(x) = f ¡ 1(x) si x 2 [0; 1], avec f ¤(x) = 0 si x ¸ 1. La forme g¶en¶erale des t-conormes
nilpotentes en est d¶eduite par dualit ¶e.

Cesop¶erateurs satisfont les lois du tiers-exclu et de non-contradiction.

Les t-norme et t-conorme les plus courantes dans cette classesont les op¶erateurs de
Lukasiewicz:

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) = max(0; x + y ¡ 1); T(x; y) = min(1; x + y): (4.91)

Des exemplesde fonctions g¶en¶eratrices f ont ¶et¶e propos¶eespar Schweizer et Sklar [298]
ou encorepar Yager [347].

Des op¶erateurs combinant t-normes et t-conormes ont ¶et¶e propos¶es, par exemple dans
[366] :

8(x; y) 2 [0; 1]2; C° (x; y) = t(x; y)1¡ ° T(x; y)° ; (4.92)

oµu ° est un paramµetre dans [0; 1].
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4.4.3 Op¶erateurs de moyenne

Un op¶erateur de moyenneest une fonction m : [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] telle que :

1. le r¶esultat de la combinaison est toujours compris entre le min et le max : 8(x; y) 2
[0; 1]2; min(x; y) · m(x; y) · max(x; y), mais m 6= min et m 6= max ;

2. m est commutativ e;

3. m est croissante par rapport aux deux variables :

8(x; x0; y; y0) 2 [0; 1]4; (x · x0 and y · y0) ) m(x; y) · m(x0; y0):

La premiµere propri¶et¶e entra ³̂ne que m est toujours une op¶eration idempotente :

8x 2 [0; 1]; m(x; x) = x:

Cesop¶erateursnesont eng¶en¶eral pasassociatifs. Lesseulesqui le soient sont lesm¶edianes,
oµu m(x; y) est la valeur m¶edianede x, y et un paramµetre ® dans [0; 1] :

8(x; y) 2 [0; 1]2; m(x; y) = med(x; y; ®) =

8
><

>:

x si y · x · ® ou ® · x · y
y si x · y · ® ou ® · y · x
® si y · ® · x ou x · ® · y

(4.93)

La ¯gure 4.7 illustre quelquesop¶erateurs de m¶ediane.

Une propri¶et¶e plus faible que l'associativit ¶e est la bissym¶etrie :

8(x; y; z; t) 2 [0; 1]4; m[m(x; y); m(z; t)] = m[m(x; z); m(y; t)]: (4.94)

Les moyennesqui v¶eri¯ent cette propri¶et¶e, qui sont continueset strictement croissantes ont
la forme g¶en¶erale suivante :

8(x; y) 2 [0; 1]2; m(x; y) = k¡ 1[
k(x) + k(y)

2
]; (4.95)

oµu k est une fonction continue strictement croissante de [0; 1] dans [0; 1]. La fonction k peut
s'interpr¶eter commeun changement d'¶echelleou dedynamiquedesvaleursµa combiner. Celles-
ci, une fois transform¶eespar k, sont alors combin¶eespar une simple moyennearithm¶etique,
puis on ramµenele r¶esultat µa l'¶echelle initiale.

Les moyennesles plus classiquessont obtenuespour desfonctions k du type :

8x 2 [0; 1]; k(x) = x®;

avec ® 2 IR. La moyennearithm¶etique x+ y
2 est obtenue pour ® = 1, la moyennequadratiqueq

x2+ y2

2 pour ® = 2, la moyenne harmonique 2xy
x+ y pour ® = ¡ 1, la moyenne g¶eom¶etrique

p
xy pour ® = 0. A la limite, quand ® tend vers ¡1 ou + 1 , m tend vers le min ou le max.

La table 4.1 regroupe cesr¶esultats.

La ¯gure 4.8 montre quelquesexemplesde moyennes.

On trouve ¶egalement dans la classedesop¶erateurs de moyenneles moyennespond¶er¶ees,
les OWA (< ordered weighted average>) [350] et les int¶egrales°oues [166].
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Fig. 4.7 { Trois exemplesde m¶edianes,pour ® ¶egal µa 0.1, 0.5 et 0.8 respectivement.

® m(x; y) commentaire
¡1 min(x; y) valeur limite
¡ 1 2xy

x+ y moyenneharmonique
0 (xy)¡ 1=2 moyenneg¶eom¶etrique

+1 x+ y
2 moyennearithm¶etique

+2
q

x2+ y2

2 moyennequadratique
+ 1 max(x; y) valeur limite

Tab. 4.1 { Exemplesde moyennesbisym¶etriques, continueset strictement croissantes. Pour
la moyenneharmonique, on posepar convention m(0; 0) = 0.

Dans lesOWA, lespoids sont d¶e¯nis par le rang desvaleursµa combiner. Soient a1; a2; :::an

cesvaleurs. Elles sont ordonn¶eesen une suite aj 1 ; aj 2 ; :::aj n telle que :

aj 1 · aj 2 · ::: · aj n :

Alors, pour un ensemble de poids wi v¶eri¯an t :
nX

i =1

wi = 1; 8i; 1 · i · n; wi 2 [0; 1];
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Fig. 4.8 { Quatre exemplesd'op¶erateursde moyenne.Premiµereligne : moyennesharmonique
et g¶eom¶etrique. Secondeligne : moyennesarithm¶etique et quadratique.

l'op¶erateur OWA est d¶e¯ni par l'expression :

OWA(a1; a2; :::; an ) =
nX

i =1

wi aj i : (4.96)

On peut ¶egalement consid¶erer quesetrouvent danscette classed'op¶erateurslesint¶egrales
°oues [166]. En e®et, les int¶egralesde Choquet et de Sugenosont idempotentes, continues,
croissantes,et comprisesentre le minimum et le maximum. On y trouvecommecasparticulier
les statistiques d'ordre, et donc le minimum, le maximum et la m¶ediane. Les int¶egralesde
Choquet d¶e¯nies par rapport µa une mesure additiv e ¹ sont ¶equivalentes µa une moyenne
arithm¶etique pond¶er¶ee,danslaquelle lespoidswi a®ect¶esaux valeursx i sont ¶egauxµa ¹ (f x i g).

Les OWA peuvent aussi être vus commeune classeparticuli µere d'in t¶egralesde Choquet,
oµu la mesure°oue est d¶e¯nie par :

8A; jAj = i; ¹ (A) =
i ¡ 1X

j =0

wn¡ j :
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Inversement, toute int¶egralede Choquet commutativ e est telle que ¹ (A) ne d¶epend que de
jAj et est ¶egaleµa un OWA dont les poids sont donn¶espar :

w1 = 1 ¡
nX

i =2

wi ;

8i ¸ 2; wi = ¹ (An¡ i +1 ) ¡ ¹ (An¡ i );

oµu A i d¶esignetout sous-ensemble tel que jA i j = i .

Une ¶etude plus d¶etaill¶ee des propri¶et¶es de tels op¶eratuers peut être trouv¶ee dans [167,
166].

4.4.4 Sommes sym¶etriques

Les sommessym¶etriques sont d¶e¯nies par une propri¶et¶e d'auto-dualit ¶e, qui correspond µa
l'in variance du r¶esultat de l'op¶eration par inversion de l'¶echelle desvaleurs µa combiner. Plus
pr¶ecis¶ement, une sommesym¶etrique est une fonction ¾: [0; 1] £ [0; 1] ! [0; 1] telle que :

1. ¾(0; 0) = 0;

2. ¾est commutativ e;

3. ¾est croissante par rapport aux deux variables;

4. ¾est continue;

5. ¾est auto-duale : 8(x; y) 2 [0; 1]2; ¾(x; y) = 1 ¡ ¾(1 ¡ x; 1 ¡ y).

Notons que l'auto-dualit ¶e s'opposeµa la dualit ¶e mentionn¶ee entre les t-normes et les t-
conormes.Pour cesop¶erateurs, inverserl'¶echelle entra ³̂nele changement de type d'op¶erateur.
Ici, l' ¶echelledesvaleurspeut être invers¶eesanschangerla maniµerede lescombiner. Cette pro-
pri¶et¶e a ¶et¶e utilis ¶eeen particulier pour la combinaison de jugements d'experts. Elle pourrait
¶egalement être exprim¶eeavec d'autres compl¶ementations.

De cespropri¶et¶esde base,on d¶eduit que :
{ ¾(1; 1) = 1,
{ 8x 2]0; 1[; ¾(x; 1 ¡ x) = 1

2 ,
{ la seulesommesym¶etrique qui soit µa la fois associative et une moyenneest la m¶ediane

de paramµetre 1
2 .

La forme g¶en¶erale dessommessym¶etriques est donn¶eepar :

¾(x; y) =
g(x; y)

g(x; y) + g(1 ¡ x; 1 ¡ y)
; (4.97)

oµu g est une fonction de [0; 1] £ [0; 1] dans [0; 1], croissante, positive, continue telle que
g(0; 0) = 0. Typiquement on peut prendre pour g une t-norme ou une t-conorme continue.

Si 8x 2 [0; 1]; g(0; x) = 0, ¾(0; 1) n'est pas d¶e¯ni, sinon ¾(0; 1) = 1
2 .

La formeg¶en¶eraledessommessym¶etriquesassociatives,strictement croissantesestdonn¶ee
par :

8(x; y) 2 [0; 1]2; ¾(x; y) = Ã¡ 1[Ã(x) + Ã(y)]; (4.98)

oµu Ã est une fonction strictement monotone telle que Ã(0) et Ã(1) sont non born¶eset 8x 2
[0; 1]; Ã(1¡ x)+ Ã(x) = 0. On en d¶eduit que0 et 1 sont ¶el¶ements neutres,et que 1

2 est¶el¶ement
absorbant.
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Quelquesexemplestypiquesde sommessym¶etriques sont donn¶eesdans la table 4.2. Elles
sont obtenuesen prenant diversest-normes et t-conormescommefonction g¶en¶eratrice g.

g(x; y) ¾(x; y) propri¶et¶e

xy ¾0(x; y) = xy
1¡ x¡ y+2 xy associative

x + y ¡ xy ¾+ (x; y) = x+ y¡ xy
1+ x+ y¡ 2xy non associative

min(x; y) ¾min (x; y) = min (x;y )
1¡j x¡ yj moyenne

max(x; y) ¾max (x; y) = max(x;y )
1+ jx¡ yj moyenne

Tab. 4.2 { Exemplesde sommessym¶etriques, d¶e¯nies µa partir de t-normes et de t-conormes.
Pour ¾0, on posepar convention ¾0(0; 1) = ¾0(1; 0) = 0, et pour ¾min , on pose¾min (0; 1) =
¾min (1; 0) = 0.

Cesop¶erations sont ordonn¶eesde deux maniµeressuivant les valeurs µa combiner :

8(x; y) 2 [0; 1]2; x + y · 1 ) ¾0(x; y) · ¾min (x; y) · ¾max (x; y) · ¾+ (x; y); (4.99)

8(x; y) 2 [0; 1]2; x + y ¸ 1 ) ¾0(x; y) ¸ ¾min (x; y) ¸ ¾max (x; y) ¸ ¾+ (x; y): (4.100)

Les quatre exemplesde la table 4.2 sont illustr ¶es¯gure 4.9.

4.4.5 Op¶erateurs adaptatifs

Il existe dans la litt ¶erature beaucoupd'autres op¶erateurs, que nous ne d¶ecrivons pas ici.
Mentionnons seulement lesop¶erateursadaptatifs en fonction du con°it entre desdistributions
de possibilit¶e [129],qui secomportent commeun min si lesdistributions sont consonantes, et
commeun max si ellespr¶esentent un fort con°it. Soient ¼1 et ¼2 deux distributions de possi-
bilit ¶e que l'on souhaitecombiner en une distribution globale¼0. Elles peuvent repr¶esenter par
exemplel'impr ¶ecisionsur une variable estim¶eede deux maniµeresdi®¶erentes, et on souhaite
en d¶eduire une estimation globale. Soit 1 ¡ h(¼1; ¼2) une mesuredu con°it entre les deux
distributions, et t une t-norme. Voici quelquesexemplesde formules possiblespour ¼0 :

¼0(s) = max
·

t[¼1(s); ¼2(s)]
h(¼1; ¼2)

; 1 ¡ h(¼1; ¼2)
¸

; (4.101)

¼0(s) = min
·
1;

t[¼1(s); ¼2(s)]
h(¼1; ¼2)

+ 1 ¡ h(¼1; ¼2)
¸

; (4.102)

¼0(s) = t[¼1(s); ¼2(s)] + 1 ¡ h(¼1; ¼2); (4.103)

¼0(s) = max
·

min(¼1; ¼2)
h

; min[max(¼1; ¼2); 1 ¡ h]
¸

: (4.104)

Dans [129], la mesurede con°it propos¶eeest d¶e¯nie par 1 ¡ h avec :

h = sup
s

t[¼1(s); ¼2(s)]: (4.105)

La derniµereformule (¶equation 4.104)est illustr ¶eesur la ¯gure 4.10pour deux distributions
de possibilit¶e avec un con°it croissant.

Nous reviendrons sur ce type d'op¶erateurs dans le chapitre 8.
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Fig. 4.9 { Quatre exemplesde sommessym¶etriques. Premiµere ligne : ¾0 et ¾+ . Seconde
ligne : ¾min et ¾max .

4.5 Variables linguistiques

Il arrive souvent que les repr¶esentations num¶eriquesne soient pas adapt¶eespour d¶ecrire
une situation. Par exemple, si une variable a un grand domaine de variation, il peut être
di±cile d'a®ecterune valeur pr¶eciseµa chaque situation sp¶eci¯que et on pr¶ef¶erera alors uti-
liser des termes plus qualitatifs issus du langage naturel pour regrouper plus ou moins
grossiµerement des sous-ensembles typiques de situations int¶eressantes. Par exemple, pour
d¶ecrire la taille d'un objet, il peut être plus facile et appropri¶e d'utiliser seulement quelques
termes de fronti µeressouples,tels que petit, moyen, grand. Cela correspond µa une certaine
granularit ¶e de l'information. Selon [363], le concept de < granule > est le point de d¶epart
des th¶eoriesde < calcul avec des mots > (computing with words). Zadeh d¶e¯nit un granule
comme a fuzzy set of points having the form of a clump of elementsdrawn together by si-
milarity [363]. Un mot est alors une ¶etiquette de granule. Pour faire du calcul avec de telles
repr¶esentations, desoutils sp¶eci¯ques doivent être d¶evelopp¶es.Le domaine du raisonnement
approximatif en b¶en¶e¯cie particuli µerement.

Ces types de repr¶esentations sont appel¶es variables linguistiques. Ce sont des variables
dont les valeurs sont des mots, des groupes de mots ou des phrases[360]. Leur int¶er̂et est
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Fig. 4.10 { Exemple d'op¶erateurs adaptatifs variant du min au max lorsque le con°it entre
les deux distributions augmente.

essentiellement que les caract¶erisations linguistiques peuvent être moins sp¶eci¯ques que les
caract¶erisations num¶eriques, et n¶ecessitent donc moins d'information pour être utilis ¶eeset
manipul¶eesdans dessystµemesde raisonnement.

4.5.1 D¶e¯nition

Formellement, une variable linguistique est d¶e¯nie par un quintuplet (x; T(x); S; G; M )
oµu x est le nom de la variable, T(x) l'ensemble des valeurs de x (appel¶eestermes), S est
le domaine ou univers sur lequel les valeurs de la variable sont d¶e¯nies, G est une rµegle
syntaxique permettant de g¶en¶erer le nom X de chaque valeur de x, et M est une rµegle
s¶emantique, M (X ) ¶etant l'ensemble °ou d¶e¯ni sur S repr¶esentant la signi¯cation de X [360,
120, 365].

Cette d¶e¯nition repr¶esente une conversion symbolique-num¶erique, et ¶etablit des liens
entre le langageet les ¶echellesnum¶eriques.

4.5.2 Exemple de variable linguistique

Consid¶eronsl'exemple de la taille d'un objet. En termesnum¶eriques,cette taille peut être
exprim¶eepar une valeur variant dansun domaineS (t ypiquement S est un sous-ensemble de
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IR+ ). En termeslinguistiques, la taille peut être exprim¶eeµa l'aide de quelquestermestels que
tr µespetit, petit, moyen, grand, tr µesgrand, etc. La s¶emantique de cestermes est d¶e¯nie par
desensembles °ous sur S. La ¯gure 4.11 illustre la notion de variable linguistique < taille >.

size

{very small, small, medium, large, very large}

M

S

membership
functions

semantic rules

linguistic variable

syntactic rules

terms

Fig. 4.11 { Illustration de la variable linguistique < taille >, de sestermes et desensembles
°ous associ¶es.Les°µechesallant de la variable linguistique µa l'ensemble de termesrepr¶esentent
les rµeglessyntaxiques. Le deuxiµemeensemble de °µechesrepr¶esente les rµegless¶emantiques et
traduisent les termes en fonctions d'appartenance.

4.5.3 Mo di¯cateurs

La signi¯cation d'un terme d'une variable linguistique peut être modul¶eepar desop¶erateurs
appel¶esmodi¯cateurs. Si A est un ensemble °ou, alors le modi¯cateur h permet de construire
un terme compos¶e h(A) qui est un ensemble °ou sur le mêmeunivers S. Les op¶erateurs les
plus courants sont les suivants :

{ normalisation :

¹ nor m(A) (u) =
¹ A (u)

supv2S ¹ A (v)
;

oµu ¹ A d¶esignela fonction d'appartenanceµa A et u une valeur quelconquedans S ;
{ concentration : ¹ con(A) (u) = [¹ A (u)]2 ;
{ dilatation 6 : ¹ dil (A ) (u) = [¹ A (u)]0:5 ;
{ rehaussement de contraste :

¹ int (A ) (u) =

(
2[¹ A (u)]2 si ¹ A (u) 2 [0; 0:5]
1 ¡ 2[1¡ ¹ A (u)]2 sinon:

Ces fonctions sont illustr ¶eesdans la ¯gure 4.12, pour une fonction d'appartenance simple,
de forme triangulaire.

Des modi¯cateurs typiques construits µa partir de cesop¶erateurs sont [120] :
{ very A = con(A),

6Atten tion, ce n'est pas une dilatation au sensmorphologique.
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Initial fuzzy set

concentration

dilation

contrast intensification

Fig. 4.12 { Illustration de quelquesop¶erations utilis ¶eesdans la d¶e¯nition desmodi¯cateurs,
sur un ensemble °ou de forme triangulaire. En pointill ¶es : concentration, en tiret ¶es : dilata-
tion, en pointill ¶es-tiret¶es: rehaussement de contraste.

{ more or lessA = dil (A),
{ plus A = A1:25,
{ slightl y A = int [norm(plus A and not(very A))] oµu < and > et < not > sont d¶e¯nis

par une t-norme et une compl¶ementation respectivement.
µA titre anecdotique,mentionnons une explication du nombre d'or, propos¶ee dans [198]

comme application des modi¯cateurs. L'id ¶ee d¶evelopp¶ee par l'auteur est que le fait qu'une
chosesoit consid¶er¶eecommeplaisante d¶epend de l'optim um d'une variable. Par exemple,si
quelqu'un met un peu de parfum, cela pourra être per»cu commeplaisant. Mais un excµesde
parfum ne sentira pastr µesbon. Dans cet exemplecommedansbeaucoupd'autres, il apparâ³t
que le degr¶e x avec lequel quelque choseest plaisant suit la rµegle suivante : s'il augmente
trop, l'e®et contraire seraobtenu. L'expressionde cette rµegleen termes linguistiques donne :

very(x) = not(x)

Comme very(x) est formalis¶e par x2 et not(x) par 1 ¡ x, on trouve que x doit satisfaire
l'¶equation :

x2 = 1 ¡ x

dont la solution est le nombre d'or
p

5¡ 1
2 !

4.6 Relations °oues

Le conceptde relation a ¶et¶e¶etendu au °ou dans[358,359]pour mod¶eliser les interactions
entre des¶el¶ements. Cette extensionenrichit la th¶eoriedesensembles°ous d'outils comparatifs
et structurels, ce qui est important pour les applications en interpr¶etation d'images.
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4.6.1 D¶e¯nitions

Soit S1 et S2 deux univers. Une relation °oue R sur S1 £ S2 est un ensemble °ou sur
S1 £ S2 :

R = f ((u1; u2); ¹ R (u1; u2)) j(u1; u2) 2 S1 £ S2g: (4.106)

Cette d¶e¯nition de relation binaire s'¶etend directement µa desrelations n-aires.

Soient ¹ 1 et ¹ 2 deux ensembles °ous d¶e¯nis respectivement sur S1 et S2. Une relation
°oue sur ¹ 1 £ ¹ 2 est d¶e¯nie commeun ensemble °ou sur S1 £ S2 tel que :

8(u1; u2) 2 S1 £ S2; ¹ R (u1; u2) · min[¹ 1(u1); ¹ 2(u2)]: (4.107)

La projection d'une relation °oue R sur S1 est d¶e¯nie commeun sous-ensemble °ou de
S1 par :

proj [R; S1] = f (u1; sup
u22S 2

¹ R (u1; u2)) ju1 2 S1g: (4.108)

La projection sur S2 est d¶e¯nie de maniµere similaire.

Dans le casde relations n-aires, d¶e¯nies sur S1 £ ::: £ Sn , la projection peut être d¶e¯nie
sur un espaceproduit de certains desSi , commeune relation °oue sur cet espaceproduit.

L'extension cylindrique d'une relation °oue sur un espaceproduit Si 1 £ ::: £ Si k , oµu
f i 1:::i kg µ f 1:::ng, est d¶e¯nie commela < plus grande > relation °oue sur S1 £ ::: £ Sn :

c(R) = f ((u1; :::; un ); ¹ R (ui 1 ; :::; ui k )) j(u1; :::; un ) 2 S1 £ ::: £ Sng: (4.109)

Une relation °oue est appel¶eerestriction °oue si elle repr¶esente une contrain te ¶elastique
sur les valeurs (dans S1 £ S2) qui peuvent être a®ect¶eesµa une variable v d¶e¯nie sur S1 £ S2.

4.6.2 Propri ¶et¶es d'une relation °oue

Les propri¶et¶es des relations peuvent en g¶en¶eral être ¶etenduesde plusieurs maniµeresau
cas°ou. Nous pr¶esentons ici les plus courantes, pour une relation binaire sur S £ S.

R¶e°exivit ¶e

Une relation °oue R dans S £ S est r¶e°exive si [359] :

8x 2 S; ¹ R (x; x) = 1: (4.110)

Elle est " -r¶e°exive si [354] :

8x 2 S; ¹ R (x; x) ¸ ": (4.111)

Elle est faiblement r¶e°exive si [354] :

8x 2 S; 8y 2 S; ¹ R (x; x) ¸ ¹ R (x; y): (4.112)
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Sym ¶etrie et anti-sym ¶etrie

Une relation °oue R dans S £ S est sym¶etrique si :

8x 2 S; 8y 2 S; ¹ R (x; y) = ¹ R (y; x): (4.113)

Une relation °oue R dans S £ S est anti-sym¶etrique [189] si :

8x 2 S; 8y 2 S; x 6= y )

(
soit ¹ R (x; y) 6= ¹ R (y; x)
soit ¹ R (x; y) = ¹ R (y; x) = 0

(4.114)

Une relation °oue R dans S £ S est parfaitement anti-sym¶etrique [359] si :

8x 2 S; 8y 2 S; x 6= y et ¹ R (x; y) > 0 ) ¹ R (y; x) = 0: (4.115)

Lesdeuxd¶e¯nitions del'anti-sym¶etrie sont li¶eespar l'implication suivante : l'anti-sym¶etrie
parfaite implique l'anti-sym¶etrie.

Transitivit ¶e

La transitivit ¶e exprime que la relation directe entre deux ¶el¶ements doit être au moins
aussi forte que desrelations indirectes entre ces¶el¶ements (passant par d'autres ¶el¶ements).

Cette id¶eesetransposeen termes°ous de la maniµeresuivante : une relation °oue R dans
S £ S est max-min transitiv e si :

8(x; y; z) 2 S3; ¹ R (x; z) ¸ min[¹ R (x; y); ¹ R (y; z)]: (4.116)

Cette d¶e¯nition peut prendre une forme plus g¶en¶erale,appel¶eetransitivit ¶e max-¤, oµu x ¤y
est d¶e¯nie par l'une desexpressionssuivantes :

1. xy,

2. max(0; x + y ¡ 1),

3. x+ y
2 ,

4. max(x; y),

5. x + y ¡ xy.

4.6.3 Comp osition de relations

La maniµere la plus courante de composer deux relations R et S d¶e¯nies respectivement
sur S1 £ S2 et S2 £ S3 est appel¶eecomposition max-min, et est donn¶eepar :

8u1 2 S1; 8u3 2 S3; ¹ R±S(u1; u3) = sup
u22S 2

min[¹ R (u1; u2); ¹ S(u2; u3)]: (4.117)

La composition R ±S est une relation °oue sur S1 £ S3.

µA la place du min, on peut utiliser un autre op¶erateur, et d¶e¯nir ainsi une composition
max-¤. L'op¶erateur ¤ peut être par exemplele produit ou la moyennearithm¶etique [281].
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Si l'op¶erateur ¤ est associatif et croissant par rapport aux deux arguments, alors la
composition max-¤ est associative, distributiv e sur la r¶eunion et croissante par rapport µa
l'inclusion.

Comme la composition est obtenue en consid¶erant la < force > de tous les chemins entre
u1 et u3, cette notion est reli¶ee µa celle de transitivit ¶e max-min : une relation °oue R sur
S £ S est max-min transitiv e si et seulement si R ±R µ R.

On a une ¶equivalencesimilaire entre la transitivit ¶e max-¤ et la composition max-¤.

4.6.4 Relations de similarit ¶e

Les relations de similarit ¶e constituent une classeparticuli µere de relations °oues, parti-
culiµerement utiles en reconnaissancedesformes, pour la comparaisond'objets, de relations,
d'objets et de modµeles,pour le raisonnement µa partir de cas,pour la reconnaissanceµa partir
de modµelesou d'exemples,etc.

Une relation de similarit ¶e est une relation °oue S sur S qui est [359] :

1. r¶e°exive,

2. sym¶etrique,

3. max-min transitiv e.

La r¶e°exivit ¶e peut être trop restrictiv e, et remplac¶eepar la " -r¶e°exivit ¶e, ou la r¶e°exivit ¶e
faible. D'autres variantes utilisent la transitivit ¶e max-¤ au lieu de la transitivit ¶e max-min.

La transivit ¶e ¶etant souvent di±cile µa garantir et pas toujours indispensablesuivant les
applications, les relations plus faibles de tol¶eranceou de proximit ¶e sont int¶eressantes et ne
doivent satisfaire que la r¶e°exivit ¶e et la sym¶etrie.

µA partir d'une relation de similarit ¶e S, on peut d¶eduire une relation de dissimilarit ¶e D
par :

8(x; y) 2 S2; ¹ D (x; y) = 1 ¡ ¹ S(x; y): (4.118)

Une relation de dissimilarit ¶e satisfait les propri¶et¶essuivantes :

1. anti-r ¶e°exivit ¶e :
8x 2 S; ¹ D (x; x) = 0;

2. sym¶etrie,

3. min-max transitivit ¶e :

8(x; y; z) 2 S3; ¹ D (x; z) · max[¹ D (x; y); ¹ D (y; z)]:

La fonction d'appartenance ¹ D (x; y) repr¶esente une fonction de distance sur S, qui est de
plus une ultram¶etrique, grâceµa la derniµere propri¶et¶e.

Zadeh a montr ¶e [359] qu'une relation de similarit ¶e S peut être repr¶esent¶eepar un arbre,
appel¶e arbre de partitions ou arbre de similarit ¶e. Chaque niveau de l'arbre correspond µa la
partition de S induite par une ®-coupe de S. Si ¦ ® d¶esignela partition induite par S®, alors
¦ ¯ est un ra±nement de ¦ ® si ¯ ¸ ®. Ainsi les partitions obtenues aux di®¶erents niveaux
de coupe sont embô³t¶ees.
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Prenons l'exemple de [359], oµu S = f x1; :::x6g, et la relation de similarit ¶e est d¶e¯nie par
la matrice suivante :

¹ S =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0:2 1 0:6 0:2 0:6
0:2 1 0:2 0:2 0:8 0:2
1 0:2 1 0:6 0:2 0:6

0:6 0:2 0:6 1 0:2 0:8
0:2 0:8 0:2 0:2 1 0:2
0:6 0:2 0:6 0:8 0:2 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (4.119)

L'arbre de partitions correspondant µa cette relation de similarit ¶e est donn¶e Figure 4.13.

x Sx x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

S

S

S

1 3 4 6 2 5

1 3 6 2 54

1 3 4 6 2 5

1 2 3 4 5 6

1

0.8

0.6

0.2

Fig. 4.13{ Arbre de partitions correspondant µa la relation de similarit ¶e d¶e¯nie par l'¶equation
4.119(extrait de [359]). Pour ® = 0:2, l' ®-coupe S0:2 donne une seuleclasse,car tous les x i

sont similaires au degr¶e 0.2. Pour ® = 0:6, on obtient deux classes,etc.

4.6.5 Relations d'ordre

Contrairement aux relations de similarit ¶e, les relations d'ordre ne sont pas sym¶etriques.
Plusieurs typesd'ordres °ous peuvent être d¶e¯nis.

Une relation de pr¶e-ordre °oue est une relation °oue qui est :

1. r¶e°exive,

2. max-min transitiv e.

Une relation d'ordre °oue est une relation °oue qui est :

1. r¶e°exive,

2. anti-sym¶etrique,

3. max-min transitiv e.

Une relation d'ordre °oue parfaite [189] ou relation d'ordre partiel °oue [359, 120] est
une relation °oue qui est :

1. r¶e°exive,

2. parfaitement anti-sym¶etrique,

3. max-min transitiv e.
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Une relation d'ordre total °oue [189] ou ordre lin¶eaire [359, 120] est une relation d'ordre
partiel °oue R telle que :

8(x; y) 2 S2; soit ¹ R (x; y) > 0 soit ¹ R (y; x) > 0: (4.120)

Une relation d'ordre partiel °oue R sur un univers¯ni S peut être repr¶esent¶eede maniµere
¶equivalente par une matrice triangulaire et par un diagrammede Hasse(graphe orient¶e dont
les arcs sont valu¶es par ¹ R ). L'antisym¶etrie et la transitivit ¶e de R conduisent µa un graphe
sanscycle. Illustrons cesrepr¶esentations avec un exemple issu de [359], pour un univers S
de 6 ¶el¶ements. La matrice d¶e¯nissant la relation d'ordre partiel °oue est donn¶eepar :

¹ R =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0:8 0:2 0:6 0:6 0:4
0 1 0 0 0:6 0
0 0 1 0 0:5 0
0 0 0 1 0:6 0:4
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (4.121)

Le diagramme de Hassecorrespondant µa cet ordre partiel est illustr ¶e sur la ¯gure 4.14.

X

X X X

X

X

0.6 0.6

0.5

0.2
0.8 0.6

0.4

5

2 3

6

4

1

0.6
0.4

Fig. 4.14{ Diagramme de Hassecorrespondant µa la relation d'ordre partiel °oue d¶e¯nie par
l'¶equation 4.121(extrait de [359]).

4.7 Logique °oue et possibiliste

Le d¶eveloppement de la logique °oue est directement li¶e aux sp¶eci¯t ¶esdu raisonnement
humain : plus souplequela logiquepropositionnelleclassique,il tolµerel'impr ¶ecisionet permet
d'e®ectuerdesd¶eductionsmêmeenpr¶esencededonn¶eeset deconnaissancesimparfaites. Il est
capable de manipuler des pr¶edicats graduels, provenant soit de l'utilisation de r¶ef¶erentiels
continus, soit de notions de typicalit ¶e (une situation peut-être plus ou moins typique de
situations connueset il faut être capablede prendre celaen compte, dansdesraisonnements
par analogie).

Dans le cadre du raisonnement sur despropositions, l'incertitude (au senslarge) corres-
pond µa l'incapacit¶e µa dire si une proposition est vraie ou fausse,

{ soit parce que l'information est incomplµete, vague, impr¶ecise,
{ soit parce que l'information est contradictoire ou °uctuante.

Dans le premier cas une mod¶elisation de type possibiliste permet de prendre en compte ce
type d'incertitude, alors que dans le deuxiµemecas,une mod¶elisation de type probabiliste est
bien adapt¶ee.
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Une autre distinction importante est celle qui existe entre degr¶e de certitude et degr¶e
de v¶erit¶e. La logique °oue traite de propositions a®ect¶eesde degr¶es de v¶erit¶e. La logique
possibiliste traite plut ôt de propositions a®ect¶eesde degr¶esd'incertitude.

4.7.1 Logique °oue

En logique °oue, on raisonnesur despropositions °oues ¶el¶ementaires du type :

X est P (4.122)

oµu X est une variable prenant sesvaleurs dans l'espacede r¶ef¶erenceS, et P est un sous-
ensemble °ou de S, de fonction d'appartenance ¹ P .

Les degr¶es de v¶erit¶e de telles propositions sont d¶e¯nis comme des valeurs dans [0; 1] µa
partir de ¹ P .

Les connecteurs logiques sont d¶e¯nis de maniµere tr µes simple, en utilisant les mêmes
op¶erateursque leurs ¶equivalents ensemblistes. Par exemple,le degr¶e de v¶erit¶e d'une conjonc-
tion du type :

X est A et Y est B

est d¶e¯ni µa partir d'une t-norme t par :

¹ A^ B (x; y) = t[¹ A (x); ¹ B (y)]:

De même,une disjonction telle que :

X est A ou Y est B

a un degr¶e de v¶erit¶e d¶e¯ni µa partir d'une t-conorme T :

¹ A_ B (x; y) = T[¹ A (x); ¹ B (y)];

et une n¶egation a un degr¶e de v¶erit¶e d¶e¯ni par une compl¶ementation °oue c :

¹ : A (x) = c[¹ A (x)]:

Dans le cas de variables µa valeurs dans un espaceproduit, X µa valeurs dans S, et Y µa
valeurs dans V, alors la conjonction s'interprµete comme un produit cart¶esien.Le degr¶e de
v¶erit¶e de

X est A et Y est B

s'¶ecrit alors :
¹ A£ B (x; y) = t[¹ A (x); ¹ B (y)]:

Regardonsmaintenant l'implication. En logique classique,on a :

A ) B , (B ou nonA); (4.123)

et donc l'implication s'exprime µa partir d'une disjonction et d'une n¶egation. En utilisant la
même¶equivalencedans le cas°ou, on d¶e¯nit une implication °oue µa partir d'une t-conorme
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(disjonction) et d'une compl¶ementation (n¶egation). Soit A et B non °ous. Le degr¶e avec
lequel A implique B est d¶e¯ni par :

I mp(A; B ) = T[c(A); B ] (4.124)

oµu T est une t-conorme et c une compl¶ementation.

Dans le casoµu A et B sont °ous, on a :

I mp(A; B ) = inf
x

T[c(¹ A (x)) ; ¹ B (x)]: (4.125)

Le tableau suivant r¶esumeles principales implications °oues utilis ¶eesdans la lit ¶erature
pour le raisonnement approximatif :

T(x; y) = max(x; y) max(1 ¡ a;b) Kleene-Diene
T(x; y) = min(1; x + y) min(1; 1 ¡ a + b) Lukasiewicz
T(x; y) = x + y ¡ xy 1 ¡ a + ab Reichenbach

Dans tous les cas, on retrouve bien la table d'implication classiquerappel¶ee ci-dessous
dans les cas extrêmesde propositions vraies (1) ou fausses(0), donc prenant des degr¶es de
v¶erit¶e binaires.

A B A ) B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Cesquelquesd¶e¯nitions permettent maintenant de d¶e¯nir les ¶equivalents °ous desprin-
cipaux modes de raisonnement : modus ponens,modus tollens, syllogisme, contraposition.
Prenons l'exemple du modus ponens.En logique classique,il s'¶ecrit :

(A ^ (A ) B )) ) B : (4.126)

Son¶equivalent °ou est d¶e¯ni de la maniµere suivante :

1. Soit la rµegle:
si X est A alors Y est B

2. et la connaissance:
X est A0

oµu A0 est une approximation de A,

3. alors on en d¶eduit la conclusion:
Y est B 0

oµu B 0 est une approximation de B , avec le degr¶e :

¹ B 0(y) = sup
x

t[¹ A) B (x; y); ¹ A 0(x)]: (4.127)

Nous pouvons maintenant mod¶eliser et manipuler dessystµemesde rµegles°oues. Soit par
exemplela rµegle:

SI (x est A ET y est B ) ALORS z est C
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et ® le degr¶e de v¶erit¶e de x est A, ¯ le degr¶e de v¶erit¶e de y est B , ° le degr¶e de v¶erit¶e de
z est C. Le degr¶e de v¶erit¶e (ou de satisfaction) de la rµegle est obtenu par combinaison des
connecteurs°ous d¶e¯nis plus hauts :

I mp(t(®; ¯ ); ° ); (4.128)

soit
T[c(T(®; ¯ )) ; ° )]: (4.129)

De mêmepour la rµegle:

SI (x est A OU y est B ) ALORS z est C

son degr¶e de satisfaction est :

I mp(T(®; ¯ ); ° ) = T[c(T(®; ¯ )) ; ° )]:

Ces rµegles peuvent être utilis ¶ees pour d¶ecrire de maniµere qualitativ e le graphe d'une
fonction °oue par un petit nombre de rµegles.Par exempleune fonction du type de celle de
la ¯gure 4.15 peut être d¶ecrite, µa un niveau de granularit ¶e relativement grossier,par :

SI X est petit ALORS Y est petit

SI X est moyen ALORS Y est gr and

SI X est gr and ALORS Y est petit

Cesrµeglesfont appel µa la notion de variable linguistique vue plus haut, et la s¶emantique des
valeurs < petit >, < moyen >, < grand > est d¶e¯nie par desensembles °ous sur les domaines
de d¶e¯nition de X et Y .

Y

X

Fig. 4.15 { Exemple du graphe d'une fonction.

Les systµemesde rµegles°oues ont ¶et¶e utilis ¶es dans de nombreux domaines,en contr ôle
°ou essentiellement, mais aussipour le raisonnement approximatif, pour la mod¶elisation de
crit µeres°exibles en traitement d'images, etc.
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4.7.2 Logique possibiliste

La logique possibiliste repose sur la d¶e¯nition d'une mesure de possibilit¶e ¦ sur une
algµebre de Boole B de formules :

¦ : B ! [0; 1]

telle que :
{ ¦( ? ) = 0,
{ ¦( > ) = 1,
{ 8'; Á; ¦( ' _ Ã) = max(¦( ' ); ¦( Ã)),
{ 8'; ¦( 9x' ) = supf ¦( ' [ajx]); a 2 D(x)g (oµu D(x) est le domaine de la variable x, et

' [ajx] est obtenue en rempla»cant les occurrencesde x dans ' par a).
Soit maintenant ­ l'ensemble des interpr¶etations et ¼ une distribution de possibilit¶e

normalis¶ee:
¼: ­ ! [0; 1]

telle que :
9! 2 ­ ; ¼(! ) = 1:

La possibilit¶e d'une formule s'exprime alors par :

¦( ' ) = supf ¼(! ); ! j= ' g (4.130)

(! j= ' se lit ! est un modµele de ' et signi¯e que ' est satisfaite dans le monde ! ).

De mêmeque sur des ensembles, on d¶e¯nit par dualit ¶e une mesurede n¶ecessit¶e sur des
formules par :

N (' ) = 1 ¡ ¦( : ' ): (4.131)

On a alors la propri¶et¶e suivante :

8'; Á; N (' ^ Ã) = min(N (' ); N (Ã)) : (4.132)

Ce formalisme permet de traiter de nombreusessituations en les mod¶elisant tr µes sim-
plement. Par exemple, une rµegle par d¶efaut du type < si A alors B >, pouvant avoir des
exceptions,s'exprime simplement par :

¦( A ^ B ) ¸ ¦( A ^ : B ) (4.133)

De mêmeun raisonnement par modus ponenspossibiliste peut être mod¶elis¶e par :

1. Si on a la rµegle:
N (A ) B ) = ®

2. et une connaissancequi s'¶ecrit :
N (A) = ¯

3. alors la conclusionpeut être exprim¶eepar :

min(®; ¯ ) · N (B ) · ®:
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Le formalisme de la logique possibiliste est utilis ¶e dans de nombreux domaines, par
exemple pour repr¶esenter des modµeles de pr¶ef¶erencesou d'utilit ¶es sous forme de basesde
connaissancesordonn¶ees,puis pour raisonner sur cesbasesde connaissances.

Soit une basede connaissanceordonn¶eenot¶eesousla forme :

K B = f (' i ; ®i ); i = 1:::ng

oµu ®i est un degr¶e de certitude ou de priorit ¶e associ¶e µa la formule ' i (repr¶esentant un ¶el¶ement
de connaissance).

La satisfaction de cet ensemble de formulesen chaquemondeest repr¶esent¶eepar une dis-
tribution de possibilit¶e d¶e¯nie de la maniµeresuivante. Dans le casoµu la basede connaissance
ne comporte qu'une formule, on a :

¼( ';® ) (! ) =

(
1 si ! j= '
1 ¡ ® sinon

(4.134)

Plus g¶en¶eralement, pour un ensemble de connaissancesavec priorit ¶eson a :

¼K B (! ) = min
i =1 :::n

f 1 ¡ ®i ; ! j= : ' i g = min
i =1 :::n

max(1 ¡ ®i ; ' i (! )) : (4.135)

Cette formule s'interprµete de la maniµere suivante : si une formule est importante (®i proche
de 1), c'est le degr¶e de satisfaction de cette formule dans le monde ! qui est pris en compte.
Si au contraire elle n'est pas importante (®i proche de 0), alors elle n'in terviendra pas dans
l'¶evaluation globale de la basede connaissance.Le min correspond au fait que l'on cherche
µa savoir dans quelle mesure les formules de la base de connaissancessont simultan¶ement
satisfaites dans ! .

On peut mesurer le degr¶e d'inconsistancede la baseK B par l'expression :

1 ¡ max
!

¼K B (! ): (4.136)

Une baseest dite complµete si elle permet de d¶eduire pour toute formule si elle est vraie
ou si c'est soncontraire qui est vrai : soit K B ` ' (K B permet de d¶eduire ' ), soit K B ` : '
(K B permet de d¶eduire : ' ).

Lorsqu'une basen'est pas complµete, elle conduit µa une ignorancesur certaines formules
' : K B 6`' et K B 6`: ' . La logique possibiliste permet de repr¶esenter cette situation de
maniµere tr µessimple :

¦( ' ) = ¦( : ' ) = 1

alors qu'il n'existe pas de modµele aussisimple en probabilit ¶espar exemple.

4.8 Princip es g¶en¶eraux de construction d'op ¶erations °oues µa
partir d'op ¶erations binaires

Dans cette partie, nouspr¶esentons lesprincipales m¶ethodesg¶en¶eriquesqui permettent de
d¶e¯nir une op¶eration ou une relation °oue µa partir desop¶erations ou relations binaires corres-
pondantes. Cesm¶ethodespeuvent être cat¶egoris¶eesen trois classes,reposant respectivement
sur le princip e d'extension intro duit dans [360], sur desd¶ecompositions desensembles °ous
en ®-coupes,et sur destraductions formelles de conceptsbinaires en concepts°ous.
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4.8.1 Princip e d'extension

D¶e¯nition [360]

Consid¶eronstout d'abord une fonction f de S dans V. Soit ¹ un ensemble °ou d¶e¯ni sur
S. L'extension de f µa un ensemble °ou est un ensemble °ou ¹ 0 d¶e¯ni sur V. Il est construit
de la maniµere suivante :

8y 2 V; ¹ 0(y) =

(
0 si f ¡ 1(y) = ; ;
supx2S jy= f (x) ¹ (x) sinon:

(4.137)

Si f est injective, cette ¶equation ser¶eduit µa :

8y 2 V; ¹ 0(y) =

(
0 si f ¡ 1(y) = ; ;
¹ [f ¡ 1(y)] sinon:

(4.138)

Consid¶eronsmaintenant le casplus g¶en¶eral d'une fonction f d¶e¯nie sur un espaceproduit
S1 £ S2 £ ::: £ Sn . Soient ¹ 1; :::¹ n les n ensembles °ous d¶e¯nis respectivement sur S1; :::Sn .
L'extension de f aux ¹ i donne un ensemble °ou sur V d¶e¯ni par :

8y 2 V; ¹ 0(y) =

(
0 si f ¡ 1(y) = ; ;
sup(x1 ;:::x n )2S 1£ :::£S n jy= f (x1 ;:::x n ) min[¹ 1(x1); :::¹ n (xn )] sinon:

(4.139)

Si le supremum est atteint, c'est-µa-dire si :

8y 2 V; 9(x1; :::xn ) 2 S1 £ ::: £ Sn j ¹ 0(y) = min[¹ 1(x1); :::¹ n (xn )]; (4.140)

alors l'extension °oue d'une fonction commutte avec les ®-coupes,c'est-µa-dire :

8® 2 [0; 1]; [f (¹ 1; :::¹ n )]® = f [(¹ 1)®; :::(¹ n )®]: (4.141)

D'autres princip esd'extension peuvent être d¶e¯nis, en utilisant par exemplele produit µa
la place du minimum [120].

Le princip e d'extension est illustr ¶e sur la ¯gure 4.16 pour une fonction injective d¶e¯nie
sur un espace1D.

Application µa la compatibilit ¶e de deux ensembles °ous

Un exemple typique de l'application du princip e d'extension est la compatibilit ¶e entre
deux ensembles °ous [357]. Consid¶eronsun ensemble °ou ¹ sur S. La valeur ¹ (x) peut être
interpr¶et¶eecommeun degr¶e de compatibilit ¶e de x avec l'ensemble °ou ¹ [120] (¹ ¶etant par
exempleune valeur °oue, ou une variable linguistique). La compatibilit ¶e d'un ensemble °ou
¹ 0 de S avec¹ peut être ¶evalu¶eepar le princip e d'extension commel'ensemble °ou ¹ comp sur
[0; 1] d¶e¯ni par :

8t 2 [0; 1]; ¹ comp(t) =

(
0 si ¹ ¡ 1(t) = ; ;
supx2S jt= ¹ (x) ¹ 0(x) sinon:

(4.142)

La construction de l'ensemble °ou de compatibilit ¶e est illustr ¶e dans la ¯gure 4.17. Il faut
noter que ce n'est pas une notion sym¶etrique en ¹ et ¹ 0.
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Fig. 4.16 { Princip e d'extension. Partant d'un point A quelconqued'ordonn¶ee y, B est le
point correspondant sur le graphe de f (de même ordonn¶ee) et donne x = f ¡ 1(y), dont
l'appartenance ¹ (x) est repr¶esent¶eepar le point C. L'appartenance de A de coordonn¶eey µa
l'ensemble °ou image de ¹ par f est ¶egaleµa ¹ (x).
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Fig. 4.17 { Construction de la fonction de compatibilit ¶e entre deux ensembles °ous ¹ et ¹ 0

(le graphe de ¹ a ¶et¶e dessin¶e sur une ¶echelle invers¶eepour faciliter la lecture).

Application aux nom bres °ous

Une desapplications importantes du princip e d'extension concernelesop¶erations sur des
nombres°ous, commel'addition, la multiplication, etc. [120].Si ¹ A et ¹ B sont deux nombres
°ous (ensembles °ous convexeset normalis¶essur IR), et ¤ est une op¶eration quelconquesur
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les nombres, l'extension de ¤ aux nombres °ous est d¶e¯nie par :

8z 2 IR; ¹ A¤B (z) = sup
(x;y )2 IR2

jx¤y= z

min[¹ A (x); ¹ B (y)]: (4.143)

L'extension d'une op¶eration commutativ e (respectivement associative) est commutativ e
(respectivement associative).

Le calcul de telles op¶erations peut être r¶ealis¶e par desalgorithmes simplesdans le casde
nombres °ous de type L-R [120]. Par exemple, soient ¹ 1 et ¹ 2 deux nombres °ous d¶e¯nis
par :

8x 2 IR; ¹ 1(x) =

(
L( m1 ¡ x)

®1
) pour x · m1;

R( x¡ m1
¯ 1

) pour x ¸ m1:
(4.144)

8x 2 IR; ¹ 2(x) =

(
L( m2 ¡ x)

®2
) pour x · m2;

R( x¡ m2
¯ 2

) pour x ¸ m2:
(4.145)

La sommede ¹ 1 et ¹ 2 est un nombre °ou L-R de paramµetres m1 + m2, ®1 + ®2 et ¯ 1 + ¯ 2.

La ¯gure 4.18 illustre la di®¶erenceet la sommede deux nombres °ous obtenues par le
princip e d'extension.

m
1

m
mB

A

x z

mA-B

m
A+B

z

a b c

b+c2a

0

Fig. 4.18 { Application du princip e d'extension au calcul de la di®¶erence(en haut µa droite)
et de la somme(en bas) de deux nombres °ous.

4.8.2 Com binaison d'op ¶erations sur les ®-coup es

Reconstruction µa partir des ®-coup es

Un ensemble °ou peut être vu comme l'empilement de ses®-coupes et on peut recons-
truire un ensemble °ou µa partir de ses®-coupes (voir section 4.1.4). La construction d'une
op¶eration °oue peut s'inspirer du même sch¶ema, combinant les r¶esultats de l'op¶eration bi-
naire ¶equivalente appliqu¶eesur les ®-coupes.
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Relations unaires. Soit ¹ la fonction d'appartenanced'un ensemble °ou d¶e¯ni sur l'espace
S. Consid¶erons une fonction d'ensemble RB prenant ses valeurs dans un espaceV. Son
¶equivalent °ou R, d¶e¯ni de F dansV, peut suivre un sch¶emade fuzzi¯cation par int¶egration
[119, 202, 57] :

R(¹ ) =
Z 1

0
RB (¹ ®)d®: (4.146)

D'autres modesde fuzzi¯cation sont possibles,tels que [57, 158] :

R(¹ ) = sup
®2 [0;1]

min(®; RB (¹ ®)) ; (4.147)

si la relation prend sesvaleurs dans [0; 1], ou :

R(¹ ) = sup
®2 [0;1]

(®RB (¹ ®)) : (4.148)

Ces¶equationsne donnent pas forc¶ement les mêmesr¶esultats.

Relations binaires. Consid¶erons maintenant une relation nette RB de deux arguments.
Son extension °oue R, appliqu¶eeµa ¹ et º dans S, s'obtient par :

R(¹; º ) =
Z 1

0
RB (¹ ®; º ®)d®; (4.149)

ou par une double int¶egration :

R(¹; º ) =
Z 1

0

Z 1

0
RB (¹ ®; º ¯ )d®d¯ : (4.150)

Les autres modesde fuzzi¯cation (¶equations4.147et 4.148)peuvent aussiêtre appliqu¶esici.

L'extension µa desop¶erateurs n-aires est imm¶ediate.

Princip e d'extension fond ¶e sur les ®-coup es

Un autre moyen pour combiner les r¶esultats sur les ®-coupes,similaire au princip e d'ex-
tension, permet d'obtenir des r¶esultats sous forme d'ensemble °ou sur V. Par exemple si
V = IR, la relation binaire fournit desvaleurs r¶eelleset son ¶equivalent °ou obtenu selon les
m¶ethodespr¶ec¶edentes donne¶egalement desnombres, alors que la m¶ethode d¶ecrite ici donne
desnombres °ous. Pour une relation binaire, on a :

8n 2 V; R(¹; º )(n) = sup
RB (¹ ® ;º ® )= n

®: (4.151)

La proc¶edure est similaire dans le casde relations unaires ou n-aires.

Si la relation µa ¶etendre prend seulement des valeurs binaires (0/1 ou faux/vrai), alors
cette ¶equation ser¶eduit µa :

R(¹; º ) = sup
RB (¹ ® ;º ® )=1

®: (4.152)

Le princip ed'extension fond¶esur les®-coupespeut être interpr¶et¶ede la maniµeresuivante :
choisir une ®-coupe particuli µere revient µa prendre une d¶ecisionsur les limites de l'ensemble
°ou consid¶er¶e. On regardealors quelle est la valeur de la relation nette pour cette d¶ecision.
Si di®¶erentes valeurs de ® conduisent µa la mêmevaleur pour la relation, on ne retient que la
plus grande de cesvaleurs de ®.
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4.8.3 Traduction d'expressions binaires en expressions °oues

La derniµere classede m¶ethodes consiste µa transposer des ¶equations binaires en leur
¶equivalent °ou par une technique de < traduction > terme µa terme. Cette approche di®µere
complµetement de la pr¶ec¶edente dans le sensoµu elle n'utilise pas explicitement la relation
ou l'op¶eration nette. En e®et, aussi bien dans le princip e d'extension que dans les ap-
proches fond¶ees sur les ®-coupes, l'op¶eration °oue est une fonction de l'op¶eration nette
correspondante. Dans l'approche d¶ecrite ici, l'op¶eration °oue est directement exprim¶ee par
une ¶equation impliquant desconcepts°ous.

Ainsi, l'in tersection est remplac¶ee par une t-norme, la r¶eunion par une t-conorme, les
ensembles par des fonctions d'appartenance µa des ensembles °ous. Ce type de traduction
est particuli µerement simple µa r¶ealiser lorsque les relations nettes sont exprim¶eesen termes
logiqueset ensemblistes. La table 4.3 regroupe lesprincipaux conceptsnets et leur ¶equivalent
°ou.

concept net concept °ou ¶equiv alen t
ensemble X ensemble °ou / fonction d'appartenance ¹

compl¶ementaire d'un ensemble compl¶ementation °oue c
intersection \ t-norme t

r¶eunion [ t-conorme T
existence9 supremum

symbole universel8 in¯m um

Tab. 4.3 { Dictionnaire desconceptsnets et ¶equivalents °ous.

Les multiples possibilit¶espour traduire une r¶eunion par exempleconduisent µa autant de
d¶e¯nitions possiblespour une op¶eration °oue, d¶ependant du choix des op¶erateurs utilis ¶es
(des t-conormespar exemple).

Illustrons cette m¶ethode sur l'exemple de l'inclusion. Au d¶ebut de cechapitre, nousavons
consid¶er¶e qu'un ensemble °ou ¹ ¶etait inclus dans un ensemble °ou º si :

8x 2 S; ¹ (x) · º (x):

Il s'agit donc d'une d¶e¯nition nette, en tout ou rien, de la notion d'inclusion. Mais si deux
ensembles sont d¶e¯nis de maniµere impr¶ecise,on peut s'attendre µa ce que les relations qui
les lient soient ¶egalement impr¶ecises,et l'inclusion devient alors une notion graduelle. Le
princip e de traduction expos¶e ci-dessuspermet de d¶e¯nir un degr¶e d'inclusion entre deux
ensembles °ous.

Dans le cas net, l'¶equation ensembliste exprimant l'inclusion d'un ensemble X dans un
ensemble Y peut s'¶ecrire :

X µ Y , X C [ Y = S (4.153)

, 8x 2 S; x 2 X C [ Y: (4.154)

En utilisant le dictionnaire de la table 4.3 on obtient les ¶equivalencessuivantes :

8x 2 S $ inf
x2S

; (4.155)

x 2 X C $ c[¹ (x)]; (4.156)
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x 2 Y $ º (x); (4.157)

X C [ Y $ T[c(¹ ); º ]: (4.158)

Et ¯nalement, le d¶egr¶e d'inclusion de ¹ dans º est d¶e¯ni par :

I (¹; º ) = inf
x2S

T[c(¹ (x)) ; º (x)]; (4.159)

oµu T est une t-conorme et c une compl¶ementation °oue.

4.8.4 Comparaison

Le princip ed'extensiona ¶et¶ed¶e¯ni µa l'origine pour desfonctions. Lesapprochespr¶esent¶ees
dans la section 4.8.2 s'occupent principalement d'op¶erateurs (op¶erateurs ensemblistes, rela-
tions entre ensembles, etc.). Il existe cependant des liens entre le princip e d'extension et la
combinaison des ®-coupes par l'¶equation 4.147 [158]. Soit f une fonction de S1 £ ::: £ Sn

dans V, et Rf un op¶erateur ensembliste d¶e¯ni par :

Rf (X 1; X 2; :::X n ) = f f (x1; x2; :::xn )jx1 2 X 1; :::xn 2 X ng; (4.160)

oµu X 1; :::X n sont des sous-ensembles de S1; :::Sn . Alors l'extension de Rf selon l'¶equation
4.147coÄ³ncide avec l'extension de Zadeh de f (¶equation 4.139).

D'autres liens peuvent être ¶etablis entre les d¶e¯nitions de la section 4.8.2. Par exemple,
si RB est une relation nette prenant sesvaleurs dans f 0; 1g, son extension selon l'¶equation
4.152est une valeur dans [0; 1] et est ¶equivalente aux deux proc¶eduresde fuzzi¯cation selon
les ¶equations4.147et 4.148.

Prenons l'exemple de l'extension de la r¶eunion entre ensembles µa l'aide desm¶ethodesde
la section 4.8.2. Soit ¹ et º deux ensembles °ous sur S. Par int¶egration sur les ®-coupes,on
obtient :

(¹ [ º )(x) =
Z 1

0
(¹ ® [ º ®)(x)d®

=
Z max[¹ (x);º (x)]

0
1d®

= max[¹ (x); º (x)];

puisque (¹ ® [ º ®)(x) = 1 si et seulement si ¹ (x) ¸ ® ou º (x) ¸ ®. Cette extension donne
exactement la r¶eunion originale de Zadeh[358].On obtient exactement le mêmer¶esultat avec
les autres m¶ethodesde fuzzi¯cation, par exempleselon les ¶equations4.147ou 4.152.

En utilisant le princip e de traduction formelle d¶ecrit dansla section4.8.3,on peut parfois
obtenir les mêmesr¶esultats qu'avec la combinaison des®-coupes.L'exemple de la connexit¶e
que nous verrons plus loin en est une illustration.

La question du choix de la m¶ethode d'extension est encore ouverte. Le princip e d'ex-
tension est bien adapt¶e pour transposerdesexpressionsanalytiques, alors que la traduction
formelle est appropri¶eeµa la transposition d'¶equationsensemblistes et logiques.Lespropri¶et¶es
des op¶erations °oues obtenues jouent un grand rôle dans le choix d'une m¶ethode, car elle
peuvent être tr µes di®¶erentes d'une m¶ethode µa l'autre. Par exemple,comme nous le verrons
plus loin, une simple int¶egration sur les®-coupes(¶equation 4.149)pour ¶etendreune distance
entre ensembles °ous permet de conserver les mêmespropri¶et¶esque la distance nette, alors
qu'une double int¶egration (¶equation 4.150) conduit µa la perte de certainespropri¶et¶es.
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Chapitre 5

Th ¶eorie des ensembles °ous et des
possibilit ¶es en traitemen t d'images

5.1 In tro duction

Impr¶ecisionset incertitudes sont inh¶erentesaux images,et trouvent leur origine µa di®¶erents
niveaux : ph¶enomµenesobserv¶es,capteurs et acquisitions desdonn¶ees,processusnum¶eriques
de reconstruction, nature des imageset mode de repr¶esentation de leurs ¶el¶ements constitu-
tifs, etc. Par exemple,la repr¶esentation d'informations (symboliques)sousforme sch¶ematique
(par descartes ou desatlas) est sourceµa la fois d'impr ¶ecisionet d'incertitude. Impr¶ecisions
et incertitudes sont ensuite renforc¶eesdans les primitiv es extraites des images et sur les-
quelless'appuient l'analyse et l'in terpr¶etation des images.Cet antagonisme entre pr¶ecision
et certitude a bien ¶et¶e identi¯ ¶e commeun trait caract¶eristique de la d¶emarche en reconnais-
sancedes formes [308]. Il se traduit par le fait que si les donn¶eesou les connaissanceset
leurs repr¶esentations sont pr¶ecises,alors ellessont probablement incertaines; si l'on renforce
leur certitude, cela se fait souvent au prix de plus d'impr ¶ecision, rendant les donn¶eespeu
informativ essi cette impr¶ecisiondevient trop importante.

L'in t¶er̂et desensembles °ous pour le traitement de l'information en image et vision [200]
peut sed¶ecliner en particulier selon les quatre aspects suivants :

{ la capacit¶e desensembles°ous µa repr¶esenter l'information spatiale danslesimagesainsi
que son impr¶ecision,µa di®¶erents niveaux (local, r¶egional ou global), et sousdi®¶erentes
formes (num¶erique, symbolique, quantitativ e, qualitativ e),

{ la possibilit¶e de repr¶esenter des informations tr µes h¶et¶erogµenes,extraites directement
des imagesou issuesde connaissancesexternes,commedesconnaissancesexpertes ou
g¶en¶eriquessur un domaine ou un problµeme,

{ la possibilit¶e de g¶en¶eraliser aux ensembles °ous desop¶erations pour manipuler l'infor-
mation spatiale,

{ la souplessedes op¶erateurs de combinaison permettant de fusionner des informations
de multiples natures dans dessituations tr µesvari¶ees.

Ce chapitre se propose d'illustrer quelquesuns de ces aspects. Il ne pr¶etend pas être
exhaustif. Dans la partie 5.2, nous d¶e¯nissonsdesobjets °ous spatiaux, permettant de ma-
nipuler des objets avec leur impr¶ecision spatiale dans les images.Des objets g¶eom¶etriques
particuliers sont d¶e¯nis, ainsi que des mesureset des transformations g¶eom¶etriques. Dans
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la partie 5.3 nous nous int¶eressonsaux op¶erations de morphologie math¶ematique °oue, que
nous illustrons briµevement sur une application m¶edicale. Dans la partie 5.4, nous ¶etendons
desoutils topologiquessimples au casd'objets °ous (connexit¶e, fronti µere, adjacence).Dans
les parties 5.5 et 5.6, nous pr¶esentons des relations spatiales m¶etriques, de distance puis
de position relative directionnelle. Les principales m¶ethodes de classi¯cation °oue utilis ¶ees
en traitement d'images sont d¶ecrites dans la partie 5.7. Nous pr¶esentons ensuite quelques
systµemes°ous d'am¶elioration d'image et de d¶etection de contours dans la partie 5.8. Les
principaux aspects de la fusion d'images par des techniques °oues seront abord¶eesdans le
chapitre 8.

Dans toute la suite, on d¶esignerapar S le domaine de l'image, typiquement ZZ2 ou ZZ3

pour des imagesdiscrµetes2D ou 3D, et IR2 ou IR3 dans le cascontinu.

5.2 Repr ¶esentation de l'information spatiale

5.2.1 Ob jets °ous spatiaux

Nous appelonsobjet °ou spatial un ensemble °ou d¶e¯ni dans le domaine de l'image. Sa
fonction d'appartenance¹ (fonction de S dans[0; 1]) repr¶esente l'impr ¶ecisionsur la d¶e¯nition
spatiale de l'ob jet (sesposition, taille, forme, limites, etc.). Pour tout point x de S (pixel ou
voxel), ¹ (x) repr¶esente le degr¶e avec lequel x appartient µa l'ob jet °ou.

v1v2

p1

cn1cn2

Fig. 5.1 { Image IRM de cerveau (une coupe extraite du volume 3D) et 5 objets °ous
repr¶esentant desstructures internesdu cerveauextraites de cette image(les valeursd'appar-
tenancevarient de 0 µa 1, du blanc au noir).

µA titre d'exemple, une coupe d'une image de cerveau acquiseen imagerie par r¶esonance
magn¶etique (IRM) estmontr ¶eesur la ¯gure 5.1.et quelquesstructures internessont repr¶esent¶ees
commedesobjets spatiaux °ous. Le °ou peut repr¶esenter di®¶erents typesd'impr ¶ecision,sur
la fronti µere desobjets (µa causepar exemplede la r¶esolution spatiale et du volume partiel),
sur la variabilit ¶e inter-individuelle de cesstructures, etc.

Une de cesstructures (v1 : ventricule lat¶eral gauche) est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 5.2,
avec son support, son ®-coupe de niveau 0,5, et sa fonction d'appartenance sous forme de
graphe 3D.

La construction de cesensembles°ous spatiaux peut être e®ectu¶eede plusieursmaniµeres.
Une premiµere m¶ethode consisteµa d¶e¯nir la fonction d'appartenanced'un objet °ou µa partir
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Fig. 5.2 { Un objet °ou (v1), son support, son ®-coupe de niveau 0,5, et sa fonction d'ap-
partenancesousforme de graphe 3D (deux axesrepr¶esentent les coordonn¶eesspatiales,et le
troisiµemeles degr¶esd'appartenanceµa la structure).

de la fonction d'in tensit¶e I (les niveaux de gris) de l'image : 8x 2 S; ¹ (x) = F [(I (x)], oµu F
estune fonction µa d¶eterminer en fonction du problµeme.Lesfonctions lesplus utilis ¶eessont des
fonctions de normalisation ou desfonctions en S [260](ce qui revient µa consid¶erer que lespar-
ties clairesde l'image ont une appartenance¶elev¶eeµa l'ob jet), desfonctions ¦ (monomodales,
ellesassocient l'ob jet µa une plagede niveauxde gris aux fronti µeresimpr¶ecises),ou encoredes
fonctions multimo dales.Cesfonctions sont souvent d¶etermin¶eesde maniµeresupervis¶ee,mais
elles peuvent ¶egalement être apprises, par exemple µa partir d'algorithmes de classi¯cation
automatique tels que les C-moyennes°oues [23] ou les C-moyennespossibilistes[201] (voir
par exemple[24] pour une revue desalgorithmes de classi¯cation °oue utilis ¶esen traitement
d'images,et la section5.7). D'autres caract¶eristiquespeuvent être utilis ¶ees.Par exemple,l'en-
semble descontours d'une imagepeut être d¶e¯ni par un ensemble °ou spatial dont la fonction
d'appartenance est une fonction du gradient de l'image : 8x 2 S; ¹ (x) = F [(r I (x)], oµu F
est une fonction d¶ecroissante du gradient. Si l'on disposede d¶etecteursd'objets particuliers,
la fonction d'appartenanceµa cesobjets est alors d¶e¯nie commeune fonction de la r¶eponseµa
cesd¶etecteurs(le casdescontours fait partie de cette cat¶egorie). Par exemple,un d¶etecteur
de routes peut fournir dans une image satellitaire une r¶eponsed'amplitude croissante avec
l'appartenanceµa la route. En¯n, desobjets °ous peuvent être d¶e¯nis µa partir d'une d¶etection
pr¶eliminaire binaire desobjets, a¯n de tenir compte typiquement des impr¶ecisionspossibles
dans la d¶elimitation de cesobjets. On construit alors une fonction d'appartenancequi vaut 1
µa l'in t¶erieur de l'ob jet µa une certaine distance desbords, 0 µa l'ext ¶erieur de l'ob jet ¶egalement
µa une certaine distance des bords, et d¶ecroissante entre cesdeux limites. Par exemple, on
peut mod¶eliser une zone d'impr ¶ecision au bord de l'ob jet comme la zone comprise entre
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l' ¶erod¶e et le dilat ¶e de cet objet, la taille de cesop¶erations d¶ependant de l'extension spatiale
de l'impr ¶ecisionque l'on veut repr¶esenter. Si O est l'ob jet binaire de d¶epart, E n (O) son¶erod¶e
de taille n et D m (O) sondilat ¶e de taille m, la fonction d'appartenanceµa l'ob jet °ou peut être
d¶e¯nie par : ¹ (x) = 1 si x 2 E n (O), ¹ (x) = 0 si x 2 S ¡ D m (O), et ¹ (x) = F [d(x; E n (O))]
sinon, oµu F est une fonction d¶ecroissante de la distance d de x µa E n (O).

5.2.2 Op¶erations ensemblistes

Les op¶erations ensemblistes entre ensembles °ous spatiaux (intersection ou r¶eunion de
deux objets °ous) sont e®ectu¶eesµa l'aide desop¶erateurs °ous classiquesvus dans le chapitre
4 (t-normes et t-conormes [120, 124, 351]). Le r¶esultat est alors encore un ensemble °ou
spatial. Une autre question qui peut se poser µa propos des op¶erations ensemblistes est de
savoir avec quel degr¶e une relation ensembliste entre deux objets °ous est satisfaite. Ce
type d'¶evaluation intervient dans beaucoupd'op¶erations spatiales, comme on le verra dans
les sections suivantes. Une des m¶ethodes les plus simples, et qui conduit en g¶en¶eral µa de
bonnespropri¶et¶es, consisteµa transposer terme µa terme des¶equations ensemblistes binaires
pour les g¶en¶eraliser au °ou [57]. Typiquement, un ensemble est remplac¶e par une fonction
d'appartenance µa un ensemble °ou, une intersection par une t-norme, une r¶eunion par une
t-conorme, un symbole existentiel par un sup, etc. (voir la section 4.8 du chapitre 4). Par
exemple, X et Y ¶etant deux ensembles binaires, l'¶ecriture X \ Y 6= ; est ¶equivalente µa
9x 2 S; x 2 X \ Y . Une transposition directe de cette ¶equation en termes °ous permet de
d¶e¯nir le degr¶e d'in tersection entre deux ensembles °ous ¹ et º par :

¹ int (¹; º ) = sup
x2S

t[¹ (x); º (x)]; (5.1)

oµu t est une t-norme. De maniµere similaire, le degr¶e d'inclusion de ¹ dans º peut être d¶e¯ni
par :

I (¹; º ) = inf
x2S

T[c(¹ (x)) ; º (x)]; (5.2)

oµu T est une t-conorme et c une compl¶ementation. L'inclusion °oue a ¶et¶e formalis¶eepar de
nombreux auteurs, qui en proposent d'autres formes(par exemple[163,184,310,356,199]).

Lesd¶e¯nitions µa partir dest-normeset t-conormesont detr µesbonnespropri¶et¶esalg¶ebriques,
mais ont l'inconv¶enient de ne retenir qu'un point de l'espace,et ne sont donc pas toujours
adapt¶eesau traitement d'images. Par exemplepour le degr¶e d'in tersection, on peut obtenir
la même valeur pour des objets °ous ayant des recouvrements tr µes di®¶erents. Cette infor-
mation de recouvrement spatial peut être intro duite en mesurant le volume de l'in tersection
desdeux ensembles °ous, et on obtient par exemple:

¹ int (¹; º ) =
V [t(¹; º )]

min[V (¹ ); V (º )]
; (5.3)

oµu le volume d'un objet °ou (ou sa surfaceen 2D) est calcul¶e simplement par sa cardinalit ¶e
°oue :

V (¹ ) =
X

x2S

¹ (x); (5.4)

pour le casdiscret, et dans le cascontinu :

V (¹ ) =
Z

x2S
¹ (x)dx: (5.5)
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Cette expressionest plus discriminante, ce qui est souhaitable pour certaines applications.
On en verra une utilisation dans la section 5.4 pour l'adjacenceentre deux objets °ous. La
forme donn¶ee par l'¶equation 5.1 sera utilis ¶ee pour les op¶erations morphologiques dans la
section 5.3.

Pour les degr¶es d'inclusion, ceux propos¶es par exemple dans [163, 199] e®ectuent des
sommationssur tout l'espaceet prennent dont ¶egalement en compte l'extension spatiale des
objets.

Ainsi, pour des applications en image, la forme des mesureschoisiesest importante, et
son choix s'ajoute µa celui dest-normes et t-conormes.

5.2.3 Ensembles °ous g¶eom¶etriques

Des objets °ous particuliers peuvent être d¶e¯nis, tels que despoints, droites, rectangles,
disques°ous. Nous en donnonsici les principales d¶e¯nitions.

Des points °ous sont des extensions dans l'espace µa n dimensions de nombres °ous,
consid¶er¶escommedespoints sur la droite r¶eelleselon [365], c'est-µa-dire desensembles °ous
de fonction d'appartenancesemi-continue, de valeur modale unique et convexe [71].

Desdroites °ouesont ¶et¶ed¶e¯nies dans[71] dansun espacebidimensionnel.Desextensions
dans desespacesde dimension sup¶erieure sont imm¶ediatesen suivant le mêmeprincip e. Ce
princip e consisteµa consid¶erer une forme analytique de droite classique,et µa consid¶erer que
sesparamµetres sont desnombres °ous et non plus desnombres classiques.La fonction d'ap-
partenanced'une droite °oue est alors calcul¶eede maniµeresimilaire au princip e d'extension.
Ainsi, si une droite du plan est d¶e¯nie analytiquement sousla forme ax + by = c, on d¶e¯nit
une droite °oue par sa fonction d'appartenance ¹ D :

¹ D (x; y) = supf ® 2 [0; 1] j ax + by = c; a 2 ¹ A ®; b 2 ¹ B ®; c 2 ¹ C ®g; (5.6)

oµu ¹ A , ¹ B et ¹ C sont les fonctions d'appartenancede trois nombres °ous.

Ce type de calcul peut être appliqu¶e µa n'imp orte quelle forme analytique de droite. La
¯gure 5.3 en montre un exemple.Il s'¶etend ¶egalement µa desvari¶et¶esde dimensionsup¶erieure
commedesplans, et µa n'imp orte quellestructure g¶eom¶etrique dont on connâ³t une expression
analytique param¶etrique.

Des¶equivalents °ous dela notion derectangleou plus g¶en¶eralement depolygonesconvexes
ont ¶et¶e propos¶esdans [283]. Un rectangle °ou est un ensemble °ou s¶eparableet convexe.La
s¶eparabilit¶e signi¯e que la fonction d'appartenances'exprime commela conjonction de fonc-
tions sur chaqueaxe. La ¯gure 5.4 en montre un exemple.

En¯n, un disque °ou est un ensemble °ou pour lequel il existe un point P de S tel que
la fonction d'appartenance¹ ne d¶ependeque de la distance r µa P, qui est alors le centre du
disque °ou. Le disque °ou est convexe si et seulement si ¹ (r ) est d¶ecroissante. En g¶en¶eral
on supposeque le support de ¹ est born¶e. Les ®-coupes d'un disque °ou convexe sont des
disquesconcentriques. Si de plus ¹ (r ) a une unique valeur modale (en r = 0), alors le disque
°ou convexe est un point °ou. Deux exemplesde disques°ous, l'un convexe, l'autre non,
sont montr ¶essur la ¯gure 5.5.
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Fig. 5.3 { Exemple de droite °oue dans le plan, dans laquelle seul le paramµetre b est °ou (et
donn¶e par ¹ B µa gauche) dans l'¶equation y = ax + b. Trois ®-coupessont montr ¶ees.
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Fig. 5.4 { Exemple de rectangle°ou dans le plan. µA gauche : ¹ x et ¹ y et quelques®-coupes.
µA droite : repr¶esentation 3D du rectangle °ou.

5.2.4 Mesures g¶eom¶etriques d'ob jets °ous

Dans cette partie, nous donnons quelquesexemplesde mesuresg¶eom¶etriques calcul¶ees
sur desobjets °ous.

Fig. 5.5 { Deux exemplesde disques°ous dans le plan. Celui de gauche est convexe, celui
de droite ne l'est pas.
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L'exemple du volume a d¶ejµa ¶et¶e mentionn¶e plus haut.

Le p¶erim µetre d'un objet °ou de fonction d'appartenance ¹ est d¶e¯ni par [285] :

p(¹ ) =
Z

x2S
jr ¹ (x)jdx: (5.7)

Dans le cas discret 2D, cette expressionrevient µa calculer la sommepond¶er¶ee des longeurs
descourbesd¶elimitant les ®-coupes, les poids ¶etant la di®¶erencedesvaleurs d'appartenance
entre deux ®-coupessuccessives.

La compacit ¶e en 2D est d¶e¯nie par [283] :

c(¹ ) =
V (¹ )
p(¹ )2 ; (5.8)

oµu V d¶esignele volume (ici en 2D, la surface) et p le p¶erimµetre. On peut montrer que pour
desdisques°ous convexes,on a c(¹ ) ¸ 1

4¼, et donc la plus faible compacit¶e est obtenue pour
desdisquesnets.

La hauteur et la largeur d'un ensemble °ou 2D sont d¶e¯nies comme le volume des
projections sur chacun desaxes.Par exemplela hauteur est d¶e¯nie en 2D par [283] :

h(¹ ) =
Z

y
[sup

x
¹ (x; y)]dy: (5.9)

Des notions simples de parall ¶elisme entre droites °oues ont ¶et¶e intro duites dans [71] :
le degr¶e de parall¶elisme entre deux droites °oues est ¶egal µa 1 ¡ h oµu h est la hauteur de
l'in tersection entre les deux droites °oues.

5.2.5 Mesures g¶eom¶etriques °oues d'ob jets °ous

Danslesd¶e¯nitions pr¶ec¶edentes, lesmesuresg¶eom¶etriquessont d¶e¯nies commedesnombres
nets.Or si lesobjets sont impr¶ecis,on peut s'attendre µa cequeleurs mesuressoient ¶egalement
impr¶ecises,et donc d¶e¯nies commedesnombres°ous, qui peuvent être calcul¶esselonle prin-
ciped'extension.Ainsi, pour unemesureM (surface,p¶erimµetre, etc.) saforme °oue s'exprime
par :

8¸ 2 IR+ ; M (¹ )( ¸ ) = sup
M (¹ ® )= ¸

®; (5.10)

qui exprime le degr¶e avec lequel la mesureM appliqu¶ee µa ¹ vaut ¸ . Par exemple pour le
volume, la d¶e¯nition obtenue ainsi est ¶equivalente µa la cardinalit ¶e d'un ensemble °ou d¶e¯ni
comme un nombre °ou dans [120]. Comme les ®-coupes sont embô³t¶ees, leur volume est
d¶ecroissant en ®, et donc le volume °ou a une fonction d'appartenance d¶ecroissante (voir
¯gure 5.6). Cette propri¶et¶e n'est pas vraie pour toutes les mesures(par exempleelle ne l'est
pas pour le p¶erimµetre, commele montre la ¯gure 5.6 µa droite).

Ce type de repr¶esentation est tr µesutile lorsque,dansdes¶etapesult ¶erieuresde traitement,
on souhaite ¶evaluer des propositions de la forme < la mesureest grande, petite, etc. >, oµu
< grande >, < petite > sont des valeurs de variables linguistiques. Ces¶evaluations peuvent
être e®ectu¶eesen comparant les fonctions d'appartenance de la mesure g¶eom¶etrique °oue
et cellesde la variable linguistique, par des techniques de compatibilit ¶e, de similarit ¶e ou de
< pattern matching >.
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Fig. 5.6 { Surfaceexprim¶eecommeun nombre °ou, illustr ¶eesur lesdisques°ous de la ¯gure
5.5 et sur les structures du cerveau de la ¯gure 5.1. En bas, p¶erimµetre °ou illustr ¶e sur les
disques°ous de la ¯gure 5.5.

5.2.6 Transformations g¶eom¶etriques

Dans cette partie, nous d¶ecrivons comment calculer des transformations g¶eom¶etriques
d'ensembles °ous spatiaux, telles que destranslations ou desrotations.

Transformations nettes. Tout d'abord, noussupposonsqueseull'ensemble µa transformer
est °ou. Soit T une transformation g¶eom¶etrique quelconque(translation, rotation, sym¶etrie,
homoth¶etie). Nous supposonsque T est bien d¶e¯nie, c'est-µa-dire que les paramµetres de la
transformation sont des nombres usuels. Soit ¹ un ensemble °ou dans S (en dimension
quelconque).La transformation de ¹ par T est alors simplement d¶e¯nie par :

8x 2 S; T (¹ )[T (x)] = ¹ (x); (5.11)

ou de maniµere¶equivalente :

8x 2 S; T (¹ )(x) = ¹ [T ¡ 1(x)]; (5.12)

Dans le casdiscret, T (x) peut ne pas appartenir µa S (il ne coÄ³ncide pas forc¶ement avec
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un point de la trame discrµete). Ce problµemeest ¶egalement rencontr ¶e en traitement d'images
classique,et desm¶ethodessimilaires d'in terpolation peuvent être utilis ¶ees.

Transformations °oues. Nousconsid¶eronsmaintenant quela transformation est¶egalement
impr¶ecise,et que sesparamµetres sont cette fois desnombres °ous. Soit T la transformation
°oue, d¶ependant de paramµetres p1; :::pn , chacun d'eux ¶etant °ou. Soient ¹ pi les fonctions
d'appartenance d¶e¯nissant les paramµetres pi . Nous notons Tp1 ;:::pn la tranformation nette
obtenue pour desvaleurs pr¶ecisesdesparamµetres. La transformation d'un point y de S par
T est un ensemble °ou, dont la fonction d'appartenanceest :

8z 2 S; ¹ T (y) (z) = sup
p1 ;:::pn jTp1 ;:::p n (y)= z

t[¹ p1 (p1); :::¹ pn (pn )]; (5.13)

oµu t est une t-norme.

Maintenant, ¶etendonscette d¶e¯nition au casd'un point appartenant µa un ensemble °ou
¹ . Lesvaleursd'appartenance¹ (y) doivent être combin¶eesµa cellesde ¹ T (y) . Nous d¶e¯nissons
alors la transformation de ¹ par [61] :

8x 2 S; T (¹ )(x) = sup
y2S

t[¹ (y); ¹ T (y) (x)]: (5.14)

En pratique, le calcul n'est pas toujours imm¶ediat. Une solution consisteµa appliquer direc-
tement le princip e d'extension, mais le calcul peut en être tr µeslourd. Une autre solution est
d'exprimer la transformation sousforme analytique µa partir derepr¶esentations param¶etriques
des paramµetres °ous, de maniµere analogueaux op¶erations sur les nombres °ous de type L-
R. Mais de tels calculs ne sont pas possiblespour toutes les transformations, ni pour des
châ³nesde traitement oµu les mêmesvariables peuvent être impliqu¶eesplusieurs fois. Dans
le cas discret, une autre solution a ¶et¶e propos¶ee dans [61] : le domaine de d¶e¯nition de
chaque paramµetre peut être discr¶etis¶e, et pour chaque valeur possible des paramµetres, le
point correspondant ainsi que son degr¶e d'appartenancesont calcul¶espar l'¶equation 5.14.

5.3 Morphologie math ¶ematique °oue

La morphologiemath¶ematique[300,301, 294]est une th¶eorielargement employ¶eeen trai-
tement d'images binaires et num¶eriques.Elle proposedestransformations non lin¶eairesuti-
lis¶eesen ¯ltrage et am¶elioration d'images,segmentation, mesures,reconnaissancedesformes.
Puisqu'elle reposeessentiellement sur desconceptsensemblistes et despropri¶et¶esalg¶ebriques,
la morphologiemath¶ematique apparâ³t commeune suite logique dans la s¶erie desop¶erations
manipulant l'information spatiale et de leur extensionau °ou. Un autre int¶er̂et de l'extension
de la morphologiemath¶ematique au °ou est que d'autres op¶erateurspeuvent en être d¶eduits
(adjacenceou distance par exemple)commeon le verra plus loin [45].

Les premiers travaux portant sur la morphologie math¶ematique °oue datent desann¶ees
80 et consid¶eraient simplement les niveaux de gris d'une image comme une fonction d'ap-
partenance [160, 159, 205, 114, 115, 253] ou n'utilisaient que des¶el¶ements structurants bi-
naires [283]. Ici, nous restreignons la pr¶esentation aux approches r¶eellement °oues, dans
lesquellesdes ensembles °ous sont transform¶es µa l'aide d'¶el¶ements structurants °ous. Les
d¶eveloppements initiaux peuvent être trouv¶es dans la d¶e¯nition de l'addition de Minkovski
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°oue [121, 190]. Puis ce problµeme a ¶et¶e abord¶e ind¶ependamment par plusieurs auteurs
[53, 56, 57, 309, 97, 16, 273, 311, 252]. Nous nous attachons ici principalement aux quatre
op¶erationsdebasede la morphologiemath¶ematiquequesont l'¶erosion,la dilation, l'ouverture
et la fermeture, µa partir desquellesde nombreusesautres op¶erations peuvent être construites
(les d¶e¯nitions et r¶esultats sont donn¶esde maniµereplus d¶etaill¶eedans [57] par exemple).On
se restreindra ¶egalement aux op¶erateurs qui sont invariants par translation, et qui peuvent
donc s'exprimer µa l'aide d'¶el¶ements structurants translat¶esen toutes les positions de l'image
(on pourrait aussiconsid¶erer la d¶e¯nition la plus g¶en¶erale de la dilatation commeop¶eration
croissante qui commute avec la r¶eunion ou le sup et l'¶etendre au °ou, ou encore la notion
d'adjonction [106]).

Rappelons tout d'abord les d¶e¯nitions desop¶erations ¶el¶ementaires. On notera X (ou f )
l'ensemble (ou la fonction) µa transformer et B (ou g) l'¶el¶ement structurant ensembliste (ou
fonctionnel). La dilatation dans l'espaceS est d¶e¯nie par [300, 294] :

DB (X ) = f x 2 S j Bx \ X 6= ;g ; (5.15)

oµu Bx d¶esignele translat¶e de B au point x,

DB (f )(x) = supf f (y) j y 2 Bxg; (5.16)

Dg(f )(x) = supf f (y) + g(y ¡ x) j y 2 Sg: (5.17)

L'¶erosionest d¶e¯nie par :
EB (X ) = f x 2 S j Bx ½ X g; (5.18)

EB (f )(x) = inf f f (y) j y 2 Bxg; (5.19)

Dg(f )(x) = inf f f (y) ¡ g(y ¡ x) j y 2 Sg: (5.20)

Dans les trois cas, l'ouverture et la fermeture sont d¶e¯nies respectivement par :

X B = D ·B [EB (X )]; (5.21)

X B = E ·B [DB (X )]; (5.22)

oµu ·B d¶esignele sym¶etrique de B par rapport µa l'origine.

Par l'in term¶ediaire de sa fonction d'appartenance, un ensemble °ou peut être assimil¶e
µa une fonction qui prend sesvaleurs dans [0; 1]. Cependant, le cas le plus g¶en¶eral d'une
op¶eration sur un ensemble °ou avecun ¶el¶ement structurant °ou ne peut pas être simplement
construit µa partir de la morphologie fonctionnelle. En e®et, une dilatation d'une fonction
µa valeurs dans [0; 1] par une autre donne en g¶en¶eral une fonction µa valeur dans [0; 2]. En
revanche, dans les cas oµu l'une des deux fonctions ne prend sesvaleurs que dans f 0; 1g, on
peut demanderµa la morphologie °oue de coÄ³ncider avec la morphologie classique.

5.3.1 D¶e¯nitions

Les constructions de la morphologiemath¶ematique °oue reposent sur desprincip esassez
classiquesd'extension d'op¶erations binaires au cas°ou, soit µa partir du princip e d'extension
ou par combinaison d'op¶erations appliqu¶eessur les ®-coupes, soit par traduction directe
d'¶equationsensemblistesen¶equations°oues.Cesdi®¶erentesconstructionsconcernent surtout
la dilatation et l'¶erosion,l'ouverture et la fermeture ¶etant toujours obtenuespar composition
de cesdeux op¶erations.
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Morphologie °oue µa partir des ®-coup es. Consid¶erons d'abord la m¶ethode reposant
sur une combinaison par int¶egration des op¶erations binaires appliqu¶ees sur les ®-coupes
[56, 54]. Soient ¹ et º deux ensembles °ous d¶e¯nis sur l'espaceS. La dilatation de ¹ par º
s'obtient par :

8x 2 S; D º (¹ )(x) =
Z 1

0

Z 1

0
D º ® (¹ ¯ )(x)d®d¯ =

Z 1

0
sup

y2 (º ® )x

¹ (y)d®: (5.23)

De la mêmemaniµere, l'¶erosionde ¹ par º est d¶e¯nie par :

8x 2 S; Eº (¹ )(x) =
Z 1

0
inf

y2 (º ® )x

¹ (y)d®; (5.24)

oµu (º ®)x est la translation de º ® (®-coupe de º ) au point x. Cesd¶e¯nitions garantissent que
D º (¹ ) et Eº (¹ ) sont les fonctions d'appartenance d'ensembles °ous (prenant leurs valeurs
dans [0; 1]). Par construction, si º est binaire, ces d¶e¯nitions coÄ³ncident avec celles de la
morphologie classique.

D'autres combinaisonssont possibles,de la mêmemaniµerequ'un ensemble °ou peut être
reconstruit de multiples maniµeresµa partir de ses®-coupes.On peut ainsi d¶e¯nir la dilatation
°oue par :

8x 2 S; D º (¹ )(x) = sup
y2S

min[¹ (y); º (y ¡ x)]; (5.25)

ou encore:
8x 2 S; D º (¹ )(x) = sup

y2S
[¹ (y)º (y ¡ x)]; (5.26)

et des¶equationssimilaires pour l'¶erosion,et en appliquant le princip e d'extension, on obtient
¶egalement la formule 5.25. Contrairement µa celles obtenues par int¶egration, ces¶equations
sont en fait des cas particuliers de cellesobtenues par traduction formelle, d¶e¯nies dans le
paragraphesuivant.

Morphologie °oue par traduction formelle µa partir de t-normes et t-conormes.
Une autre m¶ethode de construction consisteµa remplacer formellement, dans les ¶equations
d¶e¯nissant les op¶erations, les symboles binaires ou logiques par leurs ¶equivalents °ous. La
dilatation et l'¶erosion sont alors construites µa partir de degr¶es d'in tersection et d'inclusion,
ainsi qu'ils ont ¶et¶e d¶e¯nis dans le paragraphe5.2.2 (¶equations5.1 et 5.2). Ainsi, la dilatation
°oue de ¹ par º est d¶e¯nie par :

8x 2 S; D º (¹ )(x) = sup
y2S

t[º (y ¡ x); ¹ (y)]; (5.27)

oµu t est une t-norme, et l'¶erosion°oue de ¹ par º est d¶e¯nie par :

8x 2 S; Eº (¹ )(x) = inf
y2S

T[c(º (y ¡ x)) ; ¹ (y)]; (5.28)

oµu T est la t-conorme duale de t par rapport µa la compl¶ementation c (la dualit ¶e permet de
garantir la dualit ¶e entre D º et Eº ).

Ces formes de dilatation et ¶erosion°oues sont tr µesg¶en¶erales,et plusieurs d¶e¯nitions de
la litt ¶erature en sont des cas particuliers et correspondent aux ¶equations 5.27 et 5.28 pour
di®¶erents choix de t et T. Les d¶e¯nitions propos¶ees dans des cas particuliers d'¶el¶ements
structurants binaires sont aussi inclusesdans ce cadre plus g¶en¶eral.

La construction desouvertures et desfermeturesest simplement obtenue par composition
d'une ¶erosionet d'une dilatation utilisant dest-normes et t-conormesduales.
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Utilisation de t-normes et t-conormes faibles. Si on remplace les t-normes et les t-
conormespar desop¶erateurs plus faibles (en g¶en¶eral non associatifs et qui n'admettent pas
1 ou 0 comme¶el¶ement neutre), les ¶equations 5.27 et 5.28 sont alors des g¶en¶eralisations des
d¶e¯nitions propos¶eesdans [310] :

8x 2 S; D º (¹ )(x) = sup
y2S

max[0; 1 ¡ ¸ (¹ (y)) ¡ ¸ (º (y ¡ x))] ; (5.29)

8x 2 S; Eº (¹ )(x) = inf
y2S

min[1; ¸ (1 ¡ ¹ (y)) + ¸ (º (y ¡ x))] ; (5.30)

oµu ¸ est une fonction de [0; 1] dans [0; 1] satisfaisant les 6 conditions suivantes : ¸ (z) est une
fonction non croissante de z, ¸ (0) = 1, ¸ (1) = 0, l'¶equation ¸ (z) = 0 admet une solution
unique, 8® 2 [0; 5; 1], l'¶equation ¸ (z) = ® admet une solution unique, 8z 2 [0; 1]; ¸ (z) + ¸ (1¡
z) ¸ 1.

La t-norme et la t-conorme faibles utilis ¶eesdans cesd¶e¯nitions sont :

8(a;b) 2 [0; 1]2; t(a; b) = max[0; 1 ¡ ¸ (a) ¡ ¸ (b)]; (5.31)

8(a;b) 2 [0; 1]2; T(a;b) = min[1; ¸ (1 ¡ a) + ¸ (1 ¡ b)]: (5.32)

Le cas ¸ (z) = 1 ¡ z = ¸ 0(z) conduit µa de vraies t-norme et t-conorme, correspondant aux
op¶erateurs de Lukasiewicz.Dans le casg¶en¶eral, cesd¶e¯nitions ont despropri¶et¶esbeaucoup
plus faibles que cellesobtenuesµa partir de vraies t-normes et t-conormes.

Morphologie °oue µa partir d'implications r¶esiduelles. Uneautre maniµeredeconsid¶erer
l'inclusion °oue est de la d¶e¯nir µa partir d'une implication :

I (º ; ¹ ) = inf
x2S

I mp[º (x); ¹ (x)]: (5.33)

L'implication d¶e¯nie par [128] I mp(a;b) = T[c(a); b)] permet de retrouver les d¶e¯nitions de
la morphologie °oue µa partir de t-normes et t-conormes.Les implications r¶esiduellesd¶e¯nies
par :

I mp(a;b) = supf " 2 [0; 1]; t(a; " ) · bg; (5.34)

fournissent d'autres formesd'¶erosionet de dilatation, fond¶eessur l'inclusion °oue suivante :

I (º ; ¹ ) = inf
x2S

supf " 2 [0; 1]; t(º (x); " ) · ¹ (x)g: (5.35)

L'in tersection entre les deux typesde formes est obtenue pour dest-normes archim¶ediennes
ayant des ¶el¶ements nilpotents, typiquement celle de Lukasiewicz. Des op¶erations de mor-
phologie math¶ematique °oue ont ¶et¶e construites selon ce princip e dans [97]. Un de leurs
avantagesessentiels est qu'elles conduisent µa desouvertures et fermetures idempotentes.

5.3.2 Propri ¶et¶es

Le d¶etail despropri¶et¶esdecesdiversesd¶e¯nitions peut être trouv¶edans[57],et lespreuves
dans [28]. Ici, nous r¶esumonssimplement les principales propri¶et¶es. Les d¶e¯nitions µa partir
de t-normes et de t-conormessatisfont le plus de propri¶et¶es:

{ l'¶erosion et la dilation (respectivement l'ouverture et la fermeture) sont duales par
rapport µa la compl¶ementation c;
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{ si l'¶el¶ement structurant estbinaire, on retrouvelesd¶e¯nitions dela morphologiemath¶ematique
classique;

{ les op¶erations sont compatibles avec les translations ;
{ ellessatisfont la propri¶et¶e de connaissancelocale(la valeur du r¶esultat d'une op¶eration

en un point ne d¶epend que d'un voisinageautour de ce point, d¶ependant du support
de l'¶el¶ement structurant) ;

{ continuit ¶e si la t-norme est continue (ce qui est le cas le plus fr¶equent) ;
{ croissancede toutes les op¶erations par rapport µa l'inclusion ;
{ extensivit¶e de la dilatation et anti-extensivit ¶e de l'¶erosion si et seulement si º (0) = 1

(cette contrain te correspond µa la condition que l'origine doit appartenir µa l'¶el¶ement
structurant dans le casbinaire) ;

{ extensivit¶e de la fermeture, anti-extensivit ¶e de l'ouverture et idempotencede cesdeux
op¶erations si et seulement si t[b;u(c(b); a)] · a, ce qui est satisfait pour la t-norme et
la t-conorme de Lukasiewicz;

{ la dilatation commute avec la r¶eunion °oue, et l'¶erosionavec l'in tersection;
{ propri¶et¶e d'it ¶erativit ¶e de la dilatation (sorte d'associativit ¶e).
Les d¶e¯nitions obtenuespar int¶egration sur les ®-coupessatisfont moins de propri¶et¶es :

l'extensivit ¶edela fermetureet l'anti-extensivit ¶edel'ouverture, l'idempotencedecesop¶erations,
la commutativit ¶e de la dilatation avec la r¶eunion et de l'¶erosionavec l'in tersection et la pro-
pri¶et¶e d'it ¶erativit ¶e sont perdues.Les autres propri¶et¶essont conserv¶ees.

Pour lesd¶e¯nitions obtenuesµa partir de t-normes et de t-conormesfaibles, la plupart des
propri¶et¶esne sont satisfaitesque dans le casoµu ¸ = ¸ 0, pour lequel on retrouve une t-norme
et une t-conorme particuli µeres.

Avec les d¶e¯nitions obtenues µa partir d'une implication r¶esiduelle, l'ouverture et la fer-
meture sont toujours idempotentes, l'ouverture est anti-extensive et la fermeture extensive.

5.3.3 Exemples

Quelquesd¶e¯nitions d'¶erosionset dilatations °oues sont illustr ¶eessur la ¯gure 5.7, sur
desexemplessynth¶etiques bidimensionnels.

Donnonsmaintenant uneapplication r¶eelle,oµu la dilatation °oue estutilis ¶eepour mod¶eliser
des impr¶ecisionsspatiales. Le problµeme est celui de la reconstruction 3D de vaisseauxsan-
guins par fusion de donn¶eesangiographiqueset ¶echographiques[61, 268]. Le but de la fu-
sion est d'¶eviter les limites inh¶erentes µa chaque modalit ¶e : la reconstruction 3D µa partir de
deux projections angiographiquesest impr¶eciseµa causedes hypothµesesqu'elle n¶ecessite,et
la reconstruction µa partir de coupes d'¶echographie endovasculaire est limit ¶ee par des fac-
teurs physiqueset n¶ecessite¶egalement des hypothµesessimpli¯catrices qui intro duisent des
impr¶ecisions.La ¯gure 5.8 illustre un exemplede donn¶ees.

La fusion desdeux modalit ¶esn¶ecessitede recalertoutes lesdonn¶eesdansun mêmerepµere.
Par exemple,la position de chaquecoupe ¶echographiqueest d¶e¯nie par trois paramµetres de
translation et trois paramµetres de rotation. L'estimation de cesparamµetres est e®ectu¶eesur
desradiographiesde contr ôle. La reconstruction desdeux modalit ¶esdans le repµere commun
conduit µa des contradictions lors de leur fusion, qui proviennent des impr¶ecisionssur l'es-
timation de tous les paramµetres. Au lieu de les consid¶erer comme des nombres, nous les
mod¶elisonscommedesnombres °ous. Les impr¶ecisionssur les paramµetres en translation et
en rotation sont ¯nalement repr¶esent¶es par des volumes °ous, qui d¶e¯nissent des ¶el¶ements
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Fig. 5.7 { Illustrations de quelquesd¶e¯nitions de dilatation et ¶erosion°oues sur un exemple
µa deux dimensions. Premiµere ligne : ensemble °ou et ¶el¶ement structurant d¶e¯nis sur IR2,
dilatation et ¶erosionpar int¶egration sur les ®-coupes; deuxiµemeligne : dilatation et ¶erosion
avec la t-norme min et la t-conorme max, puis avec les op¶erateurs de Lukasiewicz.

Fig. 5.8 { Images utilis ¶eespour la reconstruction. Coupe ¶echographique, radiographie de
contr ôle (permettant de localiser la position et l'orientation des¶echographies),angiographies
gauche et droite. Le cadre indique la zonedans laquelle la reconstruction serae®ectu¶ee.

structurants °ous, autour dechaquepoint de la surfacedu vaisseau.La dilatation °oue est un
bon outil pour intro duire cesimpr¶ecisionsde maniµere contr ôl¶ee,et en pr¶eservant de bonnes
propri¶et¶es.Le fait que la dilatation commute avec la r¶eunion permet de traiter globalement
la surfacedu vaisseauconsid¶er¶ee comme un ensemble de points, et la propri¶et¶e d'it ¶eration
permet d'in tro duire successivement les impr¶ecisionsen rotation et en translation. Si on ap-
pelle Vbin la surfacebinaire (sans impr¶ecisions),et º x

1 l'impr ¶ecisionen rotation µa la position
x (ces impr¶ecisionsvarient en e®etsuivant la position), un premier volume °ou est obtenu
par :

¹ V 0
f
(x) = supf º y

1 (x) j y 2 Vbin g:

Puis dansune deuxiµeme¶etape, une dilatation par l'¶el¶ement structurant º 2 prenant en compte
les impr¶ecisionsen translation (ind¶ependant de la position cette fois) est e®ectu¶ee:

Vf =
[

f DD º 2 (º x
1 ) (f xg) j x 2 Vbin g = D º 2 (V 0

f ):
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La ¯gure 5.9 repr¶esente une coupe axiale du vaisseaureconstruit aux di®¶erentes ¶etapes de
la m¶ethode (la m¶ethode est en fait appliqu¶eeen 3D directement).

(a) (b) (c)

Fig. 5.9 { Coupe ¶echographique axiale du vaisseaureconstruit. (a) Reconstruction binaire.
(b) Reconstruction °oue incluant les impr¶ecisionsen rotation. (c) Reconstruction °oue aprµes
dilatation par º 2 (cette reconstruction inclut toutes les impr¶ecisions).

Une fois quecette proc¶edureestappliqu¶eesur lesdeux modalit ¶es,lesdeux reconstructions
contiennent explicitement toutes les impr¶ecisionset ne sont plus contradictoires. Une fusion
conjonctive, typiquement par un min, peut alors être e®ectu¶ee(voir chapitre 8), a¯n de trou-
ver un consensusentre les deux modalit ¶eset de r¶eduire les impr¶ecisions.La d¶ecisionbinaire
¯nale est obtenue par surface de partage des eaux (extension µa 3D de la ligne de partage
deseaux [294]), qui permet d'obtenir une surfaceayant la topologie souhait¶ee(ici celle d'un
cylindre) et passant pas lespoints d'appartenancemaximale au volume fusionn¶e. Le r¶esultat
est illustr ¶e sur la ¯gure 5.10. Les contradictions entre les deux modalit ¶es sont r¶esoluesde
maniµere satisfaisante : dans les r¶egionsoµu les deux reconstructions binaires ¶etaient consen-
suelles,le mêmer¶esultat est obtenu. Lµa oµu elles¶etaient en con°it, une position interm¶ediaire
est obtenue.

Fig. 5.10 { Superposition du volume °ou aprµes fusion et de la surfacede partage deseaux
(en noir) sur quelquescoupesdu segment vasculaire.

5.3.4 Conclusion et extensions

µA partir des transformations de base pr¶esent¶ees ici, beaucoup d'autres peuvent être
construites, comme des transformations g¶eod¶esiques[46], des ¯ltres [311], des op¶erations
par reconstruction, desmesuresde convexit¶e [272],etc. Desapplications vari¶eescommencent
µa voir le jour, soit en traitement d'images, soit dans d'autres domaines.Des applications en
analyse de donn¶eesont par exemple¶et¶e d¶evelopp¶eesdans [337]. Les propri¶et¶es de dualit ¶e
des op¶erations morphologiquesleur permettent d'être utilis ¶eespour d¶e¯nir des op¶erations
duales dans d'autres domaines,par exempledans la th¶eorie des fonctions de croyance [38],
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dans la th¶eorie desensembles approximatifs (< rough sets>) [47], ou en logique [52, 49]. En
traitement d'images et reconnaissancedes formes structurelles, la morphologie °oue four-
nit ¶egalement des outils puissants pour d¶e¯nir des relations spatiales dans des situations
impr¶ecises[45], commenous le verrons dans les sectionssuivantes.

5.4 Topologie °oue

Cette partie est d¶edi¶ee µa l'extension au °ou de notions de topologie simples, telles que
la connexit¶e ou l'adjacence, qui sont tr µes importantes en traitement d'images, µa la fois lo-
calement au voisinaged'un point, ou plus globalement quand il s'agit de relations spatiales
entre objets.

5.4.1 Connexit ¶e °oue et voisinage

La notion de connexit¶e est une notion de baseindispensableen traitement d'images, im-
pliqu¶eedansnombre detransformations, demesures(qu'ellessoient topologiques,g¶eom¶etriques
ou morphologiques),de m¶ethodes d'analyse et de reconnaissance,dont la g¶en¶eralisation au
°ou n¶ecessitedonc de d¶e¯nir une connexit¶e °oue. De plus, c'est un outil important dµes
qu'il s'agit d'aller d'un endroit µa l'autre dans desensembles °ous, ce qui peut être exploit¶e
pour d¶e¯nir des distances g¶eod¶esiques°oues [32] et une morphologie math¶ematique °oue
g¶eod¶esique[46].

Plusieurs d¶e¯nitions de la connexit¶e °oue ont ¶et¶e propos¶eesdans la litt ¶erature, qui se
di®¶erencient essentiellement par leur comportement vis-µa-vis des plateaux de la fonction
d'appartenance [283, 338, 339]. Nous retenons ici celle de Rosenfeld [283], qui est la plus
utilis ¶ee, et surtout qui a les meilleures propri¶et¶es du point de vue de la reconnaissancedes
formes. On suppose que l'on travaille dans un espaceS discret et born¶e (t ypiquement le
support d'une image), sur lequel une connexit¶e discrµete est d¶e¯nie. Rosenfeldd¶e¯nit le degr¶e
de connexit¶e entre deux points x et y d'un ensemble °ou ¹ par :

c¹ (x; y) = max
L x;y

[ min
1· i · n

¹ (x i )]; (5.36)

oµu L x;y = x1:::xn est un chemin de x1 = x µa xn = y dans S, au sens de la connexit¶e
de basesur S. Le degr¶e de connexit¶e prend sesvaleurs dans [0,1]. En consid¶erant les degr¶es
d'appartenancecommeun relief sur S, c¹ (x; y) correspond µa l'altitude minimale sur le chemin
qui va dex µa y endescendant le moinspossible.On end¶eduit la notion decomposante connexe
°oue associ¶eeµa un point x commel'ensemble °ou de fonction d'appartenance :

8y 2 S; ¡ x
¹ (y) = c¹ (x; y): (5.37)

Le degr¶e de connexit¶e °ou a les propri¶et¶essuivantes :

1. c¹ est faiblement r¶e°exif : 8(x; y) 2 S2; c¹ (x; x) ¸ c¹ (x; y) et c¹ (x; x) = ¹ (x),

2. c¹ est sym¶etrique,

3. c¹ est transitif, au sensde la max-min transitivit ¶e :
8(x; z) 2 S2; c¹ (x; z) ¸ maxy2 E [min(c¹ (x; y); c¹ (y; z))],

4. c¹ (c;y) est obtenu en descendant le moins possible dans les valeurs d'appartenance
pour aller de x µa y, et est li¶e aux valeurs d'appartenance de x et y, en particulier :
c¹ (x; y) · min[¹ (x); ¹ (y)].
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Toujours enconsid¶erant la fonction d'appartenance¹ commeun relief, desnotions topolo-
giquespeuvent être exprim¶eesen termes topographiques.Ainsi, un plateau est d¶e¯ni comme
un sous-ensemble ¦ de S tel que [282] : ¦ est connexe(toujours au sensde la connexit¶e
discrµete d¶e¯nie dans S), la fonction d'appartenance est constante sur le plateau, et tout
voisin d'un point du plateau a un degr¶e d'appartenance di®¶erent de la valeur du plateau.
¦ est appel¶e < top > si sa valeur est un maximum r¶egional, et < bottom > si sa valeur est
un minimum r¶egional. L'ensemble °ou ¹ est connexe(au sensde la connexit¶e °oue) si et
seulement si il a un et un seulplateau maximum r¶egional. µA partir de cesnotions, Rosenfeld
d¶e¯nit despoints simplesdans un ensemble °ou : un point x de S est simple si et seulement
si il est simple dans l' ®-coupe de niveau ® = ¹ (x).

Dans lesnotions pr¶ec¶edentes, le voisinageutilis ¶e est toujours celui de la topologiediscrµete
associ¶eeµa S et µa sa connexit¶e ¶el¶ementaire, donc un voisinageclassique.On peut ¶egalement
d¶e¯nir desvoisinages°ous, et d¶e¯nir un degr¶e nxy avec lequel deux points x et y de S sont
voisins. Plusieurs d¶e¯nitions ont ¶et¶e propos¶ees[104, 60], qui sont typiquement desfonctions
d¶ecroissantes de la distance entre les deux points :

nxy =
1

1 + d(x; y)
; ou nxy =

1 + exp(¡ b)

1 + expb( d(x;y )¡ 1
S ¡ 1)

; (5.38)

oµu b et S sont deux paramµetres positifs qui contr ôlent l'aplatissement, la pente et la largeur
de la courbe.D'autres fonctions peuvent être utilis ¶ees,commedesfonctions enSpar exemple.

5.4.2 Fron ti µere d'un ob jet °ou

La fronti µere d'un ensemble binaire est d¶e¯nie comme l'ensemble des points limites de
l'ob jet (fronti µere interne) ou limites du compl¶ementaire de l'ob jet (fronti µere externe). Si un
objet est °ou, il est naturel de consid¶erer que sa fronti µere est ¶egalement un ensemble °ou.
Sa d¶e¯nition peut être obtenue simplement en traduisant l'expression< un point appartient
µa la fronti µere (interne) si et seulement si il appartient µa l'ob jet et il a au moins un voisin µa
l'ext ¶erieur de l'ob jet >. Ainsi, la fronti µere interne bi

¹ d'un objet °ou ¹ est d¶e¯nie par [60] :

8x 2 S; bi
¹ (x) = t[¹ (x); sup

z2S
t[c(¹ )(z); nxz ]]; (5.39)

oµu t est une t-norme, c une compl¶ementation °oue, et nxz le degr¶e de voisinageentre x et
z. Des notions similaires de fronti µere entre deux objets °ous ont ¶et¶e propos¶eesdans [104].
Cette d¶e¯nition de la fronti µere°oue peut ¶egalement être exprim¶eeen termesmorphologiques,
puisquelespoints de la fronti µeresont lespoints de l'ensemble qui ne sont pasdansson¶erod¶e
(ou demaniµere¶equivalente qui sont dansle dilat ¶edesoncompl¶ementaire). Cette constatation
conduit µa la d¶e¯nition suivante dans le cas°ou :

bi
¹ (x) = t[¹ (x); DB c (c(¹ ))( x)]; (5.40)

oµu Bc est un ¶el¶ement structurant ¶el¶ementaire, relatif soit µa la connexit¶e de basesur S, soit
µa un voisinage°ou.

De maniµere similaire, la fronti µere externe peut être d¶e¯nie par :

8x 2 S; be
¹ (x) = t[c(¹ (x)) ; sup

z2S
t[¹ (z); nxz ]]; (5.41)

ou en termes morphologiquespar : be
¹ (x) = t[DB c (¹ )(x); c(¹ )(x)].
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5.4.3 Adjacence entre deux ob jets °ous

Assez peu de travaux dans la litt ¶erature sont consacr¶es µa la d¶e¯nition de l'adjacence
entre deux ensembles °ous. Une premiµere approche consisteµa d¶e¯nir l'adjacenceentre deux
ensembles binaires µa partir de la notion de visibilit ¶e d'un ensemble depuis l'autre, puis µa
¶etendrecette notion au cas°ou [286],mais pr¶esente l'inconv¶enient de ne pas être sym¶etrique
(la notion de visibilit ¶e ne l'¶etant pas). Une deuxiµeme approche consisteµa s'appuyer sur la
notion de fronti µere des objets ou entre les objets [104, 60]. Nous donnons ici des exemples
relevant de cette deuxiµemeapproche, en serestreignant au casdiscret, qui est le plus direc-
tement utilisable en traitement d'images. On supposedonc que S est muni d'une connexit¶e
discrµete c, d¶e¯nie par la variable bool¶eennenc(x; y).

Rappelonsd'abord les d¶e¯nitions de l'adjacencedans le casbinaire. Soient X et Y deux
sous-ensembles de S. X et Y sont adjacents on sensde la c-connexit¶e si :

X \ Y = ; et 9x 2 X ; 9y 2 Y : nc(x; y): (5.42)

La fronti µere interne de X ¶etant not¶ee @X = X ¡ EB c (X ) (oµu Bc est l'¶el¶ement structurant
¶el¶ementaire de la c-connexit¶e), une cons¶equencede l'adjacenceest que les points x et y qui
satisfont nc(x; y) appartiennent n¶ecessairement µa @X et @Y respectivement. La d¶e¯nition de
l'adjacencepeut ¶egalement être exprim¶eeen termesmorphologiques,de maniµere¶equivalente,
par :

X \ Y = ; et DB c (X ) \ Y 6= ; ; DB c (Y ) \ X 6= ; : (5.43)

Notons que pour ¶eviter les paradoxes topologiquesdus µa l'utilisation de la mêmeconnexit¶e
pour tous les objets dans certainestopologiesdiscrµetes, il peut être pr¶ef¶erable de s¶eparer les
objets et leur fronti µere (et de les consid¶erer avec des connexit¶es di®¶erentes). Cela conduit
µa des d¶e¯nitions de l'adjacence un peu di®¶erentes, dont l'extension au °ou suit les mêmes
princip es que ceux pr¶esent¶es ci-dessous.Elles sont d¶etaill¶ees dans [60] mais ne sont pas
reprisesici.

L'extension del'adjacenceau cas°ou peut doncêtre e®ectu¶eedetrois maniµeresdi®¶erentes:
soit en s'appuyant uniquement sur la contrain te de connexit¶e, soit en utilisant ¶egalement la
contrain te sur la fronti µere,soit en s'appuyant sur la dilatation °oue. Le princip e de construc-
tion d¶ecrit ici suit la m¶ethode de traduction formelle d¶ejµa utilis ¶eepour les transformations
de morphologie math¶ematique (paragraphe 5.3), et utilise les d¶e¯nitions de degr¶es d'in ter-
section d¶ecrits dans le paragraphe5.2.2, de voisinage°ou (paragraphe 5.4.1) et de fronti µere
d'objets °ous (paragraphe 5.4.2).

Utilisation de la seule contrain te de connexit ¶e. G¶en¶eraliser la d¶e¯nition de l'adja-
cenceau °ou revient µa e®ectuerune conjonction entre un degr¶e de non intersection entre
les deux ensembles °ous et un degr¶e d'existence de deux points voisins. La conjonction est
exprim¶ee par une t-norme t, la non intersection par la compl¶ementation c d'un degr¶e d'in-
tersection ¹ int , l'existence par un sup. On aboutit ainsi µa la d¶e¯nition suivante du degr¶e
d'adjacenceentre deux sous-ensembles °ous ¹ et º de S :

¹ adj (¹; º ) = t[c(¹ int )( ¹; º ); sup
x2S

sup
y2S

t[¹ (x); º (y); nxy ]]: (5.44)

Cette d¶e¯nition est sym¶etrique, coÄ³ncide avec la d¶e¯nition binaire si ¹ et º sont binaires et
si nxy = nc(x; y), et est invariante par transformations g¶eom¶etriques (pour les homoth¶eties,
cela supposeque nxy soit aussi invariant).
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La ¯gure 5.11 illustre le r¶esultat obtenu aveccette d¶e¯nition dans le cas1D. En utilisant
commedegr¶ed'in tersection la hauteur de l'in tersection (¶equation 5.1), on obtient ¹ adj (¹; º ) =
®1 = 0; 36 et ¹ adj (¹; º 0) = ®3 = 0; 35, donc desvaleurstr µesproches.En utilisant le volume de
l'in tersection (¶equation 5.3), la d¶e¯nition rend mieux comptede la di®¶erencederecouvrement
desensembles °ous, et on obtient ¹ adj (¹; º ) = ®2 = 0; 67 et ¹ adj (¹; º 0) = ®4 = 0; 34, ce qui
correspond mieux µa l'in tuition.

Space coordinates

Membership values

0

1
mu nu

nu'a2

a3
a1

a4

Fig. 5.11 { Illustration de l'adjacence °oue, en utilisant di®¶erentes d¶e¯nitions du degr¶e
d'in tersection.

La table 5.1 donne les degr¶es d'adjacence°ous obtenus entre quelquesstructures de la
¯gure 5.1. Les r¶esultats sont en accord avec ce qu'on peut attendre, d'aprµes un modµele du
cerveau,donn¶e par exemplepar un atlas anatomique.Cesr¶esultats montrent que l'adjacence
°oue est une desrelations spatialesqui peut être utilis ¶eedans un systµemede reconnaissance
structurelle.

Objet °ou 1 Objet °ou 2 degr¶e d'adjacence adjacencedans le
modµele (binaire)

v1 v2 0,368 1
v1 nc1 0,463 1
v1 t1 0,000 0
v1 nc2 0,035 0
v2 nc2 0,427 1
nc1 t1 0,035 0

Tab. 5.1 { Degr¶esd'adjacence°ous entre quelquesstructures du cerveau.Lesdegr¶eslesplus
¶elev¶essont obtenus entre lesstructures pour lesquellesl'adjacenceest attendue, et desdegr¶es
tr µesfaibles correspondent µa desstructures non adjacentes.

In tro duction des contrain tes sur la fron ti µere. Si l'on rajoute la contrain te sur la
fronti µere, la d¶e¯nition de l'adjacence°oue devient :

¹ adj (¹; º ) = t[c(¹ int )( ¹; º ); sup
x2S

sup
y2S

t[bi
¹ (x); bi

º (y); nxy ]]; (5.45)
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obtenue simplement en rempla»cant l'appartenance de x et y µa ¹ et º par leur appartenance
aux fronti µeres internes des deux ensembles °ous. Cette d¶e¯nition a exactement les mêmes
propri¶et¶esque la pr¶ec¶edente.

Expression morphologique. Selonle mêmeprincip e, la d¶e¯nition binaire de l'adjacence
exprim¶eeµa partir de la dilatation setraduit par :

¹ adj (¹; º ) = t[c(¹ int )( ¹; º ); ¹ int (DB c (¹ ); º ); ¹ int (DB c (º ); ¹ )]: (5.46)

Cette expressionrepr¶esente la conjonction entre un degr¶e de non intersection entre ¹ et
º et un degr¶e d'in tersection entre un ensemble et le dilat ¶e de l'autre ensemble. L'¶el¶ement
structurant Bc peut être choisi en fonction de la connexit¶e, ou comme un ensemble °ou,
repr¶esentant par exemplel'impr ¶ecisionspatiale (la distribution de possibilit¶e de la position
de chaquepoint). Les mêmespropri¶et¶esque cellesdesd¶e¯nitions pr¶ec¶edentes sont v¶eri¯ ¶ees.

5.5 Distances

L'in t¶er̂et desdistancesen traitement d'images est multiple et couvre plusieurs aspects :
distanced'un point µa un ensemble, distanceentre objets, distanceentre deux points dansun
ensemble (au sensg¶eod¶esique). Le deuxiµeme type de distance est largement trait ¶e dans la
litt ¶erature sur les ensembles °ous, avec une grande vari¶et¶e d'approchesdont seulement cer-
tainessont bien adapt¶eesau traitement d'images.Lesdeuxautres le sont beaucoupmoins.Les
distancesd'un point µa un ensemble sont utiles en classi¯cation, dans lesm¶ethodesde regrou-
pement visant µa former desr¶egionsspatialement coh¶erentes, en morphologie math¶ematique,
dans des problµemesde recalage,et sont ¶egalement impliqu¶eesdans certaines d¶e¯nitions du
squelette. Les distances entre deux ensembles apportent une information structurelle sur
l'image, en d¶ecrivant l'arrangement spatial m¶etrique des objets. Les distances entre deux
points d'un ensemble, ou distancesg¶eod¶esiques,sont lesmoins abord¶eesdansle cas°ou, mais
sont utiles lorsque les op¶erations doivent être conditionn¶eesµa un ensemble. Avant d'abor-
der successivement ces trois types de distances,nous commen»cons par d¶ecrire les diverses
repr¶esentations possiblesde distances.

5.5.1 Repr ¶esentations

Alors que dans le casd'ensembles binaires, une distance est toujours repr¶esent¶eepar un
nombre de IR+ , dans le cas °ou, plusieurs repr¶esentations sont possibles.La repr¶esentation
sousforme denombre est la plus courante. Lesvaleurssont prisessoit dansIR+ , soit seulement
dans [0; 1] lorsque les distancessont d¶e¯nies commedesdissimilarit ¶es°oues par exemple.

Si lesobjets sont impr¶ecis,on peut ¶egalement consid¶erer que lesdistancesqui less¶eparent
sont impr¶ecises.Ainsi unedistancepeut être repr¶esent¶eesousforme denombre °ou [122,284].
Dans [284], deux conceptssont intro duits. Le premier est celui de densit¶e de distance, not¶ee
±(¹; º ), et le secondest celui de distribution de distance, not¶ee ¢( ¹; º ), les deux ¶etant des
ensembles °ous sur IR+ . Les deux fonctions sont reli¶eespar la relation :

¢( ¹; º )(n) =
Z n

0
±(¹; º )(n0)dn0: (5.47)
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La valeur prise en n par la distribution de distance¢( ¹; º )(n) repr¶esente le degr¶e avec lequel
la distance entre ¹ et º est inf¶erieure ou ¶egaleque n, alors que la valeur en n de la densit¶e
de distance ±(¹; º )(n) repr¶esente le degr¶e avec lequel la distance est ¶egaleµa n.

En¯n, la distance peut être repr¶esent¶eepar une variable linguistique. Cela supposeque
l'espacedesvaleurs est quanti¯ ¶e, avec une granularit ¶e plus ou moins ¯ne, en classessymbo-
liques telles que < proche >, < loin >, etc. [22, 202, 27], dont la s¶emantique est d¶e¯nie par
desensembles °ous de IR+ .

Du point de vue des propri¶et¶es, une distance est rigoureusement une fonction positive,
s¶eparable,sym¶etrique, et satisfaisant l'in ¶egalit¶e triangulaire. En traitement d'images, toutes
cespropri¶et¶esne sont pas forc¶ement n¶ecessaires.Par exemplepour la comparaisonde formes
au moyen de distances, ce sont surtout les propri¶et¶es de fonctions de similarit ¶e qui sont
importantes. La propri¶et¶e de l'in ¶egalit¶e triangulaire n'est pas toujours indispensable,par
exemple lorsque l'on compare un objet µa un modµele, et on peut alors se restreindre µa des
semi-m¶etriques ou mêmedessemi-pseudom¶etriques. En classi¯cation, on peut exploiter des
fonctions ne v¶eri¯an t pas la s¶eparabilit¶e pour regrouper desobjets s¶epar¶espar une distance
nulle, et ce sont alors les propri¶et¶esd'indistingabilit ¶e qui sont importantes. Pour simpli¯er,
nous parlerons toujours de distance, mêmedans le casde notions plus faibles.

5.5.2 Distance d'un poin t µa un ob jet °ou

Nous nous posonsdans cette partie une question qui n'a ¶et¶e que tr µespeu trait ¶eedans la
litt ¶erature : quelleest la distanced'un point x deS µa un ensemble °ou ¹ d¶e¯ni sur S ? Dans le
casbinaire, la distanced'un point µa un ensemble (compact) est classiquement d¶e¯nie comme
la distance minimale entre x et les points de l'ensemble. Il est souhaitable que la distance
°oue correspondante d¶ependede la distance euclidiennedE d¶e¯nie sur S, a¯n de prendre en
compte l'information spatiale dans le calcul de la distance.Desd¶e¯nitions de telles distances
ont ¶et¶e propos¶eesdans [31, 43].

Une premiµere solution consisteµa pond¶erer la distance entre deux points, de telle sorte
que les points d'appartenance faible aient une importance moins grande dans le calcul du
minimum, par exemple:

d(x; ¹ ) = min
y2S

[dE (x; y)f (¹ (y))] ; (5.48)

oµu f (t) est une fonction d¶ecroissante de t.

Une deuxiµemesolution consisteµa int¶egrer les valeurs desdistancesde x aux ®-coupesde
¹ :

d(x; ¹ ) =
Z 1

0
min
y2 ¹ ®

dE (x; y)d®; (5.49)

ou µa pond¶erer cesdistancespar ® :

d(x; ¹ ) = sup
®2 ]0;1]

[®dB (x; ¹ ®)]: (5.50)

Cette deuxiµemeforme a de moins bonnespropri¶et¶es,puisquela distanceobtenue est toujours
celle de x au noyau de ¹ .

Une autre approche consisteµa d¶e¯nir une distance °oue (qui ne soit pas seulement un
scalaire), µa partir de la dilatation °oue. L'avantage de cette approche est qu'elle utilise une
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formulation ensembliste (et non analytique) de la distance, qui est plus facile µa transposer
au °ou par un simple princip e de traduction terme µa terme.

Dans le casbinaire et dans un espacediscret, la distance d'un point x µa un ensemble X
est donn¶eeen fonction de la dilatation par :

dB (x; X ) = 0 , x 2 X (5.51)

dB (x; X ) = n , x 2 D n (X ) et 8n0 < n; x =2 D n0
(X ) (5.52)

oµu D n est la dilatation par uneboulederayon n centr ¶eeµa l'origine deS (et D 0(X ) = X ) (voir
par exemple [64] pour une ¶etude des boules discrµetes et des distancesdiscrµetes dans le cas
binaire). Pour ces¶el¶ements structurants, la dilatation est extensive, et 8n0 < n; x =2 D n0

(X )
est ¶equivalent µa x =2 D n¡ 1(X ). L'¶equation 5.52 est donc ¶equivalente µa :

x 2 D n (X ) \ [D n¡ 1(X )]C ; (5.53)

oµu AC est le compl¶ementaire de A dans S. Cette expressionpurement ensembliste peut
maintenant être traduite en termes °ous, ce qui conduit µa la d¶e¯nition suivante du degr¶e
±(x;¹ ) (n) avec lequel d(x; ¹ ) est ¶egal µa n :

±(x;¹ ) (0) = ¹ (x); (5.54)

±(x;¹ ) (n) = t[D n
º (¹ )(x); c[D n¡ 1

º (¹ )(x)]]; (5.55)

oµu t est une t-norme, c une compl¶ementation °oue, et º un ¶el¶ement structurant °ou, pour
lequel plusieurschoix sont possibles.Ce peut être simplement la boule unit ¶e, ou un ensemble
°ou repr¶esentant la plus petite entit ¶e spatiale signi¯cativ e dans l'image avecsonimpr¶ecision.
Dans ce cas,º doit valoir 1 µa l'origine, a¯n de garder la propri¶et¶e d'extensivit¶e [57].

Les propri¶et¶es de cette d¶e¯nition sont les suivantes [31] : si ¹ (x) = 1, ±(x;¹ ) (0) = 1 et
8n > 0; ±(x;¹ ) (n) = 0, et donc la distance est un nombre classique.Si ¹ et º sont binaires, la
d¶e¯nition coÄ³ncide avec la forme binaire. L'ensemble °ou ±(x;¹ ) peut être interpr¶et¶e comme
une densit¶e de distance, dont on peut d¶eduire une distribution de distance par int¶egration.
En¯n, ±(x;¹ ) est un nombre °ou non normalis¶e (dans le casdiscret ¯ni).

La ¯gure 5.12 pr¶esente un exemple de nombre °ou ±(x;¹ ) (n) pour deux points et un
ensemble °ou en dimension 1.

5.5.3 Distance entre deux ob jets °ous

Plusieurs distancesentre ensembles °ous ont ¶et¶e propos¶eesdans la litt ¶erature. Nous en
donnonsune pr¶esentation qui, bien que s'inspirant directement de celle propos¶eedans [367],
est adapt¶eeaux int¶er̂ets du traitement d'imageset reposesur lestypesd'informations pris en
compte dans les di®¶erentes d¶e¯nitions. Une premiµere classed'approchesne concerneque la
comparaisonde fonctions d'appartenance, tandis qu'une secondeclasseintro duit ¶egalement
desdistancesdans le domaine spatial. Dans la suite, on note ¹ et º les fonctions d'apparte-
nancede deux ensembles°ous d¶e¯nis sur l'espaceS (consid¶er¶e discret dans tout cequi suit).
On note d(¹; º ) la distance entre cesdeux ensembles °ous et dE (x; y) la distance spatiale
euclidienneentre deux points x et y de S (ind¶ependamment de leurs degr¶esd'appartenance
aux ensembles°ous consid¶er¶es).Lesdi®¶erentes formesde distancesainsi que leurs propri¶et¶es
sont d¶etaill¶eesdans [43].
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Fig. 5.12 { Nombres °ous repr¶esentant ±(x;¹ ) (¹ est repr¶esent¶e µa gauche) pour deux points
x di®¶erents.

Comparaison de fonctions d'appartenance. On trouve dans la premiµere classe,ne
comparant que les fonctions d'appartenance, quatre approches di®¶erentes : fonctionnelle,
reposant sur la th¶eorie de l'information, ensembliste, et s'inspirant de la reconnaissancedes
formes.

L'appro che fonctionnelle est certainement la plus r¶epandue. Elle est fond¶ee sur le
choix d'une norme L p entre ¹ et º , conduisant µa la d¶e¯nition g¶en¶erique suivante :

dp(¹; º ) = [
X

x2S

j¹ (x) ¡ º (x)jp]1=p; d1 (¹; º ) = max
x2S

j¹ (x) ¡ º (x)j: (5.56)

D'autres d¶e¯nitions peuvent être d¶eduites de la notion de similarit ¶e °oue et de celle de
t-indistingabilit ¶e. ¶Etant donn¶ee une telle fonction de similarit ¶e s, la fonction 1 ¡ s est une
ultra-m¶etrique. Ces notions connaissent un grand d¶eveloppement en intelligence arti¯cielle
(par exemple pour le raisonnement par analogie) (voir par exemple [66] pour une revue
complµete de mesuresde comparaison). En traitement d'images, elles ont ¶et¶e utilis ¶eespar
exempleselonune approche pyramidale dans [216].

Les premiµeres d¶e¯nitions fond¶ees sur la th ¶eorie de l'information reposent sur la
d¶e¯nition de l'entropie °oue E(¹ ), dont une pseudo-distanceest d¶eduite par [219] : d(¹; º ) =
jE(¹ ) ¡ E(º )j. Cette d¶e¯nition ne satisfait pas la condition de s¶eparabilit¶e. Cette propri¶et¶e
peut être obtenue en travaillant dans l'espacequotient obtenu par la relation d'¶equivalence
¹ » º , E(¹ ) = E(º ). Cependant une telle d¶emarche n'est pas bien adapt¶eeau traitement
d'images.En e®et,puisquel'entropie d'un ensemble pr¶ecis(binaire) est toujours ¶egaleµa z¶ero,
deux structures binaires dansune imageappartiennent µa la mêmeclassed'¶equivalence,même
si elles sont complµetement di®¶erentes et quelle que soit leur distance dans S. Des mesures
d'entropie conditionnelles µa une mesurede similarit ¶e ont ¶et¶e propos¶ees,qui combinent cette
approche avec l'approche fonctionnelle [352]. Elles ont ¶et¶e appliqu¶eesdans desproblµemesde
d¶ecision (en particulier pour l'¶etude de questionnaires),mais, µa notre connaissance,pas en
traitement d'images.Dans le mêmeordre d'id¶ees,la notion de divergence°oue [26] (qui peut
être interpr¶et¶ee comme une distance) a ¶et¶e intro duite comme un concept inspir¶e de celui
d'entropie de Kullback [203] :

d(¹; º ) =
1

jSj

X

x2S

[Dx (¹; º ) + D x (º ; ¹ )] (5.57)

103



avec :

Dx (¹; º ) = ¹ (x) log
¹ (x)
º (x)

+ (1 ¡ ¹ (x)) log
1 ¡ ¹ (x)
1 ¡ º (x)

: (5.58)

Cette distanceestpositive,sym¶etrique, satisfait la propri¶et¶edes¶eparabilit¶e,maispasl'in ¶egalit¶e
triangulaire.

Dans l'appro che ensembliste , une distanceentre ensembles°ous est consid¶er¶eecomme
une fonction de dissimilarit ¶e entre ensembles,exprim¶eeµa partir de r¶eunionset d'in tersections
°oues. On en trouve quelquesexemplesdans [367]. L'id ¶ee qui pr¶esideµa la construction de
ces fonctions est que la distance doit être plus importante si les ensembles s'intersectent
faiblement. Mentionnons les exemplessuivants :

d(¹; º ) = 1 ¡
P

x2S min[¹ (x); º (x)]
P

x2S max[¹ (x); º (x)]
; (5.59)

d(¹; º ) = 1 ¡ max
x2S

min[¹ (x); º (x)]; (5.60)

d(¹; º ) = max
x2S

max[min(¹ (x); 1 ¡ º (x)) ; min(1 ¡ ¹ (x); º (x))] : (5.61)

Notons que les deux derniµeres d¶e¯nitions sont respectivement ¶equivalentes aux fonctions
1 ¡ ¦( ¹ ; º ) et 1 ¡ max[N (¹ ; º ); N (º ; ¹ )] (oµu ¦ et N sont des fonctions de possibilit¶e et de
n¶ecessit¶e) qui sont utilis ¶eesen marquage adapt¶e °ou (< fuzzy pattern matching >) [132].
Elles ont un vaste domaine d'application, y compris en traitement d'images. Elles sont de
plus reli¶eesµa la morphologie math¶ematique °oue, puisque ¦( ¹ ; º ) correspond µa la valeur de
la dilatation de ¹ par º µa l'origine, alors que N (¹ ; º ) correspond µa la valeur de l'¶erosionde
¹ par º µa l'origine.

L'appro che de reconnaissance des formes consisteµa repr¶esenter dans un premier
temps chaque ensemble °ou dans un espacede paramµetres °ous (cardinal, moments, obli-
quit¶e par exemple)et µa calculer dansun deuxiµemetemps desdistancesentre vecteursde pa-
ramµetres.Cette approchepeut exploiter lesavantagesdecertainesdesd¶e¯nitions pr¶ec¶edentes,
par exemple en incluant des mesuresd'entropie ou de similarit ¶e dans l'ensemble de pa-
ramµetres.

Com binaison de comparaisons des fonctions d'appartenance et d'informations
spatiales. Dans la secondeclassede m¶ethodes, on cherche µa inclure la distance spatiale
dE dans la d¶e¯nition de la distance entre ¹ et º . On trouve dans cette deuxiµeme classe
de distances des approches g¶eom¶etriques, morphologiques, et reposant sur la th¶eorie des
graphes.

L'appro che g¶eom¶etrique consisteµa g¶en¶eraliser l'une desdistancesclassiquement uti-
lis¶eesentre ensembles binaires, telles que la distance minimale entre points les plus proches,
la distance moyenneentre points les plus proches,ou la distance de Hausdor®.

Ces g¶en¶eralisations peuvent suivre quatre princip es. Le premier consiste µa consid¶erer
desensembles °ous d¶e¯nis dans un espacede dimension n commedesensembles binaires de
dimensionn+ 1 et utiliser alors desdistancesclassiquesbinaires danscet espacede dimension
sup¶erieure. Cependant, cette d¶emarche est souvent peu satisfaisante en traitement d'images
car les n dimensionsde l'espaceS et la dimension desdegr¶esd'appartenance(prenant leurs
valeurs dans [0,1]) ont dessigni¯cations complµetement di®¶erentes, et les traiter de la même
maniµere semble fortement criticable.
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Le deuxiµemeprincip eestun princip ede fuzzi¯cation : soit D unedistanceentre ensembles
pr¶ecis,alors son ¶equivalent °ou est d¶e¯ni par :

d(¹; º ) =
Z 1

0
D(¹ ®; º ®)d®; (5.62)

ou par une sommediscrµete si les fonctions d'appartenance sont constantes par morceaux.
Par ce proc¶ed¶e, d(¹; º ) h¶erite despropri¶et¶esde la distance binaire choisie.

Le troisiµemeprincip e consisteµa pond¶erer les distancespar les fonctions d'appartenance.
Pour la distance moyenne,cela conduit µa la d¶e¯nition suivante :

d(¹; º ) =

P
x2S

P
y2S dE (x; y) min[¹ (x); º (y)]

P
x2S

P
y2S min[¹ (x); º (y)]

: (5.63)

En¯n, la derniµere approche consisteµa d¶e¯nir une distance °oue commeun ensemble °ou
sur IR+ au lieu d'un nombre pr¶ecis.Pour la distance minimale entre points les plus proches,
cela donne [284] :

d(¹; º )( r ) = sup
x;y ;dE (x;y )· r

min[¹ (x); º (y)]: (5.64)

Plusieurs g¶en¶eralisations de la distance de Hausdor®ont ¶egalement ¶et¶e propos¶eesselon le
mêmeprincip e [122].

Ces distances partagent la plupart des avantages et des inconv¶enients de la distance
binaire sous-jacente : les côuts de calcul peuvent être tr µes ¶elev¶es (c'est d¶ejµa le cas pour
plusieurs distancesbinaires) ; de plus, l'in terpr¶etation et la robustessed¶ependent beaucoup
de la distance choisie, par exemplela distance de Hausdor®est tr µessensibleau bruit (alors
que la distance moyennene l'est pas) mais a desavantagesen particulier pour son utilit ¶e en
morphologie math¶ematique.

Une appro che par tol ¶erance , propos¶ee dans [217], combine les fonctions d'apparte-
nanceet desdistancesspatiales locales.Une di®¶erencelocale entre ¹ et º en un point x de
S est d¶e¯nie par :

d¿
x (¹; º ) = inf

y;z2 B (x;¿)
j¹ (y) ¡ º (z)j; (5.65)

oµu B (x; ¿) est la boule ferm¶eecentr ¶eeen x et de rayon ¿. Ensuite les fonctions de l'approche
fonctionnelle sont red¶e¯nies pour intro duire la tol¶erance spatiale ¿. Par exemple, pour la
norme L p, on a :

d¿
p(¹; º ) = [

Z

S
[d¿

x (¹; º )]pdx]1=p: (5.66)

Plusieurs r¶esultats sont d¶emontr ¶es dans [217], en particulier des propri¶et¶es de convergence.
Cette approche a une interpr¶etation morphologiquepuisquele voisinageconsid¶er¶e autour de
chaquepoint peut être interpr¶et¶e commeun ¶el¶ement structurant.

Une appro che morphologique , propos¶eedans [31, 43], consisteµa d¶e¯nir une distance
commeun ensemble °ou sur IR+ , fond¶eesur la dilatation °oue. Elle est issuede l'observation
que certaines distancesbinaires peuvent être exprim¶eesen termes de dilatation morpholo-
gique [300]. Nous donnons ici les exemplesde la distance minimum et de la distance de
Hausdor®.Dans le cas binaire, pour n > 0, la distance minimum dN entre deux ensembles
X et Y peut être exprim¶eepar :

dN (X ; Y ) = n , D n (X ) \ Y 6= ; et D n¡ 1(X ) \ Y = ; (5.67)
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et l'expression sym¶etrique. Pour n = 0 on a dN (X ; Y ) = 0 , X \ Y 6= ; . La traduction de
ces¶equivalencespour desensembles °ous ¹ et ¹ 0 donne, pour n > 0, la densit¶e de distance
suivante :

±N (¹; ¹ 0)(n) = t[sup
x2S

t[¹ 0(x); D n
º (¹ )(x)]; c[sup

x2S
t[¹ 0(x); D n¡ 1

º (¹ )(x)]]] (5.68)

et ±N (¹; ¹ 0)(0) = supx2S t[¹ (x); ¹ 0(x)]. Cette expressionmontre comment lesvaleursd'appar-
tenanceµa ¹ 0 sont prisesen compte, sansutiliser le princip e d'extension. º d¶esignel'¶el¶ement
structurant utilis ¶e pour la dilatation.

La distance de Hausdor®est d¶e¯nie par :

dH (X ; Y ) = max[sup
x2 X

d(x; Y ); sup
y2 Y

d(y; X )]: (5.69)

Elle s'exprime en termes morphologiquespar :

dH (X ; Y ) = inf f n; X µ D n (Y ) et Y µ D n (X )g: (5.70)

µA partir de l'¶equation 5.70, on peut d¶e¯nir une distribution de distance µa partir de la
dilatation °oue :

¢ H (¹; ¹ 0)(n) = t[ inf
x2S

T[D n
º (¹ )(x); c(¹ 0(x))] ; inf

x2S
T[D n

º (¹ 0)(x); c(¹ (x))]] ; (5.71)

oµu c est une compl¶ementation, t une t-norme et T une t-conorme. Une densit¶e de distance
peut être d¶eduite implicitement de cette distribution. Mais on peut aussiobtenir une densit¶e
de distance en traduisant les expressionssuivantes en termes °ous :

dH (X ; Y ) = 0 , X = Y; (5.72)

et pour n > 0 :

dH (X ; Y ) = n , X µ D n (Y ) et Y µ D n (X )

et
³
X 6µD n¡ 1(Y ) ou Y 6µD n¡ 1(X )

´
: (5.73)

La traduction de ces¶equationsdonne le nombre °ou suivant :

±H (¹; ¹ 0)(0) = t[ inf
x2S

T[¹ (x); c(¹ 0(x))] ; inf
x2S

T[¹ 0(x); c(¹ (x))]] ; (5.74)

±H (¹; ¹ 0)(n) = t[ inf
x2S

T[D n
º (¹ )(x); c(¹ 0(x))] ; inf

x2S
T[D n

º (¹ 0)(x); c(¹ (x))] ;

T(sup
x2S

t[¹ (x); c(D n¡ 1
º (¹ 0)(x))] ; sup

x2S
t[¹ 0(x); c(D n¡ 1

º (¹ )(x))])] : (5.75)

Cesd¶e¯nitions n'ont pasexactement lesmêmespropri¶et¶esque leurs ¶equivalents binaires.
Toutes les distances sont positives, dans le sensoµu leur support est inclus dans IR+ . Par
construction ellessont sym¶etriques en ¹ et ¹ 0. La propri¶et¶e de s¶eparabilit¶e n'est pas toujours
satisfaite. Cependant, si ¹ est normalis¶e, on a pour la distance minimum ±N (¹; ¹ )(0) = 1 et
±N (¹; ¹ )(n) = 0 pour n > 1. Pour la distancede Hausdor®,±H (¹; ¹ 0)(0) = 1 implique ¹ = ¹ 0

pour la t-conorme T de Lukasiewicz(T(a;b) = min(1; a + b)), alors que cela implique ¹ et
¹ 0 binaires et ¶egauxpour T = max. L'in ¶egalit¶e triangulaire n'est en g¶en¶eral pas satisfaite.
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Distance entre un modµele de v2 et :
cn2 v2 v1

cn1 p1

Tab. 5.2 { Distancesde Hausdor®entre ensembles °ous selon l'approche morphologique.

Quelquesexemplesde densit¶esde distancessont illustr ¶esdans la table 5.2 (nombres°ous
obtenus par l'approche morphologiquepour la distancede Hausdor®et la t-norme min). Les
objets °ous de d¶epart sont quelquesstructures du cerveau (¯gure 5.1) qui sont compar¶eesµa
un modµele de v2. Les valeurs non nulles obtenues pour v2 montrent les di®¶erencesentre la
structure dans l'image et le modµele. Les autres r¶esultats correspondent bien au fait que v2
est proche de cn2 et v1, assezloin de cn1 et tr µes loin de p1.

Selonune appro che de th ¶eorie des graphes , une fonction de similarit ¶e entre graphes
°ous peut induire une distance entre ensembles °ous, si ceux-ci sont repr¶esent¶es µa un haut
niveau par une structure de graphe (le moyen le plus simple pour cela serait de consid¶erer
la grille discrµete sur laquelle est d¶e¯nie l'image commeun graphe, mais cette repr¶esentation
serait assezpeu structur ¶ee). Une telle distance porte typiquement sur la comparaisonµa la
fois desattributs desn¾uds et sur ceux desarcs [226].

Discussion. Pour desapplications de traitement d'images, la premiµereclassede m¶ethodes
(comparant seulement les fonctions d'appartenance) est adapt¶ee µa des applications oµu les
deux ensembles°ous µa comparerrepr¶esentent la mêmestructure ou une structure issued'une
imageet un modµele.Les applications envisageablessont du domainede la reconnaissancede
formes µa partir de modµelesou µa partir de recherche d'analogiesentre cas.

Au contraire, les d¶e¯nitions de la deuxiµeme classe,qui combinent l'information de dis-
tance spatiale µa la comparaison des fonctions d'appartenance, sont beaucoup plus riches
et permettent une analyse des structures et des objets dans les imagesplus g¶en¶erale, plus
complµete et plus proche des problµemesd'image. Elles sont donc particuli µerement promet-
teusesdµesque la disposition topologique et spatiale desstructures d'in t¶er̂et est importante
(c'est le casla plupart du temps, par exempleen segmentation, classi¯cation, interpr¶etation
de scµenes,etc.). Les distances de ce type peuvent fournir, comme application directe, des
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mesuresde con°it entre ensembles °ous qui soient bien adapt¶eesµa l'information spatiale des
images.

5.5.4 Distance g¶eod¶esique dans un ensemble °ou

Danscette partie, nousnousint¶eressonsµa la distanceentre deux points d'un ensemble °ou
¹ , dans une optique de g¶en¶eralisation de la distance g¶eod¶esiquebinaire, largement utilis ¶ee
en traitement d'images, en particulier en morphologie math¶ematique. L'id ¶ee fondamentale
est de combiner dE (x; y) µa un degr¶e mesurant µa quel point un chemin entre x et y reste
dans l'ensemble °ou ¹ . La connexit¶e °oue c¹ [282, 283] (voir partie 5.4.1) est donc bien
adapt¶ee µa ce propos. Dans le cas id¶eal, nous voudrions que la distance g¶eod¶esique °oue,
pour conduire µa descomportements et une interpr¶etation satisfaisants, v¶eri¯e les propri¶et¶es
de positivit ¶e, sym¶etrie, s¶eparabilit¶e, l'in ¶egalit¶e triangulaire, que d¹ d¶epende du plus court
chemin entre x et y qui < sorte > de ¹ < le moins possible>, que d¹ tende vers l'in¯ni s'il
n'est pas possibled'aller de x µa y sanspasserpar un point de degr¶e d'appartenanceµa ¹ ¶egal
µa 0, que d¹ soit d¶ecroissante par rapport µa ¹ (x), ¹ (y) et c¹ , que d¹ soit ¶egaleµa la distance
g¶eod¶esiqueclassiquesi ¹ est binaire. Plusieurs d¶e¯nitions ont ¶et¶e propos¶eesdans [29, 32],
avec despropri¶et¶esdi®¶erentes. Celle qui a les meilleurespropri¶et¶esest la suivante :

d¹ (x; y) =
l(L ¤

2(x; y))
c¹ (x; y)

; (5.76)

oµu L ¤
2(x; y) est le plus court chemin entre x et y sur lequel c¹ soit atteint (ce chemin s'in-

terprµetecommeuneg¶eod¶esiquedescendant le moinspossibledanslesdegr¶esd'appartenance),
et l (L ¤

2(x; y)) d¶esignesa longueur. Toutes les propri¶et¶esrequisessauf l'in ¶egalit¶e triangulaire
sont satisfaites par cette formule. µA partir de cette d¶e¯nition, il est possiblede construire
une v¶eritable distance, satisfaisant l'¶egalit¶e triangulaire, sans perdre les autres propri¶et¶es,
mais qui n'est pas tr µesop¶eratoire en g¶en¶eral.

5.6 Position relativ e directionnelle entre deux ob jets

Contrairement aux relations spatiales¶etudi¶eesjusqu'µa pr¶esent, les relations de position
relative directionnelle (< µa droite de >, < au-dessus>, etc.) sont des notions qui sont in-
trinsµequement vagueset mal d¶e¯nies, même si les objets sont binaires. Ainsi il ne s'agit
plus simplement d'¶etendre desd¶e¯nitions bien formalis¶eesau casd'ensembles °ous mais de
formaliser de telles notions impr¶ecises.Plusieurs travaux dans ce senspeuvent être trouv¶es
dans la litt ¶erature.

5.6.1 Les principales appro ches °oues

Une despremiµeresapproches°ouesa ¶et¶epropos¶eedans[197]. Elle reposesur la projection
desensembles °ous sur un axe d¶e¯ni par la direction µa laquelle on s'int¶eresse(par exemple
l'axe x pour la relation < µa gauchede>). La projection d'un objet der¶ef¶erencebidimensionnel
R fournit un ensemble °ou µa unedimensiondonnant le degr¶eaveclequelchaquepoint satisfait
la relation par rapport µa R. L'¶evaluation de la relation d'un objet A par rapport au premier
est obtenue par la sommenormalis¶ee de cesdegr¶es ponctuels, pond¶er¶es par l'appartenance
de chaque point µa la projection de A. Ainsi, si A f (x) et Rf (x) d¶esignent les projections
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normalis¶eesdesensembles °ous A et R sur l'axe x, le degr¶e avec lequel A est µa gauche de R
est d¶e¯ni par :

¹ R
gauche(A) = ¹ R

¼(A) =

R+ 1
¡1 A f (x)

R+ 1
x Rf (y)dydx

R+ 1
¡1 A f (y)dy

R+ 1
¡1 Rf (y)dy

: (5.77)

La plupart desm¶ethodess'appuient sur une d¶e¯nition linguistique de quelquesrelations
de base.En 2D, une valeur linguistique est repr¶esent¶eepar une fonction d'appartenancesur
l'in tervalle [¡ ¼; + ¼], et d¶epend de l'angle µ entre le segment joignant deux points et l'axe
x [246, 191]. Par exemple, la valeur < µa droite de > (correspondant µa un angle 0) peut être
d¶e¯nie par :

¹ 0(µ) =

(
cos2(µ) si µ 2 [¡ ¼

2 ; + ¼
2 ]

0 sinon
(5.78)

Les relations ¹ ® pour d'autres directions ® sont d¶eduitespar simple translation sur [¡ ¼; + ¼]
de cette fonction. L'¶evaluation d'une relation entre deux objets sefait par comparaisonentre
cesvaleurs linguistiques et un calcul d'anglesentre lespoints desdeux objets. Ce calcul peut
prendre di®¶erentes formes. Dans [202, 191], seuls les centres de gravit ¶e cR et cA des deux
objets sont consid¶er¶es(si les objets sont °ous, on calcule les centres de gravit ¶e pond¶er¶espar
les fonctions d'appartenance), et la relation dans une direction ® est ¶evalu¶eepar :

¹ R
®(A) = ¹ ®(µ(cR ; cA )) : (5.79)

D'autres approches ¶evitent de r¶eduire les objets µa un point et considµerent l'histogramme
d'angles normalis¶e, calcul¶e pour toutes les paires de points des deux objets. L'¶evaluation
d'une relation revient alors µa comparer cet histogramme µa l'ensemble °ou de la direction
d'in t¶er̂et. Cette comparaisonpeut sefaire en calculant l'ensemble °ous de compatibilit ¶e entre
cesdeux ensembles°ous [245,246],par une m¶ethode d'agr¶egation par moyennage[202,191],
ou par pattern matching °ou [33]. Une extension de l'histogramme d'angles, l'histogramme
de forces,a ¶et¶e propos¶eedans[235],dans laquelle la contribution de chaquepaire de points µa
l'histogramme est pond¶er¶eepar une fonction de la distanceentre cespoints, permettant ainsi
de donner par exemple plus d'imp ortance aux points proches. La valeur de l'histogramme
pond¶er¶e vaut alors pour chaqueangle µ :

H R (A)(µ) =
X

a2 R; b2 A j µ(a;b)= µ

' (jj ~abjj ); (5.80)

oµu ' est une fonction d¶ecroissante, par exemple' (x) = 1
x r (pour r = 0, on retrouve l'histo-

gramme d'angles).

Parallµelement µa cesapprochesqui passent dansdesespacesde repr¶esentation d'objets de
dimensionplus faible (0 pour lescentres degravit ¶e,1 pour lesprojections et leshistogrammes
d'angles en 2D, 2 pour les histogrammes d'angles en 3D), une approche complµetement
di®¶erente a ¶et¶e propos¶ee dans [33, 41, 42], oµu le raisonnement est e®ectu¶e complµetement
dans l'espacede l'image S, par une m¶ethode morphologique. L'id ¶ee est de d¶e¯nir un en-
semble °ou dans l'espace repr¶esentant pour chaque point le degr¶e avec lequel la relation
est satisfaite par rapport µa l'ob jet de r¶ef¶erenceR. Cet ensemble peut être calcul¶e par une
dilatation °oue (voir paragraphe5.3) par un ¶el¶ement structurant radial º , dont la fonction
d'appartenance en un point d¶ecrô³t en fonction de l'¶ecart entre les coordonn¶eesangulaires
de ce point et cellesd¶e¯nissant la direction d'in t¶er̂et ~u®, par exemple:

8P 2 S; º (P) = max[0; 1 ¡
2
¼

arccos
~OP ¢~u®

k ~OPk
]: (5.81)
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Cet ensemble °ou (spatial) correspond µa une fonction de la visibilit ¶e de chaque point de
l'espacedepuis l'ob jet dans la direction la plus proche de celle de la relation. Il peut être
calcul¶e une fois pour toutes, pour une direction donn¶ee, et permet d'¶evaluer ensuite tr µes
rapidement le degr¶e avec lequel n'imp orte quel objet A satisfait cette relation par rapport µa
R. Cette ¶evaluation peut être e®ectu¶eepar une m¶ethode de pattern matching °ou, donnant
une ¶evaluation sousforme d'in tervalle [N ; ¦], ou par une moyenneM :

N R
® (A) = inf

x2S
T[¹ ®(R)(x); 1 ¡ ¹ A (x)]; ¦ R

®(A) = sup
x2S

t[¹ ®(R)(x); ¹ A (x)];

M R
® (A) =

1
jAj

X

x2S

t[¹ A (x); ¹ ®(R)(x)]; (5.82)

oµu t est une t-norme et T une t-conorme.

Nous ne d¶etaillons pas ici les propri¶et¶es de ces di®¶erentes approches. Une di®¶erence
notable, qui peut avoir descons¶equencesalgorithmiques importantes suivant lesapplications,
est que les approchesµa partir d'histogrammes d'angles n¶ecessitent un calcul d'histogramme
par paire d'objets qui permet d'¶evaluer toutes les relations souhait¶ees,alors que la m¶ethode
morphologique n¶ecessiteun calcul de dilatation °oue par direction, et permet l'¶evaluation
de la relation de plusieurs objets µa l'ob jet de r¶ef¶erence.

5.6.2 Un exemple simple

Nous illustrons quelquesunes de cesd¶e¯nitions sur les exemplesde la ¯gure 5.13, dans
lesquelslesobjets sont tr µessimplesmais satisfont clairement plusieurs relations µa desdegr¶es
divers.

Object A Object B

Reference object (R)Reference object (R)

Fig. 5.13 { Deux exemplessimples illustran t la di±cult ¶e de donner une d¶e¯nition en tout
ou rien de la position relative directionnelle entre deux objets.

La ¯gure 5.14montre leshistogrammesd'anglespond¶er¶espour le premier exemple.L'ob-
jet A est surtout µa droite de R (angles proches de 0), mais satisfait ¶egalement d'autres
relations, et certaines parties sont presquesau-dessusde R. Lorsque r augmente dans la
fonction ' (x) = 1

x r , la partie de A µa droite de R pr¶edominecar elle est la plus proche de R.

Les tables 5.3 et 5.4 montrent les r¶esultats pour le premier exemple.Toutes lesm¶ethodes
sont concordantes pour dire que A est surtout µa droite de R, ce degr¶e augmentant avec r .
Les valeurs absoluespeuvent être un peu di®¶erentes selon les approches, mais l'ordre entre
les valeurs et le comportement g¶en¶eral restent les mêmes.

Les tables 5.5 et 5.6 montrent les r¶esultats obtenus sur le deuxiµeme exemple.Deux re-
lations principales (parmi les quatre ¶etudi¶ees) sont satisfaites : µa droite et au-dessus.La
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Fig. 5.14 { Histogrammesde forcespour l'exemple de gauche de la ¯gure 5.13.Train plein :
r = 0, pointill ¶es : r = 2, tiret ¶es: r = 5.

Objet A par rapport µa l'ob jet R

Relation Centre Agr¶egation Compatibilit ¶e
r = 0 r = 2 r = 5 r = 0 r = 2 r = 5

Gauche 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Droite 0,76 0,73 0,79 0,86 0,62 0,67 0,75

En-dessous 0,00 0,00 0,01 0,01 0,05 0,06 0,06
Au-dessus 0,24 0,27 0,20 0,13 0,38 0,33 0,25

Tab. 5.3 { Position relative de A par rapport µa R (¯gure 5.13), avec les m¶ethodesdu centre
d'inertie, d'agr¶egation et de compatibilit ¶e. Les histogrammessont calcul¶espour r = 0, r = 2
et r = 5.

m¶ethode du centre d'inertie ne rend pas compte de la relation au-dessus,ce qui montre les
limites de cette approche trop r¶eductrice. Comme la partie de B qui est au-dessusde R est
plus proche de R que la partie qui est µa droite, les valeurs de la relation µa droite d¶ecroissent
quand r augmente alors que celles de la relation au-dessusaugmentent. L'approche mor-
phologiquemet bien en ¶evidencel'ambiguÄ³t¶e desrelations pour cesobjets. Des parties de B
satisfont complµetement la relation au-dessusalors que d'autres parties ne la satisfont pas du
tout.
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Objet A par rapport µa l'ob jet R

Relation FPM Approche morphologique
r = 0 r = 2 r = 5

Gauche [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] M = 0; 00
Droite [0,37, 0,68] [0,39, 0,98] [0,58, 1,00] [0,50, 1,00] M = 0; 81

En-dessous [0,00, 0,10] [0,00, 0,12] [0,00, 0,13] [0,00, 0,35] M = 0; 05
Au-dessus [0,32, 0,63] [0,02, 0,61] [0,00, 0,42] [0,00, 0,73] M = 0; 44

Tab. 5.4 { Position relative de A par rapport µa R (¯gure 5.13), avec la m¶ethode de fuzzy
pattern matching (FPM) entre les relations et les histogrammes, pour r = 0, r = 2 and
r = 5, et avec la m¶ethode morphologique (les intervalles [N ; ¦] et la valeur moyenne sont
donn¶es).

Objet B par rapport µa l'ob jet R

Relation Centre Agr¶egation Compatibilit ¶e
r = 0 r = 2 r = 5 r = 0 r = 2 r = 5

Gauche 0,00 0,00 0,00 0,01 0,05 0,06 0,08
Droite 0,83 0,63 0,54 0,33 0,55 0,49 0,35

En-dessous 0,00 0,03 0,02 0,01 0,17 0,16 0,15
Au-dessus 0,17 0,34 0,43 0,66 0,45 0,51 0,65

Tab. 5.5 { Position relative de B par rapport µa R (¯gure 5.13), avec les m¶ethodesdu centre
d'inertie, d'agr¶egation et de compatibilit ¶e.

Objet B par rapport µa l'ob jet R

Relation FPM Approche morphologique
r = 0 r = 2 r = 5

Gauche [0,00, 0,06] [0,00, 0,10] [0,00, 0,11] [0,00, 0,44] M = 0; 02
Droite [0,34, 0,81] [0,10, 0,75] [0,00, 0,39] [0,29, 1,00] M = 0; 81

En-dessous [0,00, 0,28] [0,00, 0,26] [0,00, 0,11] [0,00, 0,60] M = 0; 11
Au-dessus [0,19, 0,66] [0,25, 0,91] [0,61, 1,00] [0,00, 1,00] M = 0; 52

Tab. 5.6 { Position relative de B par rapport µa R (¯gure 5.13), avec la m¶ethode de fuzzy
pattern matching (FPM) entre les relations et les histogrammes,et avec la m¶ethode mor-
phologique (les intervalles [N ; ¦] et la valeur moyennesont donn¶es).
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5.7 Classi¯cation °oue

Nous pr¶esentons dans cette partie les principales m¶ethodes de classi¯cation. Outre leur
utilisation directe pour desproblµemesde classi¯cation, ellessont souvent utilis ¶eespour esti-
mer desfonctions d'appartenancedans desespacesde caract¶eristiques.

Le princip e de la classi¯cation °oue est d'a®ecter un ¶el¶ement µa classernon pas µa une
classecommedans les approchesclassiques,mais µa toutes les classesavec un certain degr¶e.
Cette approche permet de prendre en compte facilement les transitions doucesentre classes,
l'ambiguÄ³t¶e, l'appartenance partielle µa plusieurs classes.La classi¯cation nette est un cas
particulier dans lequel chaque ¶el¶ement a un degr¶e d'appartenance non nul (et ¶egal µa 1) µa
exactement une classe,et un degr¶e d'appartenancenul µa toutes les autres.

5.7.1 C-mo yennes °oues

La m¶ethode de classi¯cation la plus populaire est appel¶ee C-moyennes °oues [23] et
g¶en¶eralise la m¶ethode classiquedesk-moyennes[137, 136].

Soit X un ensemble d'¶el¶ements µa classer(d¶e¯nis dansun certain espacedecaract¶eristiques)
et P = f C1; C2; :::; CC g l'ensemble de classes(le nombre de classesC est ¯x ¶e). Une partition
°oue est d¶e¯nie par :

1. 8x i 2 X ; 8Cj 2 P; ¹ ij 2 [0; 1], oµu ¹ ij d¶esignele degr¶e d'appartenance de l'¶el¶ement x i

µa la classeCj ;

2. 8x i 2 X ;
P C

j =1 ¹ ij = 1;

3. 8j · C; 0 <
P N

i=1 ¹ ij < N , oµu N est le cardinal de X .

Comme pour les k-moyennes,le princip e desC-moyennes°oues est de mettre µa jour de
maniµere it ¶erative les centres des classesm j (moyennes) et les degr¶es d'appartenance aux
classes.Cesit ¶erations visent µa optimiser un crit µered'erreur quadratique pond¶er¶e qui s'¶ecrit :

Jm =
CX

j =1

NX

i

¹ m
ij jj x i ¡ mj jj2; (5.83)

oµu la norme est d¶e¯nie dansl'espacedescaract¶eristiques,et m est un paramµetre dans]1; + 1 [
appel¶e facteur de °ou. Cette optimisation est faite sousla contrain te d'obtenie une partition
°oue.

A chaque it ¶eration, les degr¶esd'appartenancequi minimisent le crit µere sont :

¹ ij =
1

P C
j =1 [ jj x i ¡ m i jj

jj x i ¡ m j jj ) ]
2

m ¡ 1

; (5.84)

et les centres de classessont donn¶espar :

mj =

P
i ¹ m

ij x i
P

i ¹ m
ij

: (5.85)

La matrice de dispersion de la classeCj est d¶e¯nie par :

M j =
NX

i =1

¹ m
ij (x i ¡ mj )(x j ¡ mj )t ; (5.86)
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et la dispersion intra-classespar :

M =
CX

j =1

M j : (5.87)

Il est facile de v¶eri¯er que la fonctionnelle Jm est la trace de la matrice de dispersion M .

L'algorithme desC-moyennes°oues s'¶ecrit alors :
{ initialiser les centres de classe,
{ it ¶erer la s¶equencesuivante :

1. calculer lesdegr¶esd'appartenancedechaquepoint µa chaqueclasseselonl'¶equation
5.84),

2. calculer les nouveaux centres desclassesselon l'¶equation 5.85.

{ arrêter les it ¶erations lorsque la partition ne changeplus ou lorsque la d¶ecroissancede
la fonctionnelle devient su±samment faible.

Cet algorithme convergevers un minimum local de la fonctionnelle [23], ce qui n¶ecessite
d'avoir une initialisation pas trop ¶eloign¶eede la solution.

Consid¶erons un exemple oµu l'espace de caract¶eristiques est de dimension 1 et oµu l'on
cherche deux classes.La ¯gure 5.15 montre l'allure des fonctions d'appartenance. Ces fonc-
tions deviennent de plus en plus prochesde fonctions binaires lorsque m tend vers 1 (¯gure
5.16).

class 1 class 2

m2m1

Fig. 5.15 { Allure des fonctions d'appartenance obtenues par les C-moyennes°oues pour
deux classesde centres x = 1 et x = 2 et pour m = 2.

Ces¯gures illustrent un desprincipaux inconv¶enients de cette approche : si la forme des
fonctions d'appartenance est intuitiv ement satisfaisante µa proximit ¶e des centres de classes,
en revanche elle ne l'est plus quand on s'en¶eloigne.A causede la contrain te de normalisation
des degr¶es d'appartenance, la fonction s'annule au niveau du centre de l'autre classepuis
recommenceµa crô³tre. Elle n'est donc pas d¶ecroissante en fonction de la distance au centre
de la classe.Cet e®etest ampli¯ ¶e dans les cas oµu le nombre de classesest plus grand. Un
exempleavec trois classesest illustr ¶e ¯gure 5.17.
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m=2

m=2

m=1.4

m=1.4

m=4

m=4

m=4

m=1.4
m=2
m=4

m=1.4

m=2

Fig. 5.16 { Fonctions d'appartenanceobtenuespour deux classesde centres x = 1 et x = 2,
pour m = 1; 4, m = 2 et m = 4. A gauche : fonction d'appartenanceµa la classeC1. A droite :
le terme ¹ m

i1 de la fonctionnelle Jm .

m1 m2 m3

class 1

class 1

class 1

class 2

class 2

class 2

Fig. 5.17 { Exemple µa trois classesde centres x = 1, x = 1; 1 et x = 2.

5.7.2 C-mo yennes possibilistes

Les C-moyennespossibilistes ¶evitent ces inconv¶enients en rajoutant un terme dans la
fonctionnelle et en abandonnant la contrain te de normalisation [201] :

J =
CX

j =1

NX

i =1

¹ m
ij jj x i ¡ mj jj2 +

CX

j =1

´ j

NX

i =1

(1 ¡ ¹ ij )m jj x i ¡ mj jj2: (5.88)

Les degr¶esd'appartenancedeviennent alors :

¹ ij =
1

1 + jj x i ¡ m j jj 2

´ j

1
m ¡ 1

: (5.89)

Le paramµetre ´ j contr ôle la d¶ecroissancede la fonction d'appartenance µa la classeCj en
¯xan t la distance au centre de la classepour laquelle le degr¶e d'appartenance vaut 1/2. Le

115



paramµetre m contr ôle le °ou commedans la m¶ethode pr¶ec¶edente. Cette fois les fonctions ont
une forme qui correspond mieux µa l'in tuition puisqu'elles sont d¶ecroissantes en fonction de
la distance µa la classe(¯gure 5.18).

Classe C1 Classe C2

m1 m2

Fig. 5.18{ Fonctions d'appartenanceobtenuesaveclesC-moyennespossibilitistes pour deux
classesde centres x = 1 et x = 2, avec m = 1, ´ 1 = 0; 5 et ´ 2 = 0; 25.

Cette approche permet ais¶ement de d¶e¯nir un rejet en ambiguÄ³t¶e (si lesvaleursd'aparte-
nanceµa deux classessont trop proches) et un rejet en distance (si les degr¶esd'appartenance
µa toutes les classessont trop faibles).

La d¶etermination de ´ j est un problµemedi±cile. Dans [201] deux solutions sont propos¶ees
pour d¶eterminer cesparamµetres µa partir desdonn¶ees:

1. l'une utilise la dispersion :

´ j =
P N

i=1 ¹ ij jj x i ¡ mj jj2

P N
i=1 ¹ ij

2. l'autre utilise les ¶echantillons de la classedont la fonction d'appartenance est plus
grande qu'une valeur donn¶ee® :

´ j =

P
i 2f ¹ ij g®

jj x i ¡ mj jj2

jf ¹ ij g®j

oµu f ¹ ij g® d¶esignel' ®-coupe de ¹ .

5.7.3 k-plus pro ches voisins °ous

La m¶ethode desk-plus prochesvoisins (kppv) [92] a ¶egalement ¶et¶e ¶etendueau °ou [134].

Dans le casbinaire, l'appartenance (binaire) d'un point x µa une classei peut s'¶ecrire de
la maniµere suivante :

¹ i (x) = U[
kX

j =1

¹ i (x j )] (5.90)

avec

U(t) =

(
1 si t > k

2
0 sinon
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Il su±t alors de remplacer la fonction d'Heaviside par une fonction doucepour ¶etendre
la m¶ethode au cas°ou :

¹ i (x) =
1

1 + exp[ 1
bi

( k
2 ¡ t i (x))]

(5.91)

avec

t i (x) =
kX

j =1

¹ i (x j )

ou encore,en tenant compte desdistancesaux voisins :

t i (x) =
kX

j =1

¹ i (x j )exp[¡ ¸ (
d(x; x j )

di
m

)2]

Le paramµetre bi permet de contr ôler le °ou, et peut être d¶e¯ni par exempleen fonction de
l'entropie °oue :

bi = H (i ) =
1
K

X

x
[¹ i (x) log(¹ i (x)) + (1 ¡ ¹ i (x)) log(1 ¡ ¹ i (x))] :

5.8 Op¶erations locales d'am ¶elioration ou de d¶etection

Nousregrouponsdanscette partie lestechniqueslocalesde ¯ltrage au sensle plus g¶en¶eral,
visant µa am¶eliorer le contraste de l'image, µa supprimer le bruit, µa extraire les contours,
etc. Notons que ces buts sont tous bien di®¶erents et souvent contradictoires. Cependant,
les princip es des techniques sont similaires, et peuvent être regroup¶es en deux classes: les
techniquesd'optimisation fonctionnelle d'une part, et les techniquesµa basede rµeglesd'autre
part. Ces aspects ¶etant d¶ejµa largement d¶evelopp¶es dans d'autres ouvrages (par exemple
[24, 207, 332, 11]), nous n'en donnonsici que les grandeslignes.

5.8.1 Appro ches fonctionnelles

Ces techniques consistent µa minimiser ou maximiser une fonctionnelle, qui peut être
interpr¶et¶ee comme une repr¶esentation analytique d'un objectif. Par exemple, rehausserle
contraste d'une imageseloncette technique revient µa diminuer la quantit ¶e de °ou de l'image.
Celapeut être e®ectu¶epar unesimplemodi¯cation desfonctionsd'appartenance(par exemple
par desop¶erateurs d'in tensi¯cation), par la minimisation d'un indice de °ou tel que l'entro-
pie, ou mêmepar la d¶etermination d'un seuil optimal (par exempleau sensde la minimisation
d'un indice de °ou) qui poussele rehaussement jusqu'µa la binarisation de la fonction d'appar-
tenance[261, 262]. D'autres m¶ethodesconsistent simplement µa modi¯er les ¯ltres classiques
(m¶edian par exemple)en incorporant desfonctions de pond¶eration °oues [208].

5.8.2 Techniques µa base de rµegles

Les techniques µa basede rµeglesreposent sur desmodµelesid¶eaux (de ¯ltres, de contours,
etc.). Cescasid¶eaux¶etant rarement rencontr ¶es,desvariations et des¶ecartspar rapport µa ces
modµelessont permis grâceµa desrepr¶esentations °oues de cesmodµeles,sousforme de rµegles
°oues.

Par exemple,un op¶erateur de lissagepeut être exprim¶e par [287, 288] :
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SI un pixel est plus fonc¶e que sesvoisins
ALORS augmenterson niveau de gris
SINON SI le pixel est plus clair que sesvoisins
ALORS diminuer son niveau de gris
SINON le laisser inchang¶e

Dans cette repr¶esentation, les termes en italiques sont d¶e¯nis par desensembles °ous ou des
op¶erations °oues. Typiquement les caract¶eristiques de niveaux de gris sont d¶e¯nies par des
variables linguistiques dont la s¶emantique est constitu¶eed'ensembles °ous sur l'in tervalle de
niveaux de gris de l'image. Les actions sont des fonctions °oues appliqu¶eesaux niveaux de
gris et aux pixels. La miseen ¾uvre de cesrµeglesn'est passp¶eci¯que au traitement d'images
et est exactement la mêmequ'en logique °oue classique(voir chapitres 1 et 4).

Les rµeglessont parfois simplement une repr¶esentation di®¶erente de m¶ethodes fonction-
nelles.Par exemple,si l'on repr¶esente un d¶etecteur de contours par :

SI un pixel appartient au contour
ALORS augmenterbeaucoup son niveau de gris
SINON diminuer beaucoup son niveau de gris

Il est clair que le r¶esultat ¯nal est une imageoµu le niveaude gris de chaquepixel est une fonc-
tion croissante du gradient de l'image en ce pixel, ce qui est ¶equivalent µa une repr¶esentation
fonctionnelle.

Des rµeglesplus complexespeuvent être trouv¶ees,par exemple dans [206, 269], oµu un
d¶etecteur de contours est exprim¶e par une s¶erie de rµeglesimpliquant le gradient, la sym¶etrie
et la raideur du contour. Dessystµemesde rµegles°oues ont ¶egalement ¶et¶e propos¶espour relier
desmorceauxde contours, en fonction de crit µeresde proximit ¶e et d'alignement.

Un des avantages de cette approche est que la repr¶esentation est proche de l'in tuition,
ce qui permet en particulier de construire assezfacilement des op¶erateurs adaptatifs. Par
exemple, des rµeglespeuvent permettre de d¶ecider en fonction du contexte local quel type
d'op¶erateur appliquer.
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Chapitre 6

D¶e¯nitions g¶en¶erales de la fusion
d'informations

La fusion est devenue un aspect important de traitement de l'information dans plusieurs
domainestr µesdi®¶erents, danslesquelslesinformations µa fusionner, lesobjectifs, lesm¶ethodes,
et donc la terminologie, peuvent varier beaucoup, même si les analogies sont ¶egalement
nombreuses.Cechapitre viseµa pr¶eciserle contexte de la fusion dansle domainedu traitement
et de l'in terpr¶etation des images, µa pr¶eciser les concepts et µa d¶egagerdes d¶e¯nitions. Les
sp¶eci¯cit ¶esde la fusion en image seront pr¶ecis¶eesdans le chapitre suivant.

6.1 Choix d'une d¶e¯nition

Nous consid¶erons ici toujours un senslarge du terme < information >. En particulier, il
couvre µa la fois desdonn¶ees(par exempledesmesures,des images,dessignaux, etc.) et des
connaissances(sur les donn¶ees,sur le domaine, sur des contrain tes, etc.) qui peuvent être
g¶en¶eriquesou sp¶eci¯ques.

La d¶e¯nition de la fusion d'informations que nous utiliserons dans toute la suite est la
suivante :

D¶e¯nition 1 La fusion d'informations consiste µa combiner des informations issuesde plu-
sieurs sources a¯n d'am¶eliorer la prise de d¶ecision.

Cette d¶e¯nition, issueengrandepartie desdiscussionsmen¶eesau seindu groupedetravail
sur la fusion d'informations du GdR-PRC ISIS1, est su±samment g¶en¶erale pour englober la
diversit¶e desproblµemesde fusion que l'on rencontre en traitement desimages.Sonint¶er̂et est
qu'elle est focalis¶eesur les¶etapesde combinaison et de d¶ecision,cesdeux op¶erations pouvant
prendre desformes di®¶erentes suivant les problµemeset les applications.

Pour chaquetypedeproblµemeet d'application, cette d¶e¯nition pourra être plus sp¶eci¯que,
en r¶epondant µa un certain nombre de questions: quel est le but de la fusion? comment s'ex-
prime la d¶ecision? quelles sont les informations µa fusionner? quelles sont leurs origines?
quelles sont leurs caract¶eristiques (incertitude, relations entre les informations, g¶en¶eriques

1http ://www-isis.enst.fr
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ou factuelles,statiques ou dynamiques,etc.) ? quelle m¶ethodologiechoisir ? comment ¶evaluer
et valider la m¶ethode et les r¶esultats? quellessont les di±cult ¶esprincipales, les limites ? etc.

Situons cette d¶e¯nition par rapport µa celles propos¶eespar quelquesautres groupes de
travail qui ont structur ¶e le domaine de la fusion d'informations.

La d¶e¯nition 1 est un peu plus sp¶eci¯que que celle propos¶eepar le groupe de travail eu-
rop¶eenFUSION [51], qui a travaill¶e sur la fusion dans di®¶erents domainesde 1996µa 19992.
La d¶e¯nition g¶en¶erale retenue dans ce projet est : regrouper des informations issuesde plu-
sieurssourceset exploiter l'information regroup¶eea¯n de r¶epondre µa desquestions,prendre
des d¶ecisions,etc. Dans cette d¶e¯nition, qui est ¶egalement focalis¶ee sur la combinaison et
les buts, les buts s'arrêtent souvent avant l'¶etape de d¶ecision, et ne sont pas restreints µa
l'am¶elioration de l'information globale. Ils incluent par exemple l'obtention d'un point de
vue global, par exempledans les problµemesde fusion d'opinions ou de pr¶ef¶erencesde per-
sonnes,qui est un desthµemesabord¶esdans ceprojet, mais qui sort du cadrede cecours. Ici
l'am¶elioration de la connaissancefait r¶ef¶erenceau monde tel qu'il est, et non au monde tel
qu'on voudrait qu'il soit commec'est le casen fusion de pr¶ef¶erencespar exemple.

Un des premiers e®orts notables d'¶eclaircissement du domaine a ¶et¶e e®ectu¶e par le
groupe de travail sur la fusion de donn¶eesdu < Joint Directors of Laboratories > (JDL),
du d¶epartement de la d¶efenseUS. Ce groupe a ¶et¶e cr¶e¶e en 1986 et s'est attach¶e µa pr¶eciser
et codi¯er la terminologie de la fusion de donn¶eesdans une sorte de dictionnaire (< Data
Fusion Lexicon >) [1]. La m¶ethode propos¶eeest d¶edi¶eeessentiellement µa desapplications de
d¶efense(telles que la poursuite de cibles, la reconnaissanceet l'identi¯cation automatiques
de cibles) et est focalis¶eesur les fonctionnalit ¶es,en identi¯an t desprocessus,desfonctions et
des techniques [171]. Elle insiste sur la description d'une hi¶erarchie d'¶etapes de traitement
dans un systµeme. La d¶e¯nition que nous utilisons ici s'opposeµa celle du JDL et choisit un
autre point de vue, en s'attachant plus µa la description des m¶ethodes de combinaison et
de d¶ecision qu'µa celle d'un systµeme. Elle est mieux adapt¶ee µa la vari¶et¶e des situations qui
peuvent être rencontr ¶eesen traitement d'images. Elle est en ce sensplus g¶en¶erale.

Un autre groupe de travail europ¶een de l'EARSeL (Association of Remote SensingLa-
boratories) a ¶etendu la d¶e¯nition du JDL au domaine plus g¶en¶eral de l'imagerie satellitaire
[345] : la fusion de donn¶eesconstitue un cadre formel dans lequel s'expriment les donn¶ees
provenant de sourcesdiverses; elle vise µa l'obtention d'informations de plus grande qualit¶e;
la d¶e¯nition exacte de < plus grande qualit¶e > d¶ependra de l'application. Cette d¶e¯nition
englobe la plupart des d¶e¯nitions propos¶eespar plusieurs auteurs en imagerie satellitaire,
qui sont regroup¶eesdans [345]. La d¶e¯nition 1 va plus loin que celle-ci, jusqu'µa la d¶ecision.

La fusion peut être comprisedansun sensplus ou moins large. D'autres conceptstels que
l'estimation, la r¶evision, l'association de donn¶ees,la fouille de donn¶eessont parfois consid¶er¶es
commedesproblµemesde fusion dans un senslarge du terme. Pr¶ecisonscesconcepts:

Fusion et estimation L'estimation vise µa combiner plusieurs valeurs d'un paramµetre ou
d'une distribution pour en d¶eduire une valeur plausible. On retrouve donc les ¶etapes
de combinaison et de d¶ecisionqui sont les deux ingr¶edients principaux de la d¶e¯nition
1. D'un autre côt¶e, les m¶ethodes de fusion num¶eriquesn¶ecessitent souvent une ¶etape
pr¶eliminaire d'estimation desdistributions µa combiner (voir paragraphe6.4 ci-dessous),
et l'estimation apparâ³t alors commeune des¶etapesd'un processusde fusion.

2Ce chapitre a beaucoup b¶en¶e¯ci¶e des discussionsau sein de ce groupe de travail, et nous tenons ici µa en
remercier tous les participan ts.
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Fusion et r¶evision ou mise µa jour La r¶evision ou la mise µa jour consisteµa compl¶eter ou
modi¯er une information en fonction de nouveaux apports d'informations. Elle peut
être consid¶er¶ee comme un des domainesde la fusion. Parfois, la fusion est consid¶er¶ee
dansun sensplus restreint, oµu la combinaison est sym¶etrique. La r¶evision, elle, ne l'est
pas,et fait une distinction entre l'information a priori et lesnouvellesinformations. Ici,
nous consid¶eronsentre autres desprocessusdynamiques(en particulier en robotique),
et il noussemble doncimportant d'inclure la r¶evisionet la miseµa jour dansla fusion (par
exemplepour desapplications µa la compr¶ehensionde l'environnement par un robot). La
r¶evisionconcernel'a jout d'une nouvelle information permettant de modi¯er ou pr¶eciser
l'information disponible auparavant sur le ph¶enomµeneobserv¶e, alors que la miseµa jour
concerneune modi¯cation du ph¶enomµeneconduisant µa modi¯er l'information sur celui-
ci (t ypiquement dans un processustemporel).

Fusion et association L'association de donn¶eesest l'action qui permet de trouver parmi
di®¶erents signaux, issusde deux sourcesou plus, ceux qui sont ¶emispar le mêmeobjet
(sourceou cible). SelonBar-Shalomet Fortman [18], l'association dedonn¶eesest l'¶etape
la plus di±cile en pousuite de cibles multiples. Elle consisteµa d¶etecter et associer des
mesuresbruit ¶ees,dont les origines sont incertaines µa causede plusieurs facteurs, tels
quelesfaussesalarmesal¶eatoiresdansla d¶etection, le fouillis, lesciblesinterf¶erentes, les
piµegeset autres contre-mesures.Les modµelesprincipaux utilis ¶esdans ce domaine sont
soit d¶eterministes (µa partir de tests d'hypothµesesclassiques),soit probabilistes (essen-
tiellement bay¶esiens)[18, 280,211].La m¶ethode la plus courante [18] reposesur le ¯ltre
de Kalman soushypothµesegaussienne.Plus r¶ecemment, d'autres m¶ethodes d'estima-
tion ont ¶et¶epropos¶ees,commele modµeled'estimation interactivemultiple (< Interactive
Multiple Model estimator >, IMM), qui peut s'adapter µa di®¶erents types de mouve-
ment, r¶eduire le bruit, tout en pr¶eservant une bonnepr¶ecisiondesestimations des¶etats
[353]. Ainsi les problµemestrait ¶es par l'association de donn¶eessont assezdi®¶erents de
ceux couverts par la d¶e¯nition 1.

Fusion et fouille de donn ¶ees La fouille de donn¶ees(< Data Mining >) consisteµa extraire
desparties int¶eressantes de l'information et desdonn¶ees,qui peuvent être par exemple
des donn¶eessp¶eciales(au sensd'une propri¶et¶e particuli µere) ou rares. Elle peut être
oppos¶eeµa la fusion visant µa expliquer, oµu destendancesg¶en¶eralessont recherch¶ees,ou
µa la fusion visant µa g¶en¶eraliser et µa induire desconnaissancesplus g¶en¶eriquesµa partir
de donn¶ees.Ici nous ¶ecarteronsla fouille de donn¶eesdesproblµemesde fusion.

6.2 Caract ¶eristiques g¶en¶erales des donn ¶ees

Dans cette partie, nous d¶ecrivons succinctement les caract¶eristiques g¶en¶eralesdes infor-
mations µa fusionner, qui doivent souvent être prisesen compte dans un processusde fusion.
Des exemplesplus d¶etaill¶eset plus sp¶eci¯ques seront donn¶espour chaque domaine dans les
chapitres suivants.

Une premiµere caract¶eristique concernele type d'information µa fusionner. Il peut s'agir
d'observations directes, de r¶esultats de traitements sur ces observations, de connaissances
plus g¶en¶eriques,exprim¶eessousforme de rµeglespar exemple,ou d'avis d'experts. Ces infor-
mations peuvent être exprim¶eessousforme num¶erique ou sousforme symbolique (voir para-
graphe 6.3). Une attention particuli µere doit être port¶ee µa l'¶echelle utilis ¶ee pour repr¶esenter
les informations. Cette ¶echelle n'a pas forc¶ement de signi¯cation absolue,mais le minimum
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µa garantir est que les informations puissent être compar¶eesselon cette ¶echelle, c'est-µa-dire
que les¶echelles induisent un ordre sur les populations. Cela setraduit par despropri¶et¶esde
commensurabilit¶e, voire de normalisation.

Le niveau de l'information qui va être fusionn¶eeest ¶egalement un aspect tr µesimportant.
On distingue g¶en¶eralement le bas niveau (t ypiquement les mesuresoriginales), d'un niveau
plus ¶elev¶e n¶ecessitant des ¶etapes pr¶eliminaires de traitement, d'extraction de primitiv es et
de structuration de l'information. Suivant le niveau auquel on se place, les contrain tes ne
sont pas les mêmes,ni les di±cult ¶es.Cela sera illustr ¶e par exempledans le casde la fusion
d'images dans le chapitre 7.

D'autres distinctions sur lestypesdedonn¶eessont ¶egalement int¶eressantesµa souligner,car
ellesdonnent lieu µa desmod¶elisations et µa destypesde traitements di®¶erents. La distinction
entre donn¶eesfr¶equentes et donn¶eesraresen fait partie. Les informations peuvent ¶egalement
être factuelles ou g¶en¶eriques. Les connaissancesg¶en¶eriques peuvent être par exemple un
modµele du ph¶enomµene observ¶e, des rµeglesg¶en¶erales, des contrain tes d'in t¶egrit¶e. Les infor-
mations factuelles sont plus directement reli¶eesaux observations. Souvent, cesdeux types
d'information ont des sp¶eci¯cit ¶es di®¶erentes. Les informations g¶en¶eriques sont en g¶en¶eral
moins sp¶eci¯ques (et font o±ce de < d¶efaut >) que les informations factuellesqui sont direc-
tement relatives au ph¶enomµene particulier observ¶e. Le d¶efaut est consid¶er¶e si l'information
sp¶eci¯que n'est pas pr¶esente ou pas assez̄ able. Dans le cascontraire, et si les informations
sont contradictoires, on pr¶ef¶ererales informations lesplus sp¶eci¯ques.En¯n, les informations
peuvent être statiques ou dynamiques,et lµa encoreleur mod¶elisation et leur prise en compte
di®µerent dans les deux cas.

Les informations manipul¶eesdansun processusde fusion sont d'une part les informations
µa fusionner, et d'autre part des informations suppl¶ementaires qui servent µa guider ou aider
la combinaison. Il peut s'agir d'informations sur les informations µa combiner telles que des
informations sur les sources,sur leur d¶ependance,sur leur ¯abilit ¶e, des pr¶ef¶erencessur les
informations µa combiner, etc. Il peut s'agir ¶egalement d'informations contextuelles, sur le
domaine. Ces informations suppl¶ementaires ne sont pas forc¶ement exprim¶eesdans le même
formalisme que les informations µa combiner (en g¶en¶eral elles ne le sont pas), mais elles
peuvent intervenir dans le choix de la mod¶elisation des informations µa fusionner.

Une des caract¶eristiques importantes de l'information en fusion est son imperfection.
Celle-ci est toujours pr¶esente (sinon la fusion ne serait pas n¶ecessaire).Elle peut prendre di-
versesformes,qui sont briµevement d¶ecritesci-dessous.Notons quecesnotions ne trouvent pas
toujours de d¶e¯nition consensuelledans la litt ¶erature. Nous en proposonsici desd¶e¯nitions
qui sont assezintuitiv es et conviennent bien au problµeme de la fusion, mais qui ne sont
ŝurement pas universelles.Les subtilit ¶es qui peuvent y être apport¶eessont volontairement
omisesici, car elles seront repriseset illustr ¶eesdans les chapitres suivants pour chacun des
domainesde fusion abord¶esdans ce livre.

Incertitude L'incertitude est relative µa la v¶erit¶e d'une information, et caract¶erisesondegr¶e
de conformit¶e µa la r¶ealit¶e [126]. Elle fait r¶ef¶erenceµa la nature de l'ob jet ou du fait
concern¶e, µa sa qualit¶e, µa son essenceou µa son occurrence.

Impr ¶ecision L'impr ¶ecisionconcernele contenu de l'information et mesuredonc un d¶efaut
quantitatif de connaissance,sur unemesure[126].Elle concernele manqued'exactitude
en quantit ¶e, en taille, en dur¶ee, le manque de d¶e¯nition d'une proposition qui est
ouverte µa diversesinterpr¶etations ou qui a desfronti µeresvagueset mal d¶e¯nies. Cette
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notion est souvent abusivement confondueavec celle d'incertitude, car les deux types
d'imp erfection sont souvent pr¶esents simultan¶ement, et l'un peut induire l'autre. Il est
important de les distinguer car ils sont souvent antagonistes,mêmesi cesdeux termes
peuvent être inclus dans une acception plus large de l'incertitude. Inversement, des
typologiesen un plus grand nombre de classesont ¶et¶e propos¶ees[195].

Incompl ¶etude L'incompl¶etude caract¶erise l'absenced'information apport¶ee par la source
sur certains aspects du problµeme. L'incompl¶etude des informations issuesde chaque
sourceest la raison principale qui motive la fusion. L'information fournie par chaque
sourceest en g¶en¶eral partielle, elle ne fournit qu'une vision du mondeou du ph¶enomµene
observ¶e, en n'en mettant en ¶evidenceque certainescaract¶eristiques.

Am bigu Ä³t¶e L'ambiguÄ³t¶e exprime la capacit¶e d'une information de conduire µa deux in-
terpr¶etations. Elle peut provenir desimperfectionspr¶ec¶edentes,par exempledel'impr ¶ecision
d'une mesurequi ne permet pas de di®¶erencierdeux situations, ou de l'incompl¶etude
qui induit des confusionspossiblesentre des objets et des situations qui ne peuvent
être s¶epar¶eesselonlescaract¶eristiquesmisesen¶evidencepar la source.Un desobjectifs
de la fusion est de lever les ambiguÄ³t¶esd'une sourcegrâceaux informations apport¶ees
par les autres sourcesou par les connaissancessuppl¶ementaires.

Con°it Le con°it caract¶erisedeuxou plusieursinformations conduisant µa desinterpr¶etations
contradictoires et donc incompatibles. Lessituations con°ictuelles sont fr¶equentes dans
les problµemesde fusion, et posent toujours des problµemesdi±ciles µa r¶esoudre.Tout
d'abord, la d¶etection des con°its n'est pas forc¶ement facile. Ils peuvent facilement
être confondusavec d'autres types d'imp erfection, ou même avec la compl¶ementarit ¶e
des sources.Ensuite, leur identi¯cation et leur typologie est une question qui se pose
souvent, mais de maniµere di®¶erente suivant leur domaine. En¯n, leur r¶esolution peut
prendredi®¶erentes formes.Elle peut reposersur l'¶elimination desourcesnon ¯ables, sur
la prise en compte d'informations suppl¶ementaires, etc. Dans certains cas, il peut être
pr¶ef¶erable de retarder la combinaison et d'attendre d'autres informations susceptibles
de lever les con°its, ou mêmede ne pas fusionner du tout.

D'autres caract¶eristiques de l'information sont plus positives, et sont exploit¶ees pour
limiter les imperfections :

Redondance La redondanceest la qualit¶e de sourcesqui apportent plusieurs fois la même
information. La redondanceentre lessourcesestsouvent observ¶ee,dansla mesureoµu les
sourcesdonnent des informations sur le mêmeph¶enomµene. Id¶ealement, la redondance
est exploit¶eepour r¶eduire les incertitudes et les impr¶ecisions.

Compl ¶ementarit ¶e La compl¶ementarit ¶e est la propri¶et¶e dessourcesqui apportent desinfor-
mations sur desgrandeursdi®¶erentes. Elle vient du fait qu'elles ne donnent en g¶en¶eral
pas d'informations sur les mêmescaract¶eristiques du ph¶enomµeneobserv¶e. Elle est ex-
ploit ¶eedirectement dans le processusde fusion pour avoir une information globaleplus
complµete et pour lever les ambiguÄ³t¶es.

Les outils permettant de mod¶eliser les di®¶erents typesd'informations, et de mesurer les
imperfections de l'information ainsi que la redondanceet la compl¶ementarit ¶e seront d¶ecrits
dans le chapitre 8.
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6.3 Num ¶erique / symbolique

De nombreusesdiscussionsont eu lieu dansla communaut¶ede la fusion sur la dualit ¶eentre
fusion num¶erique et fusion symbolique. L'ob jectif dans cette partie n'est pas de retracer en
d¶etails cesdiscussionsmais plut ôt de pr¶esenter lesdi®¶erents niveaux auxquelscette question
peut être pos¶ee. Par une judicieuse description de ces niveaux, il est souvent possible de
r¶eduire cesd¶ebats. Les trois niveaux que nous distinguons ici sont ceux du type de donn¶ees,
du type de traitement appliqu¶e aux donn¶eeset du rôle desrepr¶esentations. Ils sont d¶etaill¶es
dans les paragraphessuivants.

6.3.1 Donn ¶ees et informations

Par information num¶erique, nous entendons une information qui est directement donn¶ee
sousforme de nombre. Cesnombres peuvent repr¶esenter desmesuresphysiques,desniveaux
de gris dans une image, une intensit¶e de signal, la distance donn¶ee par un t¶el¶emµetre, ou
encorela r¶eponseµa un op¶erateur num¶erique de traitement. Ils peuvent être soit directement
lus dans lesdonn¶eesµa fusionner, soit attach¶esau domaineou µa la connaissancecontextuelle.

Par information symbolique, nousentendonstoute information qui est donn¶eesousforme
de symboles, de propositions, de rµegles,etc. De telles informations peuvent être attach¶ees
aux donn¶eesµa fusionner, ou µa la connaissancedu domaine(par exemple,despropositions sur
les propri¶et¶esdu domaine concern¶e, une information structurelle, desrµeglesg¶en¶eralessur le
ph¶enomµeneobserv¶e, etc.).

La classi¯cation des informations et desdonn¶eesen num¶eriqueset symboliques ne peut
pas toujours être faite de maniµere binaire. En e®et,les informations peuvent être ¶egalement
hybrides, et des nombres peuvent repr¶esenter des codages d'informations de nature non
num¶erique. C'est typiquement le cas de l'¶evaluation d'une donn¶ee ou d'un traitement, de
la quanti¯cation de l'impr ¶ecision ou de l'incertitude. Dans de tels cas, les valeurs absolues
des nombres sont souvent peu importantes, et c'est surtout leur place dans une ¶echelle, ou
leur ordre si plusieurs grandeurs sont ¶evalu¶ees,qui joue un rôle pr¶epond¶erant. Le terme
< hybride > d¶esignealors des nombres utilis ¶es comme des symboles pour repr¶esenter une
information, mais avec une quanti¯cation, qui permet ensuite de les manipuler de maniµere
num¶erique. Cesnombres peuvent être utilis ¶espour des informations symboliques aussibien
que num¶eriques.

6.3.2 Traitemen ts

En ce qui concernele traitement de l'information, on appelle traitement num¶erique tout
calcul sur desnombres. En fusion d'informations, cela couvre toutes les approchesqui com-
binent des nombres par un calcul formel. Il est important de remarquer que ce type de
traitement ne fait pas forc¶ement d'hypothµesesur le type d'information qui est repr¶esent¶ee
par des nombres. A l'origine, les informations peuvent être de nature aussi bien num¶erique
que symbolique.

Les traitements symboliques incluent le calcul formel sur despropositions (par exemple
desapprochesde type logiqueou lesgrammaires,sur lesquelleson peut trouver plus ded¶etails
dans [51]), prenant ¶eventuellement en compte desconnaissancesnum¶eriques.Les approches
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structurelles, telles que des approches µa base de graphes, qui sont largement utilis ¶eesen
reconnaissancedes formes structurelles (en particulier pour la fusion), peuvent être mises
dans cette classe.

Nous appelons traitement hybride les m¶ethodes oµu la connaissancea priori est uti-
lis¶eed'une maniµere symbolique pour contr ôler des traitements num¶eriques,par exempleen
d¶eclarant des rµeglespropositionnelles qui suggµerent, permettent ou au contraire interdisent
certaines op¶erations num¶eriques. Typiquement, une proposition qui d¶e¯nit dans quels cas
deux sourcessont ind¶ependantes peut être utilis ¶ee pour choisir la maniµere dont des proba-
bilit ¶essont combin¶ees.

6.3.3 Repr ¶esentations

Ainsi que le montrent les deux paragraphespr¶ec¶edents, les repr¶esentations et leurs types
peuvent jouer desrôlestr µesdi®¶erents. Desrepr¶esentations num¶eriquespeuvent être utilis ¶ees
pour desdonn¶eesintrinsµequement num¶eriquesmais aussipour l'¶evaluation et la quanti¯ca-
tion de donn¶eessymboliques. Les repr¶esentations num¶eriquesen fusion d'informations sont
utilis ¶eesde maniµere importante pour quanti¯er l'impr ¶ecision, l'incertitude ou la ¯abilit ¶e de
l'information (cette information peut être de nature num¶erique aussibien que symbolique),
et donc pour repr¶esenter plut ôt de l'information sur les donn¶eesµa combiner que cesdonn¶ees
elles-m̂emes.Ces repr¶esentations seront plus d¶etaill¶eesdans les chapitres sur les m¶ethodes
num¶eriquesde fusion. Les repr¶esentations num¶eriquessont aussi souvent utilis ¶eespour des
degr¶es de croyance attach¶es µa des connaissancesnum¶eriques ou symboliques, et pour des
degr¶esde coh¶erenceou d'incoh¶erence(ou de con°it) entre les informations (le casle plus ty-
pique est peut-être celui de la fusion de basesde donn¶eesou de r¶eglementations). Notons que
le mêmeformalisme num¶erique peut être utilis ¶e pour repr¶esenter di®¶erents typesde donn¶ees
ou de connaissances[35] : l'exemple le plus ¶evident est celui de l'utilisation desprobabilit ¶es
pour repr¶esenter desdonn¶eesaussidi®¶erentes que desfr¶equencesou desdegr¶esde croyance
subjectifs [93].

Les repr¶esentations symboliques peuvent être utilis ¶eesdans des systµemes logiques, ou
dessystµemesµa basede rµegles,mais aussien tant que connaissancea priori ou connaissance
contextuelle ou g¶en¶erique pour guider un traitement num¶erique, en tant que support struc-
turel par exempleen fusion d'images,et bien ŝur en tant que s¶emantique attach¶eeaux objets
manipul¶es.

Dans de nombreux exemples,une forte dualit ¶e peut être observ¶ee entre les rôles des
repr¶esentations num¶eriques et symboliques, et peut être exploit¶ee dans le cas de fusion de
sourcesh¶et¶erogµenes.

6.4 Systµemes de fusion et t yp es d'arc hitecture

En g¶en¶eral, la fusion n'est pas une t âche simple. Elle peut se d¶ecomposer de maniµere
sch¶ematique en plusieurs t âches.Nous les d¶ecrivons succinctement ici, car ellesserviront de
guide µa la description des outils th¶eoriques dans le chapitre 8. Consid¶erons un problµeme
g¶en¶eral de fusion pour lequel on disposede m sourcesS1; S2; :::; Sm , et pour lequel le but
est de prendre une d¶ecision dans un ensemble de n d¶ecisions possiblesd1; d2; :::; dn . Les
principales ¶etapesµa r¶esoudrepour construire le processusde fusion sont les suivantes :
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1. Mod¶elisation : cette ¶etape comporte le choix d'un formalisme, et des expressionsdes
informations µa fusionner dans ce formalisme. Cette mod¶elisation peut être guid¶eepar
les informations suppl¶ementaires (sur les informations et sur le contexte ou le do-
maine). Supposonspour ¯xer les id¶eesque chaquesourceSj fournisseune information
repr¶esent¶eepar M j

i sur la d¶ecisiondi . La forme de M j
i d¶epend bien ŝur du formalisme

choisi. Elle peut être par exempleune distribution dans un formalisme num¶erique, ou
une formule dans un formalisme logique.

2. Estimation : la plupart des mod¶elisations n¶ecessitent une phase d'estimation (par
exemple toutes les m¶ethodes utilisant des distributions). Lµa encore les informations
suppl¶ementaires peuvent intervenir.

3. Combinaison : cette ¶etape concernele choix d'un op¶erateur, compatible avec le forma-
lisme de mod¶elisation retenu, et guid¶e par les informations suppl¶ementaires.

4. D¶ecision : c'est l'¶etape ultime de la fusion, qui permet de passer des informations
fournies par les sourcesau choix d'une d¶ecisiondi .

Nous ne donnons pas plus de d¶etails sur ces¶etapes ici, car cela n¶ecessiteraitd'entrer dans
les formalismeset les aspects techniques. Cela fait l'ob jet du chapitre 8.

La maniµeredont ces¶etapessont agenc¶eesd¶e¯nit le systµemede fusion et sonarchitecture.
Dans le cas id¶eal la d¶ecision est prise µa partir de tous les M j

i , pour toutes les sourceset
toutes les d¶ecisions.C'est ce qu'on appelle la fusion globale. Dans ce modµele global, aucune
information n'est n¶eglig¶ee.La complexit¶e de ce modµele et de sa mise en ¾uvre a conduit µa
d¶evelopper dessystµemessimpli¯ ¶es,mais aux performancesplus limit ¶ees[55].

Un deuxiµeme modµele consiste ainsi µa prendre d'abord des d¶ecisions locales au niveau
de chaque sources¶epar¶ement. Dans ce cas,une d¶ecisiond(j ) est prise µa partir de toutes les
informations issuesde la sourceSj seulement. Cette d¶ecisionest dite d¶ecentralis¶ee.Puis dans
une deuxiµeme¶etape, cesd¶ecisionslocalessont fusionn¶eesen une d¶ecisionglobale.Ce modµele
s'imposelorsque les sourcesne sont pas disponibles simultan¶ement. Il permet des r¶eponses
rapides, grâce µa des proc¶edures sp¶eci¯ques µa chaque source, et peut être tr µes facilement
adapt¶e µa l'in tro duction de sourcessuppl¶ementaires. Ce type de modµele s'appuie avec pro¯t
sur destechniquesde contr ôle adaptatif, et utilise souvent desarchitectures distribu ¶ees.Il est
aussiappel¶e fusion de d¶ecisions[328,96]. Sonprincipal inconv¶enient provient de cequ'il tient
mal compte des relations entre capteurs et des corr¶elations ou d¶ependancespossiblesentre
sources.De plus, ce modµele conduit tr µes facilement µa des d¶ecisionslocales contradictoires
(d(j ) 6= d(k) pour j 6= k) et la r¶esolution de cescon°its implique des arbitrages de niveau
sup¶erieur, di±ciles µa optimiser, puisque l'information de d¶epart n'est plus disponible. Des
modµeles de ce type sont souvent mis en ¾uvre dans des applications en temps r¶eel par
exempledans le domaine militaire.

Un troisiµememodµele,< orthogonal > au pr¶ec¶edent, consisteµa combiner par une op¶eration
F tous les M j

i relatifs µa la même d¶ecision di , pour obtenir une forme fusionn¶ee M i =
F (M 1

i ; M 2
i ; :::; M m

i ). Puis une d¶ecision est prise sur le r¶esultat de cette combinaison. Ici,
aucuned¶ecision interm¶ediaire n'est prise, et l'information est manipul¶eedans le formalisme
choisi jusqu'µa la derniµere¶etape, diminuant ainsi les contradictions et les con°its. Ce modµele,
comme le modµele global, est un modµele centralis¶e qui n¶ecessitede disposer simultan¶ement
de toutes les sources.Plus simple que le modµele global, il est moins souple que le modµele
distribu ¶e, rendant plus di±cile l'a jout ¶eventuel de sourcesd'informations.
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En¯n, un modµele interm¶ediaire, hybride, consiste µa choisir de maniµere adaptative les
informations n¶ecessairespour un problµemedonn¶e en fonction dessp¶eci¯cit ¶esdessources.Ce
typedemodµelecopiesouvent l'expert humain et fait intervenir desconnaissancessymboliques
sur les sourceset sur les objets. Il est donc tr µes utilis ¶e dans les systµemesµa basede rµegles.
Des architectures de type multi-agents sont bien adapt¶eesµa ce modµele.

6.5 Fusion en traitemen t d'images et fusion dans d'autres do-
maines

La fusion enimagea dessp¶eci¯cit ¶esqui doivent être prisesencompteµa toutes les¶etapesde
la construction d'un processusde fusion. Cessp¶eci¯cit ¶esn¶ecessitent ¶egalement de modi¯er et
decomplexi¯er certainsoutils th¶eoriques,souvent issusd'autres domaines.C'est typiquement
le cas de l'information spatiale en fusion d'images ou en robotique. Ces sp¶eci¯cit ¶es seront
d¶etaill¶eespour le casde la fusion en image dans le chapitre suivant.

La quantit ¶e desdonn¶eesµa traiter et leur h¶et¶erog¶en¶eit¶e sont souvent plus importantes que
dans d'autres domaines(problµemesde combinaison d'opinions d'experts par exemple).Cela
induit un niveau de complexit¶e suppl¶ementaire, µa prendre en compte non seulement dans la
mod¶elisation, mais aussidans les algorithmes.

Les donn¶eessont surtout objectives (donn¶eespar des capteurs), ce qui les opposeaux
donn¶eessubjectivestelles qu'elles peuvent être donn¶eespar desindividus. Elles contiennent
cependant une certaine part de subjectivit ¶e (par exemple dans le choix des capteurs ou
des sourcesd'informations, ou encore des paramµetres d'acquisition). La subjectivit ¶e peut
¶egalement intervenir dans l'expression des buts. Les donn¶ees objectives sont en g¶en¶eral
d¶egrad¶ees,soit µa causede l'imp erfection dessystµemesd'acquisition, soit µa causedes traite-
ments qui leur sont appliqu¶es.

En fait, une desdi±cult ¶esprincipales vient du fait que les typesde connaissancesmani-
pul¶eessont tr µesh¶et¶erogµenes.Il nes'agit pasquedemesureset d'observations (qui elles-m̂emes
peuvent être h¶et¶erogµenes), mais aussi de cas g¶en¶eraux, d'exemples typiques, de modµeles
g¶en¶eriques,etc.

Les di®¶erencesprincipales par rapport µa d'autres domaines d'application de la fusion
d'informations viennent tout d'abord du fait que la question essentielle qui est pos¶ee(donc
le but de la fusion) n'est pas la même.En traitement d'images,il s'agit essentiellement, selon
la d¶e¯nition 1, d'am¶eliorer la connaissancedu monde (tel qu'il est). Cela supposela notion
d'existenced'une v¶erit¶e, mêmesi l'on n'en a qu'une vision partielle et d¶eform¶ee,ou di±cile
d'accµes. Cela di®µere de la fusion de pr¶ef¶erences(comment on veut que le monde soit), de
la fusion de r¶eglementations (comment le monde devrait être), de problµemesde vote, oµu
typiquement la v¶erit¶e n'existe pas, etc. [51].
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Chapitre 7

Fusion en traitemen t des images

Ce chapitre d¶ecrit les sp¶eci¯cit ¶es de la fusion en traitement d'images. Les d¶e¯nitions
g¶en¶eralespropos¶eesdans le chapitre 6 sont repriseset discut¶eesdans ce cadre particulier.
Nous insistonssur le caractµerepropre desimageset de leur repr¶esentation lors d'un problµeme
de fusion, et nous insistons sur ce qui distingue la fusion en traitement des images de la
plupart desautres domainesd'applications de la fusion.

7.1 Ob jectifs de la fusion en traitemen t des images

Bien ŝur les imagessont apparuestr µest ôt commedessourcesd'information importantes
desystµemesexistant defusion del'information et dessystµemesdefusion dedonn¶eesont utilis ¶e
des images.Prenons par exempleune application de suivi global de situations ¶ecologiques.
On y fait appel µa desimagesde t¶el¶ed¶etection pour donner desinformation m¶et¶eorologiques.
La donn¶eeissuede l'image peut alors être int¶egr¶eeµa un modµelephysique par l'in term¶ediaire
d'une estimation, enchaquepixel, du couvert nuageux.On peut intro duire dansune¶equation
debilan thermodynamiquela teneur envapeur d'eau ainsi estim¶eeenchaquepoint de l'image.

Ce n'est pourtant pascetype d'application qui a donn¶e naissanceau domaineoriginal de
la fusion d'images . On doit plut ôt rechercher dansla pratique desexperts en interpr¶etation
des images, dans des milieux tr µes di®¶erents de la soci¶et¶e, les modµeles dont les traiteurs
d'imagesont cherch¶e µa s'inspirer. Donnonsdeux exemples,mais nouspourrions lesmultiplier
et les diversi¯er ais¶ement.

Un radiologue en milieu hospitalier prend sesd¶ecisionsµa partir de nombreux clich¶esqui
donnent des points de vue di®¶erents sur une même structure anatomique. Ces clich¶es sont
souvent ¶etal¶essur un n¶egatoscope et le m¶edecinconstruit son opinion µa partir d'un examen
altern¶e et attentif de plusieurs vues. µA partir d'une hypothµese,issuede l'un des clich¶es, il
con¯rme son interpr¶etation sur d'autres, la pr¶ecisepar recoupements et addition de vues
di®¶erentes, ou au contraire l'¶ecarte par des informations contradictoires issuesd'une de ces
vues. Cette situation est tr µes classiqueen imagerie m¶edicale, domaine oµu les techniques
d'acquisition se diversi¯ent : rayons X, r¶esonancemagn¶etique, imagerie nucl¶eaire, imagerie
ultrasonore, chacune pouvant se d¶ecliner selon des modalit ¶es diversesen fonction des pro-
tocoles d'acquisition. Elle est confort¶ee ¶egalement par les e®orts d¶eploy¶es dans toutes les
structures hospitaliµerespour regrouper les sourcesd'images dans un même serviceou faire
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convergercesimagessur une mêmeconsoleau lieu ou s'¶elabore le diagnostic. Cese®ortsont
conduit µa l'in tro duction progressive des systµemesd'archivage et de consultation int¶egr¶es µa
l'h ôpital (les PACS desanglo-saxons1).

Pour secondexemple, nous choisirons un expert de t¶el¶ed¶etection, charg¶e d'in terpr¶eter
une scµene complexe. Il disposed'un nombre important d'images, issuesde capteurs vari¶es,
par exemple des imagesdu domaine visible dans diversesgammesde longueur d'onde, ou
desimagesinfra-rouge ou encoredesimagesde radar. Chaquesourcel'informe sur un aspect
particulier de la scµeneet lui permet donc d'¶elaborer dessc¶enarios.Lµa encore,l'expertise se
fait par une confrontation desdiversesrepr¶esentations, leur combinaison permettant tant ôt
de conforter le jugement, tant ôt de l'in¯rmer. Cette expertise est le r¶esultat d'un long ap-
prentissageet devient de plus en plus complexelorsquelessourcesd'imagessediversi¯ent et
leur nombre s'accrô³t. Pourtant, autant pour lesapplications satellitaires oµu secomplµetent de
nombreux capteurs, que pour les applications a¶eroport¶eesoµu l'on tire pro¯t de sourcestr µes
vari¶ees(cartes, cadastres,plans d'occupation dessols, relev¶esg¶eologiquesou agronomiques,
modµelesaltim¶etriques, etc.), l'usage s'engager¶esolument vers une complexit¶e croissante des
sourcesd'images.

Dans cecadre, la fusion d'imagesapparâ³t donc commeune t âche singuliµereet di®¶erente
dela fusion dedonn¶ees.En e®et,il n'est pasclair qu'il soit possibledeconcevoir un cadrefonc-
tionnel dans lequel chaque information prendrait place commec'¶etait le cas lorsque l'image
satellitaire permettait d'in tro duire la mesurede < couvert nuageux> dans un sch¶ema d'en-
semble mettant en jeu par exemplel'¶evapo-transpiration du couvert v¶eg¶etal et lesconditions
m¶et¶eo. Dans le cadre le plus g¶en¶eral du traitement d'images, la fusion desimagesintervient
pour aider µa la prise de d¶ecision dans un sch¶ema complexe,et mal formalis¶e la plupart du
temps, oµu lesdiversesimagesapportent une part de < v¶erit¶e > qui contribue, en collaboration
et en opposition avec les autres sources,µa une interpr¶etation d'ensemble. Nous souhaitons
donc, en d¶eveloppant desm¶ethodesautomatiques de fusion d'images,pr¶eparer et raccourcir
l'¶etape d'¶elaboration de l'expertise humaine et, ¶eventuellement, dans les situations de pro-
fusion des sourcesd'images, g¶erer la multiplicit ¶e sanssacri¯er les apports potentiels d'une
combinatoire complexe,au-delµa mêmede ce que les experts humains savent aujourd'hui en
tirer.

La t âche de fusion en traitement des imagesest donc tr µes¶etroitement li¶eeµa la prise de
d¶ecision. Au contraire, elle a peu µa voir avec l'¶etape qu'on lui associe souvent de recalage
g¶eom¶etrique des images,mais cette ¶etape est g¶en¶eralement consid¶er¶ee aujourd'hui comme
incontournable et beaucoupde travaux en fusion d'image secontentent de l'e®ectuerpuis de
laisserµa un op¶erateur humain le soin de mettre en ¾uvre la prise de d¶ecision.

Rappelons que l'ob jectif du recalageest de superposer exactement les pixels correspon-
dant µa un même objet observ¶e dans les diversesimages.Cette ¶etape peut être facilit ¶ee s'il
existeun r¶ef¶erentiel absolureconnu pour d¶ecrire la scµene,c'est le caspar exempledanslesap-
plications de cartographie ou de g¶eographiequi exploitent les r¶ef¶erentiels g¶eocod¶es,ainsi que
pour certainesapplications m¶edicalespour lesquellesdesrepµeresanatomiquesconventionnels
ont ¶et¶e ¶etablis. Les techniquesde recalagesont nombreuseset utilisent desprincip esvari¶es:
corr¶elation, programmation dynamique, °ot optique, d¶eformation ¶elastique, ... (on pourra
consulter [223] et [227] pour une synthµesedesm¶ethodesen imagerie a¶erienneet satellitaire
et en imagerie m¶edicalerespectivement).

1Picture Archiving and Communication Systems (systµemesd'archivage et d'¶echange d'images)
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Pour quels objectifs est on amen¶e µa faire de la fusion d'image? Tout d'abord pour
am¶eliorer les trois t âches principales de la reconnaissancedes formes, d¶etecter, reconnâ³tre
et identi¯er :

D¶etection : il s'agit dans ce casde valider l'hypothµesede pr¶esenceou d'absencede l'ob jet
cherch¶e (pr¶esenced'un v¶ehicule sur une route, ou d'une st¶enosedans un vaisseausan-
guin). Cet objectif de d¶etection est parfois combin¶e µa celui de suivi desobjets d¶etect¶es
dans une s¶equencede vues.

Reconnaissance ou classi¯cation : un objet d¶etect¶e est alors associ¶e µa l'une desfamilles
d'objets connus ou attendus en fonction de sescrit µeresphotom¶etriques, g¶eom¶etriques
ou morphologiques.Cette op¶eration peut être conduite sur des objets µa des niveaux
tr µesvari¶es,depuis le pixel jusqu'µa desensemblescomplexesde composantes de l'image.

Iden ti¯cation : un objet d¶etect¶e et reconnu est identi¯ ¶e lorsqu'il est associ¶e µa un protot ype
unique de sa classe.Ainsi, aprµes avoir d¶etect¶e un v¶ehicule en imagerie infrarouge, la
reconnaissancepermettra d'en d¶eduire sontype : camion, moto ou voiture, et l'identi¯-
cation conclura au camiondu laitier, objet classiquement surveill¶e danscetype d'image
...

Mais d'autres applications quecellesde la reconnaissancedesformesexigent aussila mise
en ¾uvre de m¶ethodes de fusion. Ces op¶erations peuvent intervenir au cours du processus
de reconnaissance,mais µa un stade plus pr¶eliminaire et ne d¶ebouchent pas n¶ecessairement
sur une prise de d¶ecision.

Segmentation : il s'agit lµa d'un objectif plus focalis¶e que la classi¯cation, en cherchant µa
extraire le plus pr¶ecis¶ement possibledes objets d¶etermin¶es. Il peut s'agir simplement
d'utiliser la compl¶ementarit ¶e dessourcesd'information pour mieux identi¯er les limites
des composantes homogµenes de l'image. Par exemple, en fusionnant le trac¶e pr¶ecis
fourni par une image a¶erienne, et la structure topologique du r¶eseauet sa g¶eom¶etrie
approximativ e donn¶eespar une carte, on peut fournir une excellente description d'un
r¶eseauroutier.

Reconstruction : la multiplicit ¶e des points de vue est favorable µa la reconstruction tridi-
mensionnelledesscµenesobserv¶ees,et, si cette reconstruction peut prendre des formes
classiques(comme en st¶er¶eovision, ou en tomographie), dans d'autres situations oµu les
conditions d'acquisition sont moins bien contr ôl¶ees, il n'est possible de reconstruire
qu'une information tridimensionnelle approch¶ee qui combine de fa»con plus ou moins
empirique les divers aspects disponibles.

D¶etection de changemen ts : ce type de d¶ecision concerne typiquement les images ac-
quisesµa des dates di®¶erentes, qu'il s'agissed'une carte et d'une image, ou d'images
multi-dates pour le suivi descultures ou d'une pathologie. Il peut s'agir ¶egalement de
s¶equencesd'images multi-sources (de cadenceplus ¶elev¶eeque les imagesmulti-dates).

Mise µa jour de la connaissance sur un ph ¶enom µene ou une scµene : ici, contrairement
au caspr¶ec¶edent, la d¶ecisionconsisteµa utiliser lesinformations provenant de di®¶erentes
sources (¶eventuellement multi-dates) pour modi¯er ou compl¶eter une connaissance
pr¶ec¶edente, par exemple compl¶eter un r¶eseauroutier avec les nouveaux ronds-points
pour mettre µa jour une carte.

Parmi cesdi®¶erents problµemesde d¶ecision,certains sont prochesde la combinaison d'ex-
perts. En e®et, chaque image peut être consid¶er¶ee comme un expert donnant son opinion
selonsescomp¶etences.Mais en g¶en¶eral l'information dans les problµemesde fusion d'experts
est plus ¶eparsequ'en image.L'apprentissageest donc plus di±cile car lesdonn¶eessont moins
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nombreuses,mais en revanche l'utilisateur a souvent moins de contrain tes sur les côuts al-
gorithmiques des m¶ethodes. En image, la quantit ¶e des donn¶eesµa fusionner est µa la fois un
avantage pour l'apprentissageet un inconv¶enient pour les chargesde calcul.

Si l'on comparela probl¶ematique de fusion d'image aux problµemesde fusion de donn¶ees
par agr¶egation et optimisation multi-crit µeres,on constate qu'une di®¶erenceessentielle r¶eside
en ce que dans ces derniers problµemeson cherche une solution satisfaisant au mieux un
ensemble de contrain tes plus ou moins souples,tandis qu'en traitement des images,chaque
source procure (de maniµere plus ou moins explicite) un degr¶e de satisfaction (de l'appar-
tenance µa une classepar exemple, qui peut alors être consid¶er¶ee comme un crit µere) et la
d¶ecisionconsisteplut ôt µa choisir la meilleure (meilleure classepar exemple).

7.2 Les situations de fusion

Selon les applications, les problµemesde fusion peuvent se produire dans des situations
di®¶erentes, dans lesquellesles types d'informations ne sont pas les mêmes.Les principales
situations de fusion en traitement d'images sont les suivantes.

Plusieurs images du même capteur : il s'agit par exempledeplusieurscanauxdu même
satellite, d'imagesmulti- ¶echosen IRM, ou encoredes¶equencesd'imagespour desscµenes
en mouvement. Les donn¶eessont alors relativement homogµenescar ellescorrespondent
µa desmesuresphysiquessimilaires.

Plusieurs images de capteurs di®¶eren ts : c'est le cas le plus fr¶equent, oµu les princip es
physiquesdi®¶erents descapteurspermettent d'avoir despoints de vue compl¶ementaires
sur la scµene.Il peut s'agir d'imagesERS et SPOT, d'images IRM et ultrasonores,etc.
L'h¶et¶erog¶en¶eit¶e est alors beaucoupplus importante, les di®¶erents capteurs ne parlant
pas du mêmeaspect du ph¶enomµene.Les imagesdonnent chacuneune vision partielle
et ne sont pas informativ essur les caract¶eristiquesauxquellesellesne sont pas d¶edi¶ees
(par exemple une IRM anatomique ne donne pas d'information fonctionnelle, et une
image TEP a une r¶esolution trop limit ¶ee pour que l'anatomie y soit vue de maniµere
su±samment pr¶ecise).

Plusieurs informations extraites d'une même image : il s'agit de situations dansles-
quelleson extrait diverstypesd'informations d'une imageµa l'aide deplusieursd¶etecteurs,
op¶erateurs, classi¯eurs, etc., qui s'appuient sur des caract¶eristiques di®¶erentes des
donn¶ees,cherchent µa extraire des objets di®¶erents, rendant ainsi les informations µa
fusionner souvent tr µes h¶et¶erogµenes.Les informations extraites peuvent concerner le
même objet (fusion de d¶etecteurs de contours par exemple) ou des objets di®¶erents
et on cherche alors une interpr¶etation globale de la scµene et une coh¶erenceentre les
objets. Elles peuvent être de niveauxdi®¶erents (tr µeslocalesou plus structurelles quand
on s'int¶eresseaux relations spatialesentre objets).

Images et autre source d'information : par autre sourced'information, on entend par
exemple un modµele, qui peut être soit particulier comme une carte, soit g¶en¶erique
commeun atlas anatomique, des basesde connaissances,des rµegles,des informations
issuesd'experts, etc. Les informations sont µa nouveau de typestr µesdi®¶erents, µa la fois
dansleur nature, et dansleur repr¶esentation initiale (imagesquand il s'agit d'une carte
ou d'un atlas num¶eris¶e, mais aussidescriptions linguistiques, basesde donn¶ees,etc.).
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7.3 Caract ¶eristiques des donn ¶ees en fusion d'images

Les sp¶eci¯cit ¶esde la fusion en traitement d'imagesne permettent que di±cilement d'ex-
ploiter lesprogrµesr¶ealis¶esdansd'autres domainesde la fusion d'informations. Une desraisons
est la complexit¶e desdonn¶eeset desconnaissances,qui rendent impossiblela recherche d'un
systµemeglobal pour regrouper en une relation unique toutes les composantes de l'image.

La complexit¶e vient d'une part du volume d'informations µa traiter (par exemple, une
seule image IRM du cerveau occupe un volume de 8 µa 16 mega-octets). Ces gros volumes
de donn¶ees,sur lesquelsdesapprentissagesstatistiques sont souvent possibles,sont une des
raisonsqui expliquent la large utilisation de m¶ethodesprobabilistes et statistiques en fusion
d'images.

La complexit¶e vient d'autre part de la forte het¶erog¶en¶eit¶e des informations µa combi-
ner, qu'il s'agissed'images issuesde capteurs di®¶erents, d'images et de modµeles,ou de ca-
ract¶eristiquesdi®¶erentes extraites d'une ou plusieursimages.Cette h¶et¶erog¶en¶eit¶eest pr¶esente
µa la fois dans la nature des informations et dans leur repr¶esentation. Les donn¶eespeuvent
être fr¶equentes, par exemple lorsqu'il s'agit des cas typiques rencontr ¶es dans une appli-
cation donn¶ee, pour lesquels il est possible d'avoir des donn¶eesstatistiques par exemple.
Elles peuvent aussi être rares (par exempledes imagespathologiques) et dans ce cas il est
beaucoup plus di±cile de les mod¶eliser de maniµere statistique. La combinaison des deux
typesde donn¶eesest fr¶equemment rencontr ¶eeen traitement d'images.De plus, ellespeuvent
être soit factuelles (t ypiquement, une photographie d'une scµene µa un instant donn¶e) ou
g¶en¶eriques (modµele, rµegles,connaissancesg¶en¶eralessur l'application). Combiner des infor-
mations de sp¶eci¯cit ¶esdi®¶erentes posesouvent desproblµemesde con°it µa r¶esoudre.En trai-
tement d'images, ce n'est pas une t âche facile, car l'information factuelle n'est pas toujours
su±samment ŝure et pr¶ecisepour qu'on puissesyst¶ematiquement lui donner la priorit ¶e sur
des informations moins sp¶eci¯ques et plus g¶en¶eriquesqui peuvent admettre desexceptions.

La combinaison des informations est souvent guid¶ee ou contrain te par des informa-
tions suppl¶ementaires, sur l'information µa combiner, sur le contexte et le domaine d'ap-
plication). C'est aussiune sourcede forte h¶et¶erog¶en¶eit¶e. Parmi les exemplesd'informations
suppl¶ementaires sur l'information on peut citer la ¯abilit ¶e d'une source, soit globale, soit
conditionnelle aux objets observ¶es.Cecasest tr µessouvent rencontr ¶eenclassi¯cation d'images
multi-sources, oµu une image peut être ¯able pour une classemais pas pour une autre. Don-
nons maintenant quelques exemplesd'informations suppl¶ementaires sur le domaine et le
contexte :

{ les °euves sont sombres dans le canal XS3 de SPOT (information liant le type d'ac-
quisition µa une observation),

{ le LCR est sombre dans les imagesIRM en T1,
{ les routes secroisent pour former descarrefours (contrain te d'in t¶egrit¶e).

Ces informations g¶en¶eriques sont utilis ¶eespour guider le processusde fusion. Le dernier
exemple est un cas typique de rµegle avec exception. La rµegle donne le cas le plus g¶en¶eral,
mais elle n'est plus vraie dans le casd'impassespar exemple.

La fusion active est un des moyens pour r¶eduire la complexit¶e en choisissant µa chaque
instant les meilleures informations µa fusionner. Ce choix peut être e®ectu¶e en fonction d'un
r¶esultat partiel de fusion obtenu dans une ¶etape ant¶erieure, de mesuresd'informations, d'in-
formations externessusceptiblesde guider la fusion, de l'identi¯cation d'ambiguÄ³t¶esµa lever,
etc.
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Les informations fusionn¶eesen traitement d'images sont fortement entach¶eesd'imp er-
fections (incertitude, impr¶ecision, incompl¶etude, ambiguÄ³t¶e, con°it etc., selon la distinction
propos¶eedansle chapitre 6). Cesimperfectionstrouvent leur origine µa di®¶erents niveaux,de-
puis les ph¶enomµenesobserv¶es jusqu'aux traitements. Par exemple,la transition douceentre
tissus sains et pathologiques est une impr¶ecision due au ph¶enomµene physiologique. De la
mêmefa»con, descaract¶eristiques similaires entre deux tissus di®¶erents seretrouvent sur les
images mesurant ce type de caract¶eristique et se traduisent par une incertitude sur l'ap-
partenance d'un point particulier µa un tissu ou µa un autre, cette incertitude ¶etant due µa
la fois au ph¶enomµene et au capteur. La d¶elocalisation de l'information spatiale, due au re-
groupement en un même pixel de l'information contenue dans tout un volume, est due au
capteur et µa sar¶esolution, et constitue une impr¶ecisionsur la localisation de l'information sur
l'image (e®etde volume partiel). Lesph¶enomµemesde Gibbs au niveaudestransitions nettes,
qui apparaissent en IRM ou en imagerie radar par exemple,sont dessourcesd'impr ¶ecisions
duesaux algorithmes de reconstruction num¶erique desimages.La repr¶esentation d'informa-
tions (symboliques) sousforme sch¶ematique (par descartes ou desatlas) est sourceµa la fois
d'impr ¶ecision et d'incertitude. Impr¶ecisionset incertitudes sont ensuite renforc¶eesdans les
primitiv esextraites desimageset sur lesquelless'appuie la fusion. L'exemple le plus familier
est celui de la d¶etection de contours par des ¯ltrages gaussiensµa di®¶erentes ¶echelles : en
augmentant l'¶ecart type de la gaussienne,on gagneen certitude sur la pr¶esencede contours
mais on perd en pr¶ecisionsur leur localisation. Cet antagonismeentre pr¶ecisionet certitude a
bien ¶et¶e identi¯ ¶e commeun trait caract¶eristique de la d¶emarche en reconnaissancedesformes
[308].De cet antagonismenaissent souvent descontradictions en fusion d'imagespuisquel'on
disposede plusieursmesuressur un même¶ev¶enement : si cesdonn¶eessont pr¶ecises,alors elles
sont probablement incertaines,et ellesrisquent donc d'être en contradiction lesunesavec les
autres; si l'on renforce leur certitude, celasefait souvent au prix de plus d'impr ¶ecision,ren-
dant lesdonn¶eespeu informativ essi cette impr¶ecisiondevient trop importante. Il conviendra
donc qu'un systµemede d¶ecisionen fusion gµere explicitement incertitude et impr¶ecisionpour
¶eviter les incoh¶erences.

L'impr ¶ecisionn'est pasune caract¶eristique propre aux donn¶ees,mais elle peut ¶egalement
être attach¶ee aux objectifs et aux buts, en particulier lorsqu'ils sont exprim¶es sous forme
linguistique vague.

En¯n, le caractµere spatial de l'information, sp¶eci¯que au traitement d'images, m¶erite
une attention particuli µere. Son intro duction dans les m¶ethodes de fusion, souvent inspir¶ees
d'autres domainesdans lequel ne ¯gure pas ce caractµere spatial, n'est pas imm¶ediate mais
pourtant n¶ecessairea¯n de garantir la coh¶erence spatiale des r¶esulats. L'impr ¶ecision est
¶egalement pr¶esente µa ce niveau. µA bas niveau, il s'agit de problµemes de recalage,ou de
volume partiel par exemple. µA plus haut niveau, il s'agit par exemple de relations entre
objets qui peuvent être intrinsµequement vagueset mal d¶e¯nies (relations du type < µa gauche
de > par exemple).

Comme dans les autres applications de la fusion, la redondanceet la compl¶ementarit ¶e
entre les imagesµa fusionner sont desatouts pour r¶eduire les imperfectionstelles que l'incerti-
tude et l'impr ¶ecision,pour lever desambiguÄ³t¶es,pour compl¶eter l'information, pour r¶esoudre
descon°its. Voici quelquesexemplesde compl¶ementarit ¶e en fusion d'images :

{ sur l'information elle-m̂eme : parties cach¶ees qui peuvent être di®¶erentes dans des
imagesde profondeur ou des imagesa¶eriennes,

{ sur le type d'information : information anatomique ou information fonctionnelle pour
le mêmesujet dans desmodalit ¶esd'imagerie di®¶erentes,
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{ qualit¶e de l'information : deux imagesde mêmetype mais avecdesparamµetresd'acqui-
sition di®¶erents peuvent donnerdesinformations dequalit¶esdi®¶erentespour di®¶erentes
structures.

La redondanceprovient de maniµere plus ¶evidente du fait que ce sont desimagesde la même
scµeneque l'on cherche µa combiner. Pour certains problµemesde fusion, commeles ¶etudesde
groupe en imagerie fonctionnelle, la redondance(quellessont les zonesactiv¶eeschez tous les
sujets) et la compl¶ementarit ¶e (oµu sont les di®¶erences)sont elles-m̂emessujet d'¶etude.

Le con°it est un problµeme tr µes d¶elicat, comme dans d'autres applications de la fusion
d'informations, commecelaa ¶et¶e discut¶e dansle chapitre 6. En image, lesexemplesde con°it
qui nesont qu'apparents et facilement confondusavecla compl¶ementarit ¶esetrouvent dansles
casoµu uneimagen'est pascapablededi®¶erencierdeux classesalorsqu'une autre lesdistingue.
Les impr¶ecisionset incertitudes sont ¶egalement sourcesde con°it. Par exemplela mauvaise
localisation d'un contour peut provoquer un con°it entre plusieurs d¶etecteurs de contours.
Les con°its dus µa dessp¶eci¯cit ¶esdi®¶erentes desinformations µa combiner sont fr¶equents dans
lesapplications de fusion d'imageset demodµeles.Par exemplela reconnaissancedestructures
c¶er¶ebrales par fusion d'images IRM et de donn¶eesissuesd'un atlas anatomique doit faire
face µa la variabilit ¶e entre les individus, souvent non repr¶esent¶eedans l'atlas, ou encoreµa la
pr¶esencepossiblede pathologies dans des imagesde patient, non pr¶esentes dans le modµele
g¶en¶erique. Des problµemessimilaires se rencontrent dans les problµemesde fusion d'images
a¶erienneset satellitaires et de cartes num¶eriques. Ici les con°its peuvent provenir du trac¶e
impr¶ecisde la carte, de modi¯cations dans la scµenenon port¶eessur une carte plus ancienne,
etc.

7.4 Con train tes

Lescontrain tes sp¶eci¯quesau traitement d'imagesµa prendreencomptedansun processus
de fusion sont de plusieurs ordres.

Du point de vue de l'architecture du systµeme de fusion, il est rare que les systµemes
d¶ecentralis¶essoient impos¶es.Le casle plus fr¶equent est celui de la fusion < o®-line> oµu l'on
disposesimultan¶ement de toutes lesinformations. Dessystµemescentralis¶espeuvent alors être
utilis ¶es.

Les contrain tes de temps r¶eel sont assezpeu fr¶equentes, sauf dans les applications de
surveillance ou multi-m ¶edia, dans lesquellesellessont amen¶eesµa prendre une place grandis-
sante.

En revanche, lescontrain tes de coh¶erencespatiale sont tr µesfortes et constituent un point
important desrecherchesen fusion d'images.De plus en plus de travaux sont donc consacr¶es
µa la prise en compte de l'information spatiale, soit au niveau local via le contexte spatial,
soit µa un niveau plus structurel via des relations spatiales entre les structures ou les objets
de la scµene.

Le fait que les donn¶eessoient volumineusespeut imposer des contrain tes de temps de
calcul. Ainsi les manipulations au niveau des pixels sont limit ¶eesµa des op¶erations simples.
Des op¶erations plus sophistiqu¶eesn¶ecessitent souvent l'in tro duction d'informations de plus
haut niveau, et une repr¶esentation plus structurelle de l'information.

La complexit¶e et la quantit ¶e des donn¶eesµa manipuler imposesouvent que soit e®ectu¶e
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un choix dans les informations et les connaissancesµa fusionner. Ce choix est bien ŝur guid¶e
principalement par des crit µeres de pertinence par rapport aux objectifs de d¶ecision, mais
aussipar descrit µeresportant sur la facilit ¶e d'accµeset de repr¶esentation des informations et
desconnaissances,et sur leur qualit¶e.

En¯n, un problµemecrucial estcelui de l'¶evaluation. Danslesproblµemesdefusion d'images,
la < v¶erit¶e > ou la < bonne > solution existe en g¶en¶eral plus ou moins, mais elle est le plus
souvent di±cile d'accµes.Ainsi l'¶evaluation et la validation d'une m¶ethode de fusion ne peut
se faire que sur des simulations, des acquisitions sur fant ômes, ou par comparaison avec
une d¶ecision manuelle. Cette situation s'oppose µa celle rencontr ¶ee dans les problµemesde
vote ou de choix social, dans lesquelsla v¶erit¶e n'existe pas, mais on cherche µa trouver une
< meilleure > solution au sensd'un compromis, ou de crit µeresd'¶equit¶e et d'¶ethique.

7.5 Asp ects num ¶eriques et symboliques en fusion d'images

Si le côt¶e num¶erique de l'information manipul¶ee en traitement d'images est ¶evident, le
côt¶e symbolique m¶erite qu'on s'y arrête un peu plus.

Lesinformations symboliquespeuvent être attach¶eesaux donn¶eesµa fusionner(par exemple
une information graphique dansune carte ou un atlas anatomique, desattributs calcul¶essur
les donn¶eesou sur desobjets extraits pr¶ealablement desdonn¶ees),ou attach¶esµa la connais-
sancedu domaine. Typiquement, les informations sur le domaine sont souvent repr¶esent¶ees
par des rµegles,des repr¶esentations structurelles telles que des graphes, souvent utilis ¶es en
reconnaissancedesformesdans les images,descontrain tes µa prendre en compte dans les al-
gorithmes. Une information structurelle peut par exemplesp¶eci¯er qu'un r¶eseauroutier peut
être repr¶esent¶epar un grapheenutilisant desrouteset descarrefours,ou exprimer sousforme
propositionnelle des rµeglesg¶en¶eralessur la scµene telles que < les ventricules c¶er¶ebraux sont
toujours µa l'in t¶erieur de la matiµere blanche >, etc. Les informations structurelles peuvent
¶egalement être repr¶esent¶ees de maniµere iconique, donc proche des donn¶ees images, par
exemple dans le cas de cartes num¶eris¶ees ou d'atlas anatomiques. On combine alors la
repr¶esentation g¶eom¶etrique des structures et la nature ou la s¶emantique de cesstructures.
Mais les informations sur le domaine peuvent être ¶egalement purement num¶eriquesquand il
s'agit par exemplede caract¶eristiques de l'acquisition commeles longueursd'ondesutilis ¶ees
en imageriesatellitaire, ou les temps d'acquisition en imageriem¶edicale.Desrepr¶esentations
hybrides, dans lesquellesdesnombres sont utilis ¶escommedessymbolesavec une quanti¯ca-
tion, sont utilis ¶eesen fusion d'images,pour quanti¯er la qualit¶e d'un d¶etecteur, pour ¶evaluer
une donn¶ee symbolique ou la con¯ance dans une mesure, la ¯abilit ¶e d'une image pour cer-
taines classesou structures, etc. Du point de vue des traitements, cet aspect hybride se
manifestepar exemplelorsqu'une proposition ¶etablissant que la reconnaissanced'une struc-
ture ne d¶epend que du contexte local conduit µa une mod¶elisation appropri¶eedans un cadre
markovien. Les repr¶esentations symboliques sont ainsi utilis ¶eesen tant que connaissancea
priori ou connaissancecontextuelle ou g¶en¶erique pour guider un traitement num¶erique. Elles
servent ausside support structurel par exempleen fusion d'images et de cartes [248].
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Chapitre 8

M ¶etho des num ¶eriques de fusion
d'informations

Dans cechapitre, nouspr¶esentons les trois approchesnum¶eriquesprincipales de la fusion
d'informations : les approches probabilistes et bay¶esiennessont les plus r¶epandueset sont
d¶ecrites dans la partie 8.1; la th¶eorie desfonctions de croyancesest pr¶esent¶eedans la partie
8.2; puis l'utilisation pour la fusion de la th¶eorie des ensembles °ous et des possibilit¶es
intro duite dans le chapitre 4 est d¶ecrite dans la partie 8.3. Puisqu'une des caract¶eristiques
principales de la fusion d'imagesest l'imp ortance de l'information spatiale, nousexaminerons
dans la section 8.4 commeelle peut être intro duite dans cesm¶ethodesde fusion.

8.1 Fusion probabiliste et bay¶esienne

Lesapprochesprobabilistes traiten t essentiellement de l'incertitude de l'information. Elles
reposent sur des th¶eoriesmath¶ematiquessolideset bien mâ³tris¶eesen traitement du signal
et des images,telles que la th¶eorie bay¶esiennede la d¶ecision, la th¶eorie de l'estimation, les
mesuresentropiques, etc., ce qui en fait desoutils privil ¶egi¶espour la fusion.

Les informations et leurs imperfections (essentiellement cellesdont la nature s'exprime
en termes d'incertitude) sont mod¶elis¶eespar desdistributions de probabilit ¶esou de mesures
statistiques. Nous verrons dans la section 8.1.1 comment ce formalisme permet de mesu-
rer l'information. Puis nous aborderons les di®¶erentes ¶etapes du processusde fusion : la
mod¶elisation et l'estimation dans la section 8.1.2, la combinaison bay¶esiennedans la section
8.1.3, puis la combinaison bay¶esiennevue commeun problµemed'estimation dans la section
8.1.4.Les rµegleslesplus classiquesde d¶ecisionsont pr¶esent¶eesdans lessections8.1.5et 8.1.6.
Les sectionssuivantes pr¶esentent desexemplesd'applications et d'autres outils th¶eoriquesy
sont d¶etaill¶es, dans les domainesde la classi¯cation multisources en traitement d'images µa
la section 8.1.7.

8.1.1 Mesures d'information

Lorsque l'on dispose d'un ensemble de l sourcesd'information I j , une premiµere t âche
consistesouvent µa le transformer en un sous-ensemble plus r¶eduit, donc de traitement plus
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simple, sansperdre d'information.

L'approche de l'analyse en composantes principales, qui projette chaque sourced'infor-
mation sur les vecteurspropres de la matrice de covariance, est souvent employ¶eeet permet
ainsi d'obtenir l nouvellessourcesd¶ecorr¶el¶ees,class¶eespar ordre d¶ecroissant d'¶energie.Une
troncature aux l0(l > l0) premiµeressourcespermet souvent deconserver l'essentiel de l'¶energie
de l'ensemble d'origine.

Mais en pratique cette m¶ethode montre tr µesvite seslimites en traitement d'images par
exemple,car elle ne permet de prendre en compteni lesd¶ependancescomplexesentre images,
ni les variations spatialesde d¶ependance.

Pour exprimer l'apport d'information dû µa l'a jout d'une nouvelle sourced'information
I l+1 µa un ensemble d¶ejµa connu f I 1; :::; I l g, on pr¶efµere l'approche propos¶ee par Shannon et
reposant sur les notions d'information et d'entropie [203, 224]. A partir de la probabilit ¶e
jointe des l premiµeressourcesp(I 1; :::; I l ) (estim¶ee le plus souvent par d¶enombrement, par
exempleµa partir de l'histogramme multidimensionnel desniveaux de gris pour des images),
on d¶e¯nit l'entropie (ou information moyennepar pixel dansle casdesimages)desl premiµeres
sourcespar :

H (I 1; :::; I l ) = ¡
X

p(I 1; :::; I l ) logp(I 1; :::; I l ); (8.1)

et l'entropie apport¶eepar la (l + 1)µeme sources'exprime, soit en fonction desentropies, soit
en fonction desprobabilit ¶espar :

H (I l+1 j I 1; :::I l ) = H (I 1; :::; I l+1 ) ¡ H (I 1; :::; I l )

= ¡
X

p(I 1; :::I l+1 ) logp(I l+1 j I 1; :::; I l ): (8.2)

Pour deux sources,on d¶e¯nit ainsi la redondance1 entre ellespar :

R(I 1; I 2) = H (I 1) + H (I 2) ¡ H (I 1; I 2); (8.3)

et la compl¶ementarit ¶e de la source I 2 par rapport µa la source I 1, c'est-µa-dire la quantit ¶e
moyenned'information qu'il faut ajouter µa I 2 pour retrouver I 1 :

C(I 1 j I 2) = H (I 1 j I 2); (8.4)

ce qui conduit µa la relation :

H (I 1) = R(I 1; I 2) + C(I 1 j I 2): (8.5)

Des approches analoguespeuvent être envisag¶ees dans un cadre non probabiliste, en
s'appuyant par exemple sur l'entropie °oue [219]. Le formalisme est pour l'instant moins
d¶evelopp¶e dans cette direction.

En fusion, on utilisera typiquement des sourcesfortement redondantes pour con¯rmer
une d¶ecision incertaine et des imagescompl¶ementaires pour ¶elargir le champ des d¶ecisions.
Des sourcescompl¶ementaires peuvent conduire soit µa des d¶ecisionscon°ictuelles soit µa des
d¶ecisionsconsensuelles.

En traitement d'images,la notion d'entropie a ¶et¶e¶elargiepour caract¶erisernon seulement
la dispersion des mesuressur l'espacede mesure,mais ¶egalement la coh¶erencespatiale des

1Cette redondance ne peut malheureusement pas être ¶etendue µa plus de deux sourcessansperdre poten-
tiellement sa propri ¶et¶e de positivit ¶e.
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mesuresen prenant en compte desprobabilit ¶es d'occurrencede con¯gurations particuli µeres
de pixels, soit dansle cadrede classi¯cations [225,224],soit danscelui de champsmarkoviens
[336, 344].

Lesnotions d'entropie globalenesont pastoujours bien adapt¶eesaux problµemesdefusion,
et desnotions d'entropie conditionnelle aux classesµa reconnâ³tre par exemplesont souvent
pr¶ef¶erables: ellespermettent une analyseplus ¯ne de l'information qu'apporte chaquesource
pour chaqueclasseet sont donc mieux adapt¶eesaux problµemespour lesquelsune sourceest
meilleure pour certainesclasseset moins bonnepour d'autres. Bien que la d¶e¯nition formelle
de tels conceptsne posepasde di±cult ¶e particuli µere, ils ne sont pasencorebeaucouputilis ¶es
en fusion et c'est vraisemblablement un point qui m¶eriterait d'être approfondi.

8.1.2 Mo d¶elisation et estimation

La th¶eorie la plus exploit¶ee dans la litt ¶erature est de loin la th¶eorie des probabilit ¶es,
associ¶ee µa la th¶eorie bay¶esiennede la d¶ecision [135]. L'information y est mod¶elis¶ee par une
probabilit ¶e conditionnelle, par exemple, la probabilit ¶e pour qu'un pixel appartienne µa une
classeparticuli µere, ¶etant donn¶e les imagesdisponibles. Ainsi, la mesure intro duite dans la
section 6.4 s'¶ecrit-elle sousla forme :

M j
i (x) = p(x 2 Ci j I j ): (8.6)

Cette probabilit ¶e est calcul¶eeµa partir de caract¶eristiquesf j (x) de l'information extraites
des sources.Par exemple, en image, il peut s'agir dans les cas les plus simples du niveau
de gris du pixel consid¶er¶e ou d'informations plus complexes n¶ecessitant des traitements
pr¶eliminaires. L'¶equation 8.6 ne d¶epend alors plus de toute la source I j mais s'¶ecrit sous
la forme simpli¯ ¶ee:

M j
i (x) = p(x 2 Ci j f j (x)) : (8.7)

En traitement desimages,enl'absencedemod¶elisationsfonctionnellesfortes desph¶enomµenes
observ¶es, les probabilit ¶es p(f j (x) j x 2 Ci ), ou plus g¶en¶eralement p(I j j x 2 Ci ) (qui
repr¶esente la probabilit ¶e, conditionnelle µa la classeCi , de l'information fournie par la source
I j ), sont apprises par d¶enombrement sur des zonesde test (ou par apprentissage sur ces
zonesdesparamµetres d'une loi donn¶ee) et on en d¶eduit les probabilit ¶esdes¶equations8.6 et
8.7 par application de la rµeglede Bayes.

8.1.3 Com binaison dans un cadre bay¶esien

Dans le modµele bay¶esien, la fusion peut être e®ectu¶ee de maniµere ¶equivalente µa deux
niveaux :

{ soit au niveau de la mod¶elisation, et l'on calcule alors desprobabilit ¶esde la forme :

p(x 2 Ci j I 1; :::; I l ); (8.8)

µa l'aide de la rµeglede Bayes:

p(x 2 Ci j I 1; :::; I l ) =
p(I 1; :::I l j x 2 Ci ) p(x 2 Ci )

p(I 1; :::; I l )
; (8.9)

oµu les di®¶erents termes sont estim¶espar apprentissage;
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{ soit par la rµeglede Bayeselle-m̂eme,oµu l'information issued'un capteur vient mettre
µa jour l'information sur x estim¶eed'aprµesles capteurs pr¶ec¶edents (c'est la seuleforme
utilisable si les informations sont disponibles successivement et non simultan¶ement) :

p(x 2 Ci j I 1; :::; I l ) =

p(I 1jx 2 Ci ) p(I 2jx 2 Ci ; I 1) ::: p(I l j x 2 Ci ; I 1; :::; I l ¡ 1) p(x 2 Ci )
p(I 1) p(I 2 j I 1) ::: p(I l j I 1; :::; I l ¡ 1)

:

Trµes souvent, ¶etant donn¶eesla complexit¶e de l'apprentissageµa partir de plusieurs cap-
teurs et la di±cult ¶e d'obtenir desstatistiques su±santes, ces¶equationssont simpli¯ ¶eessous
l'hypothµesed'ind¶ependance.Lµa encore,descrit µeresont ¶et¶e propos¶espour v¶eri¯er la validit ¶e
de ceshypothµeses.Les formules pr¶ec¶edentes deviennent alors :

p(x 2 Ci j I 1; :::; I l ) =

Q l
j =1 p(I j j x 2 Ci ) p(x 2 Ci )

p(I 1; :::; I l )
: (8.10)

Cette ¶equation fait apparâ³tre clairement le type de combinaison des informations, sous
la forme d'un produit, donc une fusion conjonctive. Il est notable que la probabilit ¶e a priori
joue exactement le même rôle dans la combinaison que chacunedes sourcesauxquelleselle
est combin¶ee¶egalement par un produit.

8.1.4 Com binaison vue comme un probl µeme d'estimation

Une autre maniµere de voir la fusion probabiliste consisteµa consid¶erer que chaquesource
donneune probabilit ¶e (d'appartenance µa une classe)par exemple,et que la fusion consisteµa
combiner cesprobabilit ¶espour trouver la probabilit ¶eglobaled'appartenanceµa la classe.Cette
vision revient µa consid¶erer la fusion comme un problµeme d'estimation, et permet d'utiliser
desop¶erateursde combinaison di®¶erents du produit. En particulier lesm¶ethodesde moyenne
ou moyennepond¶er¶ee,de m¶ediane,de consensussont souvent employ¶ees[88, 89, 145].Deses-
timateurs robustespeuvent ¶egalement être employ¶es,a¯n de limiter ou supprimer l'in°uence
desvaleurs aberrantes (< outliers >). En¯n, desm¶ethodes issuesde la th¶eorie desvariables
r¶egionalis¶ees[233], telles que le krigeageou le krigeageuniversel,pourraient ¶egalement être
utilis ¶eesdans ce cadre.

8.1.5 D¶ecision

La derniµere ¶etape concernela d¶ecision, par exemple le choix de la classeµa laquelle ap-
partient un point. Cette d¶ecision binaire peut être assortie d'une mesure de la qualit¶e de
cette d¶ecision,pouvant ¶eventuellement conduire µa la rejeter. La rµeglela plus utilis ¶eepour la
d¶ecisionprobabiliste et bay¶esienneest le maximum a posteriori :

x 2 Ci si p(x 2 Ci j I 1; :::; I l ) = max f p(x 2 Ck j I 1; :::; I l ); 1 · k · ng;

mais de tr µes nombreux autres crit µeres ont ¶et¶e d¶evelopp¶es par les probabilistes et les sta-
tisticiens, pour qu'ils s'adaptent au mieux aux besoinsde l'utilisateur et au contexte de sa
d¶ecision: maximum de vraisemblance,maximum d'entropie, marginale maximale, esp¶erance
maximale, risqueminimal, etc. Cependant, la grandevari¶et¶e de cescrit µereslaissel'utilisateur
µa nouveau d¶emuni devant la justi¯cation d'un choix et l'¶eloigne de l'ob jectivit ¶e recherch¶ee
initialement par cesm¶ethodes.
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8.1.6 Autres appro ches en d¶etection

Le domaine de la d¶etection par fusion multicapteurs a ¶et¶e largement ¶etudi¶e et a donn¶e
lieu µa plusieurs approches. On distingue la d¶etection centralis¶ee dans laquelle les mesures
donn¶eespar les di®¶erents capteurs sont consid¶er¶eescomme un vecteur sur lequel est prise
la d¶ecision, et la d¶etection d¶ecentralis¶ee dans laquelle chaque capteur donne une r¶eponse
binaire (d¶etection ou non), cesr¶eponses¶etant ensuite combin¶eespar un op¶erateur de fusion.

Dans le premier cas [341], les r¶eglesde d¶ecision utilis ¶eesreposent souvent sur le risque
moyen, le maximum de gain, le minimum de risque, tous issusde l'approche bay¶esienne,mais
aussisur descrit µerestels quecelui de Neyman-Pearson,consistant µa maximiser la probabilit ¶e
de d¶etection pour une probabilit ¶e de faussealarme donn¶ee.Cela supposeimplicitement que
la faussealarme est consid¶er¶ee comme l'erreur la plus grave, ce qui n'est pas toujours le
cas suivant les applications (par exemple dans le cas du d¶eminage humanitaire, c'est la
non-d¶etection qui est l'erreur la plus grave).

Dans le deuxiµemecas,si l'on disposede l capteurs, chacun donnant une r¶eponsebinaire,
l'op¶erateur de fusion est consid¶er¶e commeune fonction logique de cesl r¶eponses(qui consti-
tuent l'entr ¶eede l'op¶erateur). L'ensemble desop¶erateurs possiblesest de cardinal tr µes¶elev¶e
(22l

), ce qui rend les m¶ethodes reposant sur une ¶enum¶eration exhaustive des possibilit¶es
impraticables dµes que l d¶epassequelquesunit ¶es. Cependant, le nombre de possibilit¶es est
fortement r¶eduit par la contrain te de monotonie que doit satisfaire l'op¶erateur [329]. Parmi
les m¶ethodes les plus int¶eressantes dans ce domaine, citons les m¶ethodes entropiques pour
l'optimisation de l'op¶erateur de fusion [111].On aboutit ainsi µa une rµeglede fusion optimale
qui s'exprime commeune sommepond¶er¶eedesd¶ecisionslocales,que l'on compareµa un seuil
fonction des probabilit ¶es de faussealarme et de d¶etection des di®¶erents d¶etecteurs locaux,
desprobabilit ¶esa priori et descôuts. Lesm¶ethodesentropiques peuvent ainsi être utilis ¶eesµa
plusieursniveaux : pour choisir lescapteurs lesplus pertinents, pour optimiser lesd¶etecteurs
locaux (au niveau de chaquecapteur) et pour optimiser l'op¶erateur de fusion.

8.1.7 Un exemple de fusion bay¶esienne en imagerie satellitaire

Nous illustrons dans cette section la fusion bay¶esiennepar un exemple simple de clas-
si¯cation multisource en imagerie satellitaire, dans lequel la fusion est e®ectu¶ee au niveau
des pixels, µa partir de l'information de niveaux de gris. Cet exemplea ¶et¶e d¶evelopp¶e dans
[77]. La ¯gure 8.1 montre un exempledes six imagesµa fusionner. Il s'agit d'images SPOT
en mode spectral multibande XS dans le vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche infrarouge
(XS3), avec un pas d'¶echantillonnage de 20 mµetres, recal¶eesdans un r¶ef¶erentiel commun (ce
qui permet la fusion au niveau du pixel).

Les classesconsid¶er¶eessont les villes ou zonesurbaines (classeC1), les °euves (classe
C2) et une classeC3 comportant toutes les autres structures (essentiellement des zonesde
v¶eg¶etation).

La caract¶eristique principale des villes sur cesimages¶etant leur texture, l'ensemble des
trois images initiales est compl¶et¶e par trois imagesde texture obtenues par un algorithme
d'estimation des paramµetres d'un champ markovien gaussien[109]. Ces imagesde texture
sont ¶egalement montr ¶ees¯gure 8.1.

L'apprentissage des probabilit ¶es conditionnelles est e®ectu¶e µa partir de l'histogramme
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Fig. 8.1 { Images du satellite SPOT en mode spectral multibande XS de taille 512£ 512
pixels et de niveaude pr¶etraitement 1-B en vis¶eeverticale (r¶egionde Vignola prµesde Modµene
en Italie) c° Spot Image. De haut en bas, le canal vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche
infrarouge (XS3). A gauche : images SPOT originales. A droite : Images de paramµetres
de temp¶erature d'un champ markovien gaussiensur les trois canaux de SPOT (images de
texture).

des niveaux de gris. Ces estimations peuvent être liss¶eespar des fen̂etres de Parzen par
exemple.La ¯gure 8.2 illustre les r¶esultats de l'apprentissagesur une desimages.En r¶ealit¶e,
pour ¶eviter deshypothµesesd'ind¶ependancenon justi¯ ¶ees,c'est la probabilit ¶e jointe destroix
canaux XS conditionnellement aux classesqui est estim¶eeet de mêmepour les trois images
de texture.

142



Probabilites conditionnelles P(w/Ci) 

P(w/ville) 

P(w/fleuve) 

Espace des niveaux de gris Espace des niveaux de gris

P(w/ville) 

P(w/fleuve)P(fleuve)

P(ville)

P(w/Ci)P(Ci)

Fig. 8.2 { A gauche : probabilit ¶es conditionnelles des villes et des °euves de l'image de
texture sur XS2. A droite : probabilit ¶esconditionnellesaux deux classesmultipli ¶eespar leur
probabilit ¶e a priori P(vil le) = 11 % et P(f leuve) = 2 %.

Une desdi±cult ¶esdesm¶ethodesbay¶esiennesest l'estimation desprobabilit ¶esa priori . Si
celles-cisont ¯x ¶eesselon la proportion desclassespr¶esentes dans les images,cela conduit µa
diminuer fortement la probabilit ¶e desclassesfaiblement repr¶esent¶ees(voir ¯gure 8.2 µa droite)
et rend leur d¶etection tr µes di±cile. Le choix e®ectu¶e ici consiste µa choisir ces estimations
lorsqu'il y a peu de con°it entre les classes,et µa prendre desprobabilit ¶esa priori uniformes
lorsque les propri¶et¶esstatistiques desclassesr¶evµelent un fort con°it.

La ¯gure 8.3 montre le r¶esultat de la fusion, pour un crit µere de maximum a priori . Le
°euve est superpos¶e en blanc µa l'image originale, ainsi que les contours des zonesurbaines.
Le reste correspond µa la classeC3.

8.1.8 Discussion

La large di®usion des m¶ethodes probabilistes, en particulier des m¶ethodes bay¶esiennes,
est due, plus qu'µa la justi¯cation qu'en donne Cox [93] (voir chapitre 3), µa la connaissance
acquiseau cours d'exp¶eriencesnombreusespermettant de guider les phasesde mod¶elisation
et d'apprentissage.

L'avantage essentiel desm¶ethodesprobabilistes vient de cequ'elles reposent sur une base
math¶ematiquesolideet ont ¶et¶e l'ob jet denombreux travaux. Elles proposent doncun ¶eventail
d'outils tr µes riche permettant aussi bien la mod¶elisation (par exemple par des familles de
lois param¶etriques aux propri¶et¶es bien ¶etudi¶ees)que l'apprentissagedes modµeles(pour des
lois param¶etriques ou non param¶etriques) (voir par exemple[77, 209, 220]). Elles proposent
¶egalement desrµeglesd'usagesoit th¶eoriques(bornes,valeursasymptotiques) soit heuristiques
(tests d'hypothµeses,crit µeresde validit ¶e, tables de con¯ance). En¯n, la mod¶elisation proba-
biliste soutenue par l'in terpr¶etation fr¶equencistelargement r¶epandue dans le monde de la
physique et du traitement du signal, est actuellement un concept universellement partag¶e
qui sert naturellement de basede comparaisonaux autres mod¶elisations.

Un autre avantage des approches probabilistes et statistiques, cette fois du point de
vue de la combinaison, est encore qu'elles reposent sur de solides basesmath¶ematiques,
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Fig. 8.3 { Imagesde d¶etection par l'inf ¶erencebay¶esiennedes classesville, °euve et C3 sur
la scµenede Vignola par fusion des6 imagesdu satellite SPOT

et peuvent être utilis ¶eespour la mise µa jour de r¶eseauxcomplexesde connaissances[265,
266].Elle permettent d'in tro duire desinformations qui s'expriment facilement sousforme de
probabilit ¶es, telles que le contexte spatial dans le cadre deschamps de Markov (voir partie
8.4) ou la qualit¶e des informations exprim¶eecommela probabilit ¶e pour qu'une mesuresoit
¯able [168].

Cependant, et malgr¶e leurs basesmath¶ematiques solides,cesm¶ethodes sont ¶egalement
l'ob jet de critiques et sou®rent de plusieurs inconv¶enients. Nous les regroupons dans cette
partie, en soulignant toutefois que certains d'entre eux sont contest¶espar les inconditionnels
desprobabilit ¶es.

Tout d'abord, si ellesrepr¶esentent bien l'incertain qui entache l'information, ellesne per-
mettent pasais¶ement de repr¶esenter son impr¶ecision,et ellesconduisent souvent µa confondre
cesdeux notions. Ensuite, ellesn¶ecessitent que, lors de l'apprentissage,descontrain tes tr µes
strictes soient v¶eri¯ ¶eespar les mesures(impos¶eespar les axiomesde basedes probabilit ¶es)
et par l'ensemble de classesconsid¶er¶e (exhaustivit ¶e). Ces contrain tes peuvent rendre l'ap-
prentissagetr µesd¶elicat (comment caract¶eriserdeszonesqui ne soient pasdu bl¶e en imagerie
a¶erienne2 ?), ou, si le problµeme µa traiter est complexe, conduire pratiquement µa des in-

2Ce problµeme est un exemple du problµeme plus g¶en¶eral que l'on rencontre en classi¯cation et en recon-
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coh¶erencescar l'utilisateur ne peut alors prendre en compte tout le r¶eseaudesd¶ependances
probabilistes (casdesboucleslogiques[265]).L'apprentissagede lois deprobabilit ¶esn¶ecessite,
outre les hypothµeses,un nombre de donn¶eesimportant. Typiquement, l'apprentissagenon
param¶etrique d'une loi multidimensionnelle dans des imagesou des zonesde taille limit ¶ee
n'est souvent pas pertinent, et l'on se tourne alors vers des modµelesparam¶etriques, qui µa
leur tour n¶ecessitent deshypothµesessur la forme des lois.

L'estimation des probabilit ¶es a priori est souvent d¶elicate et primordiale dans les cas
oµu l'on a peu d'informations (distributions tr µes plates des probabilit ¶es conditionnelles). Si,
dans le cas du traitement d'images, les probabilit ¶es conditionnelles peuvent être souvent
bien estim¶eespar apprentissageµa partir de fr¶equencesd'occurrence,ce n'est en g¶en¶eral pas
le casdesprobabilit ¶esa priori . Leur ¶evaluation sort du cadre desprobabilit ¶es fr¶equencistes
et fait souvent appel µa desconceptsplus subjectifs. De plus, la combinaison bay¶esienneest
contrain te, commepour la mod¶elisation, par lesaxiomesdesprobabilit ¶es,et sonutilisation en
pratique n¶ecessitesouvent deshypothµesessimpli¯catrices (comme l'ind ¶ependance)rarement
v¶eri¯ ¶ees.La th¶eorie probabiliste et bay¶esiennecombine les informations de fa»con conjonc-
tiv e, par des produits de probabilit ¶es conditionnelles, ce qui conduit souvent en pratique µa
un e®ondrement des probabilit ¶es des ¶ev¶enements qui sont d¶eduits d'une longue châ³ne de
d¶eduction.

La contrain te d'additivit ¶epeut être trop forte pour certainsproblµemes.Prenonsl'exemple
quedonneSmets[312],dansle domainedu diagnosticm¶edical.Si un symptômes est toujours
pr¶esent quand un patient a une pathologie A, et que l'on observe ce symptôme s, alors la
probabilit ¶e pour que le patient ait A augmente. La contrain te d'additivit ¶e imposealors que
la probabilit ¶e pour que le patient n'ait pas A diminue, alors qu'il n'y a pas de raison qui
justi¯e cela (paradoxe de Hempel), si le symptôme s peut aussi être observ¶e dans le cas
d'autres pathologies3.

L'application desm¶ethodesbay¶esiennesn¶ecessitesouvent beaucoupde connaissancessur
le problµeme,et leur utilisation dans de bonnesconditions supposequ'une nouvelle r¶e°exion
soit men¶ee pour chaque problµeme µa traiter 4. Par exemple, le diagnostic < bay¶esien> peut
être formalis¶e de la maniµere suivante :

p(A i jO) =
p(OjA i )p(A i )P
j p(OjA j )p(A j )

=
p(OjA i )p(A i )

p(OjA i
C )p(A i

C ) + p(OjA i )p(A i )
; (8.11)

naissancede formes : en g¶en¶eral le compl¶ementaire d'une classen'est pas une classe.
3La contrain te d'additivit ¶e et la rµeglede Bayes(¶equation 3.8) impliquent que si p(sjA) = 1, alors p(Ajs) =

p( A )
p( s) et donc p(Ajs) ¸ p(A). Au contraire, p(A C js) = 1 ¡ p(Ajs), donc p(AC js) · p(AC ). Si l'argument de
Smets r¶efutant cette in¶egalit¶e peut être criticable, il peut ¶egalement être interpr ¶et¶e de la maniµere suivante : le
modµeledesprobabilit ¶esadditiv espeut être trop simpliste dans cecas.En particulier, si parler de la probabilit ¶e
d'une pathologie A peut avoir un sens, il est moins certain que parler de celle de [A C js] en ait un. En e®et,
AC ne correspond pas µa une pathologie, mais est un ensemble in¯ni, mal connu, impr ¶ecis, et il est di±cile
d'a±rmer que [AC js] est une proposition bien d¶e¯nie, binaire, repr¶esentant correctement la r¶ealit¶e. Ainsi,
tout modµele permettant de d¶eduire p(A C js) peut être facilement contestable. Nous esp¶erons ne pas trahir la
pens¶ee de Smets par cette interpr ¶etation.

4Cette situation s'oppose µa celle des approches fr¶equencistes,en particulier µa la th¶eorie de Fisher, qui
est essentiellement automatique : Faced with a new situation, the working statistician can apply maximum
likelihood in an automatic fashion, with little chance (in experienced hands) of going far wrong and considerable
chance of providing a nearly optimal inference. In short, he does not have to think a lot about the speci¯c
situation in order to get on towards its solution [138]. C'est une th¶eorie d'arch¶etypes, qui, en permettant
de s¶eparer les problµemes, permet d'obtenir des solutions raisonnables lµa oµu l'appro che bay¶esienne,oµu tout
doit être trait ¶e < d'un seul coup >, serait trop complexe. Ce caractµere automatique est certainement une des
raisons qui font la popularit ¶e de la th¶eorie de Fisher, malgr¶e les inconv¶enients des approches fr¶equencistes.
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oµu p(A i jO) d¶esignela probabilit ¶e pour que le patient ait la pathologie A i , ¶etant donn¶e un
ensemble d'observations O (examenscliniques, images,etc.), p(OjA i ) d¶esignela probabilit ¶e
conditionnelle desobservations ¶etant donn¶eela pathologie, et p(A i ) est la probabilit ¶e a priori
de A i . La d¶ecisionest prise µa partir desp(A i jO). L'utilisation de cette formule n¶ecessitesoit
de connâ³tre l'ensemble de toutes les pathologies, soit d'avoir des statistiques reliant les
observations µa A i

C (< non pathologie A i >). Les deux solutions semblent irr ¶ealistes. De
plus, toutes lesdistributions de probabilit ¶esintervenant dans la formule doivent pouvoir être
estim¶ees.Le problµeme est alors la limite des tests statistiques reliant les symptômesou les
observations aux pathologieset la di±cult ¶e d'avoir une estimation desprobabilit ¶esa priori .
Ces limites sont bien ŝur plus g¶en¶eraleset ne sont pas sp¶eci¯ques µa cet exempleparticulier.

La mod¶elisation probabiliste permet deraisonnersur dessingletonsseulement, qui repr¶esentent
les di®¶erentes hypothµeses,sousla contrain te du monde clos. Nous avons vu dans l'exemple
pr¶ec¶edent du diagnostic m¶edical que cette hypothµesene correspond pasµa la r¶ealit¶e. De plus,
les singletons ne permettent pas de repr¶esenter des situations complexes.Prenons le cas
d'images a®ect¶eespar l'e®et de volume partiel (situation courante en imagerie m¶edicale).
Les modµelesclassiquesdans la litt ¶erature pour repr¶esenter ce ph¶enomµeneconsistent µa a®ec-
ter µa un point desprobabilit ¶esd'appartenanceaux tissusdont il est compos¶e, cesprobabilit ¶es
¶etant proportionnelles µa la quantit ¶e de chaque tissu dans le volume repr¶esent¶e par le point.
Or, cela ne correspond µa aucuner¶ealit¶e. En e®et,ce type de modµele probabiliste signi¯e que
l'on a une incertitude sur la classeµa laquelle appartient le point (on sait que le point peut
appartenir µa plusieurs classesmais on ne sait pas laquelle), alors qu'il s'agit en fait d'une
appartenanceµa plusieurs classesµa la fois. Cela nous semble être un exempletypique oµu les
modµelesprobabilistes utilis ¶esne mod¶elisent pas correctement le ph¶enomµeneobserv¶e.

Les ensembles °ous ou la th¶eorie des fonctions de croyance (ou de Dempster-Shafer)
permettent des mod¶elisations plus proches de la r¶ealit¶e pour certains problµemeset d'in-
terpr¶etation moins contestable. Par exemple,les ensembles °ous permettent de rendre exac-
tement compte du ph¶enomµene d'appartenance partielle qui est e®ectivement observ¶e. Il ne
su±t pasici de relâcher la contrain te d'additivit ¶e desprobabilit ¶espour r¶esoudrele problµeme:
il s'agit bien de mod¶eliser un type de ph¶enomµene tout µa fait di®¶erent. Nous y reviendrons
dans les deux chapitres suivants.

Une autre limite provient de la di±cult ¶e d'in tro duire dans le systµeme de raisonnement
desconnaissancesqui ne setraduisent pas simplement par desprobabilit ¶es.

Dans le même ordre d'id¶ees, il est di±cile de mod¶eliser l'absence de connaissances,
des connaissancesimpr¶ecises(au contraire des connaissancesincertaines qui sont naturel-
lement repr¶esent¶eespar des probabilit ¶es), ou encorel'ignorance que l'on peut avoir sur un
ph¶enomµene.Le princip e de raison insu±sante ne su±t pas µa prendre en compte l'ignorance
et peut conduire µa descontradictions suivant la maniµere dont on l'exprime.

Le mêmetype de problµemeseposeavec le princip e du maximum d'entropie. L'exemple
bien connu de Shafersur la probabilit ¶e pour qu'il y ait de la vie sur la planµete Sirius l'illustre
bien [302]5. Ces inconv¶enients, qui ne sont pas mieux r¶esolusavec une version subjective

5Nous ne pr¶esentons pas ici l'exemple original de Shafer, qui peut prêter µa discussion, mais un exemple
donn¶e par Dubois qui s'en approche. L'ignorance sur l'existence de la vie sur Sirius s'exprime classiquement
en probabilit ¶es par p(vie) = p(non vie) = 0,5. Si l'on posele problµeme autrement, en supposant qu'il peut y
avoir trois possibilit ¶es, vie v¶eg¶etale, vie animale ou pas de vie, l'expression de l'ignorance conduira µa a®ecter
une probabilit ¶e de 1/3 µa chacune des trois hypothµeses.On obtient alors p(vie) = 2/3. De maniµere analogue,
on peut obtenir autant de valeurs di®¶erentes que de maniµeres d'exprimer le problµeme. On peut trouv er des
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desprobabilit ¶es,semanifestent dµesqu'il s'agit de mod¶eliser un raisonnement humain oµu les
d¶ecisionssont prises µa partir de donn¶eesµa la fois impr¶eciseset incertaines, partielles, pas
complµetement ¯ables, con°ictuelles, oµu les contrain tes et les objectifs ne sont pas toujours
tr µespr¶ecis.

8.2 Fusion dans la th ¶eorie des fonctions de croyance

La th¶eorie des fonctions de croyance (ou th¶eorie de Dempster-Shafer) date des ann¶ees
1970mais sonutilisation en fusion de signaux et d'imagesest relativement r¶ecente. Pourtant
lespremiµeresapplications sont prometteuses,et nousmontrons danscechapitre quellessont
lescaract¶eristiquesde cette th¶eoriequi justi¯en t que l'on s'y int¶eresse,aussibien du point de
vue de la repr¶esentation desconnaissanceset de leurs imperfections(impr ¶ecision,incertitude,
ambiguÄ³t¶e, ignorance,con°it) que de leur combinaison.

Bien que cette th¶eorie soit inspir¶eedesnotions de probabilit ¶essup¶erieureset inf¶erieures
et donc souvent vue d'un point de vue probabiliste, elle peut être interpr¶et¶ee de maniµere
plus g¶en¶erale d'un point de vue subjectif, comme un modµele formel quantitatif de degr¶es
de con¯ance [314]. Un des atouts essentiels de cette th¶eorie est qu'elle manipule des sous-
ensembles plut ôt que dessingletons,ce qui lui confµere une grande souplessede mod¶elisation
pour de multiples situations rencontr ¶ees en fusion de signaux et d'images. Elle fournit
¶egalement des repr¶esentations µa la fois de l'incertitude et de l'impr ¶ecision, ainsi que de
l'ignorance. Pour cela, plusieurs fonctions sont utilis ¶eespour mod¶eliser l'information et la
manipuler, au lieu desseulesprobabilit ¶esutilis ¶eesdans le chapitre pr¶ec¶edent. Cette th¶eorie
permet de mesurer des con°its entre les sourceset de les interpr¶eter en termes de ¯abilit ¶e
dessources,de monde ouvert ou de contradictions d'observations. Bien que plusieurs modes
de combinaison soient possibles,la combinaison de type conjonctive est la plus utilis ¶eedans
les domainesqui nous int¶eressent ici et c'est surtout celle-ci que nous d¶etaillerons. Cela re-
porte l'essentiel du travail de l'utilisateur sur l'¶etape de mod¶elisation et de repr¶esentation
des informations et desconnaissancesdisponibles.

Par la suite, nous illustrerons tr µessouvent nos propos avec l'exemple de la classi¯cation
multisource.

8.2.1 Mo d¶elisation

La th¶eorie desfonctions de croyancepermet, de maniµere analogueµa la th¶eorie despossi-
bilit ¶es,commenous le verrons dans le chapitre suivant, de repr¶esenter µa la fois l'impr ¶ecision
et l'incertitude µa l'aide de fonctions de massem, de plausibilit ¶e Pls et de croyance B el
[169, 302, 314]. Les fonctions de massesont d¶e¯nies sur tous les sous-ensembles de l'es-
paceD, appel¶e ici espacede discernement, (contenant par exempleles classesauxquelleson
s'int¶eresse)et pas simplement sur les singletonscommeles probabilit ¶esqui ne mesurent que
la probabilit ¶e d'appartenanceµa une classedonn¶ee.

PosonsD = f C1; C2; :::; Cng oµu chaque Ci d¶esigneune hypothµeseen faveur de laquelle
une d¶ecision peut être prise (t ypiquement une classedans un problµeme de classi¯cation
multisource). Une fonction de masseest d¶e¯nie comme une fonction de 2D (ensemble des

exemplesanaloguesen traitemen t des images, en particulier dans les problµemesde classi¯cation.
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parties de D) dans [0; 1]. En g¶en¶eral on imposem(; ) = 0, et une normalisation de la forme :
X

Aµ D

m(A) = 1; (8.12)

qui garantit une sorte de commensurabilit¶e entre plusieurs jeux de masse.

La contrain te m(; ) = 0 correspond µa une hypothµesede monde clos, dans lequel toutes
les solutions possiblessont e®ectivement repr¶esent¶eesdans D (ce qui supposeque l'on est
capable de les ¶enum¶erer). Si l'on relâche cette contrain te et que l'on accepte d'avoir une
massestrictement positive sur ; , cela correspond alors µa une hypothµesede monde ouvert,
dans lequel dessolutions hors de D sont envisageables.

Un ¶el¶ement focal est un sous-ensemble A de D tel quem(A) > 0. La r¶eunion des¶el¶ements
focaux est appel¶eenoyau.

Une fonction de croyanceB el est une fonction totalement croissante d¶e¯nie de 2D dans
[0; 1] :

8A1 2 2D ; :::Ak 2 2D ;

B el([ i =1 :::k A i ) ¸
X

I µf 1:::kg;I 6= ;

(¡ 1)jI j+1 B el(\ i 2 I A i ); (8.13)

oµu jI j d¶esignele cardinal de I , et telle que B el(; ) = 0, B el(D ) = 1.

Etant donn¶eeune fonction de massem, la fonction B el d¶e¯nie par :

8A 2 2D ; B el(A) =
X

B µ A;B 6= ;

m(B ) (8.14)

est une fonction de croyance.Inversement, µa partir d'une fonction de croyanced¶e¯nie comme
une fonction totalement croissante (in¶egalit¶e 8.13) telle queB el(; ) = 0, B el(D ) = 1, on peut
d¶e¯nir une fonction de massepar :

8A 2 2D ; m(A) =
X

B µ A

(¡ 1)jA ¡ B jB el(B ): (8.15)

Cette fonction de massev¶eri¯e alors l'¶equation 8.14.

La fonction de croyancemesurela con¯ance totale que l'on a dans un sous-ensemble A.
L'ensemble vide est exclusde la sommecar il interviendrait sinon µa la fois dans l'¶evaluation
de A et dans l'¶evaluation de AC (; ½ A et ; ½ AC ).

Ainsi, avoir une massenulle sur un sous-ensemble A ne signi¯e pas que cet ensemble est
impossible, mais simplement que l'on n'est pas capable d'a®ecter un degr¶e pr¶ecis¶ement µa
A. En e®et,on peut avoir des massesnon nulles sur des sous-ensembles de A, conduisant
donc µa B el(A) 6= 0. Cette remarque est tr µes importante pour la mod¶elisation, puisqu'elle
permet de ne pas a®ecterde degr¶es si l'on n'est pas capable de le faire (ainsi, on ne force
pas d'information lµa oµu l'on n'en disposepas).

Dans l'hypothµesede monde ouvert, on a :

B el(D ) = 1 ¡ m(; ): (8.16)

Une fonction de plausibilit ¶e Pls est ¶egalement une fonction de 2D dans [0; 1] d¶e¯nie par :

8A 2 2D ; P ls(A) =
X

B \ A6= ;

m(B ) = 1 ¡ B el(AC ): (8.17)
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Plus g¶en¶eralement, pour tenir compte de la possibilit¶e d'être en monde ouvert, on a :

Pls(A) =
X

B \ A6= ;

m(B ) = B el(D ) ¡ B el(AC ): (8.18)

La plausibilit ¶e mesure la con¯ance maximum que l'on peut avoir dans A. Cette fonc-
tion a une interpr¶etation naturelle dans le modµele des croyancestransf¶erables[314] oµu l'on
considµereque l'apport d'information peut permettre de transf¶erer descroyancessur dessous-
ensemblesplus pr¶ecis.La plausibilit ¶e repr¶esente alors la croyancemaximale que l'on pourrait
potentiellement a®ecterµa un sous-ensemble A si l'on apprend par exempleque la solution
setrouve dans A (toute la con¯ance mise dans un sous-ensemble B intersectant A est alors
transf¶er¶eesur A a¯n de mettre µa 0 la con¯ance sur AC ).

On a les propri¶et¶essuivantes :

8A 2 2D ; P ls(A) ¸ B el(A); (8.19)

8A 2 2D ; B el(A) + B el(AC ) · 1; (8.20)

8A 2 2D ; P ls(A) + Pls(AC ) ¸ 1; (8.21)

8A 2 2D ; B el(A) + B el(AC ) = 1 , B el(A) = Pls(A): (8.22)

L'in tervalle [B el(A); P ls(A)] est appel¶e intervalle de con¯ance et sa longueur est une
mesurede l'ignorance que l'on a sur un ¶ev¶enement A et son compl¶ementaire.

Si l'on a®ectedesmassesuniquement aux hypothµesessimples (m(A) = 0 pour jAj > 1),
alors les trois fonctions m, B el et P ls sont ¶egaleset sont une probabilit ¶e. On parle alors
de fonctions de massebay¶esiennes.Dans les casplus complexes,ce n'est pas le caset il n'y
a pas d'¶equivalencedirecte avec des probabilit ¶es. Des fonctions analoguesaux fonctions de
cr¶edibilit ¶e et de plausibilit ¶e pourraient être obtenues par exemple µa partir de probabilit ¶es
conditionnelles µa des comportements pessimisteset optimistes respectivement, mais leur
formalisation serait beaucoupplus d¶elicate que ce que propose la th¶eorie des fonctions de
croyance.

Parmi les fonctions de masseparticuli µeres,on distingue les fonctions µa support simple,
pour lesquellestoute la masseporte sur un sous-ensemble non vide A et sur l'ensemble de
discernement D :

m(A) = s

m(D) = 1 ¡ s

m(B ) = 0 pour tout B ; B 6= A; B 6= D;

avec s 2 [0; 1].

Dans le cas oµu s vaut 0, alors toute la masseporte sur D . Cette fonction repr¶esente
l'ignorance totale, dans le sensoµu aucun sous-ensemble ne peut être distingu¶e.

La possibilit¶e d'a®ecterdes massesaux hypothµesescompos¶ees,et donc de travailler sur
2D plut ôt que sur D constitue un des avantages de cette th¶eorie. Elle permet en e®etune
mod¶elisation tr µes souple et tr µes riche, en particulier de l'ambiguÄ³t¶e ou de l'h¶esitation entre
classes.Citons quelquesexemplesde situations dans lesquellesla fusion par la th¶eorie des
fonctions de croyancepeut être employ¶ee:
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{ dans les cas limites (que l'on peut consid¶erer comme id¶eaux) oµu l'on connâ³t toute
l'information sur le problµemeµa traiter ;

{ lorsqu'une sourcedonnedesinformations seulement sur certainesclasses: par exemple
certaines imagesTEP 6 donnent des informations sur les limites du cerveau mais pas
de la t ête;

{ lorsqu'une source n'est pas capable de di®¶erencier deux hypothµeses: la th¶eorie des
fonctions de croyance permet alors de consid¶erer la disjonction de ces deux classes,
sansintro duire d'information arbitraire for»cant leur s¶eparation;

{ lorsque l'on veut mod¶eliser les e®etsde volume partiel, donc typiquement repr¶esenter
l'appartenance d'un pixel ou un voxel µa plusieurs classes;

{ lorsque l'on veut repr¶esenter la ¯abilit ¶e globale d'une source: cela peut être r¶ealis¶e en
a®ectant une massenon nulle µa D ;

{ dans les cas oµu la ¯abilit ¶e d'une sourced¶epend des classes(par exemple des images
c¶er¶ebralesfonctionnellesnedonnent pasd'informations tr µes¯ables sur l'anatomie, alors
qu'au contraire les imagesIRM sont tr µes¯ables pour les classesanatomiques);

{ danslescasoµu l'on veut intro duire desinformations a priori : mêmesi cesinformations
nesont pasrepr¶esentables facilement par desprobabilit ¶es,ellespeuvent être intro duites
si ellesinduisent un moyen de choisir les¶el¶ements focaux (en particulier lesdisjonctions
d'hypothµeses),de d¶e¯nir ou de modi¯er les fonctions de masse.

8.2.2 Estimation des fonctions de masse

L'estimation des fonctions de masseest un problµeme di±cile, qui n'a pas de solution
universelle. La di±cult ¶e est augment¶ee ici si l'on veut a®ecterdes massesaux hypothµeses
compos¶ees[153, 218]. En traitement d'images par exemple, on peut les construire µa trois
niveaux : au niveau le plus haut (souvent abstrait et symbolique), la repr¶esentation de l'in-
formation est utilis ¶eed'une maniµeresimilaire µa cequi est fait en intelligencearti¯cielle et les
massessont a®ect¶eesµa despropositions, et souvent donn¶eespar desexperts [15, 165, 256].Ce
type d'information n'est le plus souvent pasdirectement d¶eriv¶e de mesuresdans lesdonn¶ees,
et les m¶ethodes correspondantes ne sont donc pas sp¶eci¯ques du traitement des images.A
un niveau interm¶ediaire, les massessont calcul¶eesµa partir d'attributs et peuvent s'appuyer
par exemple sur des modµeles g¶eom¶etriques en image [7, 79, 340, 95]. Ce niveau est bien
adapt¶e µa desproblµemesde reconnaissancedesformesµa partir de modµelesmais il est di±cile
de l'utiliser pour des problµemesde fusion sur des structures complexessansmodµele. A bas
niveau (le pixel en traitement d'images), beaucoup de m¶ethodes sont envisageables,et la
plupart s'appuient sur desm¶ethodesstatistiques de reconnaissancedesformes.

La maniµere la plus simple que l'on puisseimaginer consisteµa calculer les massessur les
singletonsdans une source(image par exemple) I j par :

mj (f Ci g)(x) = M j
i (x); (8.23)

oµu M j
i (x) est estim¶eele plus souvent commeune probabilit ¶e. Les massessur tous les autres

sous-ensembles de D sont alors nulles. Il est clair que ce modµele est tr µes r¶educteur et n'ex-
ploite pas lescaract¶eristiquesint¶eressantes de la th¶eoriedesfonctions de croyance.Beaucoup
d'approches s'appuient toutefois sur un tel modµele initial, puis r¶epartissent les massessur

6 Images de tomographie par ¶emission de positons, utilis ¶eesen particulier en imagerie c¶er¶ebrale fonction-
nelle.
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l'ensemble deshypothµesescompos¶eesou n'utilisent quecertaineshypothµesescompos¶ees,dans
uned¶emarchesimpli¯catrice et souvent tr µesheuristique [340,209,277,364]. Mais d'autres ap-
prochespeuvent ¶egalement être envisag¶ees.Dans la suite, nous pr¶esentons quelquesmodµeles
de la litt ¶erature.

Mo di¯cation de mo dµeles probabilistes

Le modµele le plus simple et le plus souvent utilis ¶e consiste µa employer la technique
d'a®aiblissement [302]. Les nouvelles massesm0 sont calcul¶eesµa partir des massesinitiales
m de la maniµere suivante (l'indice j repr¶esentant la sourced'information ainsi que l'¶el¶ement
x sur lequel on raisonnesont omis ici) :

m0(f Ci g) = ®m(f Ci g); (8.24)

m0(D ) = 1 ¡ ®+ ®m(D); (8.25)

oµu ® 2 [0; 1] est le coe±cient d'a®aiblissement. Dans le cas oµu les massesinitiales sont
apprisessur les singletons seulement, par exempleµa partir de probabilit ¶es, alors m(D) = 0
et m0(D ) = 1 ¡ ®. Cette technique est souvent utilis ¶eepour a®aiblir une sourceen fonction
de sa ¯abilit ¶e, et permet d'a®ecter une masseµa D qui sera faible si la source est ¯able
et importante si la sourcene l'est pas. Dans les cas extrêmes,la valeur ® = 0 est utilis ¶ee
pour une sourcequi n'est pas ¯able du tout, et toute la masseest alors a®ect¶eeµa D, ce qui
repr¶esente l'ignorance totale. La valeur ® = 1 est utilis ¶eepour une source¯able dans laquelle
toute la masseest a®ect¶eeaux singletonset oµu il n'y a aucuneambiguÄ³t¶e entre classes.

Ce type de modµele est tr µes simple. L'apprentissage des massessur les singletons peut
b¶en¶e¯cier des techniques classiquesd'apprentissagestatistique. Cependant les disjonctions
d'hypothµesesne sont pas mod¶elis¶ees,ce qui limite beaucoupla port¶eede ce modµele.

Deux modµelesd'inspiration probabiliste ont ¶et¶epropos¶espar A. Appriou [10], et prennent
en compte d'autres disjonctions que D. Ces modµeles supposent une estimation initiale de
probabilit ¶esconditionnellesp(f (x)jCi ) (oµu f (x) d¶esignelescaract¶eristiquesde x extraites de
la sourceet sur lesquelless'appuie la fusion), not¶eesplus simplement p(xjCi ). La fonction de
masseassoci¶eeµa une sourceest calcul¶eepar combinaison de fonctions de masseassoci¶eesµa
chaquesingleton, d¶e¯nies dans le premier modµele par :

mi (f Ci g)(x) =
®i Rp(xjCi )

1 + Rp(xjCi )
; (8.26)

mi (D n f Ci g)(x) =
®i

1 + Rp(xjCi )
; (8.27)

mi (D )(x) = 1 ¡ ®i ; (8.28)

oµu ®i est un coe±cient d'a®aiblissement li¶e µa la classeCi , qui permet de prendre en compte
la ¯abilit ¶e de la sourcepour cette classeen particulier (et non plus globale comme dans le
modµelepr¶ec¶edent), et R est un coe±cient de pond¶eration desprobabilit ¶es.Si R = 0, seulela
¯abilit ¶e de la sourceest prise en compte, sinon les donn¶eessont ¶egalement prisesen compte.

Dans le deuxiµememodµele, les massesassoci¶eesµa chaquesingleton sont d¶e¯nies par :

mi (f Ci g)(x) = 0; (8.29)
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mi (D n f Ci g)(x) = ®i (1 ¡ Rp(xjCi )) ; (8.30)

mi (D )(x) = 1 ¡ ®i + ®i Rp(xjCi ): (8.31)

Ce modµele correspond au casoµu p(xjCi ) nous donne une information essentiellement sur
ce qui n'est pas Ci .

La masseassoci¶ee µa la source est ensuite calcul¶ee comme © i mi , oµu © est la somme
orthogonalede Dempster (voir section8.2.3). Ce modµeleest bien adapt¶e dans les casoµu l'on
apprend facilement une classecontre toutes les autres, ce qui est fr¶equent en reconnaissance
des formes dans les images,ou dans les cas oµu chaque classeest d¶etermin¶ee µa partir d'un
d¶etecteur adapt¶e (par exempleun d¶etecteur de routes dans une image a¶erienne permet de
d¶e¯nir la probabilit ¶ed'appartenanceµa la route par rapport µa cellede toutes lesautres classes,
mais n'est pas capablede distinguer cesautres classes).

Dans [118], les disjonctions sont d¶e¯nies en fonction d'un crit µere de signi¯cativit ¶e des
probabilit ¶esconditionnelles.Si une seuleprobabilit ¶e p(xjCi ) est signi¯cativ e (ce qui n¶ecessite
de d¶e¯nir desseuils), alors un modµele simple de masseportant sur les singletonsest utilis ¶e.
Si plusieurs probabilit ¶essont signi¯cativ es, les disjonctions deshypothµesescorrespondantes
sont ¶egalement prisesen compte. Par exemple,si trois valeurssont signi¯cativ eset telles que
p(xjCi ) > p(xjCj ) > p(xjCk ), la fonction de masseest construite par :

m(f Ci g)(x) = p(xjCi ) ¡ p(xjCj ); (8.32)

m(f Ci [ Cj g)(x) = p(xjCj ) ¡ p(xjCk ); (8.33)

m(f Ci [ Cj [ Ckg)(x) = p(xjCk ); (8.34)

puis les massessont normalis¶ees.Si aucune probabilit ¶e n'est signi¯cativ e, la masseporte
enti µerement sur D .

Mo di¯cation de mo dµeles de distances

Une approche de type reconnaissancedesformesest propos¶eedans[107].Si chaqueclasse
Ci est repr¶esent¶eepar un protot ype(ou un centre) x i , une fonction demasseassoci¶eeµa chaque
classepeut-être d¶e¯nie dans laquelle Ci et D sont les seuls¶el¶ements focaux :

mi (f Ci g)(x) = ®e¡ ° d2 (x;x i ) ; (8.35)

mi (D )(x) = 1 ¡ ®e¡ ° d2 (x;x i ) : (8.36)

Les paramµetres ® et ° permettent de jouer sur la quantit ¶e d'ignorance et la forme des
fonctions de masse.La distance d2(x; x i ) permet d'a®ecterune massed'autant plus impor-
tante que x < ressemble > µa la classeCi . Les mi sont ensuite combin¶eesselon la rµegle de
Demspter (voir section 8.2.3) pour avoir une masseprenant en compte l'information sur
toutes les classes.

Cette approche peut ¶egalement être appliqu¶eeaux k plus prochesvoisins.La distanceest
alors la distance de x µa l'un de sesvoisins, et la masseest a®ect¶eeselonle modµele pr¶ec¶edent
µa la classeµa laquelle appartient ce voisin et µa D. Les fonctions calcul¶eespour chacun des
voisins de x sont ensuite combin¶eespar la rµeglede Dempster.
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A priori sur les ¶el¶ements focaux comp os¶es (disjonctions)

Dans de nombreusesapplications, il est possiblede disposerd'informations a priori qui
permettent de d¶eterminer de maniµere supervis¶ee quels sont les ¶el¶ements focaux µa prendre
en compte. Ces m¶ethodes ont ¶et¶e utilis ¶eespar exempledans [37, 244, 243, 334]. Dans [37],
desimagesdu cerveausont combin¶eespour d¶etecter despathologies(voir section 8.2.7). Les
fonctions de massesont estim¶eesautomatiquement µa partir des niveaux de gris [50] et les
classesnon distingu¶eesdans certaines images par leur niveaux de gris sont regroup¶eesen
disjonctions. Dans [334], les r¶esultats de d¶etecteurs de plusieurs structures sont fusionn¶es
pour interpr¶eter une image radar. Ce sont alors les capacit¶es des d¶etecteurs µa di®¶erencier
ou non di®¶erentes classesde structures qui permettent de d¶e¯nir les ¶el¶ements focaux et les
disjonctions de classesµa prendre en compte. Dans [244, 243], desattributs extraits d'images
de di®¶erents capteurssont combin¶espour di®¶erencierdesmines d'objets ino®ensifs,dans un
programme de d¶eminagehumanitaire. Les mesuresµa combiner peuvent être caract¶eristiques
d'une classeou de l'espacede discernement complet. Par exemple,la profondeur desobjets
permet d'a®ecterune masseaux objets ino®ensifssi elle est importante, mais ne permet pas
de distinguer les typesd'objets si elle est faible et la masseest alors a®ect¶eeµa D.

Ce type d'approche est tr µese±cace si l'on disposede telles informations, mais elle reste
supervis¶ee,et donc applicable µa desproblµemesoµu le cardinal de D reste raisonnable.

Appren tissage des ¶el¶ements focaux comp os¶es

Les m¶ethodesd'apprentissagedes¶el¶ements focaux s'appuient souvent sur desclassi¯ca-
tions pr¶ealablese®ectu¶eesdanschaquesources¶epar¶ement. Typiquement µa partir de matrices
deconfusionil est possibled'identi¯er lesclassesconfonduesselonunesource,dont la r¶eunion
constituera un ¶el¶ement focal de la fonction de masseattach¶eeµa cette source.

De maniµerecomplµetement non supervis¶ee,lesintersectionsentre lesclassesd¶etect¶eesdans
une sourceet cellesd¶etect¶eesdansune autre sourcepeuvent d¶e¯nir lessingletonsde l'espace
de discernement, les classesd¶etect¶eesdans chaque source devenant alors des disjonctions
[231].

Des mesuresde dissonanceet consonancesont propos¶eesdans [240]. L'id ¶ee consiste µa
modi¯er une fonction de masseinitiale portant uniquement sur lessingletonsen a®aiblissant
les massessur les singletons en fonction du degr¶e de consonancede ceux-ci, et en cr¶eant
desmassessur desdisjonctions de deux classesen fonction du degr¶e de dissonanceentre ces
classes.Cette m¶ethode a ¶et¶e appliqu¶ee µa la fusion de plusieurs classi¯eurs. La consonance
d'une classeest calcul¶ee d'aprµes le nombre d'¶el¶ements a®ect¶es µa cette classepar tous les
classi¯eurs, et la dissonanced'aprµes le nombre d'¶el¶ements class¶esdi®¶eremment.

Dans le casoµu les¶el¶ements sont caract¶eris¶espar une mesuredansun espaceµa une dimen-
sion (t ypiquement repr¶esent¶espar un histogramme), lesmassessur leshypothµesescompos¶ees
peuvent être d¶e¯nies dans les zonesde recouvrement ou d'ambiguÄ³t¶e entre deux classesvoi-
sines.Une autre m¶ethode, s'inspirant des m¶ethodes de seuillagehi¶erarchique, est propos¶ee
dans[279]oµu chaquepic de l'histogramme correspond µa un singleton. Puis l'histogramme est
progressivement seuill¶e µa deshauteurs d¶ecroissantes, et desdisjonctions sont cr¶e¶eeslorsque
desmaxima seregroupent. Cette m¶ethodeestµa rapprocher desarbresdecomposantesutilis ¶es
par exemple en morphologie math¶ematique avec le concept de topologie des coupes [116],
ainsi que des intervalles de con¯ance et de leurs liens avec les distributions de possibilit¶e
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[133] (voir chapitre 5).

In tro duction de disjonctions par morphologie math ¶ematique

Sansserestreindre µa desespacesde repr¶esentation de dimension 1, la m¶ethode propos¶ee
dans [38] permet de calculer des massessur des disjonctions par ¶erosionset dilations de
massesd¶e¯nies dans un premier temps sur des singletons. Les propri¶et¶es de cesop¶erations
morphologiques(en particulier dedualit ¶e) permettent de lesinterpr¶eter commedescroyances
et plausibilit ¶es,dont les massessont ensuite d¶eduites.

8.2.3 Com binaison conjonctiv e

Rµegle de Dempster

Soit mj (j = 1::: l ) la fonction de massed¶e¯nie pour la sourcej . La combinaison conjonc-
tiv e des fonctions de masseest e®ectu¶eeselon la rµegleorthogonale de Dempster [302, 314],
d¶e¯nie 8A µ D par :

(m1 © m2 © ::: © ml )(A) =
X

B 1 \ :::\ B l = A

m1(B1)m2(B2):::ml (B l ): (8.37)

Des justi¯cations axiomatiques de cette rµegle peuvent être trouv¶ees dans [314]. Les
di®¶erencesentre cesaxiomeset ceux de Cox [93] (qui permettent de justi¯er les rµeglesdes
probabilit ¶es) expliquent les origines desdi®¶erencesentre les deux th¶eories[30]. Cesaspects
sont report¶esen annexe8.2.6.

Con°it et normalisation

Dans l'¶equation 8.37, non normalis¶ee, la massea®ect¶eepar la combinaison µa l'ensemble
vide est en g¶en¶eral non nulle. Elle s'interprµete souvent commele con°it entre lessources.No-
tons quecette mesurede con°it n'est pasune mesureabsoluemais d¶epend de la mod¶elisation
e®ectu¶ee(en particulier de la r¶epartition desmassessur les di®¶erents sous-ensembles de D).
Le con°it peut avoir deux sourcesessentielles : soit les sourcesne sont pas ¯ables, soit elles
donnent desinformations sur desph¶enomµenesdi®¶erents. Dans le premier cas,il estacceptable
de combiner les sourceset une solution pour prendre en compte le con°it est d'a®aiblir les
sourcesen fonction de leur ¯abilit ¶e. Nous y reviendrons un peu plus loin. Dans le deuxiµeme
cas, la combinaison n'a pas de sens.Des m¶ethodes de regroupement des sourcesselon les
ph¶enomµenesqu'elles observent ont ¶et¶e propos¶ees,visant µa combiner les sourcesµa l'in t¶erieur
de chaquegroupe uniquement. Cesgroupessont calcul¶esde sorte µa minimiser le con°it dans
chaquegroupe [243, 297].

Dans une hypothµesede monde ouvert, une massenon nulle sur l'ensemble vide peut
¶egalement repr¶esenter une solution non pr¶evue dans D. Sousl'hypothµesedu monde ferm¶e,
oµu tout ce qui est possibleest repr¶esent¶e dans D, cette interpr¶etation n'est pas acceptable,
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ce qui conduit µa normaliser le r¶esultat de la combinaison sousla forme7 :

(m1 © ::: © ml )(A) =

P
B 1 \ :::\ B l = A m1(B1):::ml (B l )

1 ¡
P

B 1 \ :::\ B l = ; m1(B1):::ml (B l )
; (8.38)

et (m1 © m2 © ::: © ml )( ; ) = 0

si le d¶enominateur de l'¶equation 8.38 est non nul, c'est-µa-dire si :

k =
X

B 1 \ :::\ B l = ;

m1(B1)m2(B2):::ml (B l ) < 1: (8.39)

Cette quantit ¶e (qui mesure le con°it entre les sources)est donc directement prise en
compte dans la combinaison sousforme de facteur de normalisation. Elle repr¶esente la masse
qui serait a®ect¶ee µa l'ensemble vide si l'on n'avait pas cette normalisation (¶equation 8.37).
Il est important de prendre en compte cette valeur pour juger de la qualit¶e de la combinai-
son : celle-ci peut ne pas avoir grand sensen cas de fort con°it et conduire µa des d¶ecisions
criticables.

Prenonsun exemplesimple oµu D = f C1; C2; C3g et deux fonctions de massen'ayant que
les singletonscomme¶el¶ements focaux et les valeurs suivantes :

C1 C2 C3

m1 0,9 0,0 0,1

m2 0,0 0,9 0,1

Leurs fusions non normalis¶eeet normalis¶eedonnent :

C1 C2 C3 ;

m1 © m2 non normalis¶ee 0,0 0,0 0,01 0,99

m1 © m2 normalis¶ee 0,0 0,0 1,0 0,0

Toute la masseest alors focalis¶ee sur C3 qui est la seule classeoµu les deux sources
sont d'accord, mais pour dire que ce n'est qu'une solution tr µes faiblement plausible. La
normalisation a masqu¶e le con°it. La forme non normalis¶ee est le plus souvent pr¶ef¶erable
en cas de con°it. Ici, elle permet d'a®ecter la masseessentiellement µa l'ensemble vide, et
l'origine du con°it peut venir de l'hypothµesede monde ouvert, d'une faible ¯abilit ¶e d'au
moins une des deux sources,ou du fait qu'une sourcevoit un objet dans la classeC1 alors
que la secondesourcevoit un autre objet dans la classeC2.

D'autres m¶ethodes que la normalisation ont ¶et¶e propos¶eespour ¶eliminer la massesur
l'ensemble vide. Par exemple, cette masseest a®ect¶ee µa D dans [349], donc tranform¶ee en
ignorance.Dans[127],unem¶ethodeplus ¯ne estpropos¶ee: par exemple,si les¶el¶ements focaux
A1 et A2 de deux sourcessont en con°it (A1 \ A2 = ; ), alors le produit m1(A1)m2(A2) est
a®ect¶e µa m(A1 [ A2). Cela supposequ'au moins une des deux sourcesest ¯able mais que
l'on ne sait pas laquelle, et la forme disjonctive du r¶esultat est l'attitude la plus prudente.

7Cette forme normalis¶ee est la rµegle de Dempster au sensstrict [302], la forme non normalis¶ee ayant ¶et¶e
propos¶ee plus tard [314] mais semblant aujourd'h ui pr¶ef¶erable dans la plupart des applications.
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Propri ¶et¶es

Examinons maintenant les propri¶et¶es de la rµegle de combinaison. Elle est commutativ e
et associative. La fonction de massed¶e¯nie par :

m0(D ) = 1 et 8A µ D; A 6= D; m0(A) = 0 (8.40)

est ¶el¶ement neutre pour la combinaison. Cette masserepr¶esente une sourcecomplµetement
non informativ e, qui ne distingue aucun ¶el¶ement de D. Qu'elle ne joue aucun rôle dans la
combinaison correspond donc bien µa l'in tuition. La d¶e¯nition de cette fonction de masse
remplace le princip e d'indi®¶erenceutilis ¶e en probabilit ¶es (¶equir¶epartition des probabilit ¶es
sur tous les ¶el¶ements), et repr¶esente mieux l'absenced'information.

La loi © n'est pas idempotente. Consid¶erons µa nouveau l'exemple pr¶ec¶edent, mais avec
cette fois les fonctions de massesuivantes :

C1 C2 C3

m1 0,7 0,2 0,1

m2 0,7 0,2 0,1

Leurs fusions non normalis¶eeet normalis¶eedonnent :

C1 C2 C3 ;

m1 © m2 non normalis¶ee 0,49 0,04 0,01 0,46

m1 © m2 normalis¶ee 0,91 0,07 0,02 0,0

Cet exempleillustre la non-idempotencede la rµeglede combinaison. Les valeurs les plus
fortes sont renforc¶eeset les plus faibles diminu¶ees.Il est important ¶egalement de noter que
le con°it entre deux fonctions de masseidentiques est non nul, et qu'il est d'autant plus fort
que la masseest r¶epartie sur les singletons.

A l'origine, cette rµegledecombinaison¶etait r¶eput¶eeapplicableseulement sousl'hypothµese
d'ind¶ependancedes sources.Il a ¶et¶e montr ¶e [275, 276] que la rµegle est encore applicable
sanscette hypothµese,en s'appuyant sur l'analogie avec les ensembles ferm¶es al¶eatoires. De
maniµere moins technique et plus philosophique, l'ind ¶ependancedans le cadre des fonctions
de croyancene doit pasêtre compriseau sensstatistique, mais dansun sensplus < cognitif >
[316]. On parle alors d'ind¶ependancecognitive. Imaginons par exempledesexperts dont on
veut combiner les opinions. Ils ne sont vraisemblablement pas ind¶ependants statistiquement
(s'ils sont experts du mêmedomaine), mais on peut attendre d'eux qu'ils le soient cognitive-
ment, c'est-µa-dire que chacun seforge une opinion sansconsulter les autres. C'est µa ce type
d'ind¶ependanceques'applique la rµegledeDempster, cequi setraduit par la non-idempotence
de la rµegle,conduisant µa un renforcement desfonctions de masseidentiques. Soushypothµese
de d¶ependance,on souhaiterait au contraire avoir une rµegle idempotente. Nous reviendrons
sur cesconsid¶erations dans la th¶eorie desensembles °ous.

Lorsque les fonctions m, B el, et P ls sont des probabilit ¶es (c'est-µa-dire lorsque les seuls
¶el¶ements focaux sont dessingletons), la loi de combinaison de Dempster est coh¶erente avec
les lois classiquesdesprobabilit ¶es.Cela fait donc apparâ³tre lesprobabilit ¶escommela limite
de la th¶eorie des croyances lorsqu'il n'y a pas d'ambiguÄ³t¶e ni d'impr ¶ecision et que seule
l'incertitude desdonn¶eesdoit être prise en compte.

156



La rµegle de Demspter a un comportement conjonctif, puisqu'elle donne des ¶el¶ements
focaux qui sont les intersections des ¶el¶ements focaux des fonctions de masseinitiales. Elle
renforcedonc la focalisation et diminue la longueur des intervalles de con¯ance [B el; P ls].

En pratique, le calcul de la combinaison s'e®ectueen ¶etablissant la table d'in tersection
des¶el¶ements focaux. Par exemple,si m1 porte sur C1 [ C2 (t ypiquement dans le cas d'une
sourcequi n'est pas capablede di®¶erenciercesdeux classes)et C3, et m2 sur C1 et C2 [ C3,
les ¶el¶ements focaux de m1 © m2 sont donn¶espar la table d'in tersection suivante :

C1 [ C2 C3

C1 C1 ;

C2 [ C3 C2 C3

Les¶el¶ements focaux ne sont alors plus que les singletonset l'ensemble vide. Cet exemple
illustre comment la combinaison conjonctive r¶eduit l'impr ¶ecision et r¶esout (ou diminue en
g¶en¶eral) l'ambiguÄ³t¶e de chaquesource.

En particulier, les intervalles [B el; P ls] sont r¶eduits aprµes la combinaison, puisque les
fonctions demassesont plus focalis¶eesquelesmassesinitiales (ellesportent sur desensembles
plus petits).

La massesur l'ensemble vide (mesurant le con°it) augmente au contraire lors de la fusion.

Supposonsmaintenant que la mod¶elisation inclue une part d'ignorance et qu'une masse
non nulle soit a®ect¶eeµa D dans les deux sources.La table d'in tersection donne alors :

C1 [ C2 C3 D

C1 C1 ; C1

C2 [ C3 C2 C3 C2 [ C3

D C1 [ C2 C3 D

Cette fois, l'ambiguÄ³t¶e n'est que partiellement r¶eduite et il reste une massenon nulle sur
les¶el¶ements impr¶ecis(disjonctions de classes).Le con°it en revanche diminue, cequi est une
propri¶et¶e g¶en¶erale de la combinaison de massesa®aibliesen renfor»cant D .

A®aiblissemen t

L'a®aiblissement permet de mod¶eliser la ¯abilit ¶e des sourcesµa l'aide d'un coe±cient ®
(® 2 [0; 1]) utilis ¶epour augmenter la massesur D . L'id ¶eeestde renforcer l'ignorance d'autant
plus que la sourceest moins ¯able. Une fonction de massem est alors modi¯ ¶eeen fonction
de massem0 selon les formules suivantes :

m0(A) = ®m(A) 8A; A 6= D;

m0(D ) = 1 ¡ ®(1 ¡ m(D)) = 1 ¡ ®+ ®m(D):

L'e®et de l'a®aiblissement est d'augmenter les intervalles [B el; P ls] et, lors de la combi-
naison, de r¶eduire le con°it.
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Conditionnemen t

Prenons maintenant le cas particulier d'une sourcequi donne une information certaine
sur un sous-ensemble B de D. Cette information semod¶elisede la maniµere suivante :

mB (B ) = 1 et 8A µ D; A 6= B ; mB (A) = 0: (8.41)

Touteslessourcesdoivent alors être < conditionn¶ees> par mB , a¯n de prendre en compte
le fait que la v¶erit¶e ne peut être que dans B . Le conditionnement se fait simplement en
combinant une fonction de massem avec mB :

8A µ D; m © mB (A) =
X

A= B \ C

m(C); (8.42)

qui s'¶ecrit ¶egalement :

8A µ D; A 6µB ; m © mB (A) = 0; (8.43)

8A µ D; A µ B ; m © mB (A) =
X

X µ B C

m(A [ X ): (8.44)

Le conditionnement correspond au modµele de croyancestransf¶erables[314] : la connais-
sancede B conduit µa transf¶erer toute la massesur les sous-ensembles inclus dans B . Ainsi,
la croyanceinitialement a®ect¶eeµa un sous-ensemble A = A1 [ A2 (avecA1 µ B et A2 µ B C )
repr¶esentait le fait que la v¶erit¶e pouvait être n'imp orte oµu dansA. La connaissancede B per-
met maintenant de pr¶eciserl'information et de r¶eduire A µa A1. En quelquesorte, la croyance
di®usedans A est maintenant concentr ¶eedans la seulepartie qui est incluse dans B .

Le conditionnement e®ectu¶e par la rµegle conjonctive est l'¶equivalent, dans le cadre des
fonctions de croyance, des probabilit ¶es conditionnelles, qui correspondent ¶egalement µa une
conjonction. On a en e®et:

P(X jB ) =
P(X \ B )

P(B )
:

Fonctions de masse s¶eparables

Consid¶eronsmaintenant des fonctions de masseµa support simple. Si m1 et m2 sont des
fonctions µa support simple de mêmesupport A, avecdespoids s1 et s2, alors la combinaison
donne une fonction de même support avec un poids s1 + s2 ¡ s1s2. De telles fonctions ne
sont jamais con°ictuelles.

Si les deux fonctions ont dessupports di®¶erents A1 et A2, alors la combinaison donne :

(m1 © m2)(A1 \ A2) = s1s2

(m1 © m2)(A1) = s1(1 ¡ s2)

(m1 © m2)(A2) = s2(1 ¡ s1)

(m1 © m2)(D ) = (1 ¡ s1)(1 ¡ s2)

(m1 © m2)(B ) = 0 8B ; B 6= A1; B 6= A2; B 6= A1 \ A2; B 6= D:

En particulier, si A1 \ A2 = ; , alors les deux fonctions sont con°ictuelles, une massenon
nulle ¶etant a®ect¶ee µa l'ensemble vide. Lorsque s1s2 6= 1, la fonction r¶esultante est appel¶ee
fonction de masses¶eparable.
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Complexit ¶e

Dans le casg¶en¶eral, ainsi que le montre la formule 8.37, la combinaison est de complexit¶e
exponentielle. En pratique, il est rare que tous les sous-ensembles de D soient µa prendre en
compte, et la complexit¶e reste souvent plus raisonnable.Une complexit¶e lin¶eaireest obtenue
si les massessont mod¶elis¶eesselon la structure de Barnett [19], c'est-µa-dire oµu les ¶el¶ements
focaux de chaque sourcesont uniquement les singletons et les compl¶ements des singletons
(fonctions s¶eparables).Cette structure est adapt¶ee µa des problµemesde reconnaissancedes
formes dans lesquelschaque source est un d¶etecteur qui permet de distinguer une classe
contre toutes les autres. Mais elle n'est pas g¶en¶erale et ne s'applique pas aux sourcesqui
n¶ecessitent des¶el¶ements focaux qui soient desdisjonctions quelconques.

8.2.4 Autres mo des de combinaison

D'autres modes de combinaison, tels que des modes disjonctifs ou de compromis, sont
possibles,en rempla»cant l'in tersection dans la formule 8.37 par une autre op¶eration ensem-
bliste. Par exemple,une fusion disjonctive est obtenue en prenant la r¶eunion [316] :

(m1 ©[ ::: ©[ ml )(A) =
X

B 1 [ :::[ B l = A

m1(B1):::ml (B l ): (8.45)

Notons que cette combinaison ne peut pas faire apparâ³tre de con°it. Elle ¶elargit les
¶el¶ements focaux et fournit donc une information moins pr¶eciseque chacunedessources.Ce
mode de fusion peut être int¶eressant quand on ne sait pasmod¶elisera priori les ¯abilit ¶esdes
sources,leurs ambiguÄ³t¶es et impr¶ecisions.Par exemple,si une sourceest focalis¶ee sur A et
une autre sur B avec A \ B = ; , une maniµere de ne pas lever le con°it est de conclure que
la v¶erit¶e est dans A [ B , ce que permet la fusion disjonctive.

Toutefois, dans la plupart desapplications en fusion d'images, on cherche µa obtenir une
fonction de massecombin¶ee plus focalis¶ee que les fonctions de masseinitiales. Ainsi, on
pr¶efµerela fusion conjonctive, cequi implique de prendre encompte lesimpr¶ecisions,̄ abilit ¶es,
ambiguÄ³t¶es de chaque sourceµa l'¶etape de mod¶elisation. Elle constitue alors l'¶etape la plus
cruciale et qui requiert le plus d'attention.

8.2.5 D¶ecision

Une fois calcul¶eesles fonctions de massecombin¶ees,les fonctions de croyanceet de plau-
sibilit ¶e sont d¶eduitespar les¶equations8.14et 8.17.La derniµere¶etape est cellede la d¶ecision,
donc du choix d'un sous-ensemble de D maximisant un certain crit µere. Dans la suite, m,
B el et P ls d¶esignent les fonctions de masse,de croyance et de plausibilit ¶e obtenues aprµes
combinaison.

Dans la th¶eorie des fonctions de croyances,plusieurs rµeglesde d¶ecisionsont possibleset
sont le plus souvent appliqu¶eesau choix d'un singleton Ci .

Le maximum de plausibilit¶e :

x 2 Ci si P ls(Ci )(x) = max f Pls(Ck )(x); 1 · k · ng; (8.46)
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cette rµegle¶etant optimale au sensde crit µeresd'inspiration probabiliste pour desfonctions de
massed¶eriv¶eesde probabilit ¶es [9].

Le maximum de cr¶edibilit¶e :

x 2 Ci si B el(Ci )(x) = max f B el(Ck )(x); 1 · k · ng; (8.47)

qui est ¶equivalent au crit µere du maximum de plausibilit ¶e dans le cas oµu le r¶esultat de la
combinaison ne porte que sur les singletons.

Le maximum de cr¶edibilit¶e sans recouvrement des interval les de con¯ance (sans risque
d'erreur) :

x 2 Ci si B el(Ci )(x) ¸ max f Pls(Ck )(x); 1 · k · n; k 6= ig; (8.48)

cette derniµere condition ¶etant particuli µerement stricte et pouvant ne conduire µa aucune
d¶ecision.

Le maximum de cr¶edibilit¶e avec rejet [231] :

x 2 Ci si B el(Ci )(x) = max f B el(Ck )(x); 1 · k · ng

et B el(Ci )(x) ¸ B el(CC
i )(x); (8.49)

qui exprime que la d¶ecision doit être su±samment non ambiguÄe puisque la condition sera
v¶eri¯ ¶eesi la masseest tr µesfocalis¶eesur Ci .

Le maximum de probabilit¶e pignistique, celle-ci ¶etant d¶e¯nie par [315] :

8Cj 2 D; B etP(Cj ) =
X

Cj 2 A

m(A)
jAj(1 ¡ m(; ))

; (8.50)

oµu jAj d¶esignele cardinal de A, qui permet de repasserµa un contexte probabiliste souvent
souhait¶e pour la prise de d¶ecision (ou le pari) ou pour associer cette d¶ecision µa d'autres
crit µeresprobabilistes, par exempledans le cadre deschamps de Markov pour descrit µeresde
r¶egularisation spatiale [334].

Des rµeglesmixtes ont ¶egalement ¶et¶e propos¶ees,dans lesquellesla plausibilit ¶e est utilis ¶ee
pour certainesclasseset la croyancepour d'autres. Cela permet de favoriser la d¶etection des
classespour lesquelleson considµere la plausibilit ¶e [243].

La d¶ecisionpeut ¶egalement être prise en faveur d'une disjonction. Elle est alors impr¶ecise
mais permet de prendre en compte des m¶elangesde classesou des ambiguÄ³t¶es subsistant
aprµes fusion. Ce type de d¶ecision est int¶eressant par exemple pour tenir compte de l'e®et
de volume partiel et les voxels qui en sont a®ect¶esseront ainsi class¶escommedesvoxels de
m¶elange,plut ôt que commedesvoxels de classespures, ce qui correspond bien µa l'in tuition
[37]. La d¶ecision permet ¶egalement d'indiquer les ¶el¶ements pour lesquelsla fusion ne su±t
pas µa lever les ambiguÄ³t¶es et donc de sugg¶erer l'acquisition de nouvelles informations, ainsi
que l'exploite la fusion active [147, 271].

En¯n, desrµeglesde d¶ecisionaveccôut ont ¶et¶e propos¶ees[107].Pour toute fonction f de D
dans IR, les esp¶erancesinf¶erieure et sup¶erieure de f relativement µa une fonction de croyance
B el, au sensde Dempster, sont d¶e¯nies par :

E¤(f ) =
X

Aµ D

m(A) min
Ci 2 A

f (Ci ); (8.51)

E ¤(f ) =
X

Aµ D

m(A) max
Ci 2 A

f (Ci ): (8.52)
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Les rµeglesde d¶ecision avec côut s'obtiennent alors en prenant pour f une fonction qui
exprime le côut d'une action lorsque l'¶el¶ement sur lequel porte la d¶ecision appartient µa la
classeCi . Cette fonction de côut peut ¶egalement être intro duite dans une rµeglede d¶ecision
aveccôut probabiliste classique,en utilisant la probabilit ¶e pignistique. Ainsi, la d¶ecisionpeut
être optimiste si l'esp¶eranceinf¶erieure est minimis¶ee,pessimistesi l'esp¶erancesup¶erieure est
minimis¶ee,ou interm¶ediaire si la probabilit ¶e pignistique est utilis ¶ee.

8.2.6 D¶eduction axiomatique de la rµegle de combinaison de Dempster-
Shafer

Il a souvent ¶et¶e reproch¶e µa la th¶eorie des croyancesde Dempster-Shaferd'imp oser une
rµegle de combinaison (la rµegle orthogonale de Dempster [302], ¶equation 8.37) < ad hoc >,
sansjusti¯cation th¶eorique.

Plusieurs travaux r¶ecents ont cherch¶e µa justi¯er cette rµegle,par exempleceuxde Gacôgne
µa partir du concept d'accentuation [146]8, ceux de Dubois et Prade [125], qui justi¯en t
math¶ematiquement l'emploi du produit pour combiner les massesµa partir de la notion de
s¶eparabilit¶e des sources,ou ceux de Smets µa partir d'un modµele de croyance transf¶erable
(< the transferable belief model >) [314]. Les travaux de Smetsproposent la justi¯cation la
plus g¶en¶erale µa notre connaissanceet ce sont sesarguments que nous d¶ecrivons ici. De plus
sa d¶emarche est similaire µa celle de Cox. Des travaux similaires µa ceux de Smets ont ¶et¶e
e®ectu¶espar Klawonn et Schwecke [194].

Axiomes de Smets

La premiµere constatation de Smets concernele princip e d'indi®¶erence(ou princip e de
raison insu±sante). A®ecter la même probabilit ¶e µa tous les ¶ev¶enements (simples) entra ³̂ne
que des probabilit ¶es di®¶erentes sont a®ect¶eesµa des r¶eunions d'¶ev¶enements, ce qui, µa son
sens,ne correspond pas µa l'indi®¶erence.Celle-ci s'exprimerait plut ôt par l'existence d'une
constante c positive ou nulle telle que :

8A ½ D; A 6= D; B el(A) = c; (8.53)
8Gacôgnemontre que la rµeglede Dempster-Shafer (¶equation 8.37), dans le casoµu l'espacede discernement

est r¶eduit µa une proposition P et µa son contraire P C , peut se d¶eduire de la notion d'accentuation. Une
fonction d'accentuation est telle qu'elle dimin ue les degr¶es de con¯ance inf¶erieurs µa 0,5 et augmente ceux
qui sont sup¶erieurs µa 0,5, les rendant ainsi plus proches de degr¶es binaires (cela correspond µa la notion
de renforcement que l'on trouv e dans la th¶eorie alg¶ebrique des semi-groupes ordonn¶es ainsi que dans celle
des ensembles °ous). La fonction rationnelle de [0,1] dans [0,1] de plus bas degr¶e qui soit une fonction
d'accentuation est d¶e¯nie par x 2

2x 2 ¡ 2x +1 , et c'est celle qui permet de montrer l'analogie avec Dempster-Shafer.
Puis cette notion est g¶en¶eralis¶eeµa des couples (x; y), caract¶erisant une proposition P , tels que 0 · x · y · 1
(appel¶es< obligation > et < ¶eventualit ¶e >, donc prochesdesnotions de cr¶edibilit ¶e et plausibilit ¶e ou encorede
n¶ecessit¶e et possibilit ¶e). L'accentuation d'un tel couple est d¶e¯nie par :

#( x; y) =

µ
2xy ¡ x2

1 ¡ 2x + 2xy
;

y2

1 ¡ 2x + 2xy

¶
:

Ces deux valeurs correspondent exactement µa celles que l'on obtiendrait en combinant, par la rµegle de
Dempster-Shafer (¶equation 8.37), la cr¶edibilit ¶e (resp. la plausibilit ¶e) d'une proposition P avec elle-même.
Si maintenant on dispose de deux jeux de mesures (x; y) et (x0; y0) sur P , le même type de raisonnement
conduit µa la justi¯cation de la rµegle de Dempster-Shafer [146]. Il resterait µa g¶en¶eraliser cette approche µa des
espacesde discernement plus complexes.

161



oµu D d¶esignel'espacede discernement. Cela est µa l'¶evidenceimpossibleavecdesprobabilit ¶es,
mais l'est dans le contexte de Dempster-Shaferavec descr¶edibilit ¶es.En e®et,on a :

A \ B = ; ) B el(A [ B ) ¸ B el(A) + B el(B ) (8.54)

d'oµu c ¸ 2c et donc c = 0. La fonction de masserepr¶esentant l'indi®¶erence(ou l'ignorance
totale) est donc d¶e¯nie par :

m(D) = 1 et 8A 6= D; m(A) = 0; (8.55)

ce qui cette fois est tout µa fait satisfaisant. Cette fonction de masseparticuli µere joue un rôle
important dans la rµeglede combinaison puisqu'elle en est l'¶el¶ement neutre, ce qui con¯rme
son interpr¶etation en termes d'ignorance totale, qui ne peut modi¯er aucuneautre fonction
de masse.

La deuxiµeme id¶ee de Smets est celle du modµele de croyance transf¶erable, qui d¶e¯nit le
conditionnement. Le problµemeseposede la maniµeresuivante : ¶etant donn¶eeune information
nouvelle, permettant d'a±rmer que la v¶erit¶e setrouve dans un sous-ensemble B de l'espace
de discernement D , comment modi¯er un jeu de massesm pour prendre en compte cette
nouvelle information ? La formulation que proposeSmetsest la suivante :

8A; m0(A) =
X

X µ B C

m(A [ X ) si A µ B (8.56)

= 0 sinon

oµu m0 d¶esignele nouveau jeu de masses.Cesformulespeuvent ¶eventuellement être modi¯ ¶ees
par renormalisation9. Cette formule s'interprµete de la maniµere suivante. Si l'on d¶ecompose
un sous-ensemble A en r¶eunion A1 [ A2 avec A1 µ B et A2 µ B C , la massem(A1 [ A2) est
enti µerement transf¶er¶eesur A1 (d'oµu le nom du modµele). Dans les casparticuliers oµu A2 = ;
(A µ B ), la massede A n'est pas modi¯ ¶ee, et si A1 = ; (A µ B C ), la massede A devient
nulle.

Dans la th¶eoriede Shafer[302]et dans la pr¶esentation que nousen avons faite plus haut,
la formule de conditionnement est d¶eduite de la rµegle de combinaison, alors qu'ici elle la
pr¶ecµedeet est simplement construite par desconsid¶erations logiques10.

Dans une troisiµeme¶etape, Smets d¶e¯nit des axiomesqu'il veut voir v¶eri¯ ¶es par la rµegle
de combinaison, not¶ee© :

A1 : (B el1 © B el2)(A) doit être fonction seulement desfonctions m1 et m2 et de A.11

9Notons que Smets considµere que la normalisation dans Dempster-Shafer n'est pas indispensableet peut
même être nuisible dans la mesure oµu elle masque le con°it [314]. Elle pose ¶egalement des problµemes de
contin uit ¶e au voisinage du con°it total [125].

10 La rµegle de conditionnement sur les plausibilit ¶es

P ls(AjB ) =
P ls(A \ B )

P ls(B )

peut elle-même être justi¯ ¶ee en posant

P ls(A \ B ) = T [P ls(AjB ); P ls(B )]

et en appliquant une d¶emarche analogue µa celle ayant conduit µa la premiµere ¶equation fonctionnelle (partie
3.3.2) [125].

11 Dans [194], les axiomes utilis ¶es sont pour la plupart similaires µa ceux de Smets. La di®¶erenceessentielle
r¶eside dans l'utilisation de relations entre espacesde discernement inclus les uns dans les autres plut ôt que
de relations de d¶ependancecomme le fait Smets.
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A2 : © doit être commutativ e.

A3 : © doit être associative.

A4 : Si m2(B ) = 1, alors m1 © m2 doit v¶eri¯er la loi du conditionnement, c'est-µa-dire :

8A; (m1 © m2)(A) =
X

X µ B C

m1(A [ X ) si A µ B (8.57)

= 0 sinon.

A5 : La loi doit v¶eri¯er une propri¶et¶e de sym¶etrie interne (invariance par permutation sur
les hypothµesessimples).

A6 : Pour A 6= D, (m1 © m2)(A) ne d¶epend pas de m1(X ) pour X µ AC (propri ¶et¶e
d'autofonctionnalit ¶e).

A7 : Il y a au moins 3 ¶el¶ements dans D.

A8 : La loi doit v¶eri¯er une propri¶et¶e de continuit ¶e :

m2(A) = 1 ¡ "; m2(D ) = "; mA (A) = 1

) 8X ; lim
" ! 0

(m1 © m2)(X ) = (m1 © mA )(X ); (8.58)

m1 ¶etant une fonction de massequelconque; cette propri¶et¶e permet d'¶eliminer descas
d¶eg¶en¶er¶es.

D¶eduction de la rµegle de combinaison

µA partir des axiomes pr¶ec¶edents, Smets d¶eduit la seule rµegle de combinaison possible
satisfaisant ces axiomes. Pour cela, il raisonne sur les fonctions de communalit ¶e, d¶e¯nies
par :

8A µ D; q(A) =
X

Aµ X ;X µ D

m(X ): (8.59)

Sa d¶emonstration, que nous ne d¶etaillerons pas ici, reposesur les propri¶et¶esdesnormes
triangulaires et desfonctions absolument monotoneset comporte trois parties. Tout d'abord,
les axiomesA1 µa A4 entra ³̂nent l'existence d'une fonction f telle que le r¶esultat de la com-
binaison ne d¶ependeque de A et descommunalit ¶esdessous-ensembles inclus dans A :

(q1 © q2)(A) = f [A; f q1(X ) ; X µ A; q2(X ) ; X µ Ag]: (8.60)

Ensuite, en ajoutant les axiomesA5 et A6, il est possiblede pr¶eciserla forme de f , qui
ne d¶epend plus que de A et de q1(A) et q2(A) :

(q1 © q2)(A) = f [A; q1(A); q2(A)]: (8.61)

En¯n, l'ensemble desaxiomesA1 µa A8 permet de d¶eterminer la forme ¯nale de la rµegle
de combinaison :

(q1 © q2)(A) = q1(A)q2(A): (8.62)

On retrouve bien la rµegle de Dempster-Shafersur les communalit ¶es, et on en d¶eduit la
combinaison desfonctions de masseou de cr¶edibilit ¶e.

L'avantage de l'approche de Smetsest qu'elle reposesur desaxiomesdont l'in terpr¶etation
correspond bien µa l'in tuition. Il est ¶egalement plus facile de les r¶efuter ou de lesmodi¯er s'ils
ne correspondent pas au problµemeque l'on sepose.
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Relation avec les postulats de Cox

Danscette partie, noust âchonsd'¶etablir desliensentre lespostulats deCox et lesaxiomes
de Smets,a¯n de montrer pourquoi ils conduisent µa desth¶eoriesdi®¶erentes.

Tout d'abord, il convient de pr¶eciserdans quel cadre nous nous pla»conspour cette com-
paraison. En e®et, les travaux de Cox et de Smets ne traiten t pas exactement du même
problµeme, puisque ceux de Cox s'attachent µa justi¯er les probabilit ¶es et leurs propri¶et¶es,
alors que ceux de Smets s'attachent µa justi¯er une rµegle de combinaison. Cependant, il est
int¶eressant de constater certainesanalogiesentre les deux ensembles d'axiomes. De plus, les
axiomesde Cox permettent de d¶eduire la rµegle de Bayes (¶equation 3.8), qui est utilis ¶ee en
traitement des imagespour fusionner des informations, par l'in term¶ediaire de probabilit ¶es
conditionnelles(voir section8.1). Nousadoptonsle point de vue de la fusion de donn¶eespour
cette comparaison.Il serait ¶egalement int¶eressant de comparer lesaxiomesde Cox avecceux
intro duits par Smets pour justi¯er les fonctions de cr¶edibilit ¶e et de plausibilit ¶e [317], mais
cette comparaisonne porterait que sur les¶etapesde mod¶elisation du processusde fusion, et
non sur les ¶etapesde combinaison elles-m̂emes.

L'axiome A1, exprimant la d¶ependanceentre des degr¶es de con¯ance et leur combinai-
son, est moins strict que les postulats de Cox. En e®et, le postulat de coh¶erenceentra ³̂nait
l'existence d'une relation d¶e¯nissant le degr¶e de con¯ance dans AB n'impliquan t que les
propositions A et B , sousla forme desdegr¶esde con¯ance a®ect¶esµa [AjB ] et [B ] (ou [B jA]
et [A]) mais pas µa d'autres propositions. L'axiome de Smets, plus g¶en¶eral, correspond µa la
possibilit¶e o®ertepar la th¶eorie de Dempster-Shaferde travailler sur des sous-ensembles et
non plus simplement sur dessingletons.

Les axiomes A2, A3 et A5 correspondent µa des propri¶et¶es de la logique classiquedes
propositions. Les postulats de Cox (en particulier le postulat 4) impliquent ¶egalement que
la logique d¶eductive soit retrouv¶ee comme cas particulier. Les deux approches coÄ³ncident
donc sur cepoint. Cesaxiomessont utilis ¶esdans la d¶emarche de Cox pour ¶eliminer certaines
formes de relations fonctionnelles entre [AB je] et les autres degr¶es de con¯ance, pour ne
retenir que la seuleforme coh¶erente avec la logique d¶eductive :

[AB je] = T([AjB e]; [B je]) = T([B jAe]; [Aje]): (8.63)

De même ces axiomes sont utilis ¶es dans la d¶emonstration de Smets pour ¶eliminer des
d¶ependanceset montrer que (q1 © q2)(A) ne d¶epend dans un premier temps que de A,
et de q1(X ) et q2(X ) pour X µ A, puis, dans un deuxiµemetemps, que de q1(A) et q2(A).

L'axiome A4 (conditionnement) traduit une id¶eetr µesproche de celledu conditionnement
hypoth¶etique d¶eduite du cinquiµeme postulat de Cox. La di®¶erence essentielle est que le
conditionnement y est exprim¶e plus comme une relation de compatibilit ¶e que comme une
probabilit ¶e conditionnelle.

On ne trouve pasdans lesaxiomesde Smetsd'¶equivalent au postulat 3 de Cox (universa-
lit ¶e). Cela sejusti¯e par la basemêmede la th¶eoriedescroyances,oµu l'on ne caract¶eriseplus
les propositions par un seul nombre mais plut ôt par deux (cr¶edibilit ¶e et plausibilit ¶e), et oµu
l'on acceptede ne pas a®ecterde degr¶e de con¯ance µa une proposition bien d¶e¯nie 12. Cette

12 Cela peut se faire par exemple en a®ectant une massenulle µa cette proposition A. Cela ne signi¯e pas
pour autant qu'une con¯ance nulle soit attribu ¶ee µa A, puisque la cr¶edibilit ¶e B el(A) et la plausibilit ¶e P ls(A)
ne sont pas n¶ecessairement nulles, des massesnon nulles pouvant être a®ect¶eesµa des propositions B telles
que A \ B 6= ; . Cela signi¯e simplement que l'on n'a®ecte pas de degr¶e de con¯ance sp¶eci¯quement µa A.
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souplessepermet de r¶esoudrefacilement desproblµemesli¶esau manqued'information : si une
sourcen'est pas capablede donner d'informations sur A mais qu'elle en donne par exemple
sur A [ B , cette situation est naturellement prise en compte par la th¶eorie des croyances
en a®ectant une masseµa A [ B et pas µa A, alors qu'elle n¶ecessitesouvent l'in tro duction
d'hypothµesesou de modµelesdans la th¶eorie desprobabilit ¶espour pouvoir a®ecterun degr¶e
de con¯ance µa A. Du point de vue de la comparaisondesdegr¶esde con¯ance, elle peut être
men¶ee dans la th¶eorie des croyancesµa deux niveaux, soit sur les cr¶edibilit ¶es, soit sur les
plausibilit ¶es,conduisant µa desconclusionsqui ne sont pas n¶ecessairement ¶equivalentes.

L'axiome A6 de Smetsn'entra ³̂nepasqueA et AC soient interchangeables,alors quecette
propri¶et¶e est utilis ¶eeexplicitement par Cox pour d¶eduire la deuxiµeme¶equation fonctionnelle
(¶equation 3.6). En e®et,dessous-ensemblesX peuvent intervenir µa la fois dans(m1©m2)(A)
et dans (m1 © m2)(AC ). On ne peut donc pas en d¶eduire de relation de compl¶ementarit ¶e sur
m. Celle-ci est remplac¶eepar une relation de dualit ¶e entre B el et P ls.

En¯n, les axiomes A7 et A8 sont consid¶er¶es par Smets lui-même comme des axiomes
techniques permettant de faire les d¶emonstrations. La r¶egularit¶e impos¶ee aux fonctions est
µa mettre en parallµele avec les hypothµesesde r¶egularit¶e faites pour les deux ¶equations fonc-
tionnelles 3.5 et 3.6 de Cox.

Cesdi®¶erencesentre lesdeux th¶eoriesont descons¶equencesaux trois niveaux qui consti-
tuent classiquement le processusde fusion, celui de la mod¶elisation desfonctions decon¯ance,
celui de la combinaison de cesfonctions d¶etermin¶eesµa partir d'informations fournies par plu-
sieurssources,et celui de la d¶ecision¯nale :

{ d'abord au niveaudel'¶etapedemod¶elisation puisquecette¶etapeest fortement contrain te
par les deux relations fonctionnelles (¶equations 3.5 et 3.6) dans la fusion probabiliste
alors que la th¶eorie des croyancespermet de s'adapter avec souplesseµa beaucoupde
situations (nous avons cit¶e l'exemple de capteurs ne donnant d'information que sur la
r¶eunion de deux classes,sansles di®¶erencier);

{ au niveaude la combinaison desfonctions de con¯ance, les postulats imposent la rµegle
de Bayesd'une part, la rµeglede Dempster d'autre part, et leurs di®¶erencesproviennent
en particulier des contrain tes plus souplesimpos¶eespar le conditionnement de Smets
que par le conditionnement hypoth¶etique de Cox ;

{ en¯n, au niveau de la prise de d¶ecision, ¶etape ultime du processusde fusion, les
di®¶erencesproviennent surtout de la comparaison des degr¶es de con¯ance, laissant
la place µa plusieurs typesde d¶ecisiondans la th¶eorie de Dempster-Shafer.

8.2.7 Exemple d'application en imagerie m¶edicale

L'application que nous avons choisie ici pour mettre en ¶evidence les potentialit ¶es de
la th¶eorie des fonctions de croyance est celle de la classi¯cation d'images IRM pr¶esentant
une pathologie appel¶eeadr¶enoleukodystrophie (ALD), acquisesavecdeux temps d'¶echo [37].
L'obtention de mesuressigni¯cativ espour les m¶edecinsn¶ecessiteune segmentation µa la fois
des zonespathologiques et des ventricules, visibles sur des images di®¶erentes. Les images
initiales sont pr¶esent¶ees¯gure 8.4. Cette ¯gure montre une bonne discrimination entre le
cerveau, les ventricules (V) et le liquide c¶ephalo-rachidien (LCR) sur la premiµere image,
mais celle-ci ne permet pas de bien distinguer la matiµere blanche (MB) de la matiµere grise
(MG), ni la MB de l'ALD. Au contraire, la zoned'ALD est bien visible sur la deuxiµemeimage
(en blanc). Cette image pr¶esente de faibles di®¶erencesentre MB et MG, mais les ventricules

165



ont presqueles mêmesniveaux de gris que la MG et leurs contours sont impr¶ecis.

Fig. 8.4 { Exemple d'une coupe IRM du cerveau acquiseavec deux temps d'¶echos
(hôpital Saint-Vincent de Paul, servicede radiologie, ProfesseurCatherine Adamsbaum).
La zonepathologique correspond aux zonesles plus blanchesdans le haut de l'image.

Ces deux imagesconstituent donc un exemple typique d'illustration de la fusion par la
th¶eoriedesfonctions de croyance.Nous ne pr¶esentons ici que les r¶esultats obtenus pour trois
classes(C1 = MB+MG, C2 = V+LCR, and C3 = ALD).

Les¶el¶ements focaux sont d¶e¯nis de maniµeresupervis¶ee,par une m¶ethode de raisonnement
prenant en compte les connaissancesdont nous disposonset les caract¶eristiques des images
par rapport aux classesd'in t¶er̂et. Pour l'exemple d¶ecrit ici, les¶el¶ements focaux de la fonction
de massem1 attach¶ee µa la premiµere image sont C2, C1 [ C3, puisque C1 et C3 ne sont pas
bien discrimin¶es sur cette image. Des fonctions de massenulles sont a®ect¶eesaux autres
hypothµesescompos¶ees,puisque les classescorrespondantes ne peuvent pas être confondues.
Sur la secondeimage, il est au contraire di±cile de s¶eparer le cerveau et les ventricules, et
donc les¶el¶ements focaux de m2 sont C3 et C1 [ C2. Nous discuteronsplus loin l'in tro duction
de l'ignorance globale et celle d'une masserepr¶esentant explicitement le volume partiel. Les
fonctions de massesont choisiesde forme simplement trap¶ezoÄ³dale,dont les paramµetres sont
d¶etermin¶esautomatiquement sur les histogrammes[50]. Il s'agit bien ŝur d'un modµele gros-
sier, mais qui s'est av¶er¶e su±sant pour cette application. Puis les fonctions sont normalis¶ees
de telle sorte que la contrain te de normalisation

P
A½D m(A) = 1 soit satisfaite. Avec ce

modµele, la classi¯cation est e®ectu¶ee seulement d'aprµes les niveaux de gris, et la fusion est
e®ectu¶eeau niveau du pixel, donc sansinformation spatiale.

La combinaison conjonctive par la r¶eglede Dempster ne donne que des¶el¶ements focaux
qui sont les singletonsC1, C2, C3. Le con°it n'est pas nul dans ce cas.

La derniµere ¶etape est celle de la d¶ecision.Prendre toujours une d¶ecisionen faveur d'une
hypothµesesimple nous contrain t en r¶ealit¶e µa prendre toujours une d¶ecision nette, ce qui
n'est pas adapt¶e µa toutes les situations r¶eellesen imagerie m¶edicale, oµu les pixels peuvent
appartenir µa la r¶eunion de classesmais µa aucune d'elles strictement. Cependant, comme
B el(A) ¸ B el(Ci ) pour tout Ci 2 A et que B el(D ) ¸ B el(A), un certain nombre de
pr¶ecautionsdoivent être prises pour pouvoir d¶ecider en faveur d'une hypothµesescompos¶ee.
On peut par exempleimaginer de prendre une d¶ecisionen faveur d'une hypothµesecompos¶ee
si les arguments portant sur les hypothµesessimplesne sont pas assezforts.

Ainsi, ¯gure 8.5, la d¶ecision a ¶et¶e prise selon le maximum de croyance sur toutes les
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hypothµesessauf D . Notons que dans ce cassimple, le maximum de cr¶edibilit ¶e est ¶equivalent
au maximum de plausibilit ¶e, puisque m1 © m2 est une fonction de massebay¶esienne.Avec
cette rµegle, la d¶ecision est prise en faveur d'une hypothµesesimple aux points oµu les autres
massessont nulles et en faveur d'une hypothµesecompos¶eesinon. On obtient de cette maniµere
des r¶esultats int¶eressants puisque les points de volume partiel sont d¶etect¶es comme une
hypothµesecompos¶ee, tandis que les zonessans ambiguÄ³t¶e sont bien segment¶ees.La ¯gure
8.6 pr¶esente les r¶esultats obtenus en prenant une d¶ecisionen faveur d'une hypothµesesimple
ayant le maximum de croyance.

C1 U C2

C1 U C3

C2 U C3

C2

C3

C1

C1 (brain)

C2 (ventricles + CSF)

C3 (ALD)

C1 U C2

C1 U C3

C2 U C3

Fig. 8.5 { Les di®¶erentes zonesde d¶ecisionen fonction desvaleurs de m1(C2) et m2(C3)
et image de d¶ecision,en prenant le maximum de croyancesur toutes les hypothµesessauf D

L'¶etude de l'in°uence de la pond¶eration de m1(C1 [ C3) et m2(C1 [ C2), relativement µa
m1(C2) et m2(C3)a montr ¶e que le calcul du con°it ne pr¶esente pas d'¶evolution syst¶ematique
dans le sensde l'augmentation ou de la diminution du con°it. Par exemple,si m2(C3) est
faible, le con°it diminue si le poids donn¶e µa m1(C2) augmente (dans ce cas,les deux sources
sont en meilleure concordancesur C2, c'est-µa-dire la classedes ventricules). Le calcul des
zonesde d¶ecision (comme ¯gures 8.5 et 8.6) montre que si le poids de m2(C3) et m1(C2)
augmente, la zone de d¶ecision en faveur de C1 diminue (lorsque les d¶ecisionssont prises
sur les hypothµesessimples). Cela peut ¶egalement être observ¶e sur les imagesde d¶ecision :
la ¯gure 8.7 pr¶esente un agrandissement des images de d¶ecision, oµu les ventricules et le
LCR sont mieux d¶etect¶es si le poids sur m2(C3) et m1(C2) augmente. Des di®¶erencessont
aussiapparentes sur les petites branchesde l'ALD qui sont ¶egalement mieux d¶etect¶ees.Une
remarque tr µes importante est que les zonesqui di®µerent sont toutes classi¯¶eesen faveur de
l'hypothµeseC1 [ C2 (c'est-µa-dire cerveauou ventricules et LCR) lorsque la d¶ecisionest prise
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C1

C2

C3

C1 (brain)

C2 (ventricles + CSF)

C3 (ALD)

Fig. 8.6 { Les di®¶erentes zonesde d¶ecisionen fonction desvaleurs de m1(C2) et m2(C3)
et image de d¶ecision,en prenant le maximum de croyancesur les hypothµesessimples

sur toutes les hypothµesessauf D (respectivement en faveur de l'hypothµeseC1 [ C3 pour les
branchesde l'ALD). Aveccette rµeglede d¶ecision,il n'y a pratiquement aucunedi®¶erencesur
les imagesde d¶ecision,montrant donc la robustessepar rapport µa la pond¶eration. Cela nous
conforte dans l'id ¶eeque les hypothµesescompos¶eesne devraient pas être si souvent n¶eglig¶ees.

Fig. 8.7 { D¶ecisionpar le maximum de croyancesur les hypothµesessimples,
pour un poids croissant sur m2(C3) et m1(C2)

Examinons maintenant l'in°uence de l'ignorance globale,mod¶elis¶eepar une massesur D
intro duite par a®aiblissement en fonction de coe±cients de ¯abilit ¶e de chaquesource.Cette
fois, le r¶esultat de la combinaison m1 © m2 n'est plus une fonction de massebay¶esienne,et
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la d¶ecisionpar le maximum de croyancen'est plus ¶equivalente µa la d¶ecisionpar le maximum
de plausibilit ¶e. On observe e®ectivement des petites di®¶erencessur les imagesde d¶ecision.
Nous avons observ¶e seulement de tr µes l¶egµeresdi®¶erenceslorsque la d¶ecisionest prise sur les
hypothµesessimples.Cependant, les d¶ecisionssur toutes les hypothµesessauf D sont toujours
prisesenfaveur d'une hypothµesecompos¶ee,commecela¶etait attendu. Dansnotre application,
nousn'avonspasd'argument particulier pour dire qu'une imageest plus ou moins ¯able que
l'autre (globalement, car cela n'est pas vrai classepar classe).C'est pourquoi il n'est pas
tr µes utile d'a®ecter une masseµa m(D) et cela est con¯rm¶e par les r¶esultats obtenus. Au
contraire, nous avons des arguments forts pour l'ignorance partielle, d¶ependant de l'image,
qui conduit µa des ambiguÄ³t¶es entre classes,et cela a ¶et¶e intro duit par des massessur les
hypothµesescompos¶ees.Encore une fois, cela justi¯e la m¶ethode utilis ¶ee pour a®ecter les
masses,reposant sur une mod¶elisation du problµeme,plut ôt que la m¶ethode classiqueµa partir
desprobabilit ¶eset de facteurs de ¯abilit ¶e globale.

Les imagesutilis ¶eesdanscet exemplesont acquisesavecdescoupesassez¶epaisses,indui-
sant un fort e®etdevolumepartiel, surtout entre la matiµereblancheet l'ALD (voir ¯gure 8.4).
Nous intro duisonsmaintenant cette connaissancede maniµereexplicite commeune massesur
C1 [ C3 dans la deuxiµeme image (fonction en trapµezed¶eduite de l'histogramme). Le con°it
est alors r¶eduit. La combinaison m1 © m2 n'est plus une fonction de massebay¶esienne,et les
zonesde d¶ecisionsont modi¯ ¶ees,commele montre la ¯gure 8.8.

C1

C2

C3

C1

C2

C3

Fig. 8.8 { Zonesde d¶ecision en fonction des valeurs de m1(C2) et m2(C3) en intro duisant
une massecroissante sur C1 [ C3 pour la deuxiµeme image (m2(C3) doit être inf¶erieur µa
1 ¡ m2(C1 [ C3)). Les traits en pointill ¶eesrepr¶esentent les limites pr¶ec¶edentes
(voir ¯gure 8.6).

Les imagesde d¶ecision sur la ¯gure 8.9 pr¶esentent les r¶esultats obtenus respectivement
sur toutes les hypothµesessauf D et sur les hypothµesessimples seulement, d'abord avec
m2(C1 [ C3) = 0 et ensuite avec une pond¶eration croissante accord¶eeµa m2(C1 [ C3). Cette
¯gure montre que la d¶ecision sur toutes les hypothµesesinclut toutes les zonesde volume
partiel entre la MB et l'ALD dans C1 [ C3, et ne change pas si le poids de m2(C1 [ C3)
augmente, illustran t ici encorela robustessepar rapport µa la pond¶eration. Au contraire, sur
les images de d¶ecision sur les hypothµesessimples seulement, de plus en plus de points de
volume partiel sont inclus dans l'ALD. Cette mod¶elisation permet d'imiter la maniµere de
prendre une d¶ecision du m¶edecin, d¶ependant de son objectif. Sur l'image la plus µa gauche,
oµu le volume partiel n'est pas pris en compte, la zoneclassi¯¶eecommeALD ne pr¶esente pas
d'ambiguÄ³t¶e (correspondant µa l'ALD <<pur >>,sansm¶elange).Sur l'image la plus µa droite au
contraire, tout le volume partiel est inclus dans l'ALD (cela correspond µa la segmentation
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e®ectivement obtenue manuellement par lesm¶edecins),et leszonesclassi¯¶eesdansle cerveau
ne contiennent pas de r¶egion ambiguÄe.

Fig. 8.9 { D¶ecisionpar le maximum de croyancesur toutes les hypothµesessauf D
(premiµere colonne) et sur toutes les hypothµesessimples (deuxiµemecolonne), sansmassesur
C1 [ C2 (en haut) et en intro duisant une massesur C1 [ C2 (repr¶esentant l'e®et de volume
partiel entre le cerveauet l'ALD) dans la deuxiµemeimage,avecun poids croissant (au milieu
et en bas).

Nous avons donc ainsi essay¶e d'illustrer quelquescaract¶eristiques de la th¶eorie des fonc-
tions de croyancequi peuvent être exploit¶eesen fusion d'imagespour la classi¯cation, la seg-
mentation ou la reconnaissance,et qui constituent desavantagespar rapport aux approches
classiquesprobabilistes et bay¶esiennes.Elles expriment la grande°exibilit ¶e desmod¶elisations
possibles,prenant en compte µa la fois l'incertitude et l'impr ¶ecision, l'ignorance partielle ou
globale, la ¯abilit ¶e dessources,la capacit¶e de chaquesourceµa fournir desinformations ¯ables
ou non sur chaqueclasse,desinformations a priori qui ne sont pas forc¶ement repr¶esentables
par des probabilit ¶es, etc. L'application pr¶esent¶ee illustre bien ces divers avantages. Tout
d'abord, une mod¶elisation adapt¶eeau problµemeest possible,en particulier en a®ectant des
massessur les hypothµesescompos¶ees,exprimant par exemplequ'une sourcene permet pas
de di®¶erenciercorrectement deux classes,ou encoremod¶elisant l'e®et de volume partiel. Les
probabilit ¶esne sont pas bien adapt¶eesµa la mod¶elisation du volume partiel µa la limite entre
deux classes.Une solution est propos¶eeici, en a®ectant une massedirectement µa la r¶eunion
de ces classes,ce qui conduit ici encore µa une interpr¶etation satisfaisante. Ensuite, même
une d¶e¯nition relativement grossiµere des fonctions de masseet de leur pond¶eration relative
s'est av¶er¶eesu±sante et robuste. En¯n, la d¶ecisiona ¶et¶e prise selondeux rµegles: une rµegle
classiqueoµu la d¶ecisionest toujours prise en faveur d'une hypothµesesimple, et une seconde
oµu l'on peut ¶egalement d¶ecider en faveur d'une hypothµesecompos¶ee. Cette derniµere rµegle
correspond mieux µa la r¶ealit¶e, en mettant en ¶evidence les zonesde volume partiel, et en
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s'adaptant au mode de raisonnement du m¶edecin.

8.3 Fusion °oue et possibiliste

8.3.1 Mo d¶elisation

Parmi les techniques non probabilistes qui ont fait leur apparition depuis une dizaine
d'ann¶eesen fusion, la th¶eorie desensembles °ous fournit un tr µesbon outil pour repr¶esenter
explicitement des informations impr¶ecises,sous la forme de fonctions d'appartenance [17,
189, 358] comme nous l'avons vu plus haut. La mesureM j

i (x) intro duite chapitre 6 prend
alors la forme :

M j
i (x) = ¹ j

i (x); (8.64)

oµu ¹ j
i (x) d¶esignepar exemplele degr¶e d'appartenance de x µa la classeCi selon la sourceI j

ou la traduction d'une information symbolique exprim¶eepar une variable linguistique (voir
par exemple[101]).

On trouve dans la litt ¶erature essentiellement deux approches pour l'utilisation des en-
sembles °ous en traitement d'image [34] : la premiµere est de type plut ôt symbolique et
exprime sous forme de rµegles°oues l'appartenance de certaines structures µa une classeen
fonction desmesuresobtenuespar traitement d'image; la secondeutilise les ensembles °ous
pour repr¶esenter directement les classesou structures dans l'image, recouvrant spatialement
les objets d'une fonction d'appartenance.Consid¶erons l'exemple de la classe< route > dans
une imagesatellitaire. Dans la premiµereapproche, on d¶ecrira la route sousforme linguistique
du type < une route est une structure plut ôt allong¶ee>. L'appartenanced'un objet µa la classe
route sera alors repr¶esent¶ee par une fonction associant µa sa longueur un degr¶e dans [0; 1].
Un algorithme quelconquede d¶etection de contours parallµelespermettra alors d'a®ecteraux
objets qu'il d¶etecte un degr¶e d'appartenanceµa la classeroute suivant leur longueur. Dans la
deuxiµemeapproche, la route seradirectement repr¶esent¶eesur l'image par un ensemble °ou,
avecdesdegr¶esd'appartenanceforts au centre de la chauss¶eeet voisinsde 0 dans leschamps
ou les forêts.

Ces fonctions ne sou®rent pas des contrain tes axiomatiques impos¶eesaux probabilit ¶es
et o®rent donc une plus grande souplesselors de la mod¶elisation. Cette souplessepeut être
consid¶er¶ee comme un inconv¶enient puisqu'elle laisse facilement l'utilisateur d¶emuni pour
d¶e¯nir cesfonctions. L'inconv¶enient desensembles°ous estqu'ils repr¶esentent essentiellement
le caractµere impr¶ecis des informations, l'incertitude ¶etant repr¶esent¶ee de maniµere implicite
et n'¶etant accessibleque par d¶eduction µa partir desdi®¶erentes fonctions d'appartenance.

La th¶eorie despossibilit¶es [126, 361], d¶eriv¶eedesensembles °ous, permet de repr¶esenter
µa la fois l'impr ¶ecision et l'incertitude, par l'in term¶ediaire de distributions de possibilit¶es ¼
sur un ensemble S et de deux fonctions caract¶erisant les ¶ev¶enements : la possibilit¶e ¦ et la
n¶ecessit¶e N .

Une distribution de possibilit¶e s'interprµete commeune fonction donnant le degr¶e de pos-
sibilit ¶e pour qu'une variable prennela valeur s, S ¶etant le domainedesvaleursde la variable.
La distribution ¼s'interprµete alors commela fonction d'appartenanceau sous-ensemble °ou
de S des valeurs possiblespour cette variable. Dans le cadre de la fusion num¶erique, une
application possiblede cette th¶eorie consisteµa prendre S = D (l'ensemble desclasses)et µa
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d¶e¯nir la mesureM j
i par :

M j
i (x) = ¼x

j (Ci ); (8.65)

c'est-µa-dire commele degr¶e de possibilit¶e pour que la classeµa laquelle appartienne x prenne
la valeur Ci , selon la sourceI j . On d¶e¯nit ainsi une distribution de possibilit¶e par sourceet
par ¶el¶ement x. La possibilit¶e et la n¶ecessit¶e pour une classeCi s'¶ecrivent alors :

¦ j (f Ci g) = ¼j (Ci ); N j (f Ci g) = inf f (1 ¡ ¼j (Ck )) ; Ck 6= Ci g: (8.66)

Pour un sous-ensemble quelconqueA de D, la possibilit¶e et la n¶ecessit¶e sont calcul¶ees
d'aprµes les formules 4.55 et 4.57.

Cette mod¶elisation supposeque lesclassessont nettes, alors que le modµele°ou d¶e¯ni par
l'¶equation 8.64 supposeque les classessont °oues.

De maniµere plus g¶en¶erale, on trouve dans la litt ¶erature trois interpr¶etations pour le °ou,
en termesde plausibilit ¶es,de similarit ¶es,de pr¶ef¶erences[133].On retrouve cesinterpr¶etations
en fusion de signaux et d'images. L'in terpr¶etation en termes de plausibilit ¶es se retrouve
dans l'appartenance µa une classe,dans la d¶e¯nition d'un objet spatial °ou (objet de limites
impr¶ecises).L'in terpr¶etation en termes de similarit ¶es est celle de la d¶e¯nition d'une classe
°oue sur un espacede caract¶eristiques comme fonction de la distance µa un protot ype par
exemple,devariableslinguistiques repr¶esentant desinformations ou desconnaissancessur des
objets spatiaux, ou encorede degr¶esde satisfaction d'une relation, d'une contrain te. En¯n,
les pr¶ef¶erencesse retrouvent dans l'expression de crit µeres de choix (par exemple pour des
applications deplani¯cation enrobotique), souvent li¶esµa descontrain tesou desconnaissances
externesµa l'image.

8.3.2 D¶e¯nition des fonctions d'appartenance ou des distributions de pos-
sibilit ¶e

La construction des fonctions d'appartenance ou distributions de possibilit¶es peut être
e®ectu¶eede plusieurs maniµeres.

Dans la plupart des applications, cette construction est faite soit en s'inspirant direc-
tement des m¶ethodes d'apprentissage probabiliste, soit par des heuristiques, soit par des
m¶ethodes neuromim¶etiques permettant d'apprendre les paramµetres de formes particuli µeres
de fonctions d'appartenance, soit en¯n par la minimisation de crit µeresde classi¯cation [23].
D¶ecrivons maintenant les principales m¶ethodes.

Une premiµere m¶ethode consisteµa d¶e¯nir la fonction d'appartenance d'une classe°oue µa
partir de la fonction d'in tensit¶e I (les niveaux de gris) de l'image :

¹ i (x) = Fi [(I (x)]; (8.67)

oµu Fi est une fonction µa d¶eterminer en fonction du problµeme.Les fonctions les plus utilis ¶ees
sont des fonctions de normalisation ou des fonctions en S [260] (ce qui revient µa consid¶erer
que les parties claires de l'image ont une appartenance ¶elev¶ee µa la classe),des fonctions
¦ (monomodales, elles associent la classeµa une plage de niveaux de gris aux fronti µeres
impr¶ecises),ou encoredesfonctions multimo dales.

Cesfonctionssont souvent d¶etermin¶eesdemaniµeresupervis¶ee,maisellespeuvent ¶egalement
être apprises,par exempleµa partir d'algorithmes de classi¯cation automatique tels que les
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C-moyennes°oues [23] ou les C-moyennespossibilistes[201] (voir par exemple[24] pour une
revuedesalgorithmes de classi¯cation °oue). L'inconv¶enient principal desC-moyennes°oues
est que les fonctions d'appartenance ont une forme contre-intuitiv e : les valeurs d'apparte-
nanceµa une classene sont pasd¶ecroissantes en fonction de la distanceau centre de la classe.
Ce problµemeest ¶evit¶e avec les C-moyennespossibilit¶es.

D'autres caract¶eristiques peuvent être utilis ¶ees dans ce but. Par exemple, l'ensemble
des contours d'une image peut être d¶e¯ni par un ensemble °ou spatial dont la fonction
d'appartenanceest une fonction du gradient de l'image :

¹ i (x) = Fi [(r I (x)]; (8.68)

oµu F est une fonction d¶ecroissante.

Si l'on disposede d¶etecteursd'objets particuliers, la fonction d'appartenanceµa cesobjets
est alors d¶e¯nie commeune fonction de la r¶eponseµa cesd¶etecteurs(le casdescontours fait
partie de cette cat¶egorie). Par exemple,un d¶etecteur de routes peut fournir dans une image
satellitaire une r¶eponsed'amplitude croissante avec l'appartenance µa la route.

Dans le cas de variables linguistiques, les formes des fonctions d'appartenance et leurs
paramµetres sont souvent d¶e¯nies par l'utilisateur.

L'impr ¶ecisionspatiale sur la d¶elimitation desclasses(si les fonctions d'appartenancesont
d¶e¯nies sur l'espacede l'image) peut être intro duite µa partir d'une d¶etection pr¶eliminaire
binaire desclasses.On construit alors une fonction d'appartenancequi vaut 1 µa l'in t¶erieur de
la r¶egion binaire µa une certaine distance desbords, 0 µa l'ext ¶erieur de cette r¶egion¶egalement
µa une certaine distance des bords, et d¶ecroissante entre cesdeux limites. Par exemple, on
peut mod¶eliser une zone d'impr ¶ecision au bord de la classecomme la zone comprise entre
l'¶erod¶e et le dilat ¶e de cet objet, la taille de cesop¶erations d¶ependant de l'extension spatiale
de l'impr ¶ecision que l'on veut repr¶esenter. Si R est la r¶egion binaire de d¶epart, E n (R) son
¶erod¶e de taille n et D m (R) sondilat ¶e de taille m, la fonction d'appartenanceµa la classe°oue
peut être d¶e¯nie par :

¹ (x) = 1 si x 2 E n (R); (8.69)

¹ (x) = 0 si x 2 D m (R)C ;

¹ (x) = F [d(x; E n (R))] sinon

oµu F est une fonction d¶ecroissante de la distance de x µa E n (R).

La construction de distributions de possibilit¶es peut ¶egalement être e®ectu¶ee µa partir
d'un apprentissage probabiliste, puis par une transformation de probabilit ¶e en possibilit¶e.
Plusieursm¶ethodesont ¶et¶epropos¶eespour cela.L'avantageessentiel en traitement desimages
est que l'on disposesouvent d'informations statistiques, en particulier l'histogramme, qui se
prêtent bien µa l'emploi de m¶ethodesd'apprentissagestatistiques. On obtient alors desdistri-
butions de probabilit ¶espk . Leur transformation en distributions de possibilit¶es¼k (les deux
distributions sont suppos¶eesdiscrµetes,et 1 · k · K ) est e®ectu¶eeen fonction de di®¶erents
crit µeres[113, 123, 196], tels que la pr¶eservation de l'ordre, descontrain tes de normalisation,
la conservation de l'incertain mesur¶e par l'entropie [196], la coh¶erencep ¡ ¼, exprim¶ee par
[100] :

8k; ¼k · pk ;
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qui n'est pas tr µessatisfaisante (une classepeu probable peut être possible),ou [361] :

KX

k=1

pk¼k = c

oµu c est une constante dans [0; 1], ou encore une relation plus g¶en¶erale sur tous les sous-
ensembles A [120] :

N (A) · P(A) · ¦( A):

Une comparaisonde cesapprochespeut être trouv¶eedans [196].

D'autres m¶ethodescherchent µa estimer directement les fonctions d'appartenanceµa partir
de l'histogramme, a¯n d'optimiser descrit µeresd'entropie [80] ou de minimum de sp¶eci¯cit ¶e
et de coh¶erence[84].

Dans tous les cas, cesm¶ethodes cherchent une ressemblance entre l'histogramme et les
fonctions d'appartenanceou lesdistributions de possibilit¶e, et ne prennent pasen compte les
interpr¶etations sp¶eci¯quesau °ou qui invalident certainesde cesressemblances.Par exemple,
les queuesdeshistogrammescorrespondent aux classespeu repr¶esent¶ees,donc avec desva-
leurs qui peuvent être tr µes faibles, même si les points concern¶es appartiennent bien aux
classescorrespondantes. La m¶ethode propos¶ee dans [50] permet d'¶eviter ce problµeme grâce
µa un crit µere combinant la ressemblance des fonctions d'appartenance et de l'histogramme
lµa oµu elle a un sens,et une forme a priori des fonctions correspondant µa l'in terpr¶etation
recherch¶ee. Les paramµetres des fonctions d'appartenance sont alors estim¶es pour optimiser
ce crit µere, par une m¶ethode de recuit simul¶e.

8.3.3 Com binaison

Un des int¶er̂ets de la th¶eorie des ensembles °ous et des possibilit¶es, outre qu'elle im-
pose peu de contrain tes au niveau de la mod¶elisation, est qu'elle o®re une grande vari¶et¶e
d'op¶erateursde combinaison. Nousen pr¶esentons lesprincipaux, puis nousdonnonsquelques
indications permettant de choisir un op¶erateur de fusion en fonction de sespropri¶et¶eset de
son comportement.

Une caract¶eristique importante, commune µa toutes les th¶eories, de ces op¶erateurs de
combinaison est qu'ils fournissent un r¶esultat de même nature que les fonctions de d¶epart
(propri ¶et¶e de fermeture) et qui a donc la même interpr¶etation en termes d'impr ¶ecision et
d'incertitude. Ainsi, ils permettent de ne prendre aucuned¶ecisionbinaire partielle avant la
combinaison, cequi pourrait conduire µa descontradictions di±ciles µa lever. La d¶ecisionn'est
prise qu'en dernier lieu, sur le r¶esultat de la combinaison.

Op ¶erateurs

Dans la th¶eoriedesensembles°ous et despossibilit¶es,de multiples modesde combinaison
sont possibles[124, 351]. Parmi les principaux op¶erateurs on trouve en particulier les t-
normes, les t-conormes [241, 299], les moyennes[350, 166], les sommessym¶etriques, et des
op¶erateurs prenant en compte desmesuresde con°it ou encorede ¯abilit ¶e dessources[129,
112].La plupart desd¶e¯nitions de cesop¶erateursont ¶et¶e donn¶eesdans le chapitre 4. Dans ce
qui suit, les lettres x, y, etc. d¶esignent lesvaleursµa combiner, valeursdans [0; 1] repr¶esentant
¹ j

i ou ¼j (Ci ).
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Normes et conormes triangulaires. Voir section 4.4.2 dans le chapitre 4.

Op ¶erateurs de moyenne. Voir section 4.4.3 dans le chapitre 4.

Sommes sym ¶etriques. Voir section 4.4.4 dans le chapitre 4.

Op ¶erateurs d¶ependan t d'autres informations. Les op¶erateurs d¶ecrits pr¶ec¶edemment
se caract¶erisent par le fait que le r¶esultat d'une combinaison ne d¶epend que des valeurs
µa combiner. D'autres op¶erateurs d¶ependent d'informations supp¶ementaires, telles que de
facteurs de ¯abilit ¶e ou du con°it. Tous les op¶erateurs d¶ecrits dans ce paragraphe ont ¶et¶e
propos¶esdans [129].

Consid¶erons par exemple le cas de la combinaison conjonctive de deux distributions de
possibilit¶es ¼1 et ¼2 d¶e¯nies sur D . Ce type de combinaison est bien adapt¶e au cas oµu les
distributions ont un recouvrement au moins partiel, c'est-µa-dire que certaines classessont
donn¶eescomme possiblespar les deux sources.Si ce n'est pas le cas, les sourcessont en
con°it, et une mesuredu con°it peut être :

conf (¼1; ¼2) = 1 ¡ max
c2 D

min(¼1(c); ¼2(c)) ; (8.70)

qui repr¶esente 1 moins la hauteur de l'in tersection entre les deux distributions (calcul¶eepar
un min dans cette ¶equation). La combinaison peut être normalis¶eepar cette hauteur, mais
cela masquele con°it : une possibilit¶e de 1 est alors a®ect¶eeaux classesdonn¶eescommeles
plus possiblespar lesdeux sources,mêmesi cette possibilit¶eest faible (on retrouve ici le même
type de problµemeque celui mentionn¶e dans la partie 8.2.3 pour la combinaison conjonctive
desfonctions de croyance).L'in terpr¶etation de cette quantit ¶e en termesde con°it correspond
bien µa l'in tuition pour des distributions de possibilit¶es en triangle ou en trapµeze (mono-
modalesde maniµere g¶en¶erale), mais n'est pas tr µesbien adapt¶eeµa desformesquelconquesoµu
un seul point peut engendrerune forte valeur de con°it même si les deux distributions ne
di®µerent qu'en ce point.

Dans le casextrêmeoµu lesdistributions sont complµetement con°ictuelles, la combinaison
conjonctive donne une distribution identiquement nulle. Une combinaison disjonctive est
alors pr¶ef¶erable, et permet de garder toutes les solutions donn¶eescomme possiblespar au
moins une des deux sources.L'hypothµesesous-jacente est qu'au moins une des sourcesest
¯able.

A¯n de choisir automatiquement le comportement de la fusion en fonction du con°it, des
op¶erateurs d¶ependant de celui-ci ont ¶et¶e propos¶es.En voici quelquesexemples:

max[
min(¼1; ¼2)

1 ¡ conf (¼1; ¼2)
; conf (¼1; ¼2)]; (8.71)

min[1;
min(¼1; ¼2)

1 ¡ conf (¼1; ¼2)
+ conf (¼1; ¼2)]; (8.72)

max[
min(¼1; ¼2)

1 ¡ conf (¼1; ¼2)
; min[max(¼1; ¼2); conf (¼1; ¼2)]]: (8.73)
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Lesdeux premiµeresformescombinent la conjonction normalis¶eeµa une distribution constante
de valeur le con°it, alors que la derniµere forme permet de passerd'une combinaison stricte-
ment conjonctive lorsque le con°it est nul µa une combinaison strictement disjonctive lorsque
le con°it vaut 1 (voir l'exemple de la ¯gure 4.10 du chapitre 4). Cependant cet op¶erateur
n'est pas associatif. Notons que le min pourrait être remplac¶e par une autre t-norme.

Lorsque les sourcessont in¶egalement ¯ables et que l'on a une information sur cette
¯abilit ¶e, le niveau du con°it entre deux sourcesindique dans quelle mesureon peut prendre
en compte l'information de la sourcela moins ¯able. Si par exemple¼1 est plus ¯able que ¼2,
on peut consid¶erer quesi ellessont concordantes, ¼2 peut apporter une information et rendre
la fusion plus pr¶ecisepar conjonction. Si au contraire les deux sourcessont en con°it, il est
pr¶ef¶erable de ne pas prendre en compte ¼2. L'op¶erateur suivant mod¶elisece comportement :

min[¼1; max[¼2; conf (¼1; ¼2)]]: (8.74)

Cela ne supposeque de connâ³tre un ordre entre les ¯abilit ¶esdessources.

Si on a de plus accµes µa des valeurs num¶eriques de ¯abilit ¶e (ce qui est beaucoup plus
contraignant que l'hypothµese pr¶ec¶edente), on peut alors transformer les distributions de
possibilit¶esen distributions ayant des¯abilit ¶es¶equivalentes. Soit wj le coe±cient de ¯abilit ¶e
de ¼j . Si la sourceest complµetement ¯able, cecoe±cient vaut 1, et il vaut 0 si la sourcen'est
pas ¯able du tout. La transformation de ¼j sefait selon la formule :

max(¼j ; 1 ¡ wj ) (8.75)

cequi revient a faire une disjonction entre ¼j et une distribution constante de valeur 1¡ wj .
Ainsi, si la sourceest complµetement ¯able, la distribution correspondante n'est pasmodi¯ ¶ee,
alors que si elle n'est pas du tout ¯able, la distribution devient constante et ¶egale µa 1,
ce qui repr¶esente l'ignorance (tout ¶el¶ement de D est complµetement possible). Une fois les
distributions transform¶ees,ellespeuvent alors être combin¶eesde maniµere conjonctive.

D'autres op¶erateursdecetypepeuvent être trouv¶esdans[133],maisnousne lesd¶etaillons
pas plus ici.

Ces op¶erateurs peuvent être ¶egalement utilis ¶es de maniµere conditionnelle aux classes,
pour prendre en compte les sp¶eci¯cit ¶es des sourcespour chaque classe.Par exemple,deux
sourcespeuvent être en con°it sur une classemais pas sur les autres, une sourcepeut être
¯able pour certainesclasseset paspour d'autres, etc. Bien que cesid¶eesne soient pasencore
beaucoupexploit¶eesen fusion °oue d'images, le cadre th¶eorique le permet.

Choix des op¶erateurs

Le choix d'un op¶erateur pour la fusion peut se faire selon plusieurs crit µeres pr¶esent¶es
dans [36].

Un premier crit µere est le comportement de l'op¶erateur. Des comportements s¶evµeres, in-
dulgents ou prudents se traduisent sous forme math¶ematique de conjonction, disjonction
ou compromis. Soient x et y deux r¶eels(dans [0; 1]) repr¶esentant les degr¶es de con¯ance µa
combiner. La combinaison de x et y par un op¶erateur F est dite :

{ conjonctive si F (x; y) · min(x; y) (correspondant µa un comportement s¶evµere);
{ disjonctive si F (x; y) ¸ max(x; y) (comportement indulgent) ;
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{ de compromis si x · F (x; y) · y si x · y, et y · F (x; y) · x sinon (comportement
prudent).

Cette distinction ne su±t pas µa classerles op¶erateurs dont le comportement n'est pas
toujours le même.Ainsi, la classi¯cation d¶e¯nie dans [36] ne d¶ecrit pas les op¶erateurs seule-
ment comme conjonctifs ou disjonctifs, mais aussi en fonction de leur comportement selon
les valeurs des informations µa combiner. Ainsi, les trois classespropos¶eescorrespondent :

{ aux op¶erateurs autonomes µa comportement constant (ACC) : le r¶esultat ne d¶epend
que desvaleurs µa combiner (le calcul ne fait intervenir aucuneautre information) et le
comportement est le mêmequellesque soient cesvaleurs;

{ aux op¶erateurs autonomesµa comportement variable (ACV) : le comportement d¶epend
desvaleurs num¶eriquesdes informations µa fusionner;

{ aux op¶erateurs d¶ependant du contexte (DC), par exemple d'une connaissanceplus
globale telle que la ¯abilit ¶e descapteurs, ou encorele con°it entre les sources.

Lesop¶erateursde fusion °oue ser¶epartissent dans les trois classes.En e®et,les t-normes,
qui g¶en¶eralisent l'in tersection ensembliste aux ensembles °ous, sont des op¶erateurs ACC
conjonctifs, puisque pour toute t-norme t, on a :

8(x; y) 2 [0; 1]2; t(x; y) · min(x; y):

A l'oppos¶e, les t-conormes,g¶en¶eralisant la r¶eunion, sont desop¶erateurs ACC disjonctifs,
puisque pour toute t-conorme T, on a :

8(x; y) 2 [0; 1]2; T(x; y) ¸ max(x; y):

Les op¶erateurs de moyennesont ¶egalement ACC et ont un comportement de compromis,
puisqu'ils v¶eri¯ent :

8(x; y) 2 [0; 1]2; min(x; y) · m(x; y) · max(x; y):

Notons que la fusion bay¶esienne,oµu l'op¶erateur impliqu¶e est un produit, et la fusion des
fonctions de croyancespar la sommeorthogonale de Dempster sont ¶egalement conjonctives.

Dans la classedesop¶erateursACV, on trouve par exemplecertainessommessym¶etriques.
De maniµere g¶en¶erale, toute sommesym¶etrique associative ¾ (sauf les m¶edianes)a le com-
portement suivant [126] :

{ conjonctif si max(x; y) < 1=2 : ¾(x; y) · min(x; y) ;
{ disjonctif si min(x; y) > 1=2 : ¾(x; y) ¸ max(x; y) ;
{ compromis si x · 1=2 · y : x · ¾(x; y) · y (et l'in ¶egalit¶e contraire si y · 1=2 · x).
Lessommessym¶etriquesnon associativesont ¶egalement un comportement qui varie, mais

selondesrµeglesmoins simples [36].

On trouve¶egalement dansla classeACV lesop¶erateurspropos¶esdansle systµemeMYCIN
pour combiner desfacteurs de certitude [306].

Des exemplesd'op¶erateurs DC se trouvent dans la th¶eorie des possibilit¶es. Nous avons
pr¶esent¶e plus haut desop¶erateurs d¶ependant d'une mesureglobale de con°it entre les deux
sourcesd'information [129], applicables aux cas oµu l'une des deux informations est ¯able
sansque l'on sache laquelle, de telle sorte que :

{ ils sont conjonctifs si les sourcessont consonantes (de faible con°it) : dans ce cas, les
deux sourcessont n¶ecessairement ¯ables, et donc l'op¶erateur peut être s¶evµere;
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{ ils sont disjonctifs si les sourcessont dissonantes (de fort con°it) : une disjonction
favorise alors l'ensemble despossibilit¶esdonn¶eespar les deux sources;

{ ils secomportent commeun compromis dans les casde con°it partiel : cescasposant
le plus de problµemes,les op¶erateurs sont alors < prudents >.

La di±cult ¶e est alors de trouver une bonne mesurede con°it. Celle propos¶ee comme le
maximum de l'in tersection entre deux distributions de possibilit¶es [129] n'est pas toujours
bien adapt¶ee aux problµemes de traitement d'images, en particulier pour la classi¯cation
de donn¶eesmultisources. Les distances°oues (voir par exemple[43]) peuvent apporter des
solutions µa ce problµeme.

L'avantagedesop¶erateursDC pour le traitement d'imagesest ind¶eniable.En e®et,ils per-
mettent de prendre en compte une grandevari¶et¶e de situations, dont plusieurs seproduisent
fr¶equemment simultan¶ement en traitement d'images. En voici quelquesexemples:

{ lessourcespeuvent être con°ictuelles lorsqu'ellesdonnent desinformations sur un type
d'¶ev¶enement (une classepar exemple)et consonantes pour une autre classe;

{ les sourcespeuvent avoir des¯abilit ¶esglobalesdi®¶erentes;
{ une sourcepeut être ¯able pour une classeet peu ¯able pour une autre, etc.
Malheureusement cesop¶erateurs sont encore,selonnous, trop peu d¶evelopp¶esen traite-

ment d'images, et m¶eriteraient desrecherchessp¶eci¯ques.

Cette classi¯cation, qui regroupe tous les op¶erateurs classiquement utilis ¶es,constitue un
premier crit µere de choix d'un op¶erateur pour une application sp¶eci¯que.

Un secondcrit µere est donn¶e par les propri¶et¶es des op¶erateurs et leur interpr¶etation en
termes de fusion de donn¶eesincertaines, impr¶ecises,incomplµetesou encoreambiguÄes.

Les propri¶et¶es de commutativit ¶e et d'associativit ¶e expriment que le r¶esultat de la com-
binaison est ind¶ependant de l'ordre dans lequel les informations sont combin¶ees.Si la com-
mutativit ¶e est satisfaite par tous les op¶erateurs couramment utilis ¶es, l'associativit ¶e ne l'est
pas syst¶ematiquement (les moyenneset les sommessym¶etriques ne sont en g¶en¶eral pas as-
sociatives). Cesdeux propri¶et¶essont souvent pos¶eescommeles propri¶et¶esminimales que les
op¶erateurs de fusion doivent satisfaire. Pourtant, le mode de raisonnement humain ne les
respecte pas toujours. Par exemple, un photo-interprµete commencesouvent par construire
une interpr¶etation primaire d'une scµene µa partir d'une seule image, puis am¶eliore cette in-
terpr¶etation µa l'aide desautres images,selonun processusqui n'est clairement pas commu-
tatif.

L'existenced'un ¶el¶ement neutre signi¯e qu'une sourcedonnant cette valeur n'aura aucune
in°uence sur le r¶esultat de la combinaison et repr¶esente une sorte d'indi®¶erencede la source
par rapport µa l'information recherch¶ee, ou encore une ignorance totale de celle-ci. Un tel
¶el¶ement existe pour les t-normes et les t-conormes.

Autre ¶el¶ement particulier, un ¶el¶ement absorbant signi¯e qu'une source donnant cette
valeur est complµetement d¶eterminante sur le r¶esultat de la fusion. De tels ¶el¶ements existent
¶egalement pour les t-normes et les t-conormes.

La propri¶et¶e de croissanceest g¶en¶eralement impos¶ee aux op¶erateurs et correspond bien
µa l'in tuition.

Des conditions aux limites, d¶e¯nissant le comportement desop¶erateurs lorsque les infor-
mations µa combiner prennent desvaleurs extrêmes,permettent de garantir la compatibilit ¶e
avec le cas binaire, oµu toutes les propositions sont soit justes soit fausses(cela correspond
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µa la contrain te de compatibilit ¶e avec la logique d¶eductive impos¶eepar Cox pour d¶e¯nir une
logique inductiv e [93]).

La propri¶et¶e de continuit ¶e satisfaite par la plupart desop¶erateurs garantit la robustesse
de la fusion. Cependant, cette propri¶et¶en'est pastoujours n¶ecessaire,puisquelesph¶enomµenes
naturels (en particulier les ph¶enomµenestemporels) ne sont pas toujours continus.

L'idempotencesigni¯e que la donn¶eed'une information d¶ejµa disponible ne va paschanger
le r¶esultat de la fusion. Cette propri¶et¶e n'est passyst¶ematiquement impos¶ee.Elle est v¶eri¯ ¶ee
par les moyennes,par la t-norme min et la t-conorme max (et ce sont les seules).On peut
vouloir au contraire que la combinaison de deux valeurs identiques renforce ou a®aiblissele
r¶esultat global. Prenonsl'exemple de t¶emoignagessimultan¶esidentiques. Si les t¶emoinssont
de connivence,il n'est pas surprenant qu'ils disent la mêmechoseet l'on combinera donc les
degr¶esde con¯ance associ¶esde maniµere idempotente. Si au contraire ils sont complµetement
ind¶ependants, on renforcera la cr¶edibilit ¶e de ce qu'ils disent si l'on leur fait con¯ance, ou on
l'a®aiblira si l'on ne leur fait pascon¯ance. Notons quedesrµeglesde combinaison mod¶elisant
cescomportements sont connuesdepuis Bernoulli. De maniµere g¶en¶erale, on peut consid¶erer
que si lessourcessont d¶ependantes (au senscognitif ), l'idempotencepeut être impos¶ee,alors
que si ellessont ind¶ependantes, dese®etsde renforcement peuvent être souhaitables.

Dans le même ordre d'id¶ees,la propri¶et¶e de nilpotence sera impos¶ee par exemplepour
combiner dest¶emoignagessuccessifs,a¯n de mod¶eliser la d¶egradation de l'information dans
une châ³ne de t¶emoins qui ne sont pas complµetement ¯ables. Par exemple pour certaines
t-conormes, la satisfaction de cette propri¶et¶e permet d'aboutir µa un r¶esultat ¶egal µa 1 en
combinant un certain nombre de mesuresnon toutes nulles. Ce type de comportement peut
être utile quand les informations r¶esultent d'une longue châ³ne de traitements.

Les propri¶et¶esdu tiers exclu et de non contradiction, satisfaitespour certains op¶erateurs
seulement, ont une interpr¶etation reconnue en termes de raisonnement, dans le domaine de
l'in telligence arti¯cielle et du raisonnement approch¶e. En traitement d'images, on trouve
des exemplesoµu le tiers exclu n'est pas souhaitable dµes que l'on a besoin d'in tro duire de
l'ignorance sur un ¶ev¶enement et son compl¶ementaire, et donc de relâcher la contrain te d'ex-
haustivit ¶e faite par exempleen probabilit ¶es.

La g¶en¶eralisation de tout ce qui pr¶ecµedeµa la combinaison de plus de deux informations
ne posepas de di±cult ¶e particuli µere (on retrouve en particulier les mêmestypesde compor-
tement, avec des rµeglesun peu plus compliqu¶eespour les op¶erateurs ACV), sauf pour les
op¶erateurs non associatifs. La question principale pour de tels op¶erateurs est de savoir dans
quel ordre combiner les informations. Plusieurs situations peuvent seproduire :

{ dans certaines applications, chaque information doit être combin¶ee aux autres dµes
qu'elle estdisponible (par exemplepour pouvoir prendredesd¶ecisionspartielles µa partir
desdonn¶eespr¶esentes µa chaqueinstant) : l'ordre est alors ¯x ¶e par l'ordre d'arriv ¶eedes
informations ;

{ l'ordre peut être impos¶e par des priorit ¶es sur les informations µa prendre en compte,
et des op¶erateurs ont ¶et¶e con»cus pour r¶epondre µa de tels besoins(par exemple pour
combiner desreqûetesdans desbasesde donn¶ees);

{ dans les autres situations, il faudra trouver descrit µerespour trouver un ordre appro-
pri¶e µa l'application, en particulier lorsque les informations sont con°ictuelles, car les
r¶esultats peuvent être tr µesdi®¶erents selonque les informations consonantes ou con°ic-
tuelles sont combin¶eesen premier.

En¯n, l'¶etude du comportement des op¶erateurs en termes de qualit¶e de la d¶ecision µa
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laquelle ils conduisent, et de r¶eaction face aux situations con°ictuelles conduit µa un der-
nier crit µere de choix. Un point important, toutefois, concernele pouvoir discriminant des
op¶erateurs. Les op¶erateurs fortement conjonctifs ou fortement disjonctifs (par exemplela t-
norme et la t-conorme de Lukasiewicz)saturent tr µesvite µa 0 ou µa 1 et donc sont souvent peu
discriminants. Par exemple,avec la t-conorme F (a;b) = min(a+ b;1), on a F (0; 5; 0; 5) = 1,
F (0; 1; 0; 9) = 1, ou encore F (0; 8; 0; 8) = 1, alors que ces trois situations ont des in-
terpr¶etations bien di®¶erentes.

La capacit¶e des op¶erateurs µa combiner des informations quantitativ es (num¶eriques) ou
qualitativ es (pour lesquellesseul un ordre est connu) peut être ¶egalement un crit µere de
choix. Par exemple,le min, le max et tout ¯ltre de rang sont int¶eressants µa cetitre puisqu'ils
peuvent combiner lesdeux typesd'informations. En e®et,le calcul de min(x; y), par exemple,
ne n¶ecessiteque de connâ³tre un ordre entre x et y, mais ne n¶ecessitepas de connâ³tre leur
valeur num¶erique. Les op¶erations ordinales sont de plus impos¶eessi l'on veut qu'elles soient
invariantes par une transformation croissante desdegr¶esd'appartenance [133].

8.3.4 D¶ecision

La rµegle principalement utilis ¶ee en fusion °oue est le maximum des degr¶es d'apparte-
nance:

x 2 Ci si ¹ i (x) = max f ¹ k (x); 1 · k · ng; (8.76)

oµu ¹ k d¶esignela fonction d'appartenanceµa la classek r¶esultant de la combinaison.

La qualit¶e de la d¶ecisionest mesur¶eeessentiellement selondeux crit µeres:
{ le premier porte sur la < nettet¶e > de la d¶ecision : le degr¶e d'appartenance maximum

(ou plus g¶en¶eralement celui correspondant µa la d¶ecision) est compar¶e µa un seuil, choisi
selon les applications (et ¶eventuellement selon l'op¶erateur de combinaison choisi) ;

{ le deuxiµemeporte sur le caractµere < discriminant > de la d¶ecision,¶evalu¶e par compa-
raison desdeux valeurs les plus fortes.

Dans le casoµu cescrit µeresne sont pas v¶eri¯ ¶espour un ¶el¶ement x, celui-ci est plac¶e dans
une classede rejet, ou reclassi¯¶e en fonction d'autres crit µeres, spatiaux par exemple (voir
chapitre 8.4).

8.3.5 Exemples d'application

Dans cette section,nousillustrons lesm¶ethodes°oues sur deux exemplesde classi¯cation
multisource.

Exemple en imagerie satellitaire

Pour le premier, nousreprenonsles imagesSPOT de l'exemple du chapitre 3 (¯gure 8.1).
Lesclassesconsid¶er¶eessont toujours lesvilles ou zonesurbaines(classeC1), les°euves(classe
C2) et une classeC3 comportant toutes les autres structures (essentiellement des zonesde
v¶eg¶etation). Cet exemplea ¶et¶e d¶evelopp¶e dans [77].

Dansun premier temps,un apprentissagesupervis¶eeste®ectu¶eµa partir deshistogrammes
conditionnelsaux classes,soit par un simple lissagedeceshistogrammes,soit par uneminimi-
sation de la distanceaux histogrammesde fonctions param¶etriques telles quedesgaussiennes
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Fig. 8.10{ En haut : fonctions f j
i conditionnellesaux classesestim¶eesde maniµeresupervis¶ee

sur leszonesd'apprentissagedesimages; au centre, fonctions f j
vil le estim¶eespar le maximum

des fonctions f j
f leuve et f j

C3
; en bas, fonctions d'appartenance ¹ j

i . A gauche, estimation par
leshistogrammesnormalis¶eset liss¶es; au centre, estimation par lesfonctions de type gaussien
tronqu¶e; µa droite estimation desfonctions par les fonctions L-R lin¶eaires.

tronqu¶eesou desfonctions de type L-R lin¶eairespar morceaux(fonctions en trapµeze).Cette
premiµere¶etape est illustr ¶eesur la premiµere ligne de la ¯gure 8.10.

Cependant, cesfonctions, not¶eesf j
i pour l'apprentissagede la classeCi dans l'image j ,

n'ont pasune interpr¶etation satisfaisante en termesde fonctions d'appartenance.En particu-
lier, les queuesde l'histogramme correspondent µa desniveaux de gris peu fr¶equents dans les
images,mais lespoints correspondant appartiennent sansambiguÄ³t¶eµa la classela plus sombre
(respectivement la plus claire). Le passagedesfonctions f j

i aux fonctions d'appartenance¹ j
i

sefait par une transformation telle que :

¹ j
i (x) = ¸ j

i (x)f j
i (x) (8.77)

oµu x d¶esignele niveaudegris enun point et les¸ j
i sont desfonctions d¶etermin¶eesde telle sorte

que le compl¶ementaire desclassessoit d¶e¯ni par la mêmeformule et que l'ordre desfonctions
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Fig. 8.11 { Imagesdesparamµetres H i desclassesville µa gauche, °euve au centre
et C3 µa droite

soit pr¶eserv¶e. En prenant par exemplela compl¶ementation la plus simple c(a) = 1 ¡ a pour
a 2 [0; 1] et en ¶ecrivant que le compl¶ementaire d'une classeCi est ¶egalement la r¶eunion des
classesCk pour k 6= i (en monde ferm¶e), on obtient :

¸ j
i (x) =

1

f j
i (x) + f j

i (x)
(8.78)

avec :
f j

i (x) = max
k6= i

f j
k (x): (8.79)

Les r¶esultats obtenus par cette m¶ethode sont illustr ¶es ¯gure 8.10 et montrent que les
fonctions d'appartenanceobtenuesont bien le comportement souhait¶e.

Pour la fusion, un op¶erateur adaptatif est d¶e¯ni par combinaison d'une t-norme t et d'une
t-conorme T, sous la forme t1¡ ° T ° . Cet op¶erateur, appel¶e parfois op¶erateur de compensa-
tion, peut varier entre la t-norme pour ° = 0 et la t-conorme pour ° = 1. L'originalit ¶e de
l'op¶erateur d¶e¯ni dans [77] est que ° est d¶e¯ni de maniµere locale, en chaque point, comme
une fonction H i (x) fonction d'une conjonction normalis¶ee des degr¶es d'appartenance en x.
Cette fonction est illustr ¶eesur la ¯gure 8.11 et donne desvaleurs d'autant plus ¶elev¶eesque
l'appartenance µa la classeest ¶elev¶ee. La t-norme utilis ¶ee ici est un min et la t-conorme un
max.

La ¯gure 8.12 illustre sur un d¶etail de l'image les r¶esultats obtenus par cet op¶erateur
(derniµere ligne), que l'on peut favorablement comparer µa ceux obtenus par une simple t-
norme. La d¶ecision est e®ectu¶ee par un maximum des degr¶es d'appartenance en chaque
point.

La ¯gure 8.13 montre le r¶esultat de la fusion par l'op¶erateur adaptatif sur toute l'image,
la d¶ecision¶etant toujours simplement prise par un maximum desdegr¶esd'appartenance.Le
°euve est superpos¶e en blanc µa l'image originale, ainsi que les contours des zonesurbaines.
Le reste correspond µa la classeC3.

Exemple en imagerie m¶edicale

Le deuxiµemeexemplereprend les imagesde l'exemple de la partie 8.2 sur la classi¯cation
des imagesIRM multi ¶echos du cerveau (¯gure 8.4). Nous nous pla»cons toujours au niveau
du pixel et les fonctions d'appartenancesont d¶e¯nies µa partir desniveauxde gris, de maniµere
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Fig. 8.12{ D¶etail desimagesde la d¶etection du °euvesur la scµenedeVignola : imagedu canal
3 SPOT originale, d¶ecision µa partir des imagesH i , µa partir de la t-norme µa comportement
constant, µa partir de l'op¶erateur de compensation µa comportement variable

non supervis¶ee [50]. Trois classessont consid¶er¶ees: cerveau, ventricules et liquide c¶ephalo-
rachidien, zonepathologique.

Ici les op¶erateurs de combinaison sont choisis de maniµere adaptative, non plus locale-
ment en chaquepoint, mais en fonction desclasses.Comme les deux imagesfournissent des
informations similaires sur les ventricules, les fonctions d'appartenance sont fusionn¶eespar
un op¶erateur de moyenne.Le cerveau sain et la pathologie ne peuvent être distingu¶es dans
la premiµere image et l'on ne peut donc apprendre qu'une seule classe,not¶ee ¹ 1

c. Dans la
secondeimage, il est possibled'apprendre les deux classes¹ 2

c (cerveau) et ¹ 2
path (patholo-
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Fig. 8.13 { R¶esultat de la fusion µa partir de l'op¶erateur de compensation µa comportement
variable sur la scµenede Vignola

gie). Les fonctions ¹ 1
c et ¹ 2

c sont ¶egalement combin¶eespar une moyennearithm¶etique. Pour
la pathologie, on combine ¹ 1

c et ¹ 2
path par une somme sym¶etrique d¶e¯nie par : ab

1¡ a¡ b+2 ab.
Cela garantit que la pathologie n'est pas d¶etect¶ee dans les zonesoµu ¹ 2

path = 0 et renforce
l'appartenance µa cette classesinon. Cela permet d'inclure dans la zone pathologique toute
la zonede volume partiel oµu les points sont compos¶esen partie de tissu pathologique.

Aprµes la combinaison, la d¶ecisionest prise en fonction du maximum d'appartenance.Le
r¶esultat est illustr ¶e ¯gure 8.14.

Cet exemple illustre l'in t¶er̂et des op¶erateurs choisis de maniµere adaptative en fonction
des informations apport¶eespar les imagessur les di®¶erentes classes.

8.4 In tro duction de l'information spatiale

L'information spatiale est fondamentale en traitement d'images. Son intro duction dans
lesm¶ethodesde fusion est cruciale, et n¶ecessitesouvent desd¶eveloppements sp¶eci¯ques pour
adapter les m¶ethodes issuesd'autres domaines. Un des objectifs les plus fr¶equents de ces
d¶eveloppements est de garantir que la d¶ecisionsoit spatialement coh¶erente. Par exemple,en
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Fig. 8.14{ Deux acquisitions IRM du cerveauet r¶esultat de la classi¯cation par fusion °oue
(la d¶ecisionn'est prise que localement en chaquepoint, sansr¶egularisation spatiale)

classi¯cation multisource, on cherchera µa ¶eviter que despoints isol¶esou ¶eparpill¶esdans une
classehomogµenesoient attribu ¶esµa une classedi®¶erente.

8.4.1 Au niv eau de la mo d¶elisation

L'in tro duction de l'information spatiale au niveau de la mod¶elisation est plus ou moins
implicite suivant le niveaude repr¶esentation auquelon seplace.Si l'on raisonneau niveaudu
pixel, l'information contenue dans un pixel ne contient pas d'information spatiale, et celle-ci
doit alors être intro duite explicitement. Le contexte spatial consid¶er¶e est le plus souvent le
voisinagelocal de chaque point. Une maniµere simple de le prendre en compte est de d¶e¯nir
la mesureM j

i (x) (voir chapitre 6) en fonction descaract¶eristiques de x et ¶egalement de ses
voisins. Si l'on note V(x) le voisinage de x (contenant x), on d¶e¯nira M j

i (x) comme une
fonction du type :

M j
i (x) = Fi [f j (y); y 2 V(x)]; (8.80)

oµu f j (y) d¶esigneles caract¶eristiques de y dans la sourcej . Ce type d'approche peut être vu
comme un problµeme de ¯ltrage spatial. Dans le cas d'un ¯ltrage lin¶eaire, F s'exprime par
une convolution et le noyau de convolution d¶e¯ni sur V est classiquement une gaussienneou
une fonction porte. Si le ¯ltrage n'est pas lin¶eaire,de nombreusessolutions sont propos¶eesen
traitement des images[321], dont les plus classiquessont le ¯ltre m¶edian, le ¯ltre sigma ou
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les ¯ltrages morphologiques.En¯n, des techniques plus ¶elabor¶eesprocµedent par relaxation,
comme les champs de Markov qui agissent soit au niveau de la mesure (on parle alors de
restauration), soit au niveau de la classi¯cation commeon le verra plus loin.

Si l'on raisonne au niveau de primitiv es (segments, contours, r¶egions) ou au niveau des
objets ou structures de la scµene, l'information spatiale locale est implicitement prise en
compte dans la repr¶esentation. Si la d¶etection de ces¶el¶ements n'est pas pr¶eciseou si leur
localisation ne l'est pas (par exempleµa causede l'imp erfection du recalage), il est souvent
souhaitabled'in tro duire cette impr¶ecisionspatialeexplicitement dansla repr¶esentation, avant
la fusion. La dilatation °oue est une op¶eration bien adapt¶ee µa cette ¯n [57, 61, 72]. Cela
permet de r¶eduire le con°it au moment de la fusion, et donc de choisir simplement et sans
risque un mode de combinaison conjonctif.

De maniµeremoins locale, les relations spatialesentre primitiv esconstituent une informa-
tion importante sur la structure de la scµene [60, 41, 42, 43, 45] et elles peuvent avantageu-
sement être prises en compte dans la fusion, comme sourced'informations suppl¶ementaire
[44, 48, 154]. Dans ce cas,le contexte spatial V(x) d'un ¶el¶ement x est un ensemble de primi-
tiv esou d'objets dont on connâ³t les relations spatialespar rapport µa x.

8.4.2 Au niv eau de la d¶ecision

L'in tro duction de l'information spatiale au niveau de la d¶ecision est la plus facile. La
m¶ethode la plus courante consisteµa ¶etablir dans un premier temps une rµegle de rejet (en
fonction de la nettet¶e et du caractµerediscriminant de la d¶ecision)puis µa reclasserles¶el¶ements
rejet¶es en fonction de leur contexte spatial. Par exemple, la reclassi¯cation peut être faite
suivant la rµeglesuivante (majorit ¶e absolue) :

x 2 Ci si jf y 2 V(x); y 2 Ci gj ¸
jVj
2

(8.81)

qui exprime qu'au moins la moiti ¶e des¶el¶ements du voisinagedoit être dansCi pour classerx
dans Ci . Cette rµeglene permet pas toujours d'a®ecterx µa une classe.Une autre rµeglemoins
s¶evµere considµere juste la classela plus repr¶esent¶eedans le voisinage(rµeglemajoritaire) :

x 2 Ci si jf y 2 V(x); y 2 Ci gj = max
k

jf y 2 V(x); y 2 Ckgj: (8.82)

Cesrµegless'appliquent quel que soit le niveaude repr¶esentation des¶el¶ements consid¶er¶es.

Un exempleenclassi¯cation °oue peut être trouv¶edans[67],mais la m¶ethodeest g¶en¶erale
et peut être appliqu¶eede maniµere similaire aux autres th¶eories.

8.4.3 Au niv eau de la combinaison

L'in tro duction de l'information spatiale au niveaude la combinaison est plus rare et plus
d¶elicate.

En fusion probabiliste, les champs de Markov o®rent un cadre naturel pour cela. Dans
l'expressionde la rµeglede Bayes,c'est dans la probabilit ¶e a priori qu'intervient l'hypothµese
markovienne. Cette probabilit ¶e est combin¶eeaux probabilit ¶esconditionnellesaux classespar
un produit. Cette remarque nous conduit µa consid¶erer que l'information spatiale constitue
dans ce modµele une sourcede donn¶eesau mêmetitre que les autres.
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C'est l'approchela plus courante, et ellea¶et¶eappliqu¶eeµa plusieursniveauxderepr¶esentation.
Au niveau local, du pixel, de nombreux exemplespeuvent être trouv¶es dans la litt ¶erature
(par exemple [13, 110]). A un niveau plus structurel, les champs de Markov sont d¶e¯nis
sur des graphesplus g¶en¶eraux que les graphesde pixels (les n¾uds sont des primitiv es ou
mêmedes objets), et l'on trouve des exemplespour la d¶etection de routes dans des images
SAR [335], pour la segmentation d'images IRM du cerveau [156], pour la reconnaissancede
structures du cortex c¶er¶ebral [229, 228], pour l'in terpr¶etation d'images a¶eriennes[249], etc.

Dans les autres th¶eories, il serait ¶egalement possiblede d¶evelopper des approches simi-
laires, toujours enconsid¶erant l'information spatialecommeunesourcededonn¶eessuppl¶ementaire.

C'est par exemplele casdesrelations spatialesmentionn¶eesplus haut consid¶er¶eescomme
sourcesuppl¶ementaire d'informations : la reconnaissanced'un objet peut r¶esulter de la fusion
d'informations sur cet objet, et d'informations sur les relations qu'il doit avoir par rapport
µa d'autres objets. Le cadre desensembles °ous permet µa la fois la repr¶esentation et la fusion
de telles informations [48].

Citons un autre exemple: dans[177], une fonction de masseest d¶e¯nie pour repr¶esenter le
contexte spatial et combin¶eeµa desfonctions de masserepr¶esentant les informations extraites
des images par la rµegle de Dempster. Toutefois, peu de travaux existent encore dans ce
domaine, qui m¶erite certainement d'être d¶evelopp¶e.

8.4.4 Exemples d'applications

Au niv eau de la combinaison : classi¯cation mark ovienne multisource

Nous reprenons ici l'exemple de la fusion des images IRM du cerveau des parties 8.2
et 8.3, pour segmenter le cerveau sain, la pathologie et les ventricules, cette fois par une
approche markovienne. Cette m¶ethode a ¶et¶e d¶evelopp¶eedans [14, 12, 13].

La r¶eglede Bayes permet de calculer la probabilit ¶e a posteriori de chaque classecondi-
tionnellement aux deux images.Le terme de probabilit ¶e a priori est mod¶elis¶e µa l'aide d'une
hypothµesemarkovienne sur l'image des classeset tient lieu de r¶egularisation spatiale. La
probabilit ¶e a posteriori s'exprime donc commele produit de trois termes: deux termesexpri-
mant lesprobabilit ¶esdesniveauxde gris de chacunedesdeux imagesconditionnellement aux
classes(sousl'hypothµesed'ind¶ependanceconditionnelle), et un terme exprimant la r¶egularit¶e
spatiale des classes.Le cadre markovien permet d'exprimer le problµeme d'optimisation du
maximum a posteriori commela minimisation d'une ¶energiecomprenant :

1. des termes d'attache aux donn¶ees,d¶ependant desniveaux de gris dans chaque image,
de coe±cients pond¶erant l'imp ortance de chaque image suivant les classes,et d'une
connaissancea priori sur la position desventricules dans le cerveau;

2. un terme de r¶egularisation, sousla forme d'un potentiel de Potts, prenant en compte
les pixels voisins de chaquepoint.

L'¶energies'¶ecrit donc en chaquepoint x a®ect¶e µa la classeCi dans l'¶etape courante :

©1
i (f 1(x)) + ©2

i (f 2(x)) + ¸
X

y2V (x)

! (Ci ; Cy) (8.83)

oµu ©1
i (©2

i ) repr¶esente le potentiel d'attache aux donn¶eescaract¶erisant la classeCi dans
la premiµere (seconde)image, fonction du niveau de gris f 1(x) (f 2(x)) au point x dans cette
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image,V(x) repr¶esente le voisinagespatial de x, Cy la classeµa laquelleest a®ect¶e le voisin y µa
l'it ¶eration courante, et ! (Ci ; Cy) repr¶esente les contrain tes de r¶egularisation entre les classes
Ci et Cy . Le facteur ¸ permet de pond¶erer l'in°uence de la r¶egularisation par rapport µa l'at-
tache aux donn¶ees.Les potentiels d'attache aux donn¶eessont d¶etermin¶esautomatiquement
µa partir des histogrammesde niveaux de gris, dont les modes signi¯catifs sont s¶electionn¶es
par une approche multi ¶echelle. Ici la r¶egularisation est simple : elle favorise l'appartenance
µa la même classede points voisins (! (Ci ; Ci ) = 0) et d¶efavorise l'appartenance de points
voisins µa desclassesdi®¶erentes (! (Ci ; Cy) = 1 si Cy 6= Ci ).

Fig. 8.15 { Deux acquisitions IRM du cerveau et r¶esultat de la classi¯cation
par fusion markovienne

Les r¶esultats obtenus (voir ¯gure 8.15) montrent l'homog¶en¶eit¶e spatiale de la segmenta-
tion obtenue. L'information spatiale intro duite dans cet exemple reste relativement locale,
puisqu'elle ne concernequ'un petit voisinageautour de chaquepoint.

Au niv eau de la mo d¶elisation et de la d¶ecision : fusion de d¶etecteurs de structures
par la th ¶eorie des fonctions de croyance

Dans cet exemple,d¶evelopp¶e dans [334], l'ob jectif est d'in terpr¶eter une image radar en
fusionnant les r¶esultats de plusieurs d¶etecteurs de structures (routes, relief, villes, etc.). La
fusion est e®ectu¶eeµa un niveau interm¶ediaire, sur desprimitiv esobtenuespar cesd¶etecteurs
(segments ou r¶egions),et donc comportant des informations spatiales.

La ¯gure 8.16illustre un exempled'image du radar ERS-1de la r¶egiond'Aix-en-Provence.
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Fig. 8.16 { Image du radar ERS-1 de la r¶egion d'Aix-en-Provence

La ¯gure 8.17 montre les r¶esultats de trois desd¶etecteursappliqu¶essur cette image.

Fig. 8.17 { R¶esultats de trois d¶etecteurs: routes, relief et zoneshomogµenes.Les niveaux de
gris indiquent la con¯ance fournie par chaqued¶etecteur dans le r¶esultat obtenu

Les r¶esultats de cesd¶etecteurs servent de baseµa une mod¶elisation par des fonctions de
croyance.Cette th¶eorieest particuli µerement bien adapt¶eeici puisqu'elle permet de mod¶eliser
le comportement de chaque d¶etecteur. Ainsi, les d¶etecteurs de routes, de relief, ou encore
de °euves sont pr¶ecis pour les objets auxquels ils sont d¶edi¶es, mais ne sont pas capables
de distinguer les autres classes.Ainsi, les ¶el¶ements focaux d'un d¶etecteur de routes sont la
classe< routes > et l'ensemble < non routes > (soit la r¶eunion de toutes les autres classes

189



consid¶er¶ees).Au contraire, le d¶etecteur de zoneshomogµenesn'est pas tr µespr¶eciscar il utilise
des ¯ltrages sur des fen̂etres de taille 9 £ 9, ce qui fait disparâ³tre les routes traversant des
zoneshomogµenes.Il est alors naturel de prendre pour ¶el¶ements focaux l'ensemble < routes
[ zoneshomogµenes> et l'ensemble < non homogµene>. C'est un exemplede d¶etecteur pour
lequelaucun¶el¶ement focal n'est un singleton.Lesd¶etecteursdezonesurbainessont mod¶elis¶es
demaniµeresimilaire. On voit danscet exemplequecesont lesconnaissancessur lesd¶etecteurs
et leurs comportements qui permettent d'e®ectuerla mod¶elisation et le choix des¶el¶ements
focaux.

Les fonctions de massesont ensuite apprises sur les histogrammes des r¶eponsesdes
di®¶erents d¶etecteurs,par minimisation d'une distanceentre ceshistogrammeset desfonctions
param¶etriques trap¶ezoÄ³dales.

La fusion est ensuite e®ectu¶ee par la rµegle orthogonale de Dempster non normalis¶ee
(fusion conjonctive) puisque toutes les impr¶ecisionset ambiguÄ³t¶es sur les d¶etecteurs sont
explicitement prises en compte dans la mod¶elisation. Cela permet de r¶eduire les ¶el¶ements
focaux µa dessingletonsou desr¶eunionsde deux classesseulement. De plus, il s'agit typique-
ment d'une application oµu l'on est en mondeouvert : il n'est paspossiblede pr¶evoir toutes les
classesqui peuvent apparâ³tre dansl'image, et seulescellespour lesquellesdesd¶etecteursont
¶et¶e construits peuvent être d¶etect¶ees.La combinaison non normalis¶eepermet de repr¶esenter
dans la massede l'ensemble vide tout ce qui n'est pas pr¶evu.

En¯n, l'¶etape de d¶ecision est e®ectu¶ee dans un cadre markovien, permettant d'ajouter
une coh¶erencespatiale entre les di®¶erentes r¶egions, donc un niveau suppl¶ementaire d'in-
formation spatiale. Les probabilit ¶es pignistiques (voir partie 8.2) permettent de revenir µa
desprobabilit ¶essur dessingletons,qui sont ensuite combin¶eesµa un terme de r¶egularisation
spatiale.

Un r¶esultat d'in terpr¶etation est illustr ¶e ¯gure 8.18.

Au niv eau de la mo d¶elisation : fusion °oue de relations spatiales

Dans ce dernier exemple, les informations spatiales consid¶er¶eessont des informations
structurelles, portant non plus sur la coh¶erencelocale des classesou r¶egions,mais sur les
relations entre les objets recherch¶es.L'application concernela reconnaissancedesstructures
internes du cerveau dans des imagesIRM, guid¶eepar un atlas anatomique [48, 155].

Une coupe extraite du volume 3D de l'atlas est montr ¶ee ¯gure 8.19; la vue de la coupe
correspondante dans l'acquisition IRM 3D qui doit être trait ¶eeest repr¶esent¶ee¯gure 8.20.

La reconnaissanceest e®ectu¶ee de maniµere progressive, une structure ¶etant d¶etect¶ee µa
chaque ¶etape. Chaque ¶etape s'appuie sur les objets obtenus lors des ¶etapes pr¶ec¶edentes et
sur desconnaissancesanatomiquesde di®¶erentes natures. Les informations de localisation et
de morphologie de cet objet sont apport¶eespar l'atlas et des informations symboliques sur
cet objet sont exprim¶eesrelativement µa desobjets identi¯ ¶eslors des¶etapespr¶ec¶edentes. Ces
informations symboliques concernent aussi bien des relations spatiales (ensemblistes, direc-
tionnelles ou de distances)que des informations de constitution (substancegrise, substance
blanche ou liquide) ou des connaissancesradiom¶etriques relatives au type d'imagerie. Le
cadre desensembles °ous a ¶et¶e choisi pour plusieurs raisons : il permet d'exprimer dans un
formalisme unique des informations de s¶emantiques vari¶ees,nombreusespour ce problµeme;
il permet ¶egalement de mod¶eliser l'impr ¶ecision et l'incertain, ce qui est important dans ce
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Fig. 8.18{ R¶esultat obtenu sur l'image de la ¯gure 8.16par fusion de d¶etecteursde diverses
structures. Les zonesles plus claires repr¶esentent les zonesurbaines. Les traits sombres cor-
respondent aux routes, lestraits moinssombresaux zonesderelief. Leszoneslesplus sombres
(avec di®¶erents degr¶es) sont les zonesde forêt. En¯n, les zonesde gris moyen correspondent
µa l'ensemble vide, donc aux zonesnon reconnues.

domaineen particulier µa causede la variabilit ¶e anatomique interindividuelle ; en¯n, la fusion
°oue qui mµeneµa la reconnaissancepeut tirer parti d'un nombre important d'op¶erateurs qui
permettent de bien mod¶eliser les relations que l'on connâ³t entre cesinformations.

La mod¶elisation s'e®ectueen repr¶esentant, dans l'espacede l'image, chaque¶el¶ement d'in-
formation par un ensemble °ou. Des zonesd'in t¶er̂et °oues sont ainsi d¶e¯nies pour chaque
type de connaissanceet leur fusion permet de focaliser la recherche dans une zone de plus
en plus restreinte. Nous illustrons cette d¶emarche sur l'¶etape de reconnaissancedu noyau
caud¶e. A cette ¶etape de la proc¶edurede reconnaissance,trois objets anatomiquesont ¶et¶e seg-
ment¶es : le cerveau et les deux ventricules lat¶eraux. La ¯gure 8.21 illustre la repr¶esentation
des connaissancesrelatives au noyau caud¶e (information de localisation et de forme ap-
proximativ e provenant de l'atlas, localisation dans le cerveau et µa l'ext ¶erieur desventricules
lat¶eraux, radiom¶etrie et position relative µa gauche des ventricules lat¶eraux). La d¶e¯nition
formelle de cesrepr¶esentations peut être trouv¶eedans [45, 48].

La reconnaissancede certaines structures utilise des informations de distance, qui sont
¶egalement repr¶esent¶eespar desensembles°ous dansl'espacede l'image. La ¯gure 8.22illustre
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Fig. 8.19{ Une coupe de l'atlas repr¶esentant lesstructures quenouscherchonsµa reconnâ³tre
dans l'image

Fig. 8.20 { Une coupe du volume c¶er¶ebral µa reconnâ³tre dans un plan proche de celui de
l'atlas de la planche pr¶ec¶edente. C'est une image acquiseen IRM

ce type de repr¶esentation, pour trois typesde connaissances.

La fusion des connaissancesspatiales est e®ectu¶ee par un op¶erateur conjonctif (une t-
norme) a¯n de r¶eduire la zone d'in t¶er̂et au fur et µa mesureque de nouvelles connaissances
sont apport¶ees,de fa»con µa focaliser la recherche. Puis cesconnaissancesspatialesfusionn¶ees
sont combin¶ees aux informations radiom¶etriques par un op¶erateur de moyenne, r¶ealisant
cette fois un compromis entre cesdeux typesd'informations. La zoneobtenue permet alors
une segmentation tr µesfacile (¯gure 8.23).

La ¯gure 8.24 illustre six objets de l'atlas ainsi que ces mêmesobjets reconnus dans
une acquisition IRM. Ils sont correctement segment¶es bien que leurs taille, localisation et
morphologiedans l'image di®µerent signi¯cativ ement de cellesde l'atlas qui sert de modµele. Il
est notable que les troisiµemeet quatriµemeventricules, particuli µerement di±ciles µa segmenter
dans des imagesIRM, sont ici correctement reconnus et segment¶es, grâce µa l'utilisation de
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Fig. 8.21{ Informations exprim¶eesdansl'espacede l'image. Le blanc et le noir correspondent
respectivement aux valeurs d'appartenance minimale et maximale. En haut µa gauche : in-
formation de localisation et de forme approximativ e provenant de l'atlas. En haut µa droite :
contrain te binaire de localisation exprimant que le noyau caud¶e se trouve dans le cerveau
(zone de recherche, en noir) et µa l'ext ¶erieur des ventricules lat¶eraux en blanc. En bas µa
gauche : connaissanceradiom¶etrique a priori . En bas µa droite : relation directionnelle rela-
tiv e < µa gauche desventricules lat¶eraux >.

relations spatialespar rapport µa d'autres structures du cerveau.

8.5 Conclusion

Aprµes ce tour d'horizon des principales m¶ethodes num¶eriques de fusion et de leur uti-
lisation en traitement et interpr¶etation des images, nous r¶esumonsici quelquesacquis et
conclusions,ainsi que quelquespoints qui posent encoredesdi±cult ¶es.

8.5.1 Quelques acquis

Les d¶eveloppements pr¶ec¶edents font ¶etat d'une grande vari¶et¶e de techniquesnum¶eriques
utilis ¶eespour la fusion d'informations impr¶eciseset incertaines. Ce foisonnement est dû µa la
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Fig. 8.22 { Exemples de repr¶esentation de connaissancessur les distances. A gauche : repr¶esentations sous
forme d'in tervalles °ous sur IR+ . A droite : repr¶esentations spatiales correspondantes. Le putamen a une
distance approximativ ement constante µa la surface du cerveau (en haut), le noyau caud¶e est µa une distance
inf¶erieure µa environ D des ventricules lat¶eraux (repr¶esent¶es en blanc) (au milieu), les ventricules lat¶eraux
sont dans le cerveau µa une distance plus grande que D max =2 environ de la surface du cerveau (en bas). Les
contours des objets recherch¶es (putamen, noyau caud¶e et ventricules respectivement) sont montr ¶es en blanc,
et sont bien dans les zonessatisfaisant les relations avec un fort degr¶e.

Fig. 8.23 { R¶esultat de la fusion de toutes les connaissancesdisponibles sur le noyau caud¶e
(µa gauche) et segmentation de ce noyau (µa droite)

vari¶et¶e dest âchesqui contribuent µa la d¶ecisiondansun systµemed'informations multisources.
Lesapprochesprobabilistes restent lesplus utilis ¶ees,surtout parcequ'ellesont donn¶e lieu au
d¶eveloppement d'outils aboutis et d'un grand savoir-faire, r¶esultant d'une longue pratique.
Au niveau de la d¶ecision,cesoutils ser¶evµelent particuli µerement e±caces,alors qu'au niveau
de la mod¶elisation plusieursaspectsrestent limit ¶esvoire criticables. La th¶eoriedesensembles
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Fig. 8.24 { R¶esultats de la proc¶edure reconnaissance.Six structures sont repr¶esent¶ees:
les ventricules lat¶eraux (gris moyen), les troisiµemeet quatriµemeventricules (gris clair),
un noyau caud¶e et un putamen (gris fonc¶e). A gauche, les structures de l'atlas,
et µa droite cellesreconnuesdans une image IRM 3D.

°ous reposesur une mod¶elisation proche de l'in tuition. Dans les applications de fusion dans
lesdomainestrait ¶esici, l' ¶etape de d¶ecisionresteencorepeu formalis¶eeet peu d¶evelopp¶ee.En
revanche, l'¶etape de combinaison est tr µes riche et permet d'in tro duire nombre de connais-
sances,de tous types. La th¶eorie des fonctions de croyance o®re les outils de mod¶elisation
les plus puissants, permettant simplement et e±cacement l'in tro duction de connaissances,
de l'impr ¶ecision et de l'incertitude. La combinaison, telle qu'elle est utilis ¶ee en traitement
des images,est restreinte au mode conjonctif.

En fusion num¶erique pour le traitement d'images, les e®orts des derniµeres ann¶eesont
permis d'aboutir µa une meilleure compr¶ehensiondes di®¶erentes th¶eoriesissuesd'autres do-
mainestelles que les fonctions de croyanceet le °ou. On sait ainsi maintenant quelssont les
bons cadresd'application de cesth¶eories,leurs atouts et limites dans cesdomainesd'appli-
cation, on sait ¶egalement repr¶esenter et mod¶eliser l'information et les donn¶eesnum¶eriques,
symboliquesou structurelles dans chacun desformalismes,et e®ectuerleur combinaison. De
nombreux d¶eveloppements ont vu le jour, en particulier pour les applications typiques de
classi¯cation multisource, de reconnaissancede structures ou d'objets dans les images,de
suivi, de localisation et de plani¯cation.

8.5.2 Quelques perspectiv es

Malgr¶ecesavanc¶ees,certainspoints restent obscursou n¶ecessitent plus ded¶eveloppement.

La prise en compte de l'origine desdonn¶eeset desconnaissances,ainsi que desrelations
entre les sourcesest encoresouvent e®ectu¶eede maniµere supervis¶eeet elle n¶ecessitedonc un
peu d'exp¶erience.Une des questions importantes concernel'ind ¶ependanceentre les sources
et le conditionnement (en particulier dans le cas de la fusion s¶equentielle, dans des pro-
cessusdynamiquesde mise µa jour). Le cadre probabiliste proposedesm¶ethodespour tester
l'ind ¶ependancestatistique, et cesont µa peu prµeslesseulsoutils dont on dispose.Mais cetype
d'ind¶ependanceest souvent consid¶er¶e commetrop contraignant et dans d'autres cadres,tels
que celui de la th¶eoriedesfonctions de croyance,on pr¶efµereparler d'ind¶ependancecognitive,
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plus reli¶eeµa la maniµere dont les connaissanceset les donn¶eessont acquisesqu'µa leur nature
[302,314].Dans le choix desop¶erateursdesth¶eories°oues et possibilistes,l'ind ¶ependancese
traduit par des propri¶et¶es d'idempotencedes op¶erateurs, alors que la d¶ependancen¶ecessite
le renforcement.

Une question tr µes di±cile est celle de la gestion du con°it. Dans la mesuredu possible,
on cherchera µa identi¯er les sourcesdu con°it et µa les expliciter pour ¶eviter les incoh¶erences
au moment de la d¶ecision.En particulier il n'est pas toujours facile de di®¶erencier le con°it
de la compl¶ementarit ¶e des sources,ni de savoir s'il doit être r¶esolu ou non. Le con°it, que
l'on peut appeler < apparent >, est en r¶ealit¶e une forme de compl¶ementarit ¶e. Par exemple,
si une sourceinclut syst¶ematiquement la classeB dans la classeA alors qu'une autre source
permet de bien lesdistinguer, cesdeux sourcesapparaissent en con°it. La reconnaissancede
la compl¶ementarit ¶e passesouvent par desconnaissancesa priori (ou apprises)sur les faibles
possibilit¶esde la premiµere sourceµa distinguer cesdeux classes.La r¶esolution de tels con°its
est facile lorsqu'ils ont ¶et¶e bien identi¯ ¶es.Une deuxiµemeforme de con°it, r¶eelcette fois, vient
d'incoh¶erencesentre lessources,duesµa leur ¯abilit ¶e limit ¶ee,aux changements survenus dans
la scµene entre les acquisitions, ou encoreau fait qu'elles ne parlent pas de la même chose.
Ce type de con°it est plus di±cile µa identi¯er et µa r¶esoudre.Il vaut même mieux parfois
se limiter µa le signaler et ne pas tenter de le r¶esoudrecar il correspond bien souvent µa une
insu±sance fondamentale de nos connaissancessur le problµeme.

Le choix desm¶ethodeset leur ¶evaluation estaussicrucial quedi±cile. Lµa encore,il n'existe
pasde solution g¶en¶eralepour le choix desm¶ethodesadapt¶eesaux typesd'informations et de
connaissancesmanipul¶ees,ainsi qu'aux applications vis¶ees.L'¶evaluation desm¶ethodespeut
être plus ou moins facile suivant que l'on a accµesµa la v¶erit¶e ou non. Lesessaisde comparaison
des approches num¶eriques de fusion, appliqu¶eesaux mêmesproblµemes,ont souvent donn¶e
des r¶esultats contradictoires, et ont donc ¶echou¶e. Nous pensonsque la raison essentielle est
que chaqueproblµemes'exprime plus facilement dans une th¶eorie que dans une autre, et que
sa r¶esolution par des outils non adapt¶es n¶ecessitedonc des distorsions de cestechniques et
n'a pas beaucoupde sens.

En¯n, dans le cas des applications en traitement d'images, et ¶egalement pour certaines
applications en robotique, l'in tro duction d'informations spatialesdans la fusion est un point
important, pour lequel l'ensemble des m¶ethodes existantes pourrait être encore¶eto®¶e. En
particulier, les succµes r¶ecents de la prise en compte d'informations structurelles montrent
l'in t¶er̂et de la combinaison d'informations spatialesde di®¶erents niveaux.

Nousavonsconstat¶e dansleschapitres pr¶ec¶edents quechacunedesapprochesest adapt¶ee
µa un ensemble limit ¶e d'imp erfections des informations µa fusionner. Il est rare que toutes
les imperfections soient mod¶elis¶eessimultan¶ement et simplement dans une th¶eorie unique.
Ainsi, un champ d'investigationsencoreouvert concernela fusion dem¶ethodesou l'utilisation
conjointe de di®¶erents formalismescompl¶ementaires. De tels travaux sur la combinaison de
m¶ethodessont prometteurs puisqu'ils visent µa exploiter lesavantagesdesdi®¶erentes th¶eories
pour les faire coop¶erer. Cette combinaison peut s'appuyer sur les liens qui existent entre les
di®¶erentes approches.Par exemple,une probabilit ¶e peut être interpr¶et¶eecommeune fonction
de masseparticuli µere, une fonction de croyancedont les¶elements focaux sont embô³t¶espeut
s'interpr¶eter commeune distribution de possibilit¶es,une distribution de possibilit¶espeut être
interpr¶et¶ee comme des intervalles de con¯ance ou comme une famille de probabilit ¶es (voir
par exemple [133] pour le d¶etail des liens entre possibilit¶es et probabilit ¶es), etc. Ainsi, des
travaux ont d¶ejµa ¶et¶ee®ectu¶espour combiner l'impr ¶ecisionrepr¶esent¶eepar desensembles°ous
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µa l'incertitude probabiliste (par exemple [74, 270, 291] dans une approche de classi¯cation
markovienne oµu lesclassessont °oues), pour combiner leschampsde Markov et les fonctions
de croyance [21, 177], ou pour raisonner avec des fonctions de croyance dont les ¶el¶ements
focaux sont °ous [313, 348, 355, 362].
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Chapitre 9

Les systµemes µa base de
connaissance en traitemen t des
images

L'¶evolution du traitement des imagesdepuis le bas niveau de traitement du signal jus-
qu'µa l'in terpr¶etation desscµenescomplexesconduit tout naturellement l'utilisateur µa prendre
de plus en plus en compte des connaissancesext¶erieures au simple signal d'image. Cette
¶evolution amµenedoncspontan¶ement lestechniquesdegestiondecesconnaissancesencontact
du traitement des images[247, 330]. Ce sont les m¶ethodes d¶evelopp¶eesen intelligence arti-
¯cielle et qui se sont appel¶eessuccessivement : systµemesexperts, KBS (Knowledge based
systems), systµemesmulti-agents, etc.

Cestechniquesont eu une forte in°uence sur le d¶eveloppement destechniquesde traite-
ment des images.Elles ont en particulier aliment¶e de tr µes importants projets dans le cadre
desprogrammeseurop¶eens.Nous nousproposonsde voir ici quelssont lesenseignements que
l'on peut tirer aujourd'hui de cesapproches. Une litt ¶erature abondante est pr¶esent¶ee plus
loin, mais quelquesrevuespermettent d'aborder le domaine [94, 117].

Les objectifs de cesm¶ethodessont les suivants :

1. repr¶esenter les connaissancesde fa»con d¶eclarative et non proc¶edurale comme dans
les algorithmes les plus classiquesdu traitement d'images. Exemple de connaissance
d¶eclarative : < Le riz pousseen r¶egion chaude et humide. >. Exemple de d¶eclaration
proc¶edurale :
{ if signal (i; j ) < seuil then f i; j g 2 Classer oute endif

2. s¶eparer les connaissancesen divers types:
{ lesconnaissancesfactuelless¶epar¶eesdesconnaissancesop¶eratoires.Exempledeconnais-

sancefactuelle : < Les nuagesd'altitude et la neige ont la même temp¶erature >.
Exemple de connaissanceop¶eratoire : < En imagerie Radar, l'eau sed¶etecte comme
une zone de tr µes faible signal >. Il est parfois d¶elicat de distinguer l'une et l'autre
connaissanceet c'est tr µes heureux car alors le passagede la connaissanceµa la mise
en ¾uvre est tr µes simple. Mais une donn¶ee peut-être op¶eratoire dans un domaine
(contexte limit ¶e, champ ¶etroit d'application) tandis qu'elle ne sera que factuelle
ailleurs. (Par exemple si l'on fait de la surveillance urbaine, la connaissance< Un
chien est un quadrupµede> est tr µesrapidement op¶eratoire pour reconnâ³tre leschiens,
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tandis qu'elle n'est que factuelle s'il s'agit de faire de l'analyse de scµene dans une
ferme ou un zoo).

{ les connaissancesparticuli µeres s¶epar¶ees des connaissancesg¶en¶erales. Exemple de
connaissanceg¶en¶erale : < Les contours sont port¶es par les hautes fr¶equencesdu
spectre >. Exemple de connaissanceparticuli µere : < Leschampsde bl¶e sedistinguent
deschapmsde maÄ³spar leur texture en imagerieSPOT-5 mais pasen SPOT-1 >. Lµa
encore,il faut souvent examiner le domained'in t¶er̂et pour d¶ecidersi une information
est particuli µere ou g¶en¶erale.

3. utiliser les mêmes connaissancepour servir des objectifs di®¶erents. ainsi. Dans la
r¶ef¶erence [214], oµu l'on se propose de faire de l'expertise de textes anciens, l'asser-
tion : < L'usagede la plume d'oie cr¶eedesjambagesplus ¯ns que l'usagedu calame1 >,
peut être utilis ¶eepour discriminer des styles dans un objectif de datation d'un docu-
ment inconnu (parcequecette assertionseraassoci¶eeµa une autre qui pr¶eciseque telle
p¶eriode a utilis ¶e tel instrument), mais aussi pour authenti¯er l'instrument d'un texte
connu mais d'une p¶eriode oµu les deux instruments ¶etaient en concurrence.

4. cr¶eer des m¶ecanismesde d¶eduction universels,donc r¶eutilisables. Ainsi, la d¶etection
descontours en imageriem¶edicalepourra servir pour desorganesdi®¶erents (donc dans
d'autres servicesd'un hôpital), voire en contr ôle de qualit¶e en imagerie industrielle.

5. garder des traces (justi¯catifs) desd¶eductions obtenues; il s'agit alors de < justi¯er >
le raisonnement appliqu¶e, a¯n, soit de le corriger dans une ¶etape de construction du
systµemeoµu desrµeglesnouvellessont n¶ecessairesµa la coh¶erence,soit de mettre en place
des techniques automatiques de gestion de con°it si le systµeme abouti par des voies
di®¶erentes µa desconclusionsincompatibles.

9.1 Un systµeme µa base de connaissance en bref

9.1.1 Sch¶ema d'ensem ble

Le sch¶emale plus souvent utilis ¶eest repr¶esent¶esur la ¯gure 9.1.On y trouve lesprincipales
fonctionnalit ¶es :

1. un systµeme d'in terfa»cage avec l'utilisateur qui permet de fournir les donn¶eesµa trai-
ter pour un problµeme donn¶e, sp¶eci¯er les rµeglesparticuli µeres,¯xer les objectifs d'une
session;

2. le systµemede supervision charg¶e de la gestion globale du systµeme.C'est lui qui ¯xe en
particulier la strat¶egiequi seraadopt¶eeen fonction du problµemeµa traiter, qui r¶esoud
descon°its s'ils sepr¶esentent et qui ¶evalue l'ad¶equation de la solution apport¶eeet de
l'ob jectif propos¶e pour arr¶eter les traitements. Le systµeme de supervision utilise des
< m¶eta-rµegles>, c'est-µa-dire des rµeglessur les rµegles, indiquant comment enchâ³ner
celles-cipour assurerl'ob jectif.

3. un moteur d'inf ¶erencequi active les rµeglesde traitement, selon un ordre qui d¶epend
de la stat¶egie adopt¶ee. Ce moteur d'inf ¶erencepeut s'appeler di®¶eremment selon les
contextes, systµemeexpert, systµememulti-agent, communaut¶e d'agents en interaction,
etc.

1 le calame est un bambou taill ¶e.
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4. et bien ŝur une basede connaissance.Elle contient deux familles di®¶erentes de connais-
sances:
{ les faits, d'une part, (pour le traiteur d'imageson trouvera ici les images,mais aussi

les ¶el¶ements particuliers du contexte : date et heure de la prise de vue, nom, ageet
ant¶ec¶edents du patient dans un suivi m¶edical, etc.),

{ les rµegles,d'autre part, qui indiquent comment cesfaits doivent être combin¶espour
d¶eduire de nouvellesconnaissances.

  dialogue

l'utilisateur
    avec

moteur

d'inférence

superviseur

base de connaissances

base de
règles

base de 
faits

Fig. 9.1 { Les grandesfonctionnalit ¶esd'un systµemeµa basede connaissances.

Le modµele de systµeme expert le plus utilis ¶e en traitement d'images reprend le sch¶ema
du < tableau noir > (black-board [174]). Le tableau noir est une zone partag¶ee par tous les
op¶erateurs du systµeme pour lire l'information µa traiter et d¶eposer l'information ¶elabor¶ee
au fur et µa mesure du fonctionnement du systµeme. L'information a±ch¶ee sur le tableau
noir est disponible pour toute op¶eration ult ¶erieure. Le tableau noir d'un systµemeexpert de
traitement d'imagesest souvent l'image elle-m̂eme,ou du moins une extensionde l'image en
de multiples couches, toutes r¶ef¶erenc¶eessur l'image, et chacune portant les r¶esultats d'une
famille d'op¶erateurs ou d'experts appliqu¶esµa une zonepr¶ecisede l'image (cf. ¯g. 9.2). Cette
assimilation simpli¯e consid¶erablement la repr¶esentation desconnaissancesdans les SBC de
traitement d'images.

9.1.2 Les ingr ¶edients des systµemes µa base de connaissances

De leur origine en intelligence arti¯cielle, les systµemesµa base de connaissanceen trai-
tement des images ont h¶erit¶e un outillage tr µes classique.Les entit ¶es manipul¶eessont par
exempledes framesou desprotot ypes,entit ¶esconstitu¶eesdescomposantes ¶el¶ementaires de
l'image, associ¶eesµa desattributs et li¶eespar desrelations.

protot ype = f composantes+ attributs + relationsg
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Les composantes sont assezg¶en¶eralement :
{ despoints isol¶esde l'image,
{ descontours,
{ desr¶egions.
Les relations s¶emantiques sont ellesaussiissuesde l'IA : "Part-Of", "Is-a", "Instance-of"

sont les plus classiques.Il est beaucoupplus compliqu¶e de mettre en ¾uvre des structures
plus complexespourtant fort utiles en traitement d'images comme les notions de "partie
cach¶ee", d'"om bre" de "repr¶esentation multi- ¶echelle", de "composante fr¶equentielle".

La partie la plus noble du systµeme µa basede connaissanceest l'¶etape d'inf ¶erence,c'est
µa dire de cr¶eation de faits nouveaux µa partir de ceux que l'on connâ³t d¶ejµa. Les techniques
de raisonnement ¶etaient initialement issuesde la logique despr¶edicats (If ... then ...). mais
ces outils qui n'admettent que des implications logiques rigoureusessont trop limit ¶eesen
traitement desimages.La n¶ecessit¶e de faire appel µa destechniquesplus complµetesde gestion
de l'incertain, prenant en compte l'incertitude et l'impr ¶ecisiondesdonn¶ees,ainsi que les ex-
ceptionsdanslesrµeglesde d¶eduction ont pouss¶e µa l'emploi de techniquesplus ¶elabor¶ees[230].
Lesrµeglesdeprobabilit ¶esont naturellement lesplus utilis ¶ees,et l'inf ¶erencebay¶esienneavecsa
rigueur d¶eductive est un excellent candidat pour le maintien de la coh¶erence.Lesprobabilit ¶es
ont conduit µa desextensionsfort utiles commeles r¶eseauxbay¶esiens[204].Malheureusement
c'est un candidat exigeant (il faut connaitre les probabilit ¶es jointes ou conditionnelles, ce
qui n'est g¶en¶eralement pas le cas); c'est ¶egalement un candidat limit ¶e car il gµere mal la
dualit ¶e incertitude/ignorance. Tout naturellement des techniques di®¶erentes de gestion de
l'incertain ont ¶et¶e utilis ¶eesdans les SBC : ensembles °ous, puis th¶eorie descroyances,mais
aussi gestion ad'hoc comme dans [323]. Ces techniques sont largement expliqu¶eesdans les
premiers chapitres de ce cours.

N¶eanmoinstoutes cestechniquessont avant tout desm¶ethodesde < d¶eduction > et s'op-
posent ainsi au raisonnement humain qui utilise spontan¶ement destechniques< d'induction >
qui permettent v¶eritablement d'innover dans la d¶eduction. un grose®ort restent µa faire pour
doter les systµemesexperts de techniques qui innovent v¶eritablement.

En¯n le contr ôle du systµeme est aussi un point tr µes discriminant des divers systµemesµa
base de connaissance.Les systµemesles plus r¶ecents proposent des techniques de contr ôle
r¶eparti, c'est µa dire oµu les divers experts disposent d'un certain libre-arbitre et ne partagent
pas un but commun. C'est de la conjugaisondes objectifs propres de chaque expert que la
solution ¯nale r¶esulte,et sonad¶equation µa notre intention d¶ecouled'un choix judicieusement
fait des int¶er̂ets des experts. Ainsi cessystµemesmulti-agents que l'on dit <en interaction >
parcequ'ils peuvent souvent collaborer (par exempleun suiveur de ligne exploitera le r¶esultat
d'un d¶etecteur de contours) mais aussitravailler en comp¶etition (par exempleon tentera une
segmentation par zoneet une segmentation par contours et on gardera le meilleur desdeux
r¶esultats) [150]. Dans les solutions plus classiques,un systµeme de supervision enchâ³ne les
t âchesdesexperts en fonction desobjectifs et desr¶esultats d¶ejµa obtenus. On distingue alors
desgrandesfamilles de systµemesqui separtagent en :

{ les systµemes guid¶es par les donn¶ees, qui assemblent par exemple des morceaux de
contours pour former deslignes,puis deslignespour former desobjets, puis etc. jusqu'µa
retrouver un objet connu. Clairement un tel systµemeest ais¶e µa programmer mais laisse
assezincertain sur l'ob jet de sesd¶ecouvertes.

{ les systµemesguid¶espar les buts, qui partent de l'hypothµesedu r¶esultat et recherchent
r¶ecursivement les ¶etapesant¶erieuresn¶ecessairesµa la pr¶esencede cette hypothµese.

202



régions

Tableau noir

alignements

. . . . . .

  expert

  expert

expert

superviseur

  expert

contours
  expert

fusion

textures

  expert

Fig. 9.2 { Le tableau noir est le lieu oµu sont a±ch¶es les r¶esultats du moteur obtenus par
la mise en ¾uvre des rµegles.Ces r¶esultats sont µa la disposition desautres experts pour des
utilisations ult ¶erieures. ici le systµeme expert est ¯gur ¶e comme un systµeme multi-exp erts,
chacun travaillant en parallµele desautres.

Ces derniers systµemessont bien adapt¶es µa r¶esoudredes t âches pr¶ecises(d¶etecter un objet
pr¶ecisdans une scµene,d¶etecter une pathologie donn¶eeen imagerie m¶edicale), ils sont moins
bien adapt¶esµa r¶epondre µa des t âchesouvertes(d¶etecter des incidents sur un quai de m¶etro,
construire une analysede scµene). Exp¶erimentalement les systµemescomportent souvent des
¶etapesguid¶eespar les donn¶eeset des¶etapesguid¶eespar les buts.

9.2 La structure d'un SBC pour la vision

Le protot ype d'un tel systµemeest bien repr¶esent¶e par le systµemeVISION de Hanson et
Rieseman[173]. Un sch¶ema assezsemblable est repris par de nombreux autres systµemes.

Le processusde traitement est s¶epar¶e en niveaux (cf. ¯gure 9.3) : classiquement un haut
niveau (niveau 3) qui contient les descriptions symboliques et les objets reconnus, puis un
niveau interm¶ediaire (niveau 2) qui contient desr¶egions,des lignes, des formes, en¯n le bas
niveau(niveau1) qui contient les imageset leurs pixels. Desop¶erateursutilisent desdonn¶ees
du niveaun ¡ 1 pour cr¶eer l'information du niveaun. En sensinversedesrequµetessont faites
par le niveaun au niveaun ¡ 1 pour accomplir un certain nombre de t âchesn¶ecessairesµa sa
prise de d¶ecision. En permanence,des processusfonctionnent ¶egalement au sein de chaque
niveau pour organiseret ordonner l'information.

9.2.1 R¶eseaux s¶emantiques

L'un desoutils les plus employ¶espour raisonner dans l'univ ers du traitement desimages
est les r¶eseauxs¶emantiques qui dressent des structures relationnelles entre les divers types
d'objets que l'on rencontre dans la scµeneet entre leurs constituants.

Un r¶eseaus¶emantique est constitu¶e d'un ensemble d'objets (frames ou protot ypes) qui
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Description symbolique 
des objets et des scènes

Description symbolique 
des régions, des formes et
des lignes

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 3

Image, pixels, données

Segmentation

Extraction

focalisation

fusion
hypothèses

mise en correspondance

organisation perceptuelle

resegmentation

redétection

inférence

déduction

organisation

division

stéréo
mouvement

groupement

Fig. 9.3 { Sch¶ema de princip e d'un systµeme µa basede connaissances.Cette repr¶esentation
est inspir¶eede VISION.

portent la s¶emantique de la scµene(voir ¯gure 9.4). Chaqueobjet a desentr ¶ees(g¶en¶eralement
nourries par d'autres objets) il associe cesentr ¶eesau moyen d'un op¶erateur plus ou moins
¶elabor¶e (cela va de la formule logique la plus simple µa des op¶erations complexescomme
peuvent le faire les agents). Le r¶esultat de cette op¶eration est ensuite transmis pour les
autres objets qui s'en servent autant que de besoin.

contours longs contours courts

image brute

contour fin

lignes parallèles

polygones

coins

rectangles courts rectangles longs

détection de champs

maisons

routes champs

dètecteur de Deriche détection de coins

détection de polygones

détection de parallèles

suivi de contour

détection de rectangles

détection de routes
détection de maisons

Fig. 9.4 { Exemple de r¶eseaus¶emantique pour l'analyse d'images a¶eriennes. Les objets
¶el¶ementaires sont desop¶erateurs classiquesde traitement des images,les "protot ypes" sont
des¶el¶ements plus ou moins aboutis de l'in terpr¶etation de la scµene.

Lorsque l'on est dirig¶e par les buts, on recherche les chemins permettant de passerde
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l'information disponible (initialement l'image brute) aux buts (par exemple d¶etecter des
maisons). Une ¶evaluation des divers chemins permet de proposer la strat¶egie du systµeme
expert (c'est-µa-dire l'enchainement desrµeglesµa appliquer), ainsi quedessolutionsderechange
en casd'¶echec.

Lorsqu'on est pouss¶e par les donn¶ees,le r¶eseaus¶emantique permet de maintenir l'arb o-
rescencedeshypothµeseet d'¶eviter les bouclagesou les parcours inutiles.

9.2.2 R¶eseaux bay¶esiens

Lesr¶eseauxbay¶esienssont une structure enrichie desr¶eseauxs¶emantiques qui remplacent
les relations logiquesentre objets par desrelations probabilistes qui permettront de lesg¶erer
au sein d'un systµemede d¶eduction bay¶esienne[187, 75]. Dans un r¶eseaubay¶esien,l'entr ¶eeE
d'un objet, de valeur e est reli¶ee µa la sortie S de valeur s par une probabilit ¶e (probabilit ¶e
que la sortie S prenne la valeur s sachant que l'entr ¶eeE a la valeur e) :

P(S = sjE = e)

Les r¶eseauxbay¶esienspermettent de calculer les probabilit ¶esdesdiversesobjets, aussibien
de fa»con ascendante (µa partir despr¶emisses,en appliquant les probabilit ¶esci-dessus)que de
fa»con descendante (µa partir desconclusions)en utilisant lesprobabilit ¶esinversesd¶eduitesde
la rµeglede Bayµes:

P(E = ejS = s)

Au cours du fonctionnement du systµeme expert, chaque nouvelle d¶eduction issue de
l'application d'un op¶erateur a donc pour cons¶equerncede remettre µa jour l'ensemble des
con¯ancesque nous avons dans les autres protot ypesd¶ejµa d¶etect¶es.

Le fonctionnement desr¶eseauxs¶emantiques posent plusieurs problµemesd¶elicats :
{ tout d'abord il convient de fournir au systµeme les probabilit ¶es jointes, ceci est une

t âche tr µeslourde et d¶elicate car on peut ais¶ement biaiser les probabilit ¶espar deschoix
erron¶es.

{ d'autre part un r¶eseaus¶emantique a un comportement naturellement combinatorial
comme nous venons de le voir, ce qui entra ³̂ne des couts inacceptablesen temps de
calcul [90].

9.3 Bibliographie th ¶ematique commen t¶ee

9.3.1 Les grandes familles de systµemes exp erts pour le traitemen t d'images

On peut distinguer 3 grandesclassesde systµemesµa basede connaissanceen traitement
d'image, en fonction du type d'expertise qu'ils convoient :

1. les experts d'un domaine technique : Ils disposent d'une biblioth µeque de fonctions
de traitement d'images (d¶etection de contours, seuillage, classi¯cation, etc.) qui est
mise au service d'une probl¶ematique th¶ematique sp¶eci¯que : l'imagerie sismique (Pi-
tas), l'analyse des radiographies pulmonaires (Angy [323]), l'imagerie cardiaque [323,
258, 274, 6, 343], l'analyse desgalaxies,(SystµemeOCAPI [331]) la reconnaissancedes
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textes h¶ebreux anciens [213, 212, 214], la surveillance des forêts (Goldberg), les des-
sins industriels ([188] ou Redraw [8] ou Celestin [342] ou Mirab elle [232]). La base
de connaissancesporte essentiellement sur le domaine th¶ematique et a ¶et¶e recueilli
auprµesd'experts (m¶edecins[66], g¶eologues,linguistes, etc.). Les enchâ³nements d'algo-
rithmes de traitement des imagessont assez̄ g¶es en fonction des sc¶enarios envisag¶es,
mais les connaissancessp¶ecialis¶eessont tr µes pouss¶eeset conduisent µa des conclusions
tr µes proches d'un diagnostic et g¶en¶eralement au delµa des comp¶etencesd'un traiteur
d'images.

2. Les systµemesd'in terpr¶etation de scµene: Ils sont sp¶ecialis¶esdans la perception de notre
environnement, c'est µa dire dans des t âches qui allient vision et description de scµene.
Ils disposent donc d'expertise en g¶eom¶etrie tridimensionnelle, g¶eom¶etrie projective,
description des objets, en particulier pour les univers construits par l'homme, form¶es
d'objets polyµedriques(vision proche) ou lespaysages(imagerie a¶erienneet satellitaire)
fusion de capteurs, recalage: systµeme Vision de Hanson [174, 173], systµeme Messie
de Giraudon [151, 85, 215, 182, 181], systµemeSPAM de McKeown [239, 238], systµeme
SigmadeMatsuyama[236],systµemeICARE deDesachy [108,364].La th¶ematiquen'est
pastr µespr¶ecisede cessystµemes.Lesexperts d'imagerie a¶erienne[319, 210,292]peuvent
par exempleêtre utilis ¶espour la cartographie [170,295]ou pour la surveillance [82] ou
pour la plani¯cation de tra jectoire. Les connaissancesth¶ematiquessont r¶eduites, mais
les connaissancesexpertes sont cellesd'un observateur exp¶eriment¶e, dou¶e d'une solide
experiencede l'observation du type d'image particulier consid¶er¶e. Il y a ¶egalement une
bonne basede traitement desimagesavec descomposantes sp¶eci¯ques pour les images
multisp ectrales,pour le Radar et l'imagerie IR.

3. Les systµemes experts de traitement des images : Ces systµemes lµa sont experts des
op¶erations de basede traitement d'image [290, 87] : ils connaissent tr µes pr¶ecis¶ement
comment choisir les seuils de d¶ecision en fonction du bruit dans l'image et comment
¶evaluer cebruit, comment enchâ³ner lesalgorithmes de base,comment sortir dessitua-
tions d'¶echec pour dest âches¶el¶ementaires commela segmentation desimages[148]ou
la reconnaissancede textures. Cesont par exemplelessystµemesdeL¶evineet Nazif (Seg-
mentation par contours et r¶egions [254, 255]), de L¶evy-V¶ehel : Arth ur (classi¯cation
destextures [242]), LLVE (segmentation, [236]).

9.3.2 Articles g¶en¶eraux sur la gestion des connaissances et leur repr ¶esentation

Repr¶esentation desconnaissanceset raisonnement : [5, 59, 79, 83, 102, 99, 140, 139, 173,
176, 210, 221, 264, 290, 331, 175, 318, 267, 65, 257, 296, 157].

Raisonnement spatial : [7, 69, 91, 102, 364, 40, 39, 58, 179, 326].

Systµemesmulti- agents : [20, 68, 63, 62, 103, 331, 142, 251, 319].

Apprentissage: [76, 237, 331, 73].

9.3.3 Applications th ¶ematiques

Imagerie a¶erienneet satellitale : [76, 151, 181, 182, 210, 215, 236, 238, 239, 86, 85, 108,
143, 293, 170].

Imagerie m¶edicale,biologie : [70, 307, 258, 323, 343, 6, 66].
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Reconnaissancedescaractµeres,traitement desdocuments : [232, 213, 259, 212, 342, 188,
8].

Vision pour l'industrie, vision en robotique : [20, 69, 221, 331, 251, 222, 157, 292].

Traitement des images: [254, 255, 148, 292]
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[58] I. Bloch and H. Mâ³tre. Extending Adjacency to Fuzzy Sets for Coping with Impre-
cise Image Objects. In Accepted to ICIAP'97 , volume I, pages30{37, Florence, Italy ,
September 1997.

[59] I. Bloch and H. Maitre. Fusion of Image Information under Imprecision. B. Bouchon
Meunier Ed. , SeriesStudies in Fuzziness,Physica Verlag, Springer, 1997.
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