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4.2.3 Intégrales floues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2.4 Mesures d’ensembles flous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.2.5 Mesures de flou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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5.3.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.3.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.3.3 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.3.4 Conclusion et extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.4 Topologie floue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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9.1.2 Les ingrédients des systèmes à base de connaissances . . . . . . . . . . 201

9.2 La structure d’un SBC pour la vision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Chapitre 1

Introduction

Ce cours présente les méthodes avancées de traitement d’images, des méthodes de rai-
sonnement, de fusion et de gestion de l’incertain. Ces approches sont indispensables dans la
plupart des applications où la complexité des informations à traiter et des objectifs poursui-
vis nécessitent de compléter les méthodes classiques d’analyse et de traitement d’images par
des méthodes de haut niveau. Cette complexité peut résulter de la géométrie des images, des
informations qu’elles contiennent, de l’agencement spatial des structures dans les images, de
la multiplication des modes d’acquisition des images, de leurs imperfections et hétérogénéités.
Ce cours s’attaque à ces difficultés et présente des solutions ainsi que leurs évolutions les plus
récentes. Il montre également comment aborder des problèmes complexes de modélisation
d’informations dans les images, d’interprétation de scènes, de fusion d’images, de raisonne-
ment et de prise de décision dans les images.

Le chapitre 2 présente la problématique de la représentation de connaissances impar-
faites en traitement d’images et introduit brièvement les principales classes de méthodes
qui seront reprises dans les chapitres suivants. Le chapitre 3 donne un point de vue histo-
rique sur les probabilités, permettant de mettre en évidence l’évolution du formalisme et
du type de connaissances manipulées dans ce cadre. Le chapitre 4 présente les bases de la
théorie des ensembles flous et des possibilités. Leur utilisation en traitement d’images pour
modéliser et manipuler l’information spatiale imprécise est décrite dans le chapitre 5. La
multiplication des systèmes d’acquisition d’images, la diversité des sources d’informations
et leur complémentarité ont fait émerger le thème de la fusion d’informations en traitement
d’images. Le domaine de la fusion d’informations connâıt depuis plusieurs années une forte
évolution, rapide et foisonnante. Après une phase de questions, de discussions, voire d’erre-
ments, où le domaine de la fusion en traitement du signal et des images n’était pas bien défini,
nous sommes maintenant arrivés à une bonne mâıtrise des outils de base (souvent importés
d’autres domaines) et il est désormais possible d’une part de mener des applications de bout
en bout, et d’autre part de développer des outils plus complexes et plus sophistiqués [322].
Il reste néanmoins beaucoup de travail théorique à conduire pour élargir les bases de ces
méthodes et de travaux expérimentaux pour en valider l’utilisation. Les principes généraux
de la fusion sont décrits dans le chapitre 6 et les spécificités en traitement d’images sont
résumées dans le chapitre 7. Les deux chapitres suivants présentent les principales classes de
méthodes de fusion d’informations, numériques dans le chapitre 8, et symboliques dans le
chapitre 9. Le premier décrit les méthodes s’appuyant sur les théories des probabilités, des
ensembles flous et des possibilités, et des fonctions de croyance. Le second s’intéresse aux
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systèmes à base de connaissances, aux formalismes logiques, et présente quelques éléments
de raisonnement spatial.
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Chapitre 2

Représentation des connaissances
et incertitude

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons succinctement les différents modes de représentation
de l’information et des connaissances utilisés en traitement et interprétation des images.
Les représentations numériques reposant sur les théories des probabilités, des fonctions de
croyances, des ensembles flous et des possibilités seront reprises de manière plus détaillée
dans les chapitres 3, 8, 4 et 5. Les systèmes à base de connaissances, qui permettent de
structurer les informations, les connaissances et les modes d’inférence pour les combiner
seront présentés dans leurs grandes lignes au chapitre 9. Les approches symboliques, ainsi
que les modes de raisonnement dans différentes logiques, seront juste mentionnées. Elles
sortent du cadre numérique, cependant leurs propriétés mériteraient que l’on s’y intéresse
plus en image, en particulier dans le cadre de la fusion d’informations.

2.2 Traitement de l’information

Nous considérons l’information au sens le plus large. Ainsi, le terme information s’ap-
plique à tout élément susceptible d’être codé pour être conservé, traité ou communiqué [131].
En traitement et interprétation des images, il s’agit le plus souvent d’informations attachées
à des mondes réels (observations, mesures, connaissances génériques sur des phénomènes
réels, etc.), mais il peut s’agir également de mondes virtuels, dans l’expression des buts de
l’utilisateur, et de ses préférences.

Cette notion générique se divise classiquement en deux catégories, celle des connaissances,
faisant référence à des classes d’objets, et celle des données, correspondant à des cas, faits,
ou objets particuliers.

Selon la distinction proposée dans [131], l’information peut être constituée de données,
de faits, et concerne alors une situation particulière bien déterminée (il y a une forêt à
cet endroit). Elle peut également porter sur l’existence (ou sur une autre propriété) d’une
situation indéterminée (il existe des régions recouvertes de forêts). Constituée de données
statistiques, de prototypes ou d’exemples typiques, elle porte sur un ensemble de situations
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particulières. Enfin, s’il s’agit de classes de situations, elle prendra la forme de contraintes,
règles génériques, avec ou sans exceptions, de connaissances générales.

Les informations manipulées sont le plus souvent imparfaites. C’est d’ailleurs dans ces
imperfections que se trouve une des raisons d’être de la fusion comme nous le verrons au
chapitre 6. Ces imperfections se manifestent sous de multiples formes : ambigüıté, biais, bruit,
incomplétude, imprécision, incertitude, incohérence et conflit... Il faut y ajouter le caractère
variable et évolutif des informations relatives au monde dynamique.

Nous reviendrons largement sur ces imperfections au chapitre 6, et les particulariserons
ensuite dans le chapitre 7 pour les images. En résumé, elles sont dues :

– aux phénomènes observés ;
– aux limites des capteurs ;
– aux algorithmes de reconstruction et de traitement ;
– au bruit ;
– au manque de fiabilité (souvent dû aux limites précédentes) ;
– au mode de représentation ;
– aux connaissances et concepts manipulés.
Il est particulièrement important d’inclure ces imperfections dans les représentations et

dans les modes de raisonnement.

Les problématiques de l’interprétation d’images et de la fusion rejoignent celles du trai-
tement de l’information en général [131]. Il s’agira ainsi de :

– représenter l’information (afin de la mettre sous forme utile) ;
– stocker, retrouver, expliciter l’information ;
– exploiter l’information pour décider et agir ;
– communiquer l’information.
La difficulté de la résolution de ces problèmes est bien sûr accrue en raison des imperfec-

tions. Pour cela, trois positions peuvent être adoptées :

1. une première attitude consiste à éliminer les imperfections autant que possible. Cela
passe par exemple par l’amélioration des capteurs et la multiplication des acquisitions ;

2. une deuxième action possible est de tolérer l’imprécision en produisant des algorithmes
et des programmes robustes, et en les associant à des procédures pour réparer les
échecs ;

3. la troisième possiblité est de raisonner avec l’imperfection. Celle-ci est alors considérée
comme un type de connaissance ou d’information, et sa prise en compte nécessite de
la modéliser, de développer des modes de raisonnement approximatif, et d’utiliser des
métaconnaissances, c’est-à-dire des connaissances sur ces imperfections.

Nous privilégions ici la troisième approche, qui met en œuvre explicitement des techniques
de fusion d’informations et de décision.

2.3 Représentations numériques de connaissances imparfaites

Les principales théories numériques permettant de représenter les connaissances impar-
faites et de raisonner à partir de celles-ci sont :

– les probabilités (chapitre 3) ;
– les fonctions de croyance (chapitre 8) ;
– les ensemble flous et les possibilités (chapitre 5).
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Dans les représentations probabilistes, le langage est constitué de distributions de pro-
babilités sur un référentiel. Elles permettent de prendre en compte de manière rigoureuse
des incertitudes aléatoires ou stochastiques. Il est plus difficile de rendre compte des autres
formes d’imperfections, à la fois formellement et sémantiquement. L’inférence bayésienne,
souvent utilisée en fusion dans les domaines qui nous intéressent, permet un raisonnement
abductif (les différents types d’inférence sont présentés dans la section 2.6).

La théorie des fonctions de croyances (ou théorie de Dempster-Shafer [302]) repose sur
un langage défini par des fonctions (appelées dans ce cadre fonctions de masse, de croyance
et de plausibilité) sur l’ensemble des parties du référentiel. Les représentations permettent de
tenir compte à la fois de l’imprécision et de l’incertitude (y compris sous sa forme subjective),
de l’ignorance, de l’incomplétude, et donnent accès au conflit. L’inférence par la règle de
Dempster réalise une agrégation de type conjonctif des informations combinées.

Dans la théorie des ensembles flous et des possibilités [120, 126, 358, 361], le langage est
formé de sous-ensembles flous du référentiel ou de distributions de possibilité sur celui-ci. Il
permet de représenter des informations qualitatives, imprécises, vagues. L’inférence se fait
par des règles logiques (ou leur équivalent sous forme numérique), réalisant essentiellement
un raisonnement de type déductif, pouvant être qualitatif.

Nous reviendrons en détails sur ces trois théories dans les chapitres suivants, mais dès
maintenant il faut retenir que :

– elles ne modélisent pas exactement les mêmes concepts ni les mêmes aspects de l’in-
formation ;

– elles n’ont pas la même sémantique ;
– elles n’ont pas le même pouvoir de représentation ;
– elles n’ont pas le même pouvoir de raisonnement.
En particulier les deux premiers points font qu’il est illusoire et trompeur de vouloir

comparer leur performances sur les mêmes applications1.

Ces constatations sont également une motivation pour des techniques hybrides de représen-
tations, permettant de représenter simultanément des informations dont les types d’imperfec-
tions sont différents. On peut ainsi définir des probabilités d’événements flous, des fonctions
de croyances de sous-ensembles flous, etc. Cependant ces approches sont encore peu exploitées
en fusion d’informations.

2.4 Représentations symboliques de connaissances imparfaites

L’intelligence artificielle est classiquement définie (dans les travaux de Minsky et de
McCarthy par exemple) de deux points de vue :

– du point de vue cognitif : il s’agit de construire des modèles calculables de processus
cognitifs, donc des programmes simulant les performances humaines ;

– du point de vue informatique et d’ingénieur : il s’agit d’affecter aux ordinateurs des
tâches qui seraient considérées comme intelligentes si elles étaient effectuées par des
humains, donc d’étendre les capacités des ordinateurs.

De l’intelligence artificielle sont nées des représentations symboliques des connaissances.
Le domaine de la représentation de connaissances (knowledge representation) se caractérise
par :

1Cela explique en partie les conclusions contradictoires que l’on trouve à ce sujet dans la littérature.
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– la définition d’une représentation comme un ensemble de conventions syntaxiques et
sémantiques pour décrire un élément de connaissance ;

– des représentations logiques (dont l’expressivité dépend de la logique utilisée, voir
section 2.6) ;

– des représentations compactes (seules les propriétés et caractéristiques pertinentes sont
explicitées) ;

– une facilité de manipulation ;
– ce qui est important est effectivement explicite.
La plupart des données manipulées dans les domaines de l’image sont analogiques ou

numériques. Les représentations analogiques nécessitent une description complète du monde.
Le passage à des représentations logiques, moins coûteuses, plus compactes, nécessite une
conversion de l’analogique vers le symbolique.

Les exigences des représentations symboliques se situent à plusieurs niveaux :
– au niveau ontologique : tous les concepts importants doivent être pris en compte ;
– au niveau épistémique : on ne doit pas être obligé d’exprimer ce qui n’est pas connu ;
– au niveau computationnel : la représentation doit permettre un calcul efficace des

propriétés exprimées.
Les deux premiers niveaux induisent des contraintes sur le langage et le troisième sur les

mécanismes d’inférence.

La communauté de la représentation de connaissances (symbolique) s’intéresse au rai-
sonnement non monotone, au raisonnement automatique, aux logiques de description, aux
représentations subjectives (préférences, souhaits...), aux ontologies, etc. [278]. Plus près de
notre propos, elle s’intéresse également à l’apprentissage, à l’intégration et la fusion de bases
de connaissances, à la décision et au diagnostic, au raisonnement temporel et spatial, à la
représentation des actions et à la planification. Il y a sans aucun doute des pistes à explorer
dans ce sens.

2.5 Systèmes à base de connaissances

Les systèmes à base de connaissances seront décrits dans le chapitre 9. Précisons ici ce
qui relève plus particulièrement de la représentation des connaissances.

De tels systèmes peuvent être vus comme des extensions des systèmes experts classiques,
en permettant des modes différents de représentation des connaissances et de raisonnement.

La construction d’un système à base de connaissance implique des acteurs ayant trois
rôles distincts :

– l’utilisateur remplit la base de faits avec les données à traiter ;
– l’expert construit la base de connaissances ;
– le développeur construit le moteur d’inférence et la stratégie de raisonnement.
Parmi les différents types de connaissances représentées dans ces systèmes, on distingue

les connaissances :
– déclaratives (comment sont les choses) ;
– procédurales (comment on fait) ;
– épisodiques (relatives à l’expérience précédente) ;
– et les métaconnaissances (connaissances sur la connaissance).
Il est en général extrêmement difficile de passer d’un type de connaissance à l’autre (et
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même souvent impossible) et donc ces connaissances sont par essence bien différentes et
peuvent toutes être nécessaires.

Le contrôle consiste à rechercher des chemins entre les connaissances initiales et les
buts, par des techniques de châınage avant (application de règles d’inférence lorsque de
nouvelles données sont déclarées, les conséquences pouvant alors déclencher de nouvelles
règles d’inférence), ou châınage arrière (application de règles d’inférence lorsque de nouvelles
requêtes sont formulées, les prémisses non encore vérifiées de ces règles conduisant alors au
déclenchement de nouvelles règles).

Les exemples les plus classiques de systèmes à base de connaissances comportent :
– les règles de production ;
– les frames ;
– les réseaux sémantiques ;
– les systèmes avec incertitude : Mycin [307], etc.
Les systèmes de règles de production (de la forme si... et/ou... alors...) sont des systèmes

faciles à adapter ou à étendre et dont le fonctionnement et les résultats peuvent être faci-
lement expliqués. Ils ont l’inconvénient d’une représentation fragmentée de la connaissance
induisant un manque d’efficacité. Leur pouvoir d’expression dépend essentiellement du type
de logique utilisée. Par exemple la logique du premier ordre ou des prédicats permet de ma-
nipuler des variables et des quantificateurs, par opposition à la logique propositionnelle où
tout est constant.

Les frames constituent une forme déclarative de systèmes à base de connaissances, dans
lesquels une liste d’attributs ou de propriétés est assortie de caractéristiques et de valeurs
de ces caractéristiques. Ils trouvent leur utilité dans la description de concepts généraux, de
classes d’objets. Des liens hiérarchiques, d’héritage, de spécialisation et d’instanciation per-
mettent de manipuler des classes de granularités différentes. Ces systèmes sont le plus souvent
statiques, mais une certaine dynamique peut y être introduite en affectant des procédures
aux attributs.

Les réseaux sémantiques s’appuient sur une représentation graphique de la base de
connaissances, dans laquelle les nœuds représentent les concepts et les objets, et les arcs
représentent des relations. Les règles d’inférence s’appuient sur des propriétés d’héritage
lorsque l’on passe par des arcs d’une classe à une classe plus spécifique. Ces réseaux sont
beaucoup utilisés pour le traitement du langage naturel par exemple.

En vision et en traitement d’images, où l’on opère dans des environnements incomplètement
spécifiés et seulement partiellement connus, on trouve des exemples de systèmes à base de
connaissances essentiellement pour la supervision de programmes [85, 255, 331] et pour l’in-
terprétation d’images [108, 152, 174, 236, 238].

En vision, des tâches spécifiques de focalisation et adaptation (avec leurs mécanismes
attentionnel, de révision ou réparation et de maintien de la cohérence), de coopération et
fusion (confrontative, augmentative, intégrative), de coordination (délibérative, réactive, op-
timale) sont ajoutées aux systèmes à base de connaissances. Ces approches sont détaillées
dans [149] et ne sont pas reprises ici.
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2.6 Modes de raisonnement et inférence

Les modes d’inférence utilisés dans les systèmes à base de connaissances sont plus variés
que dans les systèmes experts classiques. On distingue les modes suivants :

– la déduction, qui fournit des conséquences à partir de faits (par exemple si la base de
faits contient A et la proposition A→ B, alors on peut déduire B) ;

– la contraposition permet de raisonner sur les non-observations (par exemple si l’on a
A→ B et non B, on peut inférer non A) ;

– l’abduction cherche à remonter aux causes expliquant les observations (par exemple de
A→ B et de l’observation de B, on infère que A est une cause possible de B) ;

– l’induction permet d’inférer des règles à partir d’observations régulières ou habituelles
(par exemple, si l’on a B à chaque fois que l’on a A, on peut inférer A→ B) ;

– la projection fournit des conséquences à partir d’actions (si la base de faits contient la
proposition A→ B et que l’on fait A, on s’attend à ce que B soit réalisé) ;

– la planification établit les actions à effectuer pour attendre des buts (si l’on veut B et
que la base contient A→ B, alors on infère l’action A).

Ces deux derniers modes d’inférence sont particulièrement développés dans les systèmes
à base de connaissances embarqués, tels que ceux qui sont utilisés par exemple en robotique
mobile [289].

L’interprétation d’images et la fusion d’informations imposent souvent de faire appel
à différents modes de raisonnement, afin de mieux saisir et représenter les finesses et les
subtilités du raisonnement humain.

En raisonnement monotone, l’obtention de plus d’informations conduit naturellement à
plus de conclusions : si d’une base KB on déduit A, on déduira également A de KB ∪
B. Les logiques classiques, propositionnelle et du premier ordre, relèvent de ce mode de
raisonnement.

En raisonnement non monotone, une nouvelle information peut invalider des conclusions
précédentes. En présence d’informations et de connaissances imparfaites comme c’est le cas
en fusion d’informations, les sources de non-monotonie dans le raisonnement viennent es-
sentiellement des hypothèses et des restrictions qui sont effectuées. Celles-ci sont nécessaires
pour pouvoir raisonner, mais peuvent être remises en cause si de nouvelles informations ou
éléments de connaissance sont disponibles. Ces hypothèses à la source de la non-monotonie
comportent :

– l’utilisation de propriétés typiques ;
– les exceptions possibles ;
– l’hypothèse de monde fermé, sur laquelle nous reviendrons en particulier dans le cha-

pitre 8.
Les logiques non monotones reposent sur des notions de préférence (quel monde, quelle

situation sont plus « normaux » que d’autres, quels sont les buts préférés si tous ne peuvent
être atteints...), de changement ou révision de croyances (les fameux postulats AGM [4]), et
bien sûr sur un certain nombre de postulats gérant la non-monotonie, appelés postulats de
rationalité. Un exemple de tels postulats, de monotonie « prudente » exprime que si une
base KB permet de déduire A → B et permet de déduire C, alors elle permet de déduire
A ∧ C → B.

Les notions de contingence, de vérité nécessaire ou possible, ne sont pas bien représentées
en logique classique. Manipuler de tels concepts implique l’introduction de modalités dans
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la logique. Les logiques modales [78, 183] permettent de raisonner sur des propositions A (A
est vrai), 2A (A est nécessaire), 3A (A est possible). Des formes numériques de ces notions
se retrouvent dans la théorie des fonctions de croyance en termes de croyance et plausibilité
(voir chapitre 9) et dans la théorie des possibilités en termes de nécessité et possiblité (voir
chapitre 5). Nous ne détaillerons pas les acceptions logiques de ces notions dans cet ouvrage.

Enfin, les notions d’imprécision et d’incertitude, dont nous avons déjà beaucoup parlé,
peuvent être représentées dans les logiques floues et possibilistes, dont nous donnerons un
aperçu au chapitre 5.
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Chapitre 3

Probabilités : point de vue
historique

Parmi les méthodes de représentations des connaissances, les méthodes numériques cher-
chant à modéliser l’imprécision et l’incertitude des données et de la connaissance sont lar-
gement employées pour des problèmes aussi variés que l’agrégation multi-critères, la com-
binaison de témoignages, ou encore la fusion d’images hétérogènes. Les méthodes probabi-
listes sont certainement les plus populaires, mais suscitent pourtant encore de nombreuses
polémiques, en particulier entre approches fréquencistes1, objectivistes, et approches subjec-
tivistes. Si les subjectivistes semblent prendre le pas dans de nombreux domaines, les prin-
cipes fréquencistes sont souvent d’une grande utilité pratique, en particulier dès qu’il s’agit
d’apprendre une loi sur de grands échantillons, par exemple pour reconnâıtre des cultures
dans une image aérienne.

Un parcours historique des différentes acceptions des probabilités permet d’expliquer les
origines de ces polémiques et montre que le choix d’une approche peut être raisonné et
justifié par le problème posé et l’interprétation que l’on souhaite donner aux probabilités.
La partie 3.1 sera consacrée à ce point de vue historique et la partie 3.2 à la caractérisation
des différentes classes de probabilités. Nous nous sommes pour cela largement inspirés des
articles de synthèse cités en référence.

Il est remarquable que l’hypothèse d’additivité des probabilités2, aujourd’hui communément
admise, n’est apparue que très tard. Cette hypothèse est posée de manière axiomatique dans
la théorie de Kolmogorov. Cependant les travaux de Cox montrent que ces « axiomes »
peuvent être déduits d’un certain nombre de postulats de base dictés par l’intuition (partie
3.3).

Dans la partie 8.1.8, nous donnerons quelques exemples montrant les limites des proba-
bilités additives, dues aux contraintes souvent trop fortes qu’elles imposent. La modification
des postulats de base pour dépasser ces limites conduit à des théories numériques différentes,
ne satisfaisant plus les mêmes propriétés, et on retrouve ainsi des approches telles que les

1On trouve aussi le terme de « fréquentiste » dans la littérature, et il semble qu’il n’y ait pas encore de
consensus sur cette terminologie.

2La relation d’additivité exprime que pour deux événements A et B exclusifs, la probabilité de la réunion
notée A+ B vaut p(A+ B) = p(A) + p(B). En particulier, on en déduit que p(A) + p(Ā) = 1, où Ā désigne
le contraire de A (ou son complémentaire en termes ensemblistes).
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ensembles flous ou la théorie des croyances de Dempster-Shafer (voir chapitre 8). Il a souvent
été reproché à cette dernière que la règle de combinaison orthogonale de Dempster n’avait pas
de justification théorique. Plusieurs auteurs ont répondu à ces critiques, et nous présenterons
dans le chapitre 8 (section 8.2.6) les arguments de Smets, permettant de déduire cette règle
d’axiomes plus facilement justifiables. Nous établissons ensuite les liens entre ces axiomes et
ceux de Cox, expliquant ainsi les origines des différences entre les deux théories.

3.1 Les probabilités dans l’histoire

Ce sont les travaux de Shafer, et en particulier ses remarquables articles synthétiques
d’histoire des sciences [303, 304], qui ont motivé cette étude. Nous nous en sommes largement
inspirés dans la présentation historique qui suit. Ils en constituent la base, et des compléments
ont été apportés à partir des articles ou ouvrages [93, 105, 126, 164, 180, 185, 186, 192, 256,
320, 333].

3.1.1 Avant 1660

Dès l’antiquité apparâıt l’opposition entre connaissance et opinion, que l’on trouve en par-
ticulier chez Platon, autour des années 400 avant notre ère, et des termes comme nécessaire,
possible, probable commencent à être définis. On trouve par exemple chez Aristote (au-
tour des années -350) des assertions du type « si un événement est nécessaire, c’est que
son contraire est impossible » (il faudra attendre la théorie des possibilités pour que soit
développée une théorie cohérente capable de modéliser cette phrase) ou encore « le probable
est ce qui se passe habituellement » (faisant référence à la répétition de phénomènes, base de
la théorie fréquenciste). Les anciens distinguaient trois catégories epistémologiques. Dans la
première, une connaissance certaine est possible. Cela correspond à la notion de connaissance
ou de science chez Platon. La deuxième catégorie comprend les événements pour lesquels une
connaissance probable est possible. On retrouve ici la notion d’opinion de Platon, et ainsi
la probabilité apparâıt comme un attribut de l’opinion. La troisième catégorie, absente de
la philosophie de Platon, correspond aux événements pour lesquels aucune connaissance
n’est possible, donc au domaine de l’aléatoire. Ce terme s’entend dans le sens de l’exclusion
de régularité statistique. Transposées en termes plus modernes, ces notions correspondent,
nous semble-t-il, à celles de déduction pour la première catégorie, et d’induction pour la
deuxième. La troisième correspondrait à des phénomènes ne suivant (apparemment) aucune
loi prédictible ou apprise. Cette troisième catégorie semble exclure toute possibilité d’une
théorie mathématique des chances.

Ces notions restent toutefois très primitives et aucune théorie n’est encore développée.
Cependant leur importance est incontestable puisqu’elles sont liées à la théorie de la connais-
sance, considérée comme essentielle, et dont se préoccupaient beaucoup les philosophes. Le
fait que les probabilités soient considérées comme « guide de la vie » par Cicéron (-60) l’at-
teste. Il est difficile de résister ici au plaisir de reprendre ces quelques phrases de Sénèque,
citées dans [234] :

Voici en quoi nous ne sommes pas d’accord avec les Étrusques, spécialistes de l’in-
terprétation des foudres. Selon nous, c’est parce qu’il y a collision de nuages que la foudre
fait explosion. Selon eux, il n’y a collision que pour que l’explosion se fasse. Comme ils rap-
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portent tout à la divinité, ils sont persuadés, non pas que les foudres annoncent l’avenir parce
qu’elles ont été formées, mais qu’elles se forment parce qu’elles doivent annoncer l’avenir.
(Sénèque, Questions Naturelles, II, 32).

Ces phrases illustrent bien le caractère subjectif de l’opinion : il est impossible d’imaginer
une expérience qui permettrait de prouver ou de réfuter l’une ou l’autre de ces opinions.
Elles illustrent aussi la différence entre causalité et liens logiques, souvent confondus. Les
probabilités traduisent des liens logiques mais pas de relation de causalité [105].

Puis ces catégories épistémologiques disparaissent, sans que l’on sache vraiment l’expli-
quer. À la renaissance, deux notions complètement indépendantes sont manipulées : celle de
chance ou d’aléatoire, et celle de probabilité, vue comme attribut de l’opinion et à laquelle
n’est attachée aucune valeur numérique. La notion de chance est fortement liée à la théorie
des jeux. On en trouve les prémisses dans le Purgatoire de Dante (1310), où sont décrites les
différentes sommes que l’on peut obtenir en lançant trois dés. La théorie des jeux est ensuite
largement développée à la fin du 16ème siècle et dans la première moitié du 17ème siècle.
Cardano (1560) et Galilée (1620) recensent les différents résultats qui peuvent se produire
dans un jeu et comptent les cas où chacun des résultats se produit. Apparâıt ici pour la
première fois la notion de « cas équiprobables ». C’est à Pascal et Fermat que l’on attri-
bue les origines de la théorie mathématique des probabilités (bien qu’ils n’emploient pas ce
terme), puisque, dans leur correspondance (autour de 1654), ils commencent à résoudre les
premiers problèmes non triviaux. En 1657, est publié le premier livre sur le sujet de la théorie
des jeux, écrit par Huygens. Ces trois mathématiciens et philosophes essayent de résoudre
le « problème des points » : un jeu entre deux joueurs nécessitant qu’un joueur ait trois
points pour gagner reste inachevé ; comment alors partager équitablement les enjeux si un
joueur a un point et l’autre en a deux ? Ils expliquent avec des cas équiprobables pourquoi
des fréquences proportionnelles apparaissent dans une grande série d’essais. Cependant, ils
sont gênés dans la résolution de leur problème à cause du déterminisme que leur impose le
christianisme. Les anciens au contraire acceptaient très bien l’indéterminisme. En résumé,
tous ces travaux traitent du problème des jeux et en déduisent une théorie de la chance,
mais ne parlent jamais de probabilité, même s’ils introduisent un vocabulaire un peu plus
épistémologique. Il demeure une grande confusion entre statistiques et connaissance a priori,
conduisant au mélange de deux classes de probabilités, à partir de fréquences (liées aux
statistiques) et à partir des cas équiprobables (liés à une connaissance a priori).

3.1.2 Vers la formulation mathématique bayésienne

Le premier lien entre la théorie des jeux et les probabilités apparâıt en 1662 où il est
introduit par Arnault dans l’Art de Penser. Arnault établit une analogie entre les jeux et la
vie de tous les jours et suggère qu’un point de vue épistémologique des chances permettrait
d’appliquer la théorie aux probabilités (toujours considérées comme attribut de l’opinion).
Il s’arrête juste avant le concept de probabilité numérique, mais ses travaux marquent clai-
rement un tournant dans l’évolution de la notion de probabilité. L’analogie entre jeux et vie
est exploitée à la fin du 17ème siècle par les démographes qui calculent des tables d’espérance
de vie à l’aide de la théorie des jeux, mais sans introduire la notion de probabilité.

Une contribution d’un tout autre domaine est due à Leibniz qui propose dans le De Condi-
tionibus (1665) de représenter les droits légaux des personnes par des nombres. L’absence de
droit est représentée par 0, un droit pur par 1 et un droit conditionnel par une fraction entre
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0 et 1. Cette classification des droits repose sur la condition sur laquelle est fondée le droit :
une condition impossible conduit à l’absence de droit, si elle est nécessaire le droit est pur, si
elle est contingente3, le droit est conditionnel. Ces notions de contingence ou de nécessité se
retrouveront chez J. Bernoulli pour le problème de la combinaison de témoignages. Leibniz
propose de relier la probabilité d’existence de la condition à la « grandeur » du droit, et
semblait donc se diriger vers une conception numérique des probabilités, sans s’inspirer de
la théorie des jeux. Il ne devient familier avec cette théorie que plus tard. Si ses essais sur
la chance n’apportent rien de neuf du point de vue mathématique, ils reconnaissent le lien
entre probabilités et théorie des jeux.

Dans le domaine de la combinaison de témoignages, les travaux de Hooper en 1699 (A
Calculation of the Credibility of Human Testimony) conduisent à la définition de fonctions de
confiance non bayésiennes, représentant la crédibilité d’un témoin, ainsi qu’à deux règles de
combinaison, l’une pour des témoignages successifs, et l’autre pour des témoignages simul-
tanés. Ces deux règles, très populaires au 18ème siècle, seront complètement abandonnées
au 19ème siècle.

Une des plus importantes contributions à la relation entre théorie des jeux et probabilités
à la fin du 17ème siècle est certainement celle de J. Bernoulli, en particulier dans son ouvrage
Ars Conjectandi (publié en 1713). Bernoulli propose dès 1680 une théorie mathématique des
probabilités et de leur combinaison. Il utilise la théorie des jeux pour calculer les proba-
bilités mais conserve aux probabilités leur aspect épistémologique et leur rôle dans le juge-
ment des individus. Ainsi, les premiers formalismes permettant de manipuler des probabilités
numériques étaient consacrés à l’étude de probabilités subjectives ! La plus grande partie de
la théorie de Bernoulli est consacrée à des probabilités qui sont subjectives, et qui sont des
mesures de la connaissance. Elles sont calculées à partir du concept d’«argument» et leurs
propriétés dépendent de la nature de ces arguments. En particulier, elles ne sont pas tou-
jours additives. Les règles de combinaison proposées par Bernoulli, plus complètes que celles
de Hooper, prennent, selon les arguments, différentes formes, dont seules certaines corres-
pondent aux règles probabilistes usuelles. Dans la dernière partie de son travail, Bernoulli
établit la fameuse loi des grands nombres. Cette loi permet d’estimer a posteriori une pro-
babilité inconnue a priori à partir de l’observation des fréquences d’occurrence. Ce théorème
porte donc plus sur les probabilités aléatoires que sur les probabilités épistémologiques (se-
lon la distinction qu’introduira Lambert) puisqu’une chance qui ne peut être connue qu’a
posteriori n’est pas initialement une caractéristique de notre connaissance.

Les successeurs de Bernoulli simplifient sa théorie et en réduisent inconsciemment la
portée. Tout d’abord, ils ne sont pas convaincus par Bernoulli dont la théorie, qui leur
semble souvent compliquée, n’est pas aussi bien établie que celle des jeux. De plus, ils re-
tiennent surtout la loi des grands nombres et identifient probabilité et chance d’apparâıtre,
conduisant à une approche essentiellement fréquenciste. Citons, parmi les successeurs de
Bernoulli, Montmort (Essai d’analyse sur les jeux de hasard, 1708) qui essaye d’appliquer
la théorie des jeux à d’autres domaines et Moivre (De Mensura Sortis, 1711, Doctrine of
Chances, 1718) où l’on trouve la première règle explicite d’additivité et une représentation
des probabilités entre 0 et 1. Sa définition devient la définition classique. Ces deux auteurs
parlent de probabilités mais leur théorie traite surtout des chances. Les probabilités y sont
définies comme le rapport du nombre de cas favorables sur le nombre de cas possibles, mais
les auteurs sont confrontés au problème du comptage des cas qui n’est pas possible dans tous

3contingent est employé ici dans le sens : qui peut se produire ou non
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les domaines. Notons que Moivre avait déjà découvert la loi gaussienne.

Au 18ème siècle, seul Lambert poursuit les travaux de Bernoulli et distingue probabilités
aléatoires et probabilités épistémologiques. Les premières sont celles qui peuvent être connues
soit a priori, comme dans la théorie des jeux, soit a posteriori, données par l’expérience. Les
secondes sont affectées à des événements par inférence à partir d’effets ou de circonstances,
et ont un caractère subjectif. Dans Photometrica (1760), il traite de la théorie des erreurs
et propose une méthode connue aujourd’hui sous le nom de maximum de vraisemblance.
Dans le Neues Organon (1764), il généralise la théorie des arguments de Bernoulli, corrige et
généralise ses lois de combinaison et traite le cas des jeux, des syllogismes et des témoignages
de divers types. Ses lois sont un cas particulier de la règle de combinaison de Dempster, et
là encore les probabilités sont non additives.

Puis les travaux de Bayes (An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of
Chances, 1763) proposent une synthèse qui fait disparâıtre la distinction entre probabilités
aléatoires et probabilités épistémologiques. Bayes inverse le théorème de Bernoulli : alors
que Bernoulli estime le nombre de succès à partir de la connaissance de la probabilité, Bayes
cherche à calculer la probabilité connaissant le nombre de succès dans un échantillon et
l’exprime en termes de probabilités initiales, finales et de vraisemblance. Il ne manipule que
des probabilités additives. Bayes n’a jamais cherché à faire connâıtre ses travaux. Son essai
n’a été retrouvé qu’après sa mort, avec d’autres travaux (en particulier sur les corps chargés
électriquement) écrits avec des abbréviations qui n’ont pu être toutes déchiffrées [178]. Cela
a conduit à s’interroger sur l’origine exacte du théorème de Bayes (on pourra consulter par
exemple les travaux de Stigler [324, 325], qui propose une résolution ... bayésienne de cette
interrogation).

Ces travaux sont repris par Laplace (Théorie analytique des probabilités, 1812). Cette
époque voit l’essor des probabilités inverses, vues du point de vue subjectif. Cette théorie
fait apparâıtre la distinction entre probabilité « initiale » d’une hypothèse (ou a priori),
probabilité « finale » (après l’expérience), et probabilité de « vraisemblance » (probabilité
de l’expérience sachant l’hypothèse). Laplace expose également le principe de raison insuf-
fisante : des réalisations sont considérées équiprobables si l’on n’a aucune raison de penser
autrement. Ce principe sera généralement adopté jusqu’au milieu du 20ème siècle.

3.1.3 La prédominance de l’approche fréquenciste : les « objectivistes »

Au 19ème siècle et au début du 20ème siècle, l’essor des sciences physiques conduit à
négliger la modélisation du raisonnement humain. À cette époque apparâıt une nouvelle
discipline : la statistique. La notion de probabilité est alors reliée très souvent à l’observation
de phénomènes physiques, à leur répétition dans des séquences longues. On reproche alors à
la théorie de Bayes et de Laplace son côté subjectif, on l’accuse de manque de rigueur et on
rejette la notion de probabilité a priori qui semble trop vague.

Les travaux de Cournot (1843), Ellis (1843), Venn (1866) définissent alors des probabi-
lités physiques, en termes de fréquences. Comme le souligne Good [164], ces travaux sont
confrontés à des problèmes insolubles. Par exemple, si en jetant une pièce, on observe la
séquence de Pile (P) et Face (F) suivante : PFPFPFPFPF..., on en déduit que la probabilité
d’avoir Pile est 1/2, mais cela ne permet pas de conclure sur l’honnêteté du jeu.

Un des problèmes soulevés par ces approches est celui de la longueur des séquences sur
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lesquelles sont calculées les fréquences. Elles doivent être longues, mais de combien ? Les
théories sont élaborées avec des séquences infinies, mais ne disent pas comment procéder
en pratique. C’est le cas de la limite de Venn, des populations hypothétiques infinies de
Fisher (1912), ou encore des séquences aléatoires infinies de von Mises (1919). Von Mises
pose clairement la distinction entre théorie mathématique abstraite et l’application de cette
théorie : la propriété essentielle de ses séquences aléatoires infinies doit être que la probabilité
de succès doit être la même quelle que soit la sous-séquence (infinie), ce qui est une notion
abstraite, et il se restreint en pratique aux domaines où cette définition est raisonnable. Son
argument est qu’il n’est pas nécessaire de répéter effectivement indéfiniment l’expérience pour
que la probabilité existe, et il se limite donc à des probabilités physiques et des processus
aléatoires, en excluant les problèmes où l’on se demande par exemple quelle est la probabilité
pour que X meure à 60 ans.

Le 19ème siècle voit également se développer la loi gaussienne. Déjà connue de Moivre,
elle est obtenue par Gauss (1823) en utilisant le principe du maximum de vraisemblance
dans des problèmes d’estimation de l’erreur d’observation. Au milieu du 19ème siècle, elle
est retrouvée d’une part par Herschel à partir de considérations géométriques pour estimer
des erreurs de mesure dans la position d’une étoile, et d’autre part par Maxwell lors de ses
études sur les distributions de vitesses des molécules d’un gaz [105].

Cependant, malgré le fort contexte fréquenciste de cette époque, des distinctions proches
de celles faites aujourd’hui sont formulées. Par exemple, Poisson, dans ses recherches sur
la probabilité des jugements (1837), distingue chance et probabilité. La chance est ca-
ractéristique de l’événement lui-même, indépendamment de notre connaissance, alors que
la probabilité est relative à notre connaissance. Cette distinction est voisine de celle faite par
Lambert. La distinction entre probabilité objective et probabilité subjective est également
explicite dans l’Exposition de la Théorie des Chances et des Probabilités de Cournot (1843).
Mais, même si la distinction est affichée, les théories développées au 19ème siècle permettent
seulement de résoudre les problèmes liés aux probabilités physiques ou objectives.

Les travaux de Boole constituent une sorte de lien entre les approches fréquencistes et
épistémologiques. Dans son ouvrage Laws of Thought (1854), il essaye de combiner à un
niveau épistémologique des évaluations faites localement sur les divers attributs de l’infor-
mation. Il maintient que les probabilités sont déduites de fréquences, mais reconnâıt l’im-
possibilité d’estimer, dans de nombreuses situations, les fréquences jointes, qui doivent alors
être générées à un niveau subjectif.

3.1.4 20ème siècle : retour au subjectivisme

Au 20ème siècle, les approches classiques continuent à être développées, avec des bases
mathématiques de plus en plus solides, en particulier sous l’impulsion de Kolmogorov, et
l’approche fréquenciste demeure très présente et forte (en particulier en traitement du signal
et des images), bénéficiant des travaux de Neyman, Pearson, Feller [141]. Parallèlement,
avec la naissance de l’intelligence artificielle et son importance grandissante, le raisonnement
humain et sa modélisation regagnent de l’intérêt et conduisent les chercheurs à revenir à une
conception plus subjectiviste des probabilités. Deux écoles voient le jour, celle des probabilités
additives, et celle des probabilités non additives.

La première école s’appuie sur des postulats de base pour arriver avec plus de rigueur
et moins d’arbitraire aux probabilités, à leurs propriétés, au théorème de Bayes, etc. On
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y trouve les travaux de Keynes [193], Kemble [192], Cox [93], Jaynes [185], Jeffreys [186],
Tribus [333]. Nous détaillerons l’approche de Cox dans la partie 3.3. Celle de Tribus en est
directement inspirée. Jaynes et Kemble se placent dans le domaine de la mécanique statistique
et montrent que l’approche subjectiviste y est indispensable. Jeffreys, par un raisonnement
du même type que celui de Cox, mais où les nombres sont introduits par convention, déduit
les propriétés des probabilités d’un certain nombre de principes. Ces principes en rejettent
certains autres considérés comme fondamentaux dans d’autres théories (par exemple les
définitions des probabilités en termes d’ensemble infini d’observations possibles, en termes
de propriétés du monde, le principe de causalité, etc.). L’essence de sa théorie est qu’aucune
des probabilités directes, a priori ou a posteriori, n’est une fréquence. Même si la probabilité
est calculée à partir d’une fréquence, elle n’est pas identique à la fréquence et un degré de
confiance raisonnable est nécessaire avant son utilisation. Le but de la théorie de Jeffreys
n’est pas de justifier l’induction mais d’en assurer la cohérence mathématique. De manière
très proche, un grand nombre de chercheurs s’intéressent au point de vue philosophique des
probabilités subjectives par rapport aux probabilités objectives, souvent sans remettre en
cause l’additivité (Keynes, Jeffreys, Ramsey, de Finetti, Koopman, Russel, Carnap, Good,
Savage, etc.). En particulier, les travaux de Savage et de Finetti montrent que l’approche
subjective de la théorie bayésienne est la plus légitime et la plus cohérente [98]. Dans ses
travaux, de Finetti adopte une approche résolument subjective (plus que celle de Cox) et
raisonne en termes de cohérence de l’opinion des individus, et même en termes de psychologie
collective afin d’expliquer la cöıncidence des opinions d’individus différents. Cette approche
particulièrement intéressante sera décrite succinctement à la fin de la partie 3.3.

La deuxième école remet complètement en cause l’additivité, en s’appuyant en particulier
sur les travaux des pionniers tels que Bernoulli et Lambert [164, 304]. Koopman, dans les
années 40, introduit la notion de probabilités inférieure et supérieure, définissant ainsi une
probabilité subjective par une inégalité et non plus comme une valeur réelle précise, en s’ins-
pirant des travaux de Boole (Laws of Thought, 1854), qui annonçaient déjà cette évolution.
Il est suivi dans ses recherches par plusieurs autres chercheurs (Good, Dempster, etc.). En
particulier, Dempster généralise les règles de Lambert, qui ne peuvent traiter que des argu-
ments portant sur une seule conclusion, au cas où plusieurs hypothèses sont à envisager. Des
applications de ces nouvelles théories se trouvent dans le domaine de l’économie, où Shackle
par exemple propose des modèles économiques faisant appel à des notions proches de la
théorie des possibilités, ou encore dans le domaine de la jurisprudence, avec en particulier les
travaux d’Ekelöf (Rättegang, 1963) qui propose trois lois de combinaison de témoignages :
la combinaison de témoignages successifs et celle de témoignages simultanés concordants
suivent les règles de Hooper, alors que la combinaison de témoignages conflictuels est reliée
à un cas particulier de la règle de Lambert.

À partir des années 60 apparaissent des théories qui ne sont plus directement reliées
aux probabilités. Zadeh invente les ensembles flous en 1965 [358], Shortliffe et Buchanan
construisent le système MYCIN à partir de la notion de facteurs de certitude en 1975 [306],
Shafer développe la théorie des croyances (A Mathematical Theory of Evidence, 1976) [302],
et Zadeh introduit la théorie des possibilités en 1978 [361]. Ces nouvelles théories connaissent
aujourd’hui un grand développement en intelligence artificielle et en fusion de données.
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3.2 Classes de probabilités, objectivistes et subjectivistes

La partie 3.1 fait apparâıtre plusieurs classes de probabilités, que nous synthétisons ici,
en nous inspirant de la classification donnée par Good [164].

1. La définition classique est issue de la théorie des jeux et repose essentiellement sur la
notion de cas équiprobables. Le calcul des probabilités se fait alors par dénombrement,
en comptant les cas.

2. Une version plus subjective de cette définition introduit une information supplémentaire
liée à la connaissance que l’on a, par exemple une connaissance sur l’honnêteté ou non
du jeu. Cette deuxième classe ne considère donc que des probabilités conditionnelles.
On peut inclure également dans cette classe les probabilités subjectives de Savage ou
de Finetti, estimées proportionnellement à la somme d’argent qu’une personne serait
disposée à donner si ce qu’elle affirmait se révélait faux [98, 126].

3. Une troisième classe est celle des probabilités inverses, suivant Bayes et Laplace. Il s’agit
de la probabilité finale d’une hypothèse (après que des expériences ont été menées)
estimée à partir de la probabilité a priori (en l’absence d’expériences) et de la pro-
babilité conditionnelle (de vraisemblance), ou probabilité des expériences étant donné
l’hypothèse.

4. Les probabilités physiques utilisées au 19ème siècle n’ont plus de caractère subjectif
et recherchent au contraire l’objectivité en calculant des probabilités conditionnelles à
des expériences réalisées.

5. L’approche purement fréquenciste calcule des fréquences d’occurrence dans des grandes
séries (limite de Venn, population infinie de Fisher, etc.).

6. Enfin, la dernière classe, que Good appelle probabilité subjective « néo-classique », est
la plus large. Les probabilités représentent des degrés de confiance, relatifs à un état de
connaissance, prenant en compte de l’information à la fois objective et subjective. Cette
définition englobe toutes les autres et peut être beaucoup plus générale. Elle s’appuie
sur une théorie mathématique fondée sur quelques axiomes, permettant d’assurer la
cohérence de l’ensemble de degrés de confiance. Elle peut être étendue à une théorie
du comportement rationnel en introduisant des utilités. Enfin, Good suggère même
de représenter ces probabilités subjectives par des inégalités, ce qui s’approche de la
théorie des croyances de Dempster-Shafer par exemple.

L’opposition entre objectivistes et subjectivistes provient en fait de différences fondamen-
tales sur le type de problèmes qu’ils cherchent à résoudre et sur leur modélisation. En effet,
les fréquencistes objectivistes recherchent des fréquences dans un ensemble, ce qui suppose
la possibilité de répétitions infinies dans des conditions semblables, mais donne également
un moyen opérationnel de calcul. La probabilité est caractéristique de l’ensemble et n’existe
pas sans lui, mais les données peuvent être hypothétiques (il n’est pas forcément nécessaire
de réaliser toutes les répétitions). Cela conduit les objectivistes à refuser des problèmes
car dépourvus de sens, comme des événements qui ne se produisent qu’une fois. Des énoncés
sont considérés objectifs s’ils peuvent être réfutables (par des contre-exemples), même s’ils ne
peuvent pas être prouvés rigoureusement [234]. Au contraire, les subjectivistes considérent
les probabilités comme des mesures de confiance, d’espérance raisonnable [93], de codage
numérique d’un état de connaissance [105], d’artifice mental approprié, et peuvent donc trai-
ter des problèmes pour lesquels il n’existe pas d’ensemble, en particulier des phénomèmes
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uniques. Pour de tels phénomènes, il n’existe pas de probabilité en soi, mais seulement des
modèles probabilistes [234]. Les hypothèses sont évaluées en fonction de données observées
et de probabilités a priori, même si la connaissance est incomplète. Les subjectivistes ne
cherchent pas le meilleur comportement asymptotique comme le font les statisticiens, mais
cherchent à faire la meilleure inférence possible avec les données dont ils disposent [192, 105].
Les fréquencistes traitent donc de probabilités aléatoires et les subjectivistes de probabilités
épistémologiques [303, 304]. Les premières sont caractéristiques de l’événement lui-même et
ne sont pas modifiées quand la connaissance change [192]. Les secondes au contraire sont
toujours conditionnelles et changent avec la connaissance. Elles permettent de formuler des
conclusions possibles, entre la certitude et l’impossibilité, et constituent donc une logique
étendue [193]. Les subjectivistes rejettent le principe selon lequel les mêmes causes ont les
mêmes effets, non parce qu’ils le jugent faux, mais parce qu’il est dénué de sens, les causes
n’étant jamais identiques. Curieusement, l’objectivité a été introduite pour éliminer l’arbi-
traire et la subjectivité de Bayes et Laplace mais a nécessité d’utiliser des critères statistiques
qui ne sont pas universels et dont le choix ajoute à nouveau de l’arbitraire [105].

Enfin, la dernière différence entre les deux approches, à la fois mathématique et de signifi-
cation, est fondamentale et concerne l’additivité. Les probabilités aléatoires sont nécessairement
additives, puiqu’elles sont liées à l’aspect fréquenciste. Les probabilités épistémologiques ne
le sont pas nécessairement, bien que cela soit toujours sujet à controverse. Nous reviendrons
sur ce point dans les parties suivantes.

En résumé, trois types de personnes se préoccupent de probabilités : les mathématiciens
proposent des modèles sans s’occuper de leur adéquation à une réalité ni de l’utilisation
qui va en être faite, les physiciens déduisent des lois d’observations et d’expériences, et les
philosophes s’interrogent sur le sens de tout cela.

3.3 Postulats fondamentaux pour une logique inductive

Plutôt que d’accepter les « axiomes » des probabilités tels qu’ils sont présentés par
exemple dans l’approche classique de Kolmogorov, les approches plus subjectivistes partent
de postulats intuitifs, directement liés à ce que l’on attend d’une logique inductive4, dont ils
déduisent les règles des probabilités. Cette approche est due essentiellement à Cox [93], et
est reprise de manière détaillée par exemple dans [333, 105, 263], où l’on pourra également
trouver les démonstrations des principaux résultats. Nous présentons ici ces postulats fon-
damentaux et les grandes lignes du raisonnement. Nous présentons succinctement à la fin de
cette partie les travaux menés par de Finetti [98]. Moins connus des traiteurs des signaux
et des images, ils ont cependant un intérêt double, à la fois par leur côté fondamentalement
subjectiviste, et par la simplicité de la démonstration.

4La logique inductive cherche déterminer la solution la plus vraisemblable étant donnée l’information
disponible, le vrai et le faux étant les cas extrêmes, par opposition à la logique déductive pour laquelle les
seuls cas possibles sont le vrai, le faux et l’ignorance totale.
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3.3.1 Postulats fondamentaux

Les postulats fondamentaux que pose Cox sont les suivants [333] (ceux proposés par
Jeffreys [186] en sont très proches5) :

1. Cohérence ou non-contradiction : si on peut établir une conclusion de plusieurs
manières, elles doivent toutes conduire au même résultat ; on ne doit pas avoir de
conclusions contradictoires à partir des mêmes données ; de plus, à des propositions
qui ont toutes la même valeur de vérité, on doit attribuer des confiances égales.

2. Continuité de la méthode : les opérations effectuées doivent être continues, et si
un changement faible des données intervient, il ne doit pas entrâıner de changement
brutal dans le résultat.

3. Universalité ou complétude : on doit pouvoir attribuer un degré de confiance à toute
proposition bien définie, et les degrés de confiance doivent pouvoir être comparés.

4. Énoncés sans équivoque : les propositions doivent être bien définies, c’est-à-dire
qu’il doit être théoriquement possible de déterminer si une proposition est vraie ou
fausse. Cela correspond à ce que Horvitz appelle la clarté [180].

5. Pas de refus d’information : il ne faut pas tirer de conclusion à partir d’informa-
tions partielles, c’est-à-dire que toutes les informations, expériences ou connaissances
disponibles relatives à la proposition à évaluer doivent être prises en compte, et, en
particulier, il est important de tenir compte la dépendance du contexte. Ce postulat
répond aux théories classiques des probabilités, où, pour atteindre l’objectivité, certains
types d’informations sont écartés.

Les postulats 2 et 3 conduisent à utiliser des nombres réels pour représenter et comparer
des degrés de confiance : un seul nombre réel est nécessaire et suffisant pour représenter un
degré de confiance, et on passe continûment du vrai au faux.

Le postulat 1 entrâıne l’existence de relations fonctionnelles entre degrés de confiance.

Le postulat 4 impose que la logique symbolique classique, déductive, se retrouve comme
cas particulier.

Le postulat 5 conduit au conditionnement hypothétique : le degré de confiance dans une
proposition A n’est connu que conditionnellement à un état de connaissance e qui représente
des informations reliées à la confiance dans A et qui sont supposées (ou crues) vraies. Un tel
degré de confiance est noté [A|e].

Le postulat de cohérence et le conditionnement hypothétique imposent alors qu’il existe
une équation fonctionnelle T reliant [AB|e] (degré de confiance dans « A et B » pour l’état
de connaissance e) et au moins deux des quantités [A|e], [A|Be], [B|e], [B|Ae], et qu’il existe
une relation fonctionnelle S entre les degrés de confiance dans une proposition [A|e] et dans
sa négation [Ā|e].

5Jeffreys, cherchant définir une méthode générale d’induction, pose les postulats suivants : toutes les
hypothèses doivent être exprimées, et les conclusions déduites des hypothèses ; la théorie doit être cohérente et
non contradictoire ; toute règle doit pouvoir être applicable en pratique ; la théorie doit fournir des indicateurs
d’inférence éventuellement fausse, ainsi que des possibilités de révision si de nouvelles informations sont
disponibles ; la théorie ne doit pas refuser a priori d’information empirique. De plus, Jeffreys suggère de
s’appuyer sur les guides suivants : le nombre de postulats doit être réduit à un minimum ; la théorie doit être
en accord avec le raisonnement humain ; l’induction étant plus complexe que la déduction, on ne peut pas
espérer la développer plus loin que la déduction. La démarche de Jeffreys consiste alors à traduire ces postulats
en axiomes plus formels, à introduire les nombres pour représenter des probablités, et enfin à démontrer les
résultats classiques [186].
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Paris [263], dans une démonstration rigoureuse du résultat de Cox, insiste sur une hy-
pothèse souvent omise mais indispensable pour la démonstration :

∀(α, β, γ) ∈ [0, 1]3, ∀ε > 0, ∃A,B,C,D, vérifiant le postulat de cohérence, tq

|[D|ABC]− α| < ε, |[C|AB]− β| < ε, |[B|A]− γ| < ε.

En particulier, cette hypothèse ne peut pas être vérifiée sur un référentiel fini.

3.3.2 Première équation fonctionnelle

Pour la relation T , 11 fonctions sont possibles (6 de 2 arguments, 4 de 3 arguments et
1 de 4 arguments). Pour des raisons de symétrie des rôles de A et B, ces fonctions peuvent
être réduites à 7 seulement. La suite du raisonnement permet d’éliminer certaines formes de
fonctions en examinant des cas particuliers conduisant à des absurdités.

Si l’état de connaissance e stipule que « A et B sont indépendants », alors [A|e] = [A|Be].
Parmi les 7 formes de T , celle qui est fonction de [A|e] et [A|Be] n’est alors plus fonction
que de [A|e] et ne dépend plus de B. Cette forme doit donc être éliminée.

Si e = « A = B̄ », alors [AB|e] = [B|Ae] = i (où i représente le degré de confiance affecté
aux propositions impossibles). Cette valeur constante élimine la forme de T qui est fonction
de [A|e] et [B|e].

Si l’on examine maintenant le cas « A est impossible », alors [AB|e] = [A|e] = [A|Be] = i
et [B|Ae] est indéfini. Ce cas permet d’éliminer les 4 formes de T fonctions respectivement
de [A|e] et [B|Ae], de [A|e], [A|Be] et [B|Ae], de [B|e], [B|Ae] et [A|e], et de [A|e], [A|Be],
[B|e] et [B|Ae].

La seule forme possible est donc :

[AB|e] = T ([A|Be], [B|e]) = T ([B|Ae], [A|e]), (3.1)

dans laquelle A et B jouent des rôles interchangeables, et où le postulat de continuité impose
que T soit une fonction continue.

La logique déductive classique impose que pour trois propositions A, B et C on ait
(AB)C = A(BC). En appliquant cette règle, on en déduit que T doit être associative. La
solution générale de cette équation fonctionnelle est un produit :

Kf [T ([A|Be], [B|e]) = f([A|Be])f([B|e]), (3.2)

où K est une constante que l’on peut prendre égale à 1 par commodité, et f est une fonc-
tion monotone. La démonstration originale de ce résultat [93] suppose que T est deux fois
différentiable. Cependant les résultats d’Aczél sur les équations fonctionnelles permettent
de réduire ces hypothèses [2, 3] : il suffit que T soit associative, continue, et strictement
croissante par rapport à chacun des arguments ; la différentiabilité n’est pas nécessaire6.

Si l’on suppose maintenant « A = B » alors [A|Be] = c (où c est le degré de confiance
attribué à une proposition certaine). On en déduit que f(c) = 1. De manière analogue, en
supposant « A = B̄ », on trouve que f(i) doit être égal à 0 ou à +∞. Par convention, on
choisit f(i) = 0. La fonction f est donc une fonction positive et croissante de 0 à 1.

6D. Dubois et H. Prade ont montré que si l’on accepte que T soit seulement croissante au sens large, on
peut choisir T = min.
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3.3.3 Deuxième équation fonctionnelle

Examinons maintenant la relation fonctionnelle S entre [A|e] et [Ā|e]. En appliquant deux
fois S, on obtient S2 = Id. La cohérence avec la première équation fonctionnelle entrâıne
que S doit vérifier l’équation :

yS[
S(x)

y
] = xS[

S(y)

x
] (3.3)

dont la solution générale est :

f([A|e])k + f([Ā|e])k = 1 (3.4)

en supposant S deux fois différentiable.

3.3.4 Probabilités déduites des équations fonctionnelles

On pose alors par convention p(A|e) = f([A|e])k, appelée probabilité de A conditionnel-
lement à e. Les deux équations fonctionnelles deviennent alors :

p(AB|e) = p(A|Be)p(B|e), (3.5)

p(A|e) + p(Ā|e) = 1. (3.6)

On a ainsi démontré les relations imposées axiomatiquement dans l’approche classique (Kol-
mogorov). De plus, on manipule d’emblée des probabilités conditionnelles (relatives à un état
de connaissance), alors que celles-ci ne sont introduites qu’après dans la théorie classique.
Enfin, on en déduit la relation donnant la probabilité de la réunion :

p(A+B|e) = p(A|e) + p(B|e)− p(AB|e), (3.7)

et donc l’additivité des probabilités d’événements exclusifs (également imposée axiomatique-
ment dans la théorie classique). On en déduit aussi la règle de Bayes :

p(A|Be) = p(B|Ae)p(A|e)
p(B|e) . (3.8)

Il faut noter que cette approche conduit à des probabilités subjectives qui sont additives,
contrairement à la pensée du 17ème siècle et à celle d’une des écoles du 20ème siècle.

3.3.5 Mesure d’incertitude et théorie de l’information

Dans une démarche similaire à celle de Cox, Jaynes définit une série de critères pour en
déduire une mesure d’incertitude [185]. Dans ses travaux, il cherche à rapprocher mécanique
statistique et théorie de l’information. Il exprime ses recherches comme un problème de
spécification de probabilités dans le cas où l’on a peu d’informations. Reprenant les deux
démarches objectivistes et subjectivistes, il retient la deuxième, qui permet, en représentant
un état de connaissances, de formuler des conclusions possibles si l’on n’a pas assez d’infor-
mation pour avoir des conclusions certaines. Elle est donc plus générale et Jaynes l’adopte
pour la mécanique statistique.

Les critères intuitifs que Jaynes demande à une mesure d’incertitude sont les suivants :
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1. la mesure doit être positive et continue,

2. elle doit augmenter quand l’incertitude augmente,

3. elle doit être additive si les sources sont indépendantes.

Il en déduit une mesure unique de l’incertitude représentée par une distribution de pro-
babilité discrète qui corresponde à ces critères intuitifs :

H(p1, ..., pn) = −K
n
∑

i=1

pi log pi. (3.9)

De même que Cox retrouve les relations probabilistes à partir de ses postulats, Jaynes re-
trouve ainsi à partir de ses critères l’entropie de la mécanique statistique et simultanément
celle de Shannon [305].

Le principe du maximum d’entropie peut alors être considéré comme l’analogue du prin-
cipe de raison insuffisante de Laplace. La différence essentielle est que le principe de Laplace
a un caractère arbitraire et peut engendrer des paradoxes (la notion de cas équiprobables
change si on change de variable). Au contraire, le principe du maximum d’entropie permet
d’effectuer des inférences sur la base d’une information partielle de manière non biaisée. Il
peut être choisi pour la bonne raison que l’entropie est déterminée de manière unique comme
la valeur qui « s’engage le moins » vis-à-vis de l’information manquante, et non pour la raison
négative que l’on n’a pas de raison de penser autrement. Cependant, il peut être criticable
car les résultats qu’il permet d’obtenir dépendent de la manière de poser le problème. Cette
critique s’applique aussi au principe de raison insuffisante et nous y reviendrons dans la
partie 8.1.8.

3.3.6 De Finetti et la théorie du pari

L’approche proposée par de Finetti, antérieure à celle de Cox, repose également sur des
axiomes simples et intuitifs dont sont déduites les propriétés des probabilités [98]. On retrouve
bien sûr les axiomes de croissance et de comparaison universelle, et surtout un axiome de
cohérence sur lequel s’appuie l’essentiel de la démonstration.

De Finetti développe une théorie des paris pour expliquer son raisonnement : la pro-
babilité p attribuée par un individu à un événement E est donnée par les conditions dans
lesquelles cet individu serait prêt à parier sur cet événement, c’est-à-dire dans lesquelles il mi-
serait la somme pS pour gagner S si l’événement E se produit. À partir de cette définition, de
Finetti montre d’abord que la somme des probabilités d’événements incompatibles doit être
égale à 1. Soit {E1, ...En} une classe complète d’événements incompatibles, pi leurs probabi-
lités (toujours évaluées par un individu), et Si les enjeux correspondant à chacun d’eux. Si
l’événement Ek est réalisé, le gain Gk est défini par la différence entre l’enjeu correspondant
Sk et la somme des mises, soit :

Gk = Sk −
n
∑

i=1

piSi. (3.10)

On obtient n équations de ce type, correspondant aux n réalisations possibles. En considérant
ces équations comme un système de n équations à n inconnues qui sont les Si, le déterminant
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de ce système vaut :

D =











1− p1 −p2 ... −pn
−p1 1− p2 ... −pn
... ... ... ...
−p1 −p2 ... 1− pn











= 1− (p1 + p2 + ...+ pn). (3.11)

Si le déterminant est non nul, le système admet une solution quels que soient lesGk, y compris
s’ils sont tous positifs. Cela ne serait pas cohérent avec la notion de pari. On imagine mal
un jeu auquel on puisse toujours gagner ou donner la possibilité à un adversaire de gagner
sûrement ! La seule solution cohérente est donc celle obtenue lorsque le déterminant est nul,
c’est-à-dire lorsque :

n
∑

i=1

pi = 1. (3.12)

Cette condition est de plus suffisante, puisque l’on a alors :

n
∑

i=1

piGi = 0, (3.13)

et donc les gains ne sont pas tous positifs.

De Finetti interprète le résultat de la manière suivante : chaque évaluation (subjective)
des pi telle que

∑n
i=1 pi = 1 est une évaluation admissible, c’est-à-dire correspondant à une

opinion cohérente. Le choix d’une évaluation parmi celles qui sont admissibles n’a alors plus
rien d’objectif.

On déduit de l’équation 3.12 l’additivité des probabilités d’événements disjoints.

La deuxième étape du raisonnement est dédiée à la détermination des probabilités condi-
tionnelles. Pour cela, on considère trois paris :

1. un pari sur E1E2 (E1 et E2), d’enjeu S1, et de mise p1S1,

2. un pari sur E2, d’enjeu S2, et de mise p2S2,

3. un pari sur E1|E2, d’enjeu S, et de mise pS, le gain pour ce pari étant :
– (1− p)S si E1|E2 est vrai,
– (−p)S si E1|E2 est faux,
– 0 si E2 n’a pas lieu (on considère que le jeu est nul dans ce cas, et que la mise est

remboursée).

Trois réalisations sont alors possibles :

1. si E1 et E2 se réalisent, le gain est alors :

G1 = (1− p1)S1 + (1− p2)S2 + (1− p)S; (3.14)

2. si E2 se réalise mais pas E1, le gain est alors :

G2 = −p1S1 + (1− p2)S2 − pS; (3.15)

3. si E2 ne se réalise pas, le gain est alors :

G3 = −p1S1 − p2S2. (3.16)
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Considérons les équations 3.14, 3.15 et 3.16 comme un système de 3 équations à 3 inconnues,
comme précédemment. Le déterminant vaut :

p1 − pp2 (3.17)

et, toujours pour des raisons de cohérence, doit être égal à 0. On obtient alors la relation :

p(E1|E2) =
p(E1E2)

p(E2)
(3.18)

dont on déduit le théorème de Bayes.

On remarque que dans ce cas, l’espérance de gain vaut :

p1G1 + (p2 − p1)G2 + (1− p3)G3 = (p1 − p2p)S = 0. (3.19)

Donc l’espérance de gain est nulle pour tous S, S1, S2.

De Finetti adopte une philosophie subjectiviste dans le sens où il considère que les
éléments subjectivistes, loin de devoir être éliminés comme le suggèrent les objectivistes
afin de rendre la notion de probabilité plus « scientifique », sont essentiels, et inhérents
à la notion de probabilité. Cela rejoint le point de vue selon lequel la probabilité exprime
l’opinion d’un individu, et n’a de signification que par rapport à cet individu, qui s’oppose
au point de vue objectiviste qui considère que la probabilité existe en dehors des individus
et est une propriété du monde physique.
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Chapitre 4

Bases de la théorie des ensembles
flous et des possibilités

Dans ce chapitre, nous donnons les bases de la théorie des ensembles flous et des possibi-
lités. Leur utilisation plus spécifique en traitement et interprétation d’images sera vue dans
le chapitre suivant. Cette théorie a été introduite par L. Zadeh et le premier article sur le
sujet date de 1965 [358]. Les références [189, 120, 365] contiennent l’essentiel de la théorie.

Nous introduisons d’abord la définition des ensembles flous et les opérations ensemblistes
initialement proposées par Zadeh (section 4.1). La section 4.2 présente la notion de mesure
floue. Une introduction à la théorie des possibilités est proposée dans la section 4.3. Les prin-
cipaux opérateurs flous sont présentés dans la section 4.4. Ils seront exploités en particulier
dans le chapitre 8 en temps qu’opérateurs de fusion d’informations. Les concepts de variable
linguistique et de modificateurs sont introduits dans la section 4.5. Nous nous intéresserons
ensuite aux relations floues (section 4.6), en particulier aux relations de similarité et d’ordre,
qui sont utiles en particulier en reconnaissance des formes. Les principes de la logique floue
et du raisonnement approximatif sont décrits dans la section 4.7. Enfin, dans la section 4.8
nous présentons les principes généraux permettant de passer d’opérations classiques sur des
ensembles binaires à des opérations sur des ensembles flous. Ces principes seront utilisés de
manière intensive dans le chapitre suivant.

4.1 Définition des concepts fondamentaux des ensembles flous

4.1.1 Ensembles flous

Soit S l’univers, ou espace de référence. C’est un ensemble classique (ou net). On notera
par x, y, etc. ses éléments (ou points). En traitement d’images, S sera typiquement l’espace
dans lequel est définie l’image (ZZn ou IRn, avec n = 2, 3, ...). Les éléments de S sont alors les
points de l’image (pixels, voxels). L’univers peut également être un ensemble de valeurs prises
par des caractéristiques de l’image telles que l’échelle des niveaux de gris. Les éléments sont
alors des valeurs (niveaux de gris). L’ensemble S peut aussi être un ensemble de primitives
ou objets extraits des images (segments, régions, objets...) dans une représentation de plus
haut niveau du contenu de l’image.
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Un sous-ensemble X de S est défini par sa fonction caractéristique µX , telle que :

µX(x) =

{

1 si x ∈ X
0 si x /∈ X (4.1)

La fonction caractéristique µX est une fonction binaire, spécifiant l’appartenance (binaire)
de chaque point de S à X.

La théorie des ensembles flous traite de l’appartenance graduelle. Un sous-ensemble flou
de S est défini par sa fonction d’appartenance µ de S dans [0, 1]1. Pour tout x de S, µ(x)
est la valeur dans [0, 1] représentant le degré d’appartenance de x au sous-ensemble flou (on
dit souvent plus simplement « ensemble flou »).

Différentes notations sont souvent utilisées pour désigner un ensemble flou. L’ensemble

{(x, µ(x)), x ∈ X}, (4.2)

définit complètement l’ensemble flou, et est parfois noté :
∫

S
µ(x)/x (4.3)

ou dans le cas discret :
N
∑

i=1

µ(xi)/xi (4.4)

où N désigne le cardinal de S.
Comme la donnée de l’ensemble de tous les couples (x, µ(x)) est complètement équivalente

à la définition de la fonction d’appartenance µ, dans la suite on simplifiera les notations et
on utilisera la notation fonctionnelle µ (fonction de S dans [0, 1]) pour désigner à la fois
l’ensemble flou et sa fonction d’appartenance.

Le support d’un ensemble flou µ est l’ensemble des points qui ont une appartenance
strictement postitive à µ (c’est un ensemble binaire) :

Supp(µ) = {x ∈ S, µ(x) > 0}. (4.5)

Le noyau d’un ensemble flou µ est l’ensemble des points qui appartiennent complètement
à µ (c’est également un ensemble binaire) :

Core(µ) = {x ∈ S, µ(x) = 1}. (4.6)

Un ensemble flou µ est dit normalisé si au moins un point appartient complètement à
l’ensemble µ (ce qui est équivalent à Core(µ) 6= ∅) :

∃x ∈ S, µ(x) = 1. (4.7)

Un ensemble flou µ est dit unimodal s’il existe un unique point x tel que µ(x) = 1. Une
définition moins contraignante permet au noyau d’être un ensemble compact, pas forcément
réduit à un point.

1L’intervalle [0, 1] est le plus utilisé, mais n’importe quel intervalle ou autre ensemble (un treillis typique-
ment) pourrait être utilisé.
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4.1.2 Opérations ensemblistes : définitions originales de L. Zadeh

Puisque les ensembles flous ont été introduits par L. Zadeh dans [358] pour généraliser
la notion d’ensembles, les premières opérations qui ont été définies ont été des opérations
ensemblistes. Dans cette partie nous présentons les définitions originales de L. Zadeh. Des
classes plus générales d’opérations seront introduites dans la section 4.4.

L’égalité de deux ensembles flous est définie par l’égalité de leurs fonctions d’apparte-
nance :

µ = ν ⇔ ∀x ∈ S, µ(x) = ν(x). (4.8)

L’inclusion d’un ensemble flou dans un autre est définie par une inégalité entre les fonc-
tions d’appartenance :

µ ⊆ ν ⇔ ∀x ∈ S, µ(x) ≤ ν(x). (4.9)

L’égalité de µ et ν est bien sûr équivalente à l’inclusion dans les deux sens.

Notons que ces notions donnent un résultat binaire. Nous verrons dans la suite comment
définir un degré d’inclusion entre deux ensembles flous.

L’intersection (respectivement la réunion) de deux ensembles flous est définie par le mi-
nimum (respectivement le maximum) point à point entre les fonctions d’appartenance :

∀x ∈ S, (µ ∩ ν)(x) = min[µ(x), ν(x)], (4.10)

∀x ∈ S, (µ ∪ ν)(x) = max[µ(x), ν(x)]. (4.11)

Le complémentaire d’un ensemble flou est défini par :

∀x ∈ S, µC(x) = 1− µ(x). (4.12)

Les propriétés principales de ces opérations sont les suivantes :
– elles sont toutes cohérentes avec les opérations ensemblistes : dans le cas particulier

où les fonctions d’appartenance ne prennent que les valeurs 0 et 1 (les ensembles sont
alors binaires), ces définitions se réduisent aux définitions binaires classiques (cette
propriété est importante et c’est le moins qu’on puisse demander à l’extension floue
d’une opération binaire) ;

– µ = ν ⇔ µ ⊆ ν et ν ⊆ µ ;
– la complémentation floue est involutive : (µC)C = µ ;
– l’intersection et la réunion sont commutatives et associatives ;
– l’intersection et la réunion sont idempotentes et mutuellement distributives ;
– l’intersection et la réunion sont duales par rapport à la complémentation : (µ ∩ ν)C =
µC ∪ νC ;

– si l’on considère que l’ensemble vide ∅ est un ensemble flou de fonction d’appartenance
identiquement nulle, alors on a µ∩∅ = ∅ et µ∪∅ = µ, pour tout ensemble flou µ défini
sur S ;

– s’il on considère l’univers comme un ensemble flou de fonction d’appartenance identi-
quement égale à 1, alors on a µ∩S = µ et µ∪S = S, pour tout ensemble flou µ défini
sur S.

37



Ces propriétés sont les mêmes que les opérations binaires correspondantes. Cependant,
certaines propriétés vérifiées dans le cas binaire sont perdues dans le cas flou, comme le
tiers-exclu (X ∪XC = S) et la non-contradiction (X ∩XC = ∅). En effet, on a en général :

µ ∪ µC 6= S, (4.13)

µ ∩ µC 6= ∅. (4.14)

4.1.3 Structure et types d’ensembles flous

Soit C l’ensemble des ensembles nets de S, et F l’ensemble des ensembles flous de S.
L’ensemble C est un treillis booléen (complémenté et distributif) pour l’intersection et la
réunion. Il peut être considéré comme le treillis induit par la structure de {0, 1}. L’intervalle
[0, 1] est un treillis pseudo-complémenté et distributif (dans la terminologie des treillis, la
complémentation à 1 est une pseudo-complémentation), qui induit une structure de treillis
pseudo-complémenté et distributif sur F .

Plusieurs types d’ensembles flous peuvent être considérés. Jusqu’à présent, nous nous
sommes limités au cas où les valeurs prises par les fonctions d’appartenance sont des nombres.
De tels ensembles flous sont appelés de type 1. Mais les valeurs d’appartenance peuvent aussi
être des ensembles flous, en faisant appel à la structure de treillis de l’ensemble des ensembles
flous. Un ensemble flou de type 2 est un ensemble flou dont les valeurs d’appartenance
sont des ensembles flous de type 1. Plus généralement, un ensemble flou de type m est un
ensemble flou dont les valeurs d’appartenance sont des ensembles flous de type (m − 1)
(pour m > 1). De telles extensions des ensembles flous sont particulièrement utiles lorsque la
valeur d’appartenance que l’on peut affecter à un élément ne peut pas être définie de manière
précise. Les opérations qui sont définies dans la suite de ce chapitre peuvent être généralisées
aux ensembles flous de type m en utilisant le principe d’extension qui sera présenté dans la
section 4.8.

4.1.4 α-coupes

L’α-coupe d’un ensemble flou µ est l’ensemble binaire défini par :

µα = {x ∈ S, µ(x) ≥ α}. (4.15)

Les α-coupes strictes (ou fortes) sont définies par :

µαS = {x ∈ S, µ(x) > α}. (4.16)

Un ensemble flou peut être interprété comme un empilement de ses α-coupes. Il peut être
reconstruit à partir de celles-ci selon plusieurs formules, dont les plus usitées sont :

µ(x) =

∫ 1

0
µα(x)dα, (4.17)

µ(x) = sup
α∈]0,1]

min(α, µα(x)), (4.18)

µ(x) = sup
α∈]0,1]

(αµα(x)). (4.19)
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La plupart des opérations définies jusqu’à maintenant commutent avec les coupes. Plus
précisément, on a les relations suivantes :

∀(µ, ν) ∈ F2, µ = ν ⇔ ∀α ∈]0, 1], µα = να, (4.20)

∀(µ, ν) ∈ F2, µ ⊆ ν ⇔ ∀α ∈]0, 1], µα ⊆ να, (4.21)

∀(µ, ν) ∈ F2, ∀α ∈ [0, 1], (µ ∩ ν)α = µα ∩ να, (4.22)

∀(µ, ν) ∈ F2, ∀α ∈ [0, 1], (µ ∪ ν)α = µα ∪ να, (4.23)

∀µ ∈ F , ∀α ∈ [0, 1], (µC)α = (µ1−αS )
C . (4.24)

Choisir une α-coupe d’un ensemble flou revient à seuiller la fonction d’appartenance afin
de sélectionner les points ayant un degré d’appartenance d’au moins α. Cette opération peut
être vue comme une « défuzzification ».

4.1.5 Cardinal

Dans cette section nous nous restreignons aux ensembles flous définis sur un domaine
fini, ou qui ont un support fini (cela sera toujours le cas dans les applications en image).

Le cardinal d’un ensemble flou µ est défini par :

|µ| =
∑

x∈S
µ(x), (4.25)

ou, si seul le support de µ est fini :

|µ| =
∑

x∈Supp(µ)
µ(x). (4.26)

Cette définition est cohérente avec la notion classique de cardinal d’un ensemble binaire.
Dans le cas d’un ensemble flou, chaque point compte pour une quantité égale à son degré
d’appartenance. Le cardinal est également appelé puissance de l’ensemble flou (par exemple
[219]).

Cette définition peut être étendue au cas où S n’est pas fini mais mesurable. Soit M une
mesure sur S (telle que

∫

S dM(x) = 1). Le cardinal de µ est alors défini par :

|µ| =
∫

S
µ(x)dM(x). (4.27)

4.1.6 Convexité

Dans cette section, S est l’espace euclidien (de dimension quelconque).

La convexité d’un ensemble flou est définie à partir de ses α-coupes : µ est convexe
si et seulement si toutes ses α-coupes sont convexes. Attention, cette définition n’est pas
équivalente à la convexité de la fonction d’appartenance au sens de la convexité classique des
fonctions2. L’expression analytique équivalente de la convexité floue est : µ est convexe si et
seulement si :

∀(x, y) ∈ S2, ∀λ ∈ [0, 1], min(µ(x), µ(y)) ≤ µ(λx+ (1− λ)y). (4.28)

2La fonction d’une fonction f est définie par ∀(x, y), f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).
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4.1.7 Nombre flou

Dans cette section, nous supposons que S = IR.

Une quantité floue est un ensemble flou µ sur IR. Un intervalle flou est une quantité floue
convexe (toutes ses α-coupes sont des intervalles). La semi-continuité supérieure de µ est
équivalente au fait que les α-coupes soient des intervalles fermés.

Un nombre flou est un intervalle flou semi-continu supérieurement (s.c.s.) de support
compact et unimodal. Un exemple de nombre flou représentant « environ 10 » est illustré
sur la figure 4.1.

R

µ

10
0

1

Fig. 4.1 – Nombre flou représentant « environ 10 ».

On peut trouver également des définitions moins strictes, en particulier en acceptant un
intervalle de valeurs modales, c’est-à-dire qu’il existe quatre réels a, b, c, d, avec a ≤ b ≤ c ≤ d
tels que µ(x) = 0 en dehors de l’intervalle [a, d], µ est croissante sur [a, b], décroissante sur
[c, d] et vaut 1 sur [b, c] [161, 162].

Un nombre flou peut être interprété comme une représentation souple d’une quantité
imprécise, qui est plus générale qu’un intervalle classique.

Revenons maintenant à la notion de cardinal d’un ensemble flou, défini plus haut comme
un nombre. Si l’ensemble est mal défini, on peut s’attendre à ce que toute mesure de cet
ensemble soit imprécise également, en particulier son cardinal, qu’on préférera alors définir
comme un nombre flou [120] :

|µ|f (n) = sup{α ∈ [0, 1], |µα| = n}. (4.29)

La quantité |µ|f (n) représente le degré avec lequel le cardinal de µ vaut n.

Une classe très courante de nombres flous est constituée des nombres flous L-R. Ils sont
définis par une représentation paramétrique de leur fonction d’appartenance :

∀x ∈ IR, µ(x) =

{

L(m−x
α ) si x ≤ m

R(x−m
β ) si x ≥ m

(4.30)

où α et β sont des nombres strictement positifs appelés étendues gauche et droite, m est un
nombre appelé valeur moyenne et L et R sont des fonctions ayant les propriétés suivantes :
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– ∀x ∈ IR, L(x) = L(−x),
– L(0) = 1,
– L est non-croissante sur [0,+∞[,

et des propriétés similaires pour R.

Un des principaux avantages de tels nombres flous est qu’ils bénéficient d’une représentation
compacte permettant des calculs simples.

4.2 Mesures floues

Les définitions et quelques exemples de mesures floues sont présentés ici. On trouvera des
présentations plus détaillées dans [327, 120].

4.2.1 Mesure floue d’un ensemble net

Une mesure floue est une fonction f de C (donc définie sur des ensembles nets) dans [0, 1]
satisfaisant les conditions suivantes :

1. f(∅) = 0 ;

2. f(S) = 1 ;

3. monotonie : ∀(A,B) ∈ C2, A ⊆ B ⇒ f(A) ≤ F (B) ;

4. continuité :

∀i ∈ IN, ∀Ai ∈ C, A1 ⊆ A2... ⊆ An... ou A1 ⊇ A2... ⊇ An...

⇒ lim
i→∞

f(Ai) = f

(

lim
i→∞

Ai

)

.

Des propriétés remarquables des mesures floues sont :

∀(A,B) ∈ C2, f(A ∪B) ≥ max[f(A), f(B)], (4.31)

∀(A,B) ∈ C2, f(A ∩B) ≤ min[f(A), f(B)]. (4.32)

Cette définition ne suppose aucune contrainte d’additivité. On pourrait les appeler plus
simplement mesures non-additives, car le lien avec la théorie des ensembles flous présentée
précédemment est relativement faible.

4.2.2 Exemples de mesures floues

Plusieurs familles de mesures floues peuvent être trouvées dans la littérature, les plus
fréquentes étant :

– les mesures de probabilités ;
– les λ-mesures floues, obtenues en relâchant la contrainte d’additivité des mesures de

probabilités sous la forme :

∀(A,B) ∈ C2, A ∩B = ∅ ⇒ f(A ∪B) = f(A) + f(B) + λf(A)f(B) (4.33)

avec λ > −1 ;
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– les fonctions de croyance et de plausibilité de la théorie des fonctions de croyance [302]
(voir chapitre 8) ;

– les mesures de possibilités [361], qui seront introduites dans la section 4.3.
Les liens entre plusieurs types de mesures floues peuvent être trouvés dans [17] ou encore

[120].

4.2.3 Intégrales floues

Les intégrales floues [327, 167] sont la contre-partie des intégrales au sens de Lebesgue
lorsque l’intégration est effectuée relativement à une mesure floue. Deux types d’intégrales
floues peuvent être distinguées.

L’intégrale de Sugeno d’une fonction mesurable f , définie de S dans [0, 1], relativement
à une mesure floue µ est définie par :

Sµ(f) =

∫

f ◦ µ = sup
α∈[0,1]

min[α, µ({x ∈ S, f(x) > α})]. (4.34)

Dans le cas fini (|S| = N), cette expression est équivalente à :

Sµ(f) =

∫

f ◦ µ =
N

max
i=1

min[f(xp(i)), µ(Ai)], (4.35)

où p est une permutation sur {1, 2...N} telle que :

0 ≤ f(xp(1)) ≤ ... ≤ f(xp(N))

et où Ai = {xp(1), ..., xp(N)}.
L’intégrale de Choquet d’une fonction mesurable f , définie de S dans IR+, relativement

à une mesure floue µ est définie par :

Cµ(f) =

∫

fdµ =

∫ +∞

0
µ({x, f(x) > α})dα. (4.36)

Dans le cas fini, on obtient :

Cµ(f) =

∫

fdµ =
N
∑

i=1

[f(xp(i))− f(xp(i−1))]µ(Ai), (4.37)

avec f(xp(0)) = 0.

Les propriétés de ces intégrales sont détaillées dans [327, 250, 167]. Les principales dans
le cas fini sont les suivantes :

– pour la mesure µmin définie par ∀A ⊂ S, A 6= S, µmin(A) = 0 et µmin(S) = 1, les
intégrales Sµmin(f) et Cµmin(f) sont égales au minimum des valeurs prises par f ;

– pour la mesure µmax définie par ∀A ⊆ S, A 6= ∅, µmax(A) = 1 et µmax(∅) = 0, les
intégrales Sµmax(f) et Cµmax(f) sont égales au maximum des valeurs prises par f ;

– quelles que soient les deux fonctions mesurables f et f ′ et pour toute mesure floue µ,
on a la propriété de monotonie suivante :

(∀x ∈ S, f(x) ≤ f ′(x))⇒
{

Sµ(f) ≤ Sµ(f
′)

Cµ(f) ≤ Cµ(f
′)

(4.38)

qui est vraie également dans le cas infini ;
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– pour toute fonction mesurable f et toutes mesures floues µ et µ′, on a la propriété de
monotonie suivante :

(∀A ⊆ S, µ(A) ≤ µ′(A))⇒
{

Sµ(f) ≤ Sµ′(f)
Cµ(f) ≤ Cµ′(f)

(4.39)

qui est vraie aussi dans le cas infini ;
– on déduit des propriétés précédentes les inégalités suivantes pour tout fonction mesu-

rable f et toute mesure floue µ :

N
min
i=1

f(xi) ≤ Sµ(f) ≤ N
max
i=1

f(xi); (4.40)

N
min
i=1

f(xi) ≤ Cµ(f) ≤ N
max
i=1

f(xi); (4.41)

– pour toute mesure additive (ou σ-additive dans le cas infini), l’intégrale de Choquet
cöıncide avec l’intégrale de Lebesgue ; en ce sens, les intégrales floues peuvent être
considérées comme une extension des intégrales de Lebesgue ;

– pour toute mesure floue µ, les intégrales de Sugeno et de Choquet satisfont la propriété
de continuité suivante : pour toute suite de fonctions mesurables fn sur S telle que :

lim
n→+∞

fn = f

on a :
lim

n→+∞
Sµ(fn) = Sµ(f), (4.42)

lim
n→+∞

Cµ(fn) = Cµ(f). (4.43)

Les intégrales floues sont appliquées en particulier en agrégation multi-critères, mais aussi
en fusion de données et en reconnaissance de formes.

4.2.4 Mesures d’ensembles flous

Dans ce qui précède, les mesures ont été appliquées à des ensembles nets. Si l’on considère
maintenant des ensembles flous, nous avons besoin de mesures fournissant des évaluations
quantitatives de tels ensembles. Ces mesures sont appelées mesures d’ensembles flous [66]
ou mesures d’évaluation [130]. Il n’y a pas vraiment de consensus sur la définition de telles
mesures. Nous donnons ici la définition la moins contraignante, proposée dans [66].

Une mesure d’ensemble flou est une fonction M de F dans IR+ telle que :

1. M(∅) = 0 ;

2. ∀(µ, ν) ∈ F2, µ ⊆ ν ⇒M(µ) ≤M(ν).

D’autres contraintes peuvent être ajoutées selon les applications, par exemple :
– M prend ses valeurs dans [0, 1] ;
– M(S) = 1 ;
– M(µ) = 0⇔ µ = ∅ ;
– M(µ) = 1⇔ µ = S.
Des exemples simples de mesures d’ensembles flous sont le cardinal flou, le cardinal du

support de µ, le supremum de µ, etc. Dans la section suivante d’autres exemples sont donnés :
les mesures de flou.
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4.2.5 Mesures de flou

Une question importante portant sur l’évaluation d’un ensemble flou concerne le degré de
flou de l’ensemble. De Luca et Termini [219] ont proposé de définir un degré de flou comme
une fonction f de F dans IR+ telle que :

1. ∀µ ∈ F , f(µ) = 0 ⇔ µ ∈ C (les ensembles nets sont complètement non flous et sont
les seuls à vérifier cette propriété) ;

2. f(µ) est maximum si et seulement si ∀x ∈ S, µ(x) = 0.5 ;

3. ∀(µ, ν) ∈ F2, f(µ) ≥ f(ν) si ν est plus contrasté que µ (plus proche d’un ensemble
binaire), c’est-à-dire :

∀x ∈ S,
{

ν(x) ≥ µ(x) si µ(x) ≥ 0.5
ν(x) ≥ µ(x) si µ(x) ≤ 0.5

4. ∀µ ∈ F , f(µ) = f(µC) (un ensemble flou et sont complémnentaire sont aussi flous l’un
que l’autre).

De Luca et Termini ont également défini l’entropie d’un ensemble flou [219], comme degré
de flou, dans le cas fini :

E(µ) = H(µ) +H(µC), (4.44)

où H(µ) est définie de manière similaire à l’entropie de Shannon :

H(µ) = −K
N
∑

i=1

µ(xi) log µ(xi). (4.45)

Il est facile de voir que E satisfait tous les axiomes du degré de flou. De plus, on a :

H(max(µ, ν)) +H(min(µ, ν)) = H(µ) +H(ν), (4.46)

et
E(max(µ, ν)) + E(min(µ, ν)) = E(µ) + E(ν). (4.47)

De nombreuses autres mesures de flou ont été proposées, avec des propriétés similaires.
Mentionnons ici les principales :

– la distance de Hamming à l’ensemble binaire le plus proche, qui n’est autre que la
0.5-coupe [189] :

f(µ) =
N
∑

i=1

|µ(xi)− µ1/2(xi)|; (4.48)

– la distance de Hamming ou quadratique entre µ et son complémentaire [346] ou de
manière plus générale :

f(µ) =

[

N
∑

i=1

|µ(xi)− µC(xi)|p
]1/p

=

[

N
∑

i=1

|2µ(xi)− 1|p
]1/p

; (4.49)

– la mesure proposée par Kosko [199], qui compare l’intersection de µ et µC avec leur
réunion selon la formule :

|min(µ, µC)|
|max(µ, µC)| ; (4.50)
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– l’entropie généalisée définie à partir d’une fonction génératrice, soit sous forme additive,
soit sous forme multiplicative [25] :
– la forme additive est donnée par :

f(µ) =
N
∑

i=1

g[µ(xi)] + g[1− µ(xi)] (4.51)

où g est une fonction de [0, 1] dans IR+ telle que :

∀t ∈ [0, 1], g′′(t) < 0.

Des exemples de fonctions génératrices sont g(t) = te1−t, g(t) = at − bt2 (avec
0 < b < a), g(t) = −t log t (cette dernière forme donne l’entropie floue de [219]).

– la forme multiplicative est donnée par :

f(µ) =
N
∑

i=1

g[µ(xi)]g[1− µ(xi)] (4.52)

où g est une fonction de [0, 1] dans IR+ telle que :

∀t ∈ [0, 1], g′(t) > 0 et g′′(t) < 0.

Des exemples de fonctions génératrices sont g(t) = te1−t, g(t) = tα.

4.3 Éléments de théorie des possibilités

La théorie des possibilités, dérivée de celle des ensembles flous, a été introduite par L.
Zadeh dans [361], et ensuite été développée par plusieurs chercheurs, en particulier D. Dubois
et H. Prade en France [120, 126].

4.3.1 Nécessité et possibilité

Une mesure de possibilité est une fonction Π de C dans [0, 1] telle que :

1. Π(∅) = 0,

2. Π(S) = 1,

3. ∀I ⊂ IN, ∀Ai ⊆ S(i ∈ I), Π(∪i∈IAi) = supi∈I Π(Ai).

Dans le cas fini, une mesure de possibilité est une mesure floue. Elle correspond au cas
limite de l’équation 4.31, déduite de la monotonie d’une mesure floue.

Par dualité, une mesure de nécessité est définie comme une fonction N de C dans [0, 1]
telle que :

∀A ⊆ S, N(A) = 1−Π(AC). (4.53)

Cette dualité signifie que si un événement est nécessaire, son contraire est impossible.

Une mesure de nécessité vérifie les propriétés suivantes :

1. N(∅) = 0,

2. N(S) = 1,
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3. ∀I ⊂ IN, ∀Ai ⊆ S(i ∈ I), N(∩i∈IAi) = inf i∈I N(Ai).

Inversement, de toute mesure satisfaisant ces propriétés, on peut déduire une mesure de
possibilité par dualité.

Les mesures de possibilité et de nécessité ont de plus les propriétés suivantes :
– ∀A ⊆ S, max(Π(A),Π(AC)) = 1, qui exprime le fait que l’un des deux ensembles A et
AC est complètement possible ;

– ∀A ⊆ S, min(N(A), N(AC)) = 0, qui exprime que deux événements contraires ne
peuvent pas être simultanément nécessaires ;

– ∀A ⊆ S, Π(A) ≥ N(A) (un événement doit être possible avant d’être nécessaire) ;
– ∀A ⊆ S, N(A) > 0⇒ Π(A) = 1 (puisqueN(A) > 0⇒ Π(AC) < 1, et max(Π(A),Π(AC)) =

1) ;
– ∀A ⊆ S, Π(A) < 1⇒ N(A) = 0 ;
– ∀A ⊆ S, N(A) +N(AC) ≤ 1 ;
– ∀A ⊆ S, Π(A) + Π(AC) ≥ 1.

Les deux dernières propriétés expriment la non additivité. La donnée de Π(A) n’est pas
suffisante pour déterminer complètement Π(AC), contraitement aux mesures de probabilité.
L’incertitude attachée à un événement est exprimée par deux nombres, et non plus par un
seul.

4.3.2 Distribution de possibilité

Une distribution de possibilité est une fonction π de S dans [0, 1] avec la condition de
normalisation suivante :

sup
x∈S

π(x) = 1. (4.54)

Cette condition correspond à une hypothèse de monde fermé, dans lequel au moins un élément
de S est complètement possible. Cette condition peut être relâchée dans une hypothèse de
monde ouvert.

Dans le cas fini, une distribution de possibilité permet de construire une mesure de
possibilité par la formule :

∀A ∈ C, Π(A) = sup{π(x), x ∈ A}. (4.55)

Inversement, une mesure de possibilité induit une distribution de possibilité :

∀x ∈ S, π(x) = Π({x}). (4.56)

Par dualité, une mesure de nécessité est définie à partir d’une distribution de possibilité
par :

∀A ∈ C, N(A) = 1− sup{π(x), x /∈ A} = inf{1− π(x), x ∈ AC}. (4.57)

Dans le cas non normalisé, on n’a plus Π(S) = 1 . De même les propriétés N(A) > 0⇒
Π(A) = 1 et Π(A) < 1⇒ N(A) = 0 ne sont plus satisfaites.

Ces définitions ont une interprétation simple si on considère le problème de la représentation
de la valeur prise par une variable. Alors S représente le domaine de variation de cette va-
riable. Une distribution de possibilité sur S décrit les degrés avec lesquels la variable peut
prendre chaque valeur possible. C’est en fait l’ensemble flou des valeurs possibles pour cette
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variable. Le degré d’appartenance de chaque valeur à cet ensemble correspond au degré de
possibilité que la variable prenne cette valeur. Une distribution de possibilité peut donc
représenter l’imprécision attachée à la valeur exacte de la variable. Typiquement, un nombre
flou est une distribution de possibilité décrivant les valeurs possibles que peut prendre ce
nombre.

Considérons par exemple un problème de classification en traitement d’images. Voici
quelques exemples (non exhaustifs) de distributions de possibilité.

– Soit S l’ensemble des classes. Une distribution de possibilité sur S, définie pour chaque
objet à classer (point, région, etc.), peut représenter les degrés avec lesquels cet objet
peut appartenir à chacune des classes.

– Soit S un espace de caractéristiques (par exemple l’échelle des niveaux de gris). Une
distribution de possibilité sur S peut être définie pour chaque classe et représenter,
pour chaque niveau de gris, la possibilité pour que cette classe apparaisse dans l’image
avec ce niveau de gris.

– Soit S l’espace de l’image. Une distribution de possibilité sur S peut être définie pour
chaque classe, et donner pour chaque point de l’image son degré de possibilité d’ap-
partenir à cette classe.

Dans la définition présentée ici, nous avons toujours considéré la possibilité et la nécessité
d’un sous-ensemble net de S. Maintenant, considérons un ensemble flou µ de S (µ ∈ F). La
notion de possibilité doit alors être étendue [361] :

Π(µ) = sup
x∈S

min(µ(x), π(x)). (4.58)

Cela correspond à l’interprétation suivante : étant donné une distribution de possibilité π sur
S, associée à une variable X prenant ses valeurs dans S, on veut évaluer dans quelle mesure
« X est µ ». La possibilité de µ combine donc le degré avec lequel la variable X prend la
valeur x et le degré d’appartenance de x à l’ensemble flou.

4.3.3 Sémantique

Les fonctions d’appartenance et distributions de possibilités peuvent avoir différentes
sémantiques, dont les principales sont :

– une sémantique de degré de similarité (notion de distance),
– une sémantique de degré de plausibilité qu’un objet dont on ne connâıt qu’une des-

cription imprécise soit bien celui qu’on cherche à identifier,
– une sémantique de degré de préférence (une classe floue est alors l’ensemble des « bons »

choix), cette interprétation étant alors proche de la notion de fonction d’utilité.
Ces trois types de sémantiques sont utilisés en traitement d’images.

4.4 Opérateurs

Après les travaux initiaux de L. Zadeh [358], beaucoup d’opérateurs ont été proposés
dans la communauté floue, pour combiner des fonctions d’appartenance ou des distributions
de possibilités3. Ces opérateurs sont aussi appelés connecteurs, opérateurs de combinaison

3Il faut noter que comme une distribution de possibilité et une fonction d’appartenance ont des expressions
mathématiques similaires et qu’il existe des liens entre les deux, les opérateurs peuvent s’appliquer à l’une ou
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ou d’agrégation. Les grandes classes d’opérateurs sont décrites dans [124, 126, 133, 351, 36].
Parmi les principaux opérateurs on trouve en particulier les t-normes, les t-conormes [241,
299], les moyennes [350, 166], les sommes symétriques, et des opérateurs prenant en compte
des mesures de conflit ou encore de fiabilité des sources [129, 112]. Dans ce chapitre, nous
donnons les principales définitions. Les interprétations en termes d’opérations ensemblistes
et de fusion d’informations seront reprises dans les chapitres suivants.

Puisque la plupart des opérateurs agissent point par point (combinent les degrés d’ap-
partenance ou les degrés de possibilités au même point de S), il est suffisant de les définir sur
les valeurs que peuvent prendre les fonctions d’appartenance ou distributions de possibilité.
Les opérateurs sont donc définis comme des fonctions sur [0, 1] ou de [0, 1]× [0, 1] dans [0, 1].
Dans ce qui suit, les lettres x, y, etc. désignent les valeurs à combiner, valeurs dans [0, 1]
représentant des degrés d’appartenance ou de possibilité.

4.4.1 Complémentation floue

Une complémentation floue est une fonction c de [0, 1] dans [0, 1] telle que :

1. c(0) = 1,

2. c(1) = 0,

3. c est involutive : ∀x ∈ [0, 1], c(c(x)) = x,

4. c est strictement décroissante.

L’exemple le plus simple est celui introduit dans la section 4.1 :

∀x ∈ [0, 1], c(x) = 1− x. (4.59)

Comme il est difficile de construire directement des fonctions involutives, il est intéressant
de les caractériser par une forme générale de construction plus simple. Ainsi, les complémentations
continues ont la forme générale suivante :

∀x ∈ [0, 1], c(x) = ϕ−1[1− ϕ(x)], (4.60)

avec ϕ : [0, 1]→ [0, 1], telle que
– ϕ(0) = 0,
– ϕ(1) = 1,
– ϕ est strictement croissante.

Il existe de multiples fonctions ϕ vérifiant ces propriétés et il est facile d’en exhiber. L’exemple
le plus simple est :

∀x ∈ [0, 1], ϕ(x) = xn, (4.61)

qui permet de construire la complémentation

∀x ∈ [0, 1], c(x) = (1− xn)1/n. (4.62)

On retrouve la forme la plus utilisée c(x) = 1−x, obtenue pour n = 1. Plus n augmente (pour
n > 1) ou diminue (pour n < 1), plus la forme obtenue devient binaire. Dans le premier cas,
la plupart des valeurs, sauf celles proches de 1, ont un complémentaire proche de 1, et dans

à l’autre. Cependant, elles ont des origines, significations et sémantiques différentes, ce qui ne doit pas être
négligé.
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le second cas, la plupart des valeurs, sauf celles proches de 0, ont un complémentaire proche
de 0.

Si, pour un réel a dans ]0, 1], ϕ prend la forme suivante :

∀x ∈ [0, 1], ϕ(x) =
ax

(1− a)x+ 1
, (4.63)

alors la complémentation correspondante est :

∀x ∈ [0, 1], c(x) =
1− x
1 + a2x

. (4.64)

Donnons un autre exemple, dépendant de quatre paramètres a, b, c et n tels que 0 ≤ a <
b < c ≤ 1 :

∀x ∈ [0, 1], c(x) =



















1 si 0 ≤ x ≤ a
1− 1

2 [
x−a
b−a ]

n si a ≤ x ≤ b
1
2 [

c−x
c−b ]

n si b ≤ x ≤ c

0 si c ≤ x ≤ 1

(4.65)

Quelques exemples sont illustrés sur la figure 4.2.

1-x

(1-x^2)^0.5

(1-x^4)^0.25

(1-x^0.5)^2

(1-x^0.25)^4

(1-x)/(1+3x)

b = 0.6
a = 0.3

c = 0.9
n = 2

Fig. 4.2 – Quelques exemples de complémentation floue.

4.4.2 Normes et conormes triangulaires

Dans le contexte de la géométrie stochastique ([241, 299]), une norme triangulaire ou
t-norme est une fonction t : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que :

1. t est commutative : ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = t(y, x) ;

2. t est associative : ∀(x, y, z) ∈ [0, 1]3, t[t(x, y), z] = t[x, t(y, z)] ;

3. 1 est élément neutre : ∀x ∈ [0, 1], t(x, 1) = t(1, x) = x ;
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4. t est croissante par rapport aux deux variables :

∀(x, x′, y, y′) ∈ [0, 1]4, (x ≤ x′ et y ≤ y′)⇒ t(x, y) ≤ t(x′, y′).

De plus, on a : t(0, 1) = t(0, 0) = t(1, 0) = 0, t(1, 1) = 1, et 0 est élément absorbant
(∀x ∈ [0, 1], t(x, 0) = 0).

Une propriété de continuité est souvent ajoutée à cet ensemble de propriétés.

Les opérateurs min(x, y), xy, max(0, x + y − 1) sont des exemples de t-normes, de loin
les plus usitées.

Les t-normes généralisent la notion d’intersection aux ensembles flous ainsi que le « et »
logique.

Il est facile de montrer le résultat suivant : pour toute t-norme t, on a :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) ≤ min(x, y). (4.66)

Cela montre que le « min » est la plus grande t-norme et que tout t-norme a donc un
comportement conjonctif.

À l’opposé, toute t-norme est toujours plus grande que t0, qui est la plus petite t-norme,
définie par :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t0(x, y) =











x si y = 1
y si x = 1
0 sinon

(4.67)

De plus, les t-normes mentionnées plus haut vérifient4 :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t0(x, y) ≤ max(0, x+ y − 1) ≤ xy ≤ min(x, y). (4.68)

Des formes paramétriques permettent des variations entre certains de ces opérateurs. Par
exemple, la t-norme définie dans [347] par :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = 1−min[1, [(1− x)p + (1− y)p]1/p] (4.69)

varie de la t-norme de Lukasiewicz max(0, x+ y − 1) pour p = 1 au min pour p = +∞.

Des exemples de t-normes sont illustrés dans la figure 4.3.

À partir d’une t-norme t et d’une complémentation c, un autre opérateur T appelé t-
conorme peut être défini par dualité :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T (x, y) = c[t(c(x), c(u)]. (4.70)

Une t-conorme est donc une fonction T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que :

1. T est commutative : ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T (x, y) = T (y, x) ;

2. T est associative : ∀(x, y, z) ∈ [0, 1]3, T [T (x, y), z] = T [x, T (y, z)] ;

3. 0 est élément neutre : ∀x ∈ [0, 1], T (x, 0) = T (0, x) = x ;

4Notons cependant qu’il n’y pas d’ordre total sur l’ensemble de toutes les t-normes
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Fig. 4.3 – Quatre exemples de t-normes. Première ligne : t0 (plus petite t-norme) et t-norme
de Lukasiewicz. Seconde ligne : produit et minimum (plus grande t-norme).

4. T est croissante par rapport aux deux variables :

∀(x, x′, y, y′) ∈ [0, 1]4, (x ≤ x′ et y ≤ y′)⇒ T (x, y) ≤ T (x′, y′).

De plus, on a : T (0, 1) = T (1, 1) = T (1, 0) = 1, T (0, 0) = 0, et 1 est élément absorbant
(∀x ∈ [0, 1], T (x, 1) = 1).

Les exemples les plus classiques de t-conormes sont : max(x, y), x+y−xy, min(1, x+y).

Les t-conormes généralisent aux ensembles flous la notion de réunion ou de « ou » logique.

Pour toute t-conorme, on a ;

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T (x, y) ≥ max(x, y). (4.71)

Cela montre que le « max » est la plus petite t-conorme et que toute t-conorme a un
comportement disjonctif.

À l’opposé, toute t-conorme est plus petite que T0, qui est la plus grande t-conorme,
définie par :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T0(x, y) =











x si y = 0
y si x = 0
1 sinon

(4.72)
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De plus, on a les inégalités suivantes entre les t-conormes les plus classiques5 :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T0(x, y) ≥ min(1, x+ y) ≥ x+ y − xy ≥ max(x, y). (4.73)

Des exemples de t-conormes sont montrés sur la figure 4.4.

Fig. 4.4 – Quatre exemples de t-conormes. Premirère ligne : T0 (plus grande t-conorme)
et t-conorme de Lukasiewicz. Seconde ligne : somme algébrique et maximum (plus petite
t-conorme).

Voici quelques autres propriétés utiles de ces opérateurs :
– toute t-norme ou t-conorme est distributive par rapport au min et au max, et on a

donc des égalités du type :

∀(x, y, z) ∈ [0, 1]3, t[x,min(y, z)] = min[t(x, y), t(x, z)]; (4.74)

– les seules t-normes et t-conormes qui sont mutuellement distributives sont le min et le
max ;

– la seule t-norme idempotente est le min, et la seule t-conorme idempotente est le max ;
– à partir de toute t-norme t et de toute fonction continue strictement croissante h de

[0, 1] dans [0, 1] telle que h(0) = 0 et h(1) = 1, on peut construire une autre t-norme t′

5Là encore, il n’existe pas d’ordre total sur l’ensemble de toutes les t-conormes.
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par la formule [298] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t′(x, y) = h−1[t(h(x), h(y))]. (4.75)

Cela donne un moyen de générer des familles de t-normes à partir d’un exemple.

Il existe des formes génériques pour des t-normes et des t-conormes ayant des propriétés
particulières [124], dont nous détaillons maintenant les deux familles les plus utiles : les
t-normes et t-conormes archimédiennes et nilpotentes.

Une t-norme archimédienne strictement monotone t vérifie :

∀x ∈ [0, 1], t(x, x) < x, (4.76)

et
∀(x, y, y′) ∈ [0, 1]3, y < y′ ⇒ t(x, y) < t(x, y′). (4.77)

De même, une t-conorme archimédienne strictement monotone T vérifie les deux propriétés
suivantes :

∀x ∈ [0, 1], T (x, x) > x, (4.78)

∀(x, y, y′) ∈ [0, 1]3, y < y′ ⇒ T (x, y) < T (x, y′). (4.79)

Tout t-norme archimédienne strictement monotone t peut être exprimée sous la forme
suivante :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = f−1[f(x) + f(y)], (4.80)

où f , appelée fonction génératrice, est une bijection continue et décroissante de [0, 1] dans
[0,+∞] telle que f(0) = +∞ et f(1) = 0.

Les t-conormes associées ont la forme suivante :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T (x, y) = ϕ−1[ϕ(x) + ϕ(y)], (4.81)

où la fonction génératrice ϕ est une bijection continue et croissante de [0, 1] dans [0,+∞]
telle que ϕ(0) = 0 et ϕ(1) = +∞.

De telles t-normes et t-conormes ne satisfont jamais les lois de non-contradiction et du
tiers-exclu. Ces lois s’expriment par :

∀x ∈ [0, 1], t[x, c(x)] = 0, (4.82)

et
∀x ∈ [0, 1], T [x, c(x)] = 1. (4.83)

Ces deux équations ne sont en général par vérifiées par les t-normes et t-conormes ar-
chimédiennes strictement monotones.

Toute t-norme (ou t-conorme) archimédienne strictement monotone peut également être
définie à partir de générateurs multiplicatifs, par équivalence avec les générateurs additifs
[81] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = h−1[h(x)h(y)], (4.84)

où h est une fonction strictement croissante de [0, 1] dans [0, 1] telle que h(0) = 0 et h(1) = 1.
L’équivalence avec la forme additive est obtenue simplement en posant :

h = e−f (4.85)
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où f est une fonction génératrice additive.

Les t-norme et t-conorme les plus courantes dans cette classe sont le produit et la somme
algébrique :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = xy, T (x, y) = x+ y − xy. (4.86)

Les seules t-normes rationnelles de cette classe sont les t-normes de Hamacher définies
par [172] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2,
xy

γ + (1− γ)(x+ y − xy) , (4.87)

où γ est un paramètre positif (pour γ = 1 on retrouve le produit). Elles sont illustrées sur
la figure 4.5.

Fig. 4.5 – Deux exemples de t-normes de Hamacher, pour γ = 0 (à gauche) et γ = 0.4 (à
droite).

Une autre famille paramétrique de celle classe est constituée des fonctions de Frank,
définies par [144] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = logs[1 +
(sx − 1)(sy − 1)

s− 1
], (4.88)

où s est un paramètre strictement positif. Ces t-normes et leurs t-conormes duales satisfont
l’égalité remarquable suivante (et ce sont les seules t-normes et t-conormes qui satisfont cette
relation) :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) + T (x, y) = x+ y. (4.89)

Des exemples de t-normes de Frank sont montrés dans la figure 4.6. Si s est petit et tend
vers 0, la t-norme tend vers le minimum. Si s tend vers +∞, la t-norme tend vers la t-norme
de Lukasiewicz. Si s = 1, on retrouve le produit.

La deuxième famille utile de t-normes et t-conormes est constituée des opérateurs nilpo-
tents, qui ont la forme générale suivante :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = f∗[f(x) + f(y)], (4.90)
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Fig. 4.6 – Quatre exemples de t-normes de Frank. Première ligne : s = 0.1 et s = 2. Seconde
ligne : s = 10 et s = 1000.

où f est une bijection décroissante de [0,1] dans [0,1], telle que f(0) = 1, f(1) = 0, et
f∗(x) = f−1(x) si x ∈ [0, 1], avec f∗(x) = 0 si x ≥ 1. La forme générale des t-conormes
nilpotentes en est déduite par dualité.

Ces opérateurs satisfont les lois du tiers-exclu et de non-contradiction.

Les t-norme et t-conorme les plus courantes dans cette classe sont les opérateurs de
Lukasiewicz :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) = max(0, x+ y − 1), T (x, y) = min(1, x+ y). (4.91)

Des exemples de fonctions génératrices f ont été proposées par Schweizer et Sklar [298]
ou encore par Yager [347].

Des opérateurs combinant t-normes et t-conormes ont été proposés, par exemple dans
[366] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, Cγ(x, y) = t(x, y)1−γT (x, y)γ , (4.92)

où γ est un paramètre dans [0, 1].
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4.4.3 Opérateurs de moyenne

Un opérateur de moyenne est une fonction m : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que :

1. le résultat de la combinaison est toujours compris entre le min et le max : ∀(x, y) ∈
[0, 1]2, min(x, y) ≤ m(x, y) ≤ max(x, y), mais m 6= min et m 6= max ;

2. m est commutative ;

3. m est croissante par rapport aux deux variables :

∀(x, x′, y, y′) ∈ [0, 1]4, (x ≤ x′ and y ≤ y′)⇒ m(x, y) ≤ m(x′, y′).

La première propriété entrâıne que m est toujours une opération idempotente :

∀x ∈ [0, 1], m(x, x) = x.

Ces opérateurs ne sont en général pas associatifs. Les seules qui le soient sont les médianes,
où m(x, y) est la valeur médiane de x, y et un paramètre α dans [0, 1] :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, m(x, y) = med(x, y, α) =











x si y ≤ x ≤ α ou α ≤ x ≤ y
y si x ≤ y ≤ α ou α ≤ y ≤ x
α si y ≤ α ≤ x ou x ≤ α ≤ y

(4.93)

La figure 4.7 illustre quelques opérateurs de médiane.

Une propriété plus faible que l’associativité est la bissymétrie :

∀(x, y, z, t) ∈ [0, 1]4, m[m(x, y),m(z, t)] = m[m(x, z),m(y, t)]. (4.94)

Les moyennes qui vérifient cette propriété, qui sont continues et strictement croissantes ont
la forme générale suivante :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, m(x, y) = k−1[
k(x) + k(y)

2
], (4.95)

où k est une fonction continue strictement croissante de [0, 1] dans [0, 1]. La fonction k peut
s’interpréter comme un changement d’échelle ou de dynamique des valeurs à combiner. Celles-
ci, une fois transformées par k, sont alors combinées par une simple moyenne arithmétique,
puis on ramène le résultat à l’échelle initiale.

Les moyennes les plus classiques sont obtenues pour des fonctions k du type :

∀x ∈ [0, 1], k(x) = xα,

avec α ∈ IR. La moyenne arithmétique x+y
2 est obtenue pour α = 1, la moyenne quadratique

√

x2+y2

2 pour α = 2, la moyenne harmonique 2xy
x+y pour α = −1, la moyenne géométrique√

xy pour α = 0. A la limite, quand α tend vers −∞ ou +∞, m tend vers le min ou le max.

La table 4.1 regroupe ces résultats.

La figure 4.8 montre quelques exemples de moyennes.

On trouve également dans la classe des opérateurs de moyenne les moyennes pondérées,
les OWA (« ordered weighted average ») [350] et les intégrales floues [166].
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Fig. 4.7 – Trois exemples de médianes, pour α égal à 0.1, 0.5 et 0.8 respectivement.

α m(x, y) commentaire

−∞ min(x, y) valeur limite

−1 2xy
x+y moyenne harmonique

0 (xy)−1/2 moyenne géométrique

+1 x+y
2 moyenne arithmétique

+2
√

x2+y2

2 moyenne quadratique

+∞ max(x, y) valeur limite

Tab. 4.1 – Exemples de moyennes bisymétriques, continues et strictement croissantes. Pour
la moyenne harmonique, on pose par convention m(0, 0) = 0.

Dans les OWA, les poids sont définis par le rang des valeurs à combiner. Soient a1, a2, ...an
ces valeurs. Elles sont ordonnées en une suite aj1 , aj2 , ...ajn telle que :

aj1 ≤ aj2 ≤ ... ≤ ajn .

Alors, pour un ensemble de poids wi vérifiant :

n
∑

i=1

wi = 1, ∀i, 1 ≤ i ≤ n,wi ∈ [0, 1],
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Fig. 4.8 – Quatre exemples d’opérateurs de moyenne. Première ligne : moyennes harmonique
et géométrique. Seconde ligne : moyennes arithmétique et quadratique.

l’opérateur OWA est défini par l’expression :

OWA(a1, a2, ..., an) =
n
∑

i=1

wiaji . (4.96)

On peut également considérer que se trouvent dans cette classe d’opérateurs les intégrales
floues [166]. En effet, les intégrales de Choquet et de Sugeno sont idempotentes, continues,
croissantes, et comprises entre le minimum et le maximum. On y trouve comme cas particulier
les statistiques d’ordre, et donc le minimum, le maximum et la médiane. Les intégrales de
Choquet définies par rapport à une mesure additive µ sont équivalentes à une moyenne
arithmétique pondérée, dans laquelle les poids wi affectés aux valeurs xi sont égaux à µ({xi}).

Les OWA peuvent aussi être vus comme une classe particulière d’intégrales de Choquet,
où la mesure floue est définie par :

∀A, |A| = i, µ(A) =
i−1
∑

j=0

wn−j .
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Inversement, toute intégrale de Choquet commutative est telle que µ(A) ne dépend que de
|A| et est égale à un OWA dont les poids sont donnés par :

w1 = 1−
n
∑

i=2

wi,

∀i ≥ 2, wi = µ(An−i+1)− µ(An−i),

où Ai désigne tout sous-ensemble tel que |Ai| = i.

Une étude plus détaillée des propriétés de tels opératuers peut être trouvée dans [167,
166].

4.4.4 Sommes symétriques

Les sommes symétriques sont définies par une propriété d’auto-dualité, qui correspond à
l’invariance du résultat de l’opération par inversion de l’échelle des valeurs à combiner. Plus
précisément, une somme symétrique est une fonction σ : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] telle que :

1. σ(0, 0) = 0 ;

2. σ est commutative ;

3. σ est croissante par rapport aux deux variables ;

4. σ est continue ;

5. σ est auto-duale : ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, σ(x, y) = 1− σ(1− x, 1− y).
Notons que l’auto-dualité s’oppose à la dualité mentionnée entre les t-normes et les t-

conormes. Pour ces opérateurs, inverser l’échelle entrâıne le changement de type d’opérateur.
Ici, l’échelle des valeurs peut être inversée sans changer la manière de les combiner. Cette pro-
priété a été utilisée en particulier pour la combinaison de jugements d’experts. Elle pourrait
également être exprimée avec d’autres complémentations.

De ces propriétés de base, on déduit que :
– σ(1, 1) = 1,
– ∀x ∈]0, 1[, σ(x, 1− x) = 1

2 ,
– la seule somme symétrique qui soit à la fois associative et une moyenne est la médiane

de paramètre 1
2 .

La forme générale des sommes symétriques est donnée par :

σ(x, y) =
g(x, y)

g(x, y) + g(1− x, 1− y) , (4.97)

où g est une fonction de [0, 1] × [0, 1] dans [0, 1], croissante, positive, continue telle que
g(0, 0) = 0. Typiquement on peut prendre pour g une t-norme ou une t-conorme continue.

Si ∀x ∈ [0, 1], g(0, x) = 0, σ(0, 1) n’est pas défini, sinon σ(0, 1) = 1
2 .

La forme générale des sommes symétriques associatives, strictement croissantes est donnée
par :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, σ(x, y) = ψ−1[ψ(x) + ψ(y)], (4.98)

où ψ est une fonction strictement monotone telle que ψ(0) et ψ(1) sont non bornés et ∀x ∈
[0, 1], ψ(1−x)+ψ(x) = 0. On en déduit que 0 et 1 sont éléments neutres, et que 1

2 est élément
absorbant.
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Quelques exemples typiques de sommes symétriques sont données dans la table 4.2. Elles
sont obtenues en prenant diverses t-normes et t-conormes comme fonction génératrice g.

g(x, y) σ(x, y) propriété

xy σ0(x, y) =
xy

1−x−y+2xy associative

x+ y − xy σ+(x, y) =
x+y−xy

1+x+y−2xy non associative

min(x, y) σmin(x, y) =
min(x,y)
1−|x−y| moyenne

max(x, y) σmax(x, y) =
max(x,y)
1+|x−y| moyenne

Tab. 4.2 – Exemples de sommes symétriques, définies à partir de t-normes et de t-conormes.
Pour σ0, on pose par convention σ0(0, 1) = σ0(1, 0) = 0, et pour σmin, on pose σmin(0, 1) =
σmin(1, 0) = 0.

Ces opérations sont ordonnées de deux manières suivant les valeurs à combiner :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, x+ y ≤ 1⇒ σ0(x, y) ≤ σmin(x, y) ≤ σmax(x, y) ≤ σ+(x, y), (4.99)

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, x+ y ≥ 1⇒ σ0(x, y) ≥ σmin(x, y) ≥ σmax(x, y) ≥ σ+(x, y). (4.100)

Les quatre exemples de la table 4.2 sont illustrés figure 4.9.

4.4.5 Opérateurs adaptatifs

Il existe dans la littérature beaucoup d’autres opérateurs, que nous ne décrivons pas ici.
Mentionnons seulement les opérateurs adaptatifs en fonction du conflit entre des distributions
de possibilité [129], qui se comportent comme un min si les distributions sont consonantes, et
comme un max si elles présentent un fort conflit. Soient π1 et π2 deux distributions de possi-
bilité que l’on souhaite combiner en une distribution globale π′. Elles peuvent représenter par
exemple l’imprécision sur une variable estimée de deux manières différentes, et on souhaite
en déduire une estimation globale. Soit 1 − h(π1, π2) une mesure du conflit entre les deux
distributions, et t une t-norme. Voici quelques exemples de formules possibles pour π ′ :

π′(s) = max

[

t[π1(s), π2(s)]

h(π1, π2)
, 1− h(π1, π2)

]

, (4.101)

π′(s) = min

[

1,
t[π1(s), π2(s)]

h(π1, π2)
+ 1− h(π1, π2)

]

, (4.102)

π′(s) = t[π1(s), π2(s)] + 1− h(π1, π2), (4.103)

π′(s) = max

[

min(π1, π2)

h
,min[max(π1, π2), 1− h]

]

. (4.104)

Dans [129], la mesure de conflit proposée est définie par 1− h avec :

h = sup
s
t[π1(s), π2(s)]. (4.105)

La dernière formule (équation 4.104) est illustrée sur la figure 4.10 pour deux distributions
de possibilité avec un conflit croissant.

Nous reviendrons sur ce type d’opérateurs dans le chapitre 8.
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Fig. 4.9 – Quatre exemples de sommes symétriques. Première ligne : σ0 et σ+. Seconde
ligne : σmin et σmax.

4.5 Variables linguistiques

Il arrive souvent que les représentations numériques ne soient pas adaptées pour décrire
une situation. Par exemple, si une variable a un grand domaine de variation, il peut être
difficile d’affecter une valeur précise à chaque situation spécifique et on préférera alors uti-
liser des termes plus qualitatifs issus du langage naturel pour regrouper plus ou moins
grossièrement des sous-ensembles typiques de situations intéressantes. Par exemple, pour
décrire la taille d’un objet, il peut être plus facile et approprié d’utiliser seulement quelques
termes de frontières souples, tels que petit, moyen, grand. Cela correspond à une certaine
granularité de l’information. Selon [363], le concept de « granule » est le point de départ
des théories de « calcul avec des mots » (computing with words). Zadeh définit un granule
comme a fuzzy set of points having the form of a clump of elements drawn together by si-
milarity [363]. Un mot est alors une étiquette de granule. Pour faire du calcul avec de telles
représentations, des outils spécifiques doivent être développés. Le domaine du raisonnement
approximatif en bénéficie particulièrement.

Ces types de représentations sont appelés variables linguistiques. Ce sont des variables
dont les valeurs sont des mots, des groupes de mots ou des phrases [360]. Leur intérêt est
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Fig. 4.10 – Exemple d’opérateurs adaptatifs variant du min au max lorsque le conflit entre
les deux distributions augmente.

essentiellement que les caractérisations linguistiques peuvent être moins spécifiques que les
caractérisations numériques, et nécessitent donc moins d’information pour être utilisées et
manipulées dans des systèmes de raisonnement.

4.5.1 Définition

Formellement, une variable linguistique est définie par un quintuplet (x, T (x),S, G,M)
où x est le nom de la variable, T (x) l’ensemble des valeurs de x (appelées termes), S est
le domaine ou univers sur lequel les valeurs de la variable sont définies, G est une règle
syntaxique permettant de générer le nom X de chaque valeur de x, et M est une règle
sémantique, M(X) étant l’ensemble flou défini sur S représentant la signification de X [360,
120, 365].

Cette définition représente une conversion symbolique-numérique, et établit des liens
entre le langage et les échelles numériques.

4.5.2 Exemple de variable linguistique

Considérons l’exemple de la taille d’un objet. En termes numériques, cette taille peut être
exprimée par une valeur variant dans un domaine S (typiquement S est un sous-ensemble de
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IR+). En termes linguistiques, la taille peut être exprimée à l’aide de quelques termes tels que
très petit, petit, moyen, grand, très grand, etc. La sémantique de ces termes est définie par
des ensembles flous sur S. La figure 4.11 illustre la notion de variable linguistique « taille ».

size

{very small, small, medium, large, very large}

M

S

membership
functions

semantic rules

linguistic variable

syntactic rules

terms

Fig. 4.11 – Illustration de la variable linguistique « taille », de ses termes et des ensembles
flous associés. Les flèches allant de la variable linguistique à l’ensemble de termes représentent
les règles syntaxiques. Le deuxième ensemble de flèches représente les règles sémantiques et
traduisent les termes en fonctions d’appartenance.

4.5.3 Modificateurs

La signification d’un terme d’une variable linguistique peut être modulée par des opérateurs
appelés modificateurs. Si A est un ensemble flou, alors le modificateur h permet de construire
un terme composé h(A) qui est un ensemble flou sur le même univers S. Les opérateurs les
plus courants sont les suivants :

– normalisation :

µnorm(A)(u) =
µA(u)

supv∈S µA(v)
,

où µA désigne la fonction d’appartenance à A et u une valeur quelconque dans S ;
– concentration : µcon(A)(u) = [µA(u)]

2 ;
– dilatation6 : µdil(A)(u) = [µA(u)]

0.5 ;
– rehaussement de contraste :

µint(A)(u) =

{

2[µA(u)]
2 si µA(u) ∈ [0, 0.5]

1− 2[1− µA(u)]
2 sinon.

Ces fonctions sont illustrées dans la figure 4.12, pour une fonction d’appartenance simple,
de forme triangulaire.

Des modificateurs typiques construits à partir de ces opérateurs sont [120] :
– very A = con(A),

6Attention, ce n’est pas une dilatation au sens morphologique.
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Initial fuzzy set

concentration

dilation

contrast intensification

Fig. 4.12 – Illustration de quelques opérations utilisées dans la définition des modificateurs,
sur un ensemble flou de forme triangulaire. En pointillés : concentration, en tiretés : dilata-
tion, en pointillés-tiretés : rehaussement de contraste.

– more or less A = dil(A),
– plus A = A1.25,
– slightly A = int[norm(plus A and not(very A))] où « and » et « not » sont définis

par une t-norme et une complémentation respectivement.
À titre anecdotique, mentionnons une explication du nombre d’or, proposée dans [198]

comme application des modificateurs. L’idée développée par l’auteur est que le fait qu’une
chose soit considérée comme plaisante dépend de l’optimum d’une variable. Par exemple, si
quelqu’un met un peu de parfum, cela pourra être perçu comme plaisant. Mais un excès de
parfum ne sentira pas très bon. Dans cet exemple comme dans beaucoup d’autres, il apparâıt
que le degré x avec lequel quelque chose est plaisant suit la règle suivante : s’il augmente
trop, l’effet contraire sera obtenu. L’expression de cette règle en termes linguistiques donne :

very(x) = not(x)

Comme very(x) est formalisé par x2 et not(x) par 1 − x, on trouve que x doit satisfaire
l’équation :

x2 = 1− x

dont la solution est le nombre d’or
√
5−1
2 !

4.6 Relations floues

Le concept de relation a été étendu au flou dans [358, 359] pour modéliser les interactions
entre des éléments. Cette extension enrichit la théorie des ensembles flous d’outils comparatifs
et structurels, ce qui est important pour les applications en interprétation d’images.
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4.6.1 Définitions

Soit S1 et S2 deux univers. Une relation floue R sur S1 × S2 est un ensemble flou sur
S1 × S2 :

R = {((u1, u2), µR(u1, u2))|(u1, u2) ∈ S1 × S2}. (4.106)

Cette définition de relation binaire s’étend directement à des relations n-aires.

Soient µ1 et µ2 deux ensembles flous définis respectivement sur S1 et S2. Une relation
floue sur µ1 × µ2 est définie comme un ensemble flou sur S1 × S2 tel que :

∀(u1, u2) ∈ S1 × S2, µR(u1, u2) ≤ min[µ1(u1), µ2(u2)]. (4.107)

La projection d’une relation floue R sur S1 est définie comme un sous-ensemble flou de
S1 par :

proj[R,S1] = {(u1, sup
u2∈S2

µR(u1, u2))|u1 ∈ S1}. (4.108)

La projection sur S2 est définie de manière similaire.

Dans le cas de relations n-aires, définies sur S1 × ...× Sn, la projection peut être définie
sur un espace produit de certains des Si, comme une relation floue sur cet espace produit.

L’extension cylindrique d’une relation floue sur un espace produit Si1 × ... × Sik , où
{i1...ik} ⊆ {1...n}, est définie comme la « plus grande » relation floue sur S1 × ...× Sn :

c(R) = {((u1, ..., un), µR(ui1 , ..., uik))|(u1, ..., un) ∈ S1 × ...× Sn}. (4.109)

Une relation floue est appelée restriction floue si elle représente une contrainte élastique
sur les valeurs (dans S1×S2) qui peuvent être affectées à une variable v définie sur S1×S2.

4.6.2 Propriétés d’une relation floue

Les propriétés des relations peuvent en général être étendues de plusieurs manières au
cas flou. Nous présentons ici les plus courantes, pour une relation binaire sur S × S.

Réflexivité

Une relation floue R dans S × S est réflexive si [359] :

∀x ∈ S, µR(x, x) = 1. (4.110)

Elle est ε-réflexive si [354] :

∀x ∈ S, µR(x, x) ≥ ε. (4.111)

Elle est faiblement réflexive si [354] :

∀x ∈ S, ∀y ∈ S, µR(x, x) ≥ µR(x, y). (4.112)
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Symétrie et anti-symétrie

Une relation floue R dans S × S est symétrique si :

∀x ∈ S, ∀y ∈ S, µR(x, y) = µR(y, x). (4.113)

Une relation floue R dans S × S est anti-symétrique [189] si :

∀x ∈ S, ∀y ∈ S, x 6= y ⇒
{

soit µR(x, y) 6= µR(y, x)
soit µR(x, y) = µR(y, x) = 0

(4.114)

Une relation floue R dans S × S est parfaitement anti-symétrique [359] si :

∀x ∈ S, ∀y ∈ S, x 6= y et µR(x, y) > 0⇒ µR(y, x) = 0. (4.115)

Les deux définitions de l’anti-symétrie sont liées par l’implication suivante : l’anti-symétrie
parfaite implique l’anti-symétrie.

Transitivité

La transitivité exprime que la relation directe entre deux éléments doit être au moins
aussi forte que des relations indirectes entre ces éléments (passant par d’autres éléments).

Cette idée se transpose en termes flous de la manière suivante : une relation floue R dans
S × S est max-min transitive si :

∀(x, y, z) ∈ S3, µR(x, z) ≥ min[µR(x, y), µR(y, z)]. (4.116)

Cette définition peut prendre une forme plus générale, appelée transitivité max-∗, où x∗y
est définie par l’une des expressions suivantes :

1. xy,

2. max(0, x+ y − 1),

3. x+y
2 ,

4. max(x, y),

5. x+ y − xy.

4.6.3 Composition de relations

La manière la plus courante de composer deux relations R et S définies respectivement
sur S1 × S2 et S2 × S3 est appelée composition max-min, et est donnée par :

∀u1 ∈ S1, ∀u3 ∈ S3, µR◦S(u1, u3) = sup
u2∈S2

min[µR(u1, u2), µS(u2, u3)]. (4.117)

La composition R ◦ S est une relation floue sur S1 × S3.
À la place du min, on peut utiliser un autre opérateur, et définir ainsi une composition

max-∗. L’opérateur ∗ peut être par exemple le produit ou la moyenne arithmétique [281].
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Si l’opérateur ∗ est associatif et croissant par rapport aux deux arguments, alors la
composition max-∗ est associative, distributive sur la réunion et croissante par rapport à
l’inclusion.

Comme la composition est obtenue en considérant la « force » de tous les chemins entre
u1 et u3, cette notion est reliée à celle de transitivité max-min : une relation floue R sur
S × S est max-min transitive si et seulement si R ◦R ⊆ R.

On a une équivalence similaire entre la transitivité max-∗ et la composition max-∗.

4.6.4 Relations de similarité

Les relations de similarité constituent une classe particulière de relations floues, parti-
culièrement utiles en reconnaissance des formes, pour la comparaison d’objets, de relations,
d’objets et de modèles, pour le raisonnement à partir de cas, pour la reconnaissance à partir
de modèles ou d’exemples, etc.

Une relation de similarité est une relation floue S sur S qui est [359] :

1. réflexive,

2. symétrique,

3. max-min transitive.

La réflexivité peut être trop restrictive, et remplacée par la ε-réflexivité, ou la réflexivité
faible. D’autres variantes utilisent la transitivité max-∗ au lieu de la transitivité max-min.

La transivité étant souvent difficile à garantir et pas toujours indispensable suivant les
applications, les relations plus faibles de tolérance ou de proximité sont intéressantes et ne
doivent satisfaire que la réflexivité et la symétrie.

À partir d’une relation de similarité S, on peut déduire une relation de dissimilarité D
par :

∀(x, y) ∈ S2, µD(x, y) = 1− µS(x, y). (4.118)

Une relation de dissimilarité satisfait les propriétés suivantes :

1. anti-réflexivité :

∀x ∈ S, µD(x, x) = 0,

2. symétrie,

3. min-max transitivité :

∀(x, y, z) ∈ S3, µD(x, z) ≤ max[µD(x, y), µD(y, z)].

La fonction d’appartenance µD(x, y) représente une fonction de distance sur S, qui est de
plus une ultramétrique, grâce à la dernière propriété.

Zadeh a montré [359] qu’une relation de similarité S peut être représentée par un arbre,
appelé arbre de partitions ou arbre de similarité. Chaque niveau de l’arbre correspond à la
partition de S induite par une α-coupe de S. Si Πα désigne la partition induite par Sα, alors
Πβ est un raffinement de Πα si β ≥ α. Ainsi les partitions obtenues aux différents niveaux
de coupe sont embôıtées.
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Prenons l’exemple de [359], où S = {x1, ...x6}, et la relation de similarité est définie par
la matrice suivante :

µS =



















1 0.2 1 0.6 0.2 0.6
0.2 1 0.2 0.2 0.8 0.2
1 0.2 1 0.6 0.2 0.6
0.6 0.2 0.6 1 0.2 0.8
0.2 0.8 0.2 0.2 1 0.2
0.6 0.2 0.6 0.8 0.2 1



















. (4.119)

L’arbre de partitions correspondant à cette relation de similarité est donné Figure 4.13.

x Sx x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

S

S

S

1 3 4 6 2 5

1 3 6 2 54

1 3 4 6 2 5

1 2 3 4 5 6

1

0.8

0.6

0.2

Fig. 4.13 – Arbre de partitions correspondant à la relation de similarité définie par l’équation
4.119 (extrait de [359]). Pour α = 0.2, l’α-coupe S0.2 donne une seule classe, car tous les xi
sont similaires au degré 0.2. Pour α = 0.6, on obtient deux classes, etc.

4.6.5 Relations d’ordre

Contrairement aux relations de similarité, les relations d’ordre ne sont pas symétriques.
Plusieurs types d’ordres flous peuvent être définis.

Une relation de pré-ordre floue est une relation floue qui est :

1. réflexive,

2. max-min transitive.

Une relation d’ordre floue est une relation floue qui est :

1. réflexive,

2. anti-symétrique,

3. max-min transitive.

Une relation d’ordre floue parfaite [189] ou relation d’ordre partiel floue [359, 120] est
une relation floue qui est :

1. réflexive,

2. parfaitement anti-symétrique,

3. max-min transitive.
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Une relation d’ordre total floue [189] ou ordre linéaire [359, 120] est une relation d’ordre
partiel floue R telle que :

∀(x, y) ∈ S2, soit µR(x, y) > 0 soit µR(y, x) > 0. (4.120)

Une relation d’ordre partiel floue R sur un univers fini S peut être représentée de manière
équivalente par une matrice triangulaire et par un diagramme de Hasse (graphe orienté dont
les arcs sont valués par µR). L’antisymétrie et la transitivité de R conduisent à un graphe
sans cycle. Illustrons ces représentations avec un exemple issu de [359], pour un univers S
de 6 éléments. La matrice définissant la relation d’ordre partiel floue est donnée par :

µR =



















1 0.8 0.2 0.6 0.6 0.4
0 1 0 0 0.6 0
0 0 1 0 0.5 0
0 0 0 1 0.6 0.4
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1



















. (4.121)

Le diagramme de Hasse correspondant à cet ordre partiel est illustré sur la figure 4.14.
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Fig. 4.14 – Diagramme de Hasse correspondant à la relation d’ordre partiel floue définie par
l’équation 4.121 (extrait de [359]).

4.7 Logique floue et possibiliste

Le développement de la logique floue est directement lié aux spécifités du raisonnement
humain : plus souple que la logique propositionnelle classique, il tolère l’imprécision et permet
d’effectuer des déductions même en présence de données et de connaissances imparfaites. Il est
capable de manipuler des prédicats graduels, provenant soit de l’utilisation de référentiels
continus, soit de notions de typicalité (une situation peut-être plus ou moins typique de
situations connues et il faut être capable de prendre cela en compte, dans des raisonnements
par analogie).

Dans le cadre du raisonnement sur des propositions, l’incertitude (au sens large) corres-
pond à l’incapacité à dire si une proposition est vraie ou fausse,

– soit parce que l’information est incomplète, vague, imprécise,
– soit parce que l’information est contradictoire ou fluctuante.

Dans le premier cas une modélisation de type possibiliste permet de prendre en compte ce
type d’incertitude, alors que dans le deuxième cas, une modélisation de type probabiliste est
bien adaptée.
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Une autre distinction importante est celle qui existe entre degré de certitude et degré
de vérité. La logique floue traite de propositions affectées de degrés de vérité. La logique
possibiliste traite plutôt de propositions affectées de degrés d’incertitude.

4.7.1 Logique floue

En logique floue, on raisonne sur des propositions floues élémentaires du type :

X est P (4.122)

où X est une variable prenant ses valeurs dans l’espace de référence S, et P est un sous-
ensemble flou de S, de fonction d’appartenance µP .

Les degrés de vérité de telles propositions sont définis comme des valeurs dans [0, 1] à
partir de µP .

Les connecteurs logiques sont définis de manière très simple, en utilisant les mêmes
opérateurs que leurs équivalents ensemblistes. Par exemple, le degré de vérité d’une conjonc-
tion du type :

X est A et Y est B

est défini à partir d’une t-norme t par :

µA∧B(x, y) = t[µA(x), µB(y)].

De même, une disjonction telle que :

X est A ou Y est B

a un degré de vérité défini à partir d’une t-conorme T :

µA∨B(x, y) = T [µA(x), µB(y)],

et une négation a un degré de vérité défini par une complémentation floue c :

µ¬A(x) = c[µA(x)].

Dans le cas de variables à valeurs dans un espace produit, X à valeurs dans S, et Y à
valeurs dans V, alors la conjonction s’interprète comme un produit cartésien. Le degré de
vérité de

X est A et Y est B

s’écrit alors :

µA×B(x, y) = t[µA(x), µB(y)].

Regardons maintenant l’implication. En logique classique, on a :

A⇒ B ⇔ (B ou nonA), (4.123)

et donc l’implication s’exprime à partir d’une disjonction et d’une négation. En utilisant la
même équivalence dans le cas flou, on définit une implication floue à partir d’une t-conorme
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(disjonction) et d’une complémentation (négation). Soit A et B non flous. Le degré avec
lequel A implique B est défini par :

Imp(A,B) = T [c(A), B] (4.124)

où T est une t-conorme et c une complémentation.

Dans le cas où A et B sont flous, on a :

Imp(A,B) = inf
x
T [c(µA(x)), µB(x)]. (4.125)

Le tableau suivant résume les principales implications floues utilisées dans la litérature
pour le raisonnement approximatif :

T (x, y) = max(x, y) max(1− a, b) Kleene-Diene

T (x, y) = min(1, x+ y) min(1, 1− a+ b) Lukasiewicz

T (x, y) = x+ y − xy 1− a+ ab Reichenbach

Dans tous les cas, on retrouve bien la table d’implication classique rappelée ci-dessous
dans les cas extrêmes de propositions vraies (1) ou fausses (0), donc prenant des degrés de
vérité binaires.

A B A⇒ B

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Ces quelques définitions permettent maintenant de définir les équivalents flous des prin-
cipaux modes de raisonnement : modus ponens, modus tollens, syllogisme, contraposition.
Prenons l’exemple du modus ponens. En logique classique, il s’écrit :

(A ∧ (A⇒ B))⇒ B. (4.126)

Son équivalent flou est défini de la manière suivante :

1. Soit la règle :

si X est A alors Y est B

2. et la connaissance :

X est A′

où A′ est une approximation de A,

3. alors on en déduit la conclusion :

Y est B′

où B′ est une approximation de B, avec le degré :

µB′(y) = sup
x
t[µA⇒B(x, y), µA′(x)]. (4.127)

Nous pouvons maintenant modéliser et manipuler des systèmes de règles floues. Soit par
exemple la règle :

SI (x est A ET y est B) ALORS z est C
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et α le degré de vérité de x est A, β le degré de vérité de y est B, γ le degré de vérité de
z est C. Le degré de vérité (ou de satisfaction) de la règle est obtenu par combinaison des
connecteurs flous définis plus hauts :

Imp(t(α, β), γ), (4.128)

soit
T [c(T (α, β)), γ)]. (4.129)

De même pour la règle :

SI (x est A OU y est B) ALORS z est C

son degré de satisfaction est :

Imp(T (α, β), γ) = T [c(T (α, β)), γ)].

Ces règles peuvent être utilisées pour décrire de manière qualitative le graphe d’une
fonction floue par un petit nombre de règles. Par exemple une fonction du type de celle de
la figure 4.15 peut être décrite, à un niveau de granularité relativement grossier, par :

SI X est petit ALORS Y est petit

SI X est moyen ALORS Y est grand

SI X est grand ALORS Y est petit

Ces règles font appel à la notion de variable linguistique vue plus haut, et la sémantique des
valeurs « petit », « moyen », « grand » est définie par des ensembles flous sur les domaines
de définition de X et Y .

Y

X

Fig. 4.15 – Exemple du graphe d’une fonction.

Les systèmes de règles floues ont été utilisés dans de nombreux domaines, en contrôle
flou essentiellement, mais aussi pour le raisonnement approximatif, pour la modélisation de
critères flexibles en traitement d’images, etc.
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4.7.2 Logique possibiliste

La logique possibiliste repose sur la définition d’une mesure de possibilité Π sur une
algèbre de Boole B de formules :

Π : B → [0, 1]

telle que :
– Π(⊥) = 0,
– Π(>) = 1,
– ∀ϕ, φ, Π(ϕ ∨ ψ) = max(Π(ϕ),Π(ψ)),
– ∀ϕ, Π(∃xϕ) = sup{Π(ϕ[a|x]), a ∈ D(x)} (où D(x) est le domaine de la variable x, et
ϕ[a|x] est obtenue en remplaçant les occurrences de x dans ϕ par a).

Soit maintenant Ω l’ensemble des interprétations et π une distribution de possibilité
normalisée :

π : Ω→ [0, 1]

telle que :

∃ω ∈ Ω, π(ω) = 1.

La possibilité d’une formule s’exprime alors par :

Π(ϕ) = sup{π(ω), ω |= ϕ} (4.130)

(ω |= ϕ se lit ω est un modèle de ϕ et signifie que ϕ est satisfaite dans le monde ω).

De même que sur des ensembles, on définit par dualité une mesure de nécessité sur des
formules par :

N(ϕ) = 1−Π(¬ϕ). (4.131)

On a alors la propriété suivante :

∀ϕ, φ, N(ϕ ∧ ψ) = min(N(ϕ), N(ψ)). (4.132)

Ce formalisme permet de traiter de nombreuses situations en les modélisant très sim-
plement. Par exemple, une règle par défaut du type « si A alors B », pouvant avoir des
exceptions, s’exprime simplement par :

Π(A ∧B) ≥ Π(A ∧ ¬B) (4.133)

De même un raisonnement par modus ponens possibiliste peut être modélisé par :

1. Si on a la règle :

N(A⇒ B) = α

2. et une connaissance qui s’écrit :

N(A) = β

3. alors la conclusion peut être exprimée par :

min(α, β) ≤ N(B) ≤ α.
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Le formalisme de la logique possibiliste est utilisé dans de nombreux domaines, par
exemple pour représenter des modèles de préférences ou d’utilités sous forme de bases de
connaissances ordonnées, puis pour raisonner sur ces bases de connaissances.

Soit une base de connaissance ordonnée notée sous la forme :

KB = {(ϕi, αi), i = 1...n}

où αi est un degré de certitude ou de priorité associé à la formule ϕi (représentant un élément
de connaissance).

La satisfaction de cet ensemble de formules en chaque monde est représentée par une dis-
tribution de possibilité définie de la manière suivante. Dans le cas où la base de connaissance
ne comporte qu’une formule, on a :

π(ϕ,α)(ω) =

{

1 si ω |= ϕ
1− α sinon

(4.134)

Plus généralement, pour un ensemble de connaissances avec priorités on a :

πKB(ω) = min
i=1...n

{1− αi, ω |= ¬ϕi} = min
i=1...n

max(1− αi, ϕi(ω)). (4.135)

Cette formule s’interprète de la manière suivante : si une formule est importante (αi proche
de 1), c’est le degré de satisfaction de cette formule dans le monde ω qui est pris en compte.
Si au contraire elle n’est pas importante (αi proche de 0), alors elle n’interviendra pas dans
l’évaluation globale de la base de connaissance. Le min correspond au fait que l’on cherche
à savoir dans quelle mesure les formules de la base de connaissances sont simultanément
satisfaites dans ω.

On peut mesurer le degré d’inconsistance de la base KB par l’expression :

1−max
ω

πKB(ω). (4.136)

Une base est dite complète si elle permet de déduire pour toute formule si elle est vraie
ou si c’est son contraire qui est vrai : soit KB ` ϕ (KB permet de déduire ϕ), soit KB ` ¬ϕ
(KB permet de déduire ¬ϕ).

Lorsqu’une base n’est pas complète, elle conduit à une ignorance sur certaines formules
ϕ : KB 6` ϕ et KB 6` ¬ϕ. La logique possibiliste permet de représenter cette situation de
manière très simple :

Π(ϕ) = Π(¬ϕ) = 1

alors qu’il n’existe pas de modèle aussi simple en probabilités par exemple.

4.8 Principes généraux de construction d’opérations floues à
partir d’opérations binaires

Dans cette partie, nous présentons les principales méthodes génériques qui permettent de
définir une opération ou une relation floue à partir des opérations ou relations binaires corres-
pondantes. Ces méthodes peuvent être catégorisées en trois classes, reposant respectivement
sur le principe d’extension introduit dans [360], sur des décompositions des ensembles flous
en α-coupes, et sur des traductions formelles de concepts binaires en concepts flous.
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4.8.1 Principe d’extension

Définition [360]

Considérons tout d’abord une fonction f de S dans V. Soit µ un ensemble flou défini sur
S. L’extension de f à un ensemble flou est un ensemble flou µ′ défini sur V. Il est construit
de la manière suivante :

∀y ∈ V, µ′(y) =
{

0 si f−1(y) = ∅,
supx∈S|y=f(x) µ(x) sinon.

(4.137)

Si f est injective, cette équation se réduit à :

∀y ∈ V, µ′(y) =
{

0 si f−1(y) = ∅,
µ[f−1(y)] sinon.

(4.138)

Considérons maintenant le cas plus général d’une fonction f définie sur un espace produit
S1 × S2 × ...× Sn. Soient µ1, ...µn les n ensembles flous définis respectivement sur S1, ...Sn.
L’extension de f aux µi donne un ensemble flou sur V défini par :

∀y ∈ V, µ′(y) =
{

0 si f−1(y) = ∅,
sup(x1,...xn)∈S1×...×Sn|y=f(x1,...xn)min[µ1(x1), ...µn(xn)] sinon.

(4.139)

Si le supremum est atteint, c’est-à-dire si :

∀y ∈ V, ∃(x1, ...xn) ∈ S1 × ...× Sn | µ′(y) = min[µ1(x1), ...µn(xn)], (4.140)

alors l’extension floue d’une fonction commutte avec les α-coupes, c’est-à-dire :

∀α ∈ [0, 1], [f(µ1, ...µn)]α = f [(µ1)α, ...(µn)α]. (4.141)

D’autres principes d’extension peuvent être définis, en utilisant par exemple le produit à
la place du minimum [120].

Le principe d’extension est illustré sur la figure 4.16 pour une fonction injective définie
sur un espace 1D.

Application à la compatibilité de deux ensembles flous

Un exemple typique de l’application du principe d’extension est la compatibilité entre
deux ensembles flous [357]. Considérons un ensemble flou µ sur S. La valeur µ(x) peut être
interprétée comme un degré de compatibilité de x avec l’ensemble flou µ [120] (µ étant par
exemple une valeur floue, ou une variable linguistique). La compatibilité d’un ensemble flou
µ′ de S avec µ peut être évaluée par le principe d’extension comme l’ensemble flou µcomp sur
[0, 1] défini par :

∀t ∈ [0, 1], µcomp(t) =

{

0 si µ−1(t) = ∅,
supx∈S|t=µ(x) µ

′(x) sinon.
(4.142)

La construction de l’ensemble flou de compatibilité est illustré dans la figure 4.17. Il faut
noter que ce n’est pas une notion symétrique en µ et µ′.
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Fig. 4.16 – Principe d’extension. Partant d’un point A quelconque d’ordonnée y, B est le
point correspondant sur le graphe de f (de même ordonnée) et donne x = f−1(y), dont
l’appartenance µ(x) est représentée par le point C. L’appartenance de A de coordonnée y à
l’ensemble flou image de µ par f est égale à µ(x).
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Fig. 4.17 – Construction de la fonction de compatibilité entre deux ensembles flous µ et µ′

(le graphe de µ a été dessiné sur une échelle inversée pour faciliter la lecture).

Application aux nombres flous

Une des applications importantes du principe d’extension concerne les opérations sur des
nombres flous, comme l’addition, la multiplication, etc. [120]. Si µA et µB sont deux nombres
flous (ensembles flous convexes et normalisés sur IR), et ∗ est une opération quelconque sur
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les nombres, l’extension de ∗ aux nombres flous est définie par :

∀z ∈ IR, µA∗B(z) = sup
(x,y)∈IR2 |x∗y=z

min[µA(x), µB(y)]. (4.143)

L’extension d’une opération commutative (respectivement associative) est commutative
(respectivement associative).

Le calcul de telles opérations peut être réalisé par des algorithmes simples dans le cas de
nombres flous de type L-R [120]. Par exemple, soient µ1 et µ2 deux nombres flous définis
par :

∀x ∈ IR, µ1(x) =

{

L(m1−x)
α1

) pour x ≤ m1,

R(x−m1
β1

) pour x ≥ m1.
(4.144)

∀x ∈ IR, µ2(x) =

{

L(m2−x)
α2

) pour x ≤ m2,

R(x−m2
β2

) pour x ≥ m2.
(4.145)

La somme de µ1 et µ2 est un nombre flou L-R de paramètres m1 +m2, α1 + α2 et β1 + β2.

La figure 4.18 illustre la différence et la somme de deux nombres flous obtenues par le
principe d’extension.

µ
1

µ
µB

A

x z

µA-B

µ
A+B

z

a b c

b+c2a

0

Fig. 4.18 – Application du principe d’extension au calcul de la différence (en haut à droite)
et de la somme (en bas) de deux nombres flous.

4.8.2 Combinaison d’opérations sur les α-coupes

Reconstruction à partir des α-coupes

Un ensemble flou peut être vu comme l’empilement de ses α-coupes et on peut recons-
truire un ensemble flou à partir de ses α-coupes (voir section 4.1.4). La construction d’une
opération floue peut s’inspirer du même schéma, combinant les résultats de l’opération bi-
naire équivalente appliquée sur les α-coupes.
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Relations unaires. Soit µ la fonction d’appartenance d’un ensemble flou défini sur l’espace
S. Considérons une fonction d’ensemble RB prenant ses valeurs dans un espace V. Son
équivalent flou R, défini de F dans V, peut suivre un schéma de fuzzification par intégration
[119, 202, 57] :

R(µ) =

∫ 1

0
RB(µα)dα. (4.146)

D’autres modes de fuzzification sont possibles, tels que [57, 158] :

R(µ) = sup
α∈[0,1]

min(α,RB(µα)), (4.147)

si la relation prend ses valeurs dans [0, 1], ou :

R(µ) = sup
α∈[0,1]

(αRB(µα)). (4.148)

Ces équations ne donnent pas forcément les mêmes résultats.

Relations binaires. Considérons maintenant une relation nette RB de deux arguments.
Son extension floue R, appliquée à µ et ν dans S, s’obtient par :

R(µ, ν) =

∫ 1

0
RB(µα, να)dα, (4.149)

ou par une double intégration :

R(µ, ν) =

∫ 1

0

∫ 1

0
RB(µα, νβ)dαdβ. (4.150)

Les autres modes de fuzzification (équations 4.147 et 4.148) peuvent aussi être appliqués ici.

L’extension à des opérateurs n-aires est immédiate.

Principe d’extension fondé sur les α-coupes

Un autre moyen pour combiner les résultats sur les α-coupes, similaire au principe d’ex-
tension, permet d’obtenir des résultats sous forme d’ensemble flou sur V. Par exemple si
V = IR, la relation binaire fournit des valeurs réelles et son équivalent flou obtenu selon les
méthodes précédentes donne également des nombres, alors que la méthode décrite ici donne
des nombres flous. Pour une relation binaire, on a :

∀n ∈ V, R(µ, ν)(n) = sup
RB(µα,να)=n

α. (4.151)

La procédure est similaire dans le cas de relations unaires ou n-aires.

Si la relation à étendre prend seulement des valeurs binaires (0/1 ou faux/vrai), alors
cette équation se réduit à :

R(µ, ν) = sup
RB(µα,να)=1

α. (4.152)

Le principe d’extension fondé sur les α-coupes peut être interprété de la manière suivante :
choisir une α-coupe particulière revient à prendre une décision sur les limites de l’ensemble
flou considéré. On regarde alors quelle est la valeur de la relation nette pour cette décision.
Si différentes valeurs de α conduisent à la même valeur pour la relation, on ne retient que la
plus grande de ces valeurs de α.
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4.8.3 Traduction d’expressions binaires en expressions floues

La dernière classe de méthodes consiste à transposer des équations binaires en leur
équivalent flou par une technique de « traduction » terme à terme. Cette approche diffère
complètement de la précédente dans le sens où elle n’utilise pas explicitement la relation
ou l’opération nette. En effet, aussi bien dans le principe d’extension que dans les ap-
proches fondées sur les α-coupes, l’opération floue est une fonction de l’opération nette
correspondante. Dans l’approche décrite ici, l’opération floue est directement exprimée par
une équation impliquant des concepts flous.

Ainsi, l’intersection est remplacée par une t-norme, la réunion par une t-conorme, les
ensembles par des fonctions d’appartenance à des ensembles flous. Ce type de traduction
est particulièrement simple à réaliser lorsque les relations nettes sont exprimées en termes
logiques et ensemblistes. La table 4.3 regroupe les principaux concepts nets et leur équivalent
flou.

concept net concept flou équivalent

ensemble X ensemble flou / fonction d’appartenance µ
complémentaire d’un ensemble complémentation floue c

intersection ∩ t-norme t
réunion ∪ t-conorme T
existence ∃ supremum

symbole universel ∀ infimum

Tab. 4.3 – Dictionnaire des concepts nets et équivalents flous.

Les multiples possibilités pour traduire une réunion par exemple conduisent à autant de
définitions possibles pour une opération floue, dépendant du choix des opérateurs utilisés
(des t-conormes par exemple).

Illustrons cette méthode sur l’exemple de l’inclusion. Au début de ce chapitre, nous avons
considéré qu’un ensemble flou µ était inclus dans un ensemble flou ν si :

∀x ∈ S, µ(x) ≤ ν(x).

Il s’agit donc d’une définition nette, en tout ou rien, de la notion d’inclusion. Mais si deux
ensembles sont définis de manière imprécise, on peut s’attendre à ce que les relations qui
les lient soient également imprécises, et l’inclusion devient alors une notion graduelle. Le
principe de traduction exposé ci-dessus permet de définir un degré d’inclusion entre deux
ensembles flous.

Dans le cas net, l’équation ensembliste exprimant l’inclusion d’un ensemble X dans un
ensemble Y peut s’écrire :

X ⊆ Y ⇔ XC ∪ Y = S (4.153)

⇔ ∀x ∈ S, x ∈ XC ∪ Y. (4.154)

En utilisant le dictionnaire de la table 4.3 on obtient les équivalences suivantes :

∀x ∈ S ↔ inf
x∈S

, (4.155)

x ∈ XC ↔ c[µ(x)], (4.156)
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x ∈ Y ↔ ν(x), (4.157)

XC ∪ Y ↔ T [c(µ), ν]. (4.158)

Et finalement, le dégré d’inclusion de µ dans ν est défini par :

I(µ, ν) = inf
x∈S

T [c(µ(x)), ν(x)], (4.159)

où T est une t-conorme et c une complémentation floue.

4.8.4 Comparaison

Le principe d’extension a été défini à l’origine pour des fonctions. Les approches présentées
dans la section 4.8.2 s’occupent principalement d’opérateurs (opérateurs ensemblistes, rela-
tions entre ensembles, etc.). Il existe cependant des liens entre le principe d’extension et la
combinaison des α-coupes par l’équation 4.147 [158]. Soit f une fonction de S1 × ... × Sn
dans V, et Rf un opérateur ensembliste défini par :

Rf (X1, X2, ...Xn) = {f(x1, x2, ...xn)|x1 ∈ X1, ...xn ∈ Xn}, (4.160)

où X1, ...Xn sont des sous-ensembles de S1, ...Sn. Alors l’extension de Rf selon l’équation
4.147 cöıncide avec l’extension de Zadeh de f (équation 4.139).

D’autres liens peuvent être établis entre les définitions de la section 4.8.2. Par exemple,
si RB est une relation nette prenant ses valeurs dans {0, 1}, son extension selon l’équation
4.152 est une valeur dans [0, 1] et est équivalente aux deux procédures de fuzzification selon
les équations 4.147 et 4.148.

Prenons l’exemple de l’extension de la réunion entre ensembles à l’aide des méthodes de
la section 4.8.2. Soit µ et ν deux ensembles flous sur S. Par intégration sur les α-coupes, on
obtient :

(µ ∪ ν)(x) =

∫ 1

0
(µα ∪ να)(x)dα

=

∫ max[µ(x),ν(x)]

0
1dα

= max[µ(x), ν(x)],

puisque (µα ∪ να)(x) = 1 si et seulement si µ(x) ≥ α ou ν(x) ≥ α. Cette extension donne
exactement la réunion originale de Zadeh [358]. On obtient exactement le même résultat avec
les autres méthodes de fuzzification, par exemple selon les équations 4.147 ou 4.152.

En utilisant le principe de traduction formelle décrit dans la section 4.8.3, on peut parfois
obtenir les mêmes résultats qu’avec la combinaison des α-coupes. L’exemple de la connexité
que nous verrons plus loin en est une illustration.

La question du choix de la méthode d’extension est encore ouverte. Le principe d’ex-
tension est bien adapté pour transposer des expressions analytiques, alors que la traduction
formelle est appropriée à la transposition d’équations ensemblistes et logiques. Les propriétés
des opérations floues obtenues jouent un grand rôle dans le choix d’une méthode, car elle
peuvent être très différentes d’une méthode à l’autre. Par exemple, comme nous le verrons
plus loin, une simple intégration sur les α-coupes (équation 4.149) pour étendre une distance
entre ensembles flous permet de conserver les mêmes propriétés que la distance nette, alors
qu’une double intégration (équation 4.150) conduit à la perte de certaines propriétés.
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Chapitre 5

Théorie des ensembles flous et des
possibilités en traitement d’images

5.1 Introduction

Imprécisions et incertitudes sont inhérentes aux images, et trouvent leur origine à différents
niveaux : phénomènes observés, capteurs et acquisitions des données, processus numériques
de reconstruction, nature des images et mode de représentation de leurs éléments constitu-
tifs, etc. Par exemple, la représentation d’informations (symboliques) sous forme schématique
(par des cartes ou des atlas) est source à la fois d’imprécision et d’incertitude. Imprécisions
et incertitudes sont ensuite renforcées dans les primitives extraites des images et sur les-
quelles s’appuient l’analyse et l’interprétation des images. Cet antagonisme entre précision
et certitude a bien été identifié comme un trait caractéristique de la démarche en reconnais-
sance des formes [308]. Il se traduit par le fait que si les données ou les connaissances et
leurs représentations sont précises, alors elles sont probablement incertaines ; si l’on renforce
leur certitude, cela se fait souvent au prix de plus d’imprécision, rendant les données peu
informatives si cette imprécision devient trop importante.

L’intérêt des ensembles flous pour le traitement de l’information en image et vision [200]
peut se décliner en particulier selon les quatre aspects suivants :

– la capacité des ensembles flous à représenter l’information spatiale dans les images ainsi
que son imprécision, à différents niveaux (local, régional ou global), et sous différentes
formes (numérique, symbolique, quantitative, qualitative),

– la possibilité de représenter des informations très hétérogènes, extraites directement
des images ou issues de connaissances externes, comme des connaissances expertes ou
génériques sur un domaine ou un problème,

– la possibilité de généraliser aux ensembles flous des opérations pour manipuler l’infor-
mation spatiale,

– la souplesse des opérateurs de combinaison permettant de fusionner des informations
de multiples natures dans des situations très variées.

Ce chapitre se propose d’illustrer quelques uns de ces aspects. Il ne prétend pas être
exhaustif. Dans la partie 5.2, nous définissons des objets flous spatiaux, permettant de ma-
nipuler des objets avec leur imprécision spatiale dans les images. Des objets géométriques
particuliers sont définis, ainsi que des mesures et des transformations géométriques. Dans
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la partie 5.3 nous nous intéressons aux opérations de morphologie mathématique floue, que
nous illustrons brièvement sur une application médicale. Dans la partie 5.4, nous étendons
des outils topologiques simples au cas d’objets flous (connexité, frontière, adjacence). Dans
les parties 5.5 et 5.6, nous présentons des relations spatiales métriques, de distance puis
de position relative directionnelle. Les principales méthodes de classification floue utilisées
en traitement d’images sont décrites dans la partie 5.7. Nous présentons ensuite quelques
systèmes flous d’amélioration d’image et de détection de contours dans la partie 5.8. Les
principaux aspects de la fusion d’images par des techniques floues seront abordées dans le
chapitre 8.

Dans toute la suite, on désignera par S le domaine de l’image, typiquement ZZ2 ou ZZ3

pour des images discrètes 2D ou 3D, et IR2 ou IR3 dans le cas continu.

5.2 Représentation de l’information spatiale

5.2.1 Objets flous spatiaux

Nous appelons objet flou spatial un ensemble flou défini dans le domaine de l’image. Sa
fonction d’appartenance µ (fonction de S dans [0, 1]) représente l’imprécision sur la définition
spatiale de l’objet (ses position, taille, forme, limites, etc.). Pour tout point x de S (pixel ou
voxel), µ(x) représente le degré avec lequel x appartient à l’objet flou.

v1v2

p1

cn1cn2

Fig. 5.1 – Image IRM de cerveau (une coupe extraite du volume 3D) et 5 objets flous
représentant des structures internes du cerveau extraites de cette image (les valeurs d’appar-
tenance varient de 0 à 1, du blanc au noir).

À titre d’exemple, une coupe d’une image de cerveau acquise en imagerie par résonance
magnétique (IRM) est montrée sur la figure 5.1. et quelques structures internes sont représentées
comme des objets spatiaux flous. Le flou peut représenter différents types d’imprécision, sur
la frontière des objets (à cause par exemple de la résolution spatiale et du volume partiel),
sur la variabilité inter-individuelle de ces structures, etc.

Une de ces structures (v1 : ventricule latéral gauche) est représentée sur la figure 5.2,
avec son support, son α-coupe de niveau 0,5, et sa fonction d’appartenance sous forme de
graphe 3D.

La construction de ces ensembles flous spatiaux peut être effectuée de plusieurs manières.
Une première méthode consiste à définir la fonction d’appartenance d’un objet flou à partir
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Fig. 5.2 – Un objet flou (v1), son support, son α-coupe de niveau 0,5, et sa fonction d’ap-
partenance sous forme de graphe 3D (deux axes représentent les coordonnées spatiales, et le
troisième les degrés d’appartenance à la structure).

de la fonction d’intensité I (les niveaux de gris) de l’image : ∀x ∈ S, µ(x) = F [(I(x)], où F
est une fonction à déterminer en fonction du problème. Les fonctions les plus utilisées sont des
fonctions de normalisation ou des fonctions en S [260] (ce qui revient à considérer que les par-
ties claires de l’image ont une appartenance élevée à l’objet), des fonctions Π (monomodales,
elles associent l’objet à une plage de niveaux de gris aux frontières imprécises), ou encore des
fonctions multimodales. Ces fonctions sont souvent déterminées de manière supervisée, mais
elles peuvent également être apprises, par exemple à partir d’algorithmes de classification
automatique tels que les C-moyennes floues [23] ou les C-moyennes possibilistes [201] (voir
par exemple [24] pour une revue des algorithmes de classification floue utilisés en traitement
d’images, et la section 5.7). D’autres caractéristiques peuvent être utilisées. Par exemple, l’en-
semble des contours d’une image peut être défini par un ensemble flou spatial dont la fonction
d’appartenance est une fonction du gradient de l’image : ∀x ∈ S, µ(x) = F [(∇I(x)], où F
est une fonction décroissante du gradient. Si l’on dispose de détecteurs d’objets particuliers,
la fonction d’appartenance à ces objets est alors définie comme une fonction de la réponse à
ces détecteurs (le cas des contours fait partie de cette catégorie). Par exemple, un détecteur
de routes peut fournir dans une image satellitaire une réponse d’amplitude croissante avec
l’appartenance à la route. Enfin, des objets flous peuvent être définis à partir d’une détection
préliminaire binaire des objets, afin de tenir compte typiquement des imprécisions possibles
dans la délimitation de ces objets. On construit alors une fonction d’appartenance qui vaut 1
à l’intérieur de l’objet à une certaine distance des bords, 0 à l’extérieur de l’objet également
à une certaine distance des bords, et décroissante entre ces deux limites. Par exemple, on
peut modéliser une zone d’imprécision au bord de l’objet comme la zone comprise entre
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l’érodé et le dilaté de cet objet, la taille de ces opérations dépendant de l’extension spatiale
de l’imprécision que l’on veut représenter. Si O est l’objet binaire de départ, En(O) son érodé
de taille n et Dm(O) son dilaté de taille m, la fonction d’appartenance à l’objet flou peut être
définie par : µ(x) = 1 si x ∈ En(O), µ(x) = 0 si x ∈ S −Dm(O), et µ(x) = F [d(x,En(O))]
sinon, où F est une fonction décroissante de la distance d de x à En(O).

5.2.2 Opérations ensemblistes

Les opérations ensemblistes entre ensembles flous spatiaux (intersection ou réunion de
deux objets flous) sont effectuées à l’aide des opérateurs flous classiques vus dans le chapitre
4 (t-normes et t-conormes [120, 124, 351]). Le résultat est alors encore un ensemble flou
spatial. Une autre question qui peut se poser à propos des opérations ensemblistes est de
savoir avec quel degré une relation ensembliste entre deux objets flous est satisfaite. Ce
type d’évaluation intervient dans beaucoup d’opérations spatiales, comme on le verra dans
les sections suivantes. Une des méthodes les plus simples, et qui conduit en général à de
bonnes propriétés, consiste à transposer terme à terme des équations ensemblistes binaires
pour les généraliser au flou [57]. Typiquement, un ensemble est remplacé par une fonction
d’appartenance à un ensemble flou, une intersection par une t-norme, une réunion par une
t-conorme, un symbole existentiel par un sup, etc. (voir la section 4.8 du chapitre 4). Par
exemple, X et Y étant deux ensembles binaires, l’écriture X ∩ Y 6= ∅ est équivalente à
∃x ∈ S, x ∈ X ∩ Y . Une transposition directe de cette équation en termes flous permet de
définir le degré d’intersection entre deux ensembles flous µ et ν par :

µint(µ, ν) = sup
x∈S

t[µ(x), ν(x)], (5.1)

où t est une t-norme. De manière similaire, le degré d’inclusion de µ dans ν peut être défini
par :

I(µ, ν) = inf
x∈S

T [c(µ(x)), ν(x)], (5.2)

où T est une t-conorme et c une complémentation. L’inclusion floue a été formalisée par de
nombreux auteurs, qui en proposent d’autres formes (par exemple [163, 184, 310, 356, 199]).

Les définitions à partir des t-normes et t-conormes ont de très bonnes propriétés algébriques,
mais ont l’inconvénient de ne retenir qu’un point de l’espace, et ne sont donc pas toujours
adaptées au traitement d’images. Par exemple pour le degré d’intersection, on peut obtenir
la même valeur pour des objets flous ayant des recouvrements très différents. Cette infor-
mation de recouvrement spatial peut être introduite en mesurant le volume de l’intersection
des deux ensembles flous, et on obtient par exemple :

µint(µ, ν) =
V [t(µ, ν)]

min[V (µ), V (ν)]
, (5.3)

où le volume d’un objet flou (ou sa surface en 2D) est calculé simplement par sa cardinalité
floue :

V (µ) =
∑

x∈S
µ(x), (5.4)

pour le cas discret, et dans le cas continu :

V (µ) =

∫

x∈S
µ(x)dx. (5.5)
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Cette expression est plus discriminante, ce qui est souhaitable pour certaines applications.
On en verra une utilisation dans la section 5.4 pour l’adjacence entre deux objets flous. La
forme donnée par l’équation 5.1 sera utilisée pour les opérations morphologiques dans la
section 5.3.

Pour les degrés d’inclusion, ceux proposés par exemple dans [163, 199] effectuent des
sommations sur tout l’espace et prennent dont également en compte l’extension spatiale des
objets.

Ainsi, pour des applications en image, la forme des mesures choisies est importante, et
son choix s’ajoute à celui des t-normes et t-conormes.

5.2.3 Ensembles flous géométriques

Des objets flous particuliers peuvent être définis, tels que des points, droites, rectangles,
disques flous. Nous en donnons ici les principales définitions.

Des points flous sont des extensions dans l’espace à n dimensions de nombres flous,
considérés comme des points sur la droite réelle selon [365], c’est-à-dire des ensembles flous
de fonction d’appartenance semi-continue, de valeur modale unique et convexe [71].

Des droites floues ont été définies dans [71] dans un espace bidimensionnel. Des extensions
dans des espaces de dimension supérieure sont immédiates en suivant le même principe. Ce
principe consiste à considérer une forme analytique de droite classique, et à considérer que
ses paramètres sont des nombres flous et non plus des nombres classiques. La fonction d’ap-
partenance d’une droite floue est alors calculée de manière similaire au principe d’extension.
Ainsi, si une droite du plan est définie analytiquement sous la forme ax+ by = c, on définit
une droite floue par sa fonction d’appartenance µD :

µD(x, y) = sup{α ∈ [0, 1] | ax+ by = c, a ∈ µAα, b ∈ µBα, c ∈ µCα}, (5.6)

où µA, µB et µC sont les fonctions d’appartenance de trois nombres flous.

Ce type de calcul peut être appliqué à n’importe quelle forme analytique de droite. La
figure 5.3 en montre un exemple. Il s’étend également à des variétés de dimension supérieure
comme des plans, et à n’importe quelle structure géométrique dont on connâıt une expression
analytique paramétrique.

Des équivalents flous de la notion de rectangle ou plus généralement de polygones convexes
ont été proposés dans [283]. Un rectangle flou est un ensemble flou séparable et convexe. La
séparabilité signifie que la fonction d’appartenance s’exprime comme la conjonction de fonc-
tions sur chaque axe. La figure 5.4 en montre un exemple.

Enfin, un disque flou est un ensemble flou pour lequel il existe un point P de S tel que
la fonction d’appartenance µ ne dépende que de la distance r à P , qui est alors le centre du
disque flou. Le disque flou est convexe si et seulement si µ(r) est décroissante. En général
on suppose que le support de µ est borné. Les α-coupes d’un disque flou convexe sont des
disques concentriques. Si de plus µ(r) a une unique valeur modale (en r = 0), alors le disque
flou convexe est un point flou. Deux exemples de disques flous, l’un convexe, l’autre non,
sont montrés sur la figure 5.5.
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Fig. 5.3 – Exemple de droite floue dans le plan, dans laquelle seul le paramètre b est flou (et
donné par µB à gauche) dans l’équation y = ax+ b. Trois α-coupes sont montrées.

x

y

=1
=0.75

=0.5

=0.25

=0

α
α

α
α

α

µ

µ y

x

1

1

Fig. 5.4 – Exemple de rectangle flou dans le plan. À gauche : µx et µy et quelques α-coupes.
À droite : représentation 3D du rectangle flou.

5.2.4 Mesures géométriques d’objets flous

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples de mesures géométriques calculées
sur des objets flous.

Fig. 5.5 – Deux exemples de disques flous dans le plan. Celui de gauche est convexe, celui
de droite ne l’est pas.
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L’exemple du volume a déjà été mentionné plus haut.

Le périmètre d’un objet flou de fonction d’appartenance µ est défini par [285] :

p(µ) =

∫

x∈S
|∇µ(x)|dx. (5.7)

Dans le cas discret 2D, cette expression revient à calculer la somme pondérée des longeurs
des courbes délimitant les α-coupes, les poids étant la différence des valeurs d’appartenance
entre deux α-coupes successives.

La compacité en 2D est définie par [283] :

c(µ) =
V (µ)

p(µ)2
, (5.8)

où V désigne le volume (ici en 2D, la surface) et p le périmètre. On peut montrer que pour
des disques flous convexes, on a c(µ) ≥ 1

4π , et donc la plus faible compacité est obtenue pour
des disques nets.

La hauteur et la largeur d’un ensemble flou 2D sont définies comme le volume des
projections sur chacun des axes. Par exemple la hauteur est définie en 2D par [283] :

h(µ) =

∫

y
[sup

x
µ(x, y)]dy. (5.9)

Des notions simples de parallélisme entre droites floues ont été introduites dans [71] :
le degré de parallélisme entre deux droites floues est égal à 1 − h où h est la hauteur de
l’intersection entre les deux droites floues.

5.2.5 Mesures géométriques floues d’objets flous

Dans les définitions précédentes, les mesures géométriques sont définies comme des nombres
nets. Or si les objets sont imprécis, on peut s’attendre à ce que leurs mesures soient également
imprécises, et donc définies comme des nombres flous, qui peuvent être calculés selon le prin-
cipe d’extension. Ainsi, pour une mesureM (surface, périmètre, etc.) sa forme floue s’exprime
par :

∀λ ∈ IR+, M(µ)(λ) = sup
M(µα)=λ

α, (5.10)

qui exprime le degré avec lequel la mesure M appliquée à µ vaut λ. Par exemple pour le
volume, la définition obtenue ainsi est équivalente à la cardinalité d’un ensemble flou défini
comme un nombre flou dans [120]. Comme les α-coupes sont embôıtées, leur volume est
décroissant en α, et donc le volume flou a une fonction d’appartenance décroissante (voir
figure 5.6). Cette propriété n’est pas vraie pour toutes les mesures (par exemple elle ne l’est
pas pour le périmètre, comme le montre la figure 5.6 à droite).

Ce type de représentation est très utile lorsque, dans des étapes ultérieures de traitement,
on souhaite évaluer des propositions de la forme « la mesure est grande, petite, etc. », où
« grande », « petite » sont des valeurs de variables linguistiques. Ces évaluations peuvent
être effectuées en comparant les fonctions d’appartenance de la mesure géométrique floue
et celles de la variable linguistique, par des techniques de compatibilité, de similarité ou de
« pattern matching ».
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Fig. 5.6 – Surface exprimée comme un nombre flou, illustrée sur les disques flous de la figure
5.5 et sur les structures du cerveau de la figure 5.1. En bas, périmètre flou illustré sur les
disques flous de la figure 5.5.

5.2.6 Transformations géométriques

Dans cette partie, nous décrivons comment calculer des transformations géométriques
d’ensembles flous spatiaux, telles que des translations ou des rotations.

Transformations nettes. Tout d’abord, nous supposons que seul l’ensemble à transformer
est flou. Soit T une transformation géométrique quelconque (translation, rotation, symétrie,
homothétie). Nous supposons que T est bien définie, c’est-à-dire que les paramètres de la
transformation sont des nombres usuels. Soit µ un ensemble flou dans S (en dimension
quelconque). La transformation de µ par T est alors simplement définie par :

∀x ∈ S, T (µ)[T (x)] = µ(x), (5.11)

ou de manière équivalente :

∀x ∈ S, T (µ)(x) = µ[T −1(x)], (5.12)

Dans le cas discret, T (x) peut ne pas appartenir à S (il ne cöıncide pas forcément avec
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un point de la trame discrète). Ce problème est également rencontré en traitement d’images
classique, et des méthodes similaires d’interpolation peuvent être utilisées.

Transformations floues. Nous considérons maintenant que la transformation est également
imprécise, et que ses paramètres sont cette fois des nombres flous. Soit T la transformation
floue, dépendant de paramètres p1, ...pn, chacun d’eux étant flou. Soient µpi les fonctions
d’appartenance définissant les paramètres pi. Nous notons Tp1,...pn la tranformation nette
obtenue pour des valeurs précises des paramètres. La transformation d’un point y de S par
T est un ensemble flou, dont la fonction d’appartenance est :

∀z ∈ S, µT (y)(z) = sup
p1,...pn|Tp1,...pn (y)=z

t[µp1(p1), ...µpn(pn)], (5.13)

où t est une t-norme.

Maintenant, étendons cette définition au cas d’un point appartenant à un ensemble flou
µ. Les valeurs d’appartenance µ(y) doivent être combinées à celles de µT (y). Nous définissons
alors la transformation de µ par [61] :

∀x ∈ S, T (µ)(x) = sup
y∈S

t[µ(y), µT (y)(x)]. (5.14)

En pratique, le calcul n’est pas toujours immédiat. Une solution consiste à appliquer direc-
tement le principe d’extension, mais le calcul peut en être très lourd. Une autre solution est
d’exprimer la transformation sous forme analytique à partir de représentations paramétriques
des paramètres flous, de manière analogue aux opérations sur les nombres flous de type L-
R. Mais de tels calculs ne sont pas possibles pour toutes les transformations, ni pour des
châınes de traitement où les mêmes variables peuvent être impliquées plusieurs fois. Dans
le cas discret, une autre solution a été proposée dans [61] : le domaine de définition de
chaque paramètre peut être discrétisé, et pour chaque valeur possible des paramètres, le
point correspondant ainsi que son degré d’appartenance sont calculés par l’équation 5.14.

5.3 Morphologie mathématique floue

La morphologie mathématique [300, 301, 294] est une théorie largement employée en trai-
tement d’images binaires et numériques. Elle propose des transformations non linéaires uti-
lisées en filtrage et amélioration d’images, segmentation, mesures, reconnaissance des formes.
Puisqu’elle repose essentiellement sur des concepts ensemblistes et des propriétés algébriques,
la morphologie mathématique apparâıt comme une suite logique dans la série des opérations
manipulant l’information spatiale et de leur extension au flou. Un autre intérêt de l’extension
de la morphologie mathématique au flou est que d’autres opérateurs peuvent en être déduits
(adjacence ou distance par exemple) comme on le verra plus loin [45].

Les premiers travaux portant sur la morphologie mathématique floue datent des années
80 et considéraient simplement les niveaux de gris d’une image comme une fonction d’ap-
partenance [160, 159, 205, 114, 115, 253] ou n’utilisaient que des éléments structurants bi-
naires [283]. Ici, nous restreignons la présentation aux approches réellement floues, dans
lesquelles des ensembles flous sont transformés à l’aide d’éléments structurants flous. Les
développements initiaux peuvent être trouvés dans la définition de l’addition de Minkovski
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floue [121, 190]. Puis ce problème a été abordé indépendamment par plusieurs auteurs
[53, 56, 57, 309, 97, 16, 273, 311, 252]. Nous nous attachons ici principalement aux quatre
opérations de base de la morphologie mathématique que sont l’érosion, la dilation, l’ouverture
et la fermeture, à partir desquelles de nombreuses autres opérations peuvent être construites
(les définitions et résultats sont donnés de manière plus détaillée dans [57] par exemple). On
se restreindra également aux opérateurs qui sont invariants par translation, et qui peuvent
donc s’exprimer à l’aide d’éléments structurants translatés en toutes les positions de l’image
(on pourrait aussi considérer la définition la plus générale de la dilatation comme opération
croissante qui commute avec la réunion ou le sup et l’étendre au flou, ou encore la notion
d’adjonction [106]).

Rappelons tout d’abord les définitions des opérations élémentaires. On notera X (ou f)
l’ensemble (ou la fonction) à transformer et B (ou g) l’élément structurant ensembliste (ou
fonctionnel). La dilatation dans l’espace S est définie par [300, 294] :

DB(X) = {x ∈ S | Bx ∩X 6= ∅}, (5.15)

où Bx désigne le translaté de B au point x,

DB(f)(x) = sup{f(y) | y ∈ Bx}, (5.16)

Dg(f)(x) = sup{f(y) + g(y − x) | y ∈ S}. (5.17)

L’érosion est définie par :
EB(X) = {x ∈ S | Bx ⊂ X}, (5.18)

EB(f)(x) = inf{f(y) | y ∈ Bx}, (5.19)

Dg(f)(x) = inf{f(y)− g(y − x) | y ∈ S}. (5.20)

Dans les trois cas, l’ouverture et la fermeture sont définies respectivement par :

XB = DB̌[EB(X)], (5.21)

XB = EB̌[DB(X)], (5.22)

où B̌ désigne le symétrique de B par rapport à l’origine.

Par l’intermédiaire de sa fonction d’appartenance, un ensemble flou peut être assimilé
à une fonction qui prend ses valeurs dans [0, 1]. Cependant, le cas le plus général d’une
opération sur un ensemble flou avec un élément structurant flou ne peut pas être simplement
construit à partir de la morphologie fonctionnelle. En effet, une dilatation d’une fonction
à valeurs dans [0, 1] par une autre donne en général une fonction à valeur dans [0, 2]. En
revanche, dans les cas où l’une des deux fonctions ne prend ses valeurs que dans {0, 1}, on
peut demander à la morphologie floue de cöıncider avec la morphologie classique.

5.3.1 Définitions

Les constructions de la morphologie mathématique floue reposent sur des principes assez
classiques d’extension d’opérations binaires au cas flou, soit à partir du principe d’extension
ou par combinaison d’opérations appliquées sur les α-coupes, soit par traduction directe
d’équations ensemblistes en équations floues. Ces différentes constructions concernent surtout
la dilatation et l’érosion, l’ouverture et la fermeture étant toujours obtenues par composition
de ces deux opérations.
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Morphologie floue à partir des α-coupes. Considérons d’abord la méthode reposant
sur une combinaison par intégration des opérations binaires appliquées sur les α-coupes
[56, 54]. Soient µ et ν deux ensembles flous définis sur l’espace S. La dilatation de µ par ν
s’obtient par :

∀x ∈ S, Dν(µ)(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0
Dνα(µβ)(x)dαdβ =

∫ 1

0
sup

y∈(να)x
µ(y)dα. (5.23)

De la même manière, l’érosion de µ par ν est définie par :

∀x ∈ S, Eν(µ)(x) =

∫ 1

0
inf

y∈(να)x
µ(y)dα, (5.24)

où (να)x est la translation de να (α-coupe de ν) au point x. Ces définitions garantissent que
Dν(µ) et Eν(µ) sont les fonctions d’appartenance d’ensembles flous (prenant leurs valeurs
dans [0, 1]). Par construction, si ν est binaire, ces définitions cöıncident avec celles de la
morphologie classique.

D’autres combinaisons sont possibles, de la même manière qu’un ensemble flou peut être
reconstruit de multiples manières à partir de ses α-coupes. On peut ainsi définir la dilatation
floue par :

∀x ∈ S, Dν(µ)(x) = sup
y∈S

min[µ(y), ν(y − x)], (5.25)

ou encore :
∀x ∈ S, Dν(µ)(x) = sup

y∈S
[µ(y)ν(y − x)], (5.26)

et des équations similaires pour l’érosion, et en appliquant le principe d’extension, on obtient
également la formule 5.25. Contrairement à celles obtenues par intégration, ces équations
sont en fait des cas particuliers de celles obtenues par traduction formelle, définies dans le
paragraphe suivant.

Morphologie floue par traduction formelle à partir de t-normes et t-conormes.
Une autre méthode de construction consiste à remplacer formellement, dans les équations
définissant les opérations, les symboles binaires ou logiques par leurs équivalents flous. La
dilatation et l’érosion sont alors construites à partir de degrés d’intersection et d’inclusion,
ainsi qu’ils ont été définis dans le paragraphe 5.2.2 (équations 5.1 et 5.2). Ainsi, la dilatation
floue de µ par ν est définie par :

∀x ∈ S, Dν(µ)(x) = sup
y∈S

t[ν(y − x), µ(y)], (5.27)

où t est une t-norme, et l’érosion floue de µ par ν est définie par :

∀x ∈ S, Eν(µ)(x) = inf
y∈S

T [c(ν(y − x)), µ(y)], (5.28)

où T est la t-conorme duale de t par rapport à la complémentation c (la dualité permet de
garantir la dualité entre Dν et Eν).

Ces formes de dilatation et érosion floues sont très générales, et plusieurs définitions de
la littérature en sont des cas particuliers et correspondent aux équations 5.27 et 5.28 pour
différents choix de t et T . Les définitions proposées dans des cas particuliers d’éléments
structurants binaires sont aussi incluses dans ce cadre plus général.

La construction des ouvertures et des fermetures est simplement obtenue par composition
d’une érosion et d’une dilatation utilisant des t-normes et t-conormes duales.
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Utilisation de t-normes et t-conormes faibles. Si on remplace les t-normes et les t-
conormes par des opérateurs plus faibles (en général non associatifs et qui n’admettent pas
1 ou 0 comme élément neutre), les équations 5.27 et 5.28 sont alors des généralisations des
définitions proposées dans [310] :

∀x ∈ S, Dν(µ)(x) = sup
y∈S

max[0, 1− λ(µ(y))− λ(ν(y − x))], (5.29)

∀x ∈ S, Eν(µ)(x) = inf
y∈S

min[1, λ(1− µ(y)) + λ(ν(y − x))], (5.30)

où λ est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] satisfaisant les 6 conditions suivantes : λ(z) est une
fonction non croissante de z, λ(0) = 1, λ(1) = 0, l’équation λ(z) = 0 admet une solution
unique, ∀α ∈ [0, 5, 1], l’équation λ(z) = α admet une solution unique, ∀z ∈ [0, 1], λ(z)+λ(1−
z) ≥ 1.

La t-norme et la t-conorme faibles utilisées dans ces définitions sont :

∀(a, b) ∈ [0, 1]2, t(a, b) = max[0, 1− λ(a)− λ(b)], (5.31)

∀(a, b) ∈ [0, 1]2, T (a, b) = min[1, λ(1− a) + λ(1− b)]. (5.32)

Le cas λ(z) = 1 − z = λ0(z) conduit à de vraies t-norme et t-conorme, correspondant aux
opérateurs de Lukasiewicz. Dans le cas général, ces définitions ont des propriétés beaucoup
plus faibles que celles obtenues à partir de vraies t-normes et t-conormes.

Morphologie floue à partir d’implications résiduelles. Une autre manière de considérer
l’inclusion floue est de la définir à partir d’une implication :

I(ν, µ) = inf
x∈S

Imp[ν(x), µ(x)]. (5.33)

L’implication définie par [128] Imp(a, b) = T [c(a), b)] permet de retrouver les définitions de
la morphologie floue à partir de t-normes et t-conormes. Les implications résiduelles définies
par :

Imp(a, b) = sup{ε ∈ [0, 1], t(a, ε) ≤ b}, (5.34)

fournissent d’autres formes d’érosion et de dilatation, fondées sur l’inclusion floue suivante :

I(ν, µ) = inf
x∈S

sup{ε ∈ [0, 1], t(ν(x), ε) ≤ µ(x)}. (5.35)

L’intersection entre les deux types de formes est obtenue pour des t-normes archimédiennes
ayant des éléments nilpotents, typiquement celle de Lukasiewicz. Des opérations de mor-
phologie mathématique floue ont été construites selon ce principe dans [97]. Un de leurs
avantages essentiels est qu’elles conduisent à des ouvertures et fermetures idempotentes.

5.3.2 Propriétés

Le détail des propriétés de ces diverses définitions peut être trouvé dans [57], et les preuves
dans [28]. Ici, nous résumons simplement les principales propriétés. Les définitions à partir
de t-normes et de t-conormes satisfont le plus de propriétés :

– l’érosion et la dilation (respectivement l’ouverture et la fermeture) sont duales par
rapport à la complémentation c ;
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– si l’élément structurant est binaire, on retrouve les définitions de la morphologie mathématique
classique ;

– les opérations sont compatibles avec les translations ;
– elles satisfont la propriété de connaissance locale (la valeur du résultat d’une opération

en un point ne dépend que d’un voisinage autour de ce point, dépendant du support
de l’élément structurant) ;

– continuité si la t-norme est continue (ce qui est le cas le plus fréquent) ;
– croissance de toutes les opérations par rapport à l’inclusion ;
– extensivité de la dilatation et anti-extensivité de l’érosion si et seulement si ν(0) = 1

(cette contrainte correspond à la condition que l’origine doit appartenir à l’élément
structurant dans le cas binaire) ;

– extensivité de la fermeture, anti-extensivité de l’ouverture et idempotence de ces deux
opérations si et seulement si t[b, u(c(b), a)] ≤ a, ce qui est satisfait pour la t-norme et
la t-conorme de Lukasiewicz ;

– la dilatation commute avec la réunion floue, et l’érosion avec l’intersection ;
– propriété d’itérativité de la dilatation (sorte d’associativité).
Les définitions obtenues par intégration sur les α-coupes satisfont moins de propriétés :

l’extensivité de la fermeture et l’anti-extensivité de l’ouverture, l’idempotence de ces opérations,
la commutativité de la dilatation avec la réunion et de l’érosion avec l’intersection et la pro-
priété d’itérativité sont perdues. Les autres propriétés sont conservées.

Pour les définitions obtenues à partir de t-normes et de t-conormes faibles, la plupart des
propriétés ne sont satisfaites que dans le cas où λ = λ0, pour lequel on retrouve une t-norme
et une t-conorme particulières.

Avec les définitions obtenues à partir d’une implication résiduelle, l’ouverture et la fer-
meture sont toujours idempotentes, l’ouverture est anti-extensive et la fermeture extensive.

5.3.3 Exemples

Quelques définitions d’érosions et dilatations floues sont illustrées sur la figure 5.7, sur
des exemples synthétiques bidimensionnels.

Donnons maintenant une application réelle, où la dilatation floue est utilisée pour modéliser
des imprécisions spatiales. Le problème est celui de la reconstruction 3D de vaisseaux san-
guins par fusion de données angiographiques et échographiques [61, 268]. Le but de la fu-
sion est d’éviter les limites inhérentes à chaque modalité : la reconstruction 3D à partir de
deux projections angiographiques est imprécise à cause des hypothèses qu’elle nécessite, et
la reconstruction à partir de coupes d’échographie endovasculaire est limitée par des fac-
teurs physiques et nécessite également des hypothèses simplificatrices qui introduisent des
imprécisions. La figure 5.8 illustre un exemple de données.

La fusion des deux modalités nécessite de recaler toutes les données dans un même repère.
Par exemple, la position de chaque coupe échographique est définie par trois paramètres de
translation et trois paramètres de rotation. L’estimation de ces paramètres est effectuée sur
des radiographies de contrôle. La reconstruction des deux modalités dans le repère commun
conduit à des contradictions lors de leur fusion, qui proviennent des imprécisions sur l’es-
timation de tous les paramètres. Au lieu de les considérer comme des nombres, nous les
modélisons comme des nombres flous. Les imprécisions sur les paramètres en translation et
en rotation sont finalement représentés par des volumes flous, qui définissent des éléments
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Fig. 5.7 – Illustrations de quelques définitions de dilatation et érosion floues sur un exemple
à deux dimensions. Première ligne : ensemble flou et élément structurant définis sur IR2,
dilatation et érosion par intégration sur les α-coupes ; deuxième ligne : dilatation et érosion
avec la t-norme min et la t-conorme max, puis avec les opérateurs de Lukasiewicz.

Fig. 5.8 – Images utilisées pour la reconstruction. Coupe échographique, radiographie de
contrôle (permettant de localiser la position et l’orientation des échographies), angiographies
gauche et droite. Le cadre indique la zone dans laquelle la reconstruction sera effectuée.

structurants flous, autour de chaque point de la surface du vaisseau. La dilatation floue est un
bon outil pour introduire ces imprécisions de manière contrôlée, et en préservant de bonnes
propriétés. Le fait que la dilatation commute avec la réunion permet de traiter globalement
la surface du vaisseau considérée comme un ensemble de points, et la propriété d’itération
permet d’introduire successivement les imprécisions en rotation et en translation. Si on ap-
pelle Vbin la surface binaire (sans imprécisions), et νx1 l’imprécision en rotation à la position
x (ces imprécisions varient en effet suivant la position), un premier volume flou est obtenu
par :

µV ′
f
(x) = sup{νy1 (x) | y ∈ Vbin}.

Puis dans une deuxième étape, une dilatation par l’élément structurant ν2 prenant en compte
les imprécisions en translation (indépendant de la position cette fois) est effectuée :

Vf =
⋃

{DDν2 (ν
x
1 )
({x}) | x ∈ Vbin} = Dν2(V

′
f ).
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La figure 5.9 représente une coupe axiale du vaisseau reconstruit aux différentes étapes de
la méthode (la méthode est en fait appliquée en 3D directement).

(a) (b) (c)

Fig. 5.9 – Coupe échographique axiale du vaisseau reconstruit. (a) Reconstruction binaire.
(b) Reconstruction floue incluant les imprécisions en rotation. (c) Reconstruction floue après
dilatation par ν2 (cette reconstruction inclut toutes les imprécisions).

Une fois que cette procédure est appliquée sur les deux modalités, les deux reconstructions
contiennent explicitement toutes les imprécisions et ne sont plus contradictoires. Une fusion
conjonctive, typiquement par un min, peut alors être effectuée (voir chapitre 8), afin de trou-
ver un consensus entre les deux modalités et de réduire les imprécisions. La décision binaire
finale est obtenue par surface de partage des eaux (extension à 3D de la ligne de partage
des eaux [294]), qui permet d’obtenir une surface ayant la topologie souhaitée (ici celle d’un
cylindre) et passant pas les points d’appartenance maximale au volume fusionné. Le résultat
est illustré sur la figure 5.10. Les contradictions entre les deux modalités sont résolues de
manière satisfaisante : dans les régions où les deux reconstructions binaires étaient consen-
suelles, le même résultat est obtenu. Là où elles étaient en conflit, une position intermédiaire
est obtenue.

Fig. 5.10 – Superposition du volume flou après fusion et de la surface de partage des eaux
(en noir) sur quelques coupes du segment vasculaire.

5.3.4 Conclusion et extensions

À partir des transformations de base présentées ici, beaucoup d’autres peuvent être
construites, comme des transformations géodésiques [46], des filtres [311], des opérations
par reconstruction, des mesures de convexité [272], etc. Des applications variées commencent
à voir le jour, soit en traitement d’images, soit dans d’autres domaines. Des applications en
analyse de données ont par exemple été développées dans [337]. Les propriétés de dualité
des opérations morphologiques leur permettent d’être utilisées pour définir des opérations
duales dans d’autres domaines, par exemple dans la théorie des fonctions de croyance [38],
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dans la théorie des ensembles approximatifs (« rough sets ») [47], ou en logique [52, 49]. En
traitement d’images et reconnaissance des formes structurelles, la morphologie floue four-
nit également des outils puissants pour définir des relations spatiales dans des situations
imprécises [45], comme nous le verrons dans les sections suivantes.

5.4 Topologie floue

Cette partie est dédiée à l’extension au flou de notions de topologie simples, telles que
la connexité ou l’adjacence, qui sont très importantes en traitement d’images, à la fois lo-
calement au voisinage d’un point, ou plus globalement quand il s’agit de relations spatiales
entre objets.

5.4.1 Connexité floue et voisinage

La notion de connexité est une notion de base indispensable en traitement d’images, im-
pliquée dans nombre de transformations, de mesures (qu’elles soient topologiques, géométriques
ou morphologiques), de méthodes d’analyse et de reconnaissance, dont la généralisation au
flou nécessite donc de définir une connexité floue. De plus, c’est un outil important dès
qu’il s’agit d’aller d’un endroit à l’autre dans des ensembles flous, ce qui peut être exploité
pour définir des distances géodésiques floues [32] et une morphologie mathématique floue
géodésique [46].

Plusieurs définitions de la connexité floue ont été proposées dans la littérature, qui se
différencient essentiellement par leur comportement vis-à-vis des plateaux de la fonction
d’appartenance [283, 338, 339]. Nous retenons ici celle de Rosenfeld [283], qui est la plus
utilisée, et surtout qui a les meilleures propriétés du point de vue de la reconnaissance des
formes. On suppose que l’on travaille dans un espace S discret et borné (typiquement le
support d’une image), sur lequel une connexité discrète est définie. Rosenfeld définit le degré
de connexité entre deux points x et y d’un ensemble flou µ par :

cµ(x, y) = max
Lx,y

[ min
1≤i≤n

µ(xi)], (5.36)

où Lx,y = x1...xn est un chemin de x1 = x à xn = y dans S, au sens de la connexité
de base sur S. Le degré de connexité prend ses valeurs dans [0,1]. En considérant les degrés
d’appartenance comme un relief sur S, cµ(x, y) correspond à l’altitude minimale sur le chemin
qui va de x à y en descendant le moins possible. On en déduit la notion de composante connexe
floue associée à un point x comme l’ensemble flou de fonction d’appartenance :

∀y ∈ S, Γx
µ(y) = cµ(x, y). (5.37)

Le degré de connexité flou a les propriétés suivantes :

1. cµ est faiblement réflexif : ∀(x, y) ∈ S2, cµ(x, x) ≥ cµ(x, y) et cµ(x, x) = µ(x),

2. cµ est symétrique,

3. cµ est transitif, au sens de la max-min transitivité :
∀(x, z) ∈ S2, cµ(x, z) ≥ maxy∈E [min(cµ(x, y), cµ(y, z))],

4. cµ(c, y) est obtenu en descendant le moins possible dans les valeurs d’appartenance
pour aller de x à y, et est lié aux valeurs d’appartenance de x et y, en particulier :
cµ(x, y) ≤ min[µ(x), µ(y)].
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Toujours en considérant la fonction d’appartenance µ comme un relief, des notions topolo-
giques peuvent être exprimées en termes topographiques. Ainsi, un plateau est défini comme
un sous-ensemble Π de S tel que [282] : Π est connexe (toujours au sens de la connexité
discrète définie dans S), la fonction d’appartenance est constante sur le plateau, et tout
voisin d’un point du plateau a un degré d’appartenance différent de la valeur du plateau.
Π est appelé « top » si sa valeur est un maximum régional, et « bottom » si sa valeur est
un minimum régional. L’ensemble flou µ est connexe (au sens de la connexité floue) si et
seulement si il a un et un seul plateau maximum régional. À partir de ces notions, Rosenfeld
définit des points simples dans un ensemble flou : un point x de S est simple si et seulement
si il est simple dans l’α-coupe de niveau α = µ(x).

Dans les notions précédentes, le voisinage utilisé est toujours celui de la topologie discrète
associée à S et à sa connexité élémentaire, donc un voisinage classique. On peut également
définir des voisinages flous, et définir un degré nxy avec lequel deux points x et y de S sont
voisins. Plusieurs définitions ont été proposées [104, 60], qui sont typiquement des fonctions
décroissantes de la distance entre les deux points :

nxy =
1

1 + d(x, y)
, ou nxy =

1 + exp(−b)
1 + exp b(d(x,y)−1S − 1)

, (5.38)

où b et S sont deux paramètres positifs qui contrôlent l’aplatissement, la pente et la largeur
de la courbe. D’autres fonctions peuvent être utilisées, comme des fonctions en S par exemple.

5.4.2 Frontière d’un objet flou

La frontière d’un ensemble binaire est définie comme l’ensemble des points limites de
l’objet (frontière interne) ou limites du complémentaire de l’objet (frontière externe). Si un
objet est flou, il est naturel de considérer que sa frontière est également un ensemble flou.
Sa définition peut être obtenue simplement en traduisant l’expression « un point appartient
à la frontière (interne) si et seulement si il appartient à l’objet et il a au moins un voisin à
l’extérieur de l’objet ». Ainsi, la frontière interne biµ d’un objet flou µ est définie par [60] :

∀x ∈ S, biµ(x) = t[µ(x), sup
z∈S

t[c(µ)(z), nxz]], (5.39)

où t est une t-norme, c une complémentation floue, et nxz le degré de voisinage entre x et
z. Des notions similaires de frontière entre deux objets flous ont été proposées dans [104].
Cette définition de la frontière floue peut également être exprimée en termes morphologiques,
puisque les points de la frontière sont les points de l’ensemble qui ne sont pas dans son érodé
(ou de manière équivalente qui sont dans le dilaté de son complémentaire). Cette constatation
conduit à la définition suivante dans le cas flou :

biµ(x) = t[µ(x), DBc(c(µ))(x)], (5.40)

où Bc est un élément structurant élémentaire, relatif soit à la connexité de base sur S, soit
à un voisinage flou.

De manière similaire, la frontière externe peut être définie par :

∀x ∈ S, beµ(x) = t[c(µ(x)), sup
z∈S

t[µ(z), nxz]], (5.41)

ou en termes morphologiques par : beµ(x) = t[DBc(µ)(x), c(µ)(x)].
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5.4.3 Adjacence entre deux objets flous

Assez peu de travaux dans la littérature sont consacrés à la définition de l’adjacence
entre deux ensembles flous. Une première approche consiste à définir l’adjacence entre deux
ensembles binaires à partir de la notion de visibilité d’un ensemble depuis l’autre, puis à
étendre cette notion au cas flou [286], mais présente l’inconvénient de ne pas être symétrique
(la notion de visibilité ne l’étant pas). Une deuxième approche consiste à s’appuyer sur la
notion de frontière des objets ou entre les objets [104, 60]. Nous donnons ici des exemples
relevant de cette deuxième approche, en se restreignant au cas discret, qui est le plus direc-
tement utilisable en traitement d’images. On suppose donc que S est muni d’une connexité
discrète c, définie par la variable booléenne nc(x, y).

Rappelons d’abord les définitions de l’adjacence dans le cas binaire. Soient X et Y deux
sous-ensembles de S. X et Y sont adjacents on sens de la c-connexité si :

X ∩ Y = ∅ et ∃x ∈ X, ∃y ∈ Y : nc(x, y). (5.42)

La frontière interne de X étant notée ∂X = X − EBc(X) (où Bc est l’élément structurant
élémentaire de la c-connexité), une conséquence de l’adjacence est que les points x et y qui
satisfont nc(x, y) appartiennent nécessairement à ∂X et ∂Y respectivement. La définition de
l’adjacence peut également être exprimée en termes morphologiques, de manière équivalente,
par :

X ∩ Y = ∅ et DBc(X) ∩ Y 6= ∅, DBc(Y ) ∩X 6= ∅. (5.43)

Notons que pour éviter les paradoxes topologiques dus à l’utilisation de la même connexité
pour tous les objets dans certaines topologies discrètes, il peut être préférable de séparer les
objets et leur frontière (et de les considérer avec des connexités différentes). Cela conduit
à des définitions de l’adjacence un peu différentes, dont l’extension au flou suit les mêmes
principes que ceux présentés ci-dessous. Elles sont détaillées dans [60] mais ne sont pas
reprises ici.

L’extension de l’adjacence au cas flou peut donc être effectuée de trois manières différentes :
soit en s’appuyant uniquement sur la contrainte de connexité, soit en utilisant également la
contrainte sur la frontière, soit en s’appuyant sur la dilatation floue. Le principe de construc-
tion décrit ici suit la méthode de traduction formelle déjà utilisée pour les transformations
de morphologie mathématique (paragraphe 5.3), et utilise les définitions de degrés d’inter-
section décrits dans le paragraphe 5.2.2, de voisinage flou (paragraphe 5.4.1) et de frontière
d’objets flous (paragraphe 5.4.2).

Utilisation de la seule contrainte de connexité. Généraliser la définition de l’adja-
cence au flou revient à effectuer une conjonction entre un degré de non intersection entre
les deux ensembles flous et un degré d’existence de deux points voisins. La conjonction est
exprimée par une t-norme t, la non intersection par la complémentation c d’un degré d’in-
tersection µint, l’existence par un sup. On aboutit ainsi à la définition suivante du degré
d’adjacence entre deux sous-ensembles flous µ et ν de S :

µadj(µ, ν) = t[c(µint)(µ, ν), sup
x∈S

sup
y∈S

t[µ(x), ν(y), nxy]]. (5.44)

Cette définition est symétrique, cöıncide avec la définition binaire si µ et ν sont binaires et
si nxy = nc(x, y), et est invariante par transformations géométriques (pour les homothéties,
cela suppose que nxy soit aussi invariant).
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La figure 5.11 illustre le résultat obtenu avec cette définition dans le cas 1D. En utilisant
comme degré d’intersection la hauteur de l’intersection (équation 5.1), on obtient µadj(µ, ν) =
α1 = 0, 36 et µadj(µ, ν

′) = α3 = 0, 35, donc des valeurs très proches. En utilisant le volume de
l’intersection (équation 5.3), la définition rend mieux compte de la différence de recouvrement
des ensembles flous, et on obtient µadj(µ, ν) = α2 = 0, 67 et µadj(µ, ν

′) = α4 = 0, 34, ce qui
correspond mieux à l’intuition.

Space coordinates

Membership values

0

1
mu nu

nu’a2

a3
a1

a4

Fig. 5.11 – Illustration de l’adjacence floue, en utilisant différentes définitions du degré
d’intersection.

La table 5.1 donne les degrés d’adjacence flous obtenus entre quelques structures de la
figure 5.1. Les résultats sont en accord avec ce qu’on peut attendre, d’après un modèle du
cerveau, donné par exemple par un atlas anatomique. Ces résultats montrent que l’adjacence
floue est une des relations spatiales qui peut être utilisée dans un système de reconnaissance
structurelle.

Objet flou 1 Objet flou 2 degré d’adjacence adjacence dans le
modèle (binaire)

v1 v2 0,368 1
v1 nc1 0,463 1
v1 t1 0,000 0
v1 nc2 0,035 0
v2 nc2 0,427 1
nc1 t1 0,035 0

Tab. 5.1 – Degrés d’adjacence flous entre quelques structures du cerveau. Les degrés les plus
élevés sont obtenus entre les structures pour lesquelles l’adjacence est attendue, et des degrés
très faibles correspondent à des structures non adjacentes.

Introduction des contraintes sur la frontière. Si l’on rajoute la contrainte sur la
frontière, la définition de l’adjacence floue devient :

µadj(µ, ν) = t[c(µint)(µ, ν), sup
x∈S

sup
y∈S

t[biµ(x), b
i
ν(y), nxy]], (5.45)
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obtenue simplement en remplaçant l’appartenance de x et y à µ et ν par leur appartenance
aux frontières internes des deux ensembles flous. Cette définition a exactement les mêmes
propriétés que la précédente.

Expression morphologique. Selon le même principe, la définition binaire de l’adjacence
exprimée à partir de la dilatation se traduit par :

µadj(µ, ν) = t[c(µint)(µ, ν), µint(DBc(µ), ν), µint(DBc(ν), µ)]. (5.46)

Cette expression représente la conjonction entre un degré de non intersection entre µ et
ν et un degré d’intersection entre un ensemble et le dilaté de l’autre ensemble. L’élément
structurant Bc peut être choisi en fonction de la connexité, ou comme un ensemble flou,
représentant par exemple l’imprécision spatiale (la distribution de possibilité de la position
de chaque point). Les mêmes propriétés que celles des définitions précédentes sont vérifiées.

5.5 Distances

L’intérêt des distances en traitement d’images est multiple et couvre plusieurs aspects :
distance d’un point à un ensemble, distance entre objets, distance entre deux points dans un
ensemble (au sens géodésique). Le deuxième type de distance est largement traité dans la
littérature sur les ensembles flous, avec une grande variété d’approches dont seulement cer-
taines sont bien adaptées au traitement d’images. Les deux autres le sont beaucoup moins. Les
distances d’un point à un ensemble sont utiles en classification, dans les méthodes de regrou-
pement visant à former des régions spatialement cohérentes, en morphologie mathématique,
dans des problèmes de recalage, et sont également impliquées dans certaines définitions du
squelette. Les distances entre deux ensembles apportent une information structurelle sur
l’image, en décrivant l’arrangement spatial métrique des objets. Les distances entre deux
points d’un ensemble, ou distances géodésiques, sont les moins abordées dans le cas flou, mais
sont utiles lorsque les opérations doivent être conditionnées à un ensemble. Avant d’abor-
der successivement ces trois types de distances, nous commençons par décrire les diverses
représentations possibles de distances.

5.5.1 Représentations

Alors que dans le cas d’ensembles binaires, une distance est toujours représentée par un
nombre de IR+, dans le cas flou, plusieurs représentations sont possibles. La représentation
sous forme de nombre est la plus courante. Les valeurs sont prises soit dans IR+, soit seulement
dans [0, 1] lorsque les distances sont définies comme des dissimilarités floues par exemple.

Si les objets sont imprécis, on peut également considérer que les distances qui les séparent
sont imprécises. Ainsi une distance peut être représentée sous forme de nombre flou [122, 284].
Dans [284], deux concepts sont introduits. Le premier est celui de densité de distance, notée
δ(µ, ν), et le second est celui de distribution de distance, notée ∆(µ, ν), les deux étant des
ensembles flous sur IR+. Les deux fonctions sont reliées par la relation :

∆(µ, ν)(n) =

∫ n

0
δ(µ, ν)(n′)dn′. (5.47)
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La valeur prise en n par la distribution de distance ∆(µ, ν)(n) représente le degré avec lequel
la distance entre µ et ν est inférieure ou égale que n, alors que la valeur en n de la densité
de distance δ(µ, ν)(n) représente le degré avec lequel la distance est égale à n.

Enfin, la distance peut être représentée par une variable linguistique. Cela suppose que
l’espace des valeurs est quantifié, avec une granularité plus ou moins fine, en classes symbo-
liques telles que « proche », « loin », etc. [22, 202, 27], dont la sémantique est définie par
des ensembles flous de IR+.

Du point de vue des propriétés, une distance est rigoureusement une fonction positive,
séparable, symétrique, et satisfaisant l’inégalité triangulaire. En traitement d’images, toutes
ces propriétés ne sont pas forcément nécessaires. Par exemple pour la comparaison de formes
au moyen de distances, ce sont surtout les propriétés de fonctions de similarité qui sont
importantes. La propriété de l’inégalité triangulaire n’est pas toujours indispensable, par
exemple lorsque l’on compare un objet à un modèle, et on peut alors se restreindre à des
semi-métriques ou même des semi-pseudométriques. En classification, on peut exploiter des
fonctions ne vérifiant pas la séparabilité pour regrouper des objets séparés par une distance
nulle, et ce sont alors les propriétés d’indistingabilité qui sont importantes. Pour simplifier,
nous parlerons toujours de distance, même dans le cas de notions plus faibles.

5.5.2 Distance d’un point à un objet flou

Nous nous posons dans cette partie une question qui n’a été que très peu traitée dans la
littérature : quelle est la distance d’un point x de S à un ensemble flou µ défini sur S ? Dans le
cas binaire, la distance d’un point à un ensemble (compact) est classiquement définie comme
la distance minimale entre x et les points de l’ensemble. Il est souhaitable que la distance
floue correspondante dépende de la distance euclidienne dE définie sur S, afin de prendre en
compte l’information spatiale dans le calcul de la distance. Des définitions de telles distances
ont été proposées dans [31, 43].

Une première solution consiste à pondérer la distance entre deux points, de telle sorte
que les points d’appartenance faible aient une importance moins grande dans le calcul du
minimum, par exemple :

d(x, µ) = min
y∈S

[dE(x, y)f(µ(y))], (5.48)

où f(t) est une fonction décroissante de t.

Une deuxième solution consiste à intégrer les valeurs des distances de x aux α-coupes de
µ :

d(x, µ) =

∫ 1

0
min
y∈µα

dE(x, y)dα, (5.49)

ou à pondérer ces distances par α :

d(x, µ) = sup
α∈]0,1]

[αdB(x, µα)]. (5.50)

Cette deuxième forme a de moins bonnes propriétés, puisque la distance obtenue est toujours
celle de x au noyau de µ.

Une autre approche consiste à définir une distance floue (qui ne soit pas seulement un
scalaire), à partir de la dilatation floue. L’avantage de cette approche est qu’elle utilise une
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formulation ensembliste (et non analytique) de la distance, qui est plus facile à transposer
au flou par un simple principe de traduction terme à terme.

Dans le cas binaire et dans un espace discret, la distance d’un point x à un ensemble X
est donnée en fonction de la dilatation par :

dB(x,X) = 0 ⇔ x ∈ X (5.51)

dB(x,X) = n ⇔ x ∈ Dn(X) et ∀n′ < n, x /∈ Dn′(X) (5.52)

oùDn est la dilatation par une boule de rayon n centrée à l’origine de S (etD0(X) = X) (voir
par exemple [64] pour une étude des boules discrètes et des distances discrètes dans le cas
binaire). Pour ces éléments structurants, la dilatation est extensive, et ∀n′ < n, x /∈ Dn′(X)
est équivalent à x /∈ Dn−1(X). L’équation 5.52 est donc équivalente à :

x ∈ Dn(X) ∩ [Dn−1(X)]C , (5.53)

où AC est le complémentaire de A dans S. Cette expression purement ensembliste peut
maintenant être traduite en termes flous, ce qui conduit à la définition suivante du degré
δ(x,µ)(n) avec lequel d(x, µ) est égal à n :

δ(x,µ)(0) = µ(x), (5.54)

δ(x,µ)(n) = t[Dn
ν (µ)(x), c[D

n−1
ν (µ)(x)]], (5.55)

où t est une t-norme, c une complémentation floue, et ν un élément structurant flou, pour
lequel plusieurs choix sont possibles. Ce peut être simplement la boule unité, ou un ensemble
flou représentant la plus petite entité spatiale significative dans l’image avec son imprécision.
Dans ce cas, ν doit valoir 1 à l’origine, afin de garder la propriété d’extensivité [57].

Les propriétés de cette définition sont les suivantes [31] : si µ(x) = 1, δ(x,µ)(0) = 1 et
∀n > 0, δ(x,µ)(n) = 0, et donc la distance est un nombre classique. Si µ et ν sont binaires, la
définition cöıncide avec la forme binaire. L’ensemble flou δ(x,µ) peut être interprété comme
une densité de distance, dont on peut déduire une distribution de distance par intégration.
Enfin, δ(x,µ) est un nombre flou non normalisé (dans le cas discret fini).

La figure 5.12 présente un exemple de nombre flou δ(x,µ)(n) pour deux points et un
ensemble flou en dimension 1.

5.5.3 Distance entre deux objets flous

Plusieurs distances entre ensembles flous ont été proposées dans la littérature. Nous en
donnons une présentation qui, bien que s’inspirant directement de celle proposée dans [367],
est adaptée aux intérêts du traitement d’images et repose sur les types d’informations pris en
compte dans les différentes définitions. Une première classe d’approches ne concerne que la
comparaison de fonctions d’appartenance, tandis qu’une seconde classe introduit également
des distances dans le domaine spatial. Dans la suite, on note µ et ν les fonctions d’apparte-
nance de deux ensembles flous définis sur l’espace S (considéré discret dans tout ce qui suit).
On note d(µ, ν) la distance entre ces deux ensembles flous et dE(x, y) la distance spatiale
euclidienne entre deux points x et y de S (indépendamment de leurs degrés d’appartenance
aux ensembles flous considérés). Les différentes formes de distances ainsi que leurs propriétés
sont détaillées dans [43].
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Fig. 5.12 – Nombres flous représentant δ(x,µ) (µ est représenté à gauche) pour deux points
x différents.

Comparaison de fonctions d’appartenance. On trouve dans la première classe, ne
comparant que les fonctions d’appartenance, quatre approches différentes : fonctionnelle,
reposant sur la théorie de l’information, ensembliste, et s’inspirant de la reconnaissance des
formes.

L’approche fonctionnelle est certainement la plus répandue. Elle est fondée sur le
choix d’une norme Lp entre µ et ν, conduisant à la définition générique suivante :

dp(µ, ν) = [
∑

x∈S
|µ(x)− ν(x)|p]1/p, d∞(µ, ν) = max

x∈S
|µ(x)− ν(x)|. (5.56)

D’autres définitions peuvent être déduites de la notion de similarité floue et de celle de
t-indistingabilité. Étant donnée une telle fonction de similarité s, la fonction 1 − s est une
ultra-métrique. Ces notions connaissent un grand développement en intelligence artificielle
(par exemple pour le raisonnement par analogie) (voir par exemple [66] pour une revue
complète de mesures de comparaison). En traitement d’images, elles ont été utilisées par
exemple selon une approche pyramidale dans [216].

Les premières définitions fondées sur la théorie de l’information reposent sur la
définition de l’entropie floue E(µ), dont une pseudo-distance est déduite par [219] : d(µ, ν) =
|E(µ) − E(ν)|. Cette définition ne satisfait pas la condition de séparabilité. Cette propriété
peut être obtenue en travaillant dans l’espace quotient obtenu par la relation d’équivalence
µ ∼ ν ⇔ E(µ) = E(ν). Cependant une telle démarche n’est pas bien adaptée au traitement
d’images. En effet, puisque l’entropie d’un ensemble précis (binaire) est toujours égale à zéro,
deux structures binaires dans une image appartiennent à la même classe d’équivalence, même
si elles sont complètement différentes et quelle que soit leur distance dans S. Des mesures
d’entropie conditionnelles à une mesure de similarité ont été proposées, qui combinent cette
approche avec l’approche fonctionnelle [352]. Elles ont été appliquées dans des problèmes de
décision (en particulier pour l’étude de questionnaires), mais, à notre connaissance, pas en
traitement d’images. Dans le même ordre d’idées, la notion de divergence floue [26] (qui peut
être interprétée comme une distance) a été introduite comme un concept inspiré de celui
d’entropie de Kullback [203] :

d(µ, ν) =
1

|S|
∑

x∈S
[Dx(µ, ν) +Dx(ν, µ)] (5.57)
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avec :

Dx(µ, ν) = µ(x) log
µ(x)

ν(x)
+ (1− µ(x)) log 1− µ(x)

1− ν(x) . (5.58)

Cette distance est positive, symétrique, satisfait la propriété de séparabilité, mais pas l’inégalité
triangulaire.

Dans l’approche ensembliste, une distance entre ensembles flous est considérée comme
une fonction de dissimilarité entre ensembles, exprimée à partir de réunions et d’intersections
floues. On en trouve quelques exemples dans [367]. L’idée qui préside à la construction de
ces fonctions est que la distance doit être plus importante si les ensembles s’intersectent
faiblement. Mentionnons les exemples suivants :

d(µ, ν) = 1−
∑

x∈S min[µ(x), ν(x)]
∑

x∈S max[µ(x), ν(x)]
, (5.59)

d(µ, ν) = 1−max
x∈S

min[µ(x), ν(x)], (5.60)

d(µ, ν) = max
x∈S

max[min(µ(x), 1− ν(x)),min(1− µ(x), ν(x))]. (5.61)

Notons que les deux dernières définitions sont respectivement équivalentes aux fonctions
1 − Π(µ; ν) et 1 −max[N(µ; ν), N(ν;µ)] (où Π et N sont des fonctions de possibilité et de
nécessité) qui sont utilisées en marquage adapté flou (« fuzzy pattern matching ») [132].
Elles ont un vaste domaine d’application, y compris en traitement d’images. Elles sont de
plus reliées à la morphologie mathématique floue, puisque Π(µ; ν) correspond à la valeur de
la dilatation de µ par ν à l’origine, alors que N(µ; ν) correspond à la valeur de l’érosion de
µ par ν à l’origine.

L’approche de reconnaissance des formes consiste à représenter dans un premier
temps chaque ensemble flou dans un espace de paramètres flous (cardinal, moments, obli-
quité par exemple) et à calculer dans un deuxième temps des distances entre vecteurs de pa-
ramètres. Cette approche peut exploiter les avantages de certaines des définitions précédentes,
par exemple en incluant des mesures d’entropie ou de similarité dans l’ensemble de pa-
ramètres.

Combinaison de comparaisons des fonctions d’appartenance et d’informations
spatiales. Dans la seconde classe de méthodes, on cherche à inclure la distance spatiale
dE dans la définition de la distance entre µ et ν. On trouve dans cette deuxième classe
de distances des approches géométriques, morphologiques, et reposant sur la théorie des
graphes.

L’approche géométrique consiste à généraliser l’une des distances classiquement uti-
lisées entre ensembles binaires, telles que la distance minimale entre points les plus proches,
la distance moyenne entre points les plus proches, ou la distance de Hausdorff.

Ces généralisations peuvent suivre quatre principes. Le premier consiste à considérer
des ensembles flous définis dans un espace de dimension n comme des ensembles binaires de
dimension n+1 et utiliser alors des distances classiques binaires dans cet espace de dimension
supérieure. Cependant, cette démarche est souvent peu satisfaisante en traitement d’images
car les n dimensions de l’espace S et la dimension des degrés d’appartenance (prenant leurs
valeurs dans [0,1]) ont des significations complètement différentes, et les traiter de la même
manière semble fortement criticable.
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Le deuxième principe est un principe de fuzzification : soitD une distance entre ensembles
précis, alors son équivalent flou est défini par :

d(µ, ν) =

∫ 1

0
D(µα, να)dα, (5.62)

ou par une somme discrète si les fonctions d’appartenance sont constantes par morceaux.
Par ce procédé, d(µ, ν) hérite des propriétés de la distance binaire choisie.

Le troisième principe consiste à pondérer les distances par les fonctions d’appartenance.
Pour la distance moyenne, cela conduit à la définition suivante :

d(µ, ν) =

∑

x∈S
∑

y∈S dE(x, y)min[µ(x), ν(y)]
∑

x∈S
∑

y∈S min[µ(x), ν(y)]
. (5.63)

Enfin, la dernière approche consiste à définir une distance floue comme un ensemble flou
sur IR+ au lieu d’un nombre précis. Pour la distance minimale entre points les plus proches,
cela donne [284] :

d(µ, ν)(r) = sup
x,y,dE(x,y)≤r

min[µ(x), ν(y)]. (5.64)

Plusieurs généralisations de la distance de Hausdorff ont également été proposées selon le
même principe [122].

Ces distances partagent la plupart des avantages et des inconvénients de la distance
binaire sous-jacente : les coûts de calcul peuvent être très élevés (c’est déjà le cas pour
plusieurs distances binaires) ; de plus, l’interprétation et la robustesse dépendent beaucoup
de la distance choisie, par exemple la distance de Hausdorff est très sensible au bruit (alors
que la distance moyenne ne l’est pas) mais a des avantages en particulier pour son utilité en
morphologie mathématique.

Une approche par tolérance, proposée dans [217], combine les fonctions d’apparte-
nance et des distances spatiales locales. Une différence locale entre µ et ν en un point x de
S est définie par :

dτx(µ, ν) = inf
y,z∈B(x,τ)

|µ(y)− ν(z)|, (5.65)

où B(x, τ) est la boule fermée centrée en x et de rayon τ . Ensuite les fonctions de l’approche
fonctionnelle sont redéfinies pour introduire la tolérance spatiale τ . Par exemple, pour la
norme Lp, on a :

dτp(µ, ν) = [

∫

S
[dτx(µ, ν)]

pdx]1/p. (5.66)

Plusieurs résultats sont démontrés dans [217], en particulier des propriétés de convergence.
Cette approche a une interprétation morphologique puisque le voisinage considéré autour de
chaque point peut être interprété comme un élément structurant.

Une approche morphologique, proposée dans [31, 43], consiste à définir une distance
comme un ensemble flou sur IR+, fondée sur la dilatation floue. Elle est issue de l’observation
que certaines distances binaires peuvent être exprimées en termes de dilatation morpholo-
gique [300]. Nous donnons ici les exemples de la distance minimum et de la distance de
Hausdorff. Dans le cas binaire, pour n > 0, la distance minimum dN entre deux ensembles
X et Y peut être exprimée par :

dN (X,Y ) = n⇔ Dn(X) ∩ Y 6= ∅ et Dn−1(X) ∩ Y = ∅ (5.67)
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et l’expression symétrique. Pour n = 0 on a dN (X,Y ) = 0 ⇔ X ∩ Y 6= ∅. La traduction de
ces équivalences pour des ensembles flous µ et µ′ donne, pour n > 0, la densité de distance
suivante :

δN (µ, µ′)(n) = t[sup
x∈S

t[µ′(x), Dn
ν (µ)(x)], c[sup

x∈S
t[µ′(x), Dn−1

ν (µ)(x)]]] (5.68)

et δN (µ, µ′)(0) = supx∈S t[µ(x), µ
′(x)]. Cette expression montre comment les valeurs d’appar-

tenance à µ′ sont prises en compte, sans utiliser le principe d’extension. ν désigne l’élément
structurant utilisé pour la dilatation.

La distance de Hausdorff est définie par :

dH(X,Y ) = max[sup
x∈X

d(x, Y ), sup
y∈Y

d(y,X)]. (5.69)

Elle s’exprime en termes morphologiques par :

dH(X,Y ) = inf{n,X ⊆ Dn(Y ) et Y ⊆ Dn(X)}. (5.70)

À partir de l’équation 5.70, on peut définir une distribution de distance à partir de la
dilatation floue :

∆H(µ, µ′)(n) = t[ inf
x∈S

T [Dn
ν (µ)(x), c(µ

′(x))], inf
x∈S

T [Dn
ν (µ

′)(x), c(µ(x))]], (5.71)

où c est une complémentation, t une t-norme et T une t-conorme. Une densité de distance
peut être déduite implicitement de cette distribution. Mais on peut aussi obtenir une densité
de distance en traduisant les expressions suivantes en termes flous :

dH(X,Y ) = 0⇔ X = Y, (5.72)

et pour n > 0 :

dH(X,Y ) = n⇔ X ⊆ Dn(Y ) et Y ⊆ Dn(X)

et
(

X 6⊆ Dn−1(Y ) ou Y 6⊆ Dn−1(X)
)

. (5.73)

La traduction de ces équations donne le nombre flou suivant :

δH(µ, µ′)(0) = t[ inf
x∈S

T [µ(x), c(µ′(x))], inf
x∈S

T [µ′(x), c(µ(x))]], (5.74)

δH(µ, µ′)(n) = t[ inf
x∈S

T [Dn
ν (µ)(x), c(µ

′(x))], inf
x∈S

T [Dn
ν (µ

′)(x), c(µ(x))],

T (sup
x∈S

t[µ(x), c(Dn−1
ν (µ′)(x))], sup

x∈S
t[µ′(x), c(Dn−1

ν (µ)(x))])]. (5.75)

Ces définitions n’ont pas exactement les mêmes propriétés que leurs équivalents binaires.
Toutes les distances sont positives, dans le sens où leur support est inclus dans IR+. Par
construction elles sont symétriques en µ et µ′. La propriété de séparabilité n’est pas toujours
satisfaite. Cependant, si µ est normalisé, on a pour la distance minimum δN (µ, µ)(0) = 1 et
δN (µ, µ)(n) = 0 pour n > 1. Pour la distance de Hausdorff, δH(µ, µ′)(0) = 1 implique µ = µ′

pour la t-conorme T de Lukasiewicz (T (a, b) = min(1, a + b)), alors que cela implique µ et
µ′ binaires et égaux pour T = max. L’inégalité triangulaire n’est en général pas satisfaite.
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Distance entre un modèle de v2 et :

cn2 v2 v1

cn1 p1

Tab. 5.2 – Distances de Hausdorff entre ensembles flous selon l’approche morphologique.

Quelques exemples de densités de distances sont illustrés dans la table 5.2 (nombres flous
obtenus par l’approche morphologique pour la distance de Hausdorff et la t-norme min). Les
objets flous de départ sont quelques structures du cerveau (figure 5.1) qui sont comparées à
un modèle de v2. Les valeurs non nulles obtenues pour v2 montrent les différences entre la
structure dans l’image et le modèle. Les autres résultats correspondent bien au fait que v2
est proche de cn2 et v1, assez loin de cn1 et très loin de p1.

Selon une approche de théorie des graphes, une fonction de similarité entre graphes
flous peut induire une distance entre ensembles flous, si ceux-ci sont représentés à un haut
niveau par une structure de graphe (le moyen le plus simple pour cela serait de considérer
la grille discrète sur laquelle est définie l’image comme un graphe, mais cette représentation
serait assez peu structurée). Une telle distance porte typiquement sur la comparaison à la
fois des attributs des nœuds et sur ceux des arcs [226].

Discussion. Pour des applications de traitement d’images, la première classe de méthodes
(comparant seulement les fonctions d’appartenance) est adaptée à des applications où les
deux ensembles flous à comparer représentent la même structure ou une structure issue d’une
image et un modèle. Les applications envisageables sont du domaine de la reconnaissance de
formes à partir de modèles ou à partir de recherche d’analogies entre cas.

Au contraire, les définitions de la deuxième classe, qui combinent l’information de dis-
tance spatiale à la comparaison des fonctions d’appartenance, sont beaucoup plus riches
et permettent une analyse des structures et des objets dans les images plus générale, plus
complète et plus proche des problèmes d’image. Elles sont donc particulièrement promet-
teuses dès que la disposition topologique et spatiale des structures d’intérêt est importante
(c’est le cas la plupart du temps, par exemple en segmentation, classification, interprétation
de scènes, etc.). Les distances de ce type peuvent fournir, comme application directe, des

107



mesures de conflit entre ensembles flous qui soient bien adaptées à l’information spatiale des
images.

5.5.4 Distance géodésique dans un ensemble flou

Dans cette partie, nous nous intéressons à la distance entre deux points d’un ensemble flou
µ, dans une optique de généralisation de la distance géodésique binaire, largement utilisée
en traitement d’images, en particulier en morphologie mathématique. L’idée fondamentale
est de combiner dE(x, y) à un degré mesurant à quel point un chemin entre x et y reste
dans l’ensemble flou µ. La connexité floue cµ [282, 283] (voir partie 5.4.1) est donc bien
adaptée à ce propos. Dans le cas idéal, nous voudrions que la distance géodésique floue,
pour conduire à des comportements et une interprétation satisfaisants, vérifie les propriétés
de positivité, symétrie, séparabilité, l’inégalité triangulaire, que dµ dépende du plus court
chemin entre x et y qui « sorte » de µ « le moins possible », que dµ tende vers l’infini s’il
n’est pas possible d’aller de x à y sans passer par un point de degré d’appartenance à µ égal
à 0, que dµ soit décroissante par rapport à µ(x), µ(y) et cµ, que dµ soit égale à la distance
géodésique classique si µ est binaire. Plusieurs définitions ont été proposées dans [29, 32],
avec des propriétés différentes. Celle qui a les meilleures propriétés est la suivante :

dµ(x, y) =
l(L∗2(x, y))
cµ(x, y)

, (5.76)

où L∗2(x, y) est le plus court chemin entre x et y sur lequel cµ soit atteint (ce chemin s’in-
terprète comme une géodésique descendant le moins possible dans les degrés d’appartenance),
et l(L∗2(x, y)) désigne sa longueur. Toutes les propriétés requises sauf l’inégalité triangulaire
sont satisfaites par cette formule. À partir de cette définition, il est possible de construire
une véritable distance, satisfaisant l’égalité triangulaire, sans perdre les autres propriétés,
mais qui n’est pas très opératoire en général.

5.6 Position relative directionnelle entre deux objets

Contrairement aux relations spatiales étudiées jusqu’à présent, les relations de position
relative directionnelle (« à droite de », « au-dessus », etc.) sont des notions qui sont in-
trinsèquement vagues et mal définies, même si les objets sont binaires. Ainsi il ne s’agit
plus simplement d’étendre des définitions bien formalisées au cas d’ensembles flous mais de
formaliser de telles notions imprécises. Plusieurs travaux dans ce sens peuvent être trouvés
dans la littérature.

5.6.1 Les principales approches floues

Une des premières approches floues a été proposée dans [197]. Elle repose sur la projection
des ensembles flous sur un axe défini par la direction à laquelle on s’intéresse (par exemple
l’axe x pour la relation « à gauche de »). La projection d’un objet de référence bidimensionnel
R fournit un ensemble flou à une dimension donnant le degré avec lequel chaque point satisfait
la relation par rapport à R. L’évaluation de la relation d’un objet A par rapport au premier
est obtenue par la somme normalisée de ces degrés ponctuels, pondérés par l’appartenance
de chaque point à la projection de A. Ainsi, si Af (x) et Rf (x) désignent les projections
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normalisées des ensembles flous A et R sur l’axe x, le degré avec lequel A est à gauche de R
est défini par :

µR
gauche(A) = µR

π (A) =

∫+∞
−∞ Af (x)

∫+∞
x Rf (y)dydx

∫+∞
−∞ Af (y)dy

∫+∞
−∞ Rf (y)dy

. (5.77)

La plupart des méthodes s’appuient sur une définition linguistique de quelques relations
de base. En 2D, une valeur linguistique est représentée par une fonction d’appartenance sur
l’intervalle [−π,+π], et dépend de l’angle θ entre le segment joignant deux points et l’axe
x [246, 191]. Par exemple, la valeur « à droite de » (correspondant à un angle 0) peut être
définie par :

µ0(θ) =

{

cos2(θ) si θ ∈ [−π
2 ,+

π
2 ]

0 sinon
(5.78)

Les relations µα pour d’autres directions α sont déduites par simple translation sur [−π,+π]
de cette fonction. L’évaluation d’une relation entre deux objets se fait par comparaison entre
ces valeurs linguistiques et un calcul d’angles entre les points des deux objets. Ce calcul peut
prendre différentes formes. Dans [202, 191], seuls les centres de gravité cR et cA des deux
objets sont considérés (si les objets sont flous, on calcule les centres de gravité pondérés par
les fonctions d’appartenance), et la relation dans une direction α est évaluée par :

µR
α (A) = µα(θ(cR, cA)). (5.79)

D’autres approches évitent de réduire les objets à un point et considèrent l’histogramme
d’angles normalisé, calculé pour toutes les paires de points des deux objets. L’évaluation
d’une relation revient alors à comparer cet histogramme à l’ensemble flou de la direction
d’intérêt. Cette comparaison peut se faire en calculant l’ensemble flous de compatibilité entre
ces deux ensembles flous [245, 246], par une méthode d’agrégation par moyennage [202, 191],
ou par pattern matching flou [33]. Une extension de l’histogramme d’angles, l’histogramme
de forces, a été proposée dans [235], dans laquelle la contribution de chaque paire de points à
l’histogramme est pondérée par une fonction de la distance entre ces points, permettant ainsi
de donner par exemple plus d’importance aux points proches. La valeur de l’histogramme
pondéré vaut alors pour chaque angle θ :

HR(A)(θ) =
∑

a∈R, b∈A | θ(a,b)=θ

ϕ(|| ~ab||), (5.80)

où ϕ est une fonction décroissante, par exemple ϕ(x) = 1
xr (pour r = 0, on retrouve l’histo-

gramme d’angles).

Parallèlement à ces approches qui passent dans des espaces de représentation d’objets de
dimension plus faible (0 pour les centres de gravité, 1 pour les projections et les histogrammes
d’angles en 2D, 2 pour les histogrammes d’angles en 3D), une approche complètement
différente a été proposée dans [33, 41, 42], où le raisonnement est effectué complètement
dans l’espace de l’image S, par une méthode morphologique. L’idée est de définir un en-
semble flou dans l’espace représentant pour chaque point le degré avec lequel la relation
est satisfaite par rapport à l’objet de référence R. Cet ensemble peut être calculé par une
dilatation floue (voir paragraphe 5.3) par un élément structurant radial ν, dont la fonction
d’appartenance en un point décrôıt en fonction de l’écart entre les coordonnées angulaires
de ce point et celles définissant la direction d’intérêt ~uα, par exemple :

∀P ∈ S, ν(P ) = max[0, 1− 2

π
arccos

~OP · ~uα
‖ ~OP‖

]. (5.81)
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Cet ensemble flou (spatial) correspond à une fonction de la visibilité de chaque point de
l’espace depuis l’objet dans la direction la plus proche de celle de la relation. Il peut être
calculé une fois pour toutes, pour une direction donnée, et permet d’évaluer ensuite très
rapidement le degré avec lequel n’importe quel objet A satisfait cette relation par rapport à
R. Cette évaluation peut être effectuée par une méthode de pattern matching flou, donnant
une évaluation sous forme d’intervalle [N,Π], ou par une moyenne M :

NR
α (A) = inf

x∈S
T [µα(R)(x), 1− µA(x)], ΠR

α (A) = sup
x∈S

t[µα(R)(x), µA(x)],

MR
α (A) =

1

|A|
∑

x∈S
t[µA(x), µα(R)(x)], (5.82)

où t est une t-norme et T une t-conorme.

Nous ne détaillons pas ici les propriétés de ces différentes approches. Une différence
notable, qui peut avoir des conséquences algorithmiques importantes suivant les applications,
est que les approches à partir d’histogrammes d’angles nécessitent un calcul d’histogramme
par paire d’objets qui permet d’évaluer toutes les relations souhaitées, alors que la méthode
morphologique nécessite un calcul de dilatation floue par direction, et permet l’évaluation
de la relation de plusieurs objets à l’objet de référence.

5.6.2 Un exemple simple

Nous illustrons quelques unes de ces définitions sur les exemples de la figure 5.13, dans
lesquels les objets sont très simples mais satisfont clairement plusieurs relations à des degrés
divers.

Object A Object B

Reference object (R)Reference object (R)

Fig. 5.13 – Deux exemples simples illustrant la difficulté de donner une définition en tout
ou rien de la position relative directionnelle entre deux objets.

La figure 5.14 montre les histogrammes d’angles pondérés pour le premier exemple. L’ob-
jet A est surtout à droite de R (angles proches de 0), mais satisfait également d’autres
relations, et certaines parties sont presques au-dessus de R. Lorsque r augmente dans la
fonction ϕ(x) = 1

xr , la partie de A à droite de R prédomine car elle est la plus proche de R.

Les tables 5.3 et 5.4 montrent les résultats pour le premier exemple. Toutes les méthodes
sont concordantes pour dire que A est surtout à droite de R, ce degré augmentant avec r.
Les valeurs absolues peuvent être un peu différentes selon les approches, mais l’ordre entre
les valeurs et le comportement général restent les mêmes.

Les tables 5.5 et 5.6 montrent les résultats obtenus sur le deuxième exemple. Deux re-
lations principales (parmi les quatre étudiées) sont satisfaites : à droite et au-dessus. La
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Fig. 5.14 – Histogrammes de forces pour l’exemple de gauche de la figure 5.13. Train plein :
r = 0, pointillés : r = 2, tiretés : r = 5.

Objet A par rapport à l’objet R

Relation Centre Agrégation Compatibilité

r = 0 r = 2 r = 5 r = 0 r = 2 r = 5

Gauche 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Droite 0,76 0,73 0,79 0,86 0,62 0,67 0,75

En-dessous 0,00 0,00 0,01 0,01 0,05 0,06 0,06

Au-dessus 0,24 0,27 0,20 0,13 0,38 0,33 0,25

Tab. 5.3 – Position relative de A par rapport à R (figure 5.13), avec les méthodes du centre
d’inertie, d’agrégation et de compatibilité. Les histogrammes sont calculés pour r = 0, r = 2
et r = 5.

méthode du centre d’inertie ne rend pas compte de la relation au-dessus, ce qui montre les
limites de cette approche trop réductrice. Comme la partie de B qui est au-dessus de R est
plus proche de R que la partie qui est à droite, les valeurs de la relation à droite décroissent
quand r augmente alors que celles de la relation au-dessus augmentent. L’approche mor-
phologique met bien en évidence l’ambigüıté des relations pour ces objets. Des parties de B
satisfont complètement la relation au-dessus alors que d’autres parties ne la satisfont pas du
tout.
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Objet A par rapport à l’objet R

Relation FPM Approche morphologique

r = 0 r = 2 r = 5

Gauche [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] [0,00, 0,00] M = 0, 00

Droite [0,37, 0,68] [0,39, 0,98] [0,58, 1,00] [0,50, 1,00] M = 0, 81

En-dessous [0,00, 0,10] [0,00, 0,12] [0,00, 0,13] [0,00, 0,35] M = 0, 05

Au-dessus [0,32, 0,63] [0,02, 0,61] [0,00, 0,42] [0,00, 0,73] M = 0, 44

Tab. 5.4 – Position relative de A par rapport à R (figure 5.13), avec la méthode de fuzzy
pattern matching (FPM) entre les relations et les histogrammes, pour r = 0, r = 2 and
r = 5, et avec la méthode morphologique (les intervalles [N,Π] et la valeur moyenne sont
donnés).

Objet B par rapport à l’objet R

Relation Centre Agrégation Compatibilité

r = 0 r = 2 r = 5 r = 0 r = 2 r = 5

Gauche 0,00 0,00 0,00 0,01 0,05 0,06 0,08

Droite 0,83 0,63 0,54 0,33 0,55 0,49 0,35

En-dessous 0,00 0,03 0,02 0,01 0,17 0,16 0,15

Au-dessus 0,17 0,34 0,43 0,66 0,45 0,51 0,65

Tab. 5.5 – Position relative de B par rapport à R (figure 5.13), avec les méthodes du centre
d’inertie, d’agrégation et de compatibilité.

Objet B par rapport à l’objet R

Relation FPM Approche morphologique

r = 0 r = 2 r = 5

Gauche [0,00, 0,06] [0,00, 0,10] [0,00, 0,11] [0,00, 0,44] M = 0, 02

Droite [0,34, 0,81] [0,10, 0,75] [0,00, 0,39] [0,29, 1,00] M = 0, 81

En-dessous [0,00, 0,28] [0,00, 0,26] [0,00, 0,11] [0,00, 0,60] M = 0, 11

Au-dessus [0,19, 0,66] [0,25, 0,91] [0,61, 1,00] [0,00, 1,00] M = 0, 52

Tab. 5.6 – Position relative de B par rapport à R (figure 5.13), avec la méthode de fuzzy
pattern matching (FPM) entre les relations et les histogrammes, et avec la méthode mor-
phologique (les intervalles [N,Π] et la valeur moyenne sont donnés).
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5.7 Classification floue

Nous présentons dans cette partie les principales méthodes de classification. Outre leur
utilisation directe pour des problèmes de classification, elles sont souvent utilisées pour esti-
mer des fonctions d’appartenance dans des espaces de caractéristiques.

Le principe de la classification floue est d’affecter un élément à classer non pas à une
classe comme dans les approches classiques, mais à toutes les classes avec un certain degré.
Cette approche permet de prendre en compte facilement les transitions douces entre classes,
l’ambigüıté, l’appartenance partielle à plusieurs classes. La classification nette est un cas
particulier dans lequel chaque élément a un degré d’appartenance non nul (et égal à 1) à
exactement une classe, et un degré d’appartenance nul à toutes les autres.

5.7.1 C-moyennes floues

La méthode de classification la plus populaire est appelée C-moyennes floues [23] et
généralise la méthode classique des k-moyennes [137, 136].

SoitX un ensemble d’éléments à classer (définis dans un certain espace de caractéristiques)
et P = {C1, C2, ..., CC} l’ensemble de classes (le nombre de classes C est fixé). Une partition
floue est définie par :

1. ∀xi ∈ X, ∀Cj ∈ P, µij ∈ [0, 1], où µij désigne le degré d’appartenance de l’élément xi
à la classe Cj ;

2. ∀xi ∈ X,
∑C

j=1 µij = 1 ;

3. ∀j ≤ C, 0 <
∑N

i=1 µij < N , où N est le cardinal de X.

Comme pour les k-moyennes, le principe des C-moyennes floues est de mettre à jour de
manière itérative les centres des classes mj (moyennes) et les degrés d’appartenance aux
classes. Ces itérations visent à optimiser un critère d’erreur quadratique pondéré qui s’écrit :

Jm =
C
∑

j=1

N
∑

i

µm
ij ||xi −mj ||2, (5.83)

où la norme est définie dans l’espace des caractéristiques, etm est un paramètre dans ]1,+∞[
appelé facteur de flou. Cette optimisation est faite sous la contrainte d’obtenie une partition
floue.

A chaque itération, les degrés d’appartenance qui minimisent le critère sont :

µij =
1

∑C
j=1[

||xi−mi||
||xi−mj ||) ]

2
m−1

, (5.84)

et les centres de classes sont donnés par :

mj =

∑

i µ
m
ijxi

∑

i µ
m
ij

. (5.85)

La matrice de dispersion de la classe Cj est définie par :

Mj =
N
∑

i=1

µm
ij (xi −mj)(xj −mj)

t, (5.86)
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et la dispersion intra-classes par :

M =
C
∑

j=1

Mj . (5.87)

Il est facile de vérifier que la fonctionnelle Jm est la trace de la matrice de dispersion M .

L’algorithme des C-moyennes floues s’écrit alors :
– initialiser les centres de classe,
– itérer la séquence suivante :

1. calculer les degrés d’appartenance de chaque point à chaque classe selon l’équation
5.84),

2. calculer les nouveaux centres des classes selon l’équation 5.85.

– arrêter les itérations lorsque la partition ne change plus ou lorsque la décroissance de
la fonctionnelle devient suffisamment faible.

Cet algorithme converge vers un minimum local de la fonctionnelle [23], ce qui nécessite
d’avoir une initialisation pas trop éloignée de la solution.

Considérons un exemple où l’espace de caractéristiques est de dimension 1 et où l’on
cherche deux classes. La figure 5.15 montre l’allure des fonctions d’appartenance. Ces fonc-
tions deviennent de plus en plus proches de fonctions binaires lorsque m tend vers 1 (figure
5.16).

class 1 class 2

m2m1

Fig. 5.15 – Allure des fonctions d’appartenance obtenues par les C-moyennes floues pour
deux classes de centres x = 1 et x = 2 et pour m = 2.

Ces figures illustrent un des principaux inconvénients de cette approche : si la forme des
fonctions d’appartenance est intuitivement satisfaisante à proximité des centres de classes,
en revanche elle ne l’est plus quand on s’en éloigne. A cause de la contrainte de normalisation
des degrés d’appartenance, la fonction s’annule au niveau du centre de l’autre classe puis
recommence à crôıtre. Elle n’est donc pas décroissante en fonction de la distance au centre
de la classe. Cet effet est amplifié dans les cas où le nombre de classes est plus grand. Un
exemple avec trois classes est illustré figure 5.17.
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m=2

m=2

m=1.4

m=1.4

m=4

m=4

m=4

m=1.4
m=2
m=4

m=1.4

m=2

Fig. 5.16 – Fonctions d’appartenance obtenues pour deux classes de centres x = 1 et x = 2,
pour m = 1, 4, m = 2 et m = 4. A gauche : fonction d’appartenance à la classe C1. A droite :
le terme µm

i1 de la fonctionnelle Jm.

m1 m2 m3

class 1

class 1

class 1

class 2

class 2

class 2

Fig. 5.17 – Exemple à trois classes de centres x = 1, x = 1, 1 et x = 2.

5.7.2 C-moyennes possibilistes

Les C-moyennes possibilistes évitent ces inconvénients en rajoutant un terme dans la
fonctionnelle et en abandonnant la contrainte de normalisation [201] :

J =
C
∑

j=1

N
∑

i=1

µm
ij ||xi −mj ||2 +

C
∑

j=1

ηj

N
∑

i=1

(1− µij)
m||xi −mj ||2. (5.88)

Les degrés d’appartenance deviennent alors :

µij =
1

1 +
||xi−mj ||2

ηj

1
m−1

. (5.89)

Le paramètre ηj contrôle la décroissance de la fonction d’appartenance à la classe Cj en
fixant la distance au centre de la classe pour laquelle le degré d’appartenance vaut 1/2. Le
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paramètre m contrôle le flou comme dans la méthode précédente. Cette fois les fonctions ont
une forme qui correspond mieux à l’intuition puisqu’elles sont décroissantes en fonction de
la distance à la classe (figure 5.18).

Classe C1 Classe C2

m1 m2

Fig. 5.18 – Fonctions d’appartenance obtenues avec les C-moyennes possibilitistes pour deux
classes de centres x = 1 et x = 2, avec m = 1, η1 = 0, 5 et η2 = 0, 25.

Cette approche permet aisément de définir un rejet en ambigüıté (si les valeurs d’aparte-
nance à deux classes sont trop proches) et un rejet en distance (si les degrés d’appartenance
à toutes les classes sont trop faibles).

La détermination de ηj est un problème difficile. Dans [201] deux solutions sont proposées
pour déterminer ces paramètres à partir des données :

1. l’une utilise la dispersion :

ηj =

∑N
i=1 µij ||xi −mj ||2

∑N
i=1 µij

2. l’autre utilise les échantillons de la classe dont la fonction d’appartenance est plus
grande qu’une valeur donnée α :

ηj =

∑

i∈{µij}α ||xi −mj ||2

|{µij}α|
où {µij}α désigne l’α-coupe de µ.

5.7.3 k-plus proches voisins flous

La méthode des k-plus proches voisins (kppv) [92] a également été étendue au flou [134].

Dans le cas binaire, l’appartenance (binaire) d’un point x à une classe i peut s’écrire de
la manière suivante :

µi(x) = U [
k
∑

j=1

µi(xj)] (5.90)

avec

U(t) =

{

1 si t > k
2

0 sinon
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Il suffit alors de remplacer la fonction d’Heaviside par une fonction douce pour étendre
la méthode au cas flou :

µi(x) =
1

1 + exp[ 1bi (
k
2 − ti(x))]

(5.91)

avec

ti(x) =
k
∑

j=1

µi(xj)

ou encore, en tenant compte des distances aux voisins :

ti(x) =
k
∑

j=1

µi(xj)exp[−λ(
d(x, xj)

dim
)2]

Le paramètre bi permet de contrôler le flou, et peut être défini par exemple en fonction de
l’entropie floue :

bi = H(i) =
1

K

∑

x

[µi(x) log(µi(x)) + (1− µi(x)) log(1− µi(x))].

5.8 Opérations locales d’amélioration ou de détection

Nous regroupons dans cette partie les techniques locales de filtrage au sens le plus général,
visant à améliorer le contraste de l’image, à supprimer le bruit, à extraire les contours,
etc. Notons que ces buts sont tous bien différents et souvent contradictoires. Cependant,
les principes des techniques sont similaires, et peuvent être regroupés en deux classes : les
techniques d’optimisation fonctionnelle d’une part, et les techniques à base de règles d’autre
part. Ces aspects étant déjà largement développés dans d’autres ouvrages (par exemple
[24, 207, 332, 11]), nous n’en donnons ici que les grandes lignes.

5.8.1 Approches fonctionnelles

Ces techniques consistent à minimiser ou maximiser une fonctionnelle, qui peut être
interprétée comme une représentation analytique d’un objectif. Par exemple, rehausser le
contraste d’une image selon cette technique revient à diminuer la quantité de flou de l’image.
Cela peut être effectué par une simple modification des fonctions d’appartenance (par exemple
par des opérateurs d’intensification), par la minimisation d’un indice de flou tel que l’entro-
pie, ou même par la détermination d’un seuil optimal (par exemple au sens de la minimisation
d’un indice de flou) qui pousse le rehaussement jusqu’à la binarisation de la fonction d’appar-
tenance [261, 262]. D’autres méthodes consistent simplement à modifier les filtres classiques
(médian par exemple) en incorporant des fonctions de pondération floues [208].

5.8.2 Techniques à base de règles

Les techniques à base de règles reposent sur des modèles idéaux (de filtres, de contours,
etc.). Ces cas idéaux étant rarement rencontrés, des variations et des écarts par rapport à ces
modèles sont permis grâce à des représentations floues de ces modèles, sous forme de règles
floues.

Par exemple, un opérateur de lissage peut être exprimé par [287, 288] :
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SI un pixel est plus foncé que ses voisins
ALORS augmenter son niveau de gris
SINON SI le pixel est plus clair que ses voisins
ALORS diminuer son niveau de gris
SINON le laisser inchangé

Dans cette représentation, les termes en italiques sont définis par des ensembles flous ou des
opérations floues. Typiquement les caractéristiques de niveaux de gris sont définies par des
variables linguistiques dont la sémantique est constituée d’ensembles flous sur l’intervalle de
niveaux de gris de l’image. Les actions sont des fonctions floues appliquées aux niveaux de
gris et aux pixels. La mise en œuvre de ces règles n’est pas spécifique au traitement d’images
et est exactement la même qu’en logique floue classique (voir chapitres 1 et 4).

Les règles sont parfois simplement une représentation différente de méthodes fonction-
nelles. Par exemple, si l’on représente un détecteur de contours par :

SI un pixel appartient au contour
ALORS augmenter beaucoup son niveau de gris
SINON diminuer beaucoup son niveau de gris

Il est clair que le résultat final est une image où le niveau de gris de chaque pixel est une fonc-
tion croissante du gradient de l’image en ce pixel, ce qui est équivalent à une représentation
fonctionnelle.

Des règles plus complexes peuvent être trouvées, par exemple dans [206, 269], où un
détecteur de contours est exprimé par une série de règles impliquant le gradient, la symétrie
et la raideur du contour. Des systèmes de règles floues ont également été proposés pour relier
des morceaux de contours, en fonction de critères de proximité et d’alignement.

Un des avantages de cette approche est que la représentation est proche de l’intuition,
ce qui permet en particulier de construire assez facilement des opérateurs adaptatifs. Par
exemple, des règles peuvent permettre de décider en fonction du contexte local quel type
d’opérateur appliquer.
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Chapitre 6

Définitions générales de la fusion
d’informations

La fusion est devenue un aspect important de traitement de l’information dans plusieurs
domaines très différents, dans lesquels les informations à fusionner, les objectifs, les méthodes,
et donc la terminologie, peuvent varier beaucoup, même si les analogies sont également
nombreuses. Ce chapitre vise à préciser le contexte de la fusion dans le domaine du traitement
et de l’interprétation des images, à préciser les concepts et à dégager des définitions. Les
spécificités de la fusion en image seront précisées dans le chapitre suivant.

6.1 Choix d’une définition

Nous considérons ici toujours un sens large du terme « information ». En particulier, il
couvre à la fois des données (par exemple des mesures, des images, des signaux, etc.) et des
connaissances (sur les données, sur le domaine, sur des contraintes, etc.) qui peuvent être
génériques ou spécifiques.

La définition de la fusion d’informations que nous utiliserons dans toute la suite est la
suivante :

Définition 1 La fusion d’informations consiste à combiner des informations issues de plu-
sieurs sources afin d’améliorer la prise de décision.

Cette définition, issue en grande partie des discussions menées au sein du groupe de travail
sur la fusion d’informations du GdR-PRC ISIS1, est suffisamment générale pour englober la
diversité des problèmes de fusion que l’on rencontre en traitement des images. Son intérêt est
qu’elle est focalisée sur les étapes de combinaison et de décision, ces deux opérations pouvant
prendre des formes différentes suivant les problèmes et les applications.

Pour chaque type de problème et d’application, cette définition pourra être plus spécifique,
en répondant à un certain nombre de questions : quel est le but de la fusion ? comment s’ex-
prime la décision ? quelles sont les informations à fusionner ? quelles sont leurs origines ?
quelles sont leurs caractéristiques (incertitude, relations entre les informations, génériques

1http ://www-isis.enst.fr
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ou factuelles, statiques ou dynamiques, etc.) ? quelle méthodologie choisir ? comment évaluer
et valider la méthode et les résultats ? quelles sont les difficultés principales, les limites ? etc.

Situons cette définition par rapport à celles proposées par quelques autres groupes de
travail qui ont structuré le domaine de la fusion d’informations.

La définition 1 est un peu plus spécifique que celle proposée par le groupe de travail eu-
ropéen FUSION [51], qui a travaillé sur la fusion dans différents domaines de 1996 à 19992.
La définition générale retenue dans ce projet est : regrouper des informations issues de plu-
sieurs sources et exploiter l’information regroupée afin de répondre à des questions, prendre
des décisions, etc. Dans cette définition, qui est également focalisée sur la combinaison et
les buts, les buts s’arrêtent souvent avant l’étape de décision, et ne sont pas restreints à
l’amélioration de l’information globale. Ils incluent par exemple l’obtention d’un point de
vue global, par exemple dans les problèmes de fusion d’opinions ou de préférences de per-
sonnes, qui est un des thèmes abordés dans ce projet, mais qui sort du cadre de ce cours. Ici
l’amélioration de la connaissance fait référence au monde tel qu’il est, et non au monde tel
qu’on voudrait qu’il soit comme c’est le cas en fusion de préférences par exemple.

Un des premiers efforts notables d’éclaircissement du domaine a été effectué par le
groupe de travail sur la fusion de données du « Joint Directors of Laboratories » (JDL),
du département de la défense US. Ce groupe a été créé en 1986 et s’est attaché à préciser
et codifier la terminologie de la fusion de données dans une sorte de dictionnaire (« Data
Fusion Lexicon ») [1]. La méthode proposée est dédiée essentiellement à des applications de
défense (telles que la poursuite de cibles, la reconnaissance et l’identification automatiques
de cibles) et est focalisée sur les fonctionnalités, en identifiant des processus, des fonctions et
des techniques [171]. Elle insiste sur la description d’une hiérarchie d’étapes de traitement
dans un système. La définition que nous utilisons ici s’oppose à celle du JDL et choisit un
autre point de vue, en s’attachant plus à la description des méthodes de combinaison et
de décision qu’à celle d’un système. Elle est mieux adaptée à la variété des situations qui
peuvent être rencontrées en traitement d’images. Elle est en ce sens plus générale.

Un autre groupe de travail européen de l’EARSeL (Association of Remote Sensing La-
boratories) a étendu la définition du JDL au domaine plus général de l’imagerie satellitaire
[345] : la fusion de données constitue un cadre formel dans lequel s’expriment les données
provenant de sources diverses ; elle vise à l’obtention d’informations de plus grande qualité ;
la définition exacte de « plus grande qualité » dépendra de l’application. Cette définition
englobe la plupart des définitions proposées par plusieurs auteurs en imagerie satellitaire,
qui sont regroupées dans [345]. La définition 1 va plus loin que celle-ci, jusqu’à la décision.

La fusion peut être comprise dans un sens plus ou moins large. D’autres concepts tels que
l’estimation, la révision, l’association de données, la fouille de données sont parfois considérés
comme des problèmes de fusion dans un sens large du terme. Précisons ces concepts :

Fusion et estimation L’estimation vise à combiner plusieurs valeurs d’un paramètre ou
d’une distribution pour en déduire une valeur plausible. On retrouve donc les étapes
de combinaison et de décision qui sont les deux ingrédients principaux de la définition
1. D’un autre côté, les méthodes de fusion numériques nécessitent souvent une étape
préliminaire d’estimation des distributions à combiner (voir paragraphe 6.4 ci-dessous),
et l’estimation apparâıt alors comme une des étapes d’un processus de fusion.

2Ce chapitre a beaucoup bénéficié des discussions au sein de ce groupe de travail, et nous tenons ici à en
remercier tous les participants.
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Fusion et révision ou mise à jour La révision ou la mise à jour consiste à compléter ou
modifier une information en fonction de nouveaux apports d’informations. Elle peut
être considérée comme un des domaines de la fusion. Parfois, la fusion est considérée
dans un sens plus restreint, où la combinaison est symétrique. La révision, elle, ne l’est
pas, et fait une distinction entre l’information a priori et les nouvelles informations. Ici,
nous considérons entre autres des processus dynamiques (en particulier en robotique),
et il nous semble donc important d’inclure la révision et la mise à jour dans la fusion (par
exemple pour des applications à la compréhension de l’environnement par un robot). La
révision concerne l’ajout d’une nouvelle information permettant de modifier ou préciser
l’information disponible auparavant sur le phénomène observé, alors que la mise à jour
concerne une modification du phénomène conduisant à modifier l’information sur celui-
ci (typiquement dans un processus temporel).

Fusion et association L’association de données est l’action qui permet de trouver parmi
différents signaux, issus de deux sources ou plus, ceux qui sont émis par le même objet
(source ou cible). Selon Bar-Shalom et Fortman [18], l’association de données est l’étape
la plus difficile en pousuite de cibles multiples. Elle consiste à détecter et associer des
mesures bruitées, dont les origines sont incertaines à cause de plusieurs facteurs, tels
que les fausses alarmes aléatoires dans la détection, le fouillis, les cibles interférentes, les
pièges et autres contre-mesures. Les modèles principaux utilisés dans ce domaine sont
soit déterministes (à partir de tests d’hypothèses classiques), soit probabilistes (essen-
tiellement bayésiens) [18, 280, 211]. La méthode la plus courante [18] repose sur le filtre
de Kalman sous hypothèse gaussienne. Plus récemment, d’autres méthodes d’estima-
tion ont été proposées, comme le modèle d’estimation interactive multiple (« Interactive
Multiple Model estimator », IMM), qui peut s’adapter à différents types de mouve-
ment, réduire le bruit, tout en préservant une bonne précision des estimations des états
[353]. Ainsi les problèmes traités par l’association de données sont assez différents de
ceux couverts par la définition 1.

Fusion et fouille de données La fouille de données (« Data Mining ») consiste à extraire
des parties intéressantes de l’information et des données, qui peuvent être par exemple
des données spéciales (au sens d’une propriété particulière) ou rares. Elle peut être
opposée à la fusion visant à expliquer, où des tendances générales sont recherchées, ou
à la fusion visant à généraliser et à induire des connaissances plus génériques à partir
de données. Ici nous écarterons la fouille de données des problèmes de fusion.

6.2 Caractéristiques générales des données

Dans cette partie, nous décrivons succinctement les caractéristiques générales des infor-
mations à fusionner, qui doivent souvent être prises en compte dans un processus de fusion.
Des exemples plus détaillés et plus spécifiques seront donnés pour chaque domaine dans les
chapitres suivants.

Une première caractéristique concerne le type d’information à fusionner. Il peut s’agir
d’observations directes, de résultats de traitements sur ces observations, de connaissances
plus génériques, exprimées sous forme de règles par exemple, ou d’avis d’experts. Ces infor-
mations peuvent être exprimées sous forme numérique ou sous forme symbolique (voir para-
graphe 6.3). Une attention particulière doit être portée à l’échelle utilisée pour représenter
les informations. Cette échelle n’a pas forcément de signification absolue, mais le minimum
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à garantir est que les informations puissent être comparées selon cette échelle, c’est-à-dire
que les échelles induisent un ordre sur les populations. Cela se traduit par des propriétés de
commensurabilité, voire de normalisation.

Le niveau de l’information qui va être fusionnée est également un aspect très important.
On distingue généralement le bas niveau (typiquement les mesures originales), d’un niveau
plus élevé nécessitant des étapes préliminaires de traitement, d’extraction de primitives et
de structuration de l’information. Suivant le niveau auquel on se place, les contraintes ne
sont pas les mêmes, ni les difficultés. Cela sera illustré par exemple dans le cas de la fusion
d’images dans le chapitre 7.

D’autres distinctions sur les types de données sont également intéressantes à souligner, car
elles donnent lieu à des modélisations et à des types de traitements différents. La distinction
entre données fréquentes et données rares en fait partie. Les informations peuvent également
être factuelles ou génériques. Les connaissances génériques peuvent être par exemple un
modèle du phénomène observé, des règles générales, des contraintes d’intégrité. Les infor-
mations factuelles sont plus directement reliées aux observations. Souvent, ces deux types
d’information ont des spécificités différentes. Les informations génériques sont en général
moins spécifiques (et font office de « défaut ») que les informations factuelles qui sont direc-
tement relatives au phénomène particulier observé. Le défaut est considéré si l’information
spécifique n’est pas présente ou pas assez fiable. Dans le cas contraire, et si les informations
sont contradictoires, on préférera les informations les plus spécifiques. Enfin, les informations
peuvent être statiques ou dynamiques, et là encore leur modélisation et leur prise en compte
diffèrent dans les deux cas.

Les informations manipulées dans un processus de fusion sont d’une part les informations
à fusionner, et d’autre part des informations supplémentaires qui servent à guider ou aider
la combinaison. Il peut s’agir d’informations sur les informations à combiner telles que des
informations sur les sources, sur leur dépendance, sur leur fiabilité, des préférences sur les
informations à combiner, etc. Il peut s’agir également d’informations contextuelles, sur le
domaine. Ces informations supplémentaires ne sont pas forcément exprimées dans le même
formalisme que les informations à combiner (en général elles ne le sont pas), mais elles
peuvent intervenir dans le choix de la modélisation des informations à fusionner.

Une des caractéristiques importantes de l’information en fusion est son imperfection.
Celle-ci est toujours présente (sinon la fusion ne serait pas nécessaire). Elle peut prendre di-
verses formes, qui sont brièvement décrites ci-dessous. Notons que ces notions ne trouvent pas
toujours de définition consensuelle dans la littérature. Nous en proposons ici des définitions
qui sont assez intuitives et conviennent bien au problème de la fusion, mais qui ne sont
sûrement pas universelles. Les subtilités qui peuvent y être apportées sont volontairement
omises ici, car elles seront reprises et illustrées dans les chapitres suivants pour chacun des
domaines de fusion abordés dans ce livre.

Incertitude L’incertitude est relative à la vérité d’une information, et caractérise son degré
de conformité à la réalité [126]. Elle fait référence à la nature de l’objet ou du fait
concerné, à sa qualité, à son essence ou à son occurrence.

Imprécision L’imprécision concerne le contenu de l’information et mesure donc un défaut
quantitatif de connaissance, sur une mesure [126]. Elle concerne le manque d’exactitude
en quantité, en taille, en durée, le manque de définition d’une proposition qui est
ouverte à diverses interprétations ou qui a des frontières vagues et mal définies. Cette
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notion est souvent abusivement confondue avec celle d’incertitude, car les deux types
d’imperfection sont souvent présents simultanément, et l’un peut induire l’autre. Il est
important de les distinguer car ils sont souvent antagonistes, même si ces deux termes
peuvent être inclus dans une acception plus large de l’incertitude. Inversement, des
typologies en un plus grand nombre de classes ont été proposées [195].

Incomplétude L’incomplétude caractérise l’absence d’information apportée par la source
sur certains aspects du problème. L’incomplétude des informations issues de chaque
source est la raison principale qui motive la fusion. L’information fournie par chaque
source est en général partielle, elle ne fournit qu’une vision du monde ou du phénomène
observé, en n’en mettant en évidence que certaines caractéristiques.

Ambigüıté L’ambigüıté exprime la capacité d’une information de conduire à deux in-
terprétations. Elle peut provenir des imperfections précédentes, par exemple de l’imprécision
d’une mesure qui ne permet pas de différencier deux situations, ou de l’incomplétude
qui induit des confusions possibles entre des objets et des situations qui ne peuvent
être séparées selon les caractéristiques mises en évidence par la source. Un des objectifs
de la fusion est de lever les ambigüıtés d’une source grâce aux informations apportées
par les autres sources ou par les connaissances supplémentaires.

Conflit Le conflit caractérise deux ou plusieurs informations conduisant à des interprétations
contradictoires et donc incompatibles. Les situations conflictuelles sont fréquentes dans
les problèmes de fusion, et posent toujours des problèmes difficiles à résoudre. Tout
d’abord, la détection des conflits n’est pas forcément facile. Ils peuvent facilement
être confondus avec d’autres types d’imperfection, ou même avec la complémentarité
des sources. Ensuite, leur identification et leur typologie est une question qui se pose
souvent, mais de manière différente suivant leur domaine. Enfin, leur résolution peut
prendre différentes formes. Elle peut reposer sur l’élimination de sources non fiables, sur
la prise en compte d’informations supplémentaires, etc. Dans certains cas, il peut être
préférable de retarder la combinaison et d’attendre d’autres informations susceptibles
de lever les conflits, ou même de ne pas fusionner du tout.

D’autres caractéristiques de l’information sont plus positives, et sont exploitées pour
limiter les imperfections :

Redondance La redondance est la qualité de sources qui apportent plusieurs fois la même
information. La redondance entre les sources est souvent observée, dans la mesure où les
sources donnent des informations sur le même phénomène. Idéalement, la redondance
est exploitée pour réduire les incertitudes et les imprécisions.

Complémentarité La complémentarité est la propriété des sources qui apportent des infor-
mations sur des grandeurs différentes. Elle vient du fait qu’elles ne donnent en général
pas d’informations sur les mêmes caractéristiques du phénomène observé. Elle est ex-
ploitée directement dans le processus de fusion pour avoir une information globale plus
complète et pour lever les ambigüıtés.

Les outils permettant de modéliser les différents types d’informations, et de mesurer les
imperfections de l’information ainsi que la redondance et la complémentarité seront décrits
dans le chapitre 8.
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6.3 Numérique / symbolique

De nombreuses discussions ont eu lieu dans la communauté de la fusion sur la dualité entre
fusion numérique et fusion symbolique. L’objectif dans cette partie n’est pas de retracer en
détails ces discussions mais plutôt de présenter les différents niveaux auxquels cette question
peut être posée. Par une judicieuse description de ces niveaux, il est souvent possible de
réduire ces débats. Les trois niveaux que nous distinguons ici sont ceux du type de données,
du type de traitement appliqué aux données et du rôle des représentations. Ils sont détaillés
dans les paragraphes suivants.

6.3.1 Données et informations

Par information numérique, nous entendons une information qui est directement donnée
sous forme de nombre. Ces nombres peuvent représenter des mesures physiques, des niveaux
de gris dans une image, une intensité de signal, la distance donnée par un télémètre, ou
encore la réponse à un opérateur numérique de traitement. Ils peuvent être soit directement
lus dans les données à fusionner, soit attachés au domaine ou à la connaissance contextuelle.

Par information symbolique, nous entendons toute information qui est donnée sous forme
de symboles, de propositions, de règles, etc. De telles informations peuvent être attachées
aux données à fusionner, ou à la connaissance du domaine (par exemple, des propositions sur
les propriétés du domaine concerné, une information structurelle, des règles générales sur le
phénomène observé, etc.).

La classification des informations et des données en numériques et symboliques ne peut
pas toujours être faite de manière binaire. En effet, les informations peuvent être également
hybrides, et des nombres peuvent représenter des codages d’informations de nature non
numérique. C’est typiquement le cas de l’évaluation d’une donnée ou d’un traitement, de
la quantification de l’imprécision ou de l’incertitude. Dans de tels cas, les valeurs absolues
des nombres sont souvent peu importantes, et c’est surtout leur place dans une échelle, ou
leur ordre si plusieurs grandeurs sont évaluées, qui joue un rôle prépondérant. Le terme
« hybride » désigne alors des nombres utilisés comme des symboles pour représenter une
information, mais avec une quantification, qui permet ensuite de les manipuler de manière
numérique. Ces nombres peuvent être utilisés pour des informations symboliques aussi bien
que numériques.

6.3.2 Traitements

En ce qui concerne le traitement de l’information, on appelle traitement numérique tout
calcul sur des nombres. En fusion d’informations, cela couvre toutes les approches qui com-
binent des nombres par un calcul formel. Il est important de remarquer que ce type de
traitement ne fait pas forcément d’hypothèse sur le type d’information qui est représentée
par des nombres. A l’origine, les informations peuvent être de nature aussi bien numérique
que symbolique.

Les traitements symboliques incluent le calcul formel sur des propositions (par exemple
des approches de type logique ou les grammaires, sur lesquelles on peut trouver plus de détails
dans [51]), prenant éventuellement en compte des connaissances numériques. Les approches
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structurelles, telles que des approches à base de graphes, qui sont largement utilisées en
reconnaissance des formes structurelles (en particulier pour la fusion), peuvent être mises
dans cette classe.

Nous appelons traitement hybride les méthodes où la connaissance a priori est uti-
lisée d’une manière symbolique pour contrôler des traitements numériques, par exemple en
déclarant des règles propositionnelles qui suggèrent, permettent ou au contraire interdisent
certaines opérations numériques. Typiquement, une proposition qui définit dans quels cas
deux sources sont indépendantes peut être utilisée pour choisir la manière dont des proba-
bilités sont combinées.

6.3.3 Représentations

Ainsi que le montrent les deux paragraphes précédents, les représentations et leurs types
peuvent jouer des rôles très différents. Des représentations numériques peuvent être utilisées
pour des données intrinsèquement numériques mais aussi pour l’évaluation et la quantifica-
tion de données symboliques. Les représentations numériques en fusion d’informations sont
utilisées de manière importante pour quantifier l’imprécision, l’incertitude ou la fiabilité de
l’information (cette information peut être de nature numérique aussi bien que symbolique),
et donc pour représenter plutôt de l’information sur les données à combiner que ces données
elles-mêmes. Ces représentations seront plus détaillées dans les chapitres sur les méthodes
numériques de fusion. Les représentations numériques sont aussi souvent utilisées pour des
degrés de croyance attachés à des connaissances numériques ou symboliques, et pour des
degrés de cohérence ou d’incohérence (ou de conflit) entre les informations (le cas le plus ty-
pique est peut-être celui de la fusion de bases de données ou de réglementations). Notons que
le même formalisme numérique peut être utilisé pour représenter différents types de données
ou de connaissances [35] : l’exemple le plus évident est celui de l’utilisation des probabilités
pour représenter des données aussi différentes que des fréquences ou des degrés de croyance
subjectifs [93].

Les représentations symboliques peuvent être utilisées dans des systèmes logiques, ou
des systèmes à base de règles, mais aussi en tant que connaissance a priori ou connaissance
contextuelle ou générique pour guider un traitement numérique, en tant que support struc-
turel par exemple en fusion d’images, et bien sûr en tant que sémantique attachée aux objets
manipulés.

Dans de nombreux exemples, une forte dualité peut être observée entre les rôles des
représentations numériques et symboliques, et peut être exploitée dans le cas de fusion de
sources hétérogènes.

6.4 Systèmes de fusion et types d’architecture

En général, la fusion n’est pas une tâche simple. Elle peut se décomposer de manière
schématique en plusieurs tâches. Nous les décrivons succinctement ici, car elles serviront de
guide à la description des outils théoriques dans le chapitre 8. Considérons un problème
général de fusion pour lequel on dispose de m sources S1, S2, ..., Sm, et pour lequel le but
est de prendre une décision dans un ensemble de n décisions possibles d1, d2, ..., dn. Les
principales étapes à résoudre pour construire le processus de fusion sont les suivantes :
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1. Modélisation : cette étape comporte le choix d’un formalisme, et des expressions des
informations à fusionner dans ce formalisme. Cette modélisation peut être guidée par
les informations supplémentaires (sur les informations et sur le contexte ou le do-
maine). Supposons pour fixer les idées que chaque source Sj fournisse une information

représentée par M j
i sur la décision di. La forme de M j

i dépend bien sûr du formalisme
choisi. Elle peut être par exemple une distribution dans un formalisme numérique, ou
une formule dans un formalisme logique.

2. Estimation : la plupart des modélisations nécessitent une phase d’estimation (par
exemple toutes les méthodes utilisant des distributions). Là encore les informations
supplémentaires peuvent intervenir.

3. Combinaison : cette étape concerne le choix d’un opérateur, compatible avec le forma-
lisme de modélisation retenu, et guidé par les informations supplémentaires.

4. Décision : c’est l’étape ultime de la fusion, qui permet de passer des informations
fournies par les sources au choix d’une décision di.

Nous ne donnons pas plus de détails sur ces étapes ici, car cela nécessiterait d’entrer dans
les formalismes et les aspects techniques. Cela fait l’objet du chapitre 8.

La manière dont ces étapes sont agencées définit le système de fusion et son architecture.
Dans le cas idéal la décision est prise à partir de tous les M j

i , pour toutes les sources et
toutes les décisions. C’est ce qu’on appelle la fusion globale. Dans ce modèle global, aucune
information n’est négligée. La complexité de ce modèle et de sa mise en œuvre a conduit à
développer des systèmes simplifiés, mais aux performances plus limitées [55].

Un deuxième modèle consiste ainsi à prendre d’abord des décisions locales au niveau
de chaque source séparément. Dans ce cas, une décision d(j) est prise à partir de toutes les
informations issues de la source Sj seulement. Cette décision est dite décentralisée. Puis dans
une deuxième étape, ces décisions locales sont fusionnées en une décision globale. Ce modèle
s’impose lorsque les sources ne sont pas disponibles simultanément. Il permet des réponses
rapides, grâce à des procédures spécifiques à chaque source, et peut être très facilement
adapté à l’introduction de sources supplémentaires. Ce type de modèle s’appuie avec profit
sur des techniques de contrôle adaptatif, et utilise souvent des architectures distribuées. Il est
aussi appelé fusion de décisions [328, 96]. Son principal inconvénient provient de ce qu’il tient
mal compte des relations entre capteurs et des corrélations ou dépendances possibles entre
sources. De plus, ce modèle conduit très facilement à des décisions locales contradictoires
(d(j) 6= d(k) pour j 6= k) et la résolution de ces conflits implique des arbitrages de niveau
supérieur, difficiles à optimiser, puisque l’information de départ n’est plus disponible. Des
modèles de ce type sont souvent mis en œuvre dans des applications en temps réel par
exemple dans le domaine militaire.

Un troisième modèle, « orthogonal » au précédent, consiste à combiner par une opération
F tous les M j

i relatifs à la même décision di, pour obtenir une forme fusionnée Mi =
F (M1

i ,M
2
i , ...,M

m
i ). Puis une décision est prise sur le résultat de cette combinaison. Ici,

aucune décision intermédiaire n’est prise, et l’information est manipulée dans le formalisme
choisi jusqu’à la dernière étape, diminuant ainsi les contradictions et les conflits. Ce modèle,
comme le modèle global, est un modèle centralisé qui nécessite de disposer simultanément
de toutes les sources. Plus simple que le modèle global, il est moins souple que le modèle
distribué, rendant plus difficile l’ajout éventuel de sources d’informations.
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Enfin, un modèle intermédiaire, hybride, consiste à choisir de manière adaptative les
informations nécessaires pour un problème donné en fonction des spécificités des sources. Ce
type de modèle copie souvent l’expert humain et fait intervenir des connaissances symboliques
sur les sources et sur les objets. Il est donc très utilisé dans les systèmes à base de règles.
Des architectures de type multi-agents sont bien adaptées à ce modèle.

6.5 Fusion en traitement d’images et fusion dans d’autres do-

maines

La fusion en image a des spécificités qui doivent être prises en compte à toutes les étapes de
la construction d’un processus de fusion. Ces spécificités nécessitent également de modifier et
de complexifier certains outils théoriques, souvent issus d’autres domaines. C’est typiquement
le cas de l’information spatiale en fusion d’images ou en robotique. Ces spécificités seront
détaillées pour le cas de la fusion en image dans le chapitre suivant.

La quantité des données à traiter et leur hétérogénéité sont souvent plus importantes que
dans d’autres domaines (problèmes de combinaison d’opinions d’experts par exemple). Cela
induit un niveau de complexité supplémentaire, à prendre en compte non seulement dans la
modélisation, mais aussi dans les algorithmes.

Les données sont surtout objectives (données par des capteurs), ce qui les oppose aux
données subjectives telles qu’elles peuvent être données par des individus. Elles contiennent
cependant une certaine part de subjectivité (par exemple dans le choix des capteurs ou
des sources d’informations, ou encore des paramètres d’acquisition). La subjectivité peut
également intervenir dans l’expression des buts. Les données objectives sont en général
dégradées, soit à cause de l’imperfection des systèmes d’acquisition, soit à cause des traite-
ments qui leur sont appliqués.

En fait, une des difficultés principales vient du fait que les types de connaissances mani-
pulées sont très hétérogènes. Il ne s’agit pas que de mesures et d’observations (qui elles-mêmes
peuvent être hétérogènes), mais aussi de cas généraux, d’exemples typiques, de modèles
génériques, etc.

Les différences principales par rapport à d’autres domaines d’application de la fusion
d’informations viennent tout d’abord du fait que la question essentielle qui est posée (donc
le but de la fusion) n’est pas la même. En traitement d’images, il s’agit essentiellement, selon
la définition 1, d’améliorer la connaissance du monde (tel qu’il est). Cela suppose la notion
d’existence d’une vérité, même si l’on n’en a qu’une vision partielle et déformée, ou difficile
d’accès. Cela diffère de la fusion de préférences (comment on veut que le monde soit), de
la fusion de réglementations (comment le monde devrait être), de problèmes de vote, où
typiquement la vérité n’existe pas, etc. [51].
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Chapitre 7

Fusion en traitement des images

Ce chapitre décrit les spécificités de la fusion en traitement d’images. Les définitions
générales proposées dans le chapitre 6 sont reprises et discutées dans ce cadre particulier.
Nous insistons sur le caractère propre des images et de leur représentation lors d’un problème
de fusion, et nous insistons sur ce qui distingue la fusion en traitement des images de la
plupart des autres domaines d’applications de la fusion.

7.1 Objectifs de la fusion en traitement des images

Bien sûr les images sont apparues très tôt comme des sources d’information importantes
de systèmes existant de fusion de l’information et des systèmes de fusion de données ont utilisé
des images. Prenons par exemple une application de suivi global de situations écologiques.
On y fait appel à des images de télédétection pour donner des information météorologiques.
La donnée issue de l’image peut alors être intégrée à un modèle physique par l’intermédiaire
d’une estimation, en chaque pixel, du couvert nuageux. On peut introduire dans une équation
de bilan thermodynamique la teneur en vapeur d’eau ainsi estimée en chaque point de l’image.

Ce n’est pourtant pas ce type d’application qui a donné naissance au domaine original de
la fusion d’images. On doit plutôt rechercher dans la pratique des experts en interprétation
des images, dans des milieux très différents de la société, les modèles dont les traiteurs
d’images ont cherché à s’inspirer. Donnons deux exemples, mais nous pourrions les multiplier
et les diversifier aisément.

Un radiologue en milieu hospitalier prend ses décisions à partir de nombreux clichés qui
donnent des points de vue différents sur une même structure anatomique. Ces clichés sont
souvent étalés sur un négatoscope et le médecin construit son opinion à partir d’un examen
alterné et attentif de plusieurs vues. À partir d’une hypothèse, issue de l’un des clichés, il
confirme son interprétation sur d’autres, la précise par recoupements et addition de vues
différentes, ou au contraire l’écarte par des informations contradictoires issues d’une de ces
vues. Cette situation est très classique en imagerie médicale, domaine où les techniques
d’acquisition se diversifient : rayons X, résonance magnétique, imagerie nucléaire, imagerie
ultrasonore, chacune pouvant se décliner selon des modalités diverses en fonction des pro-
tocoles d’acquisition. Elle est confortée également par les efforts déployés dans toutes les
structures hospitalières pour regrouper les sources d’images dans un même service ou faire
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converger ces images sur une même console au lieu ou s’élabore le diagnostic. Ces efforts ont
conduit à l’introduction progressive des systèmes d’archivage et de consultation intégrés à
l’hôpital (les PACS des anglo-saxons1).

Pour second exemple, nous choisirons un expert de télédétection, chargé d’interpréter
une scène complexe. Il dispose d’un nombre important d’images, issues de capteurs variés,
par exemple des images du domaine visible dans diverses gammes de longueur d’onde, ou
des images infra-rouge ou encore des images de radar. Chaque source l’informe sur un aspect
particulier de la scène et lui permet donc d’élaborer des scénarios. Là encore, l’expertise se
fait par une confrontation des diverses représentations, leur combinaison permettant tantôt
de conforter le jugement, tantôt de l’infirmer. Cette expertise est le résultat d’un long ap-
prentissage et devient de plus en plus complexe lorsque les sources d’images se diversifient et
leur nombre s’accrôıt. Pourtant, autant pour les applications satellitaires où se complètent de
nombreux capteurs, que pour les applications aéroportées où l’on tire profit de sources très
variées (cartes, cadastres, plans d’occupation des sols, relevés géologiques ou agronomiques,
modèles altimétriques, etc.), l’usage s’engage résolument vers une complexité croissante des
sources d’images.

Dans ce cadre, la fusion d’images apparâıt donc comme une tâche singulière et différente
de la fusion de données. En effet, il n’est pas clair qu’il soit possible de concevoir un cadre fonc-
tionnel dans lequel chaque information prendrait place comme c’était le cas lorsque l’image
satellitaire permettait d’introduire la mesure de « couvert nuageux » dans un schéma d’en-
semble mettant en jeu par exemple l’évapo-transpiration du couvert végétal et les conditions
météo. Dans le cadre le plus général du traitement d’images, la fusion des images intervient
pour aider à la prise de décision dans un schéma complexe, et mal formalisé la plupart du
temps, où les diverses images apportent une part de « vérité » qui contribue, en collaboration
et en opposition avec les autres sources, à une interprétation d’ensemble. Nous souhaitons
donc, en développant des méthodes automatiques de fusion d’images, préparer et raccourcir
l’étape d’élaboration de l’expertise humaine et, éventuellement, dans les situations de pro-
fusion des sources d’images, gérer la multiplicité sans sacrifier les apports potentiels d’une
combinatoire complexe, au-delà même de ce que les experts humains savent aujourd’hui en
tirer.

La tâche de fusion en traitement des images est donc très étroitement liée à la prise de
décision. Au contraire, elle a peu à voir avec l’étape qu’on lui associe souvent de recalage
géométrique des images, mais cette étape est généralement considérée aujourd’hui comme
incontournable et beaucoup de travaux en fusion d’image se contentent de l’effectuer puis de
laisser à un opérateur humain le soin de mettre en œuvre la prise de décision.

Rappelons que l’objectif du recalage est de superposer exactement les pixels correspon-
dant à un même objet observé dans les diverses images. Cette étape peut être facilitée s’il
existe un référentiel absolu reconnu pour décrire la scène, c’est le cas par exemple dans les ap-
plications de cartographie ou de géographie qui exploitent les référentiels géocodés, ainsi que
pour certaines applications médicales pour lesquelles des repères anatomiques conventionnels
ont été établis. Les techniques de recalage sont nombreuses et utilisent des principes variés :
corrélation, programmation dynamique, flot optique, déformation élastique, ... (on pourra
consulter [223] et [227] pour une synthèse des méthodes en imagerie aérienne et satellitaire
et en imagerie médicale respectivement).

1Picture Archiving and Communication Systems (systèmes d’archivage et d’échange d’images)

130



Pour quels objectifs est on amené à faire de la fusion d’image ? Tout d’abord pour
améliorer les trois tâches principales de la reconnaissance des formes, détecter, reconnâıtre
et identifier :

Détection : il s’agit dans ce cas de valider l’hypothèse de présence ou d’absence de l’objet
cherché (présence d’un véhicule sur une route, ou d’une sténose dans un vaisseau san-
guin). Cet objectif de détection est parfois combiné à celui de suivi des objets détectés
dans une séquence de vues.

Reconnaissance ou classification : un objet détecté est alors associé à l’une des familles
d’objets connus ou attendus en fonction de ses critères photométriques, géométriques
ou morphologiques. Cette opération peut être conduite sur des objets à des niveaux
très variés, depuis le pixel jusqu’à des ensembles complexes de composantes de l’image.

Identification : un objet détecté et reconnu est identifié lorsqu’il est associé à un prototype
unique de sa classe. Ainsi, après avoir détecté un véhicule en imagerie infrarouge, la
reconnaissance permettra d’en déduire son type : camion, moto ou voiture, et l’identifi-
cation conclura au camion du laitier, objet classiquement surveillé dans ce type d’image
...

Mais d’autres applications que celles de la reconnaissance des formes exigent aussi la mise
en œuvre de méthodes de fusion. Ces opérations peuvent intervenir au cours du processus
de reconnaissance, mais à un stade plus préliminaire et ne débouchent pas nécessairement
sur une prise de décision.

Segmentation : il s’agit là d’un objectif plus focalisé que la classification, en cherchant à
extraire le plus précisément possible des objets déterminés. Il peut s’agir simplement
d’utiliser la complémentarité des sources d’information pour mieux identifier les limites
des composantes homogènes de l’image. Par exemple, en fusionnant le tracé précis
fourni par une image aérienne, et la structure topologique du réseau et sa géométrie
approximative données par une carte, on peut fournir une excellente description d’un
réseau routier.

Reconstruction : la multiplicité des points de vue est favorable à la reconstruction tridi-
mensionnelle des scènes observées, et, si cette reconstruction peut prendre des formes
classiques (comme en stéréovision, ou en tomographie), dans d’autres situations où les
conditions d’acquisition sont moins bien contrôlées, il n’est possible de reconstruire
qu’une information tridimensionnelle approchée qui combine de façon plus ou moins
empirique les divers aspects disponibles.

Détection de changements : ce type de décision concerne typiquement les images ac-
quises à des dates différentes, qu’il s’agisse d’une carte et d’une image, ou d’images
multi-dates pour le suivi des cultures ou d’une pathologie. Il peut s’agir également de
séquences d’images multi-sources (de cadence plus élevée que les images multi-dates).

Mise à jour de la connaissance sur un phénomène ou une scène : ici, contrairement
au cas précédent, la décision consiste à utiliser les informations provenant de différentes
sources (éventuellement multi-dates) pour modifier ou compléter une connaissance
précédente, par exemple compléter un réseau routier avec les nouveaux ronds-points
pour mettre à jour une carte.

Parmi ces différents problèmes de décision, certains sont proches de la combinaison d’ex-
perts. En effet, chaque image peut être considérée comme un expert donnant son opinion
selon ses compétences. Mais en général l’information dans les problèmes de fusion d’experts
est plus éparse qu’en image. L’apprentissage est donc plus difficile car les données sont moins
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nombreuses, mais en revanche l’utilisateur a souvent moins de contraintes sur les coûts al-
gorithmiques des méthodes. En image, la quantité des données à fusionner est à la fois un
avantage pour l’apprentissage et un inconvénient pour les charges de calcul.

Si l’on compare la problématique de fusion d’image aux problèmes de fusion de données
par agrégation et optimisation multi-critères, on constate qu’une différence essentielle réside
en ce que dans ces derniers problèmes on cherche une solution satisfaisant au mieux un
ensemble de contraintes plus ou moins souples, tandis qu’en traitement des images, chaque
source procure (de manière plus ou moins explicite) un degré de satisfaction (de l’appar-
tenance à une classe par exemple, qui peut alors être considérée comme un critère) et la
décision consiste plutôt à choisir la meilleure (meilleure classe par exemple).

7.2 Les situations de fusion

Selon les applications, les problèmes de fusion peuvent se produire dans des situations
différentes, dans lesquelles les types d’informations ne sont pas les mêmes. Les principales
situations de fusion en traitement d’images sont les suivantes.

Plusieurs images du même capteur : il s’agit par exemple de plusieurs canaux du même
satellite, d’images multi-échos en IRM, ou encore de séquences d’images pour des scènes
en mouvement. Les données sont alors relativement homogènes car elles correspondent
à des mesures physiques similaires.

Plusieurs images de capteurs différents : c’est le cas le plus fréquent, où les principes
physiques différents des capteurs permettent d’avoir des points de vue complémentaires
sur la scène. Il peut s’agir d’images ERS et SPOT, d’images IRM et ultrasonores, etc.
L’hétérogénéité est alors beaucoup plus importante, les différents capteurs ne parlant
pas du même aspect du phénomène. Les images donnent chacune une vision partielle
et ne sont pas informatives sur les caractéristiques auxquelles elles ne sont pas dédiées
(par exemple une IRM anatomique ne donne pas d’information fonctionnelle, et une
image TEP a une résolution trop limitée pour que l’anatomie y soit vue de manière
suffisamment précise).

Plusieurs informations extraites d’une même image : il s’agit de situations dans les-
quelles on extrait divers types d’informations d’une image à l’aide de plusieurs détecteurs,
opérateurs, classifieurs, etc., qui s’appuient sur des caractéristiques différentes des
données, cherchent à extraire des objets différents, rendant ainsi les informations à
fusionner souvent très hétérogènes. Les informations extraites peuvent concerner le
même objet (fusion de détecteurs de contours par exemple) ou des objets différents
et on cherche alors une interprétation globale de la scène et une cohérence entre les
objets. Elles peuvent être de niveaux différents (très locales ou plus structurelles quand
on s’intéresse aux relations spatiales entre objets).

Images et autre source d’information : par autre source d’information, on entend par
exemple un modèle, qui peut être soit particulier comme une carte, soit générique
comme un atlas anatomique, des bases de connaissances, des règles, des informations
issues d’experts, etc. Les informations sont à nouveau de types très différents, à la fois
dans leur nature, et dans leur représentation initiale (images quand il s’agit d’une carte
ou d’un atlas numérisé, mais aussi descriptions linguistiques, bases de données, etc.).
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7.3 Caractéristiques des données en fusion d’images

Les spécificités de la fusion en traitement d’images ne permettent que difficilement d’ex-
ploiter les progrès réalisés dans d’autres domaines de la fusion d’informations. Une des raisons
est la complexité des données et des connaissances, qui rendent impossible la recherche d’un
système global pour regrouper en une relation unique toutes les composantes de l’image.

La complexité vient d’une part du volume d’informations à traiter (par exemple, une
seule image IRM du cerveau occupe un volume de 8 à 16 mega-octets). Ces gros volumes
de données, sur lesquels des apprentissages statistiques sont souvent possibles, sont une des
raisons qui expliquent la large utilisation de méthodes probabilistes et statistiques en fusion
d’images.

La complexité vient d’autre part de la forte hetérogénéité des informations à combi-
ner, qu’il s’agisse d’images issues de capteurs différents, d’images et de modèles, ou de ca-
ractéristiques différentes extraites d’une ou plusieurs images. Cette hétérogénéité est présente
à la fois dans la nature des informations et dans leur représentation. Les données peuvent
être fréquentes, par exemple lorsqu’il s’agit des cas typiques rencontrés dans une appli-
cation donnée, pour lesquels il est possible d’avoir des données statistiques par exemple.
Elles peuvent aussi être rares (par exemple des images pathologiques) et dans ce cas il est
beaucoup plus difficile de les modéliser de manière statistique. La combinaison des deux
types de données est fréquemment rencontrée en traitement d’images. De plus, elles peuvent
être soit factuelles (typiquement, une photographie d’une scène à un instant donné) ou
génériques (modèle, règles, connaissances générales sur l’application). Combiner des infor-
mations de spécificités différentes pose souvent des problèmes de conflit à résoudre. En trai-
tement d’images, ce n’est pas une tâche facile, car l’information factuelle n’est pas toujours
suffisamment sûre et précise pour qu’on puisse systématiquement lui donner la priorité sur
des informations moins spécifiques et plus génériques qui peuvent admettre des exceptions.

La combinaison des informations est souvent guidée ou contrainte par des informa-
tions supplémentaires, sur l’information à combiner, sur le contexte et le domaine d’ap-
plication). C’est aussi une source de forte hétérogénéité. Parmi les exemples d’informations
supplémentaires sur l’information on peut citer la fiabilité d’une source, soit globale, soit
conditionnelle aux objets observés. Ce cas est très souvent rencontré en classification d’images
multi-sources, où une image peut être fiable pour une classe mais pas pour une autre. Don-
nons maintenant quelques exemples d’informations supplémentaires sur le domaine et le
contexte :

– les fleuves sont sombres dans le canal XS3 de SPOT (information liant le type d’ac-
quisition à une observation),

– le LCR est sombre dans les images IRM en T1,
– les routes se croisent pour former des carrefours (contrainte d’intégrité).

Ces informations génériques sont utilisées pour guider le processus de fusion. Le dernier
exemple est un cas typique de règle avec exception. La règle donne le cas le plus général,
mais elle n’est plus vraie dans le cas d’impasses par exemple.

La fusion active est un des moyens pour réduire la complexité en choisissant à chaque
instant les meilleures informations à fusionner. Ce choix peut être effectué en fonction d’un
résultat partiel de fusion obtenu dans une étape antérieure, de mesures d’informations, d’in-
formations externes susceptibles de guider la fusion, de l’identification d’ambigüıtés à lever,
etc.
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Les informations fusionnées en traitement d’images sont fortement entachées d’imper-
fections (incertitude, imprécision, incomplétude, ambigüıté, conflit etc., selon la distinction
proposée dans le chapitre 6). Ces imperfections trouvent leur origine à différents niveaux, de-
puis les phénomènes observés jusqu’aux traitements. Par exemple, la transition douce entre
tissus sains et pathologiques est une imprécision due au phénomène physiologique. De la
même façon, des caractéristiques similaires entre deux tissus différents se retrouvent sur les
images mesurant ce type de caractéristique et se traduisent par une incertitude sur l’ap-
partenance d’un point particulier à un tissu ou à un autre, cette incertitude étant due à
la fois au phénomène et au capteur. La délocalisation de l’information spatiale, due au re-
groupement en un même pixel de l’information contenue dans tout un volume, est due au
capteur et à sa résolution, et constitue une imprécision sur la localisation de l’information sur
l’image (effet de volume partiel). Les phénomèmes de Gibbs au niveau des transitions nettes,
qui apparaissent en IRM ou en imagerie radar par exemple, sont des sources d’imprécisions
dues aux algorithmes de reconstruction numérique des images. La représentation d’informa-
tions (symboliques) sous forme schématique (par des cartes ou des atlas) est source à la fois
d’imprécision et d’incertitude. Imprécisions et incertitudes sont ensuite renforcées dans les
primitives extraites des images et sur lesquelles s’appuie la fusion. L’exemple le plus familier
est celui de la détection de contours par des filtrages gaussiens à différentes échelles : en
augmentant l’écart type de la gaussienne, on gagne en certitude sur la présence de contours
mais on perd en précision sur leur localisation. Cet antagonisme entre précision et certitude a
bien été identifié comme un trait caractéristique de la démarche en reconnaissance des formes
[308]. De cet antagonisme naissent souvent des contradictions en fusion d’images puisque l’on
dispose de plusieurs mesures sur un même événement : si ces données sont précises, alors elles
sont probablement incertaines, et elles risquent donc d’être en contradiction les unes avec les
autres ; si l’on renforce leur certitude, cela se fait souvent au prix de plus d’imprécision, ren-
dant les données peu informatives si cette imprécision devient trop importante. Il conviendra
donc qu’un système de décision en fusion gère explicitement incertitude et imprécision pour
éviter les incohérences.

L’imprécision n’est pas une caractéristique propre aux données, mais elle peut également
être attachée aux objectifs et aux buts, en particulier lorsqu’ils sont exprimés sous forme
linguistique vague.

Enfin, le caractère spatial de l’information, spécifique au traitement d’images, mérite
une attention particulière. Son introduction dans les méthodes de fusion, souvent inspirées
d’autres domaines dans lequel ne figure pas ce caractère spatial, n’est pas immédiate mais
pourtant nécessaire afin de garantir la cohérence spatiale des résulats. L’imprécision est
également présente à ce niveau. À bas niveau, il s’agit de problèmes de recalage, ou de
volume partiel par exemple. À plus haut niveau, il s’agit par exemple de relations entre
objets qui peuvent être intrinsèquement vagues et mal définies (relations du type « à gauche
de » par exemple).

Comme dans les autres applications de la fusion, la redondance et la complémentarité
entre les images à fusionner sont des atouts pour réduire les imperfections telles que l’incerti-
tude et l’imprécision, pour lever des ambigüıtés, pour compléter l’information, pour résoudre
des conflits. Voici quelques exemples de complémentarité en fusion d’images :

– sur l’information elle-même : parties cachées qui peuvent être différentes dans des
images de profondeur ou des images aériennes,

– sur le type d’information : information anatomique ou information fonctionnelle pour
le même sujet dans des modalités d’imagerie différentes,
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– qualité de l’information : deux images de même type mais avec des paramètres d’acqui-
sition différents peuvent donner des informations de qualités différentes pour différentes
structures.

La redondance provient de manière plus évidente du fait que ce sont des images de la même
scène que l’on cherche à combiner. Pour certains problèmes de fusion, comme les études de
groupe en imagerie fonctionnelle, la redondance (quelles sont les zones activées chez tous les
sujets) et la complémentarité (où sont les différences) sont elles-mêmes sujet d’étude.

Le conflit est un problème très délicat, comme dans d’autres applications de la fusion
d’informations, comme cela a été discuté dans le chapitre 6. En image, les exemples de conflit
qui ne sont qu’apparents et facilement confondus avec la complémentarité se trouvent dans les
cas où une image n’est pas capable de différencier deux classes alors qu’une autre les distingue.
Les imprécisions et incertitudes sont également sources de conflit. Par exemple la mauvaise
localisation d’un contour peut provoquer un conflit entre plusieurs détecteurs de contours.
Les conflits dus à des spécificités différentes des informations à combiner sont fréquents dans
les applications de fusion d’images et de modèles. Par exemple la reconnaissance de structures
cérébrales par fusion d’images IRM et de données issues d’un atlas anatomique doit faire
face à la variabilité entre les individus, souvent non représentée dans l’atlas, ou encore à la
présence possible de pathologies dans des images de patient, non présentes dans le modèle
générique. Des problèmes similaires se rencontrent dans les problèmes de fusion d’images
aériennes et satellitaires et de cartes numériques. Ici les conflits peuvent provenir du tracé
imprécis de la carte, de modifications dans la scène non portées sur une carte plus ancienne,
etc.

7.4 Contraintes

Les contraintes spécifiques au traitement d’images à prendre en compte dans un processus
de fusion sont de plusieurs ordres.

Du point de vue de l’architecture du système de fusion, il est rare que les systèmes
décentralisés soient imposés. Le cas le plus fréquent est celui de la fusion « off-line » où l’on
dispose simultanément de toutes les informations. Des systèmes centralisés peuvent alors être
utilisés.

Les contraintes de temps réel sont assez peu fréquentes, sauf dans les applications de
surveillance ou multi-média, dans lesquelles elles sont amenées à prendre une place grandis-
sante.

En revanche, les contraintes de cohérence spatiale sont très fortes et constituent un point
important des recherches en fusion d’images. De plus en plus de travaux sont donc consacrés
à la prise en compte de l’information spatiale, soit au niveau local via le contexte spatial,
soit à un niveau plus structurel via des relations spatiales entre les structures ou les objets
de la scène.

Le fait que les données soient volumineuses peut imposer des contraintes de temps de
calcul. Ainsi les manipulations au niveau des pixels sont limitées à des opérations simples.
Des opérations plus sophistiquées nécessitent souvent l’introduction d’informations de plus
haut niveau, et une représentation plus structurelle de l’information.

La complexité et la quantité des données à manipuler impose souvent que soit effectué
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un choix dans les informations et les connaissances à fusionner. Ce choix est bien sûr guidé
principalement par des critères de pertinence par rapport aux objectifs de décision, mais
aussi par des critères portant sur la facilité d’accès et de représentation des informations et
des connaissances, et sur leur qualité.

Enfin, un problème crucial est celui de l’évaluation. Dans les problèmes de fusion d’images,
la « vérité » ou la « bonne » solution existe en général plus ou moins, mais elle est le plus
souvent difficile d’accès. Ainsi l’évaluation et la validation d’une méthode de fusion ne peut
se faire que sur des simulations, des acquisitions sur fantômes, ou par comparaison avec
une décision manuelle. Cette situation s’oppose à celle rencontrée dans les problèmes de
vote ou de choix social, dans lesquels la vérité n’existe pas, mais on cherche à trouver une
« meilleure » solution au sens d’un compromis, ou de critères d’équité et d’éthique.

7.5 Aspects numériques et symboliques en fusion d’images

Si le côté numérique de l’information manipulée en traitement d’images est évident, le
côté symbolique mérite qu’on s’y arrête un peu plus.

Les informations symboliques peuvent être attachées aux données à fusionner (par exemple
une information graphique dans une carte ou un atlas anatomique, des attributs calculés sur
les données ou sur des objets extraits préalablement des données), ou attachés à la connais-
sance du domaine. Typiquement, les informations sur le domaine sont souvent représentées
par des règles, des représentations structurelles telles que des graphes, souvent utilisés en
reconnaissance des formes dans les images, des contraintes à prendre en compte dans les al-
gorithmes. Une information structurelle peut par exemple spécifier qu’un réseau routier peut
être représenté par un graphe en utilisant des routes et des carrefours, ou exprimer sous forme
propositionnelle des règles générales sur la scène telles que « les ventricules cérébraux sont
toujours à l’intérieur de la matière blanche », etc. Les informations structurelles peuvent
également être représentées de manière iconique, donc proche des données images, par
exemple dans le cas de cartes numérisées ou d’atlas anatomiques. On combine alors la
représentation géométrique des structures et la nature ou la sémantique de ces structures.
Mais les informations sur le domaine peuvent être également purement numériques quand il
s’agit par exemple de caractéristiques de l’acquisition comme les longueurs d’ondes utilisées
en imagerie satellitaire, ou les temps d’acquisition en imagerie médicale. Des représentations
hybrides, dans lesquelles des nombres sont utilisés comme des symboles avec une quantifica-
tion, sont utilisées en fusion d’images, pour quantifier la qualité d’un détecteur, pour évaluer
une donnée symbolique ou la confiance dans une mesure, la fiabilité d’une image pour cer-
taines classes ou structures, etc. Du point de vue des traitements, cet aspect hybride se
manifeste par exemple lorsqu’une proposition établissant que la reconnaissance d’une struc-
ture ne dépend que du contexte local conduit à une modélisation appropriée dans un cadre
markovien. Les représentations symboliques sont ainsi utilisées en tant que connaissance a
priori ou connaissance contextuelle ou générique pour guider un traitement numérique. Elles
servent aussi de support structurel par exemple en fusion d’images et de cartes [248].
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Chapitre 8

Méthodes numériques de fusion
d’informations

Dans ce chapitre, nous présentons les trois approches numériques principales de la fusion
d’informations : les approches probabilistes et bayésiennes sont les plus répandues et sont
décrites dans la partie 8.1 ; la théorie des fonctions de croyances est présentée dans la partie
8.2 ; puis l’utilisation pour la fusion de la théorie des ensembles flous et des possibilités
introduite dans le chapitre 4 est décrite dans la partie 8.3. Puisqu’une des caractéristiques
principales de la fusion d’images est l’importance de l’information spatiale, nous examinerons
dans la section 8.4 comme elle peut être introduite dans ces méthodes de fusion.

8.1 Fusion probabiliste et bayésienne

Les approches probabilistes traitent essentiellement de l’incertitude de l’information. Elles
reposent sur des théories mathématiques solides et bien mâıtrisées en traitement du signal
et des images, telles que la théorie bayésienne de la décision, la théorie de l’estimation, les
mesures entropiques, etc., ce qui en fait des outils privilégiés pour la fusion.

Les informations et leurs imperfections (essentiellement celles dont la nature s’exprime
en termes d’incertitude) sont modélisées par des distributions de probabilités ou de mesures
statistiques. Nous verrons dans la section 8.1.1 comment ce formalisme permet de mesu-
rer l’information. Puis nous aborderons les différentes étapes du processus de fusion : la
modélisation et l’estimation dans la section 8.1.2, la combinaison bayésienne dans la section
8.1.3, puis la combinaison bayésienne vue comme un problème d’estimation dans la section
8.1.4. Les règles les plus classiques de décision sont présentées dans les sections 8.1.5 et 8.1.6.
Les sections suivantes présentent des exemples d’applications et d’autres outils théoriques y
sont détaillés, dans les domaines de la classification multisources en traitement d’images à
la section 8.1.7.

8.1.1 Mesures d’information

Lorsque l’on dispose d’un ensemble de l sources d’information Ij , une première tâche
consiste souvent à le transformer en un sous-ensemble plus réduit, donc de traitement plus
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simple, sans perdre d’information.

L’approche de l’analyse en composantes principales, qui projette chaque source d’infor-
mation sur les vecteurs propres de la matrice de covariance, est souvent employée et permet
ainsi d’obtenir l nouvelles sources décorrélées, classées par ordre décroissant d’énergie. Une
troncature aux l′ (l > l′) premières sources permet souvent de conserver l’essentiel de l’énergie
de l’ensemble d’origine.

Mais en pratique cette méthode montre très vite ses limites en traitement d’images par
exemple, car elle ne permet de prendre en compte ni les dépendances complexes entre images,
ni les variations spatiales de dépendance.

Pour exprimer l’apport d’information dû à l’ajout d’une nouvelle source d’information
Il+1 à un ensemble déjà connu {I1, ..., Il}, on préfère l’approche proposée par Shannon et
reposant sur les notions d’information et d’entropie [203, 224]. A partir de la probabilité
jointe des l premières sources p(I1, ..., Il) (estimée le plus souvent par dénombrement, par
exemple à partir de l’histogramme multidimensionnel des niveaux de gris pour des images),
on définit l’entropie (ou information moyenne par pixel dans le cas des images) des l premières
sources par :

H(I1, ..., Il) = −
∑

p(I1, ..., Il) log p(I1, ..., Il), (8.1)

et l’entropie apportée par la (l + 1)ème source s’exprime, soit en fonction des entropies, soit
en fonction des probabilités par :

H(Il+1 | I1, ...Il) = H(I1, ..., Il+1)−H(I1, ..., Il)

= −
∑

p(I1, ...Il+1) log p(Il+1 | I1, ..., Il). (8.2)

Pour deux sources, on définit ainsi la redondance1 entre elles par :

R(I1, I2) = H(I1) +H(I2)−H(I1, I2), (8.3)

et la complémentarité de la source I2 par rapport à la source I1, c’est-à-dire la quantité
moyenne d’information qu’il faut ajouter à I2 pour retrouver I1 :

C(I1 | I2) = H(I1 | I2), (8.4)

ce qui conduit à la relation :

H(I1) = R(I1, I2) + C(I1 | I2). (8.5)

Des approches analogues peuvent être envisagées dans un cadre non probabiliste, en
s’appuyant par exemple sur l’entropie floue [219]. Le formalisme est pour l’instant moins
développé dans cette direction.

En fusion, on utilisera typiquement des sources fortement redondantes pour confirmer
une décision incertaine et des images complémentaires pour élargir le champ des décisions.
Des sources complémentaires peuvent conduire soit à des décisions conflictuelles soit à des
décisions consensuelles.

En traitement d’images, la notion d’entropie a été élargie pour caractériser non seulement
la dispersion des mesures sur l’espace de mesure, mais également la cohérence spatiale des

1Cette redondance ne peut malheureusement pas être étendue à plus de deux sources sans perdre poten-
tiellement sa propriété de positivité.
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mesures en prenant en compte des probabilités d’occurrence de configurations particulières
de pixels, soit dans le cadre de classifications [225, 224], soit dans celui de champs markoviens
[336, 344].

Les notions d’entropie globale ne sont pas toujours bien adaptées aux problèmes de fusion,
et des notions d’entropie conditionnelle aux classes à reconnâıtre par exemple sont souvent
préférables : elles permettent une analyse plus fine de l’information qu’apporte chaque source
pour chaque classe et sont donc mieux adaptées aux problèmes pour lesquels une source est
meilleure pour certaines classes et moins bonne pour d’autres. Bien que la définition formelle
de tels concepts ne pose pas de difficulté particulière, ils ne sont pas encore beaucoup utilisés
en fusion et c’est vraisemblablement un point qui mériterait d’être approfondi.

8.1.2 Modélisation et estimation

La théorie la plus exploitée dans la littérature est de loin la théorie des probabilités,
associée à la théorie bayésienne de la décision [135]. L’information y est modélisée par une
probabilité conditionnelle, par exemple, la probabilité pour qu’un pixel appartienne à une
classe particulière, étant donné les images disponibles. Ainsi, la mesure introduite dans la
section 6.4 s’écrit-elle sous la forme :

M j
i (x) = p(x ∈ Ci | Ij). (8.6)

Cette probabilité est calculée à partir de caractéristiques fj(x) de l’information extraites
des sources. Par exemple, en image, il peut s’agir dans les cas les plus simples du niveau
de gris du pixel considéré ou d’informations plus complexes nécessitant des traitements
préliminaires. L’équation 8.6 ne dépend alors plus de toute la source Ij mais s’écrit sous
la forme simplifiée :

M j
i (x) = p(x ∈ Ci | fj(x)). (8.7)

En traitement des images, en l’absence de modélisations fonctionnelles fortes des phénomènes
observés, les probabilités p(fj(x) | x ∈ Ci), ou plus généralement p(Ij | x ∈ Ci) (qui
représente la probabilité, conditionnelle à la classe Ci, de l’information fournie par la source
Ij), sont apprises par dénombrement sur des zones de test (ou par apprentissage sur ces
zones des paramètres d’une loi donnée) et on en déduit les probabilités des équations 8.6 et
8.7 par application de la règle de Bayes.

8.1.3 Combinaison dans un cadre bayésien

Dans le modèle bayésien, la fusion peut être effectuée de manière équivalente à deux
niveaux :

– soit au niveau de la modélisation, et l’on calcule alors des probabilités de la forme :

p(x ∈ Ci | I1, ..., Il), (8.8)

à l’aide de la règle de Bayes :

p(x ∈ Ci | I1, ..., Il) =
p(I1, ...Il | x ∈ Ci) p(x ∈ Ci)

p(I1, ..., Il)
, (8.9)

où les différents termes sont estimés par apprentissage ;
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– soit par la règle de Bayes elle-même, où l’information issue d’un capteur vient mettre
à jour l’information sur x estimée d’après les capteurs précédents (c’est la seule forme
utilisable si les informations sont disponibles successivement et non simultanément) :

p(x ∈ Ci | I1, ..., Il) =

p(I1|x ∈ Ci) p(I2|x ∈ Ci, I1) ... p(Il | x ∈ Ci, I1, ..., Il−1) p(x ∈ Ci)

p(I1) p(I2 | I1) ... p(Il | I1, ..., Il−1)
.

Très souvent, étant données la complexité de l’apprentissage à partir de plusieurs cap-
teurs et la difficulté d’obtenir des statistiques suffisantes, ces équations sont simplifiées sous
l’hypothèse d’indépendance. Là encore, des critères ont été proposés pour vérifier la validité
de ces hypothèses. Les formules précédentes deviennent alors :

p(x ∈ Ci | I1, ..., Il) =
∏l

j=1 p(Ij | x ∈ Ci) p(x ∈ Ci)

p(I1, ..., Il)
. (8.10)

Cette équation fait apparâıtre clairement le type de combinaison des informations, sous
la forme d’un produit, donc une fusion conjonctive. Il est notable que la probabilité a priori
joue exactement le même rôle dans la combinaison que chacune des sources auxquelles elle
est combinée également par un produit.

8.1.4 Combinaison vue comme un problème d’estimation

Une autre manière de voir la fusion probabiliste consiste à considérer que chaque source
donne une probabilité (d’appartenance à une classe) par exemple, et que la fusion consiste à
combiner ces probabilités pour trouver la probabilité globale d’appartenance à la classe. Cette
vision revient à considérer la fusion comme un problème d’estimation, et permet d’utiliser
des opérateurs de combinaison différents du produit. En particulier les méthodes de moyenne
ou moyenne pondérée, de médiane, de consensus sont souvent employées [88, 89, 145]. Des es-
timateurs robustes peuvent également être employés, afin de limiter ou supprimer l’influence
des valeurs aberrantes (« outliers »). Enfin, des méthodes issues de la théorie des variables
régionalisées [233], telles que le krigeage ou le krigeage universel, pourraient également être
utilisées dans ce cadre.

8.1.5 Décision

La dernière étape concerne la décision, par exemple le choix de la classe à laquelle ap-
partient un point. Cette décision binaire peut être assortie d’une mesure de la qualité de
cette décision, pouvant éventuellement conduire à la rejeter. La règle la plus utilisée pour la
décision probabiliste et bayésienne est le maximum a posteriori :

x ∈ Ci si p(x ∈ Ci | I1, ..., Il) = max {p(x ∈ Ck | I1, ..., Il), 1 ≤ k ≤ n},

mais de très nombreux autres critères ont été développés par les probabilistes et les sta-
tisticiens, pour qu’ils s’adaptent au mieux aux besoins de l’utilisateur et au contexte de sa
décision : maximum de vraisemblance, maximum d’entropie, marginale maximale, espérance
maximale, risque minimal, etc. Cependant, la grande variété de ces critères laisse l’utilisateur
à nouveau démuni devant la justification d’un choix et l’éloigne de l’objectivité recherchée
initialement par ces méthodes.
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8.1.6 Autres approches en détection

Le domaine de la détection par fusion multicapteurs a été largement étudié et a donné
lieu à plusieurs approches. On distingue la détection centralisée dans laquelle les mesures
données par les différents capteurs sont considérées comme un vecteur sur lequel est prise
la décision, et la détection décentralisée dans laquelle chaque capteur donne une réponse
binaire (détection ou non), ces réponses étant ensuite combinées par un opérateur de fusion.

Dans le premier cas [341], les régles de décision utilisées reposent souvent sur le risque
moyen, le maximum de gain, le minimum de risque, tous issus de l’approche bayésienne, mais
aussi sur des critères tels que celui de Neyman-Pearson, consistant à maximiser la probabilité
de détection pour une probabilité de fausse alarme donnée. Cela suppose implicitement que
la fausse alarme est considérée comme l’erreur la plus grave, ce qui n’est pas toujours le
cas suivant les applications (par exemple dans le cas du déminage humanitaire, c’est la
non-détection qui est l’erreur la plus grave).

Dans le deuxième cas, si l’on dispose de l capteurs, chacun donnant une réponse binaire,
l’opérateur de fusion est considéré comme une fonction logique de ces l réponses (qui consti-
tuent l’entrée de l’opérateur). L’ensemble des opérateurs possibles est de cardinal très élevé

(22
l
), ce qui rend les méthodes reposant sur une énumération exhaustive des possibilités

impraticables dès que l dépasse quelques unités. Cependant, le nombre de possibilités est
fortement réduit par la contrainte de monotonie que doit satisfaire l’opérateur [329]. Parmi
les méthodes les plus intéressantes dans ce domaine, citons les méthodes entropiques pour
l’optimisation de l’opérateur de fusion [111]. On aboutit ainsi à une règle de fusion optimale
qui s’exprime comme une somme pondérée des décisions locales, que l’on compare à un seuil
fonction des probabilités de fausse alarme et de détection des différents détecteurs locaux,
des probabilités a priori et des coûts. Les méthodes entropiques peuvent ainsi être utilisées à
plusieurs niveaux : pour choisir les capteurs les plus pertinents, pour optimiser les détecteurs
locaux (au niveau de chaque capteur) et pour optimiser l’opérateur de fusion.

8.1.7 Un exemple de fusion bayésienne en imagerie satellitaire

Nous illustrons dans cette section la fusion bayésienne par un exemple simple de clas-
sification multisource en imagerie satellitaire, dans lequel la fusion est effectuée au niveau
des pixels, à partir de l’information de niveaux de gris. Cet exemple a été développé dans
[77]. La figure 8.1 montre un exemple des six images à fusionner. Il s’agit d’images SPOT
en mode spectral multibande XS dans le vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche infrarouge
(XS3), avec un pas d’échantillonnage de 20 mètres, recalées dans un référentiel commun (ce
qui permet la fusion au niveau du pixel).

Les classes considérées sont les villes ou zones urbaines (classe C1), les fleuves (classe
C2) et une classe C3 comportant toutes les autres structures (essentiellement des zones de
végétation).

La caractéristique principale des villes sur ces images étant leur texture, l’ensemble des
trois images initiales est complété par trois images de texture obtenues par un algorithme
d’estimation des paramètres d’un champ markovien gaussien [109]. Ces images de texture
sont également montrées figure 8.1.

L’apprentissage des probabilités conditionnelles est effectué à partir de l’histogramme
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Fig. 8.1 – Images du satellite SPOT en mode spectral multibande XS de taille 512 × 512
pixels et de niveau de prétraitement 1-B en visée verticale (région de Vignola près de Modène
en Italie) c© Spot Image. De haut en bas, le canal vert (XS1), le rouge (XS2) et le proche
infrarouge (XS3). A gauche : images SPOT originales. A droite : Images de paramètres
de température d’un champ markovien gaussien sur les trois canaux de SPOT (images de
texture).

des niveaux de gris. Ces estimations peuvent être lissées par des fenêtres de Parzen par
exemple. La figure 8.2 illustre les résultats de l’apprentissage sur une des images. En réalité,
pour éviter des hypothèses d’indépendance non justifiées, c’est la probabilité jointe des troix
canaux XS conditionnellement aux classes qui est estimée et de même pour les trois images
de texture.
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Probabilites conditionnelles P(w/Ci) 

P(w/ville) 

P(w/fleuve) 

Espace des niveaux de gris Espace des niveaux de gris

P(w/ville) 

P(w/fleuve)P(fleuve)

P(ville)

P(w/Ci)P(Ci)

Fig. 8.2 – A gauche : probabilités conditionnelles des villes et des fleuves de l’image de
texture sur XS2. A droite : probabilités conditionnelles aux deux classes multipliées par leur
probabilité a priori P (ville) = 11 % et P (fleuve) = 2 %.

Une des difficultés des méthodes bayésiennes est l’estimation des probabilités a priori. Si
celles-ci sont fixées selon la proportion des classes présentes dans les images, cela conduit à
diminuer fortement la probabilité des classes faiblement représentées (voir figure 8.2 à droite)
et rend leur détection très difficile. Le choix effectué ici consiste à choisir ces estimations
lorsqu’il y a peu de conflit entre les classes, et à prendre des probabilités a priori uniformes
lorsque les propriétés statistiques des classes révèlent un fort conflit.

La figure 8.3 montre le résultat de la fusion, pour un critère de maximum a priori. Le
fleuve est superposé en blanc à l’image originale, ainsi que les contours des zones urbaines.
Le reste correspond à la classe C3.

8.1.8 Discussion

La large diffusion des méthodes probabilistes, en particulier des méthodes bayésiennes,
est due, plus qu’à la justification qu’en donne Cox [93] (voir chapitre 3), à la connaissance
acquise au cours d’expériences nombreuses permettant de guider les phases de modélisation
et d’apprentissage.

L’avantage essentiel des méthodes probabilistes vient de ce qu’elles reposent sur une base
mathématique solide et ont été l’objet de nombreux travaux. Elles proposent donc un éventail
d’outils très riche permettant aussi bien la modélisation (par exemple par des familles de
lois paramétriques aux propriétés bien étudiées) que l’apprentissage des modèles (pour des
lois paramétriques ou non paramétriques) (voir par exemple [77, 209, 220]). Elles proposent
également des règles d’usage soit théoriques (bornes, valeurs asymptotiques) soit heuristiques
(tests d’hypothèses, critères de validité, tables de confiance). Enfin, la modélisation proba-
biliste soutenue par l’interprétation fréquenciste largement répandue dans le monde de la
physique et du traitement du signal, est actuellement un concept universellement partagé
qui sert naturellement de base de comparaison aux autres modélisations.

Un autre avantage des approches probabilistes et statistiques, cette fois du point de
vue de la combinaison, est encore qu’elles reposent sur de solides bases mathématiques,
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Fig. 8.3 – Images de détection par l’inférence bayésienne des classes ville, fleuve et C3 sur
la scène de Vignola par fusion des 6 images du satellite SPOT

et peuvent être utilisées pour la mise à jour de réseaux complexes de connaissances [265,
266]. Elle permettent d’introduire des informations qui s’expriment facilement sous forme de
probabilités, telles que le contexte spatial dans le cadre des champs de Markov (voir partie
8.4) ou la qualité des informations exprimée comme la probabilité pour qu’une mesure soit
fiable [168].

Cependant, et malgré leurs bases mathématiques solides, ces méthodes sont également
l’objet de critiques et souffrent de plusieurs inconvénients. Nous les regroupons dans cette
partie, en soulignant toutefois que certains d’entre eux sont contestés par les inconditionnels
des probabilités.

Tout d’abord, si elles représentent bien l’incertain qui entache l’information, elles ne per-
mettent pas aisément de représenter son imprécision, et elles conduisent souvent à confondre
ces deux notions. Ensuite, elles nécessitent que, lors de l’apprentissage, des contraintes très
strictes soient vérifiées par les mesures (imposées par les axiomes de base des probabilités)
et par l’ensemble de classes considéré (exhaustivité). Ces contraintes peuvent rendre l’ap-
prentissage très délicat (comment caractériser des zones qui ne soient pas du blé en imagerie
aérienne2 ?), ou, si le problème à traiter est complexe, conduire pratiquement à des in-

2Ce problème est un exemple du problème plus général que l’on rencontre en classification et en recon-
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cohérences car l’utilisateur ne peut alors prendre en compte tout le réseau des dépendances
probabilistes (cas des boucles logiques [265]). L’apprentissage de lois de probabilités nécessite,
outre les hypothèses, un nombre de données important. Typiquement, l’apprentissage non
paramétrique d’une loi multidimensionnelle dans des images ou des zones de taille limitée
n’est souvent pas pertinent, et l’on se tourne alors vers des modèles paramétriques, qui à
leur tour nécessitent des hypothèses sur la forme des lois.

L’estimation des probabilités a priori est souvent délicate et primordiale dans les cas
où l’on a peu d’informations (distributions très plates des probabilités conditionnelles). Si,
dans le cas du traitement d’images, les probabilités conditionnelles peuvent être souvent
bien estimées par apprentissage à partir de fréquences d’occurrence, ce n’est en général pas
le cas des probabilités a priori. Leur évaluation sort du cadre des probabilités fréquencistes
et fait souvent appel à des concepts plus subjectifs. De plus, la combinaison bayésienne est
contrainte, comme pour la modélisation, par les axiomes des probabilités, et son utilisation en
pratique nécessite souvent des hypothèses simplificatrices (comme l’indépendance) rarement
vérifiées. La théorie probabiliste et bayésienne combine les informations de façon conjonc-
tive, par des produits de probabilités conditionnelles, ce qui conduit souvent en pratique à
un effondrement des probabilités des événements qui sont déduits d’une longue châıne de
déduction.

La contrainte d’additivité peut être trop forte pour certains problèmes. Prenons l’exemple
que donne Smets [312], dans le domaine du diagnostic médical. Si un symptôme s est toujours
présent quand un patient a une pathologie A, et que l’on observe ce symptôme s, alors la
probabilité pour que le patient ait A augmente. La contrainte d’additivité impose alors que
la probabilité pour que le patient n’ait pas A diminue, alors qu’il n’y a pas de raison qui
justifie cela (paradoxe de Hempel), si le symptôme s peut aussi être observé dans le cas
d’autres pathologies3.

L’application des méthodes bayésiennes nécessite souvent beaucoup de connaissances sur
le problème, et leur utilisation dans de bonnes conditions suppose qu’une nouvelle réflexion
soit menée pour chaque problème à traiter4. Par exemple, le diagnostic « bayésien » peut
être formalisé de la manière suivante :

p(Ai|O) =
p(O|Ai)p(Ai)

∑

j p(O|Aj)p(Aj)
=

p(O|Ai)p(Ai)

p(O|Ai
C)p(Ai

C) + p(O|Ai)p(Ai)
, (8.11)

naissance de formes : en général le complémentaire d’une classe n’est pas une classe.
3La contrainte d’additivité et la règle de Bayes (équation 3.8) impliquent que si p(s|A) = 1, alors p(A|s) =

p(A)
p(s)

et donc p(A|s) ≥ p(A). Au contraire, p(AC |s) = 1 − p(A|s), donc p(AC |s) ≤ p(AC). Si l’argument de
Smets réfutant cette inégalité peut être criticable, il peut également être interprété de la manière suivante : le
modèle des probabilités additives peut être trop simpliste dans ce cas. En particulier, si parler de la probabilité
d’une pathologie A peut avoir un sens, il est moins certain que parler de celle de [AC |s] en ait un. En effet,
AC ne correspond pas à une pathologie, mais est un ensemble infini, mal connu, imprécis, et il est difficile
d’affirmer que [AC |s] est une proposition bien définie, binaire, représentant correctement la réalité. Ainsi,
tout modèle permettant de déduire p(AC |s) peut être facilement contestable. Nous espérons ne pas trahir la
pensée de Smets par cette interprétation.

4Cette situation s’oppose à celle des approches fréquencistes, en particulier à la théorie de Fisher, qui
est essentiellement automatique : Faced with a new situation, the working statistician can apply maximum
likelihood in an automatic fashion, with little chance (in experienced hands) of going far wrong and considerable
chance of providing a nearly optimal inference. In short, he does not have to think a lot about the specific
situation in order to get on towards its solution [138]. C’est une théorie d’archétypes, qui, en permettant
de séparer les problèmes, permet d’obtenir des solutions raisonnables là où l’approche bayésienne, où tout
doit être traité « d’un seul coup », serait trop complexe. Ce caractère automatique est certainement une des
raisons qui font la popularité de la théorie de Fisher, malgré les inconvénients des approches fréquencistes.
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où p(Ai|O) désigne la probabilité pour que le patient ait la pathologie Ai, étant donné un
ensemble d’observations O (examens cliniques, images, etc.), p(O|Ai) désigne la probabilité
conditionnelle des observations étant donnée la pathologie, et p(Ai) est la probabilité a priori
de Ai. La décision est prise à partir des p(Ai|O). L’utilisation de cette formule nécessite soit
de connâıtre l’ensemble de toutes les pathologies, soit d’avoir des statistiques reliant les
observations à Ai

C (« non pathologie Ai »). Les deux solutions semblent irréalistes. De
plus, toutes les distributions de probabilités intervenant dans la formule doivent pouvoir être
estimées. Le problème est alors la limite des tests statistiques reliant les symptômes ou les
observations aux pathologies et la difficulté d’avoir une estimation des probabilités a priori.
Ces limites sont bien sûr plus générales et ne sont pas spécifiques à cet exemple particulier.

La modélisation probabiliste permet de raisonner sur des singletons seulement, qui représentent
les différentes hypothèses, sous la contrainte du monde clos. Nous avons vu dans l’exemple
précédent du diagnostic médical que cette hypothèse ne correspond pas à la réalité. De plus,
les singletons ne permettent pas de représenter des situations complexes. Prenons le cas
d’images affectées par l’effet de volume partiel (situation courante en imagerie médicale).
Les modèles classiques dans la littérature pour représenter ce phénomène consistent à affec-
ter à un point des probabilités d’appartenance aux tissus dont il est composé, ces probabilités
étant proportionnelles à la quantité de chaque tissu dans le volume représenté par le point.
Or, cela ne correspond à aucune réalité. En effet, ce type de modèle probabiliste signifie que
l’on a une incertitude sur la classe à laquelle appartient le point (on sait que le point peut
appartenir à plusieurs classes mais on ne sait pas laquelle), alors qu’il s’agit en fait d’une
appartenance à plusieurs classes à la fois. Cela nous semble être un exemple typique où les
modèles probabilistes utilisés ne modélisent pas correctement le phénomène observé.

Les ensembles flous ou la théorie des fonctions de croyance (ou de Dempster-Shafer)
permettent des modélisations plus proches de la réalité pour certains problèmes et d’in-
terprétation moins contestable. Par exemple, les ensembles flous permettent de rendre exac-
tement compte du phénomène d’appartenance partielle qui est effectivement observé. Il ne
suffit pas ici de relâcher la contrainte d’additivité des probabilités pour résoudre le problème :
il s’agit bien de modéliser un type de phénomène tout à fait différent. Nous y reviendrons
dans les deux chapitres suivants.

Une autre limite provient de la difficulté d’introduire dans le système de raisonnement
des connaissances qui ne se traduisent pas simplement par des probabilités.

Dans le même ordre d’idées, il est difficile de modéliser l’absence de connaissances,
des connaissances imprécises (au contraire des connaissances incertaines qui sont naturel-
lement représentées par des probabilités), ou encore l’ignorance que l’on peut avoir sur un
phénomène. Le principe de raison insuffisante ne suffit pas à prendre en compte l’ignorance
et peut conduire à des contradictions suivant la manière dont on l’exprime.

Le même type de problème se pose avec le principe du maximum d’entropie. L’exemple
bien connu de Shafer sur la probabilité pour qu’il y ait de la vie sur la planète Sirius l’illustre
bien [302]5. Ces inconvénients, qui ne sont pas mieux résolus avec une version subjective

5Nous ne présentons pas ici l’exemple original de Shafer, qui peut prêter à discussion, mais un exemple
donné par Dubois qui s’en approche. L’ignorance sur l’existence de la vie sur Sirius s’exprime classiquement
en probabilités par p(vie) = p(non vie) = 0,5. Si l’on pose le problème autrement, en supposant qu’il peut y
avoir trois possibilités, vie végétale, vie animale ou pas de vie, l’expression de l’ignorance conduira à affecter
une probabilité de 1/3 à chacune des trois hypothèses. On obtient alors p(vie) = 2/3. De manière analogue,
on peut obtenir autant de valeurs différentes que de manières d’exprimer le problème. On peut trouver des
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des probabilités, se manifestent dès qu’il s’agit de modéliser un raisonnement humain où les
décisions sont prises à partir de données à la fois imprécises et incertaines, partielles, pas
complètement fiables, conflictuelles, où les contraintes et les objectifs ne sont pas toujours
très précis.

8.2 Fusion dans la théorie des fonctions de croyance

La théorie des fonctions de croyance (ou théorie de Dempster-Shafer) date des années
1970 mais son utilisation en fusion de signaux et d’images est relativement récente. Pourtant
les premières applications sont prometteuses, et nous montrons dans ce chapitre quelles sont
les caractéristiques de cette théorie qui justifient que l’on s’y intéresse, aussi bien du point de
vue de la représentation des connaissances et de leurs imperfections (imprécision, incertitude,
ambigüıté, ignorance, conflit) que de leur combinaison.

Bien que cette théorie soit inspirée des notions de probabilités supérieures et inférieures
et donc souvent vue d’un point de vue probabiliste, elle peut être interprétée de manière
plus générale d’un point de vue subjectif, comme un modèle formel quantitatif de degrés
de confiance [314]. Un des atouts essentiels de cette théorie est qu’elle manipule des sous-
ensembles plutôt que des singletons, ce qui lui confère une grande souplesse de modélisation
pour de multiples situations rencontrées en fusion de signaux et d’images. Elle fournit
également des représentations à la fois de l’incertitude et de l’imprécision, ainsi que de
l’ignorance. Pour cela, plusieurs fonctions sont utilisées pour modéliser l’information et la
manipuler, au lieu des seules probabilités utilisées dans le chapitre précédent. Cette théorie
permet de mesurer des conflits entre les sources et de les interpréter en termes de fiabilité
des sources, de monde ouvert ou de contradictions d’observations. Bien que plusieurs modes
de combinaison soient possibles, la combinaison de type conjonctive est la plus utilisée dans
les domaines qui nous intéressent ici et c’est surtout celle-ci que nous détaillerons. Cela re-
porte l’essentiel du travail de l’utilisateur sur l’étape de modélisation et de représentation
des informations et des connaissances disponibles.

Par la suite, nous illustrerons très souvent nos propos avec l’exemple de la classification
multisource.

8.2.1 Modélisation

La théorie des fonctions de croyance permet, de manière analogue à la théorie des possi-
bilités, comme nous le verrons dans le chapitre suivant, de représenter à la fois l’imprécision
et l’incertitude à l’aide de fonctions de masse m, de plausibilité Pls et de croyance Bel
[169, 302, 314]. Les fonctions de masse sont définies sur tous les sous-ensembles de l’es-
pace D, appelé ici espace de discernement, (contenant par exemple les classes auxquelles on
s’intéresse) et pas simplement sur les singletons comme les probabilités qui ne mesurent que
la probabilité d’appartenance à une classe donnée.

Posons D = {C1, C2, ..., Cn} où chaque Ci désigne une hypothèse en faveur de laquelle
une décision peut être prise (typiquement une classe dans un problème de classification
multisource). Une fonction de masse est définie comme une fonction de 2D (ensemble des

exemples analogues en traitement des images, en particulier dans les problèmes de classification.
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parties de D) dans [0, 1]. En général on impose m(∅) = 0, et une normalisation de la forme :
∑

A⊆D

m(A) = 1, (8.12)

qui garantit une sorte de commensurabilité entre plusieurs jeux de masse.

La contrainte m(∅) = 0 correspond à une hypothèse de monde clos, dans lequel toutes
les solutions possibles sont effectivement représentées dans D (ce qui suppose que l’on est
capable de les énumérer). Si l’on relâche cette contrainte et que l’on accepte d’avoir une
masse strictement positive sur ∅, cela correspond alors à une hypothèse de monde ouvert,
dans lequel des solutions hors de D sont envisageables.

Un élément focal est un sous-ensemble A de D tel que m(A) > 0. La réunion des éléments
focaux est appelée noyau.

Une fonction de croyance Bel est une fonction totalement croissante définie de 2D dans
[0, 1] :

∀A1 ∈ 2D, ...Ak ∈ 2D,

Bel(∪i=1...kAi) ≥
∑

I⊆{1...k},I 6=∅
(−1)|I|+1Bel(∩i∈IAi), (8.13)

où |I| désigne le cardinal de I, et telle que Bel(∅) = 0, Bel(D) = 1.

Etant donnée une fonction de masse m, la fonction Bel définie par :

∀A ∈ 2D, Bel(A) =
∑

B⊆A,B 6=∅
m(B) (8.14)

est une fonction de croyance. Inversement, à partir d’une fonction de croyance définie comme
une fonction totalement croissante (inégalité 8.13) telle que Bel(∅) = 0, Bel(D) = 1, on peut
définir une fonction de masse par :

∀A ∈ 2D, m(A) =
∑

B⊆A

(−1)|A−B|Bel(B). (8.15)

Cette fonction de masse vérifie alors l’équation 8.14.

La fonction de croyance mesure la confiance totale que l’on a dans un sous-ensemble A.
L’ensemble vide est exclus de la somme car il interviendrait sinon à la fois dans l’évaluation
de A et dans l’évaluation de AC (∅ ⊂ A et ∅ ⊂ AC).

Ainsi, avoir une masse nulle sur un sous-ensemble A ne signifie pas que cet ensemble est
impossible, mais simplement que l’on n’est pas capable d’affecter un degré précisément à
A. En effet, on peut avoir des masses non nulles sur des sous-ensembles de A, conduisant
donc à Bel(A) 6= 0. Cette remarque est très importante pour la modélisation, puisqu’elle
permet de ne pas affecter de degrés si l’on n’est pas capable de le faire (ainsi, on ne force
pas d’information là où l’on n’en dispose pas).

Dans l’hypothèse de monde ouvert, on a :

Bel(D) = 1−m(∅). (8.16)

Une fonction de plausibilité Pls est également une fonction de 2D dans [0, 1] définie par :

∀A ∈ 2D, P ls(A) =
∑

B∩A6=∅
m(B) = 1−Bel(AC). (8.17)
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Plus généralement, pour tenir compte de la possibilité d’être en monde ouvert, on a :

Pls(A) =
∑

B∩A6=∅
m(B) = Bel(D)−Bel(AC). (8.18)

La plausibilité mesure la confiance maximum que l’on peut avoir dans A. Cette fonc-
tion a une interprétation naturelle dans le modèle des croyances transférables [314] où l’on
considère que l’apport d’information peut permettre de transférer des croyances sur des sous-
ensembles plus précis. La plausibilité représente alors la croyance maximale que l’on pourrait
potentiellement affecter à un sous-ensemble A si l’on apprend par exemple que la solution
se trouve dans A (toute la confiance mise dans un sous-ensemble B intersectant A est alors
transférée sur A afin de mettre à 0 la confiance sur AC).

On a les propriétés suivantes :

∀A ∈ 2D, P ls(A) ≥ Bel(A), (8.19)

∀A ∈ 2D, Bel(A) +Bel(AC) ≤ 1, (8.20)

∀A ∈ 2D, P ls(A) + Pls(AC) ≥ 1, (8.21)

∀A ∈ 2D, Bel(A) +Bel(AC) = 1⇔ Bel(A) = Pls(A). (8.22)

L’intervalle [Bel(A), P ls(A)] est appelé intervalle de confiance et sa longueur est une
mesure de l’ignorance que l’on a sur un événement A et son complémentaire.

Si l’on affecte des masses uniquement aux hypothèses simples (m(A) = 0 pour |A| > 1),
alors les trois fonctions m, Bel et Pls sont égales et sont une probabilité. On parle alors
de fonctions de masse bayésiennes. Dans les cas plus complexes, ce n’est pas le cas et il n’y
a pas d’équivalence directe avec des probabilités. Des fonctions analogues aux fonctions de
crédibilité et de plausibilité pourraient être obtenues par exemple à partir de probabilités
conditionnelles à des comportements pessimistes et optimistes respectivement, mais leur
formalisation serait beaucoup plus délicate que ce que propose la théorie des fonctions de
croyance.

Parmi les fonctions de masse particulières, on distingue les fonctions à support simple,
pour lesquelles toute la masse porte sur un sous-ensemble non vide A et sur l’ensemble de
discernement D :

m(A) = s

m(D) = 1− s
m(B) = 0 pour tout B,B 6= A,B 6= D,

avec s ∈ [0, 1].

Dans le cas où s vaut 0, alors toute la masse porte sur D. Cette fonction représente
l’ignorance totale, dans le sens où aucun sous-ensemble ne peut être distingué.

La possibilité d’affecter des masses aux hypothèses composées, et donc de travailler sur
2D plutôt que sur D constitue un des avantages de cette théorie. Elle permet en effet une
modélisation très souple et très riche, en particulier de l’ambigüıté ou de l’hésitation entre
classes. Citons quelques exemples de situations dans lesquelles la fusion par la théorie des
fonctions de croyance peut être employée :
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– dans les cas limites (que l’on peut considérer comme idéaux) où l’on connâıt toute
l’information sur le problème à traiter ;

– lorsqu’une source donne des informations seulement sur certaines classes : par exemple
certaines images TEP6 donnent des informations sur les limites du cerveau mais pas
de la tête ;

– lorsqu’une source n’est pas capable de différencier deux hypothèses : la théorie des
fonctions de croyance permet alors de considérer la disjonction de ces deux classes,
sans introduire d’information arbitraire forçant leur séparation ;

– lorsque l’on veut modéliser les effets de volume partiel, donc typiquement représenter
l’appartenance d’un pixel ou un voxel à plusieurs classes ;

– lorsque l’on veut représenter la fiabilité globale d’une source : cela peut être réalisé en
affectant une masse non nulle à D ;

– dans les cas où la fiabilité d’une source dépend des classes (par exemple des images
cérébrales fonctionnelles ne donnent pas d’informations très fiables sur l’anatomie, alors
qu’au contraire les images IRM sont très fiables pour les classes anatomiques) ;

– dans les cas où l’on veut introduire des informations a priori : même si ces informations
ne sont pas représentables facilement par des probabilités, elles peuvent être introduites
si elles induisent un moyen de choisir les éléments focaux (en particulier les disjonctions
d’hypothèses), de définir ou de modifier les fonctions de masse.

8.2.2 Estimation des fonctions de masse

L’estimation des fonctions de masse est un problème difficile, qui n’a pas de solution
universelle. La difficulté est augmentée ici si l’on veut affecter des masses aux hypothèses
composées [153, 218]. En traitement d’images par exemple, on peut les construire à trois
niveaux : au niveau le plus haut (souvent abstrait et symbolique), la représentation de l’in-
formation est utilisée d’une manière similaire à ce qui est fait en intelligence artificielle et les
masses sont affectées à des propositions, et souvent données par des experts [15, 165, 256]. Ce
type d’information n’est le plus souvent pas directement dérivé de mesures dans les données,
et les méthodes correspondantes ne sont donc pas spécifiques du traitement des images. A
un niveau intermédiaire, les masses sont calculées à partir d’attributs et peuvent s’appuyer
par exemple sur des modèles géométriques en image [7, 79, 340, 95]. Ce niveau est bien
adapté à des problèmes de reconnaissance des formes à partir de modèles mais il est difficile
de l’utiliser pour des problèmes de fusion sur des structures complexes sans modèle. A bas
niveau (le pixel en traitement d’images), beaucoup de méthodes sont envisageables, et la
plupart s’appuient sur des méthodes statistiques de reconnaissance des formes.

La manière la plus simple que l’on puisse imaginer consiste à calculer les masses sur les
singletons dans une source (image par exemple) Ij par :

mj({Ci})(x) =M j
i (x), (8.23)

où M j
i (x) est estimée le plus souvent comme une probabilité. Les masses sur tous les autres

sous-ensembles de D sont alors nulles. Il est clair que ce modèle est très réducteur et n’ex-
ploite pas les caractéristiques intéressantes de la théorie des fonctions de croyance. Beaucoup
d’approches s’appuient toutefois sur un tel modèle initial, puis répartissent les masses sur

6Images de tomographie par émission de positons, utilisées en particulier en imagerie cérébrale fonction-
nelle.
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l’ensemble des hypothèses composées ou n’utilisent que certaines hypothèses composées, dans
une démarche simplificatrice et souvent très heuristique [340, 209, 277, 364]. Mais d’autres ap-
proches peuvent également être envisagées. Dans la suite, nous présentons quelques modèles
de la littérature.

Modification de modèles probabilistes

Le modèle le plus simple et le plus souvent utilisé consiste à employer la technique
d’affaiblissement [302]. Les nouvelles masses m′ sont calculées à partir des masses initiales
m de la manière suivante (l’indice j représentant la source d’information ainsi que l’élément
x sur lequel on raisonne sont omis ici) :

m′({Ci}) = αm({Ci}), (8.24)

m′(D) = 1− α+ αm(D), (8.25)

où α ∈ [0, 1] est le coefficient d’affaiblissement. Dans le cas où les masses initiales sont
apprises sur les singletons seulement, par exemple à partir de probabilités, alors m(D) = 0
et m′(D) = 1− α. Cette technique est souvent utilisée pour affaiblir une source en fonction
de sa fiabilité, et permet d’affecter une masse à D qui sera faible si la source est fiable
et importante si la source ne l’est pas. Dans les cas extrêmes, la valeur α = 0 est utilisée
pour une source qui n’est pas fiable du tout, et toute la masse est alors affectée à D, ce qui
représente l’ignorance totale. La valeur α = 1 est utilisée pour une source fiable dans laquelle
toute la masse est affectée aux singletons et où il n’y a aucune ambigüıté entre classes.

Ce type de modèle est très simple. L’apprentissage des masses sur les singletons peut
bénéficier des techniques classiques d’apprentissage statistique. Cependant les disjonctions
d’hypothèses ne sont pas modélisées, ce qui limite beaucoup la portée de ce modèle.

Deux modèles d’inspiration probabiliste ont été proposés par A. Appriou [10], et prennent
en compte d’autres disjonctions que D. Ces modèles supposent une estimation initiale de
probabilités conditionnelles p(f(x)|Ci) (où f(x) désigne les caractéristiques de x extraites de
la source et sur lesquelles s’appuie la fusion), notées plus simplement p(x|Ci). La fonction de
masse associée à une source est calculée par combinaison de fonctions de masse associées à
chaque singleton, définies dans le premier modèle par :

mi({Ci})(x) =
αiRp(x|Ci)

1 +Rp(x|Ci)
, (8.26)

mi(D \ {Ci})(x) =
αi

1 +Rp(x|Ci)
, (8.27)

mi(D)(x) = 1− αi, (8.28)

où αi est un coefficient d’affaiblissement lié à la classe Ci, qui permet de prendre en compte
la fiabilité de la source pour cette classe en particulier (et non plus globale comme dans le
modèle précédent), et R est un coefficient de pondération des probabilités. Si R = 0, seule la
fiabilité de la source est prise en compte, sinon les données sont également prises en compte.

Dans le deuxième modèle, les masses associées à chaque singleton sont définies par :

mi({Ci})(x) = 0, (8.29)
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mi(D \ {Ci})(x) = αi(1−Rp(x|Ci)), (8.30)

mi(D)(x) = 1− αi + αiRp(x|Ci). (8.31)

Ce modèle correspond au cas où p(x|Ci) nous donne une information essentiellement sur
ce qui n’est pas Ci.

La masse associée à la source est ensuite calculée comme ⊕im
i, où ⊕ est la somme

orthogonale de Dempster (voir section 8.2.3). Ce modèle est bien adapté dans les cas où l’on
apprend facilement une classe contre toutes les autres, ce qui est fréquent en reconnaissance
des formes dans les images, ou dans les cas où chaque classe est déterminée à partir d’un
détecteur adapté (par exemple un détecteur de routes dans une image aérienne permet de
définir la probabilité d’appartenance à la route par rapport à celle de toutes les autres classes,
mais n’est pas capable de distinguer ces autres classes).

Dans [118], les disjonctions sont définies en fonction d’un critère de significativité des
probabilités conditionnelles. Si une seule probabilité p(x|Ci) est significative (ce qui nécessite
de définir des seuils), alors un modèle simple de masse portant sur les singletons est utilisé.
Si plusieurs probabilités sont significatives, les disjonctions des hypothèses correspondantes
sont également prises en compte. Par exemple, si trois valeurs sont significatives et telles que
p(x|Ci) > p(x|Cj) > p(x|Ck), la fonction de masse est construite par :

m({Ci})(x) = p(x|Ci)− p(x|Cj), (8.32)

m({Ci ∪ Cj})(x) = p(x|Cj)− p(x|Ck), (8.33)

m({Ci ∪ Cj ∪ Ck})(x) = p(x|Ck), (8.34)

puis les masses sont normalisées. Si aucune probabilité n’est significative, la masse porte
entièrement sur D.

Modification de modèles de distances

Une approche de type reconnaissance des formes est proposée dans [107]. Si chaque classe
Ci est représentée par un prototype (ou un centre) xi, une fonction de masse associée à chaque
classe peut-être définie dans laquelle Ci et D sont les seuls éléments focaux :

mi({Ci})(x) = αe−γd2(x,xi), (8.35)

mi(D)(x) = 1− αe−γd2(x,xi). (8.36)

Les paramètres α et γ permettent de jouer sur la quantité d’ignorance et la forme des
fonctions de masse. La distance d2(x, xi) permet d’affecter une masse d’autant plus impor-
tante que x « ressemble » à la classe Ci. Les m

i sont ensuite combinées selon la règle de
Demspter (voir section 8.2.3) pour avoir une masse prenant en compte l’information sur
toutes les classes.

Cette approche peut également être appliquée aux k plus proches voisins. La distance est
alors la distance de x à l’un de ses voisins, et la masse est affectée selon le modèle précédent
à la classe à laquelle appartient ce voisin et à D. Les fonctions calculées pour chacun des
voisins de x sont ensuite combinées par la règle de Dempster.

152



A priori sur les éléments focaux composés (disjonctions)

Dans de nombreuses applications, il est possible de disposer d’informations a priori qui
permettent de déterminer de manière supervisée quels sont les éléments focaux à prendre
en compte. Ces méthodes ont été utilisées par exemple dans [37, 244, 243, 334]. Dans [37],
des images du cerveau sont combinées pour détecter des pathologies (voir section 8.2.7). Les
fonctions de masse sont estimées automatiquement à partir des niveaux de gris [50] et les
classes non distinguées dans certaines images par leur niveaux de gris sont regroupées en
disjonctions. Dans [334], les résultats de détecteurs de plusieurs structures sont fusionnés
pour interpréter une image radar. Ce sont alors les capacités des détecteurs à différencier
ou non différentes classes de structures qui permettent de définir les éléments focaux et les
disjonctions de classes à prendre en compte. Dans [244, 243], des attributs extraits d’images
de différents capteurs sont combinés pour différencier des mines d’objets inoffensifs, dans un
programme de déminage humanitaire. Les mesures à combiner peuvent être caractéristiques
d’une classe ou de l’espace de discernement complet. Par exemple, la profondeur des objets
permet d’affecter une masse aux objets inoffensifs si elle est importante, mais ne permet pas
de distinguer les types d’objets si elle est faible et la masse est alors affectée à D.

Ce type d’approche est très efficace si l’on dispose de telles informations, mais elle reste
supervisée, et donc applicable à des problèmes où le cardinal de D reste raisonnable.

Apprentissage des éléments focaux composés

Les méthodes d’apprentissage des éléments focaux s’appuient souvent sur des classifica-
tions préalables effectuées dans chaque source séparément. Typiquement à partir de matrices
de confusion il est possible d’identifier les classes confondues selon une source, dont la réunion
constituera un élément focal de la fonction de masse attachée à cette source.

De manière complètement non supervisée, les intersections entre les classes détectées dans
une source et celles détectées dans une autre source peuvent définir les singletons de l’espace
de discernement, les classes détectées dans chaque source devenant alors des disjonctions
[231].

Des mesures de dissonance et consonance sont proposées dans [240]. L’idée consiste à
modifier une fonction de masse initiale portant uniquement sur les singletons en affaiblissant
les masses sur les singletons en fonction du degré de consonance de ceux-ci, et en créant
des masses sur des disjonctions de deux classes en fonction du degré de dissonance entre ces
classes. Cette méthode a été appliquée à la fusion de plusieurs classifieurs. La consonance
d’une classe est calculée d’après le nombre d’éléments affectés à cette classe par tous les
classifieurs, et la dissonance d’après le nombre d’éléments classés différemment.

Dans le cas où les éléments sont caractérisés par une mesure dans un espace à une dimen-
sion (typiquement représentés par un histogramme), les masses sur les hypothèses composées
peuvent être définies dans les zones de recouvrement ou d’ambigüıté entre deux classes voi-
sines. Une autre méthode, s’inspirant des méthodes de seuillage hiérarchique, est proposée
dans [279] où chaque pic de l’histogramme correspond à un singleton. Puis l’histogramme est
progressivement seuillé à des hauteurs décroissantes, et des disjonctions sont créées lorsque
des maxima se regroupent. Cette méthode est à rapprocher des arbres de composantes utilisés
par exemple en morphologie mathématique avec le concept de topologie des coupes [116],
ainsi que des intervalles de confiance et de leurs liens avec les distributions de possibilité
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[133] (voir chapitre 5).

Introduction de disjonctions par morphologie mathématique

Sans se restreindre à des espaces de représentation de dimension 1, la méthode proposée
dans [38] permet de calculer des masses sur des disjonctions par érosions et dilations de
masses définies dans un premier temps sur des singletons. Les propriétés de ces opérations
morphologiques (en particulier de dualité) permettent de les interpréter comme des croyances
et plausibilités, dont les masses sont ensuite déduites.

8.2.3 Combinaison conjonctive

Règle de Dempster

Soit mj (j = 1... l) la fonction de masse définie pour la source j. La combinaison conjonc-
tive des fonctions de masse est effectuée selon la règle orthogonale de Dempster [302, 314],
définie ∀A ⊆ D par :

(m1 ⊕m2 ⊕ ...⊕ml)(A) =
∑

B1∩...∩Bl=A

m1(B1)m2(B2)...ml(Bl). (8.37)

Des justifications axiomatiques de cette règle peuvent être trouvées dans [314]. Les
différences entre ces axiomes et ceux de Cox [93] (qui permettent de justifier les règles des
probabilités) expliquent les origines des différences entre les deux théories [30]. Ces aspects
sont reportés en annexe 8.2.6.

Conflit et normalisation

Dans l’équation 8.37, non normalisée, la masse affectée par la combinaison à l’ensemble
vide est en général non nulle. Elle s’interprète souvent comme le conflit entre les sources. No-
tons que cette mesure de conflit n’est pas une mesure absolue mais dépend de la modélisation
effectuée (en particulier de la répartition des masses sur les différents sous-ensembles de D).
Le conflit peut avoir deux sources essentielles : soit les sources ne sont pas fiables, soit elles
donnent des informations sur des phénomènes différents. Dans le premier cas, il est acceptable
de combiner les sources et une solution pour prendre en compte le conflit est d’affaiblir les
sources en fonction de leur fiabilité. Nous y reviendrons un peu plus loin. Dans le deuxième
cas, la combinaison n’a pas de sens. Des méthodes de regroupement des sources selon les
phénomènes qu’elles observent ont été proposées, visant à combiner les sources à l’intérieur
de chaque groupe uniquement. Ces groupes sont calculés de sorte à minimiser le conflit dans
chaque groupe [243, 297].

Dans une hypothèse de monde ouvert, une masse non nulle sur l’ensemble vide peut
également représenter une solution non prévue dans D. Sous l’hypothèse du monde fermé,
où tout ce qui est possible est représenté dans D, cette interprétation n’est pas acceptable,
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ce qui conduit à normaliser le résultat de la combinaison sous la forme7 :

(m1 ⊕ ...⊕ml)(A) =

∑

B1∩...∩Bl=Am1(B1)...ml(Bl)

1−∑

B1∩...∩Bl=∅m1(B1)...ml(Bl)
, (8.38)

et (m1 ⊕m2 ⊕ ...⊕ml)(∅) = 0

si le dénominateur de l’équation 8.38 est non nul, c’est-à-dire si :

k =
∑

B1∩...∩Bl=∅
m1(B1)m2(B2)...ml(Bl) < 1. (8.39)

Cette quantité (qui mesure le conflit entre les sources) est donc directement prise en
compte dans la combinaison sous forme de facteur de normalisation. Elle représente la masse
qui serait affectée à l’ensemble vide si l’on n’avait pas cette normalisation (équation 8.37).
Il est important de prendre en compte cette valeur pour juger de la qualité de la combinai-
son : celle-ci peut ne pas avoir grand sens en cas de fort conflit et conduire à des décisions
criticables.

Prenons un exemple simple où D = {C1, C2, C3} et deux fonctions de masse n’ayant que
les singletons comme éléments focaux et les valeurs suivantes :

C1 C2 C3

m1 0,9 0,0 0,1

m2 0,0 0,9 0,1

Leurs fusions non normalisée et normalisée donnent :

C1 C2 C3 ∅
m1 ⊕m2 non normalisée 0,0 0,0 0,01 0,99

m1 ⊕m2 normalisée 0,0 0,0 1,0 0,0

Toute la masse est alors focalisée sur C3 qui est la seule classe où les deux sources
sont d’accord, mais pour dire que ce n’est qu’une solution très faiblement plausible. La
normalisation a masqué le conflit. La forme non normalisée est le plus souvent préférable
en cas de conflit. Ici, elle permet d’affecter la masse essentiellement à l’ensemble vide, et
l’origine du conflit peut venir de l’hypothèse de monde ouvert, d’une faible fiabilité d’au
moins une des deux sources, ou du fait qu’une source voit un objet dans la classe C1 alors
que la seconde source voit un autre objet dans la classe C2.

D’autres méthodes que la normalisation ont été proposées pour éliminer la masse sur
l’ensemble vide. Par exemple, cette masse est affectée à D dans [349], donc tranformée en
ignorance. Dans [127], une méthode plus fine est proposée : par exemple, si les éléments focaux
A1 et A2 de deux sources sont en conflit (A1 ∩ A2 = ∅), alors le produit m1(A1)m2(A2) est
affecté à m(A1 ∪ A2). Cela suppose qu’au moins une des deux sources est fiable mais que
l’on ne sait pas laquelle, et la forme disjonctive du résultat est l’attitude la plus prudente.

7Cette forme normalisée est la règle de Dempster au sens strict [302], la forme non normalisée ayant été
proposée plus tard [314] mais semblant aujourd’hui préférable dans la plupart des applications.
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Propriétés

Examinons maintenant les propriétés de la règle de combinaison. Elle est commutative
et associative. La fonction de masse définie par :

m0(D) = 1 et ∀A ⊆ D,A 6= D,m0(A) = 0 (8.40)

est élément neutre pour la combinaison. Cette masse représente une source complètement
non informative, qui ne distingue aucun élément de D. Qu’elle ne joue aucun rôle dans la
combinaison correspond donc bien à l’intuition. La définition de cette fonction de masse
remplace le principe d’indifférence utilisé en probabilités (équirépartition des probabilités
sur tous les éléments), et représente mieux l’absence d’information.

La loi ⊕ n’est pas idempotente. Considérons à nouveau l’exemple précédent, mais avec
cette fois les fonctions de masse suivantes :

C1 C2 C3

m1 0,7 0,2 0,1

m2 0,7 0,2 0,1

Leurs fusions non normalisée et normalisée donnent :

C1 C2 C3 ∅
m1 ⊕m2 non normalisée 0,49 0,04 0,01 0,46

m1 ⊕m2 normalisée 0,91 0,07 0,02 0,0

Cet exemple illustre la non-idempotence de la règle de combinaison. Les valeurs les plus
fortes sont renforcées et les plus faibles diminuées. Il est important également de noter que
le conflit entre deux fonctions de masse identiques est non nul, et qu’il est d’autant plus fort
que la masse est répartie sur les singletons.

A l’origine, cette règle de combinaison était réputée applicable seulement sous l’hypothèse
d’indépendance des sources. Il a été montré [275, 276] que la règle est encore applicable
sans cette hypothèse, en s’appuyant sur l’analogie avec les ensembles fermés aléatoires. De
manière moins technique et plus philosophique, l’indépendance dans le cadre des fonctions
de croyance ne doit pas être comprise au sens statistique, mais dans un sens plus « cognitif »
[316]. On parle alors d’indépendance cognitive. Imaginons par exemple des experts dont on
veut combiner les opinions. Ils ne sont vraisemblablement pas indépendants statistiquement
(s’ils sont experts du même domaine), mais on peut attendre d’eux qu’ils le soient cognitive-
ment, c’est-à-dire que chacun se forge une opinion sans consulter les autres. C’est à ce type
d’indépendance que s’applique la règle de Dempster, ce qui se traduit par la non-idempotence
de la règle, conduisant à un renforcement des fonctions de masse identiques. Sous hypothèse
de dépendance, on souhaiterait au contraire avoir une règle idempotente. Nous reviendrons
sur ces considérations dans la théorie des ensembles flous.

Lorsque les fonctions m, Bel, et Pls sont des probabilités (c’est-à-dire lorsque les seuls
éléments focaux sont des singletons), la loi de combinaison de Dempster est cohérente avec
les lois classiques des probabilités. Cela fait donc apparâıtre les probabilités comme la limite
de la théorie des croyances lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté ni d’imprécision et que seule
l’incertitude des données doit être prise en compte.
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La règle de Demspter a un comportement conjonctif, puisqu’elle donne des éléments
focaux qui sont les intersections des éléments focaux des fonctions de masse initiales. Elle
renforce donc la focalisation et diminue la longueur des intervalles de confiance [Bel, P ls].

En pratique, le calcul de la combinaison s’effectue en établissant la table d’intersection
des éléments focaux. Par exemple, si m1 porte sur C1 ∪ C2 (typiquement dans le cas d’une
source qui n’est pas capable de différencier ces deux classes) et C3, et m2 sur C1 et C2 ∪C3,
les éléments focaux de m1 ⊕m2 sont donnés par la table d’intersection suivante :

C1 ∪ C2 C3

C1 C1 ∅
C2 ∪ C3 C2 C3

Les éléments focaux ne sont alors plus que les singletons et l’ensemble vide. Cet exemple
illustre comment la combinaison conjonctive réduit l’imprécision et résout (ou diminue en
général) l’ambigüıté de chaque source.

En particulier, les intervalles [Bel, P ls] sont réduits après la combinaison, puisque les
fonctions de masse sont plus focalisées que les masses initiales (elles portent sur des ensembles
plus petits).

La masse sur l’ensemble vide (mesurant le conflit) augmente au contraire lors de la fusion.

Supposons maintenant que la modélisation inclue une part d’ignorance et qu’une masse
non nulle soit affectée à D dans les deux sources. La table d’intersection donne alors :

C1 ∪ C2 C3 D

C1 C1 ∅ C1

C2 ∪ C3 C2 C3 C2 ∪ C3

D C1 ∪ C2 C3 D

Cette fois, l’ambigüıté n’est que partiellement réduite et il reste une masse non nulle sur
les éléments imprécis (disjonctions de classes). Le conflit en revanche diminue, ce qui est une
propriété générale de la combinaison de masses affaiblies en renforçant D.

Affaiblissement

L’affaiblissement permet de modéliser la fiabilité des sources à l’aide d’un coefficient α
(α ∈ [0, 1]) utilisé pour augmenter la masse surD. L’idée est de renforcer l’ignorance d’autant
plus que la source est moins fiable. Une fonction de masse m est alors modifiée en fonction
de masse m′ selon les formules suivantes :

m′(A) = αm(A) ∀A,A 6= D,

m′(D) = 1− α(1−m(D)) = 1− α+ αm(D).

L’effet de l’affaiblissement est d’augmenter les intervalles [Bel, P ls] et, lors de la combi-
naison, de réduire le conflit.
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Conditionnement

Prenons maintenant le cas particulier d’une source qui donne une information certaine
sur un sous-ensemble B de D. Cette information se modélise de la manière suivante :

mB(B) = 1 et ∀A ⊆ D,A 6= B,mB(A) = 0. (8.41)

Toutes les sources doivent alors être « conditionnées » parmB, afin de prendre en compte
le fait que la vérité ne peut être que dans B. Le conditionnement se fait simplement en
combinant une fonction de masse m avec mB :

∀A ⊆ D, m⊕mB(A) =
∑

A=B∩C
m(C), (8.42)

qui s’écrit également :

∀A ⊆ D,A 6⊆ B, m⊕mB(A) = 0, (8.43)

∀A ⊆ D,A ⊆ B, m⊕mB(A) =
∑

X⊆BC

m(A ∪X). (8.44)

Le conditionnement correspond au modèle de croyances transférables [314] : la connais-
sance de B conduit à transférer toute la masse sur les sous-ensembles inclus dans B. Ainsi,
la croyance initialement affectée à un sous-ensemble A = A1∪A2 (avec A1 ⊆ B et A2 ⊆ BC)
représentait le fait que la vérité pouvait être n’importe où dans A. La connaissance de B per-
met maintenant de préciser l’information et de réduire A à A1. En quelque sorte, la croyance
diffuse dans A est maintenant concentrée dans la seule partie qui est incluse dans B.

Le conditionnement effectué par la règle conjonctive est l’équivalent, dans le cadre des
fonctions de croyance, des probabilités conditionnelles, qui correspondent également à une
conjonction. On a en effet :

P (X|B) =
P (X ∩B)

P (B)
.

Fonctions de masse séparables

Considérons maintenant des fonctions de masse à support simple. Si m1 et m2 sont des
fonctions à support simple de même support A, avec des poids s1 et s2, alors la combinaison
donne une fonction de même support avec un poids s1 + s2 − s1s2. De telles fonctions ne
sont jamais conflictuelles.

Si les deux fonctions ont des supports différents A1 et A2, alors la combinaison donne :

(m1 ⊕m2)(A1 ∩A2) = s1s2

(m1 ⊕m2)(A1) = s1(1− s2)
(m1 ⊕m2)(A2) = s2(1− s1)

(m1 ⊕m2)(D) = (1− s1)(1− s2)
(m1 ⊕m2)(B) = 0 ∀B,B 6= A1, B 6= A2, B 6= A1 ∩A2, B 6= D.

En particulier, si A1 ∩A2 = ∅, alors les deux fonctions sont conflictuelles, une masse non
nulle étant affectée à l’ensemble vide. Lorsque s1s2 6= 1, la fonction résultante est appelée
fonction de masse séparable.
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Complexité

Dans le cas général, ainsi que le montre la formule 8.37, la combinaison est de complexité
exponentielle. En pratique, il est rare que tous les sous-ensembles de D soient à prendre en
compte, et la complexité reste souvent plus raisonnable. Une complexité linéaire est obtenue
si les masses sont modélisées selon la structure de Barnett [19], c’est-à-dire où les éléments
focaux de chaque source sont uniquement les singletons et les compléments des singletons
(fonctions séparables). Cette structure est adaptée à des problèmes de reconnaissance des
formes dans lesquels chaque source est un détecteur qui permet de distinguer une classe
contre toutes les autres. Mais elle n’est pas générale et ne s’applique pas aux sources qui
nécessitent des éléments focaux qui soient des disjonctions quelconques.

8.2.4 Autres modes de combinaison

D’autres modes de combinaison, tels que des modes disjonctifs ou de compromis, sont
possibles, en remplaçant l’intersection dans la formule 8.37 par une autre opération ensem-
bliste. Par exemple, une fusion disjonctive est obtenue en prenant la réunion [316] :

(m1 ⊕∪ ...⊕∪ ml)(A) =
∑

B1∪...∪Bl=A

m1(B1)...ml(Bl). (8.45)

Notons que cette combinaison ne peut pas faire apparâıtre de conflit. Elle élargit les
éléments focaux et fournit donc une information moins précise que chacune des sources. Ce
mode de fusion peut être intéressant quand on ne sait pas modéliser a priori les fiabilités des
sources, leurs ambigüıtés et imprécisions. Par exemple, si une source est focalisée sur A et
une autre sur B avec A ∩ B = ∅, une manière de ne pas lever le conflit est de conclure que
la vérité est dans A ∪B, ce que permet la fusion disjonctive.

Toutefois, dans la plupart des applications en fusion d’images, on cherche à obtenir une
fonction de masse combinée plus focalisée que les fonctions de masse initiales. Ainsi, on
préfère la fusion conjonctive, ce qui implique de prendre en compte les imprécisions, fiabilités,
ambigüıtés de chaque source à l’étape de modélisation. Elle constitue alors l’étape la plus
cruciale et qui requiert le plus d’attention.

8.2.5 Décision

Une fois calculées les fonctions de masse combinées, les fonctions de croyance et de plau-
sibilité sont déduites par les équations 8.14 et 8.17. La dernière étape est celle de la décision,
donc du choix d’un sous-ensemble de D maximisant un certain critère. Dans la suite, m,
Bel et Pls désignent les fonctions de masse, de croyance et de plausibilité obtenues après
combinaison.

Dans la théorie des fonctions de croyances, plusieurs règles de décision sont possibles et
sont le plus souvent appliquées au choix d’un singleton Ci.

Le maximum de plausibilité :

x ∈ Ci si Pls(Ci)(x) = max {Pls(Ck)(x), 1 ≤ k ≤ n}, (8.46)
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cette règle étant optimale au sens de critères d’inspiration probabiliste pour des fonctions de
masse dérivées de probabilités [9].

Le maximum de crédibilité :

x ∈ Ci si Bel(Ci)(x) = max {Bel(Ck)(x), 1 ≤ k ≤ n}, (8.47)

qui est équivalent au critère du maximum de plausibilité dans le cas où le résultat de la
combinaison ne porte que sur les singletons.

Le maximum de crédibilité sans recouvrement des intervalles de confiance (sans risque
d’erreur) :

x ∈ Ci si Bel(Ci)(x) ≥ max {Pls(Ck)(x), 1 ≤ k ≤ n, k 6= i}, (8.48)

cette dernière condition étant particulièrement stricte et pouvant ne conduire à aucune
décision.

Le maximum de crédibilité avec rejet [231] :

x ∈ Ci si Bel(Ci)(x) = max {Bel(Ck)(x), 1 ≤ k ≤ n}
et Bel(Ci)(x) ≥ Bel(CC

i )(x), (8.49)

qui exprime que la décision doit être suffisamment non ambiguë puisque la condition sera
vérifiée si la masse est très focalisée sur Ci.

Le maximum de probabilité pignistique, celle-ci étant définie par [315] :

∀Cj ∈ D, BetP (Cj) =
∑

Cj∈A

m(A)

|A|(1−m(∅)) , (8.50)

où |A| désigne le cardinal de A, qui permet de repasser à un contexte probabiliste souvent
souhaité pour la prise de décision (ou le pari) ou pour associer cette décision à d’autres
critères probabilistes, par exemple dans le cadre des champs de Markov pour des critères de
régularisation spatiale [334].

Des règles mixtes ont également été proposées, dans lesquelles la plausibilité est utilisée
pour certaines classes et la croyance pour d’autres. Cela permet de favoriser la détection des
classes pour lesquelles on considère la plausibilité [243].

La décision peut également être prise en faveur d’une disjonction. Elle est alors imprécise
mais permet de prendre en compte des mélanges de classes ou des ambigüıtés subsistant
après fusion. Ce type de décision est intéressant par exemple pour tenir compte de l’effet
de volume partiel et les voxels qui en sont affectés seront ainsi classés comme des voxels de
mélange, plutôt que comme des voxels de classes pures, ce qui correspond bien à l’intuition
[37]. La décision permet également d’indiquer les éléments pour lesquels la fusion ne suffit
pas à lever les ambigüıtés et donc de suggérer l’acquisition de nouvelles informations, ainsi
que l’exploite la fusion active [147, 271].

Enfin, des règles de décision avec coût ont été proposées [107]. Pour toute fonction f de D
dans IR, les espérances inférieure et supérieure de f relativement à une fonction de croyance
Bel, au sens de Dempster, sont définies par :

E∗(f) =
∑

A⊆D

m(A) min
Ci∈A

f(Ci), (8.51)

E∗(f) =
∑

A⊆D

m(A) max
Ci∈A

f(Ci). (8.52)
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Les règles de décision avec coût s’obtiennent alors en prenant pour f une fonction qui
exprime le coût d’une action lorsque l’élément sur lequel porte la décision appartient à la
classe Ci. Cette fonction de coût peut également être introduite dans une règle de décision
avec coût probabiliste classique, en utilisant la probabilité pignistique. Ainsi, la décision peut
être optimiste si l’espérance inférieure est minimisée, pessimiste si l’espérance supérieure est
minimisée, ou intermédiaire si la probabilité pignistique est utilisée.

8.2.6 Déduction axiomatique de la règle de combinaison de Dempster-
Shafer

Il a souvent été reproché à la théorie des croyances de Dempster-Shafer d’imposer une
règle de combinaison (la règle orthogonale de Dempster [302], équation 8.37) « ad hoc »,
sans justification théorique.

Plusieurs travaux récents ont cherché à justifier cette règle, par exemple ceux de Gacôgne
à partir du concept d’accentuation [146]8, ceux de Dubois et Prade [125], qui justifient
mathématiquement l’emploi du produit pour combiner les masses à partir de la notion de
séparabilité des sources, ou ceux de Smets à partir d’un modèle de croyance transférable
(« the transferable belief model ») [314]. Les travaux de Smets proposent la justification la
plus générale à notre connaissance et ce sont ses arguments que nous décrivons ici. De plus
sa démarche est similaire à celle de Cox. Des travaux similaires à ceux de Smets ont été
effectués par Klawonn et Schwecke [194].

Axiomes de Smets

La première constatation de Smets concerne le principe d’indifférence (ou principe de
raison insuffisante). Affecter la même probabilité à tous les événements (simples) entrâıne
que des probabilités différentes sont affectées à des réunions d’événements, ce qui, à son
sens, ne correspond pas à l’indifférence. Celle-ci s’exprimerait plutôt par l’existence d’une
constante c positive ou nulle telle que :

∀A ⊂ D,A 6= D, Bel(A) = c, (8.53)

8Gacôgne montre que la règle de Dempster-Shafer (équation 8.37), dans le cas où l’espace de discernement
est réduit à une proposition P et à son contraire PC , peut se déduire de la notion d’accentuation. Une
fonction d’accentuation est telle qu’elle diminue les degrés de confiance inférieurs à 0,5 et augmente ceux
qui sont supérieurs à 0,5, les rendant ainsi plus proches de degrés binaires (cela correspond à la notion
de renforcement que l’on trouve dans la théorie algébrique des semi-groupes ordonnés ainsi que dans celle
des ensembles flous). La fonction rationnelle de [0,1] dans [0,1] de plus bas degré qui soit une fonction

d’accentuation est définie par x2

2x2−2x+1
, et c’est celle qui permet de montrer l’analogie avec Dempster-Shafer.

Puis cette notion est généralisée à des couples (x, y), caractérisant une proposition P , tels que 0 ≤ x ≤ y ≤ 1
(appelés « obligation » et « éventualité », donc proches des notions de crédibilité et plausibilité ou encore de
nécessité et possibilité). L’accentuation d’un tel couple est définie par :

#(x, y) =

(

2xy − x2

1− 2x+ 2xy
,

y2

1− 2x+ 2xy

)

.

Ces deux valeurs correspondent exactement à celles que l’on obtiendrait en combinant, par la règle de
Dempster-Shafer (équation 8.37), la crédibilité (resp. la plausibilité) d’une proposition P avec elle-même.
Si maintenant on dispose de deux jeux de mesures (x, y) et (x′, y′) sur P , le même type de raisonnement
conduit à la justification de la règle de Dempster-Shafer [146]. Il resterait à généraliser cette approche à des
espaces de discernement plus complexes.
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où D désigne l’espace de discernement. Cela est à l’évidence impossible avec des probabilités,
mais l’est dans le contexte de Dempster-Shafer avec des crédibilités. En effet, on a :

A ∩B = ∅ ⇒ Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B) (8.54)

d’où c ≥ 2c et donc c = 0. La fonction de masse représentant l’indifférence (ou l’ignorance
totale) est donc définie par :

m(D) = 1 et ∀A 6= D,m(A) = 0, (8.55)

ce qui cette fois est tout à fait satisfaisant. Cette fonction de masse particulière joue un rôle
important dans la règle de combinaison puisqu’elle en est l’élément neutre, ce qui confirme
son interprétation en termes d’ignorance totale, qui ne peut modifier aucune autre fonction
de masse.

La deuxième idée de Smets est celle du modèle de croyance transférable, qui définit le
conditionnement. Le problème se pose de la manière suivante : étant donnée une information
nouvelle, permettant d’affirmer que la vérité se trouve dans un sous-ensemble B de l’espace
de discernement D, comment modifier un jeu de masses m pour prendre en compte cette
nouvelle information ? La formulation que propose Smets est la suivante :

∀A, m′(A) =
∑

X⊆BC

m(A ∪X) si A ⊆ B (8.56)

= 0 sinon

où m′ désigne le nouveau jeu de masses. Ces formules peuvent éventuellement être modifiées
par renormalisation9. Cette formule s’interprète de la manière suivante. Si l’on décompose
un sous-ensemble A en réunion A1 ∪A2 avec A1 ⊆ B et A2 ⊆ BC , la masse m(A1 ∪A2) est
entièrement transférée sur A1 (d’où le nom du modèle). Dans les cas particuliers où A2 = ∅
(A ⊆ B), la masse de A n’est pas modifiée, et si A1 = ∅ (A ⊆ BC), la masse de A devient
nulle.

Dans la théorie de Shafer [302] et dans la présentation que nous en avons faite plus haut,
la formule de conditionnement est déduite de la règle de combinaison, alors qu’ici elle la
précède et est simplement construite par des considérations logiques10.

Dans une troisième étape, Smets définit des axiomes qu’il veut voir vérifiés par la règle
de combinaison, notée ⊕ :

A1 : (Bel1 ⊕Bel2)(A) doit être fonction seulement des fonctions m1 et m2 et de A.11

9Notons que Smets considère que la normalisation dans Dempster-Shafer n’est pas indispensable et peut
même être nuisible dans la mesure où elle masque le conflit [314]. Elle pose également des problèmes de
continuité au voisinage du conflit total [125].

10La règle de conditionnement sur les plausibilités

Pls(A|B) =
Pls(A ∩B)

Pls(B)

peut elle-même être justifiée en posant

Pls(A ∩B) = T [Pls(A|B), P ls(B)]

et en appliquant une démarche analogue à celle ayant conduit à la première équation fonctionnelle (partie
3.3.2) [125].

11Dans [194], les axiomes utilisés sont pour la plupart similaires à ceux de Smets. La différence essentielle
réside dans l’utilisation de relations entre espaces de discernement inclus les uns dans les autres plutôt que
de relations de dépendance comme le fait Smets.
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A2 : ⊕ doit être commutative.

A3 : ⊕ doit être associative.

A4 : Si m2(B) = 1, alors m1 ⊕m2 doit vérifier la loi du conditionnement, c’est-à-dire :

∀A, (m1 ⊕m2)(A) =
∑

X⊆BC

m1(A ∪X) si A ⊆ B (8.57)

= 0 sinon.

A5 : La loi doit vérifier une propriété de symétrie interne (invariance par permutation sur
les hypothèses simples).

A6 : Pour A 6= D, (m1 ⊕ m2)(A) ne dépend pas de m1(X) pour X ⊆ AC (propriété
d’autofonctionnalité).

A7 : Il y a au moins 3 éléments dans D.

A8 : La loi doit vérifier une propriété de continuité :

m2(A) = 1− ε, m2(D) = ε, mA(A) = 1

⇒ ∀X, lim
ε→0

(m1 ⊕m2)(X) = (m1 ⊕mA)(X), (8.58)

m1 étant une fonction de masse quelconque ; cette propriété permet d’éliminer des cas
dégénérés.

Déduction de la règle de combinaison

À partir des axiomes précédents, Smets déduit la seule règle de combinaison possible
satisfaisant ces axiomes. Pour cela, il raisonne sur les fonctions de communalité, définies
par :

∀A ⊆ D, q(A) =
∑

A⊆X,X⊆D

m(X). (8.59)

Sa démonstration, que nous ne détaillerons pas ici, repose sur les propriétés des normes
triangulaires et des fonctions absolument monotones et comporte trois parties. Tout d’abord,
les axiomes A1 à A4 entrâınent l’existence d’une fonction f telle que le résultat de la com-
binaison ne dépende que de A et des communalités des sous-ensembles inclus dans A :

(q1 ⊕ q2)(A) = f [A, {q1(X) ; X ⊆ A, q2(X) ; X ⊆ A}]. (8.60)

Ensuite, en ajoutant les axiomes A5 et A6, il est possible de préciser la forme de f , qui
ne dépend plus que de A et de q1(A) et q2(A) :

(q1 ⊕ q2)(A) = f [A, q1(A), q2(A)]. (8.61)

Enfin, l’ensemble des axiomes A1 à A8 permet de déterminer la forme finale de la règle
de combinaison :

(q1 ⊕ q2)(A) = q1(A)q2(A). (8.62)

On retrouve bien la règle de Dempster-Shafer sur les communalités, et on en déduit la
combinaison des fonctions de masse ou de crédibilité.

L’avantage de l’approche de Smets est qu’elle repose sur des axiomes dont l’interprétation
correspond bien à l’intuition. Il est également plus facile de les réfuter ou de les modifier s’ils
ne correspondent pas au problème que l’on se pose.
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Relation avec les postulats de Cox

Dans cette partie, nous tâchons d’établir des liens entre les postulats de Cox et les axiomes
de Smets, afin de montrer pourquoi ils conduisent à des théories différentes.

Tout d’abord, il convient de préciser dans quel cadre nous nous plaçons pour cette com-
paraison. En effet, les travaux de Cox et de Smets ne traitent pas exactement du même
problème, puisque ceux de Cox s’attachent à justifier les probabilités et leurs propriétés,
alors que ceux de Smets s’attachent à justifier une règle de combinaison. Cependant, il est
intéressant de constater certaines analogies entre les deux ensembles d’axiomes. De plus, les
axiomes de Cox permettent de déduire la règle de Bayes (équation 3.8), qui est utilisée en
traitement des images pour fusionner des informations, par l’intermédiaire de probabilités
conditionnelles (voir section 8.1). Nous adoptons le point de vue de la fusion de données pour
cette comparaison. Il serait également intéressant de comparer les axiomes de Cox avec ceux
introduits par Smets pour justifier les fonctions de crédibilité et de plausibilité [317], mais
cette comparaison ne porterait que sur les étapes de modélisation du processus de fusion, et
non sur les étapes de combinaison elles-mêmes.

L’axiome A1, exprimant la dépendance entre des degrés de confiance et leur combinai-
son, est moins strict que les postulats de Cox. En effet, le postulat de cohérence entrâınait
l’existence d’une relation définissant le degré de confiance dans AB n’impliquant que les
propositions A et B, sous la forme des degrés de confiance affectés à [A|B] et [B] (ou [B|A]
et [A]) mais pas à d’autres propositions. L’axiome de Smets, plus général, correspond à la
possibilité offerte par la théorie de Dempster-Shafer de travailler sur des sous-ensembles et
non plus simplement sur des singletons.

Les axiomes A2, A3 et A5 correspondent à des propriétés de la logique classique des
propositions. Les postulats de Cox (en particulier le postulat 4) impliquent également que
la logique déductive soit retrouvée comme cas particulier. Les deux approches cöıncident
donc sur ce point. Ces axiomes sont utilisés dans la démarche de Cox pour éliminer certaines
formes de relations fonctionnelles entre [AB|e] et les autres degrés de confiance, pour ne
retenir que la seule forme cohérente avec la logique déductive :

[AB|e] = T ([A|Be], [B|e]) = T ([B|Ae], [A|e]). (8.63)

De même ces axiomes sont utilisés dans la démonstration de Smets pour éliminer des
dépendances et montrer que (q1 ⊕ q2)(A) ne dépend dans un premier temps que de A,
et de q1(X) et q2(X) pour X ⊆ A, puis, dans un deuxième temps, que de q1(A) et q2(A).

L’axiome A4 (conditionnement) traduit une idée très proche de celle du conditionnement
hypothétique déduite du cinquième postulat de Cox. La différence essentielle est que le
conditionnement y est exprimé plus comme une relation de compatibilité que comme une
probabilité conditionnelle.

On ne trouve pas dans les axiomes de Smets d’équivalent au postulat 3 de Cox (universa-
lité). Cela se justifie par la base même de la théorie des croyances, où l’on ne caractérise plus
les propositions par un seul nombre mais plutôt par deux (crédibilité et plausibilité), et où
l’on accepte de ne pas affecter de degré de confiance à une proposition bien définie 12. Cette

12Cela peut se faire par exemple en affectant une masse nulle à cette proposition A. Cela ne signifie pas
pour autant qu’une confiance nulle soit attribuée à A, puisque la crédibilité Bel(A) et la plausibilité Pls(A)
ne sont pas nécessairement nulles, des masses non nulles pouvant être affectées à des propositions B telles
que A ∩B 6= ∅. Cela signifie simplement que l’on n’affecte pas de degré de confiance spécifiquement à A.
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souplesse permet de résoudre facilement des problèmes liés au manque d’information : si une
source n’est pas capable de donner d’informations sur A mais qu’elle en donne par exemple
sur A ∪ B, cette situation est naturellement prise en compte par la théorie des croyances
en affectant une masse à A ∪ B et pas à A, alors qu’elle nécessite souvent l’introduction
d’hypothèses ou de modèles dans la théorie des probabilités pour pouvoir affecter un degré
de confiance à A. Du point de vue de la comparaison des degrés de confiance, elle peut être
menée dans la théorie des croyances à deux niveaux, soit sur les crédibilités, soit sur les
plausibilités, conduisant à des conclusions qui ne sont pas nécessairement équivalentes.

L’axiome A6 de Smets n’entrâıne pas que A et AC soient interchangeables, alors que cette
propriété est utilisée explicitement par Cox pour déduire la deuxième équation fonctionnelle
(équation 3.6). En effet, des sous-ensembles X peuvent intervenir à la fois dans (m1⊕m2)(A)
et dans (m1⊕m2)(A

C). On ne peut donc pas en déduire de relation de complémentarité sur
m. Celle-ci est remplacée par une relation de dualité entre Bel et Pls.

Enfin, les axiomes A7 et A8 sont considérés par Smets lui-même comme des axiomes
techniques permettant de faire les démonstrations. La régularité imposée aux fonctions est
à mettre en parallèle avec les hypothèses de régularité faites pour les deux équations fonc-
tionnelles 3.5 et 3.6 de Cox.

Ces différences entre les deux théories ont des conséquences aux trois niveaux qui consti-
tuent classiquement le processus de fusion, celui de la modélisation des fonctions de confiance,
celui de la combinaison de ces fonctions déterminées à partir d’informations fournies par plu-
sieurs sources, et celui de la décision finale :

– d’abord au niveau de l’étape de modélisation puisque cette étape est fortement contrainte
par les deux relations fonctionnelles (équations 3.5 et 3.6) dans la fusion probabiliste
alors que la théorie des croyances permet de s’adapter avec souplesse à beaucoup de
situations (nous avons cité l’exemple de capteurs ne donnant d’information que sur la
réunion de deux classes, sans les différencier) ;

– au niveau de la combinaison des fonctions de confiance, les postulats imposent la règle
de Bayes d’une part, la règle de Dempster d’autre part, et leurs différences proviennent
en particulier des contraintes plus souples imposées par le conditionnement de Smets
que par le conditionnement hypothétique de Cox ;

– enfin, au niveau de la prise de décision, étape ultime du processus de fusion, les
différences proviennent surtout de la comparaison des degrés de confiance, laissant
la place à plusieurs types de décision dans la théorie de Dempster-Shafer.

8.2.7 Exemple d’application en imagerie médicale

L’application que nous avons choisie ici pour mettre en évidence les potentialités de
la théorie des fonctions de croyance est celle de la classification d’images IRM présentant
une pathologie appelée adrénoleukodystrophie (ALD), acquises avec deux temps d’écho [37].
L’obtention de mesures significatives pour les médecins nécessite une segmentation à la fois
des zones pathologiques et des ventricules, visibles sur des images différentes. Les images
initiales sont présentées figure 8.4. Cette figure montre une bonne discrimination entre le
cerveau, les ventricules (V) et le liquide céphalo-rachidien (LCR) sur la première image,
mais celle-ci ne permet pas de bien distinguer la matière blanche (MB) de la matière grise
(MG), ni la MB de l’ALD. Au contraire, la zone d’ALD est bien visible sur la deuxième image
(en blanc). Cette image présente de faibles différences entre MB et MG, mais les ventricules
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ont presque les mêmes niveaux de gris que la MG et leurs contours sont imprécis.

Fig. 8.4 – Exemple d’une coupe IRM du cerveau acquise avec deux temps d’échos
(hôpital Saint-Vincent de Paul, service de radiologie, Professeur Catherine Adamsbaum).
La zone pathologique correspond aux zones les plus blanches dans le haut de l’image.

Ces deux images constituent donc un exemple typique d’illustration de la fusion par la
théorie des fonctions de croyance. Nous ne présentons ici que les résultats obtenus pour trois
classes (C1 = MB+MG, C2 = V+LCR, and C3 = ALD).

Les éléments focaux sont définis de manière supervisée, par une méthode de raisonnement
prenant en compte les connaissances dont nous disposons et les caractéristiques des images
par rapport aux classes d’intérêt. Pour l’exemple décrit ici, les éléments focaux de la fonction
de masse m1 attachée à la première image sont C2, C1 ∪ C3, puisque C1 et C3 ne sont pas
bien discriminés sur cette image. Des fonctions de masse nulles sont affectées aux autres
hypothèses composées, puisque les classes correspondantes ne peuvent pas être confondues.
Sur la seconde image, il est au contraire difficile de séparer le cerveau et les ventricules, et
donc les éléments focaux de m2 sont C3 et C1∪C2. Nous discuterons plus loin l’introduction
de l’ignorance globale et celle d’une masse représentant explicitement le volume partiel. Les
fonctions de masse sont choisies de forme simplement trapézöıdale, dont les paramètres sont
déterminés automatiquement sur les histogrammes [50]. Il s’agit bien sûr d’un modèle gros-
sier, mais qui s’est avéré suffisant pour cette application. Puis les fonctions sont normalisées
de telle sorte que la contrainte de normalisation

∑

A⊂Dm(A) = 1 soit satisfaite. Avec ce
modèle, la classification est effectuée seulement d’après les niveaux de gris, et la fusion est
effectuée au niveau du pixel, donc sans information spatiale.

La combinaison conjonctive par la régle de Dempster ne donne que des éléments focaux
qui sont les singletons C1, C2, C3. Le conflit n’est pas nul dans ce cas.

La dernière étape est celle de la décision. Prendre toujours une décision en faveur d’une
hypothèse simple nous contraint en réalité à prendre toujours une décision nette, ce qui
n’est pas adapté à toutes les situations réelles en imagerie médicale, où les pixels peuvent
appartenir à la réunion de classes mais à aucune d’elles strictement. Cependant, comme
Bel(A) ≥ Bel(Ci) pour tout Ci ∈ A et que Bel(D) ≥ Bel(A), un certain nombre de
précautions doivent être prises pour pouvoir décider en faveur d’une hypothèses composée.
On peut par exemple imaginer de prendre une décision en faveur d’une hypothèse composée
si les arguments portant sur les hypothèses simples ne sont pas assez forts.

Ainsi, figure 8.5, la décision a été prise selon le maximum de croyance sur toutes les
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hypothèses sauf D. Notons que dans ce cas simple, le maximum de crédibilité est équivalent
au maximum de plausibilité, puisque m1 ⊕m2 est une fonction de masse bayésienne. Avec
cette règle, la décision est prise en faveur d’une hypothèse simple aux points où les autres
masses sont nulles et en faveur d’une hypothèse composée sinon. On obtient de cette manière
des résultats intéressants puisque les points de volume partiel sont détectés comme une
hypothèse composée, tandis que les zones sans ambigüıté sont bien segmentées. La figure
8.6 présente les résultats obtenus en prenant une décision en faveur d’une hypothèse simple
ayant le maximum de croyance.

C1 U C2

C1 U C3

C2 U C3

C2

C3

C1

C1 (brain)

C2 (ventricles + CSF)

C3 (ALD)

C1 U C2

C1 U C3

C2 U C3

Fig. 8.5 – Les différentes zones de décision en fonction des valeurs de m1(C2) et m2(C3)
et image de décision, en prenant le maximum de croyance sur toutes les hypothèses sauf D

L’étude de l’influence de la pondération de m1(C1 ∪ C3) et m2(C1 ∪ C2), relativement à
m1(C2) et m2(C3)a montré que le calcul du conflit ne présente pas d’évolution systématique
dans le sens de l’augmentation ou de la diminution du conflit. Par exemple, si m2(C3) est
faible, le conflit diminue si le poids donné à m1(C2) augmente (dans ce cas, les deux sources
sont en meilleure concordance sur C2, c’est-à-dire la classe des ventricules). Le calcul des
zones de décision (comme figures 8.5 et 8.6) montre que si le poids de m2(C3) et m1(C2)
augmente, la zone de décision en faveur de C1 diminue (lorsque les décisions sont prises
sur les hypothèses simples). Cela peut également être observé sur les images de décision :
la figure 8.7 présente un agrandissement des images de décision, où les ventricules et le
LCR sont mieux détectés si le poids sur m2(C3) et m1(C2) augmente. Des différences sont
aussi apparentes sur les petites branches de l’ALD qui sont également mieux détectées. Une
remarque très importante est que les zones qui diffèrent sont toutes classifiées en faveur de
l’hypothèse C1 ∪C2 (c’est-à-dire cerveau ou ventricules et LCR) lorsque la décision est prise
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C1

C2

C3

C1 (brain)

C2 (ventricles + CSF)

C3 (ALD)

Fig. 8.6 – Les différentes zones de décision en fonction des valeurs de m1(C2) et m2(C3)
et image de décision, en prenant le maximum de croyance sur les hypothèses simples

sur toutes les hypothèses sauf D (respectivement en faveur de l’hypothèse C1 ∪ C3 pour les
branches de l’ALD). Avec cette règle de décision, il n’y a pratiquement aucune différence sur
les images de décision, montrant donc la robustesse par rapport à la pondération. Cela nous
conforte dans l’idée que les hypothèses composées ne devraient pas être si souvent négligées.

Fig. 8.7 – Décision par le maximum de croyance sur les hypothèses simples,
pour un poids croissant sur m2(C3) et m1(C2)

Examinons maintenant l’influence de l’ignorance globale, modélisée par une masse sur D
introduite par affaiblissement en fonction de coefficients de fiabilité de chaque source. Cette
fois, le résultat de la combinaison m1 ⊕m2 n’est plus une fonction de masse bayésienne, et
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la décision par le maximum de croyance n’est plus équivalente à la décision par le maximum
de plausibilité. On observe effectivement des petites différences sur les images de décision.
Nous avons observé seulement de très légères différences lorsque la décision est prise sur les
hypothèses simples. Cependant, les décisions sur toutes les hypothèses sauf D sont toujours
prises en faveur d’une hypothèse composée, comme cela était attendu. Dans notre application,
nous n’avons pas d’argument particulier pour dire qu’une image est plus ou moins fiable que
l’autre (globalement, car cela n’est pas vrai classe par classe). C’est pourquoi il n’est pas
très utile d’affecter une masse à m(D) et cela est confirmé par les résultats obtenus. Au
contraire, nous avons des arguments forts pour l’ignorance partielle, dépendant de l’image,
qui conduit à des ambigüıtés entre classes, et cela a été introduit par des masses sur les
hypothèses composées. Encore une fois, cela justifie la méthode utilisée pour affecter les
masses, reposant sur une modélisation du problème, plutôt que la méthode classique à partir
des probabilités et de facteurs de fiabilité globale.

Les images utilisées dans cet exemple sont acquises avec des coupes assez épaisses, indui-
sant un fort effet de volume partiel, surtout entre la matière blanche et l’ALD (voir figure 8.4).
Nous introduisons maintenant cette connaissance de manière explicite comme une masse sur
C1 ∪ C3 dans la deuxième image (fonction en trapèze déduite de l’histogramme). Le conflit
est alors réduit. La combinaison m1⊕m2 n’est plus une fonction de masse bayésienne, et les
zones de décision sont modifiées, comme le montre la figure 8.8.

C1

C2

C3

C1

C2

C3

Fig. 8.8 – Zones de décision en fonction des valeurs de m1(C2) et m2(C3) en introduisant
une masse croissante sur C1 ∪ C3 pour la deuxième image (m2(C3) doit être inférieur à
1−m2(C1 ∪ C3)). Les traits en pointillées représentent les limites précédentes
(voir figure 8.6).

Les images de décision sur la figure 8.9 présentent les résultats obtenus respectivement
sur toutes les hypothèses sauf D et sur les hypothèses simples seulement, d’abord avec
m2(C1 ∪ C3) = 0 et ensuite avec une pondération croissante accordée à m2(C1 ∪ C3). Cette
figure montre que la décision sur toutes les hypothèses inclut toutes les zones de volume
partiel entre la MB et l’ALD dans C1 ∪ C3, et ne change pas si le poids de m2(C1 ∪ C3)
augmente, illustrant ici encore la robustesse par rapport à la pondération. Au contraire, sur
les images de décision sur les hypothèses simples seulement, de plus en plus de points de
volume partiel sont inclus dans l’ALD. Cette modélisation permet d’imiter la manière de
prendre une décision du médecin, dépendant de son objectif. Sur l’image la plus à gauche,
où le volume partiel n’est pas pris en compte, la zone classifiée comme ALD ne présente pas
d’ambigüıté (correspondant à l’ALD ¡¡ pur ¿¿, sans mélange). Sur l’image la plus à droite au
contraire, tout le volume partiel est inclus dans l’ALD (cela correspond à la segmentation
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effectivement obtenue manuellement par les médecins), et les zones classifiées dans le cerveau
ne contiennent pas de région ambiguë.

Fig. 8.9 – Décision par le maximum de croyance sur toutes les hypothèses sauf D
(première colonne) et sur toutes les hypothèses simples (deuxième colonne), sans masse sur
C1 ∪ C2 (en haut) et en introduisant une masse sur C1 ∪ C2 (représentant l’effet de volume
partiel entre le cerveau et l’ALD) dans la deuxième image, avec un poids croissant (au milieu
et en bas).

Nous avons donc ainsi essayé d’illustrer quelques caractéristiques de la théorie des fonc-
tions de croyance qui peuvent être exploitées en fusion d’images pour la classification, la seg-
mentation ou la reconnaissance, et qui constituent des avantages par rapport aux approches
classiques probabilistes et bayésiennes. Elles expriment la grande flexibilité des modélisations
possibles, prenant en compte à la fois l’incertitude et l’imprécision, l’ignorance partielle ou
globale, la fiabilité des sources, la capacité de chaque source à fournir des informations fiables
ou non sur chaque classe, des informations a priori qui ne sont pas forcément représentables
par des probabilités, etc. L’application présentée illustre bien ces divers avantages. Tout
d’abord, une modélisation adaptée au problème est possible, en particulier en affectant des
masses sur les hypothèses composées, exprimant par exemple qu’une source ne permet pas
de différencier correctement deux classes, ou encore modélisant l’effet de volume partiel. Les
probabilités ne sont pas bien adaptées à la modélisation du volume partiel à la limite entre
deux classes. Une solution est proposée ici, en affectant une masse directement à la réunion
de ces classes, ce qui conduit ici encore à une interprétation satisfaisante. Ensuite, même
une définition relativement grossière des fonctions de masse et de leur pondération relative
s’est avérée suffisante et robuste. Enfin, la décision a été prise selon deux règles : une règle
classique où la décision est toujours prise en faveur d’une hypothèse simple, et une seconde
où l’on peut également décider en faveur d’une hypothèse composée. Cette dernière règle
correspond mieux à la réalité, en mettant en évidence les zones de volume partiel, et en
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s’adaptant au mode de raisonnement du médecin.

8.3 Fusion floue et possibiliste

8.3.1 Modélisation

Parmi les techniques non probabilistes qui ont fait leur apparition depuis une dizaine
d’années en fusion, la théorie des ensembles flous fournit un très bon outil pour représenter
explicitement des informations imprécises, sous la forme de fonctions d’appartenance [17,
189, 358] comme nous l’avons vu plus haut. La mesure M j

i (x) introduite chapitre 6 prend
alors la forme :

M j
i (x) = µj

i (x), (8.64)

où µj
i (x) désigne par exemple le degré d’appartenance de x à la classe Ci selon la source Ij

ou la traduction d’une information symbolique exprimée par une variable linguistique (voir
par exemple [101]).

On trouve dans la littérature essentiellement deux approches pour l’utilisation des en-
sembles flous en traitement d’image [34] : la première est de type plutôt symbolique et
exprime sous forme de règles floues l’appartenance de certaines structures à une classe en
fonction des mesures obtenues par traitement d’image ; la seconde utilise les ensembles flous
pour représenter directement les classes ou structures dans l’image, recouvrant spatialement
les objets d’une fonction d’appartenance. Considérons l’exemple de la classe « route » dans
une image satellitaire. Dans la première approche, on décrira la route sous forme linguistique
du type « une route est une structure plutôt allongée ». L’appartenance d’un objet à la classe
route sera alors représentée par une fonction associant à sa longueur un degré dans [0, 1].
Un algorithme quelconque de détection de contours parallèles permettra alors d’affecter aux
objets qu’il détecte un degré d’appartenance à la classe route suivant leur longueur. Dans la
deuxième approche, la route sera directement représentée sur l’image par un ensemble flou,
avec des degrés d’appartenance forts au centre de la chaussée et voisins de 0 dans les champs
ou les forêts.

Ces fonctions ne souffrent pas des contraintes axiomatiques imposées aux probabilités
et offrent donc une plus grande souplesse lors de la modélisation. Cette souplesse peut être
considérée comme un inconvénient puisqu’elle laisse facilement l’utilisateur démuni pour
définir ces fonctions. L’inconvénient des ensembles flous est qu’ils représentent essentiellement
le caractère imprécis des informations, l’incertitude étant représentée de manière implicite
et n’étant accessible que par déduction à partir des différentes fonctions d’appartenance.

La théorie des possibilités [126, 361], dérivée des ensembles flous, permet de représenter
à la fois l’imprécision et l’incertitude, par l’intermédiaire de distributions de possibilités π
sur un ensemble S et de deux fonctions caractérisant les événements : la possibilité Π et la
nécessité N .

Une distribution de possibilité s’interprète comme une fonction donnant le degré de pos-
sibilité pour qu’une variable prenne la valeur s, S étant le domaine des valeurs de la variable.
La distribution π s’interprète alors comme la fonction d’appartenance au sous-ensemble flou
de S des valeurs possibles pour cette variable. Dans le cadre de la fusion numérique, une
application possible de cette théorie consiste à prendre S = D (l’ensemble des classes) et à
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définir la mesure M j
i par :

M j
i (x) = πx

j (Ci), (8.65)

c’est-à-dire comme le degré de possibilité pour que la classe à laquelle appartienne x prenne
la valeur Ci, selon la source Ij . On définit ainsi une distribution de possibilité par source et
par élément x. La possibilité et la nécessité pour une classe Ci s’écrivent alors :

Πj({Ci}) = πj(Ci), Nj({Ci}) = inf {(1− πj(Ck)), Ck 6= Ci}. (8.66)

Pour un sous-ensemble quelconque A de D, la possibilité et la nécessité sont calculées
d’après les formules 4.55 et 4.57.

Cette modélisation suppose que les classes sont nettes, alors que le modèle flou défini par
l’équation 8.64 suppose que les classes sont floues.

De manière plus générale, on trouve dans la littérature trois interprétations pour le flou,
en termes de plausibilités, de similarités, de préférences [133]. On retrouve ces interprétations
en fusion de signaux et d’images. L’interprétation en termes de plausibilités se retrouve
dans l’appartenance à une classe, dans la définition d’un objet spatial flou (objet de limites
imprécises). L’interprétation en termes de similarités est celle de la définition d’une classe
floue sur un espace de caractéristiques comme fonction de la distance à un prototype par
exemple, de variables linguistiques représentant des informations ou des connaissances sur des
objets spatiaux, ou encore de degrés de satisfaction d’une relation, d’une contrainte. Enfin,
les préférences se retrouvent dans l’expression de critères de choix (par exemple pour des
applications de planification en robotique), souvent liés à des contraintes ou des connaissances
externes à l’image.

8.3.2 Définition des fonctions d’appartenance ou des distributions de pos-
sibilité

La construction des fonctions d’appartenance ou distributions de possibilités peut être
effectuée de plusieurs manières.

Dans la plupart des applications, cette construction est faite soit en s’inspirant direc-
tement des méthodes d’apprentissage probabiliste, soit par des heuristiques, soit par des
méthodes neuromimétiques permettant d’apprendre les paramètres de formes particulières
de fonctions d’appartenance, soit enfin par la minimisation de critères de classification [23].
Décrivons maintenant les principales méthodes.

Une première méthode consiste à définir la fonction d’appartenance d’une classe floue à
partir de la fonction d’intensité I (les niveaux de gris) de l’image :

µi(x) = Fi[(I(x)], (8.67)

où Fi est une fonction à déterminer en fonction du problème. Les fonctions les plus utilisées
sont des fonctions de normalisation ou des fonctions en S [260] (ce qui revient à considérer
que les parties claires de l’image ont une appartenance élevée à la classe), des fonctions
Π (monomodales, elles associent la classe à une plage de niveaux de gris aux frontières
imprécises), ou encore des fonctions multimodales.

Ces fonctions sont souvent déterminées de manière supervisée, mais elles peuvent également
être apprises, par exemple à partir d’algorithmes de classification automatique tels que les
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C-moyennes floues [23] ou les C-moyennes possibilistes [201] (voir par exemple [24] pour une
revue des algorithmes de classification floue). L’inconvénient principal des C-moyennes floues
est que les fonctions d’appartenance ont une forme contre-intuitive : les valeurs d’apparte-
nance à une classe ne sont pas décroissantes en fonction de la distance au centre de la classe.
Ce problème est évité avec les C-moyennes possibilités.

D’autres caractéristiques peuvent être utilisées dans ce but. Par exemple, l’ensemble
des contours d’une image peut être défini par un ensemble flou spatial dont la fonction
d’appartenance est une fonction du gradient de l’image :

µi(x) = Fi[(∇I(x)], (8.68)

où F est une fonction décroissante.

Si l’on dispose de détecteurs d’objets particuliers, la fonction d’appartenance à ces objets
est alors définie comme une fonction de la réponse à ces détecteurs (le cas des contours fait
partie de cette catégorie). Par exemple, un détecteur de routes peut fournir dans une image
satellitaire une réponse d’amplitude croissante avec l’appartenance à la route.

Dans le cas de variables linguistiques, les formes des fonctions d’appartenance et leurs
paramètres sont souvent définies par l’utilisateur.

L’imprécision spatiale sur la délimitation des classes (si les fonctions d’appartenance sont
définies sur l’espace de l’image) peut être introduite à partir d’une détection préliminaire
binaire des classes. On construit alors une fonction d’appartenance qui vaut 1 à l’intérieur de
la région binaire à une certaine distance des bords, 0 à l’extérieur de cette région également
à une certaine distance des bords, et décroissante entre ces deux limites. Par exemple, on
peut modéliser une zone d’imprécision au bord de la classe comme la zone comprise entre
l’érodé et le dilaté de cet objet, la taille de ces opérations dépendant de l’extension spatiale
de l’imprécision que l’on veut représenter. Si R est la région binaire de départ, En(R) son
érodé de taille n et Dm(R) son dilaté de taille m, la fonction d’appartenance à la classe floue
peut être définie par :

µ(x) = 1 si x ∈ En(R), (8.69)

µ(x) = 0 si x ∈ Dm(R)C ,

µ(x) = F [d(x,En(R))] sinon

où F est une fonction décroissante de la distance de x à En(R).

La construction de distributions de possibilités peut également être effectuée à partir
d’un apprentissage probabiliste, puis par une transformation de probabilité en possibilité.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour cela. L’avantage essentiel en traitement des images
est que l’on dispose souvent d’informations statistiques, en particulier l’histogramme, qui se
prêtent bien à l’emploi de méthodes d’apprentissage statistiques. On obtient alors des distri-
butions de probabilités pk. Leur transformation en distributions de possibilités πk (les deux
distributions sont supposées discrètes, et 1 ≤ k ≤ K) est effectuée en fonction de différents
critères [113, 123, 196], tels que la préservation de l’ordre, des contraintes de normalisation,
la conservation de l’incertain mesuré par l’entropie [196], la cohérence p − π, exprimée par
[100] :

∀k, πk ≤ pk,
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qui n’est pas très satisfaisante (une classe peu probable peut être possible), ou [361] :

K
∑

k=1

pkπk = c

où c est une constante dans [0, 1], ou encore une relation plus générale sur tous les sous-
ensembles A [120] :

N(A) ≤ P (A) ≤ Π(A).

Une comparaison de ces approches peut être trouvée dans [196].

D’autres méthodes cherchent à estimer directement les fonctions d’appartenance à partir
de l’histogramme, afin d’optimiser des critères d’entropie [80] ou de minimum de spécificité
et de cohérence [84].

Dans tous les cas, ces méthodes cherchent une ressemblance entre l’histogramme et les
fonctions d’appartenance ou les distributions de possibilité, et ne prennent pas en compte les
interprétations spécifiques au flou qui invalident certaines de ces ressemblances. Par exemple,
les queues des histogrammes correspondent aux classes peu représentées, donc avec des va-
leurs qui peuvent être très faibles, même si les points concernés appartiennent bien aux
classes correspondantes. La méthode proposée dans [50] permet d’éviter ce problème grâce
à un critère combinant la ressemblance des fonctions d’appartenance et de l’histogramme
là où elle a un sens, et une forme a priori des fonctions correspondant à l’interprétation
recherchée. Les paramètres des fonctions d’appartenance sont alors estimés pour optimiser
ce critère, par une méthode de recuit simulé.

8.3.3 Combinaison

Un des intérêts de la théorie des ensembles flous et des possibilités, outre qu’elle im-
pose peu de contraintes au niveau de la modélisation, est qu’elle offre une grande variété
d’opérateurs de combinaison. Nous en présentons les principaux, puis nous donnons quelques
indications permettant de choisir un opérateur de fusion en fonction de ses propriétés et de
son comportement.

Une caractéristique importante, commune à toutes les théories, de ces opérateurs de
combinaison est qu’ils fournissent un résultat de même nature que les fonctions de départ
(propriété de fermeture) et qui a donc la même interprétation en termes d’imprécision et
d’incertitude. Ainsi, ils permettent de ne prendre aucune décision binaire partielle avant la
combinaison, ce qui pourrait conduire à des contradictions difficiles à lever. La décision n’est
prise qu’en dernier lieu, sur le résultat de la combinaison.

Opérateurs

Dans la théorie des ensembles flous et des possibilités, de multiples modes de combinaison
sont possibles [124, 351]. Parmi les principaux opérateurs on trouve en particulier les t-
normes, les t-conormes [241, 299], les moyennes [350, 166], les sommes symétriques, et des
opérateurs prenant en compte des mesures de conflit ou encore de fiabilité des sources [129,
112]. La plupart des définitions de ces opérateurs ont été données dans le chapitre 4. Dans ce
qui suit, les lettres x, y, etc. désignent les valeurs à combiner, valeurs dans [0, 1] représentant
µj
i ou πj(Ci).
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Normes et conormes triangulaires. Voir section 4.4.2 dans le chapitre 4.

Opérateurs de moyenne. Voir section 4.4.3 dans le chapitre 4.

Sommes symétriques. Voir section 4.4.4 dans le chapitre 4.

Opérateurs dépendant d’autres informations. Les opérateurs décrits précédemment
se caractérisent par le fait que le résultat d’une combinaison ne dépend que des valeurs
à combiner. D’autres opérateurs dépendent d’informations suppémentaires, telles que de
facteurs de fiabilité ou du conflit. Tous les opérateurs décrits dans ce paragraphe ont été
proposés dans [129].

Considérons par exemple le cas de la combinaison conjonctive de deux distributions de
possibilités π1 et π2 définies sur D. Ce type de combinaison est bien adapté au cas où les
distributions ont un recouvrement au moins partiel, c’est-à-dire que certaines classes sont
données comme possibles par les deux sources. Si ce n’est pas le cas, les sources sont en
conflit, et une mesure du conflit peut être :

conf(π1, π2) = 1−max
c∈D

min(π1(c), π2(c)), (8.70)

qui représente 1 moins la hauteur de l’intersection entre les deux distributions (calculée par
un min dans cette équation). La combinaison peut être normalisée par cette hauteur, mais
cela masque le conflit : une possibilité de 1 est alors affectée aux classes données comme les
plus possibles par les deux sources, même si cette possibilité est faible (on retrouve ici le même
type de problème que celui mentionné dans la partie 8.2.3 pour la combinaison conjonctive
des fonctions de croyance). L’interprétation de cette quantité en termes de conflit correspond
bien à l’intuition pour des distributions de possibilités en triangle ou en trapèze (mono-
modales de manière générale), mais n’est pas très bien adaptée à des formes quelconques où
un seul point peut engendrer une forte valeur de conflit même si les deux distributions ne
diffèrent qu’en ce point.

Dans le cas extrême où les distributions sont complètement conflictuelles, la combinaison
conjonctive donne une distribution identiquement nulle. Une combinaison disjonctive est
alors préférable, et permet de garder toutes les solutions données comme possibles par au
moins une des deux sources. L’hypothèse sous-jacente est qu’au moins une des sources est
fiable.

Afin de choisir automatiquement le comportement de la fusion en fonction du conflit, des
opérateurs dépendant de celui-ci ont été proposés. En voici quelques exemples :

max[
min(π1, π2)

1− conf(π1, π2)
, conf(π1, π2)], (8.71)

min[1,
min(π1, π2)

1− conf(π1, π2)
+ conf(π1, π2)], (8.72)

max[
min(π1, π2)

1− conf(π1, π2)
,min[max(π1, π2), conf(π1, π2)]]. (8.73)
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Les deux premières formes combinent la conjonction normalisée à une distribution constante
de valeur le conflit, alors que la dernière forme permet de passer d’une combinaison stricte-
ment conjonctive lorsque le conflit est nul à une combinaison strictement disjonctive lorsque
le conflit vaut 1 (voir l’exemple de la figure 4.10 du chapitre 4). Cependant cet opérateur
n’est pas associatif. Notons que le min pourrait être remplacé par une autre t-norme.

Lorsque les sources sont inégalement fiables et que l’on a une information sur cette
fiabilité, le niveau du conflit entre deux sources indique dans quelle mesure on peut prendre
en compte l’information de la source la moins fiable. Si par exemple π1 est plus fiable que π2,
on peut considérer que si elles sont concordantes, π2 peut apporter une information et rendre
la fusion plus précise par conjonction. Si au contraire les deux sources sont en conflit, il est
préférable de ne pas prendre en compte π2. L’opérateur suivant modélise ce comportement :

min[π1,max[π2, conf(π1, π2)]]. (8.74)

Cela ne suppose que de connâıtre un ordre entre les fiabilités des sources.

Si on a de plus accès à des valeurs numériques de fiabilité (ce qui est beaucoup plus
contraignant que l’hypothèse précédente), on peut alors transformer les distributions de
possibilités en distributions ayant des fiabilités équivalentes. Soit wj le coefficient de fiabilité
de πj . Si la source est complètement fiable, ce coefficient vaut 1, et il vaut 0 si la source n’est
pas fiable du tout. La transformation de πj se fait selon la formule :

max(πj , 1− wj) (8.75)

ce qui revient a faire une disjonction entre πj et une distribution constante de valeur 1−wj .
Ainsi, si la source est complètement fiable, la distribution correspondante n’est pas modifiée,
alors que si elle n’est pas du tout fiable, la distribution devient constante et égale à 1,
ce qui représente l’ignorance (tout élément de D est complètement possible). Une fois les
distributions transformées, elles peuvent alors être combinées de manière conjonctive.

D’autres opérateurs de ce type peuvent être trouvés dans [133], mais nous ne les détaillons
pas plus ici.

Ces opérateurs peuvent être également utilisés de manière conditionnelle aux classes,
pour prendre en compte les spécificités des sources pour chaque classe. Par exemple, deux
sources peuvent être en conflit sur une classe mais pas sur les autres, une source peut être
fiable pour certaines classes et pas pour d’autres, etc. Bien que ces idées ne soient pas encore
beaucoup exploitées en fusion floue d’images, le cadre théorique le permet.

Choix des opérateurs

Le choix d’un opérateur pour la fusion peut se faire selon plusieurs critères présentés
dans [36].

Un premier critère est le comportement de l’opérateur. Des comportements sévères, in-
dulgents ou prudents se traduisent sous forme mathématique de conjonction, disjonction
ou compromis. Soient x et y deux réels (dans [0, 1]) représentant les degrés de confiance à
combiner. La combinaison de x et y par un opérateur F est dite :

– conjonctive si F (x, y) ≤ min(x, y) (correspondant à un comportement sévère) ;
– disjonctive si F (x, y) ≥ max(x, y) (comportement indulgent) ;
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– de compromis si x ≤ F (x, y) ≤ y si x ≤ y, et y ≤ F (x, y) ≤ x sinon (comportement
prudent).

Cette distinction ne suffit pas à classer les opérateurs dont le comportement n’est pas
toujours le même. Ainsi, la classification définie dans [36] ne décrit pas les opérateurs seule-
ment comme conjonctifs ou disjonctifs, mais aussi en fonction de leur comportement selon
les valeurs des informations à combiner. Ainsi, les trois classes proposées correspondent :

– aux opérateurs autonomes à comportement constant (ACC) : le résultat ne dépend
que des valeurs à combiner (le calcul ne fait intervenir aucune autre information) et le
comportement est le même quelles que soient ces valeurs ;

– aux opérateurs autonomes à comportement variable (ACV) : le comportement dépend
des valeurs numériques des informations à fusionner ;

– aux opérateurs dépendant du contexte (DC), par exemple d’une connaissance plus
globale telle que la fiabilité des capteurs, ou encore le conflit entre les sources.

Les opérateurs de fusion floue se répartissent dans les trois classes. En effet, les t-normes,
qui généralisent l’intersection ensembliste aux ensembles flous, sont des opérateurs ACC
conjonctifs, puisque pour toute t-norme t, on a :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, t(x, y) ≤ min(x, y).

A l’opposé, les t-conormes, généralisant la réunion, sont des opérateurs ACC disjonctifs,
puisque pour toute t-conorme T , on a :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, T (x, y) ≥ max(x, y).

Les opérateurs de moyenne sont également ACC et ont un comportement de compromis,
puisqu’ils vérifient :

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, min(x, y) ≤ m(x, y) ≤ max(x, y).

Notons que la fusion bayésienne, où l’opérateur impliqué est un produit, et la fusion des
fonctions de croyances par la somme orthogonale de Dempster sont également conjonctives.

Dans la classe des opérateurs ACV, on trouve par exemple certaines sommes symétriques.
De manière générale, toute somme symétrique associative σ (sauf les médianes) a le com-
portement suivant [126] :

– conjonctif si max(x, y) < 1/2 : σ(x, y) ≤ min(x, y) ;
– disjonctif si min(x, y) > 1/2 : σ(x, y) ≥ max(x, y) ;
– compromis si x ≤ 1/2 ≤ y : x ≤ σ(x, y) ≤ y (et l’inégalité contraire si y ≤ 1/2 ≤ x).
Les sommes symétriques non associatives ont également un comportement qui varie, mais

selon des règles moins simples [36].

On trouve également dans la classe ACV les opérateurs proposés dans le système MYCIN
pour combiner des facteurs de certitude [306].

Des exemples d’opérateurs DC se trouvent dans la théorie des possibilités. Nous avons
présenté plus haut des opérateurs dépendant d’une mesure globale de conflit entre les deux
sources d’information [129], applicables aux cas où l’une des deux informations est fiable
sans que l’on sache laquelle, de telle sorte que :

– ils sont conjonctifs si les sources sont consonantes (de faible conflit) : dans ce cas, les
deux sources sont nécessairement fiables, et donc l’opérateur peut être sévère ;
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– ils sont disjonctifs si les sources sont dissonantes (de fort conflit) : une disjonction
favorise alors l’ensemble des possibilités données par les deux sources ;

– ils se comportent comme un compromis dans les cas de conflit partiel : ces cas posant
le plus de problèmes, les opérateurs sont alors « prudents ».

La difficulté est alors de trouver une bonne mesure de conflit. Celle proposée comme le
maximum de l’intersection entre deux distributions de possibilités [129] n’est pas toujours
bien adaptée aux problèmes de traitement d’images, en particulier pour la classification
de données multisources. Les distances floues (voir par exemple [43]) peuvent apporter des
solutions à ce problème.

L’avantage des opérateurs DC pour le traitement d’images est indéniable. En effet, ils per-
mettent de prendre en compte une grande variété de situations, dont plusieurs se produisent
fréquemment simultanément en traitement d’images. En voici quelques exemples :

– les sources peuvent être conflictuelles lorsqu’elles donnent des informations sur un type
d’événement (une classe par exemple) et consonantes pour une autre classe ;

– les sources peuvent avoir des fiabilités globales différentes ;
– une source peut être fiable pour une classe et peu fiable pour une autre, etc.
Malheureusement ces opérateurs sont encore, selon nous, trop peu développés en traite-

ment d’images, et mériteraient des recherches spécifiques.

Cette classification, qui regroupe tous les opérateurs classiquement utilisés, constitue un
premier critère de choix d’un opérateur pour une application spécifique.

Un second critère est donné par les propriétés des opérateurs et leur interprétation en
termes de fusion de données incertaines, imprécises, incomplètes ou encore ambiguës.

Les propriétés de commutativité et d’associativité expriment que le résultat de la com-
binaison est indépendant de l’ordre dans lequel les informations sont combinées. Si la com-
mutativité est satisfaite par tous les opérateurs couramment utilisés, l’associativité ne l’est
pas systématiquement (les moyennes et les sommes symétriques ne sont en général pas as-
sociatives). Ces deux propriétés sont souvent posées comme les propriétés minimales que les
opérateurs de fusion doivent satisfaire. Pourtant, le mode de raisonnement humain ne les
respecte pas toujours. Par exemple, un photo-interprète commence souvent par construire
une interprétation primaire d’une scène à partir d’une seule image, puis améliore cette in-
terprétation à l’aide des autres images, selon un processus qui n’est clairement pas commu-
tatif.

L’existence d’un élément neutre signifie qu’une source donnant cette valeur n’aura aucune
influence sur le résultat de la combinaison et représente une sorte d’indifférence de la source
par rapport à l’information recherchée, ou encore une ignorance totale de celle-ci. Un tel
élément existe pour les t-normes et les t-conormes.

Autre élément particulier, un élément absorbant signifie qu’une source donnant cette
valeur est complètement déterminante sur le résultat de la fusion. De tels éléments existent
également pour les t-normes et les t-conormes.

La propriété de croissance est généralement imposée aux opérateurs et correspond bien
à l’intuition.

Des conditions aux limites, définissant le comportement des opérateurs lorsque les infor-
mations à combiner prennent des valeurs extrêmes, permettent de garantir la compatibilité
avec le cas binaire, où toutes les propositions sont soit justes soit fausses (cela correspond
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à la contrainte de compatibilité avec la logique déductive imposée par Cox pour définir une
logique inductive [93]).

La propriété de continuité satisfaite par la plupart des opérateurs garantit la robustesse
de la fusion. Cependant, cette propriété n’est pas toujours nécessaire, puisque les phénomènes
naturels (en particulier les phénomènes temporels) ne sont pas toujours continus.

L’idempotence signifie que la donnée d’une information déjà disponible ne va pas changer
le résultat de la fusion. Cette propriété n’est pas systématiquement imposée. Elle est vérifiée
par les moyennes, par la t-norme min et la t-conorme max (et ce sont les seules). On peut
vouloir au contraire que la combinaison de deux valeurs identiques renforce ou affaiblisse le
résultat global. Prenons l’exemple de témoignages simultanés identiques. Si les témoins sont
de connivence, il n’est pas surprenant qu’ils disent la même chose et l’on combinera donc les
degrés de confiance associés de manière idempotente. Si au contraire ils sont complètement
indépendants, on renforcera la crédibilité de ce qu’ils disent si l’on leur fait confiance, ou on
l’affaiblira si l’on ne leur fait pas confiance. Notons que des règles de combinaison modélisant
ces comportements sont connues depuis Bernoulli. De manière générale, on peut considérer
que si les sources sont dépendantes (au sens cognitif), l’idempotence peut être imposée, alors
que si elles sont indépendantes, des effets de renforcement peuvent être souhaitables.

Dans le même ordre d’idées, la propriété de nilpotence sera imposée par exemple pour
combiner des témoignages successifs, afin de modéliser la dégradation de l’information dans
une châıne de témoins qui ne sont pas complètement fiables. Par exemple pour certaines
t-conormes, la satisfaction de cette propriété permet d’aboutir à un résultat égal à 1 en
combinant un certain nombre de mesures non toutes nulles. Ce type de comportement peut
être utile quand les informations résultent d’une longue châıne de traitements.

Les propriétés du tiers exclu et de non contradiction, satisfaites pour certains opérateurs
seulement, ont une interprétation reconnue en termes de raisonnement, dans le domaine de
l’intelligence artificielle et du raisonnement approché. En traitement d’images, on trouve
des exemples où le tiers exclu n’est pas souhaitable dès que l’on a besoin d’introduire de
l’ignorance sur un événement et son complémentaire, et donc de relâcher la contrainte d’ex-
haustivité faite par exemple en probabilités.

La généralisation de tout ce qui précède à la combinaison de plus de deux informations
ne pose pas de difficulté particulière (on retrouve en particulier les mêmes types de compor-
tement, avec des règles un peu plus compliquées pour les opérateurs ACV), sauf pour les
opérateurs non associatifs. La question principale pour de tels opérateurs est de savoir dans
quel ordre combiner les informations. Plusieurs situations peuvent se produire :

– dans certaines applications, chaque information doit être combinée aux autres dès
qu’elle est disponible (par exemple pour pouvoir prendre des décisions partielles à partir
des données présentes à chaque instant) : l’ordre est alors fixé par l’ordre d’arrivée des
informations ;

– l’ordre peut être imposé par des priorités sur les informations à prendre en compte,
et des opérateurs ont été conçus pour répondre à de tels besoins (par exemple pour
combiner des requêtes dans des bases de données) ;

– dans les autres situations, il faudra trouver des critères pour trouver un ordre appro-
prié à l’application, en particulier lorsque les informations sont conflictuelles, car les
résultats peuvent être très différents selon que les informations consonantes ou conflic-
tuelles sont combinées en premier.

Enfin, l’étude du comportement des opérateurs en termes de qualité de la décision à
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laquelle ils conduisent, et de réaction face aux situations conflictuelles conduit à un der-
nier critère de choix. Un point important, toutefois, concerne le pouvoir discriminant des
opérateurs. Les opérateurs fortement conjonctifs ou fortement disjonctifs (par exemple la t-
norme et la t-conorme de Lukasiewicz) saturent très vite à 0 ou à 1 et donc sont souvent peu
discriminants. Par exemple, avec la t-conorme F (a, b) = min(a+ b, 1), on a F (0, 5, 0, 5) = 1,
F (0, 1, 0, 9) = 1, ou encore F (0, 8, 0, 8) = 1, alors que ces trois situations ont des in-
terprétations bien différentes.

La capacité des opérateurs à combiner des informations quantitatives (numériques) ou
qualitatives (pour lesquelles seul un ordre est connu) peut être également un critère de
choix. Par exemple, le min, le max et tout filtre de rang sont intéressants à ce titre puisqu’ils
peuvent combiner les deux types d’informations. En effet, le calcul de min(x, y), par exemple,
ne nécessite que de connâıtre un ordre entre x et y, mais ne nécessite pas de connâıtre leur
valeur numérique. Les opérations ordinales sont de plus imposées si l’on veut qu’elles soient
invariantes par une transformation croissante des degrés d’appartenance [133].

8.3.4 Décision

La règle principalement utilisée en fusion floue est le maximum des degrés d’apparte-
nance :

x ∈ Ci si µi(x) = max {µk(x), 1 ≤ k ≤ n}, (8.76)

où µk désigne la fonction d’appartenance à la classe k résultant de la combinaison.

La qualité de la décision est mesurée essentiellement selon deux critères :
– le premier porte sur la « netteté » de la décision : le degré d’appartenance maximum

(ou plus généralement celui correspondant à la décision) est comparé à un seuil, choisi
selon les applications (et éventuellement selon l’opérateur de combinaison choisi) ;

– le deuxième porte sur le caractère « discriminant » de la décision, évalué par compa-
raison des deux valeurs les plus fortes.

Dans le cas où ces critères ne sont pas vérifiés pour un élément x, celui-ci est placé dans
une classe de rejet, ou reclassifié en fonction d’autres critères, spatiaux par exemple (voir
chapitre 8.4).

8.3.5 Exemples d’application

Dans cette section, nous illustrons les méthodes floues sur deux exemples de classification
multisource.

Exemple en imagerie satellitaire

Pour le premier, nous reprenons les images SPOT de l’exemple du chapitre 3 (figure 8.1).
Les classes considérées sont toujours les villes ou zones urbaines (classe C1), les fleuves (classe
C2) et une classe C3 comportant toutes les autres structures (essentiellement des zones de
végétation). Cet exemple a été développé dans [77].

Dans un premier temps, un apprentissage supervisé est effectué à partir des histogrammes
conditionnels aux classes, soit par un simple lissage de ces histogrammes, soit par une minimi-
sation de la distance aux histogrammes de fonctions paramétriques telles que des gaussiennes
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Fig. 8.10 – En haut : fonctions f j
i conditionnelles aux classes estimées de manière supervisée

sur les zones d’apprentissage des images ; au centre, fonctions f j
ville estimées par le maximum

des fonctions f j
fleuve et f j

C3
; en bas, fonctions d’appartenance µj

i . A gauche, estimation par
les histogrammes normalisés et lissés ; au centre, estimation par les fonctions de type gaussien
tronqué ; à droite estimation des fonctions par les fonctions L-R linéaires.

tronquées ou des fonctions de type L-R linéaires par morceaux (fonctions en trapèze). Cette
première étape est illustrée sur la première ligne de la figure 8.10.

Cependant, ces fonctions, notées f j
i pour l’apprentissage de la classe Ci dans l’image j,

n’ont pas une interprétation satisfaisante en termes de fonctions d’appartenance. En particu-
lier, les queues de l’histogramme correspondent à des niveaux de gris peu fréquents dans les
images, mais les points correspondant appartiennent sans ambigüıté à la classe la plus sombre
(respectivement la plus claire). Le passage des fonctions f j

i aux fonctions d’appartenance µj
i

se fait par une transformation telle que :

µj
i (x) = λji (x)f

j
i (x) (8.77)

où x désigne le niveau de gris en un point et les λj
i sont des fonctions déterminées de telle sorte

que le complémentaire des classes soit défini par la même formule et que l’ordre des fonctions
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Fig. 8.11 – Images des paramètres H i des classes ville à gauche, fleuve au centre
et C3 à droite

soit préservé. En prenant par exemple la complémentation la plus simple c(a) = 1− a pour
a ∈ [0, 1] et en écrivant que le complémentaire d’une classe Ci est également la réunion des
classes Ck pour k 6= i (en monde fermé), on obtient :

λji (x) =
1

f j
i (x) + f j

i (x)
(8.78)

avec :

f j
i (x) = max

k 6=i
f j
k(x). (8.79)

Les résultats obtenus par cette méthode sont illustrés figure 8.10 et montrent que les
fonctions d’appartenance obtenues ont bien le comportement souhaité.

Pour la fusion, un opérateur adaptatif est défini par combinaison d’une t-norme t et d’une
t-conorme T , sous la forme t1−γT γ . Cet opérateur, appelé parfois opérateur de compensa-
tion, peut varier entre la t-norme pour γ = 0 et la t-conorme pour γ = 1. L’originalité de
l’opérateur défini dans [77] est que γ est défini de manière locale, en chaque point, comme
une fonction H i(x) fonction d’une conjonction normalisée des degrés d’appartenance en x.
Cette fonction est illustrée sur la figure 8.11 et donne des valeurs d’autant plus élevées que
l’appartenance à la classe est élevée. La t-norme utilisée ici est un min et la t-conorme un
max.

La figure 8.12 illustre sur un détail de l’image les résultats obtenus par cet opérateur
(dernière ligne), que l’on peut favorablement comparer à ceux obtenus par une simple t-
norme. La décision est effectuée par un maximum des degrés d’appartenance en chaque
point.

La figure 8.13 montre le résultat de la fusion par l’opérateur adaptatif sur toute l’image,
la décision étant toujours simplement prise par un maximum des degrés d’appartenance. Le
fleuve est superposé en blanc à l’image originale, ainsi que les contours des zones urbaines.
Le reste correspond à la classe C3.

Exemple en imagerie médicale

Le deuxième exemple reprend les images de l’exemple de la partie 8.2 sur la classification
des images IRM multiéchos du cerveau (figure 8.4). Nous nous plaçons toujours au niveau
du pixel et les fonctions d’appartenance sont définies à partir des niveaux de gris, de manière
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Fig. 8.12 – Détail des images de la détection du fleuve sur la scène de Vignola : image du canal
3 SPOT originale, décision à partir des images H i, à partir de la t-norme à comportement
constant, à partir de l’opérateur de compensation à comportement variable

non supervisée [50]. Trois classes sont considérées : cerveau, ventricules et liquide céphalo-
rachidien, zone pathologique.

Ici les opérateurs de combinaison sont choisis de manière adaptative, non plus locale-
ment en chaque point, mais en fonction des classes. Comme les deux images fournissent des
informations similaires sur les ventricules, les fonctions d’appartenance sont fusionnées par
un opérateur de moyenne. Le cerveau sain et la pathologie ne peuvent être distingués dans
la première image et l’on ne peut donc apprendre qu’une seule classe, notée µ1c . Dans la
seconde image, il est possible d’apprendre les deux classes µ2c (cerveau) et µ2path (patholo-
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Fig. 8.13 – Résultat de la fusion à partir de l’opérateur de compensation à comportement
variable sur la scène de Vignola

gie). Les fonctions µ1c et µ2c sont également combinées par une moyenne arithmétique. Pour
la pathologie, on combine µ1c et µ2path par une somme symétrique définie par : ab

1−a−b+2ab .

Cela garantit que la pathologie n’est pas détectée dans les zones où µ2path = 0 et renforce
l’appartenance à cette classe sinon. Cela permet d’inclure dans la zone pathologique toute
la zone de volume partiel où les points sont composés en partie de tissu pathologique.

Après la combinaison, la décision est prise en fonction du maximum d’appartenance. Le
résultat est illustré figure 8.14.

Cet exemple illustre l’intérêt des opérateurs choisis de manière adaptative en fonction
des informations apportées par les images sur les différentes classes.

8.4 Introduction de l’information spatiale

L’information spatiale est fondamentale en traitement d’images. Son introduction dans
les méthodes de fusion est cruciale, et nécessite souvent des développements spécifiques pour
adapter les méthodes issues d’autres domaines. Un des objectifs les plus fréquents de ces
développements est de garantir que la décision soit spatialement cohérente. Par exemple, en
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Fig. 8.14 – Deux acquisitions IRM du cerveau et résultat de la classification par fusion floue
(la décision n’est prise que localement en chaque point, sans régularisation spatiale)

classification multisource, on cherchera à éviter que des points isolés ou éparpillés dans une
classe homogène soient attribués à une classe différente.

8.4.1 Au niveau de la modélisation

L’introduction de l’information spatiale au niveau de la modélisation est plus ou moins
implicite suivant le niveau de représentation auquel on se place. Si l’on raisonne au niveau du
pixel, l’information contenue dans un pixel ne contient pas d’information spatiale, et celle-ci
doit alors être introduite explicitement. Le contexte spatial considéré est le plus souvent le
voisinage local de chaque point. Une manière simple de le prendre en compte est de définir
la mesure M j

i (x) (voir chapitre 6) en fonction des caractéristiques de x et également de ses

voisins. Si l’on note V(x) le voisinage de x (contenant x), on définira M j
i (x) comme une

fonction du type :

M j
i (x) = Fi[fj(y), y ∈ V(x)], (8.80)

où fj(y) désigne les caractéristiques de y dans la source j. Ce type d’approche peut être vu
comme un problème de filtrage spatial. Dans le cas d’un filtrage linéaire, F s’exprime par
une convolution et le noyau de convolution défini sur V est classiquement une gaussienne ou
une fonction porte. Si le filtrage n’est pas linéaire, de nombreuses solutions sont proposées en
traitement des images [321], dont les plus classiques sont le filtre médian, le filtre sigma ou
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les filtrages morphologiques. Enfin, des techniques plus élaborées procèdent par relaxation,
comme les champs de Markov qui agissent soit au niveau de la mesure (on parle alors de
restauration), soit au niveau de la classification comme on le verra plus loin.

Si l’on raisonne au niveau de primitives (segments, contours, régions) ou au niveau des
objets ou structures de la scène, l’information spatiale locale est implicitement prise en
compte dans la représentation. Si la détection de ces éléments n’est pas précise ou si leur
localisation ne l’est pas (par exemple à cause de l’imperfection du recalage), il est souvent
souhaitable d’introduire cette imprécision spatiale explicitement dans la représentation, avant
la fusion. La dilatation floue est une opération bien adaptée à cette fin [57, 61, 72]. Cela
permet de réduire le conflit au moment de la fusion, et donc de choisir simplement et sans
risque un mode de combinaison conjonctif.

De manière moins locale, les relations spatiales entre primitives constituent une informa-
tion importante sur la structure de la scène [60, 41, 42, 43, 45] et elles peuvent avantageu-
sement être prises en compte dans la fusion, comme source d’informations supplémentaire
[44, 48, 154]. Dans ce cas, le contexte spatial V(x) d’un élément x est un ensemble de primi-
tives ou d’objets dont on connâıt les relations spatiales par rapport à x.

8.4.2 Au niveau de la décision

L’introduction de l’information spatiale au niveau de la décision est la plus facile. La
méthode la plus courante consiste à établir dans un premier temps une règle de rejet (en
fonction de la netteté et du caractère discriminant de la décision) puis à reclasser les éléments
rejetés en fonction de leur contexte spatial. Par exemple, la reclassification peut être faite
suivant la règle suivante (majorité absolue) :

x ∈ Ci si |{y ∈ V(x), y ∈ Ci}| ≥
|V|
2

(8.81)

qui exprime qu’au moins la moitié des éléments du voisinage doit être dans Ci pour classer x
dans Ci. Cette règle ne permet pas toujours d’affecter x à une classe. Une autre règle moins
sévère considère juste la classe la plus représentée dans le voisinage (règle majoritaire) :

x ∈ Ci si |{y ∈ V(x), y ∈ Ci}| = max
k
|{y ∈ V(x), y ∈ Ck}|. (8.82)

Ces règles s’appliquent quel que soit le niveau de représentation des éléments considérés.

Un exemple en classification floue peut être trouvé dans [67], mais la méthode est générale
et peut être appliquée de manière similaire aux autres théories.

8.4.3 Au niveau de la combinaison

L’introduction de l’information spatiale au niveau de la combinaison est plus rare et plus
délicate.

En fusion probabiliste, les champs de Markov offrent un cadre naturel pour cela. Dans
l’expression de la règle de Bayes, c’est dans la probabilité a priori qu’intervient l’hypothèse
markovienne. Cette probabilité est combinée aux probabilités conditionnelles aux classes par
un produit. Cette remarque nous conduit à considérer que l’information spatiale constitue
dans ce modèle une source de données au même titre que les autres.
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C’est l’approche la plus courante, et elle a été appliquée à plusieurs niveaux de représentation.
Au niveau local, du pixel, de nombreux exemples peuvent être trouvés dans la littérature
(par exemple [13, 110]). A un niveau plus structurel, les champs de Markov sont définis
sur des graphes plus généraux que les graphes de pixels (les nœuds sont des primitives ou
même des objets), et l’on trouve des exemples pour la détection de routes dans des images
SAR [335], pour la segmentation d’images IRM du cerveau [156], pour la reconnaissance de
structures du cortex cérébral [229, 228], pour l’interprétation d’images aériennes [249], etc.

Dans les autres théories, il serait également possible de développer des approches simi-
laires, toujours en considérant l’information spatiale comme une source de données supplémentaire.

C’est par exemple le cas des relations spatiales mentionnées plus haut considérées comme
source supplémentaire d’informations : la reconnaissance d’un objet peut résulter de la fusion
d’informations sur cet objet, et d’informations sur les relations qu’il doit avoir par rapport
à d’autres objets. Le cadre des ensembles flous permet à la fois la représentation et la fusion
de telles informations [48].

Citons un autre exemple : dans [177], une fonction de masse est définie pour représenter le
contexte spatial et combinée à des fonctions de masse représentant les informations extraites
des images par la règle de Dempster. Toutefois, peu de travaux existent encore dans ce
domaine, qui mérite certainement d’être développé.

8.4.4 Exemples d’applications

Au niveau de la combinaison : classification markovienne multisource

Nous reprenons ici l’exemple de la fusion des images IRM du cerveau des parties 8.2
et 8.3, pour segmenter le cerveau sain, la pathologie et les ventricules, cette fois par une
approche markovienne. Cette méthode a été développée dans [14, 12, 13].

La régle de Bayes permet de calculer la probabilité a posteriori de chaque classe condi-
tionnellement aux deux images. Le terme de probabilité a priori est modélisé à l’aide d’une
hypothèse markovienne sur l’image des classes et tient lieu de régularisation spatiale. La
probabilité a posteriori s’exprime donc comme le produit de trois termes : deux termes expri-
mant les probabilités des niveaux de gris de chacune des deux images conditionnellement aux
classes (sous l’hypothèse d’indépendance conditionnelle), et un terme exprimant la régularité
spatiale des classes. Le cadre markovien permet d’exprimer le problème d’optimisation du
maximum a posteriori comme la minimisation d’une énergie comprenant :

1. des termes d’attache aux données, dépendant des niveaux de gris dans chaque image,
de coefficients pondérant l’importance de chaque image suivant les classes, et d’une
connaissance a priori sur la position des ventricules dans le cerveau ;

2. un terme de régularisation, sous la forme d’un potentiel de Potts, prenant en compte
les pixels voisins de chaque point.

L’énergie s’écrit donc en chaque point x affecté à la classe Ci dans l’étape courante :

Φ1
i (f1(x)) + Φ2

i (f2(x)) + λ
∑

y∈V(x)
ω(Ci, Cy) (8.83)

où Φ1
i (Φ2

i ) représente le potentiel d’attache aux données caractérisant la classe Ci dans
la première (seconde) image, fonction du niveau de gris f1(x) (f2(x)) au point x dans cette
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image, V(x) représente le voisinage spatial de x, Cy la classe à laquelle est affecté le voisin y à
l’itération courante, et ω(Ci, Cy) représente les contraintes de régularisation entre les classes
Ci et Cy. Le facteur λ permet de pondérer l’influence de la régularisation par rapport à l’at-
tache aux données. Les potentiels d’attache aux données sont déterminés automatiquement
à partir des histogrammes de niveaux de gris, dont les modes significatifs sont sélectionnés
par une approche multiéchelle. Ici la régularisation est simple : elle favorise l’appartenance
à la même classe de points voisins (ω(Ci, Ci) = 0) et défavorise l’appartenance de points
voisins à des classes différentes (ω(Ci, Cy) = 1 si Cy 6= Ci).

Fig. 8.15 – Deux acquisitions IRM du cerveau et résultat de la classification
par fusion markovienne

Les résultats obtenus (voir figure 8.15) montrent l’homogénéité spatiale de la segmenta-
tion obtenue. L’information spatiale introduite dans cet exemple reste relativement locale,
puisqu’elle ne concerne qu’un petit voisinage autour de chaque point.

Au niveau de la modélisation et de la décision : fusion de détecteurs de structures
par la théorie des fonctions de croyance

Dans cet exemple, développé dans [334], l’objectif est d’interpréter une image radar en
fusionnant les résultats de plusieurs détecteurs de structures (routes, relief, villes, etc.). La
fusion est effectuée à un niveau intermédiaire, sur des primitives obtenues par ces détecteurs
(segments ou régions), et donc comportant des informations spatiales.

La figure 8.16 illustre un exemple d’image du radar ERS-1 de la région d’Aix-en-Provence.
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Fig. 8.16 – Image du radar ERS-1 de la région d’Aix-en-Provence

La figure 8.17 montre les résultats de trois des détecteurs appliqués sur cette image.

Fig. 8.17 – Résultats de trois détecteurs : routes, relief et zones homogènes. Les niveaux de
gris indiquent la confiance fournie par chaque détecteur dans le résultat obtenu

Les résultats de ces détecteurs servent de base à une modélisation par des fonctions de
croyance. Cette théorie est particulièrement bien adaptée ici puisqu’elle permet de modéliser
le comportement de chaque détecteur. Ainsi, les détecteurs de routes, de relief, ou encore
de fleuves sont précis pour les objets auxquels ils sont dédiés, mais ne sont pas capables
de distinguer les autres classes. Ainsi, les éléments focaux d’un détecteur de routes sont la
classe « routes » et l’ensemble « non routes » (soit la réunion de toutes les autres classes
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considérées). Au contraire, le détecteur de zones homogènes n’est pas très précis car il utilise
des filtrages sur des fenêtres de taille 9 × 9, ce qui fait disparâıtre les routes traversant des
zones homogènes. Il est alors naturel de prendre pour éléments focaux l’ensemble « routes
∪ zones homogènes » et l’ensemble « non homogène ». C’est un exemple de détecteur pour
lequel aucun élément focal n’est un singleton. Les détecteurs de zones urbaines sont modélisés
de manière similaire. On voit dans cet exemple que ce sont les connaissances sur les détecteurs
et leurs comportements qui permettent d’effectuer la modélisation et le choix des éléments
focaux.

Les fonctions de masse sont ensuite apprises sur les histogrammes des réponses des
différents détecteurs, par minimisation d’une distance entre ces histogrammes et des fonctions
paramétriques trapézöıdales.

La fusion est ensuite effectuée par la règle orthogonale de Dempster non normalisée
(fusion conjonctive) puisque toutes les imprécisions et ambigüıtés sur les détecteurs sont
explicitement prises en compte dans la modélisation. Cela permet de réduire les éléments
focaux à des singletons ou des réunions de deux classes seulement. De plus, il s’agit typique-
ment d’une application où l’on est en monde ouvert : il n’est pas possible de prévoir toutes les
classes qui peuvent apparâıtre dans l’image, et seules celles pour lesquelles des détecteurs ont
été construits peuvent être détectées. La combinaison non normalisée permet de représenter
dans la masse de l’ensemble vide tout ce qui n’est pas prévu.

Enfin, l’étape de décision est effectuée dans un cadre markovien, permettant d’ajouter
une cohérence spatiale entre les différentes régions, donc un niveau supplémentaire d’in-
formation spatiale. Les probabilités pignistiques (voir partie 8.2) permettent de revenir à
des probabilités sur des singletons, qui sont ensuite combinées à un terme de régularisation
spatiale.

Un résultat d’interprétation est illustré figure 8.18.

Au niveau de la modélisation : fusion floue de relations spatiales

Dans ce dernier exemple, les informations spatiales considérées sont des informations
structurelles, portant non plus sur la cohérence locale des classes ou régions, mais sur les
relations entre les objets recherchés. L’application concerne la reconnaissance des structures
internes du cerveau dans des images IRM, guidée par un atlas anatomique [48, 155].

Une coupe extraite du volume 3D de l’atlas est montrée figure 8.19 ; la vue de la coupe
correspondante dans l’acquisition IRM 3D qui doit être traitée est représentée figure 8.20.

La reconnaissance est effectuée de manière progressive, une structure étant détectée à
chaque étape. Chaque étape s’appuie sur les objets obtenus lors des étapes précédentes et
sur des connaissances anatomiques de différentes natures. Les informations de localisation et
de morphologie de cet objet sont apportées par l’atlas et des informations symboliques sur
cet objet sont exprimées relativement à des objets identifiés lors des étapes précédentes. Ces
informations symboliques concernent aussi bien des relations spatiales (ensemblistes, direc-
tionnelles ou de distances) que des informations de constitution (substance grise, substance
blanche ou liquide) ou des connaissances radiométriques relatives au type d’imagerie. Le
cadre des ensembles flous a été choisi pour plusieurs raisons : il permet d’exprimer dans un
formalisme unique des informations de sémantiques variées, nombreuses pour ce problème ;
il permet également de modéliser l’imprécision et l’incertain, ce qui est important dans ce
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Fig. 8.18 – Résultat obtenu sur l’image de la figure 8.16 par fusion de détecteurs de diverses
structures. Les zones les plus claires représentent les zones urbaines. Les traits sombres cor-
respondent aux routes, les traits moins sombres aux zones de relief. Les zones les plus sombres
(avec différents degrés) sont les zones de forêt. Enfin, les zones de gris moyen correspondent
à l’ensemble vide, donc aux zones non reconnues.

domaine en particulier à cause de la variabilité anatomique interindividuelle ; enfin, la fusion
floue qui mène à la reconnaissance peut tirer parti d’un nombre important d’opérateurs qui
permettent de bien modéliser les relations que l’on connâıt entre ces informations.

La modélisation s’effectue en représentant, dans l’espace de l’image, chaque élément d’in-
formation par un ensemble flou. Des zones d’intérêt floues sont ainsi définies pour chaque
type de connaissance et leur fusion permet de focaliser la recherche dans une zone de plus
en plus restreinte. Nous illustrons cette démarche sur l’étape de reconnaissance du noyau
caudé. A cette étape de la procédure de reconnaissance, trois objets anatomiques ont été seg-
mentés : le cerveau et les deux ventricules latéraux. La figure 8.21 illustre la représentation
des connaissances relatives au noyau caudé (information de localisation et de forme ap-
proximative provenant de l’atlas, localisation dans le cerveau et à l’extérieur des ventricules
latéraux, radiométrie et position relative à gauche des ventricules latéraux). La définition
formelle de ces représentations peut être trouvée dans [45, 48].

La reconnaissance de certaines structures utilise des informations de distance, qui sont
également représentées par des ensembles flous dans l’espace de l’image. La figure 8.22 illustre
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noyau caudé droit

putamen droit

ventricule latéral gauche

cerveau

troisième et quatrième
ventricules

Fig. 8.19 – Une coupe de l’atlas représentant les structures que nous cherchons à reconnâıtre
dans l’image

Fig. 8.20 – Une coupe du volume cérébral à reconnâıtre dans un plan proche de celui de
l’atlas de la planche précédente. C’est une image acquise en IRM

ce type de représentation, pour trois types de connaissances.

La fusion des connaissances spatiales est effectuée par un opérateur conjonctif (une t-
norme) afin de réduire la zone d’intérêt au fur et à mesure que de nouvelles connaissances
sont apportées, de façon à focaliser la recherche. Puis ces connaissances spatiales fusionnées
sont combinées aux informations radiométriques par un opérateur de moyenne, réalisant
cette fois un compromis entre ces deux types d’informations. La zone obtenue permet alors
une segmentation très facile (figure 8.23).

La figure 8.24 illustre six objets de l’atlas ainsi que ces mêmes objets reconnus dans
une acquisition IRM. Ils sont correctement segmentés bien que leurs taille, localisation et
morphologie dans l’image diffèrent significativement de celles de l’atlas qui sert de modèle. Il
est notable que les troisième et quatrième ventricules, particulièrement difficiles à segmenter
dans des images IRM, sont ici correctement reconnus et segmentés, grâce à l’utilisation de
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Fig. 8.21 – Informations exprimées dans l’espace de l’image. Le blanc et le noir correspondent
respectivement aux valeurs d’appartenance minimale et maximale. En haut à gauche : in-
formation de localisation et de forme approximative provenant de l’atlas. En haut à droite :
contrainte binaire de localisation exprimant que le noyau caudé se trouve dans le cerveau
(zone de recherche, en noir) et à l’extérieur des ventricules latéraux en blanc. En bas à
gauche : connaissance radiométrique a priori. En bas à droite : relation directionnelle rela-
tive « à gauche des ventricules latéraux ».

relations spatiales par rapport à d’autres structures du cerveau.

8.5 Conclusion

Après ce tour d’horizon des principales méthodes numériques de fusion et de leur uti-
lisation en traitement et interprétation des images, nous résumons ici quelques acquis et
conclusions, ainsi que quelques points qui posent encore des difficultés.

8.5.1 Quelques acquis

Les développements précédents font état d’une grande variété de techniques numériques
utilisées pour la fusion d’informations imprécises et incertaines. Ce foisonnement est dû à la
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Fig. 8.22 – Exemples de représentation de connaissances sur les distances. A gauche : représentations sous
forme d’intervalles flous sur IR+. A droite : représentations spatiales correspondantes. Le putamen a une
distance approximativement constante à la surface du cerveau (en haut), le noyau caudé est à une distance
inférieure à environ D des ventricules latéraux (représentés en blanc) (au milieu), les ventricules latéraux
sont dans le cerveau à une distance plus grande que Dmax/2 environ de la surface du cerveau (en bas). Les
contours des objets recherchés (putamen, noyau caudé et ventricules respectivement) sont montrés en blanc,
et sont bien dans les zones satisfaisant les relations avec un fort degré.

Fig. 8.23 – Résultat de la fusion de toutes les connaissances disponibles sur le noyau caudé
(à gauche) et segmentation de ce noyau (à droite)

variété des tâches qui contribuent à la décision dans un système d’informations multisources.
Les approches probabilistes restent les plus utilisées, surtout parce qu’elles ont donné lieu au
développement d’outils aboutis et d’un grand savoir-faire, résultant d’une longue pratique.
Au niveau de la décision, ces outils se révèlent particulièrement efficaces, alors qu’au niveau
de la modélisation plusieurs aspects restent limités voire criticables. La théorie des ensembles

194



Fig. 8.24 – Résultats de la procédure reconnaissance. Six structures sont représentées :
les ventricules latéraux (gris moyen), les troisième et quatrième ventricules (gris clair),
un noyau caudé et un putamen (gris foncé). A gauche, les structures de l’atlas,
et à droite celles reconnues dans une image IRM 3D.

flous repose sur une modélisation proche de l’intuition. Dans les applications de fusion dans
les domaines traités ici, l’étape de décision reste encore peu formalisée et peu développée. En
revanche, l’étape de combinaison est très riche et permet d’introduire nombre de connais-
sances, de tous types. La théorie des fonctions de croyance offre les outils de modélisation
les plus puissants, permettant simplement et efficacement l’introduction de connaissances,
de l’imprécision et de l’incertitude. La combinaison, telle qu’elle est utilisée en traitement
des images, est restreinte au mode conjonctif.

En fusion numérique pour le traitement d’images, les efforts des dernières années ont
permis d’aboutir à une meilleure compréhension des différentes théories issues d’autres do-
maines telles que les fonctions de croyance et le flou. On sait ainsi maintenant quels sont les
bons cadres d’application de ces théories, leurs atouts et limites dans ces domaines d’appli-
cation, on sait également représenter et modéliser l’information et les données numériques,
symboliques ou structurelles dans chacun des formalismes, et effectuer leur combinaison. De
nombreux développements ont vu le jour, en particulier pour les applications typiques de
classification multisource, de reconnaissance de structures ou d’objets dans les images, de
suivi, de localisation et de planification.

8.5.2 Quelques perspectives

Malgré ces avancées, certains points restent obscurs ou nécessitent plus de développement.

La prise en compte de l’origine des données et des connaissances, ainsi que des relations
entre les sources est encore souvent effectuée de manière supervisée et elle nécessite donc un
peu d’expérience. Une des questions importantes concerne l’indépendance entre les sources
et le conditionnement (en particulier dans le cas de la fusion séquentielle, dans des pro-
cessus dynamiques de mise à jour). Le cadre probabiliste propose des méthodes pour tester
l’indépendance statistique, et ce sont à peu près les seuls outils dont on dispose. Mais ce type
d’indépendance est souvent considéré comme trop contraignant et dans d’autres cadres, tels
que celui de la théorie des fonctions de croyance, on préfère parler d’indépendance cognitive,
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plus reliée à la manière dont les connaissances et les données sont acquises qu’à leur nature
[302, 314]. Dans le choix des opérateurs des théories floues et possibilistes, l’indépendance se
traduit par des propriétés d’idempotence des opérateurs, alors que la dépendance nécessite
le renforcement.

Une question très difficile est celle de la gestion du conflit. Dans la mesure du possible,
on cherchera à identifier les sources du conflit et à les expliciter pour éviter les incohérences
au moment de la décision. En particulier il n’est pas toujours facile de différencier le conflit
de la complémentarité des sources, ni de savoir s’il doit être résolu ou non. Le conflit, que
l’on peut appeler « apparent », est en réalité une forme de complémentarité. Par exemple,
si une source inclut systématiquement la classe B dans la classe A alors qu’une autre source
permet de bien les distinguer, ces deux sources apparaissent en conflit. La reconnaissance de
la complémentarité passe souvent par des connaissances a priori (ou apprises) sur les faibles
possibilités de la première source à distinguer ces deux classes. La résolution de tels conflits
est facile lorsqu’ils ont été bien identifiés. Une deuxième forme de conflit, réel cette fois, vient
d’incohérences entre les sources, dues à leur fiabilité limitée, aux changements survenus dans
la scène entre les acquisitions, ou encore au fait qu’elles ne parlent pas de la même chose.
Ce type de conflit est plus difficile à identifier et à résoudre. Il vaut même mieux parfois
se limiter à le signaler et ne pas tenter de le résoudre car il correspond bien souvent à une
insuffisance fondamentale de nos connaissances sur le problème.

Le choix des méthodes et leur évaluation est aussi crucial que difficile. Là encore, il n’existe
pas de solution générale pour le choix des méthodes adaptées aux types d’informations et de
connaissances manipulées, ainsi qu’aux applications visées. L’évaluation des méthodes peut
être plus ou moins facile suivant que l’on a accès à la vérité ou non. Les essais de comparaison
des approches numériques de fusion, appliquées aux mêmes problèmes, ont souvent donné
des résultats contradictoires, et ont donc échoué. Nous pensons que la raison essentielle est
que chaque problème s’exprime plus facilement dans une théorie que dans une autre, et que
sa résolution par des outils non adaptés nécessite donc des distorsions de ces techniques et
n’a pas beaucoup de sens.

Enfin, dans le cas des applications en traitement d’images, et également pour certaines
applications en robotique, l’introduction d’informations spatiales dans la fusion est un point
important, pour lequel l’ensemble des méthodes existantes pourrait être encore étoffé. En
particulier, les succès récents de la prise en compte d’informations structurelles montrent
l’intérêt de la combinaison d’informations spatiales de différents niveaux.

Nous avons constaté dans les chapitres précédents que chacune des approches est adaptée
à un ensemble limité d’imperfections des informations à fusionner. Il est rare que toutes
les imperfections soient modélisées simultanément et simplement dans une théorie unique.
Ainsi, un champ d’investigations encore ouvert concerne la fusion de méthodes ou l’utilisation
conjointe de différents formalismes complémentaires. De tels travaux sur la combinaison de
méthodes sont prometteurs puisqu’ils visent à exploiter les avantages des différentes théories
pour les faire coopérer. Cette combinaison peut s’appuyer sur les liens qui existent entre les
différentes approches. Par exemple, une probabilité peut être interprétée comme une fonction
de masse particulière, une fonction de croyance dont les élements focaux sont embôıtés peut
s’interpréter comme une distribution de possibilités, une distribution de possibilités peut être
interprétée comme des intervalles de confiance ou comme une famille de probabilités (voir
par exemple [133] pour le détail des liens entre possibilités et probabilités), etc. Ainsi, des
travaux ont déjà été effectués pour combiner l’imprécision représentée par des ensembles flous
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à l’incertitude probabiliste (par exemple [74, 270, 291] dans une approche de classification
markovienne où les classes sont floues), pour combiner les champs de Markov et les fonctions
de croyance [21, 177], ou pour raisonner avec des fonctions de croyance dont les éléments
focaux sont flous [313, 348, 355, 362].
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Chapitre 9

Les systèmes à base de
connaissance en traitement des
images

L’évolution du traitement des images depuis le bas niveau de traitement du signal jus-
qu’à l’interprétation des scènes complexes conduit tout naturellement l’utilisateur à prendre
de plus en plus en compte des connaissances extérieures au simple signal d’image. Cette
évolution amène donc spontanément les techniques de gestion de ces connaissances en contact
du traitement des images [247, 330]. Ce sont les méthodes développées en intelligence arti-
ficielle et qui se sont appelées successivement : systèmes experts, KBS (Knowledge based
systems), systèmes multi-agents, etc.

Ces techniques ont eu une forte influence sur le développement des techniques de traite-
ment des images. Elles ont en particulier alimenté de très importants projets dans le cadre
des programmes européens. Nous nous proposons de voir ici quels sont les enseignements que
l’on peut tirer aujourd’hui de ces approches. Une littérature abondante est présentée plus
loin, mais quelques revues permettent d’aborder le domaine [94, 117].

Les objectifs de ces méthodes sont les suivants :

1. représenter les connaissances de façon déclarative et non procédurale comme dans
les algorithmes les plus classiques du traitement d’images. Exemple de connaissance
déclarative : « Le riz pousse en région chaude et humide. ». Exemple de déclaration
procédurale :
– if signal(i, j) < seuil then {i, j} ∈ Classeroute endif

2. séparer les connaissances en divers types :
– les connaissances factuelles séparées des connaissances opératoires. Exemple de connais-

sance factuelle : « Les nuages d’altitude et la neige ont la même température ».
Exemple de connaissance opératoire : « En imagerie Radar, l’eau se détecte comme
une zone de très faible signal ». Il est parfois délicat de distinguer l’une et l’autre
connaissance et c’est très heureux car alors le passage de la connaissance à la mise
en œuvre est très simple. Mais une donnée peut-être opératoire dans un domaine
(contexte limité, champ étroit d’application) tandis qu’elle ne sera que factuelle
ailleurs. (Par exemple si l’on fait de la surveillance urbaine, la connaissance « Un
chien est un quadrupède » est très rapidement opératoire pour reconnâıtre les chiens,
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tandis qu’elle n’est que factuelle s’il s’agit de faire de l’analyse de scène dans une
ferme ou un zoo).

– les connaissances particulières séparées des connaissances générales. Exemple de
connaissance générale : « Les contours sont portés par les hautes fréquences du
spectre ». Exemple de connaissance particulière : « Les champs de blé se distinguent
des chapms de mäıs par leur texture en imagerie SPOT-5 mais pas en SPOT-1 ». Là
encore, il faut souvent examiner le domaine d’intérêt pour décider si une information
est particulière ou générale.

3. utiliser les mêmes connaissance pour servir des objectifs différents. ainsi. Dans la
référence [214], où l’on se propose de faire de l’expertise de textes anciens, l’asser-
tion : « L’usage de la plume d’oie crée des jambages plus fins que l’usage du calame1 »,
peut être utilisée pour discriminer des styles dans un objectif de datation d’un docu-
ment inconnu (parceque cette assertion sera associée à une autre qui précise que telle
période a utilisé tel instrument), mais aussi pour authentifier l’instrument d’un texte
connu mais d’une période où les deux instruments étaient en concurrence.

4. créer des mécanismes de déduction universels, donc réutilisables. Ainsi, la détection
des contours en imagerie médicale pourra servir pour des organes différents (donc dans
d’autres services d’un hôpital), voire en contrôle de qualité en imagerie industrielle.

5. garder des traces (justificatifs) des déductions obtenues ; il s’agit alors de « justifier »
le raisonnement appliqué, afin, soit de le corriger dans une étape de construction du
système où des règles nouvelles sont nécessaires à la cohérence, soit de mettre en place
des techniques automatiques de gestion de conflit si le système abouti par des voies
différentes à des conclusions incompatibles.

9.1 Un système à base de connaissance en bref

9.1.1 Schéma d’ensemble

Le schéma le plus souvent utilisé est représenté sur la figure 9.1. On y trouve les principales
fonctionnalités :

1. un système d’interfaçage avec l’utilisateur qui permet de fournir les données à trai-
ter pour un problème donné, spécifier les règles particulières, fixer les objectifs d’une
session ;

2. le système de supervision chargé de la gestion globale du système. C’est lui qui fixe en
particulier la stratégie qui sera adoptée en fonction du problème à traiter, qui résoud
des conflits s’ils se présentent et qui évalue l’adéquation de la solution apportée et de
l’objectif proposé pour arréter les traitements. Le système de supervision utilise des
« méta-règles », c’est-à-dire des règles sur les règles, indiquant comment enchâıner
celles-ci pour assurer l’objectif.

3. un moteur d’inférence qui active les règles de traitement, selon un ordre qui dépend
de la statégie adoptée. Ce moteur d’inférence peut s’appeler différemment selon les
contextes, système expert, système multi-agent, communauté d’agents en interaction,
etc.

1le calame est un bambou taillé.
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4. et bien sûr une base de connaissance. Elle contient deux familles différentes de connais-
sances :
– les faits, d’une part, (pour le traiteur d’images on trouvera ici les images, mais aussi

les éléments particuliers du contexte : date et heure de la prise de vue, nom, age et
antécédents du patient dans un suivi médical, etc.),

– les règles, d’autre part, qui indiquent comment ces faits doivent être combinés pour
déduire de nouvelles connaissances.

  dialogue

l’utilisateur
    avec

moteur

d’inférence

superviseur

base de connaissances

base de
règles

base de 
faits

Fig. 9.1 – Les grandes fonctionnalités d’un système à base de connaissances.

Le modèle de système expert le plus utilisé en traitement d’images reprend le schéma
du « tableau noir » (black-board [174]). Le tableau noir est une zone partagée par tous les
opérateurs du système pour lire l’information à traiter et déposer l’information élaborée
au fur et à mesure du fonctionnement du système. L’information affichée sur le tableau
noir est disponible pour toute opération ultérieure. Le tableau noir d’un système expert de
traitement d’images est souvent l’image elle-même, ou du moins une extension de l’image en
de multiples couches, toutes référencées sur l’image, et chacune portant les résultats d’une
famille d’opérateurs ou d’experts appliqués à une zone précise de l’image (cf. fig. 9.2). Cette
assimilation simplifie considérablement la représentation des connaissances dans les SBC de
traitement d’images.

9.1.2 Les ingrédients des systèmes à base de connaissances

De leur origine en intelligence artificielle, les systèmes à base de connaissance en trai-
tement des images ont hérité un outillage très classique. Les entités manipulées sont par
exemple des frames ou des prototypes, entités constituées des composantes élémentaires de
l’image, associées à des attributs et liées par des relations.

prototype = {composantes + attributs + relations}
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Les composantes sont assez généralement :
– des points isolés de l’image,
– des contours,
– des régions.
Les relations sémantiques sont elles aussi issues de l’IA : ”Part-Of”, ”Is-a”, ”Instance-of”

sont les plus classiques. Il est beaucoup plus compliqué de mettre en œuvre des structures
plus complexes pourtant fort utiles en traitement d’images comme les notions de ”partie
cachée”, d’”ombre” de ”représentation multi-échelle”, de ”composante fréquentielle”.

La partie la plus noble du système à base de connaissance est l’étape d’inférence, c’est
à dire de création de faits nouveaux à partir de ceux que l’on connâıt déjà. Les techniques
de raisonnement étaient initialement issues de la logique des prédicats (If ... then ...). mais
ces outils qui n’admettent que des implications logiques rigoureuses sont trop limitées en
traitement des images. La nécessité de faire appel à des techniques plus complètes de gestion
de l’incertain, prenant en compte l’incertitude et l’imprécision des données, ainsi que les ex-
ceptions dans les règles de déduction ont poussé à l’emploi de techniques plus élaborées [230].
Les règles de probabilité sont naturellement les plus utilisées, et l’inférence bayésienne avec sa
rigueur déductive est un excellent candidat pour le maintien de la cohérence. Les probabilités
ont conduit à des extensions fort utiles comme les réseaux bayésiens [204]. Malheureusement
c’est un candidat exigeant (il faut connaitre les probabilités jointes ou conditionnelles, ce
qui n’est généralement pas le cas) ; c’est également un candidat limité car il gère mal la
dualité incertitude/ignorance. Tout naturellement des techniques différentes de gestion de
l’incertain ont été utilisées dans les SBC : ensembles flous, puis théorie des croyances, mais
aussi gestion ad’hoc comme dans [323]. Ces techniques sont largement expliquées dans les
premiers chapitres de ce cours.

Néanmoins toutes ces techniques sont avant tout des méthodes de « déduction » et s’op-
posent ainsi au raisonnement humain qui utilise spontanément des techniques « d’induction »
qui permettent véritablement d’innover dans la déduction. un gros effort restent à faire pour
doter les systèmes experts de techniques qui innovent véritablement.

Enfin le contrôle du système est aussi un point très discriminant des divers systèmes à
base de connaissance. Les systèmes les plus récents proposent des techniques de contrôle
réparti, c’est à dire où les divers experts disposent d’un certain libre-arbitre et ne partagent
pas un but commun. C’est de la conjugaison des objectifs propres de chaque expert que la
solution finale résulte, et son adéquation à notre intention découle d’un choix judicieusement
fait des intérêts des experts. Ainsi ces systèmes multi-agents que l’on dit «en interaction »
parce qu’ils peuvent souvent collaborer (par exemple un suiveur de ligne exploitera le résultat
d’un détecteur de contours) mais aussi travailler en compétition (par exemple on tentera une
segmentation par zone et une segmentation par contours et on gardera le meilleur des deux
résultats) [150]. Dans les solutions plus classiques, un système de supervision enchâıne les
tâches des experts en fonction des objectifs et des résultats déjà obtenus. On distingue alors
des grandes familles de systèmes qui se partagent en :

– les systèmes guidés par les données, qui assemblent par exemple des morceaux de
contours pour former des lignes, puis des lignes pour former des objets, puis etc. jusqu’à
retrouver un objet connu. Clairement un tel système est aisé à programmer mais laisse
assez incertain sur l’objet de ses découvertes.

– les systèmes guidés par les buts, qui partent de l’hypothèse du résultat et recherchent
récursivement les étapes antérieures nécessaires à la présence de cette hypothèse.
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  expert

  expert

expert

superviseur

  expert

contours
  expert

fusion

textures

  expert

Fig. 9.2 – Le tableau noir est le lieu où sont affichés les résultats du moteur obtenus par
la mise en œuvre des règles. Ces résultats sont à la disposition des autres experts pour des
utilisations ultérieures. ici le système expert est figuré comme un système multi-experts,
chacun travaillant en parallèle des autres.

Ces derniers systèmes sont bien adaptés à résoudre des tâches précises (détecter un objet
précis dans une scène, détecter une pathologie donnée en imagerie médicale), ils sont moins
bien adaptés à répondre à des tâches ouvertes(détecter des incidents sur un quai de métro,
construire une analyse de scène). Expérimentalement les systèmes comportent souvent des
étapes guidées par les données et des étapes guidées par les buts.

9.2 La structure d’un SBC pour la vision

Le prototype d’un tel système est bien représenté par le système VISION de Hanson et
Rieseman [173]. Un schéma assez semblable est repris par de nombreux autres systèmes.

Le processus de traitement est séparé en niveaux (cf. figure 9.3) : classiquement un haut
niveau (niveau 3) qui contient les descriptions symboliques et les objets reconnus, puis un
niveau intermédiaire (niveau 2) qui contient des régions, des lignes, des formes, enfin le bas
niveau (niveau 1) qui contient les images et leurs pixels. Des opérateurs utilisent des données
du niveau n−1 pour créer l’information du niveau n. En sens inverse des requètes sont faites
par le niveau n au niveau n− 1 pour accomplir un certain nombre de tâches nécessaires à sa
prise de décision. En permanence, des processus fonctionnent également au sein de chaque
niveau pour organiser et ordonner l’information.

9.2.1 Réseaux sémantiques

L’un des outils les plus employés pour raisonner dans l’univers du traitement des images
est les réseaux sémantiques qui dressent des structures relationnelles entre les divers types
d’objets que l’on rencontre dans la scène et entre leurs constituants.

Un réseau sémantique est constitué d’un ensemble d’objets (frames ou prototypes) qui

203



Description symbolique 
des objets et des scènes

Description symbolique 
des régions, des formes et
des lignes

Niveau 2

Niveau 1

Niveau 3

Image, pixels, données

Segmentation

Extraction

focalisation

fusion
hypothèses

mise en correspondance

organisation perceptuelle

resegmentation

redétection

inférence

déduction

organisation

division

stéréo

mouvement

groupement

Fig. 9.3 – Schéma de principe d’un système à base de connaissances. Cette représentation
est inspirée de VISION.

portent la sémantique de la scène (voir figure 9.4). Chaque objet a des entrées (généralement
nourries par d’autres objets) il associe ces entrées au moyen d’un opérateur plus ou moins
élaboré (cela va de la formule logique la plus simple à des opérations complexes comme
peuvent le faire les agents). Le résultat de cette opération est ensuite transmis pour les
autres objets qui s’en servent autant que de besoin.

contours longs contours courts

image brute

contour fin

lignes parallèles

polygones

coins

rectangles courts rectangles longs

détection de champs

maisons

routes champs

dètecteur de Deriche détection de coins

détection de polygones

détection de parallèles

suivi de contour

détection de rectangles

détection de routes
détection de maisons

Fig. 9.4 – Exemple de réseau sémantique pour l’analyse d’images aériennes. Les objets
élémentaires sont des opérateurs classiques de traitement des images, les ”prototypes” sont
des éléments plus ou moins aboutis de l’interprétation de la scène.

Lorsque l’on est dirigé par les buts, on recherche les chemins permettant de passer de
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l’information disponible (initialement l’image brute) aux buts (par exemple détecter des
maisons). Une évaluation des divers chemins permet de proposer la stratégie du système
expert (c’est-à-dire l’enchainement des règles à appliquer), ainsi que des solutions de rechange
en cas d’échec.

Lorsqu’on est poussé par les données, le réseau sémantique permet de maintenir l’arbo-
rescence des hypothèse et d’éviter les bouclages ou les parcours inutiles.

9.2.2 Réseaux bayésiens

Les réseaux bayésiens sont une structure enrichie des réseaux sémantiques qui remplacent
les relations logiques entre objets par des relations probabilistes qui permettront de les gérer
au sein d’un système de déduction bayésienne [187, 75]. Dans un réseau bayésien, l’entrée E
d’un objet, de valeur e est reliée à la sortie S de valeur s par une probabilité (probabilité
que la sortie S prenne la valeur s sachant que l’entrée E a la valeur e) :

P (S = s|E = e)

Les réseaux bayésiens permettent de calculer les probabilités des diverses objets, aussi bien
de façon ascendante (à partir des prémisses, en appliquant les probabilités ci-dessus) que de
façon descendante (à partir des conclusions) en utilisant les probabilités inverses déduites de
la règle de Bayès :

P (E = e|S = s)

Au cours du fonctionnement du système expert, chaque nouvelle déduction issue de
l’application d’un opérateur a donc pour conséquernce de remettre à jour l’ensemble des
confiances que nous avons dans les autres prototypes déjà détectés.

Le fonctionnement des réseaux sémantiques posent plusieurs problèmes délicats :
– tout d’abord il convient de fournir au système les probabilités jointes, ceci est une

tâche très lourde et délicate car on peut aisément biaiser les probabilités par des choix
erronés.

– d’autre part un réseau sémantique a un comportement naturellement combinatorial
comme nous venons de le voir, ce qui entrâıne des couts inacceptables en temps de
calcul [90].

9.3 Bibliographie thématique commentée

9.3.1 Les grandes familles de systèmes experts pour le traitement d’images

On peut distinguer 3 grandes classes de systèmes à base de connaissance en traitement
d’image, en fonction du type d’expertise qu’ils convoient :

1. les experts d’un domaine technique : Ils disposent d’une bibliothèque de fonctions
de traitement d’images (détection de contours, seuillage, classification, etc.) qui est
mise au service d’une problématique thématique spécifique : l’imagerie sismique (Pi-
tas), l’analyse des radiographies pulmonaires (Angy [323]), l’imagerie cardiaque [323,
258, 274, 6, 343], l’analyse des galaxies, (Système OCAPI [331]) la reconnaissance des
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textes hébreux anciens [213, 212, 214], la surveillance des forêts (Goldberg), les des-
sins industriels ([188] ou Redraw [8] ou Celestin [342] ou Mirabelle [232]). La base
de connaissances porte essentiellement sur le domaine thématique et a été recueilli
auprès d’experts (médecins [66], géologues, linguistes, etc.). Les enchâınements d’algo-
rithmes de traitement des images sont assez figés en fonction des scénarios envisagés,
mais les connaissances spécialisées sont très poussées et conduisent à des conclusions
très proches d’un diagnostic et généralement au delà des compétences d’un traiteur
d’images.

2. Les systèmes d’interprétation de scène : Ils sont spécialisés dans la perception de notre
environnement, c’est à dire dans des tâches qui allient vision et description de scène.
Ils disposent donc d’expertise en géométrie tridimensionnelle, géométrie projective,
description des objets, en particulier pour les univers construits par l’homme, formés
d’objets polyèdriques (vision proche) ou les paysages (imagerie aérienne et satellitaire)
fusion de capteurs, recalage : système Vision de Hanson [174, 173], système Messie
de Giraudon [151, 85, 215, 182, 181], système SPAM de McKeown [239, 238], système
Sigma de Matsuyama [236], système ICARE de Desachy [108, 364]. La thématique n’est
pas très précise de ces systèmes. Les experts d’imagerie aérienne [319, 210, 292] peuvent
par exemple être utilisés pour la cartographie [170, 295] ou pour la surveillance [82] ou
pour la planification de trajectoire. Les connaissances thématiques sont réduites, mais
les connaissances expertes sont celles d’un observateur expérimenté, doué d’une solide
experience de l’observation du type d’image particulier considéré. Il y a également une
bonne base de traitement des images avec descomposantes spécifiques pour les images
multispectrales, pour le Radar et l’imagerie IR.

3. Les systèmes experts de traitement des images : Ces systèmes là sont experts des
opérations de base de traitement d’image [290, 87] : ils connaissent très précisément
comment choisir les seuils de décision en fonction du bruit dans l’image et comment
évaluer ce bruit, comment enchâıner les algorithmes de base, comment sortir des situa-
tions d’échec pour des tâches élémentaires comme la segmentation des images [148] ou
la reconnaissance de textures. Ce sont par exemple les systèmes de Lévine et Nazif (Seg-
mentation par contours et régions [254, 255]), de Lévy-Véhel : Arthur (classification
des textures [242]), LLVE (segmentation, [236]).

9.3.2 Articles généraux sur la gestion des connaissances et leur représentation

Représentation des connaissances et raisonnement : [5, 59, 79, 83, 102, 99, 140, 139, 173,
176, 210, 221, 264, 290, 331, 175, 318, 267, 65, 257, 296, 157].

Raisonnement spatial : [7, 69, 91, 102, 364, 40, 39, 58, 179, 326].

Systèmes multi- agents : [20, 68, 63, 62, 103, 331, 142, 251, 319].

Apprentissage : [76, 237, 331, 73].

9.3.3 Applications thématiques

Imagerie aérienne et satellitale : [76, 151, 181, 182, 210, 215, 236, 238, 239, 86, 85, 108,
143, 293, 170].

Imagerie médicale, biologie : [70, 307, 258, 323, 343, 6, 66].
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Reconnaissance des caractères, traitement des documents : [232, 213, 259, 212, 342, 188,
8].

Vision pour l’industrie, vision en robotique : [20, 69, 221, 331, 251, 222, 157, 292].

Traitement des images : [254, 255, 148, 292]
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76 :59–64, 1948.

[3] J. Aczél. Lectures on Functional Equations and Their Applications. Academic Press,
New York, 1966.

[4] C. E. Alchourrón, P. Gärdenfors, and D. Makinson. On the Logic of Theory Change :
Partial Meet Contraction and Revision Functions. Journal of Symbolic Logic, 50 :510–
530, 1985.

[5] S. Amarel. On representation of problems of reasoning about actions. Machine Intel-
ligence, 3 :131–170, 1968.

[6] M. Anakok, A. Aurengo, H. Tavernier, and L. Marechal. Un système expert pour
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[55] I. Bloch and H. Mâıtre. Fusion de données en traitement d’images : modèles d’infor-
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10 ème Congrès RFIA (Rennes), pages 746–755, 1996.

[100] M. Delgado and S. Moral. On the Concept of Possibility-Probability Consistency.
Fuzzy Sets and Systems, 21(3) :311–318, 1987.

214



[101] S. Dellepiane, G. Venturi, and G. Vernazza. Model Generation and Model Matching
of Real Images by a Fuzzy Approach. Pattern Recognition, 25(2) :115–137, 1992.

[102] Y. Demazeau. Niveaux de représentation pour la vision par ordinateur. PhD thesis,
Inst. Nat. Polytechnique de Grenoble, 1986.

[103] Y. Demazeau and J.P. Müller. Decentralized Artificial Intelligence. Elsevier Science
(North-Holland), 1990.

[104] C. Demko and E. H. Zahzah. Image Understanding using Fuzzy Isomorphism of Fuzzy
Structures. In IEEE Int. Conf. on Fuzzy Systems, pages 1665–1672, Yokohama, Japan,
March 1995.

[105] G. Demoment. Probabilités, modélisation des incertitudes, inférence logique, et traite-
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distribuée. Traitement du Signal, 16(4), 1999.

[112] S. Deveughele and B. Dubuisson. Using Possibility Theory in Perception : An Applica-
tion in Artificial Vision. In Second IEEE International Conference on Fuzzy Systems,
pages 821–826, San Francisco, California, 1993.

[113] B. Bharathi Devi and V. V. S. Sarma. Estimation of Fuzzy Memberships from Histo-
grams. Information Sciences, 35 :43–59, 1985.

[114] V. di Gesu. Mathematical Morphology and Image Analysis : A Fuzzy Approach. In
Workshop on Knowledge-Based Systems and Models of Logical Reasoning, Reasoning,
1988.

[115] V. di Gesu, M. C. Maccarone, and M. Tripiciano. Mathematical Morphology based on
Fuzzy Operators. In R. Lowen and M. Roubens, editors, Fuzzy Logic, pages 477–486.
Kluwer Academic, 1993.
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ultrasonores via la théorie de l’évidence. Traitement du Signal, 14(5) :147–160, 1997.

215



[119] D. Dubois and M.-C. Jaulent. A General Approach to Parameter Evaluation in Fuzzy
Digital Pictures. Pattern Recognition Letters, 6 :251–259, 1987.

[120] D. Dubois and H. Prade. Fuzzy Sets and Systems : Theory and Applications. Academic
Press, New-York, 1980.

[121] D. Dubois and H. Prade. Inverse Operations for Fuzzy Numbers. In E. Sanchez
and M. Gupta, editors, Fuzzy Information, Knowledge Representation and Decision
Analysis, IFAC Symposium, pages 391–396, Marseille, France, July 1983.

[122] D. Dubois and H. Prade. On Distance between Fuzzy Points and their Use for Plausible
Reasoning. In Int. Conf. Systems, Man, and Cybernetics, pages 300–303, 1983.

[123] D. Dubois and H. Prade. Unfair Coins and Necessity Measures : Towards a Possibilistic
Interpretation of Histograms. Fuzzy Sets and Systems, 10(1) :15–20, 1983.

[124] D. Dubois and H. Prade. A Review of Fuzzy Set Aggregation Connectives. Information
Sciences, 36 :85–121, 1985.

[125] D. Dubois and H. Prade. On the Unicity of Dempster Rule of Combination. Interna-
tional Journal of Intelligent Systems, 1 :133–142, 1986.

[126] D. Dubois and H. Prade. Possibility Theory. Plenum Press, New-York, 1988.

[127] D. Dubois and H. Prade. Representation and Combination of Uncertainty with Belief
Functions and Possibility Measures. Computational Intelligence, 4 :244–264, 1988.

[128] D. Dubois and H. Prade. Fuzzy Sets in Approximate Reasoning, Part I : Inference
with Possibility Distributions. Fuzzy Sets and Systems, 40 :143–202, 1991.

[129] D. Dubois and H. Prade. Combination of Information in the Framework of Possibility
Theory. In M. Al Abidi, editor, Data Fusion in Robotics and Machine Intelligence.
Academic Press, 1992.

[130] D. Dubois and H. Prade. A Unifying View of Comparison Indices in a Fuzzy Set-
Theoretic Framework. In R. R. Yager, editor, Fuzzy Sets and Possibility Theory, pages
3–13. Pergamon Press, 1992.
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jun 2001.
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[336] F. Tupin, M. Sigelle, and H. Mâıtre. Definition of a Spatial Entropy and its Use for
Texture Discrimination. In IEEE ICIP’2000, volume I, pages 725–728, Vancouver,
Canada, 2000.

[337] S. Turpin-Dhilly. Adaptation des outils de la morphologie floue à l’analyse de données
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