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Geomeétrie et representation de I'espace

monde = 3D
images = 2D (souvent)

= transformations géomeétriques lors de la formation de I'image
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Geomeétrie projective : intérét

principe de dualité : points et droites sont équivalents

coordonnées homogenes

algebre linéaire

géomeétrie euclidienne comme cas particulier

compréhension de la structure d’ensembles de droites, de rotations...
beaucoup de capteurs font une projection perspective du monde sur un plan

applications en robotique, vision par ordinateur, synthése d’'image...
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Espace projectif

Définitions :
P™ . espace projectif de dimension n

point = représenté par un vecteur de n + 1 coordonnées : x = (1, ...,p+1)*
avec au moins une coordonnée z; non nulle (coordonnées homogenes)

(21, ..., zna1)t €t (y1,...,yna1)t représentent le méme point
< A 75 0,Ve, x; = \y;

point pour lequel x,,+1 = 0 = point a l'infini

Espace projectif = espace quotient :

Pn = (E™T1\ {0})/ ~ avec E"t1 = espace vectoriel de dimension n + 1 et
x~z < 3IN#A0,2 =\

vecteur non nul = droite passant par l'origine de E™*1!
deux vecteurs sont équivalents s’ils définissent la méme droite

point projectif (élément de P™) = classe d’équivalence de vecteurs
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Projection canonique et bases

Projection canonique :

p: EM\{0} — P"

Z — pl@)==x
p n'est pas bijective !

espace vectoriel de dimension n  n vecteurs de base
espace affine de dimension n n + 1 points de base
espace projectif de dimensionn ~ n + 2 points de base

Base projective :
base a;,i = 1..n+ 1 de E**t!
points projectifs associés : m; = p(a;)
ne déterminent pas les coordonnées projectives d’un point  (n + 1 parametres)

= I'ajout d’'un (n + 2)-eme point dans la base m,+2 = p(>_ a;) permet de n’avoir
plus qu’un parametre
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Projection canonique et bases

Exemple : P!

Base canonique

e; = (0...1...0)"

pour: = 1...n + 1, avec un 1 a la i-eme place

ento = (1...1...1)°
Coordonnées d’un point projectif dans la base :

n—+1

r = E ;€4
1=1

Géomeétrie — p.5/18



Compacite

Théoreme : Lespace projectif P™ est topologiqguement equivalent a la sphere unité S™
de R**1! repliée, c’est-a-dire dans laquelle on identifie les points aux antipodes.

x = (21,...,Tnt+1)t pointde S™ si 3 2?2 =1

2 =
x est aussi un point de P™

—x . aux antipodes de x sur la sphere unité mais méme point de P"

Conseéquence : I'espace projectif P™ est compact

Géomeétrie — p.6/18



Droite projective P!

base : e1 = (1,0)%, ea = (0,1)%, e3 = (1,1)?

point: z = x1e; + x2eg avec x1 # 00U z2 # 0

1

OUQ;:ozel—I—egaveCoz:g

e1 = point a I'infini
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Plan projectif P?

point: x = x1e; + x2e2 + x3e3 avec x; non tous nuls

droite d : définie par un triplet de nombres (d1, d2, d3) non tous nuls
x appartientad < dtx =0 < >0 dix; =0

définit aussi 'ensemble des droites qui passent par x

dualité entre point et droite

droite passant par x ety : 2 = ax + By donc Det(z,z,y) =0, et zf(zx Ay) =0 =
droited =z Ay

point d’intersection de deux droites detd’ : d A d’

deux droites s’intersectent toujours

x3 = 0 : droite a l'infini

correspondance affine / projectif : (X1, X2)*/ (X1, X2,1)t ou X1e1 + Xoes + es,
avec Xq = i—; Xo = 22

3
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Espace projectifP?

point: z = 37 | z;e; avec x; non tous nuls

plan 7 : défini par quatre nombres non tous nuls (71, 72, w3, 74)
équation du plan 7tz = 0
dualité entre point et plan

droite de P3 : définie soit a partir de deux points, soit comme intersection de deux
plans

plan a I'infini : obtenu pour z4 =0
tout plan intersecte le plan a 'infini selon une droite a l'infini

affine / projectif : (X1, X2, X3)*/ (X1, X2, X3,1) ou X1e1 + Xoea + Xses + ey,
avec X1 = i—i etc.
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Expression linéaire de problemes geométriques

Conique de P2 :

z'Cx =0
C' = matrice 3 x 3 définie a un facteur non nul pres (5 coefficients indépendants)
Rang de C' = type de la conique (invariant projectif)

Intersection d’'une droite et d’'une conique :
x + ay point de la droite définie par les deux points x et y

ce point appartient a la conique si et seulement si : (z + ay)*C(x + ay) = 0 soit
ztCx + 202t Cy + o?y*Cy = 0 (deux solutions en général)

cas ou le discriminant est nul : la droite est alors tangente a la conique t = Cx

Quadrique de P3 :
' Qxr =0
Intersection d’'une droite et d’'une quadrique :
solution d’une équation du second degré

plan tangent T = Qx
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Applications lineaires : colinéations

H:P™ —P"

linéaire, définie par une matrice (m + 1) x (n + 1), de déterminant non nul, et définie a
un facteur non nul pres

Changement de base : colinéation H inversible (n 4+ 1) x (n + 1)

Géomeétrie — p.11/18



Transformations linéaires

Espace Degrés Forme des transformations Invariants
de liberté | linéaires

P11 P12 P13 Pi4

Projectif 15 Tp = b2l P22 P23 P24 bi-rapport
P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 P44
ail a2 a13 ai4

; a a a a ; ;

Affine 12 Ty = 21 22 23 24 distances relatives le
@31 432 433 434 long de directions,
0 0 0 1 parallélisme
011 012 013 Iz

. o o o t : .

Metrique 7 Ty = 21 22 23 distances relatives, an-

031 032 033 iz gles
0 0 0 1
ri1 ri2 ri3  to
.- T r T t .

Euclidien 6 T = ab T2 T2 My distances absolues
r31  r32 133 1z
0 0 0 1
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Bi-rapport

droite définie par x et y
4 points de la droite = + \;y
bi-rapport :

A1—A3
N — 4

o — )3

A2 —Ag4
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Stratification des transformations linéaires

SN

forme originale

D

transformations
euclidiennes

transformations
métriques

affinités

projections
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Exemples de transformations en coordonnées

homogenes
Translation :
1 0 0 ¢t
0 1 0 ¢ty
0O 0 1 ¢,
0O 0 0 1
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Exemples de transformations en coordonnées
homogenes

Rotation autour de z :

0 0
cos 0 sin 6

—sinf cosf
0 0

o O O =
_— O O O
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Exemples de transformations en coordonnées
homogenes

Homothétie :

o o o
>
o o o
o oo
R o O O
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Exemples de transformations en coordonnées

homogenes

Projection perspective depuis le point (0,0, —f,1)! surle plan z = 0 :

1 0 O O
O 1 0 O
1
0O O 7 0
Application linéaire :
P — P
v 1 0 0 0 * a:
y — 0 1 0 0 Y=
z 1 z 2
; 0O O 7 0 ; 7
Coordonnées affines :
x =% X, oY

(non linéaire)
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Exemple : projet Infomagic

Plan image - Ortho-image : retrouver les trajectoires
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Exemple : projet Infomagic

Ortho-image de référence et mise a jour (rond-point) a partir des informations d’'une
cameéra

bk .l‘ﬁ




Exemple : projet Infomagic

Applications :

extraction d’'informations 3D
calibrage automatique

détection et suivi d’objets (voitures, piétons...)

reconnaissance de véhicules
requétes 3D
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Représentations des rotations d&’

Angles d’Euler :

Z)
Y
B y
!
e
X
cosycos3 —cosvysinf@sina —sinycosa — cos~ysin(cosa + sin-ysin«
R = sinycos3 —sinvysinfZsina + cosycosa —sin<ysincosa — cosysin «
sin (3 cos 3 sin « cos B cos o

Inversement, soit u = \/Rfl + R3,

siu # 0 alors: cosa = R33/u, cos 3 = u et cosy = R11/u,

siu = 0 alors 8 = +7/2 = seulement o + 7.
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Représentations des rotations d&’

Représentation canonique :
Z)

H = C 0 —a el = —.
n!
—-b a 0 n=0

e’ = matrice de rotation d’axe @ = (a, b, c)t et d’angle 6 = ||| [27].
Theoreme de Rodriguez :

sin0H+ 1 —COSQHQ

R=el =T+
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Représentations des rotations d&’

Représentation canonique :

—c? — b2 ab ac
H? = ab —c? — a2 be
ac bc —a? — b2
0 —c b
H?>=—(a?4+b>+c*)| ¢ 0 —a |=-6°H
—b a 0
H4 — —92H2
H° = 0*H

H?™ = (-1)""'¢°""*H” pourn > 1

H?" T = (—1)"¢?"H pourn > 0

o0 92n—|—1 o0 92n

sin f = Z(—l)n n! cos ) = Z(—l)"—

|
n=0 n=0 n:
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Représentations des rotations d&’

Quaternions :

q=(q1,92,93,q4)" = (5,0)

s = partie réelle, v = partie imaginaire

Produit: g x ¢’ = (ss’ —v-v',sv" + v+ v A V)
Conjugué : g = (s, —v)

Norme : |g|* =@ x ¢ = ¢ x ¢ = (s* +|[v]|*,0) = (|l¢/|*, 0)

|

[ x q'| = lallq
Représentation d’'une rotation d’axe « et d’angle 6 : (s,v) et (—s, —v) avec :

0 .0

820085 v =sin —u

Relation d’équivalence : R(q,q’) < g = —¢’
Q1 = ensemble des quaternions de norme 1

R?2 estisomorphe @ Q; /R
R3 est isomorphe a P3
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Représentations des rotations d&’

Quaternions :
Rr=qxxXxq
Soit ¢ = (s,v), avecv = (I, m,n)t etl? + m? +n? + s2 = 1.

gxxxq = (s,v)%x(0,x) X (s,—v)=(—v-z,8¢x+vAzx)X (s —0)
= (—sv-z+v-(szc+vAzx)+(sc+vAz)A(—v))
= (0,2(v-xz)v+ (s* — vz + 250 A )

R = 244 (s> —v)I+2sV
s2 +12 —m? —n? 2(lm — sn) 2(In 4+ sm)
= 2(Im + sn) s2 — 12 +m? —n? 2(mn — sl)
2(In — sm) 2(mn + sl) s2 — 12 —m? 4+ n?
avec .

(lv, mv, nv)

<

I
~~
glzo
o 1.3
N~

N

I
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Application des quaternions au recalage rigide

Minimisation de £ = >0, ||lz; — (r(y:) + t)||?

n
E = ) |zi—gxy xq?
1=1

n

= > |z — g xyi x gl
1=1
n

= ) |mixq—gxy; xqxq
=1

n n
= D |zixqg—gxyl’ =) q¢'AlAyq
i=1 i=1
La rotation optimale s’obtient en calculant les valeurs propres de la matrice A :
n
A=) AlA;
i=1

Solution du probleme de minimisation aux moindres carrés = quaternion qui est le
vecteur propre de norme 1 correspondant a la plus petite valeur propre de A
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