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Chapitre 1

La vision et la perception humaines

Chapitre rédigé par Franci<8MITT

1.1 Anatomie du syséme visuel humain

111 VLeocalil

L'ceil est le récepteur de la vision [LeGrand, 1956, Piregin€rouzy, 1972]. Il recoit les rayons lumineux, en
forme une image et transmet celle-ci au cerveau par le néduay cf. figure 1.1.

L'image est formée a partir du cristallin qui joue le r@leine lentille de focale variable, sur la rétine, couche
photosensible qui tapisse le fond de I'ceil (surface a péa pphérique). Liris contrdle le diametre de la pugill
comme un diaphragme automatique contrdlant I'énergieaant sur la rétine. Les muscles oculomoteurs assurent
I'orientation de I'eeil et la convergence des deux yeux supdet d’'intérét. Convergence et focalisation sont
généralement couplées dans la vision réflexe.

iris
cristalin J il batonnets

Q°

cones

rétine nerf
cornée optique

FIG. 1.1 — Schéma de I'eeil humain et photographie du fond deting’

Le champ visuel n’est pas circulaire, il est de @i coté temporal, de 8@u cdté nasal, de 3@t 87 vers le
haut et vers le bas.

La rétine est le transducteur qui transforme le signalgpgtien signaux €lectriques. La surface de la rétine est
tres hétérogene, aussi bien en nature de réceptetans densité, cf. figure 1.1. Cette hétérogénéité mtrandes
zones difféerentes d'assumer des fonctions complémestai

Le centre de la rétine assure la vision colorée et la vidiesdétails a fort niveau d’éclairement (vision pho-
topique). Le pourtour assure la vision achromatique ddaiiveau de lumiere (vision scotopique), la vision des

11



12 CHAPITRE 1. VISION ET PERCEPTION

mouvements rapides, la perception globale des scénesisida achromatique a faible niveau de lumiere (vision
scotopique). L'acuité visuelle est maximale sur la foy&gane de la rétine correspondant a I'axe du regard). La
zone d’'ou part le nerf optique ne capte pas la lumiére éslteappelée tache aveugle).

La rétine est constituée de nombreux types de cellulegenses : les cellules photo-réceptrices (cdnes et
batonnets), les cellules bipolaires, ganglionnaires etcaimes. Ces cellules constituent 2 voies croisées : ka voi
directe et la voie indirecte, interconnectées de faconpiexe. Dans la fovéa, la rétine adopte un schéma beaucou
plus simple : il N’y a que des cones (et pas de batonnets)guehcdne n’est connecté qu’a une cellule bipolaire
elle méme connectée a une seule cellule ganglionnaire.

L'acuité visuelle baisse régulierement lorsqu’onaigne de la fovéa.

Les cones sont principalement concentrés dans la fadéaredensité décroit tres rapidement vers le pourtour
de I'ceil. lls sont au nombre de 6 a 7 millions. Dans la fouéasont tres petits (de 1 & 2 microns) et trés serrés
(entre 2 et 10 microns). Les cbnes sont peu sensibles, maisi@me fibre nerveuse ne regroupe qu’un tout petit
nombre de cdnes, assurant une bonne discrimination argubans toutes les opérations de traitement d’image,
on considére que I'image est observée en vision par Ieesd.a vision chromatique est assurée par 3 types de
cbnes dont la sensibilité differe selon le type de pighagrils contiennent. Ces cdnes sont appelés L, M et S en
fonction des longueurs d’ondes auxquels ils ont leur picatesibilité : L=Longautour du jaune vert (585 nm),
M= Middle autour du vert (550 nm) et Shortautour du bleu (430 nm).

Les batonnets sont au contraire plus densément losaigéune couronne centrée & 2i& la fovéa environ.
Leur densité est nulle a la fovéa mais demeure tres trtere a plus de 8ade celle-ci. lls sont trées nombreux
(de 80 a 150 millions), d’un diametre moyen de 3 micrors.olit une tres bonne réponse temporelle (c’est en
périphérie de I'ceil que passent les étoiles filantesg, wés bonne sensibilité (ils assurent la vision nocturne
scotopique). lls ont tous la méme réponse spectraley@ps indépendante de la longueur d’ondéd (nuit tous
les chats sont gris.).

1.1.2 Lesvoies optiques

Elles sont constituées de I'ensemble des cellules neegeysi partent de la rétine et aboutissent au cortex
visuel primaire.

Le nerf optique tout d’abord part de I'ceil et aboutit au chiaoptique, une structure ou se croise une partie et
se mélange une autre partie des fibres des nerfs optiquesischacun des yeux.

Sorties du chiasma optique les fibres se distribuent sastleeFubercule Quadrijumeau Antérieur soit vers le
Corps Genouillé Latéral puis ensuite vers les aires dte@dMisuel Primaire situées a I'arriere des lobes odaipi.

(...a compéter ...)

1.1.3 Les aires suprieures de la vision

(...a compeéter...)

1.2 Comment percevons nous les images ?

Ce n’est pas en général le genre de question que I'on sdqsgie I'on est face a un écran de télévision ou
de cinéma ou lorsque I'on est plongé dans des bandes @esslre systeme visuel fournit déja a notre cerveau une
guantité d’'information suffisamment grande a traiterquion ne se pose pas encore le probleme supplémentaire
de savoir comment tout cela fonctionne. Ca marche et cahranéme bien; merci dame Nature! Ce type de
préoccupation est en fait laissé au soin de diversescespge coupeur de cheveux en quatre : psychologues,
physiologistes et autres individus comme ces ingénieuirsgjtent des images.



1.2. COMMENT PERCEVONS NOUS LES IMAGES ? 13

Sachant que I'image est un des supports physiques les plilégiés pour transmettre un message a notre
cerveau, interrogeons-nous donc sur la maniere dont ceage®st transmis, décodé et synthétisé par le systeme
nerveux. C'est une question extremement complexe qut eiesore que tres partiellement élucidée et qu’on va
essayer de débroussailler grossierement. Les divees tfjapproche du phénomeéne de vision sont comparés dans
[Gordon, 1998]. Il n'est pas question de faire ici un largertd’horizon de I'état de nos connaissances sur le
comportement du systeme visuel face a I'information enne dans les images. Tout au plus allons-nous essayer
de donner une vague vue synthétique qui n'évitera natumeint pas I'écueil d’'une schématisation excessive. Le
but, en fait, est de sensibiliser le lecteur sur le phénmrde la perception visuelle. Nous espérons que nous
aurons ainsi I'occasion de lui procurer quelques sujetssteadtion et de réflexion. Il pourra également se &fér
a [Gregory, 1966], [Cornsweet, 1973], [Murch, 1973] oulf@eette et Friedman, 1975].

On peut distinguer dans le traitement de l'informatioimage » par notre systeme visuel deux procédures
distinctes : une qui correspondrait a un comportemenifp@ssysteme et I'autre a un comportement actif. Nous
allons voir successivement a quoi correspondent ces dguects, sans cependant insister trop sur le premier qui
est un tantinet technique et qui pourrait par la paraitrpeu trop rébarbatif.

1.2.1 Comportement passif du sygime visuel

C’est ce comportement qu’étudient essentiellement Igsiplogistes et les ingénieurs qui mettent au point de
nouveaux systemes de traitement d’'image. Ces derniessmeages ont besoin de bien connaitre les propriétés
statiques et dynamiques du systeme visuel pour pouvoatadan fonction de ces contraintes, les caractérissique
physiques de 'image comme sa dimension, sa résolutidonsaosité, son contraste... L'étude de ces propsiété
se fait par des expériences de psychophysique : un indplalé dans des conditions d’observation parfaitement
spécifiques regarde un signal donné, appelé stimulusgo prendre des formes trés diverses suivant la nature
du phénomeéne étudié. Le probleme est de relier lesdgians physiques de ce stimulus aux grandeurs perceptives
de la réponse qu'il engendre chez 'observateur. Dansaéquie on distingue deux types d’expériences : celles de
détection et celles de perception. La réponse du systisuel est en effet différente suivant que I'on met en jeu
de petites ou de grandes variations du signal. Lorsqueseeillgont faibles, I'important est de savoir si elles sont
au-dessus ou en-dessous du seuil de détection du sysisumed Y'observateur aura par conséquent vu ou non
la variation du signal et pourra donner une réponse asgeztiie sans trop se créer d’'angoisses métaphysiques.
Dans les expériences de perception ou les variationgdalssont trés grandes, le probleme est plus délicat.

FiG. 1.2 — La perception des differentes gradations d’unelézlde gris dépend du niveau lumineux du fond.

lllustrons cela par un exemple et demandez-vous commestpracéderiez pour fabriquer une échelle de gris
d’une dizaine de tons allant du blanc au noir et dont les&darluminosité vous paraitraient le plus homogéne pos-
sible, d'un point de vue perceptif bien slir. Vous vous apatiez alors que cet exercice vous demande des processus
intellectuels beaucoup plus élaborés que celui de fourme réponse a la simple questionu ou pas vu 2. Il
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vous faudra entre autres définir un critere de jugementaus permettra apres entrainement de mieux sélectionne
vos gris. Cela souligne I'aspect plus subjectif de telbgséeiences de perception comparées a celles permettant
de mesurer les seuils de détection. La figure 1.2 montrg8mance des conditions selon lesquelles on opére et
gu'il est nécessaire de bien controler : en changeanniaiosité du fond on modifie sérieusement la sensation que
procure une échelle de gris déterminée. Le comportepassif du systeme visuel s’explique globalement par le
fait que c’est essentiellement un systéeme biophysiquepB&gpriétés découlent des caractéristiques de satistey

a commencer par I'ceil et la rétine, pour finir avec 'immersmplexité de ses connexions nerveuses (cf. section
1.1.2). Ce comportement peut donner lieu a quelques phénes particulierement démonstratifs comme ceux des
figures 1.2 a 1.5, diis aux interactions spatiales entr&fgens de I'image ayant des luminosités différentess C
exemples indiquent a quel point I'informatienmage» une fois prise en charge par le systeme visuel peut étre
rapidement transformée et déformée. indexcontrastel&né

FiG. 1.3 — Phénoménes dus aux interactions spatiales deregé.

En haut & gauche une bande de Mach (c’est a dire un renfergdotal du contraste) apparait a la fin d’'une
variation spatiale continue de la luminance et est plusectgiie le fond blanc sur lequel elle se situe.

En haut a droite, le contraste simultané est un exempésiclae de I'interaction de la couleur d’'un fond sur celle
d’'un médaillon : les neufs petits carrés ont le méme niva&agris.

En bas, le centre des croisements de la grille blanche d’Bienparait plus sombre excepté celui que I'on fixe du
regard : la partie centrale de la rétine ne traite pas I'iendg/la méme maniére que sa partie périphérique.

A la figure 1.2 les plages dans I'échelle de gris ne sont pegipe comme uniformes alors qu’elles le sont
physiquement.Les trois phénomeénes de la figure 1.3, émtueur origine aux niveaux des interconnexions ner-
veuses des cellules rétiniennes qui effectuent un \@eiidtrage linéaire. Mais dés qu'intervient un contodes
phénoménes non linéaires (figure 1.4) peuvent se predu@s contours dans certains cas peuvent procurer des
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FiG. 1.4 — Phénomenes dus aux interactions spatiales dm&sgléA gauche, la seule adjonction d’'un contour au

milieu de la barre grise au motif du haut permet d’obtenir enaontraste simultané (motif du bas)droite, dans
I'illusion de Titchener les deux cercles centraux sont dietagale.
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=

FiG. 1.5 — Phénomenes dus aux interactions spatiales damgéd. Les contours vrais ou faux (a gauche) jouent
par leur orientation un role primordial dans certainstsftdes diagonales dans l'illusion de Zdllner (au centre)
sont paralléles et la spirale de Snearl (a droite) n'eshée... que de cercles concentriques.

résultats assez spectaculaires sur la figure 1.5. Leuicakiph n’est pas aussi claire que dans le cas de la figure
1.3 a gauche, mais se situerait cependant au niveau deitdust neurophysiologique des voies visuelles ou des
cellules extremement spécialisées dans le traitenmentdntours ont été découvertes. Mais il existe dedalhss
notamment sur la dimension des formes (figure 1.4 a drgp®)r lesquelles on n'est plus en mesure de don-
ner une explication d’ordre neurophysiologique. Ellesrespondraient a des processus mentaux beaucoup plus
complexes. Le systéme visuel ne jouerait déja plus damss un rdle aussi passif.

1.2.2 Comportement actif du systme visuel

Le rdle actif du systeme visuel se situe essentiellememtiv'eau des aires supérieures du cerveau ou l'infor-
mation image arrive apres toute une série de transfoomat de codages que nous n’avons fait qu’entrevoir. La,
I'information y est rassemblée et synthétisée par désaifpns mentales trés nombreuses mais encore incannues
Regardez le trapeze éléementaire de la figure 1.7-A. StigZontexte spatial ou on le place (B ou C) on en modifie
radicalement la perception puisqu’on aura tendance aiteeuagosition debout ou allongée.

La présence d’éléments de perspective ou de gradientxtige donne en effet de fortes indications sur les
distances relatives des objets et permet a I'observatemni€ux structurer 'espace qu'il regarde. Vous constatere
ainsi que les déformations planes dans la figure 1.8 soriefiremt interprétées comme un volume caché sous
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Checker-shadow lllusion:
The squares marked A and B
are the same shade of gray.

Edward H. Adelsan

FiG. 1.6 — Dans cet échiquier, les deux carrés marqués A et BRonéme niveau de gris. Plusieurs phénomenes
se conjuguent pour renforcer cette illusion. certaineweht de processus de contraste simultané, d'autres de
phénoménes d’interprétation de la sc&aeE. H. Adelson.

FiG. 1.7 — La perception des formes est modifiée selon le cangpatial ou elle est située.

un damier régulier. Ces indications peuvent aussi agidesrmécanismes mentaux particuliers comme celui de
la constance de la taille et provoquer de fortes illusioea@ngétriques comme la figure 1.9. On y vérifie pourtant
que les trois motifs sont absolument identiques et que p@séruent les images rétiniennes qu'ils forment ont la
méme taille.

Ces exemples soulignent le caractere actif avec lequeadrieeau reconstruit I'information image mais n’in-
diquent pas la maniére avec laquelle il procéde pour ygrarn\Comment faisons-nous pour reconnaitre les formes,
analyser les scénes ? Actuellement ces questions n’oetjgase trouvé de réponses satisfaisantes.

Quelques approches par le biais de la théorie de I'infdonaint été tentées, mais semblent étre restées
jusqu’ici stériles. En fait une constatation toute simpé&met de montrer combien il est difficile d'attaquer le
probléme de cette maniére. La photographie 1.10 a ganlekerien d’autre que le positif de la photo de l'auteur,
dont la figure de droite est le négatif. Or, il est extrémetwifficile de reconnaitre une personne sur un négatif
sans un entrainement préalable. Et cependant la gqaaititormation contenue dans un positif ou un négatif est
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FiG. 1.9 — lllusion géométrique sur la taille provoquée papérspective.

la méme.

L'approche adoptée par les gestaltistes ([Wertheimet]L6u [Gordon, 1998] chapitre 3), tres difféerente, a
donné de meilleurs résultats. Pour eux, la perceptiosigegs, des objets ne s’expliquerait pas par un processus
de concaténation ou de sommation en série de leursetiffés parties. lis seraient percus comme un tout. Regardez
les 3 segments de la figure 1.11. Lorsqu'ils finissent parmerogher suffisamment pour se rejoindre, ils forment
une figure triangulaire que I'on percoit en soi plutdt qoeene le résultat de ce rapprochement. Cette construction
suivrait un certain nombre de lois indiquées a la figur@ 1Ces lois poussent a croire qu'il existerait une sorte de
principe de simplicité qui dirigerait le cerveau et lui pesttrait de limiter au maximum ses efforts pour reconstruir
l'information. C’est une idée un peu naive, mais prenazexample le cas des surfaces subjectives de la figure
1.13. Le triangle blanc a droite n’a pas de contour réelamti on le percoit tres vivement. |l parait méme étresp
lumineux que le fond. Or, qu’y a-t-il dans cette image ? Tavigles et trois disques tronqués. Ces formes paraissent
incomplétes au cerveau. Il lui suffit alors de faire I'hyipege supplémentaire de la présence d’un triangle blanc
recouvrant ces formes pour que l'image s’organise plus|siment.

FiG. 1.10 — Positif et négatif de la photo de I'auteur. Vous pEruvérifier.
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FiG. 1.11 — Le triangle est percu comme une unité graphiqueien s

Vous constatez que le cerveau ne se contente pas de pegpevaie qui existe dans le signal. Il n’hésite pas a
le compléter si cela I'arrange, c’est-a-dire si cela leiimpet de faire son travail de synthése a moindre frais.u@e q
le cerveau rajoute au signal pour effectuer ces opérationstructives dépend bien sir de 'image mais aussi de
la mémoire. Plus la mémoire pourra apporter d’élémsigsificatifs pour comprendre I'image regardée et moins
vous aurez besoin de signal pour percevoir I'informatides€vrai pour la lecture. Lorsque vous appreniez a lire
vous étiez obligé de détailler chaque caractére. Maizt ceux-ci défilent a toute vitesse devant vos yeux.

Il est des cas ou le cerveau peut construire pour une imageegglusieurs solutions distinctes. Ces solutions
s’excluent mutuellement car on ne percoit que I'une des @éle passage de I'une a I'autre demande un important
effortintellectuel. La figure 1.14 est un exemple céladgees figures ambigués. Certains reconnaitront undevieil
femme et d’autres une jeune femme fort élégante. Pourgliast difficile de répondre. Peut-étre les amoureux
verront plus facilement la jeune femme alors que les madetentés par leur belle-mére verront plutdt la plus
agée. De nombreux facteurs psychologiques intervigneela mémoire joue encore ici un role prépondérant
surtout si on la stimule sélectivement, par exemple en kexxantant au préalable des histoires de vieilles rorebier
ou au contraire des histoires de belles romantiques.

Inversement avec les images en fausse perspective de la figlB a gauche, le cerveau ne parvient pas a
construire de solution cohérente ce qui provoque mémeerriaine géne mentald.la photo 1.15, a droite, cette
géne diminue et méme disparait. Car il faut réflechismmapercevoir que les escaliers de cette maison sont d’'un
genre spécial. C'est le caractére réaliste de la phapige avec ses multitudes de petits détails qui permet au
cerveau de s'affranchir de cette construction impossible.

Nous terminerons en signalant que le role actif du systeisieel se manifeste aussi au niveau de I'analyse
physique de I'image, c'est-a-dire dans la maniére avqudle vous la regardez. Peut-étre n’en avez-vous pas
vraiment conscience, mais vos yeux bougent beaucoup etipgsonte comment. Yarbus a enregistré leurs mou-
vements [Kolers, 1972]. La figure 1.16 en haut montre comrdans une premiere étape I'axe visuel du regard
balaye I'image en suivant tres approximativement lesamanstprincipaux. Puis dans une deuxieme phase, le regard
se stabilise sur des points particuliers ou I'informagishtres importante comme les yeux et la bouche d’'un visage
ou tout autre détail inhabituel. Mais ce qui est partierdiment intéressant c’est de savoir que ce typeleeture»
varie énormément suivant les préoccupations de I'alageur.

Sur la figure 1.16 en bas ont été enregistrées difféesdattures de la photographie figurant en haut a gauche
et faites par un méme individu. On a simplement posé a oaetaine question précise correspondant a la scéne
représentée par cette photographie en lui demandanépgyndre apres quelques secondes d’observation. On peut
remarquer alors qu'’il va chercher I'information la oueeélst la plus significative pour résoudre son probleme.
Enfin, que tout cela ne vous tourmente pas. Dans deux minotssaurez complétement oublié que votre systeme
visuel joue un rdle passif ou actif et vous continuerezgarder autour de vous comme si de rien n’était.
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FiG. 1.12 — Lois de la perception (d’apres les gestaltistes).

En haut & gauche - lois de similitude : on regroupe les zoyestales caractéristiques similaires.

En haut a droite - loi de continuité : au lieu de percevoioBifes codte a cote, on préfere voir une ligne courbe et
une ligne rectangulaire superposée.

Au centre - loi de proximité : on percoit plutdt 5 triplete 3 points que 3 lignes de 5 points.

En bas a gauche - loi de fermeture : on percoit deux fornrezdes se touchant en un point plutdt que deux courbes
quelconques se croisant.

En bas a droite - le fait qu'on percoive deux trames deesaimibriquées, plutdt que la simple juxtaposition de
I'éléement indiqué en noir est une conséquence de css loi

FiG. 1.13 — Deux triangles subjectifs qui n’ont pas de contodigpfés G. Kanizsa, Scientific American, avril 76).
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FIG. 1.14 — Jeune fille ou vieille femme 2figure ambigué de R. Leeper.

Fic. 1.15 — Quelques constructions impossibles (a gauchejyi.n’ont pas arrété cet architecte (photographie
A.P. Lamoth), a droite.
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FiG. 1.16 — Chemin que suit I'axe du regard (d’apres Yarbus é&isdKolers, 1972]) : en haut, lorsqu’on observe
une image ; en bas lorsqu’on demande a I'observateur deusersio de diverses choses concernant I'image.
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Chapitre 2

Propri etes statistigues des images

Chapitre rédigé par Henri MTRE

2.1 Introduction

2.1.1 Pourquoiétudier des propriétés statistiques

L'analyse des propriétés statistiques des images etdedfmar le souci d’adapter des traitements ultérieurs
comme le filtrage, la restauration, le codage ou la recosaa¢e des formes au signal d'image. Les techniques
de base mises en ceuvre pour supprimer un bruit ou pour rerausssignal affaibli reposent toutes sur des
hypothéses sur ce qu’est le signal et ce qu’est le bruisi-@edire sur des modeélisations du signal et du bruit. Les
techniques statistiques, reprises par les méthodesitiniemnt de signal, font ainsi abondamment I'hypothése que
les signaux sont gaussiens ou uniformément répartisutaimgervalle par exemple et les bruits blancs, c’estra-di
a corrélation microscopique. De ces modeles, on peatitidé par des enchainements rigoureux I'optimalité d’'un
filtre ou I'estimation de ses performances, en moyenne os lgguire des cas. La validité ou la qualité du filtre du
codeur ou du détecteur dépendra en pratique de 'adeguids hypothéses qui sont a la base de son calcul et des
propriétés présentées par le signal réellemenétrait

On a donc tres tdt mesuré les propriétés statistiqgaesmages, et essayé d’en déduire des modeles permettant
d’expliquer les images. Ces modeélisations statistiquesependant trés peu d’écho dans notre vie quotidienne
car elles ont beaucoup moins d'utilisation que des desonigt structurelles ou « syntaxiques qui donnent de
chaque image une représentation a base de langage rettdeegéométrie, comme par exemplee femme au
sourireénigmatique, les bras crdés sur la poitrine devant un paysage de montagne.

Dans l'objectif d’'un traitement automatique par ordinajda représentation statistique est cependant tres
utile, car elle nourrit immédiatement des algorithmessplu moins élaborés manipulant les pixels, composants
elémentaires de I'image. L'universalité de codeurs c@dPEG ou MPEG, qui reposent beaucoup sur ce type de
propriétés, atteste de I'intérét technique de cedexu

Notre démarche sera la suivante : dans un premier tempspasaserons en revue les mesures statistiques
les plus simples, celles qui sont obtenues par balayage +giomensionnel de I'image. Nous en déduirons un
modele, assez universellement utilise. Nous en momseles limites. Nous présenterons quelques propriétés
bidimensionnelles mal couvertes par ce modele. Nousesegons des améliorations du modele de base.

23
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2.1.2 Quelles images

Une étude expérimentale doit distinguer deux types djiesares differents :
— les imagesncohérentes(c’est le cas des images vidéo ainsi que de la plupart de®plsatellitaires ou
médicales) obtenues avec les sources de lumiére natoretles rayonnement incohérents,
— les imagesohérentes telles que celles obtenues par holographie, par imagadiar rou ultrasonore, en
imagerie sismique.
Les premieres sont obtenues par la sommatioanergiedes radiations émises par les divers objets associés
dans un pixel élémentaire.

Les secondes sont formées de la sommatioamplitude complexedes rayonnements issus des objets consti-
tuant un méme pixel. Ces rayonnements, selon qu'ils sophase ou en opposition de phase, créeront un pixel
clair ou sombre, ces variations dépendant moins des apjetonstituent le pixel que des conditions de propaga-
tion, les termes de phase dépendant notamment de la tréodiébservation. Ces images, compte tenu de I'état
de surface souvent grossier des objets a I'echelle denlguleur d’onde incidente, sont généralement entachées
d’'un trés important bruit appelé chatoiement (en radan)tavelure (en astronomie), ou granularité (en optique)
et speckleen anglais. Les propriétés statistiques des imageseotes seront toujours trés differentes de celles
des images incohérentes. Ce chapitre traite des imagasdrentes, les plus fréquentes. Les propriétés degaima
cohérentes seront cependant rappelées lorsqu’ellébsonconnues.

Fillettes Visi

FIG. 2.1 — Trois images quelconques.

Notre propos est aussi de cerner les propriétésuieges en gréral, les images usuellement rencontrées. Mais
ces termes méme définissent mal notre objet, car il N’y alpa®rmalité en image. lls excluent cependant claire-
ment des images trop simples :dearré blanc sur un fond blanades peintres, I'échiquier ou la grille, ainsi que
les images pathologiques représentant des motifs trés particuliers (rosacesarguoss, etc. Nous préciserons
lorsque ce sera nécessaire ce qui peut étre normal ou ahemtraitement d'image. Retenons cependant que
des images normales forment I'essentiel des scenes en,Wés images satellitaires, des images médicales, des
images de robotique ou de microscopie.

2.2 Lamplitude

2.2.1 Proprietées

Nous représenterons I'image par une fonction soit costifiir, y), soit discretef (i, 7) des deux variables
d’'espacer ety oui et j. Nous utiliserons également fréequemment la restriatimmodimensionnelle obtenue par
balayage ligne a ligng; (i) que nous écrirong(:) lorsqu’aucune ambiguité ne sera a craindre. Nous lionite
parfois les variableset j a N et M pour rendre compte de la dimension finie des images. Mais pr@mirons
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FIG. 2.2 — Les histogrammes des 3 images de la figure 2.1

alors N et M trés grands. Les propriétés les plus simples auxquehes’intéresse tout d’abord sont liées a
'amplitude de I'image. Dans la plupart des cas, les images ®présentées sur 8 bits, parfois sur 10, 12 pour des
images de tres bonne qualité ou, exceptionnellement,d fremiere description d’'intérét ddtistogramme de
I'amplitude qui exprime la fréquence d’apparition desat&/niveaux.

Les images étant constituées de tres nombreux édoastijentre 100 000 et plusieurs millions), on invoque
souvent le théoreme central limite pour justifier I'hyipgse que I'amplitude de I'image serait gaussienne. Cela
n'est généralement pas vrai. Les exemples de la figurer@s®ptent des histogrammes typiques des trois images
de la figure 2.1. lls sont quelconques et toute autre allu@@tgsgalement possible : I'histogramme d’'une image
n’est pas plus gaussien qu’uniforme.

2.2.2 Sensibilie aux modifications d’histogrammes

On peut étudier plus en détail la dépendance de I'apparéde 'image a son histogramme. D’intéressants tra-
vaux ont ainsi été menés par Estournet [Estournet, 1§69 fait réaliser plusieurs copies d’'une méme photo sur
des supports variés : papiers photographiques de mampigsadations et de duretés differentes. L'analyse de ces
documents sur la figure 2.3 montre clairement de grandesreif€es d’histogrammes, différences bien plus re-
marquables que celles qui affectent les images elles-nEsb@urnet en déduit que I'’histogramme de I'image, non
seulement n’est pas significatif de I'image (puisque degt@widence beaucoup d’'images auront des histogrammes
treés voisins compte tenu de la faible dimension des hiatogres), mais aussi peut étre modifié artificiellement
sans que l'aspect extérieur de I'image n’en soit beaucéfapta, et surtout sans que la signification de I'image ne
soit altérée.

Cette démarche peut étre poussée plus loin. Est-il plesgu’une image ait un histogramme quelconque ?
Pour répondre a cette question, nous allons utiliser ognamme qui modifie les niveaux de gris de I'image par
un transcodage garantissant que I'image résultat aurstoghamme prédéterminé. Imposons nous une contrainte
pour assurer que I'aspect de I'image demeurera assez igehapue les relations d’ordre entre niveaux de gris ne
soient pas perdues, c'est-a-dire quesetn, sont deux niveaux de gris vérifiant < no, alors on les transfor-
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FiG. 2.3 — Histogrammes d’'une méme image obtenus pour desnigd®ns sur des papiers de natures différentes :
a gauche, dureté du papier, a droite, aspect du papegores [Estournet, 1969]).

mera enm; etms tels quem; < mo. Un tel programme est aisé a concevoir. Appliqué a deges il donne

les résultats de la figure 2.4 , ou les histogrammes d&ersont respectivement une loi uniforme, une somme
de 2 gaussiennes et une sinusoide. Nous percevons bidassdifferences dans les images ainsi créées, mais les
images demeurent parfaitement reconnaissables et leupiatation n’en est pas affectée. Cette expérience nou
confirme le rdle tres superficiel de I'histogramme donitlia n’est liée que de tres loin aux éléments signiffsat

de l'image.

Est ce que ces conclusions sont toujours valables ? Non biepussque des images trés particulieres peuvent
avoir des histogrammes tres spécifiques : un échiquiar@mposé de deux pics et un texte noir sur blanc de
deux modes nettement séparés. Si nous prenons un chamagueswtres régulier, ou un mur crépi, il est possible
également que I'on obtienne des histogrammes gaussiens.

Dans le cas des images obtenues avec des illuminationsecdbg, on peut mener théoriquement le calcul
de la loi de probabilité de I'amplitude réflechie par uneface uniforme rugueuse (hypothese dite<dspeckle
pleinement développé[Goodman, 1976]).

On montre alors qu’on obtient, pour probabilité du modwdd’dmplitude complexe, une loi de Rayleigh :

p(f) = Lexp(5Ip). 21)

On vérifie sur 'image 2.5 que I'histogramme suit préoig®t ce modele.

2.3 Les sauts de 'amplitude

Définissons ur saut d’amplitude comme la difféerence entre niveaux de gris de deux pixekscadjts le long
d’une ligne :s;(i) = s(i) = f;(i + 1) — f;(¢). La variables(i) varie généralement de -255 & +285udions
expérimentalement la probabilité deLa figure 2.6 présente ces probabilités. Nous remarqgoes

— elles ont un maximum tres marqué peus 0, ce qui exprime que le saut nul est le plus probable,

— elles sont symétriques,

— elles ont une décroissance trés rapide et réguliere.

Au vu de ces courbes il a été proposé de modéliser la pititeadu saut d’amplitude par une gaussienne de
moyenne nulle, dont le seul parametre, I'écart-typeest une caractéristique de I'image. La probabilité du sa
de 'amplitude pourra alors s’écrire :

s2

p(s) = ——exp(—) 22)
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FiG. 2.4 — Modification d’histogramme. En haut a gauche : imaggirale, en haut a droite somme de 2 gaus-
siennes, en bas a gauche sinusoide, en bas a droit&étiépamniforme.

Certaines images a transitions douces se caractérisentine faible valeur de, d’autres par une forte. Ce
domaine de variation de, est typiquementde 3 a 15.

Il est clair que des contre-exemples peuvent étre aisetrmivés d’'images dont I'histogramme n’a pas les
propriétés ci-dessus. Un dégradé régulier du blancaauprésenterait un histogramme non symeétrique avec des
valeurs uniformément réparties dans le demi-espacehgalln échiquier ne présenterait que trois types de transi
tions, des transitions nulles, des positives a +255 et @gatives a -255. Ces exemples n’entrent bien sr pas dans
nos hypothéses d’images normales.

2.4 La fonction d’autocorrélation

2.4.1 A une dimension

Une autre grandeur est d'un grand intérét pour les traitda signaux, c'est la fonction d’autocorrélatidn.
cela deux raisons : tout d’abord elle exprime d’une faces tompléte les dépendances spatiales du signal,@’autr
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Histogramme SAR

Probabilite (10e5)
0.5

o T T

130 194 254
Amp I T tude

FiG. 2.5 — Agrandissement d’'une image de radar a vision l@&radar ERS-1) sur une région agricole de

I'Ukraine (©Cnes) montrant 'importance du bruit de cohérence, ebbistimme de la scéne compléte, trés proche
d’une loi de Rayleigh.

Histogram des sauts

Probablilte (10e5)

Saut d'amplitude

—— Flllatte

opera — vist —— tifany

FiG. 2.6 — Une image des gradients horizontaux d'un extraitidealje« Fillettes» (la valeur 127 a été ajoutée a
toute I'image pour 'affichage) et 4 histogrammes de saut ideages différentes.

part elle permet un accés commode au domaine de Fouriéimparrhédiaire du theoréme de Wiener-KhincHine
La fonction d’autocorrélation (k) d’'une fonction discrétg (i) est définie par :

Vr(k) =< f(0).f* (i + k) > (2.3)

ou le symbole< = > exprime I'espérance mathématique de la variable aleatoLa fonction d’autocorrélation
se calcule usuellement par :

i=+00

k)= > f@).f(i+k) (2.4)

i=—00

Les images sont des signaux régfs=£ f*). Ce sont des signaux positifs dont on retire la valeur mogen
pour calculer ldonction d’autocorr élation centrée:

1Le théoreme de Wiener-Khinchine établit que la fonctibautocorrélation est transformée de Fourier (TF) ducspede densité de
puissance [Blanc-Lapierre et Picinbono, 1981].
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1=-+00

Yrofk) =Y (f() = .(fG+ k) = f) (2.5)

1=—00

et on calcule undonction d’autocorr élation normée centée en rapportant cette fonction a son maximum
74— 7(0) (qui est également la varianeg de f) :

v fk)  vp_g(k)
Cy(k) = 0 o (2.6)

2.7)

Cette fonction dispose de nombreuses propriétés sgéaraes :
— elle a un maximum a l'origine (égal a 1) ;
— elle est bornée a l'intervalle-1, +1];
— elle est paire@(—k) = Cy(k));
— si elle posséde un autre maximum égal a 1 en un autrepalurs elle posséde une infinité de maxima aux
positionsnyp, et elle est périodique de périoggainsi que la fonctiorf elle-méme;
— il existe des relations simples entre les dérivées denation d’autocorrélation et les fonctions d’auto-
corrélation des dérivées de
On présente sur la figure 2.7 la fonction d’autocorréfatitine image, pour des décalages de 1 a 27 points.
On note un maximum marqué a l'origine (souvent accompatjnne discontinuité de la dérivée), suivi d’'une
décroissance rapide et réguliére. Si I'on observe taalésance d€’s sur un plus long domaine, on constate que
ses amplitudes deviennent tres faibles, exprimant ubéefabrrélation des pixels de I'image tres éloignésies
des autres.

Correlation de Lena Correlation

fruits

nice

AxTs

tifany

singe

lena

9
H
I I I . T T T T
s
27 o

B 10 s 20 5 10 15 20
Coordonnees en oX Coordornees selon Ox

FIG. 2.7 — A gauche sont superposées les valeurs mesuréesfdhation d’autocorrélation (sur I'image_ena»)
a la loi exponentielle théorique la plus proche, a drbifenctions de corrélation d'images différentes.

Ce comportement treés général a permis de modéliserletiftm d’autocorrélation normée centrée par une
fonction exponentielle :

Cy(k) = exp(—alk|) (2.8)

Le parameétrey est le second parametre caractéristique de I'image, @rsuola figure 2.7 que les images a
variation lente ont une corrélation trés étalée (etadom trés faiblex). Au contraire, les images a variations tres
rapides ont une autocorrélation pointue etugrand. Le domaine de variation deest typiguementde 0,01 4 0,3.
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FIG. 2.8 — Les 5 images ayant servis a calculer les corrélatieria figure 2.7 : Nice, Fruits, Tifany, Lena et Singe.

Les contre-exemples de fonctions dont I'auto-corrétatist pas exponentielle sont aisés a trouver, en parti-
culier, parmi les fonctions périodiques. Si les fonctipnsement périodiques sont rares dans les images natyrelle
les images présentant un motif qui se répete abondaléggmurs, vignes, tissus, etc.). D'autres ont des motifs
moyens (foule dans des gradins, facades d’'immeubles denrue, etc.). Ces images auront une autocorrélation
composée de deux motifs multipliés : I'un périodiquaukre exponentiellement décroissant exprimant la perte d
motif avec la distance (cf. figure 2.9).

Simulation Correlation Horiz. Fillette

FiG. 2.9 — Allure de l'autocorrélation d’'une image avec un famhtenu périodique : théorique a gauche et mesurée
(surFillettes), a droite.

2.4.2 En multi-dimensions

Si I'on considére maintenant non plus le signal le long d'ligne de I'image, mais selon une direction quel-
conque, on retrouve un comportement semblable de la fandtautocorrélation, mais avec peut-étre des coeffi-
cientsa différents selon les directions. Ainsi, il ne sera pas sempnt de trouver une forte corrélation verticale
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dans un paysage de sous-bois de sapins alors qu’elle daletfarizontalement. On voit sur la figure 2.10 des me-
sures sur une image réelle reflétant cette variété. hetion d’auto-corrélation bidimensionneldg (z, y) exprime
bien les propriétéd’isotropie de la scene.

Autocorrelations de Bateaux

FiG. 2.10 — Corrélation obtenue dans les directions horizestéen haut) et verticales (en bas) pour I'image
« Bateaux.

Si I'on veut modeéliser ce comportement, on est amené #&sicHoin des deux modeéles bidimensionnels sui-
vants :

Cy(z,y) = exp(—V(Q(z,y)) (2.9)
ou Q(z,y) est une forme quadratique erety,
Cy(z,y) = exp(—alz| - Bly|) (2.10)

Image Bateaux

@ corrélation verticale

FiG. 2.11 — Courbes d'isocorrélation pour le modéle noraséple (a gauche) et pour le modele séparable (au
centre) et courbes d'isocorrélation mesurée sur I'imaBateaux- (le quart inférieur du plan est représenté).

Cette deuxieme forme est moins satisfaisante pour larnaitéide la fonction d’autocorrélation, mais elle est
cependanttres souvent retenue car sa forme séparabtell&rés commode d’emploi (séparation en deux procesus
indépendants en ligne et en colonne), particulieremans de plan de Fourier (cf. figure 2.11).

2.4.3 Le spectre de densit de puissance

Découlant du théoreme de Wiener-Khinchine, le speatrélehsité de puissance possédera donc une forme
déterminée [Bracewell, 1978]. Saft la TF de f, soit u la variable associée a la variable d'espatéquence
spatialg et notons paf le spectre de densité de puissance de

P(u) = <[|F(u)]’ > (2.11)

2a
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Spectre de densite de puissance

.« —

FIG. 2.12 — Spectre de densité de puissance d'images a arétatimm exponentielle{ = 0,5 eta = 1)

On voit sur cette fonction (distribution de Lorentz, figur&2) des propriétés bien connues des opticiens : I'éaerg
est maximale a I'origined = 0), c’est-a-dire, en théorie de la diffraction [Fran¢c@8y0], sur I'axe optique, elle
va en diminuant réegulierement vers les hautes frequesatiales (positives ou négatives), d’autant plus vt q
la corrélation est plus fortex(faible) [Nicolas, 1995].

2.5 Entropie

Suivant les idées de Shannon, I'entropie est une mestigtisize ducontenu d’'information d’un message.
Elle est donc adaptée a caractériser les images, chdoemiee-elles &tant prise comme un message spécifique.

L'idée d’entropie? s’appuie, bien s, sur I'analogie de la physique : therynaghique de Clausius ou statis-
tique de Boltzman et attribue a des configurations paréceinent improbables un plus grand contenu d’informa-
tion qu’aux configurations tres frequentes.

2.5.1 Entropie d’'ordre 0

Suivant I'idée précédente, Hartley en 1925 attribue &ymbolei €émis par une source stationnaire avec une
probabilitép;, la quantité d’information :
exprimé enbit par symbolesi le logarithme est a base 2. Shannon [Shannon, 1948]itd&ifims I'information
moyenne par symboleou entropiepar :

S=-> pilogpi (2.14)
=1

Considérant une image comme une source stationnaire disphentropie se mesure donc a partir du seul histo-
gramme de I'amplitude.

Utilisant les propriétés de la fonction logon montre que I'entropie est maximale pour une répantitioi-
forme de probabilité,, .. = logn. Pour les images, cela conduit le plus souvent a une eptfopiférieure a

2c’est une des approches possibles de la définition de fiimdtion. Une autre approche repose sur la théorie de la lesitép
[Delahaye, 1994] et mesure l'information apportée par wssage par la longueur du plus petit programme capable alieedéette infor-
mation. C’est I'approche de Kolmogorov [Kolmogorov, 1968e est complétée par la notion de profondeur logiquBeeett qui distingue
les séquences complexes mais calculables, de celles emspinais aléatoires, au moyen du nombre de pas élémesnégicomplis par le
programme pour retrouver I'information. Le lecteur cukerouvera dans [Maitre, 1996] une application de ces gr@xaux images.
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8 bits [Gallager, 1966] Les chiffres ordinairement rencéstvont de 4 a 7,5 bits pour des images normalement
contrastées, utilisant I'essentiel de la dynamique dessanix de gris.

L'effet d’'une quantification uniforme de I'image (rédumti des niveaux de gris) conduit a une réduction
réguliere de I'entropie avec une pente presqu’égaté &f. figure 2.13).

Entropy
+

. o
Number of bits

FiG. 2.13 — Décroissance de I'entropie pour 3 images en fomckola quantification des niveaux de gris.

2.5.2 Entropie des sauts

En utilisant les propriétés soulignées ci-dessus, ah @e particulier calculer I'entropie des sauts d'intemsit
dont la probabilité est gaussienne :

Se(x) = % log(2meos)

Cette entropie a le mauvais goQt d’étre négative pour&gefaibles valeurs de,, mais il faut alors prendre en
compte I'aspect discret des niveaux de quantification deljje et remplacer le résultat obtenu en continu ci-dessus
par sa forme discréte.

2.5.3 Entropie d’'ordre N

Dans I'approche précédente on considérait chaque pigépendant des autres. Cela reflete bien mal ce que
nous connaissons maintenant sur la corrélation entrdspiken’est pas difficile d’étendre les idées précédsnt
a une source qui émettrait non plus 1 pixel indépendanaesautres, mais 2 (ou 3, 4, etc.). On prend alors le
couple (désigné paret j) comme symbole, il a une probabilitéi, j) et I'on définit par analogie I'entropie de la
source d’ordre 1 par :

1=n,j=n
Si=— > pli,j)logp(i, ) (2.15)

i=1,j=1

On démontre sans peine que :
S <5 <28

I'une des égalités étant vérifiée si les pixels sonépehdants, I'autre si leur dépendance est linéaire.

Cette extension se reconduit naturellement pour des sodfoedre N, c’est-a-dire composées de symboles
indépendants constitués dé+ 1 pixels, & partir de la connaissance des probabilité¢geide ces pixels. Notons
cependant que cette probabilité étant un tableau de dioe@ Y !, (oG est le nombre de niveaux de gris dans
I'image), elle devient de plus en plus difficile a calculer.
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2.5.4 Entropie conditionnelle, redondance

Si I'on considere 2 images exactement superposablesXparge deux canaux d’'une image satellitaire ou le
canal rouge et le canal vert d’un signal vidéo), que I'onaté parz; ety; les valeurs en un méme pixglon peut
définir bien sar I'entropieS,, et I'entropiesS, de chaque image :

i=n

Se = = plxi)logp(w:)
i=1
Sy = = ii::p(yi) log p(y:)
i=1
on peut également définir I'entropie jointe dety :
Sey = — Zifp(ffiayi) log p(zi,yi) (2.16)

i=1

mais on peut aussi définfentropie conditionnelle dey par rapport ar, comme I'information moyenne, pour
toutes les valeurs dg de I'information conditionnelle apportée pasachant: :

Ly, = —logp(yl|z)

par moyennage sur tous les couplesy) :

=n

Syle = — ZP(%‘, yi) log p(yilzi)

=1
Linformation apportée par sury est alors exprimée par :
Sziy = Sy — Sy|a (2.17)

On vérifie que :
Sz:y = Sy:m

Cette grandeur est appeléadalondancedex ety. On peut vérifier les propriétés suivantes :

Sz_’y = S, + Sy|m
Sy\w < 8y
Sz:y = S+ S’U - S%y

Le codage prédictif en vigueur dans les années 80 (cod&@BMModulation par Impulsions Codées Difféerentielle
ou DPCM [Guillois, 1996b, Barlaud et Labit, 2002]) s’est beaup appuyé sur la recherche des meilleures confi-
gurations deV pixels permettant de minimiser I'entropie conditionnelleN + 1™ : S,

N+1lz1,me,. N

2.5.5 Retour sur un paradoxe

Reprenant le petit exercice de modification d’histogramnésgnté dans la section 2.2.2, on peut s’interroger
sur I'évolution de I'entropie au cours des opérations&ffiées. Reprenons par exemple 'imageBsauxdont
I'entropie originale était de 6,1. Apres la troisiemedifzation d’histogramme (figure 2.4), son entropie est pass



2.6. UN MODELE D'IMAGE 35

a 8 bits par pixel. Comment explique-t-on ce gain en infdromamoyenne ? Ou est pratiquement localisée cette
information ? Que peut en faire I'utilisateur ?

Pour répondre a ces questions, il faut bien sOr analysetégail les schémas de transformation, et en en
imaginant d’astucieux, il est possible de se convaincrel’guepeut effectivement ajouter une information utile,
par exemple en donnant une image moins bruitée (ou au @enplas contrastée), ou en incorporant quelque bit
de parité ou autre marqueur permettant d’assurer deficadions sur I'intégrité de la transmission, I'idestite
I'auteur ou autre.

2.6 Un mockle d'image

2.6.1 Processus de Markov Gauss

Partant des deux résultats précédemment exposésfplithdes sauts gaussienne et autocorrélation @disance
exponentielle), il est venu assez naturellement a I'dfeproposer le modele générateur de signal d'imagestiva
I'image est un processus markoviena temps discret, eta accroissements gaussiens.

Rappelons [Cullmann, 1975] que les processus markoviemss discret sont des processus qui se développent
le long d’'une suite ordonnée d'instants (ici les pixelied de la ligne) et dont la probabilité de se trouver a¥ins
tant: dans I'étatf; est fonction du seul état a I'instant- 1 : f;_; et de la probabilité de transitiaR( f;| f;—1). Si
le processus est stationnaire, cette probabilité nerdepas de, si ses accroissements sont gaussiens, alors cette
probabilité est de la forme :

P(filfi-1) = P(fi— fi-1)

s2

1
= eXP(—E) avec  s=fi— fi-1

La probabilité conditionnell®( f;| f;—1) se représente, dans le langage des chaines de Markowneperatrice
M de tailleG x G, ouG représente le nombre de niveaux de gris. Cela permetidiécr

P(fi) = M.P(fi-1)

M est une matricetochastique(somme des colonnes égale a 1 pour une ligne donnée)noralsi-stochastique.
Ce modele tres simple est trés utile pour déterminetebreuses propriétés des images. Il a permis en paeiculi
de nombreux travaux sur le codage prédictif (MICD ou DPC®iJlois, 1996b, Barlaud et Labit, 2002].

2.6.2 Mais...

Mais ce modele simple laisse plusieurs problemes malués
— la stationnarité est difficile a obtenir avec des progessarkoviens. En effet, le processus de Markov est
stationnaire sP a une limite quand tend vers l'infini. Or on peut écrire :

P(f;) = M".P(fo)

cela ne tendra vers une limite indépendante du premiet gdeita lignef, que siM est une matrice dont la
seule valeur propre de module 1 est 1, c’est-a-difd @ist réguliere (toutes les colonnesMesont égales) ;
— en 'absence de stationnarité, on a affaire a un prosassudliffusion (de Wiener-Levy), et 'on montre que
la variance du point est liée a celle du point 0 par :
2

o; = Ug + iag
et sa fonction d’autocorrélation dépend du poiati elle est calculée [Fleuret, 1977].
Tout cela montre que I'on ne peut pousser trop loin ce mogalessien markovien. Il rend néanmoins bien

compte de quelques propriétés trés générales et deraee titre souvent utilisé.
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2.7 Critigue de la demarche préecedente

Plutdt que de torturer les équations pour les plier auwnées expérimentales, il est préférable de questionner
les hypotheses sous-jacentes au modeles précédearit@over les faiblesses de la demarche.

Nous en noterons 3 grandes familles, tournant autour deriogions importantes : la stationnarité, la causalité
et la dimensionnalité.

2.7.1 La stationnarite

Nous n’avons pas porté attention jusqu’ici a I’hypotade stationnarité qui est pourtant sous-jacente a toutes
les estimations que nous avons faites jusqu’a préseilts@gisse d’amplitude, de saut ou de corrélation. Qpieme-
t-elle ? Que les estimations que nous faisons sont indgméesidu point de I'image ou elles sont faites, c’estra-di
que les symboles > expriment des estimations représentatives de I'imageadgonent et non d’'un champ parti-
culier de celle-ci.

Cela écarte de nos modeles des images qui s’éloigngnttairement de cette hypothése : par exemple un
paysage dont la partie haute (le ciel) est trés clair etoumié& tandis que le sol est sombre et riche en détails.
Dans ce cas, ni les propriétés du premier ordre (moyerar@nce, entropie), ni les propriétés d’ordre supérieu
comme la corrélation ne peuvent s’évaluer globalemeant pionage entiere. Ecartera-t-on ainsi toutes les images
ou existe-t-il des documents qui vérifient cette hypothaes stationnarité ? C’est une question délicate a léguel
nous pouvons répondre par deux voies :

— par une approche théorique si I'on connait la sourceatj@ son contenu et les raisons de ses variations;

— par une approche expérimentale ou I'on confronte adgmoriginale une version modifiee de celle-ci faite

en sorte qu’elle vérifie I'hypothése de stationnarité.
La premiere approche permet d’'imaginer des configurapansculieres, homogenes, par exemple un champ de
houle, un tissu biologique, ou un portion de ciel, certaingsges satellitaires . ..Mais pour les scénes ordinaires,
il apparait eévidemment que les images sont composéégetiiandépendants : (une table, un meuble, un arbre)
dont les propriétés sont indépendantes et possiblemendifferentes.

La seconde expérience montre gu'il est pratiquementliffisile de concevoir des images ordinaires qui soient
stationnaires.

2.7.2 Lacausalie

Elle est sous-jacente a la plupart des signaux temporelis, perd son sens pour les images pour lesquelles
il n'existe pas d’écoulement irréversible du temps, dama@u’elles n'aient &té balayées comme par exemple en
télévision. La causalité est I'une des propriétésdeides processus markoviens qui n'a pas de signification pou
'image. Recréer une causalité en 2D impose aussi desarbs et I'on définit ainsi despassés qui peuvent étre
quart de plan, ou demi-plan, selon les besoins (cf. figuré)2Qes réflexions sont a la base des travaux conduits
sur les filtres de Kalman bidimensionnels [Wood, 1981].

2.7.3 La monodimensionnalié

La structure bidimensionnelle de I'image rend sa modidieglus complexe. Les schémas a 1D se combinent
difficilement a 2D sans perdre certaines de leurs prasjé&tinsi en est-il des chaines de Markov. L'extension peu
prendre plusieurs formes : une formulation selon 2 égonatiouplées en lignes et en colonnes, ou une formulation
directement planaire.
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FiG. 2.14 — Prédiction d’un point parpassé quart de plan a gauche, et passé demi-plan, a droite. Les zones
grisées constituent le passé du point au centre du reqésens de la causalité markovienne.

Ainsi Roesser a proposé un processus du type :

T(Z+1a]) = alr(ivj)+a28(i7j)+blu(iaj)
8(17] + 1) = ag’l’(i,j) + a48(i7j) + bQU(Za.])

ouwu est la partie aléatoire du processus (typiquement gaystimage finale étant donnée par :
f(i,7) = eir(i, j) + c2s(i, )
et Attasi [Attasi, 1975] :
fl+17+1) =af(i,j+1)+axf(i+1,7) —arazaf(i, j) + bu(i, j)

D’autres modeles peuvent &tre trouvés dans les néfése[Huang, 1976] et [Huang, 1981].

2.7.4 Vers un moale complet d'image ?

Reprenant attentivement les propriétés du modeleepté®n 2.6.1 a la lumiére des remarques précédemtes, o
constate que les écarts majeurs aux lois ci-dessus agpanapour les sauts de transition élevés (les queues des
courbes de la figure 2.6) que la loi gaussienne sous-estingd@rablement. Ces points sont ceux des transitions
importantes, donc des contours de I'image. Le modele 2fppose un champ uniformément couvert d’'une seule
texture et non la présence d’objets variés séparésgsacahtours.

Peut-on alors construire un modele global d'image preeamompte ces propriétés ? L'objectif est de rendre
compte simultanément des trois limites soulignées ssds.

De nombreuses propriétés bidimensionnelles ont égurdes dans les images pour compléter les analyses a
1D etlesrelier a des propriétés mono-dimensionndiiedtre, 1977]. Ainsi diverses études ont porté sur launes
des probabilités les plus variées :

— la probabilité d’apparition de deux contours successiise distancé le long d’une droite quelquonque,

— la probabilité de la longueur de plages constantegras le long d’'une ligne,

— la probabilité de I'orientation des contours,

— la probabilité de la surface d’une aire constanigees, etc.

La conclusion la plus utile de ces étude concerne les lamguge plages, ou distances entre contours qui
suivent assez bien un répartition poissonnienne :

p(l) = % [Z_Tl]l
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ou! dénote la longueur moyenne de la longueur de plage, vaiégifgjue d’une image donnée. Cette propriété a
souvent été utilisée dans des schémas de codage otedtial® elle est cependant tres difficile a inclure daess d
modeles et aucun modele aujourd’hui disponible n’esablpde I'intégrer & notre connaissance.

La prise en compte des dépendances non-causales entsegdtmouti a I'abandon presque général de la piste
deschaines de Markovau profit dechamps de Markov (cf. chapitre 7). Dans les champs de Markov, un pixel
ne dépend plus simplement des 2 ou 3 pixels qui I'ont @édérs du balayage régulier de I'image, mais d'un
voisinage qui I'entoure et qui fait porter les dépendardedacon symétrique entre les points (voisinage de 4
points, ou de 8 points dans la plupart des cas). L'incorerérdes champs markoviens est de ne plus se préter a
des techniques de filtrage directes, mais de faire apped &edbniques itératives généralement plus colteuses e
temps machine, et plus difficiles a optimiser.

La prise en compte des propriétés de non-stationnag@udages a incité les auteurs a abandonner I'idée d'un
modele global au profit d’'un moden mosaique dans lequel I'image est constituée d’'une partition dgeda
chacune relevant d’'un modele semblable a celui que nomissadéveloppé en 2.6.1, c’est-a-dire chaque plage
suivant une loi de Markov-Gauss définie par la valeur mogeghe parameétre de probabilité de transition le
parametre de décroissance de la corrélatiofe modele définit deux grandeurs qui seront fondamenfadar
tout le traitement des imagetes contoursqui représentent les transitions d’une plage a une aittestextures
qui décrivent les propriétés statistiques de chaqugepl@’est le modele qui sera le plus utilisé pour les dié@na
de reconnaissance des formes, de filtrage et de détectiest. dlissi un modele qui est particulierement exploré
pour les technigues de codage avancé (MPEG-4 : codage jads {Barlaud et Labit, 2002]), ainsi que pour la
restauration des images préservant les contours.



Chapitre 3

L’ echantillonnage des images, la
représentation fractale

Chapitre rédigé par Henri MTRE

Chronologiquement, I'une des toutes premieres étapgadement numérique des images est la tache d’éclamtage
qui réduit 'ensemble continu du monde observable en @nie sle valeurs discretes. Nous n'insisterons pas sur
I'importance de cette étape en traitement des imaged| emtevident que c’est par elle que I'on contrdle la fireess
des détails enregistrés, et par la méme, la naturerdeiination retenue dans I'image numérique. Cette étaoe s
compagne d’une quantification des niveaux de gris et trégest débouche ensuite soit sur la compression, soit
sur le traitement.

Mais en traitement des images, I'échantillonnage appanade nombreuses autres occasions que lors de I'ac-
quisition. En effet, les images sont tres souvent apgedé&tre ré-échantillonnées, par exemple pour desetonv
sions de format (passage d’'un format SECAM & un format NT&Ctélévision numérique), ou pour en trans-
former la géométrie (corriger une perspective, orientex forme dans un repere convenable ou recaler I'image
sur une référence). Toutes ces étapes posent a now/peableme de I'échantillonnage et nécessitent les @sem
précautions que I'acquisition elle-méme.

Dans tout le champ du traitement du signal, I'échantilkgmest abordé a I'aide de la théorie classique pro-
posée par Nyquist et Shannon. Cette théorie s’appligere &lir aux images et nous la développerons donc dans
un premier temps. Nous verrons cependant qu’elle est garfal adaptée. Nous verrons également que certains
objets peuvent étre trées mal traités par cette apprd@bst le cas des objets fractales que nous présenteroms en fi
de chapitre.

3.1 Les signaux monodimensionnelad bande limitée

La théorie de I'échantillonnage s’applique a des signgaufonctions d'une variable continue dont la bande
passante est limitée, c’est-a-dire dont la transfora&&ourier (TF)F, fonction deu, variable associée «,

1l es formats SECAM et NTSC sont les normes de représentatémn signaux de télévision utilises en France et Etats-Unis
[Guillois, 1996a].

2A une variablez temporelle correspond une variahlefréquentielle, exprimée en Hertz ; a une variablespatiale, correspond une
frequence spatiale, exprimée enn—1.

39
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posséde un support fifi-U, U] :

_ e —2miux . —
F(u) = f(z)e de @ Fu)=0 Vul>U

— 00

3.1.1 Echantillonnage du signal

Le théoreme d’échantillonnage établit 'équivalensous certaines conditions, entre un signal confiay,
connu pour toutr, et un ensemble d’échantillons discrets Cette équivalence se traduit en particulier par la
possibilité de calculef a partir des valeurs; et réciproquement la possibilité de calculera partir def. Les
conditions sont les suivantes;

— lesyg; sont les valeurs du signglx) prises a des positionsrégulieres ;

— ces positions sont séparées d’un intervakel plus egal %17

f(x) F(u)
\/v/\ u
X -U u
f(x) et g, G(u)
i
| L]
X U 'upu u

1/p

FiG. 3.1 —Echantillonnage d’un signal contiffi(ic), a spectré”(u) & support borné, avec un pas d’échantillonnage
p. Le signal résultant discret a un spedtiéu) |>.

Ces échantillons sont donc en nombre infini et ont pour valeu
g9i = f(x =ip) = f(x)6(z — ip)

Ce que nous écrirons aussi :

la fonctionll (x/p) étant le peigne de Dirac de périoge
La TF G(u) se déduit de” par répétition de périodg (cf. figure 3.1) et atténuation de Comme; > 2U,
sur l'intervalle] — U, U[, G(u) et F'(u) coincident exactement (au facte}yprés).

Pour reconstruire le signal, il est intéressant de digtnde cas ou le signal a été échantillonné a la fraqgae
la plus bassey = % appelée frequence de Nyquist, du cas ou I'on choisitambre plus élevé d’échantillons

1
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f(x) F(u)
\/M/\ ‘ .
X -U u
f(x);et gI W(u) &M

Wﬁw

1/p

FiG. 3.2 — Echantillonnage d’un signal contirfiix) a la fréquence de Nyquist. Le filtre de reconstruclitiu)
est le filtre canoniqu®/ (u), c’est-a-dire la fonction porte.

3.1.2 Reconstruction du signaéchantillonné a la frequence de Nyquist

Dans le cas ou I'on choisit juste le nombre minimal d'édfimms, on se trouve dans la situation parti-
culiere décrite sur la figure 3.2 ou les ordres parasites a I'échantillonnage affectent toutes les fréquences
immédiatement supérieured/a La reconstruction est alors totalement contrainte. Elé par le filtre unique
Wy (u) tel que:

1 Vju<U

Wi (u) = { 0 sinon (3.2)

La reconstruction d¢ a partir deg s’écrit alors :
f(x) = pg(x) * wy (z)

ou de fagon équivalente :
F(u) = pG(u)Wy (u)

La fonctionwy qui vérifie les relations 3.1 s’appelle la fonction cana@gl’é€chantillonnage. Nous en verrons
I'usage plus loin. Dans le cas monodimensionnel qui no@seéske ici, nous avons :

wy (z) = sine(ap)

et la reconstruction, en dehors des valeurs conmueskp, prend la forme classique d’'une sommation de sinus
cardinaux pondérés par les valeurs des échantillons :

flz) = Zpgisim(w —ip)

2

Pour les positions des échantillans- kp, on vérifie que les contributions de tous les autres édlang s’annulent
(cela exprime I'indépendance des échantillons a lgufeice de Nyquist). On voit donc que les échantillonsagris *
la distancey}; forment une base pour la reconstruction des signaux doanidébest limitée a I'intervalle-U, U].
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3.1.3 Reconstruction dans le cas de séchantillonnage

Si I'on choisit de prendre plus d’échantillons qu’il n'esttictement nécessairg K %), on se trouve dans
la situation décrite sur la figure 3.1, ou certaines fegtpes, comprises entté et % — U, ne contiennent pas
d’énergie. Lors de la reconstruction, tout filtre vérifian

1 VYju[<U

est satisfaisant pour la reconstruction. Il existera dasambreuses formules de reconstruction du type :

f(@) = pg(x) * w ()

ou leswy seront autant de fonctions de reconstruction (cf. figurg 8.8’y a donc en général plus indépendance
entre les échantillons, mais au contraigdondance Ces échantillons ne forment plus une base mais un systeme
générateur. La redondance peut &tre exploitée de sdiseflacons, par exemple pour corriger des distorsions,
atténuer I'effet d'un bruit ou combler des pertes. Ellerper également de choisir les filtreg les plus adaptés a
nos contraintes. Elle se paie par un signal plus volumineux.

Parmi toutes les fonctions de reconstruction possiblefriation canonique vue en €q.3.1 se distingue car
elle garantit que la reconstruction qu’elle procure, m&m@résence de bruit, sera la plus fidele au signal original
selon un critere d’écart quadratique moyen.

1
G(u) / ,

3

U 1pU

Fic. 3.3 — Trois filtres possibles pour reconstruire exactemantsignal suréchantillonné (les filtres sont
symeétriques pour les négatifs). lIs different par leurs valeurs dans l'intie compris entré/ et1/p — U.

3.2 Signaux eels

A qguelque échelle que nous I'observions, I'univers nougaagit comme une fonction des deux variables
d’espace, définie en tout point et continue en presque toaot et dotée de détails aussi fins que nous le souhaitons.
Il en est ainsi des vues aériennes, des scenes de la rudignoé et mémes des microphotographies, tant les
structures observées sont usuellement grandes devaliddestinuités de la matiere : moléculaires ou atomsque
L'univers ne se présente donc pas comme une fonction aregerné comme nous le souhaiterions, mais comme
une fonction a spectre a support quasi-infini.

3.2.1 Les limitations physiques du spectre

Mais l'univers s’observe a travers des instruments (nsicope, lentille, caméra) dont la résolution est limitée
en particulier par la diffraction (cf. [Pérez, 1991]). Gmsces instruments qui introduisent généralement la lim
tation en bande passante exigée par I'echantillonnagéieé de mesurer I'image exacféx) de 'univers, on en
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mesure une image dégradgepar la réponse impulsionnelléx) du systeme d’observation :
f'(x) = f(z) = h(z)

La limite fréequentiellel est alors imposée par le support He fonction de transfert du systeme. C'est donc a
ce signalf’ que I'on appliquera les recommandations issues de laithderShannon et exposées dans les lignes
précédentes (Section 3.1).

Les limites des optiques

Pour tous les systemes dont I'optique est parfaite etéengar le seul diamétr® de la pupille d’entrée, et
dans le cas d’une imagerie incohérente, I'optique intitadufiltrage bidimensionnel, fonction de la seule variable
p=Vu2+v2:

(mpD/¢)?

Cette fonction est connue sous le nom de tache d’Airy [P&@21],J; est la fonction de Bessel d’ordre 1¢eta
distance focale de I'optique utilisée. Un tel filtre n’estlimeureusement pas un filtre passe-bas parfait mais il est
généralement considéré comme approximativementurdieda des fréquences= 1,22D/¢.

(3.3)

Les capteurs solides

Une autre limitation du spectre du signal est introduitsdoron utilise des détecteurs solides (matrices ou
lignes de photodétecteurs). Ces détecteurs sont asesstitun assemblage de détecteurs éléementairesplacs
le plan image du systeme optique, chacun étant chargé&deaner un échantillon. L'échantillon ainsi mesuré h'es
donc pas ponctuel mais il résulte de I'intégration dedégie sur la surface du capteur élémentaire. Le filtrage a
pour réponse impulsionnelle une fonction porte dont, giesiraisons de construction, la largeur est nécessaitemen
inférieure au pas d’échantillonnage (donné par la digtantre capteurs). Un tel systeme est lui aussi un mauvais
filtre passe-bas puisque sa fonction de transfert (la fonetinc) est a support large d’'une part et ne s’annule qu'a
I'extérieur de la bande passante compatible avec le mahdiitilonnage d’autre part. Lui aussi laissera place a d
repliement de spectre si 'on ne prend pas soin de filtregoptnent le signal.

3.2.2 Filtrage du signal

Pour de nombreuses applications, le pas d’échantillompadpnt découle le débit de I'échantillonneur, est la
grandeur limitante d’'un systeme d’imagerie. C'est paneple le cas pour certaines applications de télesurneidla
ou de télédétection qui utilisent un canal de transmrsaidébit réduit. Dans ces cas, le probleme de I'édl@amage
est pris a I'envers et c’est la bande passante de I'optiguesy ajustée pour assurer la relatps: % On adapte
donc la dégradation du signal au taux d'échantillonnageltpn peut effectuer. Comment choisir aldrsi p est
fixé ?

Une idée tentante est de filtrer parfaitement le signalimaigf de fagcon que son spectre ne déborde pas de
la bande de frequende-U, U]. Cela conduit a choisiff («) égale a la fonction port&/;(u). Cette solution est
aisée si I'on dispose de la TF du sigrydlr), comme en optique cohérente [Cozannet et al., 1981], oader r
[Maitre, 2001]. Il suffit alors de supprimer les fréquesee-dela dé/. Lorsque I'on ne peut accéder directement
au domaine spectral, un tel filtrage passe-bas idéal ditildifa réaliser puisqu’il nécessite que I'on convole le
signal par un sinus cardinal, fonction a support infini. @nisit alors d’approcher cette opération en convolant
f(z) par une fonctiort’ (z) a support ” presque-compact ” et dont le speéfféu) est proche de la fonction porte.
Cette approximation entraine deux types d’erreurs (afiréig.4) :



44 CHAPITRE 3. LECHANTILLONNAGE DES IMAGES, LA REPREESENTATION FRACTALE

H(W)

erreur de flou

H'(u)
erreur de repliement de spectre

u

u ¥

FiG. 3.4 — Les deux types d’erreurs introduites par le filtragendignal par un filtré/' (z) différent du passe-bas
idéal h(z) lors de son échantillonnage. lls sont présentés ici tlaspace de FourieA l'intérieur de la bande,
I'erreur est une distorsion des frequences appelée fldtagament d’'images, a I'extérieur de la bande, I'énerg
non annulée viendra se replier lors de I'echantillonnetgegréera le défaut de repliement de spectre.

1. toutd’abord, & I'intérieur de la bande passdnt¥, U], des fréquences seront atténuées, introduisant un flou
sur I'image. Son énergie est donnée par :

U
E;, = / F2(u)[H' (u) — H(u)]*du
U
2. d'autre part, a I'extérieur, des fréquences ne sqrastannulées. Lors de I'échantillonnage, ces fréequence
répliqguées dans les ordres parasites viendront sénskans la bande conservée, introduisant une distorsion
du signal appelée repliement de spectraliasing L'énergie concernée est :

E,=2 /U h F2(u)H"(u)du

Parmi les fonctiond’ les plus frequemment utilisées, nous pouvons citer legastes :
— lafonction porte f (z) = W, /5 (=) qui conduit af; (u) = p sinc(up);
— la fonction triangle (convolution de 2 portes)s(x) = Tri(x/p) qui conduit aH}(u) = p? sinc?(up) ;

— la spline cubique (convolution d’'une porte et d’'un triaggl
hi(x) = (z ) —4(x — 1) +6(x — 2) —4(x — 3)f_
ou : zy = max(z,0), qui conduit aHg(u) = p? sinc® (up) ;

— la fonction gaussienng,(x) = e=-7 qui a pour fonction de transfert la gaussienne de variayee

a'\/_

3.3 L'extension en dimensionV

L'extension de la théorie de I'échantillonnage a desaesp de dimensiolV (N = 2 pour I'image,N = 3
pour les séquences d’'images ou pour les volumes en imagemégue et médicaléy = 4 pour une séquence de
volumes temporels, etc.) est simplifiee par la linéatiés opérations dans le domaine spectral qui permettent de
décomposer la demarche en autant de problemes d'ébtramage que de dimensions. Mais il révele cependant
des differences notables des qvie> 1 et entraine une complexité croissante du choix de la basbahtillonnage
avechN.

Nous noterons pat etu les variables vectorielles conjuguées d’espace et d@éméce. A une image continue
f(x) est associée sa transformée de Foufia).

// /f x) exp(—2iru.x)dx
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Fic. 3.5 — Echantillonnage d’un signal bidimensionnel selorag g’'échantillonnage; et p» (a gauche). Le
spectre de I'image est reproduit aux nceuds du réseauogcip (a doite). Le domain® est le domaine ot ()
n'est pas nul; le domaing est la maille de répétition du motif.

Un signal de dimensioV est a spectre borné s'il existétel quevu, |u| > U. Se donner un échantillonnage
de I'espace, c’est choisir un ensembleNevecteurs d’échantillonnageformant une base de I'espace image.
ces vecteurs est associé par transformée de Fouriesdau&éciproque de vecteurs de blsgui pave I'espace
des fréquences (cf. figure 3.5). La reconstruction du $igmainu se fera exactement si les ordres parasites ne se
superposent pas au spectre du signal.

On voit qu’il est simple d’échantillonner un signal de dim@n N de facon a vérifier I'inégalité stricte de
Shannon. Il suffit de choisir tous les pas d’échantilloreyagde facon quep; < 1/2U. Cette condition suffi-
sante pour faire un échantillonnage parfait n'est cepeinpas nécessaire et conduit généralement a un trés for
suréchantillonnage et donc a une grande redondanceekaashantillons ainsi mesurés.

On définit I'efficacité de I'échantillonnage par le rapport du volumé ou le spectre n’est pas nul, sur le
volume élémentair®’ de répétition du spectre par Ips

S
n y S

On vérifie que I'échantillonnage au critére de Nyquist§ection 3.1.2) correspond au eas- 1, sans redondance.
S'il est facile d’adapter le pas d’échantillonnage d'umsil monodimensionnel de fagon a éliminer la redondance
c’est beaucoup plus difficile pol¥ > 1, et trés souvent impossible. En effet, on ne pourra asguset que sile
domaineS a la méme géométrie qué c’est-a-dire si I'on peut paver 'espace a partir de statés deS. A 2D,
les seules formes vérifiant cette propriété sont lesligiwgrammes ou des hexagones, mais il est exceptionnel
de trouver des scenes dont le spectre est borné par defigliees. En conséquence, pour la dimension 2 et les
dimensions supérieures, ont doit généralement accegesetchantillonnages redondants. On peut alors chexcher
maximisern. Dans le cas général d’un spectre quelconque, cette igption se fait de fagcon empirique. Un cas
trés frequemment rencontré est celui de spectres @ir@ est une sphere d&”). Les échantillonnages qui
s’imposent alors sont batis sur le maillage hexagonafifpire 3.6) :

— a 2D c’est le maillage hexagonal lui-méme;

— a 3D c’est le maillage hexagonal compact ou le maillagéqeugocentré qui conduit a des maillages appelés

en quinconce en vidéo (quinconce ligne et quinconce trame)

Les échantillonnages batis sur le maillage carré sarg gdondants mais leur simplicité de mise en ceuvre les

a rendus populaires malgré leur efficacité médiocrewssl&aibles propriétés topologiques (cf. Chapitre 4).

3.4 Le mockle fractal

Nous allons voir maintenant un modeéle d’'univers qui s’agggen tous points a I'approche précédemment
développée de I'echantillonnage. C’est le modeletédac
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FiG. 3.6 — Echantillonnage de signaux tridimensionnels atspésotrope. Les spectres sont représentés par des
spheres. la vue de gauche représente une vue perspactieedine de Fourier, celle de droite une vue de dessus
depuis la direction dess positifs. On a représenté un échantillonnage hexagdaas le planu;us (spheres
Aij) et 2 schémas différents : I'hexagonal compact et le aubigentré. Dans les deux cas, la couche supérieure
(représentée par les sphei@s)) est placée dans les trous de la couehde fagon que chaque sph&Besoit
tangente a 3 sphere$. Mais dans le schéma hexagonal compact (B11 et Z11), laheointérieureZ est a
I'aplomb de la couché3 tandis que dans le cas cubique centré (B13 et Z42) elle edesysites inoccupés de la
coucheB.

La notion de dimension fractale a été introduite par Mo [Mandelbrot, 1977] pour rendre compte du
comportement surprenant de certains objets soumis a dasr@sede plus en plus fines. On s’apercoit alors que
le résultat de la mesure (longueur, périmetre ou suyfdepend fortement de la précision de l'instrument #ilis
et que ce résultat, invariablement, croit sans limiteaa@pte pour des précisions de plus en plus grandes. Cette
propriété est bien illustrée par I'exemple d’'une caieailleuse, tiré de [Richardson, 1961], dont la longueair n
cesse de croitre, selon qu’on la mesure sur une carte, gnrdén en voiture, en vélo, a pied, ou avec un double
décimetre. Chaque nouvelle méthode nous permet de wargndes rochers nouveaux, de s’introduire dans des
anfractuosités plus petites, ce qui rallonge d’autarstiheation faite auparavant. Mandelbrot a souligné que ce
comportement, qui s’oppose résolument a toutes lesmotie I'analyse mathématique classique (fondée sur la
régularité et la continuité des fonctions, au moins ddess petits domaines), est en fait trées commun et peut étre
aisément étendu a des objets les plus variés : susped’sau savonneuse et ses infinies cascades de particules
en émulsion, éponges aux formes torturées, étagersarégktations dans les sous-bois, ramifications sans<in de
connexions nerveuses, emboitement des cratéres ddaesde la lune, et bien d’autres encore.

Sur la figure 3.7, nous avons représenté certains de cetsptgls que la nature nous les propose, véritables
casse-tétes pour le traiteur d’image. Une éponge, ou umpa, présentent, par exemple, une surface continue,
mais si déchiquetée, si percée d’'alvéoles, si pomratiggprotubérances de toutes tailles qu’elle apparaféfiment
remplir tout I'espace : tout le poumon n’est que surfaceristire vers le systeme sanguin, extérieure vers les
bronches et I'atmospheére (cf. figure 3.9).

Cette propriété d'une surface de remplir tout un voluneshpas sans rappeler les courbes ” pathologiques ”
de Peano ou de Von Koch (fig. 3.8). C'est cette analogie avecaerbes célebres que Mandelbrot utilise pour
définir deux qualités qui seront pour nous précieuseslinteension fractale et I’homothétie interne.

De la méme fagon un phénomene, apparemment ponctuetgoavoir une dimension plus grande que 0, et
une surface dans I'espace pourra avoir une dimensionisupéi 2.

3.4.1 Ladimension fractale

Elle exprime la propriété (soulignée plus haut) d’'unart@ qui passe plus ou moins par tous les points d’'un
plan. On connait de longue date les dimensions 1, 2, ou &hé&iéa respectivement aux courbes, aux surfaces, ou
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FiG. 3.7 —Evolution de la longueur de quelques frontieres et cate®ection de la mesure utilisée pour calculer
cette longueur (d’apres [Richardson, 1961] citée daretiélbrot, 1977]) - échelles logarithmiques.

FiG. 3.8 — La courbe de von Koch est un cas d’école de courbeafeadille se construit a partir d’'un segment de
droite qui est divisé en 3 et remplacé par 4 segments de 1#8. La dimension fractale vaut alabs= log 4/ log 3.

aux volumes. Mandelbrot postule qu'’il existe des courbedidension intermédiaire entre 1 et 2, des surfaces
de dimension supérieure a 2, et que ces objets possaternent la propriété de n'avoir pas de longueur ou de
surface précise, pas plus qu’un volume n'a de surface, otamé de longueur. Cette dimension, intermédiaire
entre les valeurs entieres, a été baptisée du néategidractale ” afin qu’aucune confusion ne soit faite entre
une surface classique (de dimension= 2). L'une et I'autre passent, par exemple, par tous les paimuts plan,

mais si I'une est une vraie fonction de deux variables, tauatest que fonction d’'une seule variable (ensemble
totalement ordonné).

Comment mesure-t-on une dimension, classique ou fractaei? d’abord, conformément a la démarche
mathématique, il nous faut nous munir d’'une mesure. C'estapération en apparence délicate, mais en pratique
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tres simple. Elle est discutée dans [Mandelbrot, 1971 #pas n’en reprendrons pas les termes ici. Disons simple-
ment que si nous disposons, par exemple, d’'une famille diettimnde rayons décroissants, alors nous sommes a
méme d’évaluer aussi bien des longueurs ou des surfagssiquies, que des courbes fractales. Pour cela, ayant
confronté a un étalon universel la taille du confettiade dénoterons), il ne nous reste plus qu’a recouvrir la
courbe de ces confettis, de fagon qu’aucun point de la e@xelsoit plus visible. Le produit du nombre de confettis
N(n) par la taille élémentairg : L(n) = n.N(n) est une bonne mesure de la grandeur qui nous intéressadorsq
n tend vers 0 : longueur ou surface par exemple. Mesurons @insegment de droite ou une courbe classique.
Si I'on divisen par 10,N(n) est multiplié par 10 et la longueur totale est constantéteGariation, linéaire, de

71 et N(n) est caractéristigue des dimensions 1. Si 'on mesureel@un carré, chaque fois queest divisé par

10, il faut 100 fois plus de confettis pour recouvrir la segfala dépendance quadratique indique une dimension
2. Répétée sur une courbe fractale, I'expérience mettr évidence une dimension intermédiaire entre 1 et 2 :
par exemplejog4/log3 = 1,26 pour la courbe de Von Koch de la figure 3.8, ou bien 1,25 pouolate de
I’Angleterre conformément a la figure 3.7.

Ainsi, la dimension fractale est déterminée par le gragleg(L(n)) = f(log(n)). Si ce graphe est linéaire
la dimensionD est donnée par :

log L(n) < (1 — D)logn (3.4)
sinon par son asymptote :

lim D =1 - = . (3.5)

3.4.2 L’homothétie interne

L’homothétie interne est une idée assez intuitive quéagees formes se retrouvent identiques a elles-méme
lorsqu’on les observe a des échelles différentes :

— 1m3 de nuage est identique &>,

— la cdte de Bretagne est un massif granitique de quelquésines de km de long, mais la Pointe du Finistere
gu’elle contient semble posséder les mémes proprié&méme qu’un rocher isolé de cette Pointe ou un
morceau de granit de ce rocher,

— la courbe de von Koch (figure 3.8) est exactement identiqelée'méme lors d'une division d’échelle de 3.

— un mouvement brownien observé pendant 1 s ou pendant hikdeske méme.

L’homothétie interne peut étre exacte (géométriquensemme pour la courbe de von Koch, ou en loi sta-
tistique comme pour le mouvement brownien), ou approct@ame pour beaucoup de phénomenes physiques.
Lorsque plusieurs homothétie s’appliquent a une mémetstre, on emploie le terme de cascade d’homothéties
(comme par exemple pour la courbe de von Koch).

La dimension (fractale) de I'objdd et le nombreV de structures nécessaires pour reconstruire un obje¢d’un
taille donnée a partir d’'une répliguefois plus petite sont liés par la relation :

N =kP. (3.6)

Par exemple, un segment de droite est identighesagments: fois plus petits mis bout a bout, un carré est
semblable &2 carrés de coté fois plus petit judicieusement assemblés, et il ut= 4 segments de taille = 3
fois plus petite pour reconstruire un flocon de von Koch.

3.4.3 Que faire de la tleorie fractale ?

Voyons maintenant de quelle fagcon ces surprenantes gtépiinterviennent lors de I'étape d’échantillonnage
d’'une image.
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Tout d’abord, I'existence de formes fractales conforte@opinion que I'approche de Nyquist-Shannon est
parfois impuissante a rendre compte de la structure d'yet,opar le simple fait qu'il n’y a pas de frequence
limite qui le caractérise de fagon certaiu@equelle résolution faudra-t-il en effet analyser une cede poumon
pour évaluer la surface des échanges d’oxygene ? Lesssgdonses rigoureuses seraient, la-encore, des majo-
rants bien incompatibles avec nos moyens de traitementexgamnple les plus grosses structures moléculaires, ou
bien les plus fines structures cellulaires. C’est pourciens de nombreuses études (en biologie, métallurgie, ou
méme télédétection des ressources terrestres), aleik identiques, menés sur des échantillonnagesetit®
conduisent a des résultats discordants. Le dépouitiemeéomatique des données entraine souvent une confiance
trop grande dans les résultats pour qu’une remise en quahts hypothéses fondamentales soit consentie.

En second point, lorsqu’elle est clairement percue, loonate forme fractale permet de réaliser une économie
de temps d’analyse et de traitement.

Pour cela, il nous faut connaitre d’une part la dimensiantéle de I'objet, d’autre part I'existence et la limite
de son homothétie interne. Cette derniere connaissahoa ees points-clefs de I'analyse et sa connaissance nous
est habituellement enseignée par le spécialiste : histlngmeétallurgiste, etc. On sait que l'architecturenmi
de l'univers est hétérogene : les constructions nurdégrécedent les structures atomiques, qui elles-esém-
gendrent les édifices moléculaires, et ainsi de suitarédteent, de cette architecture découlent les discoréaui
dans les diverses structures, et donc dans les dimensamtalés. La limite d’homothétie est issue de cette double
notion de discontinuité ; elle nous informe que, jusqui eertaine échelle de résolution, la fonction des struc-
tures est bien celle qui nous concerne (échanges gazeexedaas des poumons). Nous choisissons alors un pas
grossier d’échantillonnager, trés supérieur a la limit& z qui serait nécessaire pour rendre compte de la totalité
du phénomene. De la mesurefaite a cette échelle (exprimée en unitd, et de la dimension fractale D, nous
déduisons alors la valeur vrai¢’ (exprimée en unité§'z) par la relation :

D
m =m [g/—i} (3.7)

FiG. 3.9 — Quelques exemples de fractales : arbre bronchiqubatarme recalculé a partir du corps du Human
Visual Project par Jorge Marquez.

Soulignons a ce point la propriété remarquable du pigelnt élémentaire d'image) de fournir une mesure
universelle (au sens ou nous I'avons entendu au paragfaghB. Contrairement au double décimetre, le pixel
permet de mesurer non seulement des longudirs=( 1), mais aussi des surfaceP (= 2) ou des volumes
(D = 3). Et I'equation 3.5 demeure valable, tant pour des fornlassiques que fractales poix variant de
0 a 3. Ainsi cette notion de forme fractale mérite-t-elfeewattention particuliere ; elle bouleverse nos schémas
traditionnels de I'univers peuplé de " bonnes ” fonctioosntinues, dérivables, mesurables, etc. Elle se montre
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FiG. 3.11 — Corail synthétique et naturel

néanmoins un outil remarquable pour représenter beaudes objets rencontrés chaque jour. Elle s’est montrée
particulierement précieuse pour décrire les objetadgbmorphologie : rivieres, lignes de crétes, etc.

Enfin les approches fractales ont prété leur nom a dels algticompression et de codage d'images (le codage
fractal). Ces techniques utilisent les propriétés dunpfixe de certaines transformations contractantes du plan
(généralement des combinaisons d’homothéties, déantet de changements de contraste) [Fisher, 1995]. Cela
permet de ne transmettre, pour chague imagette issue denla &transmettre, que la seule transformation qui per-
met d’obtenir cette imagette a partir d’'une autre plus desissue d’'une autre partie de I'image (cascade interne).
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FiG. 3.12 — Electrodéposition de cuivre, c’est un exemple deglation fractale. La cascade d’homothétie est
illustrée par la petite fenétre de I'image gauche, agesdr I'image droite (d’aprés [Bunde et Havlin, 1994]).

FiG. 3.14 — Décharge électrique claquant un diélctriquagces [Bunde et Havlin, 1991]).
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FiG. 3.15 — Fougeére simulée par 5 attracteurs superposésrés [Peitgen et Saupe, 1988]).)



Chapitre 4

Repréesentations discetes

Chapitre rédigé par IsabelleLBCH

4.1 Introduction

Le traitement des images par ordinateur nécessite destisfe représentations discretes des scénes observées
On dispose alors d’un échantillonnageRfeouR? dansZ? ouZ3, qui est de plus fini, ce qui justifie de représenter
les images sous forme matricielle. Pour traiter de telsrabkes de points, deux solutions sont possibles :

— soit on plonge les points discrets @& dansR", et on les traite comme s'ils appartenaient a un espace

continu; ce sont alors souvent des procédés de géanadgorithmique qui sont mis en ceuvre;

— soit on définit directement les traitements dans I'esgi®eret, en essayant d’en préserver les effets et les

propriétés.

Le choix de I'une ou l'autre de ces solutions dépend begucdoutype de traitement a effectuer, du type de
représentation sur lequel s’appuie ce traitement, dgsrigtés souhaitées, de la complexité des calculs Retc.
exemple, on garantit de meilleures propriétés de commeaxec des rotations continues que des rotations déscret
Au contraire, les opérations morphologiques de base satdoup plus simples a effectuer dans un espace discret
(voir le chapitre 6 sur la morphologie mathématique). Diasscas ou les deux approches sont possibles, elles ne
sont pas toujours équivalentes, et il est souvent diffiddeyarantir que la transformation appliquée a une version
discrete d’'un objet fournira le méme résultat que lardsation du résultat de la transformation continue.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons surtout auxgunaisi de représentations géométriques discretes, qui
serviront de support aux traitements et transformatioies®fes directement das'. Des exemples de tels trai-
tements seront abordés en particulier dans le chapitreadphulogie mathématique (chapitre 6). Nous aborde-
rons ici succinctement les pavages et maillages (sect®n<ur lesquels sont définies les images discretes, puis
les questions de topologie (section 4.3), les problemespkesentations de quelques structures géométriques
simples, déterministes (section 4.4) ou aléatoiresti(seel.5), et enfin la définition et le calcul de distances
discretes (section 4.6). Un exposé plus détaillé sus tes points ainsi que sur d’autres aspects de la géemeétri
discrete en traitement d’images peut étre trouvé dahsag€ery et Montanvert, 1991, Klette et Rosenfeld, 2004,
Cceurjolly et al., 2007].

Les principes décrits peuvent &tre appliqués aussi dinsynthése qu’a I'analyse d’'images. La géométrie
discrete constitue toujours un axe de recherche impodtarg ces deux domaines.

53
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4.2 Pavages et maillages

4.2.1 Definitions et contraintes

Un pavage est une partition de I'espace contiRti)(en cellules élémentaires (tout I'espace est recounrt p
les cellules, et les cellules n'ont pas d’intersection deaeux).

Cette définition, la plus générale, peut donner lieuinfinité de solutions si I'on n'impose pas de contraintes
supplémentaires sur la forme et la disposition des calll#e pratique, des contraintes sont imposées :
— d’'une part par les capteurs, dont la surface sensible&rgiement une structure réguliere,
— et d’autre part par l'utilisation que I'on souhaite faield représentation, qui impose une certaine régularité
et simplicité, ainsi que certaines propriétés sur leagawésultant sur lesquelles nous reviendrons.
Deux méthodes peuvent étre envisagées pour construied pavage :

1. La premiéere consiste a se donner une distribution depdans I'espace. Puis a chaque péirdst associée
une celluleVp, de telle sorte qu’elle n’intersecte aucune autre cellutpizlle ne laisse pas devide » dans
I'espace. La solution la plus simple consiste a choisirrggu I'ensemble des points de I'espace qui sont
les plus proches d& que de tout autre point de la distribution. Dans le cas ouslmildution des points est
réguliere, on aboutit a un pavage classique, tel que geexous verrons dans la section suivante. Dans le
cas ou la distribution est irréguliere, on aboutit a @wage de Voronoi, que nous décrirons plus en détails
dans la section 4.4. Les points de la distribution peuvieatidterprétés comme des germes, a partir desquels
on fait croitre des cellules a vitesse constante, jusga’que tout I'espace soit rempli (voir figure 4.1).

e o o o o o %@@@@ e/lole|e|e]e
o000 o]

O 00000
oS T

....9 @@@@

R clololo
R clclolo

FiG. 4.1 — Deux exemples de construction d’'un pavage par préijpaga partir d’'une distribution de points
réguliere.

2. La deuxiéme solution consiste a se donner au contraineadéele a priori de cellule élémentaire, et a repro-
duire ce modele en juxtaposant les cellules pour constauie partition de I'espace [Grunbaum et Shepard, 1989].
Cela n’est bien sr pas possible avec n’importe quel neodiékellule. On impose généralement que celui-ci
soit un polygone (ou polyedre) convexe, régulier, et garesda juxtaposition les sommets soient en contact
avec d’autres sommets mais pas avec des arétes (typiqguidaneonfiguration de la figure 4.2 ne satisfait
pas cette derniére condition).
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FiGc. 4.2 — Exemple d'une configuration ou les sommets du pavagsont pas en coincidence avec d'autres
sommets. Notons qu’en déformant ce maillage, on peut olienpavage hexagonal qui est le pavage régulier
associé a cette distribution de points, comme on le vardgpsuite.

4.2.2 Pavages plansaguliers

Les contraintes les plus strictes que I'on puisse imposercaliules €lémentaires est qu’elles soient toutes
identiques ek régulieres», c'est-a-dire qu’elles soient des polygones dont tous®8s et tous les angles soient
égaux, et que chaque sommet soit en contact avec un nomeredisommets d'autres cellules. Avec de telles
cellules, on obtient des pavages dit€guliers».

On montre que, dans le plan, il n’existe que trois types deges réguliers, correspondant respectivement a
des cellules triangulairéscarrées et hexagonales. Ils sont illustrés sur la figige 4

. . . . L] ° o L] L] [ ]
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N N N N N e o | o e o o
L] L] L] L]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L] L] L] L]
L] L] L] L]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
triangulaire carré hexagonal

FiG. 4.3 — Les trois pavages réguliers du plan.

4.2.3 Pavages plans semiguliers

Si I'on relache un peu les contraintes précédentes, engttant aux cellules d’étre de types difféerents (avec
des nombres de cotés pouvant varier d’une cellule areautout en conservant le nombre constant de cellules
adjacenctes, on obtient des pavagseemi-réguliers [Grunbaum et Shepard, 1989].

Il existe 21 solutions respectant ces contraintes. Sedletefinissent effectivement une partition (dont les 3
régulieres vues précédemment). Deux de ces solut@ntsllistrées sur la figure 4.4. Lensemble de ces solstion
est décrit dans [Chassery et Montanvert, 1991].

Si I'on relache plus de contraintes, on peut obtenir desagas non uniformes, ou méme complétement
irreguliers (voir par exemple les dessins d’Escher [Loctal., 1972]).

INotons que le pavage triangulaire est régulier au senos Favons défini, mais qu'il nest pas uniforme car leargles n’ont pas tous
la méme orientation.
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FiG. 4.4 — Deux exemples de configurations semi-réguliereagitant de paver le plan.

4.2.4 Dualitt pavage / maillage

A partir d’'un pavage, on associe & chaque cellgleconstituant le pavage un poift situé a l'intérieur de
cette cellule. Par exempl®, peut &tre le centre de gravité e (il sera bien a I'intérieur d&p si I'on se restreint
comme ci-dessus a des cellules convexes). Dans ce cadrauveebien sir de® et desVp qui correspondent
a la construction du pavage a partir d’'une distributiorpdits. Ce sont ces poinf3 qui sont appelés pixels en
traitement d'images.

Un maillage est alors défini de la maniére suivante : agoirit P on associe les pointg tels quel/p etV ont
une aréte commune (dans le plan). Le maillage est coastiuous les segment8, )] que I'on peut construire
de cette maniére.

Ce maillage définit dans I'espace un nouveau pavage, dooelkiles sont centrées sur les sommets du pavage
initial. Il y a donc dualité entre pavage et maillage.

Pour les pavages réguliers, qui sont les plus utiliséte dealité se traduit de la maniére suivante (voir figure
4.5):

— le maillage associé au pavage triangulaire est hexagonal

— le maillage associé au pavage carré est carré,

— le maillage associé au pavage hexagonal est triangulaire

Le maillage carré est certainement le plus utilisé. Lellage hexagonal n’est cependant pas sans intérét car
il possede de meilleures propriétés d'isotropie et gelmgie que le maillage carré. Le maillage triangulairest’
en revanche presque jamais utilisé.

Dans I'espace discret a 3 dimensions, le maillage cubigtie @lus utilisé. C’est aussi le seul qui soit régulier.
On trouve aussi quelques applications de maillages cubig@ces centrées ou rhombododécaédriques.

4.3 Topologie discete

Dans cette section, nous abordons les problémes de topdaag les maillages discrets. Nous verrons en
particulier que la topologie discrete classique n’'est gdaptée et qu'une approche fondée sur la définition de
voisinages est préférable.

4.3.1 Quelques approches

Considérons tout d’abord la topologie discrete classiour cette topologie, tout point de I'ensemble discret
considéré est un ouvert. Comme un ensemble connexe easamble qui ne peut pas se décomposer en réunion
de deux ouverts non vides disjoints, les seuls ensembleggen que I'on puisse construire avec cette topologie
sont réduits a des singletons.

Cependant du point de vue de I'analyse d'images et de la neissance des formes, on a besoin de définir
des objets, que I'on considere comme des entités congéxésalement constituées de plusieurs points. La topo-
logie discréte classique ne permet pas de répondre xizgEnees, et elle n'est donc pas adaptée aux besoins du
traitement d'images.
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FiG. 4.5 — Dualité entre les maillages et les pavages regulieiplan.

Plusieurs approches ont été tentées afin de définir gekoigies plus satisfaisantes. Nous décrivons ici suecinc
tement I'une d’elles [Chassery et Chenin, 1980, Khalimgigl.e1990]. Elle consiste (dans le plan) a construire
une base topologique & . Une topologie est alors une classal’ensembles d&? telle que chaque élément de
7T soit reunion dénombrable d’éléements de la base topqleg et telle que :

1.722e¢T,0eT,
2.V(A,B)eT? ANBeT.

Sur une trame carrée, on peut par exemple construire latbpsgique de la maniére suivante : pour tout
point P deZ?, de coordonnée, j), on associe ® I'ensemblel/(P) défini par (voir figure 4.6) :

UP) = {P6i-14),6E+1,4),063-1),0GJ +1)} sii+jpair,
= {P} sinon.

Les ensembleX (P) ainsi construits vérifient bien les conditions suivantes :
1. Z? = Upegz2U(P),

2. sil(P) etU(Q) sont deux éléements de la base topologique, &¢¥3) N/ (Q)) est une réunion d’éléments
de cette base.
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FiG. 4.6 — Définition d’une base topologique dans le plan dissueune trame carrée.

Ce type de construction a un inconvénient majeur : la formeadsinage induit par lel (P) autour de chaque
point dépend de la position du point dans I'espace. Enqudiér, la topologie ainsi construite n’est pas invariante
par translation. De plus, ce type de construction ne ganaasi toutes les propriétés souhaitées, en particaelier |
théoréme de Jordan. Enfin, si cette construction restgilgesur une trame triangulaire (voir figure 4.7), elle ne
I'est pas sur une trame hexagonale.

f\. [ ] ¢ L] ¢ o ¢ [

Fic. 4.7 — Définition d'une base topologique dans le plan dissue une trame triangulaire. Sur cette figure,

UP) ={P,Q R,S}UQ) = {Q} U(R) = {R},U(S) = {S}.

4.3.2 Topologiea partir de la notion de voisinageélementaire

Pour le traitement d’images, il est donc difficile de défdes notions topologiques satisfaisantes et opératiamel
a partir de la construction d’ouverts. Il est préféraddedéfinir d’abord les notions de voisinage élémentaines
de connexité, qui est une des notions topologiques esfieatpour I'interprétation des images et la reconnaissan
des formes [Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1979].

Pour cela, on consideére I'image discréte comme un grdmsenceuds du graphe sont les points discrets (les
pixels de I'image). Les arcs sont définis par les relatiamsalsinage entre les points. Par exemple, sur une trame
carrée, on peut considérer que deux points sont voisimseset une seule de leurs cordonnées differe d’'une unité.
Chaque point (encadré sur la figure 4.8 a) a ainsi 4 voisirs) parle de 4-connexité. Le graphe correspondant est
illustré sur la figure 4.9.

Si I'on ajoute dans le graphe les arcs reliant les pointsi @nsdiagonale (dont les deux coordonnées different
d’une unité), chaque point a alors 8 voisins, et on parle-derthexité (figure 4.8 b). En 4-connexité, tres peu de
directions de I'espace sont représentées, en 8-co@néxits les voisins ne sont pas a la méme distance du point
central.
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FiG. 4.8 — Connexité sur une trame discréte carrée (a : 4edt@ b : 8-connexité), ou hexagonale (c : 6-
connexité).

Ti‘.i‘.i‘.i‘.i‘.i‘.i‘. e noeuds du graphe
*—0—0—0—0—0—0—0 L ..

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ___ arcs définissant les voisins
Q—T—T—O—O—O—T—O et la connexité

G A Y O A

FIG. 4.9 — Graphe définissant la 4-connexité sur une traméearr

Sur une trame hexagonale, la connexité la plus natureillaésconnexité (figure 4.8 c). Chaque point a 6
voisins qui sont tous a méme distance du point centralse6 ldirections représentées sont équiréparties, ce qui
constitue un des avantages de la trame hexagonale.

Sur une trame triangulaire, trois types de voisinageséfétaires peuvent étre définis, correspondant respecti-
vement a la 3-, 9- et 12-connexité. Ces définitions sdutilees sur la figure 4.10.

Dans une représentation matricielle des images, I'a@gksoisins d'un point de coordonnégsj) se fait tres
aisément sur une trame carrée. Ce sont :

— en 4-connexité : les points de coordonn@es 1, 5), (i + 1,7), (4,5 — 1), (¢,5 + 1),

— en 8-connexité : les points de coordonn@esl, j), (i+1, j), (i, —1), (i,j+1), (1 —1,5—1), (1 —1,5+1),

(i4+1,5—1),(+1,5+1).

Sur une trame hexagonale, I'accés aux voisins est un peudglicat. En effet, s'il est toujours possible de
représenter une image de maniere matricielle, il fausict@rer que, géométriguement, les lignes sont désdéfs
unes par rapport aux autres. Les indices des voisins d’urt gépendent donc de la parité de la ligne sur laquelle
se situe le point. Si les lignes sont numérotées commdidjire la figure 4.11, alors les voisins d’'un point de
coordonnéesi, j) sont :

—sijestpair:(i—1,j—-1),(,5—1),6—1,5),(¢+1,5),GE—1,7+1), 75+ 1),

— sijestimpair:(i,j —1), (¢ +1,7—1), (i —1,5), ¢+ 1,75), (4,5 + 1), (i + 1,5+ 1).

Sur une trame triangulaire, de la méme maniere, les isdies voisins dépendent de la parité de la ligne sur
laquelle se trouve le point considéré (et bien sr de fmesité choisie).

Si I'on se place maintenant en dimension trois sur une trarb&jae, trois types de voisinages élémentaires
sont classiqguement définis, correspondant respectivieanian6-, 18- et 26-connexité. Si I'on représente chaque
point P de I'image 3D comme un cube élémentaire, les 6-voisineespondent aux cubes adjacent8 par une
face, les 18-voisins comprennent les 6 précédents et geusont adjacents & par une aréte, et les 26-voisins
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e Noeuds du graphe

arcs définissant les voisins

et la connexité

FiG. 4.10— Graphes définissant la 8-connexité sur une trames;da 6-connexité sur une trame hexagonale, et les
3-, 9- et 12-connexités sur une trame triangulaire (seuddogies arcs sont représentés pour la trame triangulaire

s’obtiennent en ajoutant les cubes adjacents par un somuoiefigure 4.12).

Une fois que sont définis les voisinages élémentairegydtions de connexité s’en déduisent aisément, grace
a l'interprétation en termes de théorie des graphej&er958].

Un chemin est ainsi défini comme une suite de sommets du gtefle que deux points consécutifs de la suite
soient joints par un arc du graphe, ou les arcs sont défirfisretion de la connexité choisie. Par exemple, sur une

trame carrée, on définit :
— un 4-chemin comme une suite de poifis jx )1<x<n tels que :

Vkal S k <mn, |Zk _ik+1| + |jk _.jk+1| S 17
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4

N

i
FiG. 4.11 — Les indices des voisins d'un point sur une trame tenag dépendent de la parité de la ligne sur
laguelle se trouve le point.

e A T

FIG. 4.12 — Les trois types de voisinages élémentaires paaimoage 3D définie sur une trame cubique.

— un 8-chemin comme une suite de poifits ji )1<k<n tels que :

Vk,1 <k <n, max(|ix — igr1|, | — Jes1]) < 1.

Les composantes connexes s’en déduisent alors en replesdgfinitions classiques des graphes. On obtient
ainsi sur une trame carrée :
— une composante 4-connexe est un ensemble de @heisque pour tout couple de point®, Q) de S, il
existe un 4-chemin d’extrémitd3 et et dont tous les points soient dafis
— une composante 8-connexe est un ensemble de gdieisque pour tout couple de point®, Q) de S, il
existe un 8-chemin d’extrémit&@3 et et dont tous les points soient dasis
Ces définitions sont illustrées sur la figure 4.13.
De maniére analogue, on définit sur une trame hexagonsladgons de 6-chemin et de composante 6-
connexe. Sur une trame triangulaire, les chemins peutreri3€ 9- ou 12-connexes, de méme que les composantes
connexes.

Sur une trame carrée, des paradoxes peuvent apparaitregutaines configurations locales de points de I'objet
et de son complémentaire. Sur la figure 4.14, en 8-conmdgi points a et d de I'objet sont voisins ainsi que les
points b et ¢ du complémentaire. Cela signifie que les coamies connexes de I'objet et du complémentaire se
« croisent». Si on se place au contraire en 4-connexité, ni les pointsda @ les points b et ¢ ne sont voisins,
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FIG. 4.13 — lllustration des définitions des chemins et compi@saconnexes sur une trame carrée, en 4- et 8-
connexités.

laissant ainsi une zone qui n’est ni I'objet ni son complataie. Ce paradoxe peut étre évité si I'on consideee de
connexités differentes pour I'objet et pour son compgataire.

Sur une trame hexagonale, ce type de phénomeéne ne setppadudt on travaille en 6-connexité aussi bien
pour la forme que pour le fond.

e e o © e e O o©
o 4 o) e 30 b o
o ¢ d ° O ¢cO de e
O O e e O O e e

FIG. 4.14 — Paradoxe sur une trame discrete carrée en 8- atrexibe.

Un des résultats importants qui permet de garantir de oprapriétés topologiques aux objets (et d’éviter
ce type de paradoxe) est le theoreme de Jordan. Dans l@tsLs il s’exprime sous la forme suivante : toute
courbe simple fermée sépare I'espace en deux composamtesxes, I'intérieur et I'extérieur de la courbe. Avec
les définitions de la connexité discréte données csales, on montre les deux résultats suivants :

— sur une trame carrée, tout 4-chemin (respectivemenegairt) simple fermésépare I'espace en deux com-
posantes 8-connexes (respectivement 4-connexesgrigot’ et I'extérieur (voir l'illustration de la figure
4.15);

— sur une trame hexagonale, tout 6-chemin simple fermé&rséj@space en deux composantes 6-connexes.

2Un 4-chemin simple fermé est un 4-chen(ifo, ..., An) tel quen > 4, A; = A; si et seulement si= j, et A; est un 4-voisin del; si
etseulementsi= j + 1[n + 1].
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e Chemin 4-connexe

o Points intérieurs (composante 8-connexe)

FiG. 4.15 — lllustration du théoreme de Jordan dans le casrmeoat dans le cas discret sur une trame carrée (les
points extérieurs ne sont pas représentés).

Le premier de ces résultats fait apparaitre une duatitéeda 4- et la 8-connexité [Kong et Rosenfeld, 1989].
Ainsi, pour garantir que le théoreme de Jordan soit ragpédcaut changer de connexité quand on passe d'un
objet a son complémentaire. On considérera donc par gheaun objet en 4-connexité et son complémentaire en
8-connexité, ou le contraire. Sur I'exemple de la figuré4lés points de I'intérieur du chemin 4-connexe forment
bien une composante 8-connexe, mais deux composantesiéx@m Le résultat n’est donc pas vrai si on prend la
méme connexité pour les points du chemin et pour le comgféaire du chemin.

Le deuxieme résultat montre qu’au contraire ce type dblproe ne se pose pas en 6-connexité. La trame
hexagonale présente donc de meilleures propriétésomigoes que la trame carrée.

Sur une trame triangulaire, il existe de maniére analogeaualité entre la 3- et la 12-connexité, mais, comme
nous l'avons souligné, cette trame est peu usitée.

En dimension 3 sur une trame cubique, il existe une duaiitéeda 6- et la 26-connexité, et on a un analogue
du théoreme de Jordan en considérant cette fois unecewsfiample fermée.

La difficulté rencontrée en 4- et 8-connexités vient dejae I'appartenance des frontieres d’un pixel a un
objet ou a son complémentaire n'est pas clairement @&fiflle peut étre levée dans le cadre des complexes
cellulaires [Kovalesky, 1989]. Chaque pixel ou voxel estathposé en éléments de dimension locale variant de
0 (les sommets) a 2 (I'intérieur du carré représentarpinel) ou 3 (I'intérieur du cube représentant un voxet),
I'appartenance de chacun de ses éléments aux objetsatédmplémentaire est définie. Ces structures ne posent
pas de problemes topologiques et le théoreme de Jortaaré, ainsi que l'illustre la figure 4.16. Ces struesr
peuvent également &tre généralisées a trois dimesgiCointepas et al., 2001]. Il faut cependant noter que ces
structures sont un peu plus lourdres a manipuler que ledspdu les voxels car elles sont plus volumineuses et
non homogeénes (plusieurs types d’éléments, dont lesnames sont également différents).

4.3.3 Nombre d’Euler : un exemple de caradristique topologique d’un objet

Un objet ou un ensemble de points peut étre caractérigglypsieurs types de mesures topologiques. Les plus
simples sont le nombre de composantes connexes dont il estitcé@ et le nombre de trous qu'il contient. La
difference entre ces deux nombres est appelé nombreat’Etlest utilisé dans des problemes de reconnaissance
des formes, comme un des attributs qui caractérisent ut.obj

Sil'on appelleN,. le nombre de composantes connexes d’un objat & nombre de trous, le nombre d’'Euler
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FIG. 4.16 — Le théoreme de Jordan est toujours vérifie dansoldele des complexes cellulaires. Chaque pixel
est décomposé en carré, aréte et sommet. La couleuodtds g, B, C et D détermine la connexité de la courbe
noire et celle du fond.

vautE = N.. — N;. La connexité utilisée pour calculer le nombre de trols abmbre de composantes connexes
doit respecter les contraintes du théoreme de JordarediSur I'exemple de la figure 4.17, le nombre d’Euler
vaut —1 si on considere les objets en 8-connexité et les trous emn#iexité, et 0 si on choisit les conventions
inverses.

o Objet

o Trou

FiG. 4.17 — Nombre d’Euler sur une trame carrée : si on consités objets en 8-connexité et les trous en 4-
connexite,N.. = 1 et N; = 2, doncE = —1. Avec les conventions inverses,. = 1 et N; = 1, doncE = 0.

Le nombre d’Euler peut &tre calculé par simple dénomiergrde configurations locales, décrites dans la figure
4.18. Avec les notations de cette figure, on montre que :
— sion considére les objets en 8-connexité et les trous@mAexité, alors :

EFE=v—e—d+t—gq,
— sion considére les objets en 4-connexité et les trousa@mBexité, alors :

E=v—e+q,

Le lecteur pourra vérifier les résultats de ces formule$exemple de la figure 4.17.

Il est remarquable que ces caractéristiques ne fassentémir que des points de I'objet, alors que le nombre
d’Euler implique a la fois I'objet et son complémentai@et exemple est €galement particulierement intéréssan
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FIG. 4.18 — Configurations locales pour le calcul du nombre &Eul

car il montre qu’il est possible de calculer le nombre d'Ewiriquement avec des caractéristiques locales, bien
gu'il s'agisse d’'une mesure globale sur un objet. Le calstildonc beaucoup plus facile, et la mise en ceuvre
informatique avec ces caractéristiques locales est it alors que le calcul direct des nombres de composantes
connexes et de trous serait plus difficile.

Cet exemple illustre ainsi une idée qu’on retrouvera sotiee traitement d’'images, qui consiste a ramener
des notions globales a des calculs qui peuvent se fairdesmegmt localement. On voit apparaitre ici un intérét
supplémentaire de la notion de voisinages élémentgiresque ce sont les points définis par ces voisinages qui
interviennent dans les calculs locaux.

4.4 Representations gométriques

Si la plupart des entités geéométriques simples (droitecles, courbes) sont parfaitement maitrisées dans le
cas continu, leurs représentations discrétes souléerx types de problemes :

— comment représenter sur une trame discrete une eltitd&trique continue, et quelles sont les propriétés

de cette représentation par rapport aux propriétéga&s dans le cas continu ?

— a partir d’'une entité géomeétrique discrete, quellast les représentations continues qui lui corresportdlent

Si I'on prend I'exemple de la droite, il est possible de serdodes regles (comme on le verra plus loin)
qui permettent de déterminer les points de la trame reptéat une droite continue. Inversement, étant donné un
ensemble de points de la trame, on peut vérifier s’ils cpoedent ou non a la discrétisation d’une droite continue
suivant ces regles. Si c’est le cas, on trouvera en geqé&ibn’y a pas unicité de la droite continue dontI'ensdmb
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de points est la discrétisation, mais que les droites blessconstituent tout un faisceau.

On pourra se reporter a la référence [Chassery et Moatgri991] pour une étude de ces problemes dans le
cas de courbes quelconques. Ici, nous nous restreignogisidd des droites et des cercles. Puis nous abordons
les pavages de Voronoi et les triangulations de Delaunaypermettent de représenter les images de maniere
structurée, non pas systématique comme avec les pavegeéeers, mais en fonction du contenu des images.

Dans toute la suite, on se placera dans le cas 2D, sur une tamée. Les résultats peuvent en général étre
étendus a d’autres types de trames et a des espaces desdimsupérieure.

4.4.1 Discetisation d’'une droite continue

Une premiere méthode de discrétisation des droiteaeséthode dite du pavé semi-ouvert. Le pavé semi-
ouvert associé a un point discrBtde coordonnéeg, j) est I'ensemble des points & dont les coordonnées
(x,y) vérifient :

SN S T S S
7 2<x_z+26j 2<y_]—|—2.

La méthode de discrétisation par pavé semi-ouvert staalors a garder dans la représentation discrete tout
point P de la trame tel que le pavé semi-ouvert qui lui est assdtiéna intersection non vide avec I'entité a
discrétiser. La figure 4.19 illustre le résultat dans le dan segment de droite.

i ) .
! Pavé semi-ouvert

[ ) Représentation discréete de la droite continue
FIG. 4.19 — Discrétisation d’'un segment de droite par la mé¢du pavé semi-ouvert.

L'ensemble discret ainsi obtenu ne constitue pas nécessant un chemin simple au sens de la 4- ou de la
8-connexité. Sur I'exemple de la figure 4.19, I'ensemblgpdmts obtenu n’est pas 4-connexe, et au sens de la
8-connexité, certains points ont plus de 2 voisins.

SiI'on cherche maintenant a discrétiser la frontiereldmi-plan fermé limité par la droite (plutdt que la deoit
elle-méme), en imposant une contrainte d’unilatéeaditi obtient cette fois un chemin 8-connexe [Dorst et Snees)|d 984].
La méthode consiste a garder les points discrets s’ilsstugés d’'un méme coté de la droite et tels que le segment
vertical du maillage qui en part coupe la droite. Ce precést’illustré sur la figure 4.20.

On remarquera que le résultat obtenu est différent dé alktanu avec la méthode du pavé semi-ouvert, partant
de la méme droite continue.

Il est possible de combiner ces deux méthodes, en assa@cigmque point du maillage un segment semi-
ouvert, centré en ce point et vertical. Un point discretaémts conservé si le segment qui en est issu intersecte la
droite continue. Le résultat de ce procédé est illusinéa figure 4.21.
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[ ) Représentation discréte de la droite continue

FIG. 4.20 — Discrétisation d’'un segment de droite par la camtigal’unilatéralité.

o Représentation discréte de la droite continue
FIG. 4.21 — Discrétisation d'un segment de droite par la méae segment vertical semi-ouvert.

On obtient toujours un chemin 8-connexe, mais ou les pdistyets sont répartis des deux cdtés de la droite
continué.

4.4.2 Carackrisation d’un segment de droite discret

Considérons maintenant le probleme inverse : étant&@lanensemble de points discrets, est-il la discrétisatio
d’'un segment de droite continue ? En utilisant les carmet&ons précédentes, cela revient a vérifier qu’isexun
segment de droite dont la discrétisation selon les ragflesies donne exactement 'ensemble des points discrets.
Cette démarche n’est pas toujours tres opérationredl@) lui préfere deux autres méthodes, I'une reposanasu
propriété de la corde, et I'autre sur une descriptionayique d’'un segment de droite discret.

SoitS un ensemble de points discrets (toujours en dimension desux ane trame carrée). On dit gSevérifie

SLe résultat est équivalent a celui qu'on obtiendraitcak@gorithme de Bresenham, frequemment utilisé enlsyse d'images, qui mini-
mise I'erreur locale en chacun des points du tracé [Hedt®a5].



68 CHAPITRE 4. REPESENTATIONS DISCETES

la propriété de la corde si et seulement si ;
V(P,Q) € S,YRe [P,Q], IT € S,dx(T,R) < 1

ol [P, Q] désigne le segment d&* (continu) joignantP a @, etd,, désigne la distance obtenue a partir de la
normeL dansk? (deo (2, y), (2", y')) = max(|z — 2’|, [y — y'])).
La figure 4.22 présente un cas ou la propriété de la catieeeifiee et un cas ou elle ne I'est pas.

Lad | ,Rﬂ/./l
*—o —Foé—o

Q

FiG. 4.22 — 'ensemble de points discrets de gauche vérifiedprté de la corde, celui de droite ne la vérifie pas
(le point R du segmen{P, )] est a une distance de plus de 1 de tout point discré)de

Un segment discret vérifiant la propriété de la cordesfaitiaux caractéristiques utilisées dans la méthode de
discrétisation du segment semi-ouvert [Rosenfeld, 1Bphse, 1985, Santalo, 1940].

Une deuxieme caractérisation opérationnelle de segguendroite discrets repose sur leur description syn-
taxique [Pham, 1986]. En effet, un segment de droite disesetonstitué d’'une suite de points, que I'on peut
suivre en observant les changements de direction. La ésisation est alors la suivante :

— on appelle section une sous-suite de points maximale kangement de direction (les 8 directions possibles

sont celles définies par la 8-connexité sur la trame eao@mme l'indique la figure 4.23),
— dans un segment de droite discret, les sections ne pewa@ntgae deux directions distinctes, qui sont
consécutives (selon le schéma de la figure 4.23),
— pour une de ces directions, les sections sont toutes dadond, et pour I'autre direction, les sections sont
de longueur oun + 1, ou la valeur dex dépend de la pente de la droite.
On peut donc utiliser cette caractérisation, illustnéda figure 4.24, pour vérifier si'ensemble de points cdasg
est bien un segment de droite discret.

4 3 2
5 1
6 7 8

FIG. 4.23 — Les 8 directions possibles sur une trame carréex Bieections sont consécutives si leurs numéros
different de 1 (modulo 8).
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1 n 1 n 1 n+1 1

FIG. 4.24 — Caractérisation syntaxique d’'un segment de ddstet.

4.4.3 Droites analytiques discetes

On consideére ici le probleme des droites discretes daintgle vue different. Au lieu d’essayer de discrétiser
une droite par une suite de points connexes, on cherche @taicera savoir quels sont les points d'intersection
avec la trame d’une droite continue quelconque.

Une droite d’équationy = ax + b sera alors repésentée par les points d’intersectionlaggoints du maillage.
Pour que cette intersection soit non vide, il faut que la@eéletla droite soit de la forme :

p
a==
q
avecp et g entiers, premiers entre eux, et vérifiant :
p<gqg<N,

si'image est de tailléV x N, et pour une pente de droite inférieure a 1 (les autres'csh8ennent par symétrie).

Les pentes de droites possibles forment donc une suite ég Bardre N, notéeF(N) [Franel, 1924]. Pour
une image de taille x 4, les droites possibles telles que< 1 sont représentées sur la figure 4.25; on a dans ce
cas:

112
F(N)={0,-,=-,-,1
( ) { 7372737 }
Le nombre de droites possibles augmente bien siir avediéadail'image. Par exemple polN = 6, on a:
111213234
F(6)={0,=,=,-,=,=,2,=,° = 1}.
() {7574737572757374757}

Le cardinal deF'(IV) est de I'ordre d8 N2 /72. Des propriétés des suites de Farey permettent de lesgives
En particulier, si les fraction§, %, Z— sont des termes consécutifs HéN ), on a les relations suivantes :

p'q—pq =1,
p_/ _ p+p77
g q+q

On peut ainsi calculer le nombre de droites possibles suigataille de I'image, mais aussi les nombres
d’occurrences de ces droites en fonction de la penten effet, si 'on essaye de retrouver une droite dans une
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p/q=0 p/q=1/3 p/q=1/2

|

p/g = 2/3 p/g=1

FIG. 4.25 — Les droites possibles (d’intersection non vide #emsemble des points de la trame) sur une image
4 x 4.

image a partir de deux points discrets, on trouvera plusesticertaines droites que d’autres. Par exemple, les
droites de pente 0 et 1 sur la figure 4.25 seront obtenues paide couples de points que les autres droites.

Pour certaines transformations, ce phénomeéne conatituéritable biais lié a la discrétisation dont il valéed
tenir compte. Par exemple, si I'on essaye de détecter desws rectilignes en comptant les couples de points
qui contribuent a un contour d’orientation donnée (tfamaation de Hough [Maitre, 1985a, Maitre, 1986], voir
chapitre 14), on détectera beaucoup plus facilement letoucs de pente 0 ou 1 que des contours de pente trés
faible par exemple.

Sil'on cherche maintenant quelles sont les longueurs plessile segments discrets, on arrive a des conclusions
de méme type. Soit le carré d'une longueur de segmehtest obtenu comme la distance quadratique entre deux
points discrets, donc de coordonnées entigiesst donc solution d’'une équation diophantienne de la farme

a®+b* =1L
aveca etb entiers. On retrouvera pour les cercles le méme type dto qui sera étudié plus en détails a cette

occasion.

Cette équation n’a pas toujours de solution. En effet, amstade que, suivant la parité deet b, a® + b>
est congru a 0, 1 ou 2 modulo 4. Les valeursidgui sont congrues a 3 modulo 4 ne peuvent donc jamais étre
obtenues. La figure 4.26 illustre lirréegularité des naesbd’occurrences dé sur une imagé6 x 16 et sur une
image50 x 50. La décroissance générale des courbes obtenuesesatli@ait que les images sont bornées.

Pour plus de détails sur les droites et courbes discratgmurra consulter [Debled-Rennesson et Reveilles,[1995

4.4.4 Cercles discrets

De la méme maniére que pour les droites, le nombre de pdigtsets qui sont situés sur un cercle continu
peut varier beaucoup, et de maniere irréguliere suikardyon. Pour certaines valeurs du rayon, il n'y a pas de
solution. Ici encore, I'équation a résoudre est :

a?+b=n
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FIG. 4.26 — Distribution des carrés des longueurs des segrdsui®ts sur une images x 16 et sur une image
50 x 50.

ou a, b etn sont entiersp représente le carré du rayone®t+ b2 la distance quadratique d’un point discret au
centre du cercle (on suppose que le centre coincide aveeymaints de la trame). On trouve ainsi 4 points sur un
cercle de rayon, 4 points pourmn = 2, aucun point poun = 3, etc., comme l'illustre la figure 4.27.

> S5 O
1
W N P

FIG. 4.27 — Intersection de cercles continus avec des points larhe carrée.

Le nombre de solutions de cette équation est donné(par calculé & partir de la décomposition deen
nombres premiers :
1+ (—=1)%
r(n) = 4IL(7, + 1)II, <%) .
oun est décomposé en facteurs premiers sous la forme :

n = 2°I,p™Il,q"*

ou lesp représentent les facteurs premiers congrus a 1 modutdel gceux qui sont congrus a 3 modulo 4.

Par exemple, pour = 5 on obtient 8 points, pour = 25 on obtient 12 points. En effe5 = 52 et 5
est congru & 1 modulo 4. Le seul terme qui intervient dg@s) correspond donc @ = 5, avecr, = 2, et
r(25) =4 x (2 + 1) = 12. On remarque dans ces formules que, dés qu’intervientldafécomposition de un
terme congru a 3 modulo 4 avec un exposant impair, alors = 0.

En pratique, la définition d’un cercle discret limitée quoints d’intersection avec le maillage est tres restrmcti
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On préfere donc souvent considérer que le cercle a utaer épaisseus, et donc regarder plutdt I'intersection
d’une couronne circulaire avec les points du mailfage

Si k est I'épaisseur de la couronne, on cherche alors le nonghypeidts satisfaisant I'eéquation :
n<a®+b*<n+k

toujours avea etb entiers. Le nombre de solutions est simplement donné par :

i=n+k—1

r(n,k)= > r(i).

1=n

Par exemple, pour = 54 etk = 4, on trouver(n, k) = 0. Ici encore, la grande variabilité de la fonction
r(n, k) entraine des biais dans les méthodes d’'analyse ou deesgntfimages, ainsi que de reconnaissance des
formes, qu'il ne faut pas négliger. Il existe des méthatiesorrection, prenant en compte la forme des distributions
obtenues.

Pour plus de détails sur les cercles et spheres discrepgwrra consulter [Andres, 1994].

4.4.5 Pavage de Voronicet triangulation de Delaunay

Nous nous attachons maintenant a des représentatiartsusées adaptées au contenu des images. Nous
présentons ici les pavages de Voronoi, qui constituerdxemple de systeme de représentation structurée pour
I'interprétation de formes. Nous en verrons un autre exennps difféerent avec le squelette dans le chapitre 6 sur
la morphologie mathématique.

On se donne un ensemble de poifiiy, P, ..., P, }, appelés germe#é chacun de ces germes, on associe un
domaine du plaiR? défini par :

V(Pl):{PERQ/V.%lS]Snv d(P’PZ)Sd(PaPJ)}v

oud désigne une distance du plan.

Si I'on choisit pourd la distance euclidienne, alors [&5 P;) sont des polygones convexes. En effet, si I'on
prend tout d’aboreh = 2, alors la séparation entfé(P;) etV (P,) est la médiatrice des deux points. LI&&P;)
pourn quelconque sont donc des intersections de demi-plansdgmmolygones convexes (pas forcement bornés).

La figure 4.28 illustre cette définition (pour la distancel@lienne), ainsi que la convexité des pavés obtenus.

Notons que le pavage obtenu correspond a la premiére elif®d€s décrites pour construire des pavages dans
la section 4.2. Les pavés sont appelés polygones de Vhretrepnt formés d’arétes et de sommets de Voronoi.

La définition du pavage de Voronoi se généralise direete a des germes quelconques (plus nécessairement
ponctuels) mais, dans ce cas, les pavés obtenus ne soréqessairement polygonaux.

Dans le cas discret, la définition du pavage de Voronoi deenechangée. Cependant, au lieu de la distance
euclidienne, on en utilise généralement des approxamati les distances discretes, telles qu’elles seront vues
dans la section 4.6, qui permettent des calculs rapidegtofdurnissant une bonne approximation de la distance
euclidienne.

Le pavage de Voronoi a les propriétés suivantes [KI€89] :

1. s’il n’existe pas de quadruplets de germes cocirculaioes sommet de Voronoi est équidistant de 3 germes
exactement,

2. tout sommet du diagramme de Voronoi est centre d'une@assant par 3 germes et ne contenant aucun
autre germe, ce cercle est appelé cercle de Delaunay,

40n peut bien sir faire la méme chose avec des droites eedawests, en considérant des bandes.
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. germe

polygone de Voronoi

aréte
sommet

FiG. 4.28 — Pavage de Voronoi a partir d'un ensemble de points.

3. V(P;) est non borné si et seulement3iappartient a la frontiére de I'enveloppe convexe Bes

Si I'on joint par des segments les 3 germes équidistants stunmet de Voronoi, on obtient une triangulation
de I'ensemble de>;, appelée triangulation de Delaunay. Le résultat obtesur fes points de la figure 4.28 est
illustré sur la figure 4.29.

FIG. 4.29 — Triangulation de Delaunay d’un ensemble de points.

La triangulation de Delaunay et le pavage de Voronoi soux déructures de I'espace duales I'une de l'autre,
comme l'illustre la figure 4.30. En effet, a chaque arét®a®noi correspond une aréte de la triangulation, qui lui
est orthogonale ; chaque germe est un sommet de la triaiwgylat chague sommet de Voronoi est le centre d’un
triangle de Delaunay.

La deuxieéme propriété est illustrée sur la figure 4.3 tliangulation de Delaunay est celle qui vérifie que le

cercle circonscrit a chaque triangle ne contienne aucomsst de la triangulation. On a donc ici une premiere
application géomeétrique du pavage de Voronoi et dedagpillation de Delaunay.
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triangulation de Delaunay

pavage de Voronoi

FiG. 4.30 — Dualité entre triangulation de Delaunay et pavagéatonoi.

. germe

O cercle de Delaunay

—— triangulation de Delaunay

FIG. 4.31 — Propriétés géométriques de la triangulatiobDelaunay.

La troisieme propriété permet de déduire directememveloppe convexe d'un ensemble de points, ce qui
nous donne une deuxieéme application géométrique deazesribtions.

Il existe beaucoup d’autres applications. Nous n’en meangoons plus qu’une ici, qui concerne le calcul de la
distance minimum entre deux ensembles de polng$ B. Cette distance est définie par :

dmin(A4, B) = aEIE,IZ?EB d(a,b),
ou d(a, b) désigne la distance euclidienne entre les paingsb. Pour calculer cette distance minimum, il suffit
d’effectuer la triangulation de Delaunay de la réeunionalgstles pointsd U B, et de déterminer I'aréte la plus
courte ayant une extrémité daAst I'autre danss.

Enfin, mentionnons quelques algorithmes de calcul du palayeronoi[Toussaint, 1985, Preparata et Shamos, 1988].
Il existe des algorithmes récursifs qui sont optimaux @mes de complexité algorithmique), mais dont la mise
en ceuvre n'est pas tres facile. Il existe également desidlges incrémentaux, dont la complexité dans le cas le
pire n’est pas optimale, mais qui sont plus simples a mettr@uvre [Green et Sibson, 1978]. Le principe consiste
a rajouter les points un a un et a modifier le pavage pi&m@nent obtenu. L'intérét est que I'ajout d’un point
n’entraine que des modifications locales du pavage. Sepgague I'on connaisse le pavage{d®,...P,_1}.



4.5. EXEMPLES DE STRUCTURES AEATOIRES 75

Lorsqu’on ajouteP,, on commence par rechercher le gere(l < i < n — 1) le plus proche deP,. La
médiatrice ddP;, P,,] est le support d’une nouvelle aréte du pavage. En se dononasgns de parcours de cette
médiatrice, on recherche l'intersection avec une arétgavage précédent. Le germe correspondant, voisi?) de
est le nouveau poink; et on itere la procédure jusqu’a ce qu’on revienne autpi@rdépart. Or tourne» ainsi
autour deP,, pour construire le pavé qui lui est associé. Les partiagdtiés du pavage précédent qui tombent dans
ce nouveau pavé sont alors supprimées. La figure 4.32dllesprincipe de cette construction.

X nouveau germe

_____ nouvelles arétes de Voronoi

FiG. 4.32 — Construction incrementale du pavage de Voronoi.

4.5 Exemples de structures @atoires

Dans nombre d’applications, en particulier pour I'analgsgextures, qu’elles soient binaires ou a niveaux de
gris, il est nécessaire de générer des germes aléattares I'image.

Une des structures aléatoires ponctuelles les plusaggisepose sur des distributions de Poigsdne distri-
bution de points de Poisson vérifie les propriétés stesjSerra, 1982a] :
— si X est un compact, e¥(X) la variable aléatoire qui compte les points de Poisson &nalansX, alors
N(X) est une variable aléatoire d’espérand®(X ), ou A est la densité du processus de Poissdi (€Y )
le volume du compact (sa surface dans le cas du plan);
— si X et X’ sont deux compacts tels quen X’ = ), alorsN (X) et N(X’) sont deux variables aléatoires
indépendantes;
— la variable aléatoir&V (X), pourX compact vérifie :
@77,
P(N(X) =n) = — exp(~®)
avec :® = [, Adv, (dans le cas d’une densité constardtes \V (X));
— étant donnés pointsz; dansX, x; suit une loi uniforme suX.
SiI'on essaye de généraliser la notion de points de Poiastes structures plus complexes, on est confronté a
des difficultés de génération de ces structures. Pargegha génération de droites de Poisson n’est pas imaitédi

SElles constituent par exemple une des composantes desasH@oléens que nous arborderons au chapitre 6.
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L'idée la plus simple serait de se donner une distributiepdints de Poisson dans le plan, et en chaque point, de
tracer une droite dont la direction est choisie de manigiferme. Malheureusement la distribution de droites ainsi
obtenue n’est pas de Poisson. Une autre solution, plus aquiel mais fournissant effectivement une distribution
de Poisson, consiste a faire touner un &xeautour d'un poinD. QuandOz balaye un secteur angulaife, « +

dar), on tire sur la droite des points de Poisson de densité et on trace les droites orthogonale®a passant

pas ces points. On obtient ainsi un ensemble de droites dedPoiElles peuvent étre utilisées par exemple pour
définir des pavages aléatoires isotropes.

4.6 Fonction distance

La fonction distance est une transformation qui permet dsqyad’'une image binaire & une image numérique
ou la valeur de chaque point représente la distance gt ¢b plus proche. Bien que le concept soit global, la
fonction distance peut étre calculée de maniére localprepageant des distances locales (entre points voisins)
définies dans un masque. Ce type d’algorithme évite deulesilde maniére exhaustive les distances d’un point
a tous les points de I'objet pour en trouver le minimum, cesguait prohibitivement long. La contre-partie est
gu’on ne calcule alors qu’une approximation de la distanctidienne. Les exigences sont alors d’obtenir, par des
algorithmes rapides, une bonne approximation de la distanclidienne. Ces méthodes, appelées aussi distances
du chanfrein [Borgefors, 1996], sont un exemple ou un @décilgorithmique permet de lever les difficultés liees
a la discrétisation de I'espace.

Nous verrons dans le chapitre 6 que la fonction distance amreuses applications en morphologie mathématique
(outre toutes les applications nécessitant une estimdgda distance entre objets comme le recalage).

4.6.1 Definition de distances discetes

Les distances discretes sont définies comme des distancaa graphe, dans lequel les nceuds sont les pixels
ou voxels, et les arcs sont définis par un ensemble de vsctleubase. lls peuvent représenter les relations
de connexité éléementaires (par exemple 4 ou 8 connexitais également relier des points plus éloignés. lls
représentent les directions selon lesquelles on pewt@actr pour aller d’'un point a un autre.

SoitP = {pi, ...pm } 'ensemble de ces vecteurs de base, qui engendrent le getEhvexquels on associe des
longueursl;. On impose les conditions suivantes :

-pieEP=—-p;eP,

—p; EP,Ap; EP = X = +1,

= lpill = P31 = di = dj.

On définit alors la distance entre deux nceuds$y (deux points) comme :

1 . & no
d(a:,y) = 35 mm{z nid; | n; € N, Znipi = :m/}
i=1 i=1

ou s est un facteur d’échelle (typiquement= d; si d; est la longueur associée au vecteur élémentaire selon un
des axes de coordonnées). Cette distance est exacterwemguaur du plus court chemin entreety sur le graphe
engendré paP. On peut vérifier aisément que toutes les propriétéseltistance sont bien satisfaites.

En pratique, leg; etd; sont représentés par des masques. Chaque point du mastarteemité d'unp; et a
pour coefficient lel; correspondant, qui représente la distance locale enfpeioget le point central du masque
(celui-ci est affecté du coefficient 0).
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4.6.2 Exemples

Pour la qualité de I'approximation, il est possible de josier deux parametres : la taille du masque (donc le
nombre de directions représentées, ou encore le nomb#g efides coefficients du masque (doncdgs Plusieurs
criteres ont été proposés pour estimer cette quiditus frequemment utilisé étant de minimiser le maximue
la difference avec la distance euclidienne. Les masquegduls employés sont illustrés sur la figure 4.33. Les deux
premiers correspondent respectivement a la 4- et a lanBecdté sur une trame carrée. Le troisieme (figure 4.33 ¢)
permet d’avoir une erreur faiblel(8%) par rapport & la distance euclidienne en modifiant leffic@nts (toutes
les distances sont alors multipli€es par 3). Le dernieufégt.33 d) donne une erreur inférieure a 2% en jouant a
la fois sur les coefficients et sur la taille du masque (tolegslistances sont alors multipliées par 5).

11 11
1 1 1 1 4 3 4 1 7 5 7 11
1 0 1 1 0 1 3 0 3 5 o 5
1 1 1 1 4 3 4 1 7 5 7 1
11 11
a b c d

FIG. 4.33 — Exemples de masques pour la distance du chanfrein.

4.6.3 Algorithmes de calcul

Une premiere famille d’algorithmes opére sur une repméation classique de I'image, sous forme de tableau.
Les algorithmes de cette famille peuvent étre de deux typesallele ou séquentiel. Nous les illustrons sur le
probléme du calcul de la fonction distance (distance dgubaoint de I'image au point des objets le plus proche,
au sens de la distance discrete définie plus haut).

Si f* représente I'image a litératioh et g le masque choisi, I'algorithme paralléle s’exprime de lanidre
suivante : les points de I'objet sont mis a 0 et les pointsatomlémentaire a une valeur infinie (en pratique, la plus
grande valeur stockable), pour former 'imagfe; puis la formule suivante est itérée jusqu’a convergenc

fH(@) = min{f*'(y — ) + g(y), y € supportg)}.

Linconvénient majeur de cet algorithme est que le nombitérdtions dépend de la taille de I'image, de la taille
de I'objet et de sa forme. De plus deux images doivent étrdégs en mémoire. Cet algorithme s’'applique a
n’'importe quelle trame et n’importe quel masque.

L'algorithme séquentiel ne nécessite que deux iténatidl procéde en deux balayages en sens opposés de
I'image et le masque est divisé en deux pariest g, contenant les points déja examinés dans le sens cowant d
balayage. Pout = 1,2, on effectue I'opération suivantg¢{ étant calculee comme précédemment) :

fH(@) = min{f* 1 (x), f*(y — 2) + gx(y), y € supportg)}.

Cet algorithme vérifie I'exigence de la rapidité. Il necegsite qu’'une image en mémoire et s’applique également
a n'importe quelle trame et n’importe quel masque.

Une deuxieme famille d’algorithmes repose sur les comstdes objets. En effet, les points situés a l'intérieur
des objets ont toujours une distance nulle a I'objet, ept@nts les plus proches des points extérieurs aux objets
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sont toujours des points situés sur les contours des obBjetsi, seuls ceux-ci interviennent réellement dans le
calcul.

Un premier type d’algorithme dans cette famille repose sersiructure de chaine pour représenter les contours
des objets. Le principe du calcul de la fonction distancesisb@ a déplacer ces contours par des regles de ré-
écriture, pour déterminer successivement les pointaeadistance 1 des objets, puis les points a une distance
2, etc. [Vincent, 1992]. Une étape d’ajustement est panfi@cessaire, par exemple quand le déplacement d'un
contour conduit a connecter deux objets. Ce type d'allgorét ne nécessite qu'une image en mémoire. L'acceés
aux voisins doit etre facile car il est frequemment wiildans les régles de ré-écriture. Il est trés rapidés ma
peut pas étre généralisé a des images 3D car il n'y a’padrd naturel sur les points de la surface d’un objet 3D
permettant de les représenter sous forme de chaineegkesre ré-écriture et d’ajustement comportent begqucou
de cas particuliers et la procédure compléte est donc unl@lkcate.

Un deuxieme type d’algorithme repose sur une représentdes points de contours sous la forme d’'une
simple file d’attente FIFOfifst in, first ou). Cette pile est initialisée par les points de contoursatgsts (I'ordre
n'a pas d’'importance). L'algorithme extrait alors le prempointp de la pile, et recherche ses voisins. Pour chaque
voising, si celui-ci est a I'extérieur des objets, il est ajoat@ pile, et on lui affecte une valeur de distance qui vaut
celle dep plus la distance locale entpeet ¢ (d; si pg = p;). Cet algorithme est également trés rapide, génaitaks
a 3D, et nécessite également un acces rapide aux voisins

Notons que ces differentes classes d’'algorithmes sdigagts pour de nombreuses autres transformations.



Chapitre 5

Restauration des images

Chapitre rédigé par Henri MTRE, Elsa ANGELINI et Said [ADJAL

La restauration des images est I'opération qui corrigedi#gauts engendrés lors du processus d’enregistre-
ment numeérique. Des exemples de défauts incluent le flomide au point ou de mouvement, ou le bruit de
source électroniques. Les méthodes de restauratiormgeapdes algorithmes d’élimination ou de réduction des
défauts, permettant de reconstruire une image de bonrdeégagartir d’'une acquisition de médiocre qualité.
Plus précisément, on peut distingueaihélioration d’'image qui corrige des défauts généralement inconaus p
des techniques heuristiques etdatauration d'images qui corrige les effets d’un défaut connu par isi@T de
celui ci. Des méthodes récentes proposent des approehesgedtaurations aveuglesdans lesquelles le défaut,
inconnu, est estimé pendant le processus de restauratigoréoccupation de connaitre le défaut n’existe pas en
amélioration et les traitements qui y sont proposés smment moins formalisés. lls sont présentés au chapitre
10. Ce chapitre présente les méthodes de restaurationslgent un modele du défaut ou une estimation de celui
ci pour éliminer les dégradations engendrées par lus diamage. Les approches d’estimations de défauts sont
également présentées.

L'équation fondamentale de la restauration relie une enagginale f a une image dégradéepar l'in-
termédiaire d’un opérated :

9="D(f) (5.1)

Une équation aussi générale ne possede pas de solati@mrselle et I'on est amené a réduire le probléme al seu
casou:

— D est un opérateur linéaire ;

— D est un opérateur spatialement invariant.
Dans ces conditions, on montre que I'équation 5.1 prend gdorme d’une convolution :

g=dxf (5.2)

oud est la réponse impulsionnelle du défaut. Nous ne traiedans ce chapitre que de problemes de restauration
d’'images dégradées par un systeme linéaire et spaggieinvariant . Pour cette raison, la restauration sehaité&
pour nous a une opération déconvolutionou defiltrage. De plus nous ne sommes concernés ici que par le cas
dedéfauts parfaitement connus c’est-a-dire pour lesquels nous disposons de la répormdsionnelled.

Nous allons, dans ce chapitre, examiner tout d’abord liisie® de I'équation précédente. Nous étudierons
ensuite les conditions pour que la restauration d’un sigagdasse bien. Enfin nous proposerons des techniques
pour évaluer le défaut entachant I'image, défaut quesrmamons jusqu’alors supposé connu.

79
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5.1 Filtrage inverse

Le filtrage inverse, ou déconvolution, a commencé a étilssé dans les années 1960 pour la restauration
d’'images spatiales, acquises au cours des premiereonsgsexploration de planétes, et d'images de télessope
dégradées par des turbulences atmosphériques.

La théorie des systemes linéaire fut exploitée en optigu traitement du signal bien avant 'avéenement des
méthodes de traitement d'image. Des techniques de déhludion avaient été mises en place pour la conception de
filtres numériques et I'analyse de séries temporelleseunes par exemple. Ainsi, les premieres méthodes de res-
tauration d’image furent inspirées d’approches monodsiannelles utilisées en traitement du signal analogique
et digital. Nous considérerons donc tout d’abord la rest#n des signaux monodimensionnels et repousserons
I'aspect bi- et tri-dimensionnel a la section 5.4.3. Deppraches du probleme sont présentées : analytique, et
algébrique, dont certaines correspondances sont misedearr.

5.1.1 Approche analytique

L'équation 5.2 se récrit de facon développée sousraéo:

+oo
oo)= [ F(odle - s (5.3)

Par TF, cette équation nous donne :
G(u) = F(u) x D(u)

qui, si toutes les conditions sont remplies, (nous y revienslplus loin), permet d’'obtenir une estiméeu) de la
TFdef par:

Fu) = gEZ; = G(u) x Wi (u)
puis, par TF inverse, une estimgele f
f(@) = g(x) xwr(x) (5.4)

Nous voyons que, si toutes les conditions sont rempliest@xte du filtrd¥’;, existence de la TF inverse), le
signal restaurg (z) et le signal idéaf sont égaux. Il y a restauration parfaite. Cette restaamagst obtenue par
filtrage linéaire de I'image défectueuse. Logiquemanfillre w; est appelé filtre inverse, sa fonction de transfert
W est en effet I'inverse de la fonction de transfert du déf@utNous reviendrons plus loin sur les problemes
associés aux conditions d’existence du filtre inverse :

Wi(u) = (5.5)

5.1.2 Approche algbrique

Dans cette approche, nous supposons les signaux éotraméil conformément aux recommandations établies
dans le chapitre 3 et représentés par des veédteNiosis reviendrons également plus tard sur les conséqaete
cet échantillonnage. L'équation 5.3 peut se récrireagerf discréte sous la forme :

9=y _di_jfy (5.6)
J’

1Comme aux chapitres précédents, nous représenteumsdesurs par des caracteres gras lorsqu'il y aura unerig@umbiguité
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FIG. 5.1 —1iustration du filtrage par pseudo inverse et régulaiisatOn se place dans le domaine spectral. Sur la premgme liLe signal d’origine et la
fonction de transfert du defaut. Seconde ligne : L'obstomesans bruit et I'observation avec bruit (1 milliemejoisieme ligne : La restauration par pseudo inverse
avec et sans bruit. Notez que le pic dans le cas bruité se&Bupour un signal d’origine de maximum 1. Notez aussi qpséaido inverse renvoie zéro dans les
zones ou le filtre est nul. Quatrieme ligne : La restauraieec regularisation de Wiener dans les deux cas. Conolusiéme si le bruit est tres faible, la pseudo
inverse I'amplifie dans des proportions inacceptables dildéfaut est mal cconditionné.

soit, en définissant pak la matrice de terme générm@l, = d;_y :
A ={bjr=djr} (5.7)

sous une forme vectorielle :

g = Af (5.8)

Cette équation fournit une solution immédiate au prot@&le restauration, par inversion d’un systeme linéaire
(nous supposerons la-aussi que les conditions de cedrsion existent) :

f=A"'g (5.9)

On voit ainsi que selon que I'on choisit une approche discfalgébrique), ou continue (analytique), on est
conduit a des solutions en apparence differentes : #iéqn 5.4 ou I'equation 5.9. Notons tout d’abord que la
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nature continue du signal n’est pas la cause des outilerdiits employés puisque, a partir de I'équation 5.6, il
est également possible d’appliquer une TF aux deux menaerésquation pour aboutir a une solution, discrete,

mais mettant en ceuvre des transformées de Fourier et nonveses de matrices. Expliquons en quoi ces deux
approches sont bien les deux faces d’'un méme probleme@nsdet Hunt, 1977].

L'équation 5.7 exprime la propriété d’'invariance partslation du défaut; la matricd est une matrice de
Toplitz (nous la noterons pour celsyr) : elle s’écrit sous la forme remarquable :

do dy dy ds ... O 0
d_y do di do ds 0
d_y do
Ap = (5.10)
0 dy
L0 o d_y do |

La forme des matrices Toplitz, rappelle celle des matropesilantes. Elles n’en different que par les termes
repliés aux coins supérieur droit et inférieur gauchee lthatrice circulante construite sdir, au lieu d'utiliser la
définition 5.7, a pour définition :

AC = {d(jfk)modN}
ouUN x N estla dimension de la matrice, ce qui conduita :

© do

dq

da

d—z

d_y
Aoy dy dy do d_s
dy d_y do
A, = (5.11)
dg dl
L di  do d_1 do |

Les matrices circulantes ont toutes pour vecteurs progsaatines de I'unité [Lelong-Ferrand et Arnaudies, 1971
ce qui permet de les écrireX. = PTAP, avecP = [p;] et:

= [ () ()™

Les valeurs propres associées sont :

(5.12)

Mo = dje ¥ (5.13)
J

On montre de plus que les matricAs- et A. sont asymptotiquement équivalentes, sous les condioiRs
vantes, que nous discuterons plus loin :

— que la dimension du systéme soit tres gramde-¢ oo),

— que le défaut soit a support étroit.
Remplacons dond (qui était égal 2Ar ) parA. dans I'équation 5.9, nous obtenons :

f=ATlg=[PTAP| g
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que nous pouvons récrire ; R
f=PT'A 'Pg

Nous reconnaissons maintenant, en les regroupant a geuar droite, les divers termes qui constituent I'ap-
proche analytique :

— le produitPg, qui représente la TF discrete gedénotéd= ;

— le produit par les termes diagonaly;, qui constituent les termes courants de la matrice invense/ 8, =

1/32; djre”*™k/N, cest donc linverse de la fonction de transfert du défaut

— puis la transformée de Fourier inverse, accomplie parddyit matriciel parP” .

On voit donc qu’il y a bien équivalence des deux approchas tiacas ou le défaut est correctement représenté
par une matrice circulante : I'approche par inversion dericeest I'inversion directe du défaut, tandis que I'ap-
proche par TF est I'inversion par projection du signal surdae des vecteurs propres de I'opérateur

Mais nous avons vu également que lorsque I'on représengggghal par un ensemble fini d’échantillons, la
matrice qui découle des hypothéses de linéarité evatiance spatiale n’est pas circulante mais Tophtguelles
conditions y a-t-il donc équivalence entfer et A. ? Nous avons vu que la difféerence entre les deux matrices
réside dans les termes des coins supérieur droit efénfégauche qui apparaissent lors du passage de Toplitz a
circulante. Ce sont les termes de la demi-réponse impuisite gauche qui ont disparu sur la gauche du signal,
et de méme a droite. Ces differences seront négligeabla taille du défaut est trés petite devant la dimension
du signal. Pourquoi I'approche continue (équation 5.3)dedt-elle a une solution par TF quelle que-soit la taille
du défaut? Parce que dans cette approche, la TF est faitexd@ + oo, éliminant de fait les effets de bord. Si
I'on souhaite discrétiser les divers signaux, sous I'tiipsee qu'ils vérifient la contrainte de spectre borngoils
faudra également prendre un nombre infini d’échantil(@hschapitre 3) et I'equivalencAr = A, découle alors
de la convergence asymptotique quelle que soit la taille, fitu défaut.

Nous avons négligé de nombreux aspects des signauxd&essles lignes précédentes. Reprenons donc les
conditions d’application de la restauration dans des aasg@néraux.

5.1.3 Modifications pour des @fauts singuliers

Le probleme principal de I'approche péltrage inverse est la prise en compte de défauts non inversibles.
Cela se traduit, soit par la présence de valeurs nulleslddaaction de transfetD (u) (représentation continue),
soit par la singularité de la matric&d (représentation discrete). On dit dans ce cas que leutdéf singulier
[Porte et Vignes, 1974, Forsythe et Moler, 1967]. Le filtnegirse, s’il etait calculé sans précaution, donneraital
une divergence inacceptable.

1. Dans lapproche analytique il est clair que siD(u) = 0 pour certaines fréquences, aldréu) ne porte
plus aucune information sur(u) & ces fréquences. Sans autre information sur le signestaurer, nous
devrons nous résoudre a ne rien savoir sur les fr’equeledé(m) ; cette constatation nous conduit a proposer
une solution pour tenir compte de la singularité du défsotivent appeléesolution principale au sens de
Bracewell» [Bracewell, 1995], version améliorée du filtre inverseus la représentons par sa fonction de
transfert, notééVz (u) qui veérifie :

WB(u){ = 0 1 z;non D(u) =0 (5.14)

~ D(w)
Ce filtre est identique au filtre inverse si le défaut n’est gagulier, mais ne diverge plus en cas de singula-
rité.
2. Dans lapproche algebrique avec une représentation vectorielle (équation 5.8)x thqaes de problemes se
présentent :

?Dans un cas tout a fait exceptionnel, si le signal est pgie, les 2 approches sont équivalentes avec un nombdatiantillons. En
effet sa TF peut étre obtenue par une série de Fourier supénode.
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(a) d'une part la matricé peut étre rectangulaire,
(b) d’'autre part, elle peut ne pas étre de rang plein.

On résoud ces impossiblités mathématiques par deux chisbnnables
(a) Onveut que\ f soit le plus proche possible ge

(b) On veut (s'il y a plus d'un choix possible pofirsuivant I'exigence précédente) choigide norme la
plus petite possible.

On vérifie que ces deux exigences nous menent a définimppkcation linéaire qui transforme I'objet
observg en une image restauréequi respecte nos deux conditions. Cette application (etdfioe qui la
représente) est appelgseudo inverseque I'on va noterA .

On peut donner la forme d&~ dans trois cas particuliers (exercice!) :

(@) SiA estinjective : A~ = (ATA)"'AT. Ce cas correspond a une situation ou I'objetst de plus
grande (ou égale) dimension que I'objet que I'on recherthear exmple, sy est décrit par un petit
nombre de parameétres.

(b) SiA estsurjective A~ = AT(AAT)~1. Ceci correspond au cas ol I'objet recherghét dans un
espace plus grand que I'objet obsegvé

(c) SiA est diagonale alora~ I'est aussi et on remplace les valeurs propres non nulle& gar leur
inverse, les velurs propres nulles sont conservées. Ceatesspond, par exemple, au casAtest
circulate et donc diagonalisable dans la base de Fourigetoouve alors la méme formulation que
dans 5.14

Remarquez que quamfl est carrée, chacune des deux premiéres hypothesesicandait queA est
inversible et alors\~ = A~!. Dans les cas o\ n’est pas de rang maximal, la decomposition SVD donne
la bonne définition de la pseudo inverse (voir plus loin).

Cette matrice a la propriété suivante : son rang est @gallui de la plus grande matrice carrée réguliere
issue deA.

5.1.4 Conclusions (provisoires)

Nous avons présenté trois approches différentes pstaueer le signal si celui-ci est représenté sous forme
échantillonnée :

1. Inversion du systéme avec une matrice circuldntequi ne permet de corriger que kédsfauts spatialement
invariants en négligeant les effets de bord. Cette approche permeédekitions rapides (la TF Rapide de
Cooley et Tuckey a une complexité €N Nlog/N), en utilisant les propriétés de symétrie des racines de
I'unité pour regrouper les termes des opérations du craegt de base) [Cooley et Tukey, 1965].

2. Inversion de la matrice ToplitAr, qui ne permet de corriger que ldéfauts spatialement invariants
mais en tenant compte de la dimension finie des signaux effid¢s @e bord. Sa complexité est 4N ?)
(algorithmes de Trench ou de Zohar, exploitant la réjpétiies termes le long des diagonales pour résoudre
des sous-systemes d’ordre croissant) [Zohar, 1974].

3. Inversion ordinaire de la matrice, sans tenir compte de ses propriétés spécifiques paoaetiu pivot de
Gauss, ou méthode de Gauss Seidel par exemple [Durant,R8Gé et Vignes, 1974, Golub et van Loan, 1996].
Cette approche permet d'invergeus les efauts lineaires méme s'ils ne sont pas spatialement invariants
(ce qui dépasse les intentions affichées en début de girehmais peut étre tres précieux dans de nom-
breuses applications de traitement d’images). Sa coniplest erO(N?3) .

Des que les signaux sont un peu longs (quelques centaigesatitillons), on voit donc l'intérét d’adopter une
représentation par matrice circulante, méme si I'onugsde dégrader la solution trouvée par des effets de bard no
désidérés. Nous verrons plus loin 5.7 comment on peeniagtr les effets de bord lors de la restauration d'images.
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| || complexité | domaine de validite

matrice quelconqugl  O(N3) tous défauts linéaires
matrice Toplitz O(N?) défauts linéaires
spatialement invariants
défauts linéaires
matrice circulante || O(NlogN) | spatialement invariants
a réponse impulsionnelle étroite

TAB. 5.1 — Les diverses représentations des défauts, leyplegité et leur domaine d’application.

5.2 Reégularisation pour les approches algbriques

5.2.1 Decomposition du systme linéaire en SVD

Le systeme linéaire étudi = Af peut &tre étudié pour évaluer son conditionnementdpaomposition en
valeurs singulieres (SVD) [Golub et van Loan, 1996] de lariv@ A de taille[M N] en supposant simplement
queM > N. Cette décomposition s’écrit :

A=VxUT Y =diag(o1,02,...,0N)
UT'xV =1d V e RM*N
VI xU=1d U e RN (5.15)
012092+ 20N
Cette décomposition existe toujours, et les valeurs $i@igs(o1, o9, . . ., o) SONt uniques (mais pas forcément

la décomposition SVD elle méme, et les vecteurs singaufissociés). De nombreuses propriétés du sytemérénéa
définit parA peuvent étre déduites de sa SVD. Ainsi, le raniy systeme est donné par le rang de la plus petite va-
leur singuliérer,. non nulle. Le noyau d& est donné parleslignesdeVdelaM : Ker(A) = {vy41,...,00m }

et 'image deA est définie par les lignes de U dér : Im(A) = {uy,...,u,} . Pour les sytemeguliers(i.e.

A inversible), la decomposition SVD d&~! est immédiatement obtenue & partir de celle\de

5.2.2 Mesure du conditionnement du systme

Le conditionnement d’un systeme linéaire caractérsecomportement en présence de petite pertubations : il
est bien conditionné si la sortigvarie peu pour des petites variations auou g, et est mal conditionné dans le
cas contraire.

1. Conditionnement des systemes réguliers Le degré déitemnnement d’'un systeme linéaire régulier peut
étre évalué par le nombi@ = ||A|| x ||A~!||. les normes appliquées aux matrices sont le maximum de
||Mz|| lorsquex est de norme 1. Le nombrg est toujours plus grand ou égal ad & 1 correspond & un
excellent conditionnement). Par la SVD deon obtientC' = o1 /o, qui est le rapport entre la plus grande
et la plus petite valeur singuliére.

Un systeme est mal conditionné&Gsiest de I'ordre de I'inverse de la précision de la machindaguelle on
travaille.

2. Conditionnement des systemes singuliers Dans le cassyi¢me singulier\,de rangr < N, la SVD
permet de définir la pseudo inverseMegar :

A =U, xSt x VT (5.16)

T
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qui ne garde que lespremieres composantes de la SVDAld_es raisonnements précédents sur le condion-
nement du systéme peuvent alors &étre faits, a partir derlme de la pseudo inverse.

Dans le cadre de la restauration par filtrage inverse, laiceafy est souvent mal conditionnée [DUR],d{
a la présence de défauts ou pertubations dans le syst&roquisition, et le systeme numérique a résoudre
doit étrerégularisé, en imposant de contraintes de norme minimale sur la saluio sur I'erreura poste-
riori commise entre I'estimation dg (via A f) et 'observationy. De nhombreuses techniques ont &té proposées
pour régulariser I'équation 5.2 [Twomey, 1965, Phillit862, Tikonov et Arsenine, 1974]. Pour formaliser les
differentes approches de régularisation, il est pratidiajouter dans I'equation 5.8 une composante de (o)
additif, aléatoire, de moyenne nulle, non corrélé anaigl’'équation 5.8 devient alors :

g=Af+n (5.17)

Les méthodes de régularisation visent alors a mininiésaorme de cette composante de bruit.

5.2.3 Regularisation par moindres carrés

Un premier résultat fondamental a connaitre est que, tiakas des systemes singuliers, non-directement
inversibles, la solution obtenue avec la pseudo-inverss de

ff=A"g (5.18)
est la solution de norme; || f|| minimale et qui minimise I'erreutg — Af|
déja dit).
Suivant ce qui a été dit précédement, la régularisadio systéme = A f peut &tre vue comme I'estimation
de f" qui minimise la fonctionnell&/ (f*) suivante :

, égale dn|| (comme nous I'avons

W (%) = |Q(f")|2 + A|n|® (5.19)

ou @ est un opérateur de contrainte sur le signal rest@urgui permet de contrdler I'apparence finale de
Iimage, et\ est un multiplicateur de Lagrange.

On minimiselV (f*) en annulant la dérivée de la fonctionnelle par rappdfta

AW (£7)

S = 2QTQf" —2)\AT (g — AfT) =0 (5.20)
La solution pouf* est donnée par :
1 —1
fr = [ATA + <X1d> QTQ} ATg (5.21)

Cette equation fournit la solution générale de restaumaontrainte par moindres carrés. Nous pouvons regar-
der plusieurs cas particuliers :

1. @ = 0. La restauration est effectuée sans contrainte sur la@aden’image et on obtient I'estimés par
filtrage pseudo-inverse.

2. @Q = Id. On a pour I'image restaurée :

-1
fr = {ATA + Gldﬂ ATg (5.22)
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3. Q = SNR™! (Filtre de Wiener Paramétrique) Si on traifé et n comme des variables aléatoires et on
prend comme contrainte de maximiser le ratio signal sut BBINR) dans I'image restaurgé. Ce ratio est
calculé avec les matrices de covarianc®s: = E[f" f""]| etR,, = E[nn"], comme :

1
R, \?
Q= <Rf7‘> (5.23)
Dans ce cas on obtient
r T 1 Rl’l - T
ff=|A A+ XRfr A'g (5.24)

Dans le cas stationnaire, invariant par translation, cetoégale au filtre de Wiener, qui sera définit dans le
domaine de Fourier un peu plus tard.

4. () = Contrainte de lissage Dans la plupart des cas, on utiligour lissser I'image restaurer et éviter de
reconstruire le bruit présent dans I'image observéeeRample() peut contraindre le Laplacian de I'image
restauréé/2(f7) en choisissanf) comme la convolution par la matrice suivante (attentipn’est pas une
matrice3 x 3! QT'Q est de la méme taille qua”A) :

1 4 -1 (5.25)

5.3 Reégularisation pour les approches analytiques

Comme présenté précédement pour les approches @jgébrpour formaliser les contraintes de régularisation
il est pratique d’ajouter dans I'équation 5.2 une comptesda bruite(x) additif, aléatoire, de moyenne nulle, non
corrélé au signal. L'équation 5.2 devient alors :

9(@) = f(2) * d(z) + n(x) (5.26)

Nous présentons ici 'approche analytique proposé&\ianer [Hellstrom, 1967]. .

Wiener recherche une solution linéajie(donc obtenue par convolution gavec un filtre dénotéy,). 1l veut
une solution qui minimise I'espérance de I'erreur quadratique intégrale entréglead et son estimée, espérance
estimée sur toutes les réalisations possibles du bruit

+oo
e:<[ (f(2) — f7(2))de >

Appliguant le théoreme de Parseval, on obtient dans leaitoerde Fourier :
+oo
6:</ |(F(u) — F"(u)|?du >

remplacant/” parG x Wy, permutant intégrale et espérance, et imposant a chamuposante fréquentielte
de minimiser sa contribution& on obtient :

Oe D*

w0 W55 e,

i) (5.27)
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ou ®,, et® ;- sont respectivement les densités de puissance du bruitsigdal :

Dp(u) =< N(u)N*(u) > (5.28)
Dr(u) =< F(u)fr(u) > (5.29)

On peut alors distinguer plusieurs comportements du fikkréviener :
1. Défaut singulier et absence de bruit : la solution esfvadente a celle du filtre inverse.
2. Défaut singulier : la solution proposée est celle decBreell.

3. Systeme mal conditionné : quahddevient faible, le rapport du dénominateur I'emporte sulerme qua-
dratiqueD D*, et fait tendre le filtre vers 0. Le filtre ne corrige plus, maisces valeurs ou le signal est
faible devant le bruit, le bruit n’est pas amplifié par lerilt

La restauration effectuée sur un défaut mal conditigrarée filtre de Wiener est illustrée Fig. 5.2

__defaut 0 —| __defaut
fitre de Wiener 0,01

— filtre de Wiener 0,03

FIG. 5.2 — A gauche : fonction de transfest{u/u) d’'un défaut de bougé a vitesse constante et le filtrergeve
permettant de le corriger. A droite, deux filtres de Wienecdenéme défaut obtenus a partir de deux valeurs
différentes du rappor®, /@ ; sSupposés constants.

5.4 Mise en place calculatoire

5.4.1 Wiener : estimation des spectres de densitle puissance

Les deux termes de densité spectle = R, et &~ = Ry~ revétent une importance particuliére dans la
régularisation de la restauration par I'approche de Widtsesont malheureusement le plus souvent inconnus lors
de la résolution d'un probleme particulier. Deux appexpeuvent étre alors choisies :

1. Une facon trés répandue de circonvenir cette ign@aonsiste a considérer tapport signal a bruit
SNR = q‘f’fﬁ comme une constante qui est, soit estimée a partir desatssamces acquises sur le capteur,
soit recherchée par des essais successifs de restayratidas valeurs d€ N R variables.

2. Une méthode un peu plus rigoureuse consiste a explegeropri étés statistiquesdes images naturelles
telles que nous les avons vues au chapitre 2. Considérantiteblanc de variance,,, et 'image comme
un processus markovien a accroissements gaussienggtes@par la décroissanaede sa corrélation (cf.
équation 2.12), le terme de régularisation prend la farme

Cp(u) _ on(a®+u?)

D (u) 2a

Il reste alors a estimer les seules inconnugst a.
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5.4.2 Prise en compte de la@&composition en SVD

Afin de calibrer le systéeme a restaurer et d'éviter de®lprnes numériques dus a son mauvais conditionne-
ment, on peut utiliser les bases de vecteurs identifieela@¥yD du systeme pour effectuer les pré-corrections

suivantes :

1. pour toutes les valeurs singuliergsle Y. tres supérieures au bruit, on peut inverser le systermeykiplier
par% chaque composante du signal ;

2. pour toute valeur singulieeg nulle ou trés inférieure au bruit, et en I'absence d’urierimation a priori sur
le signal, on annule la composantes du signal correspoagant

3. pour les valeurs singuliéres trés proches du bruit, etsran ceuvre une technique de régularisation qui
apparaitra appropriée, en tirant parti au mieux des desaaces existant sur le signal.

s Cette démarche serait a conseiller systematiquermsatcomplexité e®(N?) n’en rendait la mise en ceuvre
pratiquement impossible.

5.4.3 Restauration des signaux bidimensionnels

1. Dans le cas de I'approctemalytique, la restauration s’accomode bien siir de signaux de toumesnd
sions, puisque la transformée de Fourier s’étend ndduneht aux espaces de dimensions supérieures a 1.
L'extension des filtres inverses ou de Wiener est triviale.

2. Dans le cas de I'approcladgébrique, I'extension est plus délicate, puisque I'image ne sagmée pas sous
forme d’un vecteur monodimensionnel. Il faut la rameneetiecforme, a I'aide de ce que I'on appelle la
forme développée des images [Pratt, 1975]. Cette forotatieht en rangeant les lignes de I'image dans un
vecteurf, de dimension trés grande, }&¢ composantes si l'image est de cd@®, les unes aprés les autres.

ik — f;n:f_jk ssi m=k+jN

La relation 5.6 devient alors :

g = Aqprf

ol Ay est maintenant une matrice Toplitz-blocs-Toplitz, t'aglire une matrice de taill&/? x N2,
composée d& x N matrices de Toplitz, chacune de taille x N, agencées de fagon Toplitz, c’est a dire
de facon que des matrices identiques se retrouvent sur @merdiagonale :

TOAY AL A2 T
Ayl AL AR A
Azt Ag

Aryr = (5.30)

Ap
ALY A
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avec : i
dro  din di2

de—1  dro  dr1 dg2
D dp1 dro . :
Ak = : (5.31)

di1
dr—1  dro

On montre sans peine que les matrices Toplitz-blocsiEgbnt asymptotiguement équivalentes aux ma-
trices circulantes-blocs-circulantes, qui admettentrpeateurs propres les bases trigonométriques a 2 di-
mensions. Par cette récriture en forme développéef ibessible de conserver pour les images tous les
résultats formels obtenus en algebre des matrices ebqueht la base de la restauration algébrique.

La généralisation se fait sans probleme a des signaaindension plus grande, mais la mise en ceuvre est
encore plus difficile.

5.5 Meéthodes de restauration iératives

Nous avons vu dans les sections 5.1.1 et 5.1.2 ci-dessuséalbedas de restauration que I'on appelle directes,
car elles proposent une solution explicite des équatiche® 5.6 ou le défaut est modélisé par une convolution.

Cette section présente des solutions qui passent pardel chline série de fonctiong®, convergent vers
I'estimée recherchég” et qui permettent donc de s’approcher par étapes de larrastan. Ces méthodes reposent
généralement sur une récriture de I'équation 5.2 @espement 5.6), en décomposant la fonctibfresp. la
matrice de défauf) en 2 termes :

d:dl—dg ou A:Al—AQ

et en résolvant :
dixf=doxf+g ou Aqf =Aof+ g

en approximanf par la sérief* qui vérifie :

dis Pl =dyx fF 49  ou AL =AfF 4 g (5.32)
On choisit généralemedi et A; de fagon qu'ils soient aisement inversibles afin d’obteni

FEHL = ATTALFR + AT g
et la solution initialef® peut étre choisie, soit identiquement nulle, soit aliéatsoit enfin, le plus souvent, égale
al'image défectueuse.
5.5.1 Méthode de Jacobi
C’est la plus simple des méthodes, on prénégal a I'unité, ce qui conduit au schéma :
[P =g —dx fF (5.33)

qui, s'il converge, vérifie bieng — d * f* = r* = 0. La quantite-* est appel&*™¢ résidu de l'itération.
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Les conditions de cette convergence sont aisement dissatpartir de la TF de I'équation 5.33 ;
F*1 = F* + G - DF*

qui, si 'on choisitF® = G, donne par récurrencé* 1 = 3" G(1 — D)

équation qui converge vers :
G
F=2=
D
si et seulement $i — D| < 1. On reconnait donc une opération équivalente au filthagerse (équation 5.2), avec
ses qualités (restauration exacte dans les cas régeflibisn conditionnés), et ses défauts (divergence datesle
de systeme singulier, instabilité dans le cas de mauwaiditonnement). On peut cependanty ajouter des qualités

propres aux techniques itératives :

1. il nest pas nécessaire d’inverser le défaut, maisffitsde I'appliquern fois aux solutions successives de
l'itération (cela permet en particulier, pour des sys8nd’imagerie disponibles a I'utilisateur, de ne pas
déterminer le défaut, mais d'utiliser le systeme d&feax lui-méme pour se corriger [Maitre, 1981]) ;

2. si le défaut est tres compact (supportddees étroit), 'opération de convolutiahx f peut étre réduite a
un nombre treés petit d'opérations, et la solution it®eest alors beaucoup moins coliteuse que le filtrage
inverse;

3. I'opérateur peut voir les résultats des itérationscesgsives de la restauration et intervenir sur elle en in-
terrompant par exemple la correction en cas de divergensystéme (I'expérience montre que ce sont
généralement les valeurs propres les mieux conditiesim@i sont I'objet des corrections des premieres
itérations, la divergence n’intervenant qu’apres urenpére phase de restauration [Maitre, 1981]);

4. la correction itérative se préte bien a l'introduatidans la recherche de la solution optimale, de connais-
sances a priori ou de contraintes non linéaires (par eleagmtraindre I'image solution a étre positive, ou
d’amplitude bornée, ou a support étroit, etc.).

En cas de convergence de la méthode de Jacobi, il est podsgibhodifier le schéma de I'équation 5.33 en
introduisant un facteur de relaxatiarchoisi entre 0 et 2 et permettant, soit d’accélerer la cayerce { > 1) on
parle alors de sur-relaxation, soit d'améliorer son cbodnementd < 1) :

U= ralg—dx b

5.5.2 Methode de Gauss-Seidel

Elle ne prend de forme intéressante qu’en écriture aigéb (équation 5.8). Elle repose sur I'utilisation de
la matrice unité pour\,, et d'une décomposition dA, en deux matrices, 'uné\’, n'ayant que des zéros au-
dessus de la diagonale, I'autfe sur et en-dessous de la diagonale. Cette forme permetisutd I'itérationk
les valeurs déja corrigées a cette itération pourigeries suivantes, selon le schéma :

fk+1 — g+A/2fk +A/2/fk+l

5.5.3 Meéthode de plus grande pente

Utilisant le résidu-* a lak®™e itération, la méthode de la plus grande pente s'écgélaliqguement :

|Tk|2

k
[rF]T Ark "

fk+1 — fk +
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Ces formules sont des expressions classiques en analygegiquet en traitement des images, on leur préfere
des techniques dont la convergence est généralememngasars la solution principale au sens de Bracewell (ou
vers la matrice pseudo-inverse de norme minimale) commeetahade du gradient conjugué ou les méthodes de
projection (méthodes POCS).

5.6 Estimation des @&fauts

Nous avons supposé jusque la que le défaétait parfaitement connu. Cette hypothése n’est quarmamne
vraie. Il s’agit principalement des cas ou la physique deduisition est parfaitement maitrisée. Par exemple dan
les applications d’imagerie de tres haute qualité, laténde résolution est souvent imposée par la diffraction
qui introduit un défaut déterminé par le plus petit diggime du systeme. Dans le cas d’ouvertures circulaires
de diameétreD et de focalep, on retrouve pour réponse impulsionnelle la fonction desBedéja rencontrée a

I'équation 3.3 :
JE(mpD\/22 + y?/9) (5.34)
(my/ 22 +y?pD/¢)? '

On est également dans ces conditions favorables lorsgystieme d'imagerie est constitué autour de I'équation
de convolution 5.2 afin de permettre de mesurer indirectemmangrandeuy inaccessible. C'est le cas de la to-
mographie par exemple, ou de I'imagerie sismique ou encams ks systemessyntrese d’ouvertureomme on
en rencontre en radar [Maitre, 2001], en acoustique outesnasnie [Roddier, 1999].

Ainsi, en tomographie médicale [Grangeat, 2001], le digm@surég est l'intégrale, le long de la ligne de
propagation des rayons X, du signal intéresgafa densité des tissus biologiques observés. Lorsquaiias de
rayons X et le capteur se déplacent en translation et etiawtutour du patient, les signayxet g sont liés par
une réponse impulsionnell&z, y)) = 1/4/x2 + y? [Grangeat, 2001].

d(x,y)) =

FiG. 5.3 — Construction de I'image en tomographie médicélest la source de rayons R, est le récepteur. Une
mesuregy est I'intégrale le long dé de 'atténuation des rayons X due aux tissus.

5.6.1 Determination par calibrage

Il s’agit surtout des cas ou il est possible d’étalonnesysteme optique, c’est a dire de placer en entrée du
systeme un signal parfaitement connu. On détermine alors le détapar inversion de I'équation 5.2 mais cette
fois en inversanf, dans la mesure du possible.

C’est ainsi que I'on procede en astronomie ainsi qu’eed@&lection, en utilisant poyrsoit des étoiles isolées
(alorsf = 0) soit des mires naturelles (ponts, routes), ou artificseilacées au sol.
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5.6.2 [Determination statistique

Mais dans de nombreux cas on ne dispose que de la seule irateptugusey. Il est alors tres difficile de
remonter au défaut sans aucune information a priori swi-ceél Heureusement on sait souvent quelle classe de
défaut peut avoir affecté I'image. C’est le plus souventiéfaut de mise au point, ou un défaut de bougé, I'objet
ou la caméra étant en mouvement pendant la prise de vuagit alors de confirmer le défaut, puis de déterminer
son ampleur. Une bonne fagon de procéder consiste deéfedspectreP; de densité de puissance de l'image
défectueuse. D’apres I'équation 5.4, il s’exprime par :

P, =< |G|? >=<|FD|? >=< |F|* > |D|* = P;|D|? (5.35)

Or la plupart des défauts présentent des zéros dansdectidn de transferD. C’est ainsi vrai pour :

1. les bougés a vitesse constante dont la réponse iropakslie est une fonction porte dans la direction du
déplacement et de largeur fixée par la vitesse et le tempegte:D est alors un sinus cardinal ;

2. les défauts de mise au point dont la réponse impulsinest un cercle et la fonction de transfert une
fonction de Bessel de premiere espece semblable a edliecgiation 5.34, mais dans le plan des frequences.

On voit sur I'équation 5.35 que ces zéros se retrouvery isspectreé’,, alors qu'ils sont trés improbables dans le
spectre d’une image (cf. chapitre 2). En détectant casszérest alors possible de confirmer la présence du défaut
et de déterminer les parameétres qui le caractérisent.

5.7 Reduction des effets de bord

Nous avons vu qu'il était tres souvent préférable, pies questions d’efficacité de calcul, d'utiliser la forme
circulante du défaut plutdt que sa forme Toplitz. On dstsaconduit a commettre une erreur de reconstruction
puisque I'on fait implicitement intervenir par périodigm de I'image, des signaux a droite et a gauche, ainsi
qgu’en haut et en bas, qui ne sont pas les signaux qui ont baétau défaut. Comment réduire I'effet de ces
signhaux parasites ?

Une premiére solution, de médiocre qualité, consigbeadonger I'image de marges uniformes (par exemple
de niveau égal a la valeur moyenne de I'image), puis defuierca la déconvolution de I'image ainsi agrandie. On
peut également répéter la premiére et la dernierel@nla premiére et la derniere colonnes a cet effet.

Préférable est I'approche qui consiste a reproduimedije par une symeétrie miroir sur tous ses bords. Les
images répliques ainsi créées possédant un spectendé@lde puissance treés proche de celui du signal dimjgi
perturbent assez peu la restauration et donnent desatsssdiuvent de bonne qualité.

Ces deux approches se traduisent I'une et I'autre par unissement des calculs puisque tout se passe comme
si I'on traitait en pratique une image plus grande.
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Chapitre 6

Morphologie mathematique

Chapitre rédigé par IsabelleLBCH

6.1 Introduction et préliminaires

La morphologie mathématique est une théorie essemtielié non linéaire, utilisée en particulier en analyse
d’'images, dont le but est I'étude des objets en fonctiordefbrme, de leur taille, des relations avec leur voisinage
(en particulier topologiques), de leur texture, et de l@iveaux de gris ou de leur couleur. Par les transformations
gu’elle propose, elle se situe a differents niveaux disem@ent d’'images (filtrage, segmentation, mesures, aealys
de texture) et fournit ainsi des outils pour la reconnaissales formes. La morphologie mathématique, développée
a l'origine pour I'etude des matériaux poreux, trouvamenant ses applications dans de nombreux domaines du
traitement d’'images, aussi bien 2D que 3D, en biologie elagte quantitative, en imagerie médicale, en imagerie
aérienne et satellitaire, en robotique et vision par @tdiar, en contrdle industriel non destructif, dans leslés
sur les documents et les ceuvres d’art. Hors du domaine denraint des images, on trouve des applications par
exemple en analyse de données, ou encore en théorie des jeu

La morphologie mathématique a été developpée &jioeia I'Ecole des Mines de Paris. Elle repose essentiel-
lement sur les travaux de G. Matheron effectués dans lesear60-70, puis sur ceux de J. Serra et de son équipe.
Depuis ces premiers développements, elle a pris une aniptetnationale et plusieurs équipes s’y consacrent.

Elle s’appuie sur la théorie des ensembles, des treillisadtopologie des fermés et des probabilités. Elle
s’applique ainsi a des structures algébriques variéesembles, fonctions, mais également ensembles flous ou
propositions logiques), pouvant avoir un caracteretaléa(pour I'analyse de textures par exemple).

Ce chapitre n’est qu’une introduction a la morphologielmatatique. Il décrit les opérations de base et leurs
principales propriétés, et présente quelques appitatimmédiates. On se placera de maniere générale dans
I'espaceR™, puis on définira les notions discretes associées, @d&nsu N". Une présentation détaillée peut
etre trouvée dans les ouvrages [Serra, 1982a, Serra (B89, Dougherty (Ed.), 1992, Schmitt et Mattioli, 1994a,
Soille, 1999].

On trouve a la base des transformations de morphologieamattique quatre principes fondamentaux qui
guident leur construction et qui sont vérifiés pour la pldmes opérations. lls sont exprimés ci-dessous pour une
opération¥ quelconque, agissant sur un ensemble ou une fongtadafinie suiR™.

Compatibilit & avec les translations Ce principe exprime I'indépendance des transformati@nsgpport a

95
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I'origine de I'espacé:
VteR", U(f+t)=V(f)+t.
Compatibilit & avec les homotbties : Ce principe assure I'indépendance des transformationspport a un

parametre d’échelle :
VA eR, U(Af) = AT(f).

Connaissance localePour connaitr@ (/) dans un domaing’ deR", il suffit de connaitrg’ dans un domaine
Z deR™ :
vZ' CR", Z'borne3Z CR™, Zborng [Y(fNZ)|NZ =¥(f)nZ,
ou f N Z désigne la restriction d¢ au domaine”.
Semi-continuité : ce principe assure la robustesse des transformations.
Outre ces propriétés fondamentales, les opérateurodemlogie mathématique peuvent avoir des propriétés
algébriques dont les principales sont définies ci-dessou

Définition 1. Croissance :Une transformation? sur des ensembles @&* ou des fonctions d&” dansR est
croissante si :
VXY, XCY = U(X)CU(Y),

Vig, [<g=9(f) <¥(g).

Définition 2._ Extensivité et anti-extensivié : Une transformationl sur des ensembles @& ou des fonctions
deR"™ dansR est extensive si :
VX, X CU(X),

Vi f < ()

¥ est anti-extensive si :
VX, U(X)C X,
/

Définition 3. ldempotence :Une transformation? sur des ensembles @& ou des fonctions dR™ dansR est
idempotente si :
VX, U[U(X)] = ¥(X),

VI, R ()] =w(f).

Définition 4. Dualité : Deux transformation® et® sur des ensembles & ou des fonctions d&™ dansR sont
duales par rapport la compémentation si :

VX, ¥(XY) = [2(X)]°,
ol X ¢ designe le com@imentaire deX dansR” (c’esta-direR™ \ X),

VS, W(=f) = =2(f).

1Cette propriété est appelée aussi invariance spatiaie d'autres théories du traitement d’images.
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Notons que pour des images numériques, représentédepéonctions a valeurs positives et bornées par une
valeur maximalé\/, la dualité s’exprime par :

U(M = f) = M = 2(f).

Nous verrons dans la suite que ce principe de dualité exyerfait que deux opérations, qui ne sont pas I'in-
verse I'une de l'autre, ont deseffets contraires (les opérations de morphologie mathématique étaréigdement
non inversibles).

Pour décrire de maniére tres synthétique laoite a outils> de la morphologie mathématique, il faut retenir
les points suivants :

— les transformations sont non linéaires, elles sontéesdur des opérations de typsup» et« inf »;

— les transformations sont généralement non inversibleslles perdent donc de I'information ; le travail du
morphologue consiste alors a déterminer les transfoomatdaptées a son probleme, c’est-a-dire qui vont
« simplifier » les images en retenant I'information pertinente ;

— des propriétés analytiques et algébriques sont d@téscux opérations, ce qui permet d’assurer des prégpriét
précises sur les objets ou images issues des transfonmsati@st sur ces propriétés que I'on s’appuie pour
enchainer les transformations afin de résoudre un prabjarticulier ;

— aux transformations sont également associés des talig@s, qui permettent de les appliquer de maniére
efficace.

Les parties suivantes s’attachent a décrire plus fFgwsit ces concepts pour les principales opérations mor-
phologiques.

6.2 Les quatre operations

6.2.1 Notion délement structurant et cadre ensembliste

Des premiéeres applications a I'eétude des milieux porestxnée I'approche ensembliste de la morphologie
mathématique. Elle s'applique a des images ou objetdrbmat les étudie sous I'angle de leurs relations avec
un ensemble fixé. Cet ensemble, dont on choisit la formeteilla, est appelé élément structurant. Les relations
sont de type ensembliste (réunion, intersection, eftgnt donné un élement structurant et une relation agm
(ou I'objet) de départ est transformé en translataméfiéent structurant en tout point et en examinant si laielat
entre I'objet et I'élément structurant translaté extifi€e. Les propriétés des opérations ainsi défiridegimages
transformées découlent de la théorie des ensemblest &¥on ce principe que seront par exemple définies la
dilatation et I'érosion binaires. L'élément structataléfinit un voisinage autour de chaque point de I'imageeet ¢
sont donc des propriétés locales des objets qui sontrisss en évidence.

En pratique, les images sont définies sur démmes» discretes. Le probleme consiste alors a étudier dans
quelle mesure les définitions et les propriétés desfmamstions décrites pour I'espace continu sont trandplesa
a un espace discret.

Les trames les plus utilisées en dimension 2 sont la traméeéou rectangulaire) et la trame hexagonale ou
les points sont disposés en quinconce. Plus de détailepeéatre trouvés dans la partie sur la géométrie eiscr’
(chapitre 4) ou dans les références qui y sont citées.

Les voisinages élémentaires associés aux differérasmes constituent les éléements structurants élérest

(de taille 1) utilises en morphologie mathématique. €iffier une dilatation de taille signifie alors effectuen
fois une itération de taille 1, par un de ces élémentggirants.
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6.2.2 Erosion et dilatation binaires

Les définitions qui suivent reposent sur la définition sigise de I'addition de Minkowski de deux ensembles,
qui correspond a I'addition vectorielle :

XeY={z+y/zeX,yeY} (6.1)

Dans toute cette partie, on considérera des ensembls.dén €lément structurant est également un ensemble
dont on se donne la forme et la taille, et dont on particudauis point (I'origine) qu’on appelle le centre (qui n’est
pas forcément le centre géométrique).

Définition 5. Dilatation binaire : La dilatation binaire d’'un ensembl& par unélement structuranB est céfinie
comme I'ensemble obtenu par addition de MinkowskKdgar le synétrique B de B par rapporta son centre :

DX,B)=X@B={z+y/z€X,yc B} (6.2)

Il existe des définitions legerement différentes, plasquelles la dilatation est égale a I'addition de Min-
kowski. Cela implique des modifications des propriétésparticulier dans les relations de dualité, mais permet
une meilleure conformité avec le cadre algébrique (rmretbppé dans ce cours, voir UEs de spécialité).

L'équation 6.2 est équivalente aux expressions suigante

D(X,B) = |JB.
zeX
= {zeR" /B, NX#0}, (6.3)

ou B, désigne le translaté de I'élément structurant au poirit’est-a-dire le centre de I'élément structurant
coincide avea).

Dans cette formulation (équation 6.3) apparaissenteria@nt les concepts de I'approche ensembliste : ici la
relation imposée entre la forme étudiée et I'élémémnicturant est I'intersection. Ainsi, un point appartiariobjet
résultat si I'élément structurant centré en ce poitangecte I'objet initial.

Propri étes de la dilatation.La dilatation a les propriétés suivantes (les démotistrasont immédiates en utilisant
les formules 6.2 ou 6.3) :
— elle est extensiveX C D(X, B)) si le centre d&B appartient &3,
elle est croissante{ C Y = D(X, B) C D(Y, B)),
BC B = D(X,B)C D(X,B'),
elle commute avec la réunion mais pas avec l'intersection

D(X,BUB')= D(X,B)UD(X,B),

D(X,BNB') C D(X,B)nD(X, B,

elle vérifie une relation d’itération (associativité)

D[D(X,B),B'| = D(X,B& B').

Ces propriétés algébriques ont des conséquencestampes sur les applications de cette transformation, a la
fois du point de vue algorithmique et du point de vue des petes des objets obtenus. Par exemple, la relation
d’itération permet de calculer une dilatation par un desge rayon 2 soit directement, soit comme une suite de
deux dilatations par un disque de rayon 1.

De plus, la dilatation vérifie les 4 principes fondamentdarnés en introduction.
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Exemples.La dilatation par un segment centré a une de ses exgéraitpour effek d’étendre» I'objet dans
la direction opposée a celle du segment (alors que I'emidde Minkowski étend I'objet dans la direction du
segment). Notons que la distinction entre addition de Mivéo et dilatation tombe dés qu’on utilise des éléments
structurants symétriques, ce qui est souvent le cas.

La dilatation par un disque a pour effet d’augmenter lagaliés objets selon la taille du disque, de relier entre
elles les composantes proches et de boucher les petityplosspetits que I'élément structurant).

La figure 6.1 illustre ces effets.

FiG. 6.1 — Exemple de dilatation binaire (de gauche a droiteagieninitiale, dilatation par un disque de taille 3,
difference : en blanc, les parties rajoutées par la di@ata

Définition 6. Erosion binaire : L’ érosion d’un ensembl& par unélement structuranB est cfinie par :

E(X,B) {xeR" /B, C X} (6.4)

= {z/WeBzx+ycX}=X0OB. (6.5)

L'équation 6.4 correspond a I'approche ensemblistegdte fois la relation imposée entre I'élément struatdr
et la forme est I'inclusion. L'équation 6.5 fait refe@na la soustraction de Minskowski notée
Propri étés de [érosion.La propriété essentielle de I'érosion est qu’elle estdasformation duale de la dilatation

par rapport a la complémentation :
E(X,B) = [D(X“, B)|°. (6.6)

Ainsi, il est équivalent d’éroder un objet ou de dilatensmmplémentaire. Cette propriété peut égalemeast étr
présentée comme définition, dont on déduit alors lesesgions 6.4 et 6.5.

L'érosion a les propriétés algébriques suivantesgefieuvent étre demontrées soit directement a pasir de
formules 6.4 et 6.5, soit déduites de celles de la dilatagidice a la formule de dualité 6.6) :
elle est anti-extensive si le centre Beappartient aB,
elle est croissante,
BC B = E(X,B') C E(X,B),
elle satisfait les relations suivantes par rapport &Ulmion et a I'intersection (en particulier, elle commute
avec l'intersection) :

E[(XNY),B]

B] = E(
E[(X UY),B] 2 E(X, B)
E[X,(BUB')| = E(X
E[X,(BnB)] 2 E(X,

E(X,B)NE(Y,B
U E(Y,

NEX
U EB(X,

)

)

B
B
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— elle satisfait la relation d'itération suivante :
E|E(X,B),B'|= E(X,B& B'),
— la succession d’une érosion et d'une dilatation vérifrelusion suivante :
D[E(X,B),B'| C E[D(X,B'), B]. (6.7)

De plus, I'érosion vérifie les 4 principes énoncés eroidction.

Exemples.L'érosion par un disque a les effets suivants : I'objet @stigué selon la taille de I'elément structurant,
les composantes connexes de I'objet plus petites quentéiit structurant sont supprimées, les parties des objets
reliées par des isthmes: plus fins que I'élément structurant sont déconnectées.

La figure 6.2 illustre ces effets.

FiG. 6.2 — Exemple d’érosion binaire (de gauche a droite : enmgfiale, érosion par un disque de taille 3,
difference : en blanc, les parties supprimées par liérgs

Liens avec la fonction distancelLa fonction distance (voir chapitre 4) a de nombreuses egiitins en morpho-
logie mathématique (outre toutes les applications reized une estimation de la distance entre objets comme le
recalage). En voici quelques exemples :

— elle permet d’effectuer tres rapidement des dilatat&irésosions de taille quelconque : en effet, la fonction
distance calculée avec les masques de la figure 4.33 a eapitfeh4) fournit des courbes de niveaux
autour de I'objet qui correspondent exactement aux poimts@raient rajoutés a I'objet par des dilatations
successives par les éléments structurants élémesitalrsuffit alors de seuiller la fonction distance a la
taille de dilatation souhaitée pour obtenir, en deux pasealement, le dilaté (pour I'érosion, on procéde de
méme, en calculant cette fois la distance des points dgt'aln complémentaire);

— elle permet de réaliser des dilatations et érosions paréiEments structurants proches d’'un disque (par
exemple avec le masque de la figure 4.33 d, chapitre 4) ;

— elle permet d’obtenir treés rapidement les érodés elsiniun ensemble d’objefs (c’est-a-dire les compo-
santes connexes d&( X, B,.) qui disparaissent par une érosion de taille 1), comme maxima régionaux
de la fonction distance;;

— elle peut étre utilisée pour le calcul de squelettes.

La figure 6.3 montre que les courbes d'iso-distances Zlietir des objets sont les érodés successifs de ces

objets.

6.2.3 Erosion et dilatation de fonctions

La généralisation des transformations binaires a @estormations numériques (sur des fonctions) peut s’ef-
fectuer de deux manieres :
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FIG. 6.3 — Les courbes d'iso-distances a I'intérieur destslijennent les érodés successifs.

1. soit en remplagant dans les définitions tous les coaeemblistes par leurs équivalents fonctionnels :

U — sup/V

N — inf /A

c — <

> - > (6.8)

2. soit en considérant le sous-graphe de la fonction commemsemble binaire (dans un espace de dimension
n + 1) et en lui appliquant les opérations binaires.

Ces deux approches sont équivalentes (pour des fonceomscontinues supérieurement a valeurs dans
{—o0} et des éléments structurants bornés) mais la premsépEies opérationnelle. Les équivalences des expres-
sions 6.8 se retrouveront dans les définitions et les gtisigui suivent.

Cette généralisation est indispensable pour pouvatetrdes images a niveaux de gris. Nous considérerons
tout d’abord des éléments structurants binaires, puis donnerons les définitions générales des transfarnsti
sur des fonctions avec des éléments structurants fomele.

Définition 7. Dilatation fonctionnelle (élement structurant binaire) : La dilatation d’une fonctighpar un
élement structuranB est la fonction éfinie par :

Ve € R", D(f.B)(x) =sup{[(y) / y € B.}. (6.9)

L'équation 6.9 fait apparaitre explicitement que lesvas def intervenant dans le résultat de I'opération en
un point sont celles prises dans un voisinage de ce poinpisaage étant défini par I'elément structufant

Propri étes.La dilatation a les propriétés suivantes (analogues ogwigtés de la dilatation binaire) :
— elle est extensive si le centre Beappartient &3,
— elle est croissante,
- D(fVvyg,B)=D(f,B)V D(g,B),
— elle vérifie les quatre principes énoncés en introduocti

20n a le méme résultat pour la dilatation binaire.
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Exemples.Sur une image a niveaux de gris, la dilatation par un disggengnte les niveaux de gris, propage les
maxima locaux des niveaux de gris (dans une région cornelsptt a la taille et a la forme de I'élément structurant)

La figure 6.4 illustre ces effets.

|
|
!

FiG. 6.4 — Exemple de dilatation numérique (de gauche a draitage initiale, considérée comme une fonction
sur I'espace a deux dimensions, dilatation par un disquaitie 3).

Définition 8. Erosion fonctionnelle (element structurant binaire) : Erosion d’une fonctiory par un élement
structurantB est la fonction éfinie par :

Ve e R", E(f,B)(x)=1inf{f(y) /y € By}. (6.10)

Ici encore, la valeur prise en un point dépend uniquemenvdieurs dg” dans un voisinage, défini pat, de
ce point.
Propri étés.L'érosion a les propriétés suivantes (similaires desalie I'érosion binaire) :

— elle est duale de la dilatation,

— elle est anti-extensive si le centre Beappartient a3,

— elle est croissante,

- E(fANg,B)=E(f,B) N E(9,B),

— elle vérifie les quatre principes de l'introduction.
Exemples.L'érosion d’'une image a niveaux de gris par un disque a @ffigt de diminuer les niveaux, et de
propager les minima dans une région définie par I'él&msncturant.

La figure 6.5 illustre ces effets.

Notons que la dilatation et I'érosion sont des cas parécsilde filtres de rang (voir chapitre 10). Dans un
tel filtre, les niveaux de gris des voisins d’'un point sonssés par ordre croissant et la valeur de ce point est
remplacée par celle d’'un rang donné. Le min utilisé d&@rssion correspond donc a un filtre de rang 1 et le max
de la dilatation a un filtre de rapf(si le voisinage comporte points). Cependant ce ne sont pas des filtres au sens
morphologique du terme.

Cas discret.Une fois les notions de topologie définies sur la trame édtsgila transposition des définitions mor-

phologiques de base ne pose pas de probleme. Elles s'exqria la méme maniere que dans le cas continu, ou
plus simplement puisque lesup» et les« inf » deviennent des max» et des«< min » lorsque I'élément struturant
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FiG. 6.5 — Exemple d’érosion numérique (de gauche a droitexge initiale et érosion par un disque de taille 3).

B contient un nombre fini de points. Par exemple, la dilatgt@mnun €lément structurant de taille 1 en 4-connexité,
s’exprime en tout poind/ de coordonnée:, y) de la trame par :

D(fa B)(M) = max{f(xvy - 1),f($ - lvy)a f(:z:,y),f(x + l,y),f(x,y + 1)}a

guef soit une fonction ou un ensemble. Cette formule fournit emmatemps un moyen opérationnel simple pour
calculer la dilatation.

Il est remarquable de noter que toutes les propriétés didtation, de I'érosion, de I'ouverture et de la
fermeture (qui seront vues plus loin) sont encore valahlesise trame discrete (si I'on exclut celles liées a la
semi-continuité qui n’ont pas de sens dans ce’cas)

Si la transposition de ces opérations de base est si aisgeque celles-ci impliquent essentiellement des no-
tions ensemblistes (éventuellement généralisées daactions comme nous I'avons vu plus haut) et des concepts
topologiques trés simples, de voisinage entre pointsuamgent.

Des transformations plus complexes impliqguant des notiopslogiques plus globales (préservation de la
connexité et de I’homotopie d’un objet par exemple) somiizeup plus délicates a transposer. Ce sera le cas par
exemple du squelette (voir UEs de spécialité) : les didims continues ont de trés bonnes propriétés mais leur
transposition directe au cas discret en fait perdre la ptuPa est alors conduit a redéfinir le squelette directeme
dans I'espace discret, par des procédés qui garantiesgmtopriétés que I'on veut conserver.

Sans aller chercher des transformations aussi complemesimple rotation peut dégrader les propriétés to-
pologiques d’un objet (par exemple lui faire perdre sa cait@eou faire apparaitre des trous la ou il n’y en avait
pas).

Considérons maintenant des éléments structurantsidéomels, c’est-a-dire des fonctiopsde R™ dansR U
{—oo} telles que{z € R™ / g(z) # —oo} est borné.
Définition 9. Dilatation par une fonction : La dilatation d’'une fonctionf par une fonctiong est la fonction
définie par :
Ve € R", D(f,g9)(x) =sup{f(y) +g(y—2)/y eR"}. (6.11)

Définition 10. Erosion par une fonction : L' rosion d’une fonctionf par une fonctiory est la fonction éfinie
par:
Ve eR", E(f,g)(x) =nf{f(y) —gly—=z) /y eR"}. (6.12)

3Notons que dans I'expression de la dualité entre dilataioérosion, et entre ouverture et fermeture, I'élénsémicturant reste le méme
des deux cotés de I'egalité.
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L'interét de ces éléments structurants est qu'ils pettemt de réaliser des opérations plus fines qu’avec des
éléments structurants binaires. Par exemple, il est possible de modifier un relief ('écréter par exemplejsia
n’importe quelle direction, et pas seulement parallelena® plan de 'image comme avec des éléments structu-
rants binaires (plans).

6.2.4 Ouverture et fermeture binaires

L'équation 6.7 montre, si on I'exprime pol# = B’, que la dilatation n’est pas l'inverse de I'érosion. Par
exemple, si I'on effectue d’abord une érosion puis unealilan, les composantes connexes de I'objet qui ont été
supprimées par I'érosion (a cause de leur petite taillepeuvent plus étre recouvrées par la dilatation et sont
donc définitivement perdues. On construit donc ainsi une/elie transformation par composition d’'une érosion
et d’'une dilatation, appelée ouverture.

Définition 11. Ouverture binaire : L'ouverture de 'ensembl& par I’ €lément structuranB est definie par :

Xp = D[E(X,B), B]. (6.13)

Propri étés.L'ouverture a les propriétés algébriques suivantes :

— elle est anti-extensive{{ DO X )%,

— elle estcroissanteX( C Y = Xp C Y3),

— elle estidempotenté X 5)s = X5).

Ces propriétés sont fondamentales puisqu’elles fonbdeérture un filire morphologique.

Onade plusB C B’ = X C Xp, et siX,, désigne I'ouvert deX par un élément structurant de taitie
(Xn)n’ = (Xn’)n = anax(n,n’)'

Louverture vérifie les 4 principes fondamentaux (commeposée de deux opérations les satisfaisant).
Exemples.L'ouverture a pour effet de supprimer les parties des olghts petites que I'élément structurant,
et de« lisser» les contours en supprimant les petites excroissancesf{trep pour pouvoir contenir I'élément

structurant). C'est I'effet de filtrage décrit algébraquent ci-dessus. Elle ne réduit pas systématiquemetgstou
les structures comme le fait I'érosion.

La figure 6.6 illustre ces effets.

FiG. 6.6 — Exemple d’ouverture binaire (de gauche a droite genaitiale, ouverture par un disque de taille 3,
difference : en blanc, les parties supprimées par I'auvey.

“Contrairement au cas de la dilatation et I'érosion, cettgété est vraie sans restriction sur 'élémentcttrcant.
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Définition 12. Fermeture binaire : La fermeture de I'ensembl¥ par I' elément structuranB est cfinie par :

XP = E[D(X, B), B]. (6.14)

Propri étes.La fermeture a les propriétés algébriques suivantes :
— elle est extensiveY C X 7),
— elle est croissante,
— elle est idempotente.
De méme que pour l'ouverture, ces propriétés font devidoture un filtre morphologique.

OnadeplusB C B = XB C X5 etsiX" désigne le fermé d& par un &lément structurant de taifte
(Xn)n — (Xn )n _ Xmax(n,n )

La fermeture vérifie les 4 principes fondamentaux (comnmepmmsée de deux opérations les satisfaisant).

Enfin, la fermeture est I'opération duale de I'ouverturenagport a la complémentation :

X =[(x9)5]%, (6.15)

ce qui permet de déduire les propriétés et I'action d'des opérations de celles de l'autre.

Exemples.La fermeture a pour effet de boucher les trous des objetsoqtipgus petits que I'élément structurant.
Elle « lisse» les contours des objets en rajoutant des points dans lesnatircétroites (dans lesquelles ne peut
pas se glisser I'élément structurant). On retrouvedede filtrage, dual de celui de I'ouverture, décrit par fesst
propriétés algébriques ci-dessus.

La figure 6.7 illustre ces effets.

FiG. 6.7 — Exemple de fermeture binaire (de gauche a droite géndtiale, fermeture par un disque de taille 3,
difference : en blanc, les parties rajoutées par la feunegt

6.2.5 Ouverture et fermeture nunerigues

Définition 13. Ouverture numeérique : (par unélément structurant binaire) L'ouverture d’une fonctigmar un
élement structuranB est c&finie comme dans le cas binaire par :

fs = D|E(f, B), B]. (6.16)

Propri étes.L'ouverture est croissante, anti-extensive et idempetere qui lui confere une nature de filtre mor-
phologique.
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Exemples.L’'ouverture sur une image a niveaux de gris a pour effetr@er les pics (si on considere le sous-
graphe de la fonction comme un relief) qui sont plus étrgits I'élément structurant.

La figure 6.8 illustre ces effets.

FiG. 6.8 — Exemple d’ouverture numérique (de gauche a drditeage initiale et ouverture par un disque de
taille 3).

Définition 14. Fermeture numérique : (par unélément structurant binaire) La fermeture d’'une fonctippar
un éleément structuranB est &finie comme dans le cas binaire par :

f? = E[D(f,B), B]. (6.17)

Propri étes.La fermeture est duale de I'ouverture. De plus, comme daresl®inaire, elle est croissante, extensive
et idempotente, ce qui lui confére une nature de filtre moligaique.

Exemples.La fermeture a I'effet dual de I'ouverture : elle comble ledl&es qui sont plus étroites que I'élément
structurant.

La figure 6.9 illustre ces effets.

6.3 Quelques applications de Erosion et de la dilatation

6.3.1 Mesures

Nous donnons dans cette partie succinctement quelquegpede transformations qui associent a un objet
une mesure, que nous répartissons dans deux classes.

La premiére classe est issue de la géométrie intégtalises a calculer des longueurs, des surfaces, des vo-
lumes, des intégrales de courbure moyenne, par I'intdiaire des fonctionnelles de Minkowski. Le lien avec la
morphologie mathématique est fourni par les formules éa8t, qui permettent de calculer les fonctionnelles de
Minkowski du dilaté d’'un compact d'apres celles du comgbladwiger, 1957, Santalo, 1976].

La deuxieme classe vise des applications de reconnaesdasdormes et étudie le comportement d’objets vis-
a-vis de transformations morphologiques appropriéegaractéristiques a mettre en évidence [Schmitt etidgtt 994a].
Par exemple, les courbes granulométriques (donnant faceudes objets sélectionnés par la transformatipn
quand\ varie) permettent d'étudier la distribution de tailles dbjets. Autre exemple, le covariogramme géométrique,
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FiG. 6.9 — Exemple de fermeture numérique (de gauche a draitege initiale et fermeture par un disque de
taille 3).

donnant la surface dB(X, B,.) (ou B, est un segment de longueudans une direction)) quandr varie, permet
d’observer le comportement des objets quand on I'érode daa direction. Il peut en particulier discriminer des
ensembles d'objets de méme surface globale mais donpéatifion des composantes connexes en taille et dans
I'espace varie.

6.3.2 Erock ultime

L'érodé ultime est la réunion de toutes les composanias abjet binaire qui disparaissent d’une érosion a
l'autre dans une séquence d’érosions par un élémermtatant élémentair8. Plus formellement, I'érodé ultime
d’'un ensembleX est défini par :

EU(X) = Un{E(Xv Bn) \ R[E(X, Bn+1); E(X, Bn)]} (618)

ou E(X, B,,) désigne I'erodé d&X de taillen et R[Y; Z] désigne les composantes connexes/dgui ont une
intersection non vide avec.

L'érodé ultime d’'un ensembl& est exactement 'ensemble des maxima régionaux de laidondistance a
I'intérieur de X (distance des points d§ a X ©).

6.3.3 Rehaussement de contraste

Le rehaussement de contraste morphologique d’une fongtest défini & partir d’'une fonction minoranfeet
d’une fonction majorantg et de deux paramétreset 3 tels quen > 0, 3 > 0 eta+ 3 < 1. Le résultay de cette
transformation est obtenu en faisant basculer les poimssladonction minorante ou vers la fonction majorante
suivant la regle suivante :

g(x) = f(z) si [f(z) < flx) < flz) + aAf(z)
g(x) = f(z) si f(z)+alAf(z) < f(z) < flz) - BAS(2)
g(z) = f(z) si f(z)—PAf(z) < flz) < flx)
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La morphologie mathématique fournit naturellement dexfions minorantes (resp. majorantes) a partir de
transformations anti-extensives (resp. extensives) oei@nosion def par un élément structurant centré, ou
encore I'ouverture d¢ (resp. dilatation ou fermeture).

La figure 6.10 donne un exemple de rehaussement de cordrpatér des dilatation et érosion des figures 6.4
et6.5.

FiG. 6.10 — Exemple de rehaussement de contraste morphologique

6.3.4 Gradient morphologique

Soit B le disque fermé de rayon unité. Le gradient morphologidiuee fonctionf est défini dans le cas
continu par la fonctioy suivante :

o(@) = lim D(f, B)\)(ZZ?)2—)\E(f, BA)(JC),

et dans le cas discret par :

g9(x) = D(f, B)(z) — E(f, B)(x).

Cette transformation trouve ses applications dans lactiétede contours.
La figure 6.11 donne un exemple de gradient obtenu par difté&r des dilatation et érosion de taille 1.

6.4 Quelques applications de I'ouverture et de la fermeture

6.4.1 Filtres alternés £quentiels

Nous avons vu que les ouvertures et fermetures étaientlles fnorphologiques. Sans entrer dans la théorie
des filtres morphologiques, nous ne décrirons ici que lesdialternés séquentiels, qui sont beaucoup utilisés e
pratique, et qui sont construits a partir de suites d’owwes et de fermetures de tailles croissantes. Dans le cas
discret, un tel filtre appliqué a une fonctigrs’exprime comme :

("'(((fBl)Bl)Bz)32)"-3”)3".
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FIG. 6.11 — Exemple de gradient morphologique.

Notons qu’on obtient bien ainsi des opérations croissegtt@lempotentes (donc des filtres morphologiques).

Ils sont utilisés en pratique pour filtrer progressivementruit positif (pics étroits) et le bruit négatif (valts
étroites). Le dernier élément structurant utilisé {@idle n) est déterminé en fonction de la taille minimale des
objets de I'image que I'on veut conserver apreés le filtrage.

La figure 6.12 donne des exemples de filtres alternés séglsen

6.4.2 Chapeau haut-de-forme

La transformation du chapeau haut-de-formed’une fonctionf est définie, aussi bien en continu qu’en
discret, comme la fonction :

f—1IB

pour un élément structuram donné. L'opération duale est la fonction :
P =1

Cette transformation extrait les pics étroits (plus igtrque I'élément structurant) quelle que soit leur haute
absolue. Elle permet par exemple d’extraire des lignes fleasiveau intense par rapport a leur voisinage (telles
que des routes dans une image satellitaire). L'opératiahecextrait au contraire des vallées étroites.

La figure 6.13 donne un exemple de chapeau haut de forme gbbemwne ouverture de taille 3.

Si I'on applique cette transformation avec des élémemtetmirants fonctionnels, par exemple des sphéres
deR™*1, on sélectionne alors les contours abrupts dans l'imagenzore les pics de courbure plus forte que
I'élément structurant.

6.4.3 Granulométries

Les granulométries sont des opérations thmisage qui servent a sélectionner successivement des padicule
de tailles données croissantes.

Définition 15. Granulométrie : Une granulongtrie sur un ensemblgl de parties deR™ est une famille de
fonctions pararatréesg, (avech > 0) définies sutA telle que :

1. VX € AVA >0, ¢r(X) C X (¢, anti-extensive),
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FiG. 6.12 — Filtres alternés séquentiels : image initialdeamaximales de 1, 2 et 3.

2.V(X,Y) e A2VA >0, X CY = ¢5(X) C ¢x(Y) (¢ Croissante),
VX e AVA>0,Vu>0 A> p= ¢r(X) C ¢,(X) (¢ décroissante par rapport au parastre),
4.VA>0,Vu >0, ¢ro ¢M = ¢M 0Py = (bmax()\,#)-

Il est clair, d’apres cette définition, que la famille diaurtures par des boules de rayodéfinit une granu-
lométrie. On montre méme qug, est une granulométrie si et seulemend siest une ouverture pour totet la
classe des ensembles.denvariants pag, est incluse dans celle des invariants papourX > f.

Ainsi, sion applique a un ensemble une suite d’ouvertuedaitles croissantes (par des boules), on sélectionnera
d’abord les plus petites parties de I'ensemble (celles oyt supprimées par I'ouverture), puis des parties de plus
en plus grosses.

La figure 6.14 montre une courbe de granulométrie obtenuamimage binaire par ouvertures de differentes
tailles. Lorsque la taille de I'ouverture correspond il caractéristique de la plupart des objets, un satdip
dans la courbe.

6.5 Introduction a la ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux est une notion trés importantdgs problemes de segmentation. Intuitivement,
elle est définie par analogie géographique comme le cammghtaire des bassins versants, un bassin versant étant
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FIG. 6.14 — Image binaire et sa courbe de granulométrie.

la zone associée a un minimum régional telle qu'une galitau tombant dans cette zone et suivant la ligne de
plus grande pente s’arrétera dans ce minimum (figure 6.15).

La transposition de cette définition intuitive en termegh@matiques ne va pas sans poser de nombreux
problemes (définition d’'une ligne de plus grande pentebi@me des plateaux, etc.). La plupart des définitions
sont algorithmiques, c’est-a-dire que la ligne de pari@dge eaux est définie d’aprés le moyen qui pemet de la
construire. Un des algorithmes les plus populaires egfdi@hme« d'immersion» qui consiste a remplir progressi-
vement les bassins versants (a partir des minima réegiompawr déterminer leurs limites [Vincent et Soille, 1991,
Vincent, 1992, Soille, 1999]. Ce n’est que récemment quseagproches mathématiques rigoureuses ont été pro-
posées dans le cas continu [Schmitt et Mattioli, 1994a].

L'avantage de la ligne de partage des eaux pour la segnmantstt qu’elle fournit des régions délimitées par
des contours fermés formant une partition de I'image.ddimvénient est qu’elle fournit le plus souvent trop de
régions (une sur-segmentation) et qu’il faut donc I'agmoen pratique a des méthodes de filtrage et de marquage
des zones d'intérét. Tous ces aspects seront dévelajaps les UEs de spécialité.
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bassins versants

ligne de partage des ea

FiG. 6.15 — Ligne de partage des eaux.



Chapitre 7

Definition et simulation d’'un champ de
Markov

Chapitre rédigé par FlorenceuPIN et Marc SGELLE

Linformation véhiculée par une image va bien au-deldadseule donnée des niveaux de gris en chaque site
(pixel), et la description se fait en termes de zones, coatatructures définis par les contrastes, textures, eic. q
peuvent étre présents dans I'image. Le niveau de gris esit@im’est donc souvent pas significatif en lui-méme,
mais dans ses relations et interactions avec les pixelsgois

Cette propriété des images, a savoir les interactiooalds entre niveaux de gris voisins pour définir les
differentes régions de I'image, va nous permettre daeil un formalisme markovien dans de nombreux traite-
ments, qu’il s'agisse de restauration, de segmentationmitprd d’analyse compléte des images. Le principe
est de définir des énergies locales entre groupes de sftetant les interactions entre niveaux de gris. L'éreergi
globale est alors reliée a la probabilité d’apparitiel’dnage dans le cadre des champs de Gibbs.

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord de fagtuitive la notion d’énergie locale avant de définir
plus formellementun champ de Markov et d’énoncer le théar d’équivalence entre champs de Markov et champs
de Gibbs. Les algorithmes d’échantillonnage d’'un champdekov (échantillonneur de Gibbs et algorithme de
Métropolis) sont ensuite présentés, ainsi que les mesdaarkoviens les plus courants. L'utilisation des champs
markoviens en traitement d’images dans un cadre bayésetrena nécessité de pouvoir accéder aux configura-
tions les plus probables d’'un champ markovien et nous araém@résentation du recuit simulé. Dans les parties
suivantes, nous abordons les differents estimateurs (MR, TPM), le probleme de I'estimation des parameétres
du champ, les processus de bords, avant de mentionneritatiph de la modélisation markovienne a des graphes
de primitives de plus haut niveau que les pixels.

7.1 Definition et simulation d’'un champ de Markov

7.1.1 Description de I'image

Limage est formée d’'un ensemble fifiide sitess; correspondant aux pixels$. est donc essentiellement un
réseau discret fini, partie d&, si on noted la dimension de I'espace (2 le plus classiquement, 3 powolesnes,
etc.).A chaque site est associé un descripteur, représenéat tu site et qui peut &tre son niveau de gris, une
étiquette, ou une information plus complexe, et prenaswateurs dang’.

La notion d’interactions locales nécessite de structieerelations spatiales entre les différents sites deags

113
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Pour ce faire, on munit d’'un systeme de voisinagédéfini de la fagcon suivante :

s¢V
= {t}telsqu ;
Ve = {th qe{ teVs=secl
A partir d'un systéme de voisinage, un systéme de cliqees @tre deduit : une clique est soit un singleton de
S, soit un ensemble de sites tous voisins les uns des autrésn&ion du systeme de voisinage utilisé, le systeme
de cliques sera différent et fera intervenir plus ou moiessites comme illustré sur la figure 7.1. On notéra
I'ensemble des cliques relatifl3 etCy, 'ensemble des cliques de cardirial

. !
O @ O o (o

o ) C C
4-connexité
O O O I ./. .\.
ON NO) o [ o
oNeNe o c
8-connexité

Cs Ca

FiG. 7.1 — Les cliques associées a deux systemes de voismagdjenension 2.

Les interactions locales entre niveaux de gris (ou desarip) de sites voisins peuvent alors s’exprimer comme
un potentiel de clique. Soitune clique, on lui associe le potentiél dont la valeur dépend des niveaux de gris
(ou descripteurs) des pixels constituant la clique. En givant ce raisonnement, on peut définir I'énergie glebal
de I'image comme la somme des potentiels de toutes les slique

U:ZUC

ceC

et I'énergie locale en un site comme la somme des potentgeigutes les cliques auxquelles il appartient :

Us = Z U.

ceC/s€c

Nous avons jusqu’ici considéré le cas d'une image poustiter les notions de voisinage, de clique et de
potentiel, mais le formalisme markovien se définit trea&alement sur tout graphe. Soit un ensemble deSites
dénombrable (sommets du graphe), et une relation de wagisjrles cliques sont alors définies comme les sous-
graphes complets du graphe. C'est I'utilisation de grajphes généraux que ceux définis sur la grille de I'image
qui permet des traitements de plus haut niveau.

7.1.2 Mocklisation probabiliste de I'image
La définition des champs de Markov qui sera donnée dansclipsesuivante nécessite une modélisation

probabiliste de I'image. Ainsi, 'image dont nous disposea &tre considérée comme une réalisation d’un champ
aléatoire. Soit un site de I'image, on peut en effet lui associer une varial@atoire (v.a)X; prenant ses valeurs
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dansE. Le niveau de gris;, ens n’est ainsi qu’une réalisatidrde la v.aX,. On définit alors le champ aléatoire
X = (X,, X;,..) prenant ses valeurs dafis= E!S|. On trouvera aussi le terme de processus aléatoire Jjqur
en toute rigueur, " processus " devrait etre réservé auddan ensemble d’indexation continu, et champ au cas
discret.

Dans ce cadre probabiliste, I'image considérée est emeht une réalisatiom du champ. La probabilité
globale dex, P(X = x), permet d’accéder en quelgue sorte a la vraisemblancénegk, et les probabilités
conditionnelles locales d’une valeur en un site permetterthesurer le lien statistique entre un niveau de gris et
le reste de I'image. Lhypothese markovienne permetali@sr ces quantités.

Notons que nous nous plagons dans le cag dlespace de valeurs des descripteurs, est quantifié,icegs
permet de manipuler des probabilités. Dans le cas ou patesest continu, il faut remplacBrpar une densité de
probabilité, mais dans ce cas le theoreme que nous altinsi-dessous n’est plus valable.

7.1.3 Champs de Markov - Champs de Gibbs
Définition d’'un champ de Markov

Considérong la valeur du descripteur prise au sitetz® = (z). la configuration de I'image excepté le
site s. La définition d’'un champ de Markov est alors la suivante :

X est un champ de Markov ssi la probabilie conditionnelle locale en un site n’est fonction que de la
configuration du voisinage du site considré

ce qui s’exprime de facon formelle par :
P(Xs=uas/2°)=P(Xs =xs | x,t € Vy)

Ainsi, le niveau de gris en un site ne dépend que des niveagxis des pixels voisins de ce site. Cette hypothése

markovienne se justifie bien dans le cas de la plupart desesnagturelles constituées de zones homogenes ou
texturées ainsi que pour une large gamme d’images deesatPlus généralement, une connaissance locale de
'image suffit souvent a réaliser son interprétationtipdle et donc cette hypothése markovienne sera souvent
justifiee sur des graphes plus globaux que le graphe dels pixe

Notons qu’en I'absence de contrainte sur le systeme denagjs, tous les champs aléatoires peuvent étre
considérés comme markoviens a condition de prendreisimage suffisamment grand. L'intérét de cette modédsa
réside bien sOr dans le cas ou la propriété markoviesheérifiee pour des voisinages restreints permettant de
calculs rapides.

Equivalence entre champs de Markov et champs de Gibbs

La modélisation markovienne prend toute sa puissaneegrathéoreme que nous allons voir maintenant. En
effet, celui-ci permettra d’accéder aux expressions dasgbilités conditionnelles locales. Il nous faut augtable
définir un certain nombre de notions relatives aux mestreisaamps de Gibbs.

Définition d’une mesure de Gibbs : La mesure de Gibbs de immcténergie (ou d’hamiltonierly : Q@ — R
est la probabilité? définie sur) par :

P(X =) = % exp (-Uz)
avec
Uz) =Y Uelx)
ceC

10n notera généralement en lettres majuscules les vesiatiatoires et en minuscules leurs réalisations.
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ou( est le systeme de cliques associé au systéme de voisSihdge’>.

Z = Z exp(—U(x)) est une constante de normalisation appelée fonction déigrade Gibbs. En pratique,

zEQ
il est quasi impossible de calculer cette constante a cdwses grand nombre de configurations possibles. Ne

serait-ce que dans le cas d’une image binaire (CE)d= 2) et de taille= 512 x 512, on acard({)) = 2262144
configurations possibles!

La notation couramment utilisée polii(z) est abusive cal/.(z) ne dépend pas de I'ensemble de la configu-
rationz mais seulement derestreinte a la clique (U.(z) = Uc(x4,t € ¢)).

Nous pouvons maintenant définir le champ de Gibbs de peteatsocié au systeme de voisinage c'est
le champ aléatoireé{ dont la probabilité est une mesure de Gibbs associée a&nsyde voisinag®, ce qui
implique :

1 1
P(X =) = exp (~U()) = 5 exp(= Y_ Ue(a))

L'énergie globale d’'un champ de Gibbs possede donc larfitépde se décomposer sous forme d’'une somme
d’énergies locales, qui comme on le verra par la suite peromt d’accéder aux probabilités conditionnelles lo-
cales. Notons ici que plus une configuration d’'un champ dé$#une énergie faible, plus elle est probable.

Le théoreme de Hammersley-Clifford [Besag, 1974] étalbbrs le résultat fondamental suivant sous les hy-
pothéses :

— S fini ou dénombrable,

— le systeme de voisinageest borné,

— l'espace des étafs est discret

X est un champ de Markov relativementa V et P(X = z) > 0 Vz €  si et seulement si X est un champ
de Gibbs de potentiel assoéia V.

Par exemple, si nous considérons un champ de Markov danagisi4-connexe, nous pouvons écrire I'énergie
de la configuration: sous la forme :

U(x) = Z Uc('rs) + Z UC(IS,It)

c=(s) €Cy c=(s,t) €Ca

Notons que rien n’interdit la non-stationnarité du chaogst-a-dire la variation des potentiéls en fonction de la
localisation de la clique dans I'image [Descombes, 1993]. D’autre part, rien n’'inglassymétrie des potentiels
eton peut avoit/.—, ) (0,1) # U(1,0).

Le théoreme de Hammersley-Clifford, et la forme biencsjigue de probabilité d& qui en résulte, va per-
mettre de lier les probabilités globales et locales comausallons le voir maintenant. En effet si nous cherchons
a écrire la probabilité conditionnelle local¥z; / X* = 2*), nous avons grace au résultat précédent :

=7 S 25) — P(X =x) _ exp(—U(zs, z°))
PXs=x,/ X ) P(X* = z%) Z exp(—U (&, z%))
§EE

Définissons I'énergie localg, par :

US(xS/xtvtEVs): Z UC(xvatatevs): Z Uc(Is,Vs)

ceC/s€c ceC/s€ec

en notant; = (x¢,t € V,). Cette énergie locale ne fait donc intervenir que lesimeides. On peut alors écrire
I'énergie globald/(x) sous la forme :

2]l est toujours possible de trouver un systéme de voisinagermettant de decomposkr, le cas extréme correspondant a des sites tous
voisins les uns des autres.
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U)= > Ulx)+ Y Ucdd)= Y. Uda)+Uslws/Va)

ceC / séc ceC / sec ceC / s¢c

En simplifiant I'expression de la probabilité conditiofiadocale en supprimant les termes communs qui font
intervenir les cliqgues ne contenant pas le sigal numérateur et au dénominateur, on a:

exp(— Z Uec(z) — Us(s / VS))

ceC / s¢c
PXs=uzs | X°=2%) = (7.1)
Z exp(— Z Ue(x) — Us(zs / Vs))
Ts €EE ceC / s¢c

exp(—Us(zs / Vs)
Z exp(—Us(xs / VS))

rs €EFE

L'expression obtenue, qui ne fait intervenir que les potdhtes cliques contenant le sit€ce qui nous permet

de retrouver au passage I'hypothése markovienne) essiniportante. En effet, autant il n’est pas possible partan
d’une configuration: d’accéder a sa probabilité a cause de la constante deatisation, autant il est possible de
calculer en chaque site la probabilité conditionnell@lecCette expression sera a la base de tous les algorithmes
de simulation de champs markoviens que nous verrons daeastlarssuivante.

Remarque :Le théoreme de Hammersley-Clifford n’est valable quedoraucune configuration n’est interdite
(conditionP(X = z) > 0 Vx). Des solutions ont été proposées, lorsqu’il est saahbs de supprimer certaines
configurations irréalistes (par exemple avoir une routmeerieur d'une zone de mer, ou de I'os dans la matiere
blanche du cerveau).

7.1.4 Echantillonnage de MRF

Si nous résumons les résultats précédents, la définitiun champ de Markov passe par la définition de sa
fonction d’énergiel/. Celle-ci nécessite la définition d’'un systéme de vaigi, qui définit alors le systeme de
cliques, et de fonctions de potentiel associées aux diqQes fonctions de potentiel permettent d’accéder a la
probabilité globale d’'une configuration, et aux probaédiconditionnelles locales.

Le probleme qui se pose alors est, étant défini un champat&d, comment pouvons-nous réaliser le tirage
d’une configuration (une image ici) en suivant la loi de plulit® de Gibbs caractéristique de ce champ ? Deux
algorithmes ont été proposés pour synthétiser ddisaéians d’'un champ de Markov qui sont :

— I'échantillonneur de Gibbs,

— l'algorithme de Métropolis
gue nous allons décrire maintenant.

L’ échantillonneur de Gibbs

Cet algorithme, proposé par Geman et Geman [Geman et G&®@4ha], repose sur la construction itérative
d’'une suite d'images. A la convergence, i.e apres un nomifiiézations suffisant, les images construites sont des
réalisations tirées selon la loi de Gibbs globale.

La méthode de construction de I'image a l'itératiorpartant de I'image a I'iteration — 1 se fait par mises a
jour successives des sites de I'imagéd’'étapen :
e choix d'un sites;;
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e au sites, selon la configuration des voisis pour 'imagez("—1), calcul de la probabilité conditionnelle

locale :
eXp(_US(Is | VS)>

D (exp(=Us(€ | V&)

EEE
e mise a jour du site par tirage aléatoire selon la 161( X = x4 | V).

On considere que 'algorithme a convergé apres un grambune d’itérations ou lorsque le nombre de changements
est faible. Le choix du siteconsidéré a I'étape peut se faire de n'importe quelle fagcon a condition deymtous

les sites un tres grand nombre de fois (théoriquement otbn@infini de fois). Les méthodes usuelles consistent
a tirer un site selon une loi uniforme, ou effectuer un batgyclassique, ligne par ligne, de I'image.

Cet algorithme construit en réalité une suite d’'imag@s qui sont les observations d’une suké™ de champs
aléatoires constituant une chaine de Markov pour unicen@yau de transition. On peut montrer le théoreme
suivant, lorsque la séquence balaye chaque site une éndiaifois :

P(Xs:xs|‘/s):

ve® Ve e Q lim AX™ =2 | X© =20) = p(2)

ou P est la mesure de Gibbs associée au champ de Markov cansidési, apres un grand nombre d'itérations,
les images:(™) générées sont des réalisations de la loi glofyle), et cela independemment de la configuration
initiale (%)

La preuve de ce théoréme, et donc de la convergence deritalige, est donnée dans [Winkler, 1995].

On parle de I'échantillonneur de Gibbs comme d’un algonitrde relaxation, car il procede par mises a jour
successives des sites, et probabiliste car celle-ci edéfosur un tirage aléatoire.

L'algorithme de Metropolis

L'échantillonneur de Gibbs est un algorithme trés wile traitement d'images pour la synthese de champs
de Markov. Néanmoins, un algorithme antérieur et issuadghlysique statistique avait été mis au point dans les
années 50 par Metropolis [Metropolis et al., 1953].

Cet algorithme repose sur un principe similaire a I'ed¢hlanneur de Gibbs, et il s'agit également d’'un algo-
rithme de relaxation probabiliste. Le principe est |a @rate construire une suite d’images qui seront des tirages
selon la loi du champ de Markov aprés un nombre suffisamnrantigd’itérations. Mais la mise a jour en un site
s'effectue de facon differente. Ainsi a I'étape

e choix d'un sites

e tirage aléatoire d’'un descripteNrdansE selon une loi uniforme;

e calcul de la variation d’énergie pour le passage du labsitéws dex" "V ax:
AU = Us(A | VD) = U0 [ V)

e deux cas sont alors possibles :

1. AU < 0, le changement est acceptég’:l) =A;
2. AU > 0, le changement est accepté ou refusé par tirage selordealplitésp = exp(—AU) etl —p.

Le systeme de balayage des sites et le critere d’arrétsgoilaires a ceux de I'échantillonneur de Gibbs. La
difference avec I'échantillonneur de Gibbs réside darnsage au sort du nouveau niveau de gris (ou descripteur),
au lieu de considérer la loi définie par tous les descrigtdBiomme on ne considéere que la variation énergétique
entre les 2 configurations, I'algorithme de Metropolis ésspapide a chaque étape que I'échantillonneur de Gibbs
qui lui nécessite le calcul de la fonction de partition lecaMais la convergence peut étre plus lente car le taux
d’acceptation est strictement inférieur a 1 (les trams# ne sont pas toujours acceptées, contrairement awecas d
I'echantillonneur de Gibbs).
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La encore, le principe est de construire une chaine dedwadlon un certain noyau de transition (difféerent de
celui intervenant dans I'échantillonneur de Gibbs). Lémiteme précédent est alors encore vérifié pour ltitlyne
de Metropolis.

7.1.5 Le recuit simuk

Nous avons vu dans les paragraphes précédents comnhamtiionner selon la loi de probabilité de Gibbs
associée au champ de Marké\vchaque application des précédents algorithmes, uneatieuéalisation est obte-
nue. |l peut étre utile également de pouvoir calculer ldesuconfigurations les plus probables qui correspondent
aux états d’énergie minimale. C’est I'algorithme du riesimulé qui permet de trouver ces réalisations.

Avant de présenter cet algorithme, nous avons besoin dqupserésultats sur les distributions de Gibbs avec
parametre de température que nous présentons maihtenan

Distribution de Gibbs avec temperature

Une distribution de Gibbs avec parametre de tempérasinene probabilité qui s'écrit :

Pr(X =) = o expl- 1)

Uz

avecZ(T) = Zexp(—T)) etT > 0. Le terme de température provient de I'analogie avec lssiofoe

statistique.

Il est intéressant d'étudier le comportement de cett&idigion pour des valeurs extrémes du parameétre de
température.

o1 — 00!
Ul(x) .
On aexp(——==) — let commez Pr(X = z) =1, on obtient
T x
L ——
= —
! * Card(2

DoncPr converge vers la probabilité uniforme $uiri.e pour une température infinie tous les états sonpigbables.
o' —0:

NotonsU* I'energie minimale ef2* 'ensemble des configurations atteignant 'énergie malefY* = {x1, ....,zx }
(z1, ...z sont les minima globaux de I'énergie). On peut écrire :

ex —M e —7(](96) —U
H“‘”“_Ji4%% - ( Uﬂ—;
> exp(— =) > exp(— =)

Y

U(z)-U*
—)
Z exp(—[](y)%[]) + Z 1

4% yeQ*

exp(—

oSiz ¢ Q,onal(z) —U* >0 etexp(%_w)) — 0 pourT — 0. Donc Pr(z) — 0 siz n'est pas un
minimum global de I'énergie.
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oSiz e Q*,ona:Pr(x;) = Pr(z2) = ... = Pr(zx) = % (il'y a une somme finie de termes qui tendent vers 0
au dénominateur).

Ce qui signifie que lorsque la température est nijleest uniformément distribuée sur les minima globaux de
I'énergie, i.e sur les configurations les plus probabléssiCe résultat qui est a la base de I'algorithme de recuit
simulé.

Algorithme du recuit simul &

Cet algorithme est dédié a la recherche d'une configuratiénergie minimale d’un champ de Gibbs (on ne
cherche plus ici a échantillonnner contrairement &@demment). L'idée d’intégrer un parametre de terapge
et de simuler un recuit a été initialement proposée pekpséitrick [Kirkpatrick et al., 1982] et reprise par Geman
et Geman [Geman et Geman, 1984a] qui ont proposé |'algoétsuivant.

Comme les algorithmes de simulation, c’est un algorithi@ettf qui construit la solution au fur et a mesure.
Le déroulement de I'algorithme est le suivant (en notale numéro de l'itération) :
e choix d’une température initial8(®) suffisamment élevée
e choix d’une configuration initiale quelconqué”
e al'étapen
— simulation d’une configuration™ pour la loi de Gibbs d”energigj% a partir de la configuration
z(»=1); la simulation peut se faire par I'echantillonneur de Gilshu I'algorithme de Métropolis; on
réalise en général un balayage complet de I'image anipésaturel’ (") ;
— diminution lente de la températur@™ > —°
log(1+n)
e arrétlorsque le taux de changement est faible.
La décroissance logarithmique de la température estthmsytres lent ; en pratique des décroissances géauésgi
sont utilisées, souvent sans dégradation notable dekaiés obtenus. La constamtimtervenant dans la décroissance
dépend de la variation énergétique globale maximaléespace des configurations.

La figure 7.1.5 montre I'évolution du paysage énergé&igprésenté en 1 dimension au fur et a mesure de la
décroissance en température. Au départ, toutes legyemafions sont équiprobables puis les minima énergésiq
apparaissent et s’accentuent.

Notons que contrairement aux algorithmes de I'échantileur de Gibbs et de Métropolis qui échantillonnent
selon la loi de Gibbs et qui sont en mesure de donner toutesiggjurations possibles, les images obtenues par
recuit simulé sont uniques et doivent en théorie corredpmaux minima globaux de I'energie.

Il existe une preuve de convergence de cet algorithme, gasea nouveau sur la construction d’une chaine de
Markov, mais qui est hétéroggene cette fois-ci a caade dariation du parameétre de température [Geman et Gelh&da].
Intuitivement, le recuit simulé permet d’atteindre unioptm global, car il accepte des remontées en énergie. Avec
la décroissance de la température, ces sauts énarggsqnt progressivement supprimés au fur et a mesura qu’'o
se rapproche de I'optimum global. La descente en tempérdhit donc se faire suffisamment lentement pour que
I'algorithme ne reste pas piégé dans un minimum local &edigie.

Algorithme des modes conditionnels irés (ICM)

Malheureusement, I'algorithme du recuit simulé estlwasd en temps de calcul puisqu’il demande la génération
d’'un grand nombre de configurations au fur et a mesure qeelpérature décroit. Des algorithmes sous-optimaux
sont donc souvent utilisés en pratique. Besag [Besag,]E08Bsi proposé un autre algorithme, beaucoup plus
rapide, mais pour lequel nous n’avons pas de preuve de gemne vers un minimum global. Il s’agit de I'ICM,
Iterated Conditional Modeque nous allons présenter ici.

Cet algorithme est un algorithme itératif modifiant & ada@tape les valeurs, de 'ensemble des sites de



7.1. DEFINITION ET SIMULATION D’UN CHAMP DE MARKOV 121

énergie

température T

|
l Xioc 1 Xglob

espace des configuratior®
a:AU < 0, transition acceptée
b : AU > 0, transition selon une probabilitg= exp(—AU/T)

'image. Mais a la différence de ces algorithmes quigatastochastiques par essence, la modification d’une valeur
se fait ici de fagcon déterministe.

On construit donc, partant d’une configuration initial@), une suite d'images(n), convergeant vers une
approximation du MAPZ recherché. Soit un tour la visite de tous les sites de I'enag parlera dans la suite
d’itérations a chaque mise a jour d'un site et d'étaphaque mise a jour de toute I'image (i.e accomplissement
d’un tour).

Le déroulement de I'etape s'effectue de la fagon suivante : on parcourt tous les sites chaque site, on
effectue les deux opérations suivantes :

1. calcul des probabilités conditionnelles locales, goutes les valeurs possibles dlelansE du site :
P(X, =X/ 2. (k),r € Vy)

(en pratique, calcul plus simplement des énergies camitlles locales)
2. mise a jour de la valeur par }emaximisant la probabilité conditionnelle locale :

Zs(k+1) = Argmax, P(X, = X\ / &.(k),r € Vy)

(ou de facon équivalente, minimisant I'énergie cormditielle locale).
Le processus s’arréte lorsque le nombre de changemenmis @tape a I'autre devient suffisamment faible.

On peut montrer que I'énergie globale de la configuratidiminue a chaque itération. Cet algorithme, contrai-
rement au recuit simulé, est trés rapide (une dizaine teydges permettent d’arriver a convergence) et peu
colteux en temps de calcul puisqu’il ne nécessite queldelades énergies conditionnelles locales. En contrepar-
tie, ses performances dépendent trés fortement deadlisation (par rapport a la forme du paysage énergéliqu
puisqu’il converge vers un minimum local. L'ICM s’apparefdt une descente en gradient (on fait baisser I'énergie
a chaque itération) ou a un recuit simulé gelé a tenaupée nulle, et peut donc rester bloqué dans le minimum
énergétique local le plus proche de l'initialisation.feeuit simulé, au contraire, grace au parametre de¢eatprie
et aux remontées en énergie qu'il autorise permet didgcéu minimum global.

Notons qu’il a également été proposé d'utiliser la peegmation dynamique pour estimer le MAP [Derin et Ellio88Ya].
Mais il est alors nécessaire d’étre dans une configuratiople de segmentation (peu d’étiquettes, dimensions rai
sonnables) et seule une approximation peut étre obtenue.
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7.1.6 Quelgues MRF fondamentaux

Nous présentons ici quelques uns des champs de Markowigsiflisés. Comme indiqué précédemment, ces
champs sont définis par leur voisinage et leurs fonctiorsadentiel. lls sont illustrés par le tirage de réalisaio
selon I'échantillonneur de Gibbs.

<& Modéle d’'Ising :
Ce modele est le plus ancien (1925 [Ising, 1925]) et a ételdppé lors de I'étude du ferro-magnétisme en
physique statistique. L'espace des descripteurs estdesugtats des spins, ile= {—1, 1} (espace binaire), et le

voisinage est constitué par les 4 ou 8 plus proches voisins dn espace bidimensionnel. Les potentiels sont des
potentiels en tout ou rien :

Ue=(s,t)(Ts, ) = —PSizs =z
+06Ssixs # x4

Ce qui s’écrit égalementf,_ ;) (25, z¢) = —Brs2;.
Les potentiels des cliques d’ordre 1 (clique constitu&aipaeul spin) sont de la formeBz . L'énergie totale

s'écrit :
U(z) =— Z Bxsri — ZBwS

c=(s,t)eC seS

(3 est la constante de couplage entre sites voisirs efprésente un champ magnétique externe. Lorghest
positif, les configurations les plus probables (i.e d'gnes plus faibles) sont celles pour lesquelles les spins son
de méme signe (ferro-magnétisme), alors que dans le casmdgatif, au contraire, on favorisera I'alternance
de spins de signes opposés (anti-ferromagnétisme). leanvgsigne et valeur absolue) deconditionne donc la
régularité du modele d’lsing. Quant au champ magnétepierne relatif au potentiel d’ordre 1, il favorise a pirior
par son signe un spin ou un autre.

La figure 7.2 montre des réalisations de modeles d’Ising pdférents parameétres (la régularisation appelée
critique correspond a I'apparition des zones homogenes)

< Modele de Potts :

Il s’agit d’'une extension du modele d’Ising [Wu, 1982] paur espacen-aire, i.e.E = {0, m — 1}. Il peut
s’agir de plusieurs niveaux de gris, mais plus souvent peunodele, d’étiquettes (labels) pouvant représenter
une classification de I'image (par exemple les clagsas foet, champ, villg Le voisinage considéré est 4- ou
8-connexe et les potentiels sont comme précédemmentuétiorien mais définis seulement pour les cliques
d'ordre 2:

Uc:(s,t) (:C57 xt) = _ﬁ Sizs = x4
= +fsixzs # x4

Lorsques est positif, les configurations les plus probables cornedpot a des sites voisins de méme niveau de gris
ou descripteur, ce qui donne des réalisations constitpéedes larges zones homogenes. La taille de ces regions
est gouvernée par la valeur ge Des exemples de réalisations pour differentes valeef$ sbnt montrés figure

7.3.

Il est possible de définir des modeles utilisant des paiatiss differentes en fonction des directions des
cliques, et de privilégier ainsi certaines directions.

Ce modele permet également de prendre en compte difé&reglations entre les régions (i.e. entre differentes
valeurs des descripteurs). On peut par exemple définir dedgpationss(es, e;) poures, e; € E. Dans notre
exemple de classification en 4 étiquetézsl, foet, champ, ville une configuration de sites avec les étiquettes
champ / fotpeut étre supposée plus probable gu’une configursiilen forét, d'ou des valeurg(champ, forét)
etS(ville, forét) differentes [Sigelle, 1993].
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FiG. 7.2 — Le modele d’Ising plan et 4-connexe pour differeni@eurs de parametres - Simulations en raccorde-
ment torique ; a. Image aléatoirgs:= 0, b.régularisation faible? = 0, 2; c. régularisation critique ~ 0,44;
d. régularisation forte 8 = 4.

<& Modele markovien gaussien :

Ce modele est réservé aux images en niveaux deFges {0, ..., 255} et ne convient pas bien aux images
d’étiquettes. Le voisinage est 4 ou 8-connexe et I'émeegt de la forme :

U(x) =4 Z (xs - It)Q + O‘Z(Is - /LS)Q

c=(s,t) seS

Le premier terme correspondant aux cliques d’'ordre 2 esetme de régularisation, qui favorise les faibles
difféerences de niveaux de gris entre sites voisins ppus 0. Le second terme peut correspondre a un terme

. N N . . L. « R
d’'attache aux données dans le cas ou on possede une ireatpdées extérieures. Le rapp%rtpondere les

influences respectives de I'attache aux données et deyldarésation, et les valeurs absolues des parameétres
caractérisent le caractere plus ou moins piqué ou épaiti au contraire de la distribution.

7.2 Applications : restauration et segmentation

Nous avons étudié dans la section précédente desthlg@s de simulation permettant de générer des réalisati
d’'un champ de Markov donné. Nous abordons ici leur utilisaen tant qu’outils de traitements d’images pour
deux grandes applications de bas niveau : la restauratioragés et la segmentation.

Cadre bayésien

Pour ces deux applications, on peut modéliser le probléares un cadre bayésien de la fagcon suivante.
Nous disposons d’une certaine donnée (image) que nousonstiget que nous pouvons considérer comme une
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FiG. 7.3 — Le Modele de Potts 2D et 4-connexe pour differenédsurs de parametres (m = 4) - Simulations en
raccordement torique ; a. Image aléatoirg@ = 0, b.régularisation faiblej = 0.2; c. régularisation critique :
B = 1,099; d. régularisation forte 3 = 4.

réalisation d’'un champ aléatoifé. Nous cherchons une réalisatiande I'image restaurée ou segmentée, que
nous pouvons modéliser comme un champ de MatkowX est le champ des étiquettes (labels) dans le cas de la
segmentation, le champ des intensités dans le cas de dar&tsvn. Les espaces de configurations ne sont donc
pas nécessairement les mémes pbat Y. Ces deux champs sont liés par le processus d’acquisiéidmtage,

qui conduit du champ idéat, le processus image originel que nous cherchons, au chauitp Brque nous ob-
servons. La restauration ou la segmentation ont pour dbgittverser le processus et donc de remonter a une
réalisation deX a partir de I'observation des données bruitge®n parle dans ce contexte de champ de Markov
caché poutX, ou de données incompléetes puisgugest pas une réalisation dé.

On peut par exemple utiliser le critere du maximum a postieet rechercher la configuratidnmaximisant la
probabilité deX conditionnellement a la donngd.e P(X =« / Y = y). Or la regle de Bayes permet d’écrire :

PY=y/X=x)P(X =x)

PX=z/Y=y) = PV =)

Expression dans laquelle il s'agit alors d’analyser chadesiterme®(Y = y / X = z) et P(X = z), sachant
que P(Y) est une constante (indépendante de la réalisatjoie premier termeP(Y = y|X = z) décrit
justement le processus d’observation et d’acquisitionddemées. L'hypothése la plus courante (dont la validité
reste a justifier) consiste a supposer I'indépendaneditionnelle des pixels (bruit non corrélé par exemple) :

PY=y/X=x)=][PVs=ys/Xs=2,)

Cette écriture n’est plus valable lorsqu’il y a une contiolu par la fonction de transfert du systeme d’acquisition
mais on peut montrer que le champ a posteriori reste mankovie

Par alilleurs, on fait sur le cham¥ recherché une hypothese markovienne selon un voisiiagein modele
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donné dépendant de I'application. On peut alors écrire :

exp(=U(z))
A

Si on revient maintenant a la distribution a posteriorlezei s’exprime par :

PX=x)=

P(X=z/Y=y) x PY/X)P(X)oxetPY/X)-Ulz)

x e Ul/y)
avec .
Uz [y)=> —Inplys [ xs) + D Ue(x) (7.2)
sesS ceC

Par conséquent, sous les hypothéses précédentesnstateoque la distribution a posteriori est une distriboutio
de Gibbs et que donc le chanip conditionnellement & est également un champ de Markov (théoreme de
Hammersley-Clifford). Ainsi, il est possible de simulersdéalisations de ce champ a I'aide de I'échantillonneur
de Gibbs ou de I'algorithme de Metropolis. Mais la configimatz qui nous intéresse est celle maximisant la
probabilité a posteriori, donc la réalisation la pluskmble du champ de Gibbs, ou encore celle qui minimise
I'energiel/(x / y). L'algorithme du recuit simulé décrit plus haut permeadttindre ce (ou ces) état(s) d’énergie
minimale.

7.2.1 Cas de larestauration

Reprenons la démarche précédente et exprimons plustaitsd’énergid{(z / y) dans un cas particulier de
restauration.

Dans le cas ou le processus d’acquisition entraine ugeadation de I'image sous forme d’un bruit blanc
gaussien de variane€, on a la probabilité conditionnelle suivante :

1 ($3 - ys)2
p(ys / s) = Nor b S

La probabilité a prioriP(X = z) permet d'introduire les contraintes que nous souhaitop®#ar a la solu-
tion (i.e. que nous supposons pour le processus origineljaigant I'hypothése qu& est markovien nous nous
restreignons a des contraintes locales, le plus souvegigarité entre sites voisins. On choisit frequemmeant
modele avec des potentiels d’ordre 2 :

PX=x)= %exp(—ﬁ Z d(xs — 1))

(s,t)ECa

On a alors I'énergie suivante correspondant a la diginhude Gibbs du champ a posteriori :

2
U /y) =Y % +8 Y e — ) (7.3)
seS (s,t)eCa

Le champX conditionnellement g est donc un champ de Gibbs pour le méme systéme de voisijpage. La
constantes pondere l'influence entre le terme d’'attache aux donrnéiemées d'ordre 1) quiimpose des niveaux de
grisz de I'image restaurée proches de ceude la donnée bruitée, et le terme de régularisationyebal’ordre

2) qui impose une solution constituée de zones homogéranodele pourX peut &tre soit markovien gaussien,
soit plus adapté a la restauration des contours avec unotida ¢ appropriée. En effet, le modeéle gaussien qui
correspond a un fonctiof quadratique favorise des niveaux de gris proches pour defspioisins dans tous
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les cas. Or si on considére une image naturelle cet aspecéfeste a proximité des contours car il favorisera
la présence d’'un dégradé. Aussi, de nombreuses foisefi@mt été proposées pour modéliser les potentiels des
cliqgues d’ordre 2 U.—(, ;) = ¢(xs — x¢). L'idée est de supprimer la pénalisation lorsque la vanade niveaux

de gris est supérieure a une certaine valeur consideraene représentant un contour.

7.2.2 Cas de la segmentation

Dans ce contexte, le champ markovigrest défini sur un autre espace de configurationsiquar seulement
quelques étiquettes sont considérées= {1, ...,m — 1} (correspondant aux différentes classes cherchées}. Dan
ce cas le processus de passageXdéchamp des labels) & ne décrit pas tant le processus d’acquisition que
'apparence des classes dans I'image. Le tef¥ = y / X = z) traduit donc la probabilité de réalisation
d’une configuration donnée connaissant son étiquetagecfnnaissant la classe de chaque pixel). En supposant
I'indépendance des sites les uns par rapport aux autres, gipposant que le niveau de gyisen un sites ne
dépend que de I'étiquette, en ce site, ona:

P(Y =y/X=x)=]]Pys /)

Les valeurs des probabilités conditionnelles sont deapar I'histogramme conditionnel des niveaux de gris pour
une classe donnée. Par exemple, si on suppose que chasges elane distribution gaussienne de moyepnet
d’écart-typer;, ona:
1 (ys - :ui)Q
o, p( 201_2 )

Si comme précédemment on fait une hypothése markovieum?€ et qu’on se limite aux cliques d’ordre 2, on a :

P(ys/$s:i):

P(X =z)= %exp(—ﬁ > blzs— )

(s,t)EC2
D’ou I'énergie a posteriori :
_ (ys - /Lms)Q \/_
Uz [y) =Y g5 +logVamow, + 8 ) ézs,m) (7.4)
s Zs (s,t)€Ca

Le champ des étiquettes conditionnellementest markovien et d’énergie de Gibldéx / y). L& encore, comme
pour la restauration, le terme d’ordre 1 exprime le respestdbnnées (le niveau de gris doit correspondre a la
classe), et le terme d’ordre 2 la contrainte de régulaoisattroduite. On choisit souvent un modele de Potts pour
X, ce qui donne une image segmentée avec de larges zonesémmesog

La figure 7.4 montre un exemple de segmentation d’'une imagditdre obtenue par le radar a ouverture
synthétique ERS-1. L'utilisation du modéle de Potts peurrme d’attache aux données donne des régions com-
pactes.

Dans les deux applications précédentes il est nécesdaipouvoir déterminer le ou les états d’énergie mi-
nimale qui correspondent au maximum de la probabilité dlsamp markovien. L'algorithme du recuit simulé
présenté permet de trouver ces configurations. Nousmereas sur ce point en présentant d’autres estimateurs de
la solution dans la section suivante.
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N » \ 2 .
b. Image segmentée en régions

FiG. 7.4 — Exemple de segmentation markovienne sur une imagelERS-levoland.
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Chapitre 8

Equations aux derivees partielles et
traitement d’images

Chapitre rédigé par Yann@JSSEAU

Un exemple classique d'équation aux dérivées parsiedgt I'équation de la chaleur, qui s’écrit, pour une
fonctionuy de) c R? dansR :

ot dx? oy% (8.1)

du _ Au d:efa2_u + 3%u
U(Ia O) = uO(I)

avec des conditions aux bords@ela solution de cette équation est une foncticte 2 x R, dansR, qui décrit

la propagation au cours du tempde la chaleur dans un milieu isotropg €, ¢) est la quantité de chaleur au point

z et a l'instantt). Les équations aux dérivées partielles (E.D.P.) agipsent naturellement dans de nombreux
domaines de la physique, mais leur utilisation en traitérdes images peut sembler étrange au premier abord : a
quoi correspond I'évolution dans le temps ou I'état siatiaire ? Lorsque I'équation (8.1) est appliquée a uragin

u, t ne désigne plus le temps mais est un parametre d’écRalteant d’'une image, et résolvant cette équation,
nous obtenons une suite d'imagss, t), images ” simplifiees ” a I'echelle Les E.D.P. apparaissent donc dans le
cadre d’analyses multi-échelles, et sont a ce titres@ils en débruitage, en restauration, ou en traitemealginée

a des applications en reconnaissance des formes. CeBobgusont également essentielles dans le cadre des
problémes variationnels, ou I'on cherche une image (ourepeesentation associée a I'image) qui minimise une
certaine énergie. La descente de gradient associé&ezoergie fait alors apparaitre une E.D.P. dont la tésoi
fournit une solution au probleme d’optimisation cons@é& ette approche est utilisée dans des domaines aussi
variés que la détection de contours, la restauratioredallage d'images, etc.

Dans ce chapitre, nous envisagerons les E.D.P. essamggitesous I'angle de I'analyse multi-échelles. En par-
ticulier nous n’aborderons qu’en passant le lien entrelE € .problémes variationnels. Les résultats mathguedsi
seront admis, et I'accent sera mis sur quelques exempgsidtions illustrant les points nous paraissant les plus
importants. Aprés avoir précisé I'effet de I'équatida la chaleur sur les images, nous expliquerons pourquoi cer
taines équations non-linéaires sont mieux adaptéesrastructure, et donnerons un apercu de I'importance des
E.D.P. dans le cadre de I'analyse multi-echelles.

129
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8.1 L'équation de la chaleur et ses limitations

8.1.1 Quelques notations

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est nécessaire deiper quelques notations. Un pointii&sera noté
a = (a1, ay) et sa normea| = (a2 + a2)=. Le produit scalaire entre etb esta.b = a;b; + asbs. La fonction
indicatrice d’'un ensembld deR? sera notéd! 4.

Pour une fonction réellg, que nous supposoid® (deux fois continuement différentiable) nous noterorss se
dérivées partielles :

2
= = fau—
Le gradient def est défini par :
V= (e, fy)-
Le laplacien def est défini par :
Af = foz+ fyy-

8.1.2 Pourquoi I'equation de la chaleur

Dans les années 60, Gabor a remarqué que la differeneaemd image nette, et cette méme image floue était
en premiere approximation proportionelle au laplacienge\ug. Le petit calcul qui suit explique ce phénoméne
dans le cas ou I'image est rendue floue par moyennage Ideale.r positif, nous définissons I'opérateur de
moyennage local par :

M, (u)(x) = L/ ug(x")dx’,
D(x,r)

mr2

ou D(x,r) est le disque de centseet de rayornr. En effectuant un développement de Taylor au voisinageitle
est facile de voir que

M, (uo)(x) — uo(x)

1
= —Aup(x r),
" g Auo(x) +¢(r)
ou e est une fonction qui tend vers 0 sitend vers 0. Si nous notons alat$” I'opérateur correspondantra
applications successives dé,, il est possible de montrer que,ssi? tends vers un nombre positifet n vers
I'infini, alors M (uo)(x) converge vers(x,t), solution de I'équation

ou _ 1
{ at = sAu, (8.2)

Ce résultat signifie que si I'on construit une suite d'image plus en plus lissées en partantugeon ob-
tient asymptotiquement une suit€., t) solution de I'équation de la chaleur (le facteur 1/8 pdw &upprimé
en normalisant le filtre). Plus généralement, ce type tioa reste vérifié siV/,. est remplacé par un opérateur
de convolution avec un noyau isotropele masse unité (c’est a dire qyigg = 1) suffisamment régulier (voir
[Guichard et Morel, 2002]). En ce sens, I'equation de ldelvaest caractéristique d’un grand nombre de filtrages
linéaires, et nous allons donc maintenant nous intér@ssette équation, en commencant par donner une construc
tion explicite de ses solutions.
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8.1.3 Equation de la chaleur et noyau gaussien

Soit C = [0, 1]? le cube unité. Soit;, une fonction intégrable d€' dansR (une image). Nous prolongeons
ug par symetrie par rapport aux axes: et Oy, de facon a obtenir une fonction définie $url, 1]2. Puis nous
prolongeons cette fonction&? entier par périodisation. Ce prolongement a pour but de/gio@ppliquer des
convolutions auy. Nous obtenons ainsi une fonction symeétrique par rapporaaes, 2-périodique en chacune de
ses variables. Nous noterons dans la shigd’ensemble des fonctions intégrables ayant ces pragwi&’est dans
le cadre de cet espace (dont un élément peut &tre vu comenienage représentée par une fonctiorCdgansR)
que nous donnons la forme des solutions de I'équation dedkar.

Soit 2
1 X
Gi(x) = T P (—I) ;

etug € L. Alorsu(.,t) = Gy * ug est solution de I'équation de la chaleur ddnsc’est a dire que

du — Ay
ot ’ (8.3)
{jc lu(t,x) — up(x)] o 0.
Cerésultat estici admis, le lecteur intéressé peutmmter a [Guichard et Morel, 2002]. Les bases mathémasiqu
nécessaires a la compréhension de ces résultats pbétre trouvées dans [Rudin, 1998]. Pour une étude plus
compléte de I'équation de la chaleur et de nombreusessitD.P., on se reportera a [Evans, 1998]. Numériquement
nous obtenons donc les fonction§, t) en convoluant I'image originale avec des noyaux gaussiees eiti-
lisant des conditions de symétrie miroir aux bords de Ig@maDans ce chapitre, nous n'aborderons pas les as-
pects numériques liés aux E.D.P., et nous renvoyons teuemtéréssé aux références [Weickert et al., 1898]
[Guichard et Morel, 2002].

8.1.4 Application aux images

Comme nous l'indiquions en introduction, les E.D.P. setegitre autre a simplifier graduellement les images,
selon le parametre de maniéere a en simplifier la structure et a supprimerdé.lsur la figure 8.1, nous présentons
une série d'images auxquelles a été appliquée I'éguate la chaleur (8.1) pour differents temp&Nous remar-
qguons que les images sont de plus en plus simplifiees lotsgugmente. En particulier, une telle série peut étre
utilisée lors de la recherche de structures géométsidaks des contours. A chaque valeut §eéchelle ") corres-
pond un ensemble de structures, qui doivent ensuite @itéds ensemble. Une telle approche est présentée dans
I'article [Witkin, 1983b]. Cependant, nous remarquonalégient que la structure des images est fortement altérée
par I'equation de diffusion (8.1). Les images deviennentdk. En particulier, les discontinuités (" contours "iso
lissés. Ces défauts de I'equation de la chaleur ser@cig#s au paragraphe 8.1.6.

8.1.5 Léquation de la chaleur inverse

Nous avons vu précédemment que I'équation de la chaleunet de lisser une image a I'échetleet que
partant d’'une image,, nous obtenons une suite d’'images= G; * ug, images de plus en plus floues. Nous
avons également mentionné que cette suite d'imagesasanptotiquement représentative d’un grand nombre
de filtrages linéaires. Dans le cadre de la restaurationatjes, il semble donc raisonnable, partant d’'une image
originale floue, de lui appliquer I'équation de la chalewsrse, c'est a dire

ou

— = —Au. 8.4

5 u (8.4)
Cette méthode donne des résultats satisfaisant pouatiass de petites (figure 8.3), mais est numériquement

trés instable ce qui limite grandement son utilisation effet, I'équation (8.4) est mal posée, et est trés sémsib
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FiG. 8.1 — Application de I'équation de la chaleur. De haut es &élade gauche a droite : image originalg;
images auxquelles a été appliquée I'équation (8.%peetivement pour des temps- 1, 3,5, 10. On remarque en
particulier que les détails disparaissent et que les ismidgeiennent floues lorsqueaugmente.

aux conditions initiales. Ainsi, le résultat explose pdes tempg trés rapidement atteints en pratique, et cette
explosion est encore accélérée si I'on bruite 'imagesioon la quantifie. Cette instabilité est illustrée suidarre

8.4, ou I'on applique successivement I'équation de ldealraet I'équation inverse. Poudr= 3 (images (c) et
(d)), nous remarquons I'apparition d’'oscillations sumliége restaurée. En présence de bruit, (images (e) et (f)),
nous ne voyons presque plus rien, car certaines valeursisgahues tres grandes en valeur absolue devant les
valeurs maximales de I'image originale. Il est ainsi imploiesd’utiliser cette équation pour résoudre un prok#em
du type déconvolution en présence de bruit, et soneaisktlimite a I'amélioration d’'image, avec des tempes
petits (voir figure 8.3, (a), (b)). Au chapitre 8.2.5, nougéganterons une équation non-linéaire qui permet une
restauration stable numériquement.
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FIG. 8.2 — Gauche : quelques lignes de niveau de I'image origif@bur les niveaux multiples de 30); droite,
lignes de niveau de I'évolution au temps= 3. On remarque que le long des contours, endroit ou les ligres
niveau s'accumulent, I'équation de la chaleur 8.1 legyele les unes des autres.

FiG. 8.3 — Equation de la chaleur inverse. A gauche : image @igin, ; & droite : application de I'équation (8.4)
pourt = 0, 2.

8.1.6 Limitations, invariance par changement de contraste

Comme nous I'avons vu sur les exemples qui précédenudigon de la chaleur permet de simplifier graduel-
lement une image et de se débarrasser d'oscillationsiiradiées, au prix d’'une dégradation de leur structureteCet
dégradation est flagrante sur les ensembles de niveaurdgl. Nous définissons 'ensemble de niveaassocié
a l'image f définie sur le domain@, par

Xalf) = {z € Qf(z) = A}.

Un contour dans une image correspond a un saut brusque eaunile gris, et donc a une accumulation des
frontieres des ensembles de niveau, appelées lignesel@niCeci est visible sur la figure 8.2, ol nous montrons
une image et quelques-unes de ses lignes de niveau (pouesaugeaux\ multiples de 30). Sur la méme figure,

a droite, nous montrons ce que sont devenues ces lignes kgsage par I'équation de la chaleur. Nous voyons
nettement que les lignes se sont écartées les unes des,agrqui se traduit sur I'image par un effet de flou.
L'image a donc été simplifiee, mais ses contours ontlétauits.

Plus formellement, I'équation de la chaleur n’est pasiiaveae par changement de contraste. Nous appelons
changement de contraste une transformation

f—gof,
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ou g est une fonction croissante dedansRR. Il est bien connu que ce type de changement n’altere pas not
perception de la structure d’'une image, et il suffit pour $envaincre de se munir de lunettes de soleil ou de
changer les réglages d’'une télévision. Insistons sfaileue nous parlons ici de perception de la structure, et qu
ceci n'est pas contradictoire avec le fait qu’un changerdemontraste peut améliorer la qualité d’une image, voir
le chapitre 10. Par ailleurs, des changements de contrastgiennent dans la chaine d’acquisition des images.
Pour ces raisons, nous nous intéressons aux modificatiomsge invariantes par changement de contraste : nous
dirons qu’un opérateuf (agissant sur les images) est invariant par changementdaste si :

T(goef)=goT(f), (8.5)

pour toute fonction réellg, croissante et continue. Or’Bj désigne 'opérateur envoyant une imagesuru(., t),
solution de I'équation de la chaleur au temsecu, comme condition initiale, il est facile de voir qye T;(uo)
n'est plus solution de I'équation (8.1) (le vérifier !),dgnc quer; n'est pas invariant par changement de contraste.
Précisons que l'invariance par changement de contrasliées I'évolution des ensembles de niveau de la facon
suivante : sil” est un opérateur vérifiant (8.5) et monotone (c’est aglire siu, > v, alorsT'u > T'v), alors

T(My, () = Ly (r(s))- (8.6)

L'invariance par changement de contraste est donc éguiteh une action sur les lignes de niveau. Plus génégalem
I'équation (8.6) permet de ramener I'étude des opératsur les images invariants par changement de contraste a
celle d’opérateurs géométriques agissant sur des dasgiiu plan. Bien que nous ne détaillons pas ici cet aspect,
nous voyons poindre le lien entre ces équations aux eiésipartielles et la morphologie mathématique (voir le
chapitre 6) : toute I'information d’'une image est contenaesises ensembles de niveau. Le lecteur intéressé se
reportera a I'ouvrage [Guichard et Morel, 2002].

Nous verrons au paragraphe 8.3.3 que, sous des hypotresezsfaibles, la préservation des discontinuités
implique I'utilisation d’équations non-linéaires. N®allons maintenant voir comment 'utilisation de ces éigunes
permet de simplifier les images en respectant mieux leuctsimel

8.2 Equations de diffusion non-lireaires

La recherche d’E.D.P. permettant une analyse multi-&ehdes images tout en préservant leurs discontinuités
a été a l'origine d’'un grand nombre d’équations dansalesées 90. Dans ce chapitre, nous présentons quelques-
unes de ces équations, qui ont en commun de modifier les sr@amg®nction de leur structure locale. Pour mieux
comprendre leurs effets, il est nécessaire de donner geldéfinitions et résultats sur la structure locale des
fonctions de deux variables, ce qui est I'objet du parageagpiivant.

8.2.1 Notations et structure locale des images

Nous considérons une fonctigrde2 dansR, supposong C?, et nous plagons en un poitef. En ce point,
passe la ligne de niveau associée au parametref(a), c'est a dire la frontiere dg ¢(a)(f), courbe deux fois
differentiable. Le long de cette ligne, la fonction est stamte égale (a). Un premier résultat important est que
le gradient def ena, c’'est & dire le vectelV f(a) = (f.(a), f,(a)), est perpendiculaire a cette ligne de niveau
(lorsgu’il est non nul). Si nous supposons d¥&f(a)| # 0, nous pouvons définir un systeme de coordonnées
locales en ce point (voir la figure 8.5) :

_ VI _ Vi
"= TN

avecV f = (—uy, uy).
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Nous définissons la matrice hessiennefde

fzz ,fz
wp= (B ),
fry fyy
et notons égalemerd{ f pour la forme quadratique associée, c’est a dire que peux gecteursX etY, nous
avonsH f(X,Y) = X'HfY, ou X® est le transposé dE.

Nous pouvons montrer les formules suivantes, qui perntetiecalculer les dérivées secondes sejat ¢
avec les coordonnées euclidiennes :

Vi VY Vit Vi
Hi (W’W) = Jm et HY (W’W) = Jee

Pour finir, nous définissons la courbure de I'image au poiftu I'on a supposé qud’ f| # 0) par :

. 1 1 1 - fmmfy2_2fwyfacfy+fyyf12
cundf) @) = 7 I (VI VI @) = TIvE (a).
Ceci est équivalent a :
curv(f)(a) = div(%)(a) = %.
formule ou la divergence est définie, pour une fonctiortagelle A(z,y) = (A1 (x,y), A2(z,y)) par:
, _0A; | 0A
dIV(A) = a—x + 8—1/

On peut montrer que cufy)(a) est la courbure de la ligne de niveau passantparest a dire I'inverse du rayon
du cercle osculateur a la courbé(x) = f(a)} ena (voir la figure 8.5).

8.2.2 Léquation de Malik et Perona

L'introduction des équations de diffusion non-linéaidans le domaine du traitement des images remonte a
un article de Malik et Perona de 1987, ([Perona et Malik, BJp®Remarquons que I'équation de la chaleur (8.1)
peut s'écrire
% = Au=div(Vu).
La faiblesse de cette équation est que la diffusion estigiem en tout point de I'image (cette équation modélise
initialement la diffusion de la chaleur dans un milieu ispi). En particulier, comme nous I'avons vu au para-
graphe précédent, 'image est lissée aussi bien damsiess homogenes que le long des contours. L'idée de Malik
et Perona est de lisser 'image dans les zones homogeértksnetpas faire évoluer I'image le long des contours,
voire de rehausser ces derniers, comme nous allons le wsippécisément. L'équation correspondante s’écrit :
% = div(g(|Vu|)Vu), (8.7)
avecg une fonction décroissante, valant 1 en zéro, et tendastO/en l'infini. L'équation se rapproche donc de
(8.1) aux points olVu| est proche de 0. A titre d’exemple, nous considérergas = ﬁ un des choix de
fonctiong proposeé par I'article original de Malik et Perona. Pour poemdre ce qui se passe aux points Q|
est grand, nous réécrivons I'équation sous la forme

u L =)
ot 1T+ X2[Vaul ¢ 1+ V2?2 "

(8.8)
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avec les notations du paragraphe 8.2.1. Contrairementsadeciequation de la chaleur (8.1), qui peut se réécrire
9u — Au = uge +uyy,, 'evolution varie en fonction des valeurs féu| (norme et direction). Le premier terme de
I'équation (8.8) représente une diffusion uni-dimensielle dans la direction orthogonale au gradient, alordejue
deuxieme terme prend des valeurs positives ou négatl@s k& valeur déVu|, ce qui correspond respectivement

a une équation de la chaleur directe ou inverse (comnuiéeaw paragraphe 8.1.5). Remarquons I'importance du
parametre), qui impose le type de diffusion en fonction des valeurg\de|. Ainsi, cette équation se propose
de résoudre a la fois un probleme d’analyse (I'image iesplfiee a I'échellet), et un probleme de restauration
(rehaussement des contours), qui dépend d’'un seuil swngaste. Signalons également que rien ne garantit
I'existence et I'unicité des solutions éventuelles deecéquation. Enfin remarquons que lors de ['utilisation de
cette équation comme prétraitement avant un détecteapdtours du type Canny (voir le chapitre 11), le choix
du parameétre correspondra au seuil que I'on se fixe pduw|. Sur la figure 8.6, nous montrons les évolutions de
I'imageuq de la figure 8.1 sous I'effet de I'équation (8.7). A nouvezays obtenons une suite d'images de plus en
plus simplifiees, ce qui sera utile par exemple pour unea®tte de structures. Remarquez que les contours sont
mieux préservés que sur la figure 8.1, mais qu'ils ne samtrpéés de la méme fagon selon les valeurs du contraste
(de|Vul). En particulier, les bords du chapeau tres contrastésreaforcés (comportement du type équation de
la chaleur inverse), alors que les bords de la roue moinsasias deviennent flous lorsquaugmente.

8.2.3 Mouvement par courbure moyenne et variantes
Le type le plus simple d’équation de diffusion du type atrigpe s’écrit :

ou
E = Ugg, (89)

et a originellement été introduite par Sethian, [Sethi®85]. Il y a diffusion dans la direction perpendiculaire
au gradient, alors qu’il ne se passe rien dans la directiogrddient. Avec les résultats de la section 8.2.1, cette
équation peut se réécrire :

% = |Vulcurv(u).
Signalons que I'équation (8.9) est invariante par chareggrde contraste. Nous verrons plus loin que ce type
de mouvement selon la courbure est inévitable si I'on &fegse aux équations invariantes par changement de
contraste. Rappelons que les modifications d'images mwtas par changement de contraste peuvent étre vues
comme une évolution des ensembles de niveau de I'imagaji@sgexprimé par I'équation (8.6). Il est possible
de montrer que I'équation (8.9) fait évoluer les lignesideau de I'image selon leur courbure, c’est a dire qu’en
chaque poina, la ligne de niveau passant pafc’est a dire la courbu(x) = u(a)}) évolue dans la direction de
sa normale e (la direction deVu(a)), a la vitesse curfw)(a). En particulier, les lignes droites n’évoluent pas
sous I'effet de (8.9), et les oscillations brusques tendetisparaitre. Du fait de ces propriétés, cette eqnatiété
proposée dans le cadre de I'analyse de formes, voir [Kitngéh €1992]. Nous illustrons I'effet de cette équation
figure 8.7, pour plusieurs tempsRemarquez en particulier I'évolution du chapeau : leslboectilignes évoluent
peu tandis que la pointe voit sa courbure diminuer avec IpsenObservez également la difference avec la figure
8.6 : les contours restent nets tant qu'ils sont présentg sndépendemment du contraste (des valeut§/ag)
le long du contour. Sur la figure 8.8, nous montrons les ligleeriveau de I'image au temps = 3; notez en
particulier les difféerences avec la figure 8.2.

Remarque: il est possible de montrer (voir [Guichard et Morel, 200fJg, de méme que I'équation de la chaleur
est I'equation associée asymptotiguement a I'iteratie moyennages locaux (paragraphe (8.1.2)), le mouvement
par courbure moyenne (8.9) est asymptotiguement équivalkitération de filtres médians (filtres non-linézsr
définis au paragraphe 10.2.2).

Nous verrons au paragraphe 8.3 que les équations " raibtemapour I'analyse des images qui sont inva-
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riantes par changement de contraste et isométries gogatranslations) s'écrivent sous la forme :

0

a_? = |Vu|G(curv(u), t), (8.10)
avecG(zx,y) une fonction réelle continue et décroissantecehe mouvement par courbure moyenne correspond
au casG(z,y) = «. Si 'on impose de plus l'invariance par transformatiorfinas, il ne reste plus qu’une seule
équation, introduite en 1993 par Alvarez, Guichard, Liehslorel (voir [Alvarez et al., 1993]) :

2~ [Vulsign(curv(u))(curv(u))/*.

Ces différents résultats sont précisés au paragragh 8

(8.11)

8.2.4 L'equation de Rudin-Osher-Fatemi

Les equations aux dérivées partielles apparaisserstldazadre d’approches variationnelles de problémes de
traitement des images, c’est a dire lorsque I'on cherat@ésa@udre un probléme en minimisant une énergie. Rudin,
Osher et Fatemi, dans un article de 1992 ([Rudin et al., 11992atéressent a I'énergie :

E(f) = a / F—for+ [ 1911, (8.12)
Q Q

ou (2 désigne toujours le domaine de définition des images et parameétre réel positif. Minimiser cette énergie
sur un ensemble de fonctions (par exemple les fonctivhégales af, sur la frontiere de?) revient a chercher
une fonction proche d¢, tout en pénalisant les fonctions trop oscillantes gracdeuxieme terme. L'équation
d’Euler-Lagrange associée a cette énergievest— fo) — Vf = 0, et la descente de gradient correspondante est :

ou . Vu
E = d|V (W) + a(fo — ’LL),

avec comme précédemmantine fonction dex et det. Si I'on fait abstraction du terme de fidélité aux données
(a = 0), et en utilisant les résultats du paragraphe 8.2.1, nousqns réécrire cette équation sous la forme :

ou
— = curv(u).
5 (u)

Ces équations sont tres utilisées en restauration d@siecar la minimisation d’énergies du type (8.12), com-
prenantun termg |V f| (la” variation totale " de 'image), permet d’obtenir dedig@n aux bords francs, sans les
oscillations résiduelles qui peuvent apparaitre, pamgde, avec I'utilisation du filtre de Wiener (voir paragnap
5.3). Dans le cas de la restauration d’image convoluéempanbyaug et bruitée, I'énergie (8.12) prend la forme

E(f) =a/ﬂ(9*f—fo)2+/ﬂlvf|- (8.13)

Ces méthodes sont en particulier utilisées par le Ceratmhal d’Etudes Spatiales (CNES), dans le cadre de
I'imagerie satellitaire. Figure 8.9, nous comparons ésaittats obtenus par variation totale et filtre de Wienesdan
le cas d'une image satellitaire. L'image est convoluéeawefiltre connu, puis lui est ajouté un bruit gaussien
de déviation standard connue. La restauration par Wienfaiscomme expliqué au paragraphe 5.3, la densité de
puissance du signal étant estimée sur I'image dégrddeeestauration par la méthode de Rudin-Osher-Fatemi
s’effectue en minimisant I'énergie (8.13) par évolutguifisamment longue de I'équation associée.

Remarque: de la méme maniére, on montre que I'eéquation de la chéel)) est associée a I'énergfig Vu|>.
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8.2.5 Le filtre de choc de Rudin

Nous avons vu au paragraphe 8.1.5 que I'équation de lawhadeivait étre utilisée a des fins d’amélioration
d’'images, mais que ceci posait de gros problemes de staliilihne amélioration de cette méthode, appelée ” filtre
de choc ” et due & Rudin ([Rudin, 1987]), consiste a résalidquation :

Ou = —sign(Au)|Vul, (8.14)

ot
avec I'image a restaurer comme condition initiale. Laudifbn des niveaux de gris s’effectue dans la méme direc-
tion qu’avec I'équation de la chaleur inverse (8.4), maiskeen plus stable. Il est possible de montrer que cette
equation fait évoluer les lignes de niveau a une viteesstante. Sur la figure 8.10, nous reprenons les expésgence
présentées pour I'équation de la chaleur inverse, plustrier I'effet du filtre de choc ainsi que sa stabilité.-Re
marquons en particulier que la restauration se fait au pumedperte des détails et de la texture : pour des valeurs
croissantes dg I'image filtrée prend une allure de type bande dessinéeleSderniere expérience (8.10 (f)) on
remarque que la présence de bruit sur I'image initialerfgpéne I'apparition d’effilochement le long des contours

8.3 EDP et analyse multiechelles

Dans les chapitres précédents, nous avons vu des exetfgaiedyse multi-echelles des images, sous la forme
d’équations aux dérivées partielles. Dans ce chapitres formalisons cette notion, et donnons, sans preuses, le
éléments permettant une classification de ces analydesetion de leurs invariances, notamment géomeétriques.
Nous allons voir que les E.D.P. apparaissent naturelledsars ce cadre, et nous allons retrouver des équations
vues ci-dessus. Plus précisément, nous allons voir cathraenener le concept d’analyse multi-échelles a des
filtrages itérés, filtrages que nous avons déja renésrtu paragraphe 8.1.2.

8.3.1 [Efinition et propri étés des analyses multechelles

Nous définissons une " analyse multi-échelles ” comme amelfe d’opérateurd; sur les images, le paramétre
t étant appelé parametre d’échelle. Etant donné ungem@a), (Tiug)(a) = u(t,a) est I'imageu, analysée a
I'échellet. Nous donnons maintenant quelques propriétés désgatolur ces familles d’opérateurs :

Structure pyramidale. La famille T} a cette structure s'il existe une famille d’'opérateTigsy, ., appelés ” filtres
de transition ", tels que :

Tivn = Tiyn Ty, To=1Id. (8.15)

Cette propriété signifie que I'image a une échelle phlassgjére peut se déduire d'une version a une échelie plu
fine, sans nécessiter I'image originale. Un cas particdiecette propriété est le cas ou I'analyse multi-8elsel
estrécursive c’'est a dire qudiyp ¢ = T, (propriété de semi-groupe).

Nous allons considérer des opérateurs causaux, c’eise &jgi ne créent pas de nouvelle structure lorsque
I'échelle augmente. Une autre propriété désirabler pme analyse multi-échelles est la localité. Dans le ¢as o
les opérateurg; sont pyramidaux, le résultat de I'application du filtre densition en un pointl;,,, tuo(a), ne
doit dépendre que des valeursw@gdans un voisinage de Ces deux principes, de localité et de causalité, sont
condensés dans le principe suivant, qui affirme que si uagénest localement plus claire qu’une autre, il en sera
de méme pour les deux familles multi-echelles correspotes pendant un certain temps :

Principe de comparaison localeUne analyse multi-echellgq}) est dite satisfaire le principe de comparaison
locale, si pour toutes fonctions et fs :
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— si fi(b) > f2(b) dans un voisinage dg b # a, alors pour: suffisamment petit,

(Tevnefr)(@) > (Tipnef2)(a),

et
— siVa € R?, fi(a) > fa(a), alors:

Vb, Vh > 0, (Tyshtf1)(B) > (Tysntf2)(b).

Une derniére propriété que nous imposerons a une analyéti-echelles est une propriété de régularité : une
image réguliere (par exemple différentiable) évolegulierement. Il s’avére suffisant de faire cette hypetpour
des fonctions quadratiques.

Régularité. Soita un point deR?, soit la forme quadratique :

f(b) = %A(b—a).(b—a)+p.(b—a)+c. (8.16)

L'analyse multi-échelles est dite réguliere s'il eristne fonctionF'(A, p, ¢, a, t), continue par rapport 4, telle
que:

M — F(A,p,c,a,t) quand h — 0. (8.17)

Dans la suite, nous dirons qu’une analyse multi-echeb¢sausalesi elle est pyramidale, et satisfait aux
principes de comparaison locale et de régularité éeenctessus. Ce sont ce type d’analyses multi-échellgs do
nous allons maintenant clarifier le lien avec les E.D.P.per fesquelles nous donnons un début de classification.

8.3.2 Pourquoi les analyse multéchelles sont egies par des E.D.P.

Nous donnons un résultat qui précise le lien entre anaiygdé-échelles et équations aux dérivées partielles.
Le lecteur intéressé en trouvera la preuve dans [Guickiavtbrel, 2002].

Si une analyse multi-échelld3 est causale, (c’est a dire pyramidale réguliere, esfsagiant au principe de
comparaison locale), alors il existe une fonctinelle que

(Ternef = f)/h)(a) — F(Hf(a), Df(a), f(a),a,t) (8.18)

lorsqueh tend vers)™, pour toute fonctiory C2, et touta € R?.

Rappelons alors que I'opératefliy, , , permet de passer du tempswu tempst + h, et donc que si dans
I'equation ci-dessus nous voyofi¢ommeu(., t), le terme de gauche, lorsqueends vers 0, tends ve%% (t). Le
résultat est en réalité non trivial, mais I'on peut mengueu = T;(up) est solution de :

0

5)_11: = F(D?u, Du,u,a,t),

avecu(.,0) = wup. Ces résultats sont prouvés dans [Guichard et Morel,]2@03ce a une notion de solution
particuliere, les solutions de viscosité.

Grace au résultat ci-dessus, la classification des agmliysilti-echelles se raméne a la classification des fonc-
tions F. Nous allons maintenant voir qu’en imposant a I'analyseamtraintes liées a la structure des images, les
formes possibles de la fonctidn sont grandement réduites.

Commencons par l'invariance par addition d’'une consteBu@posons que

Tt,t+h(0) = O, etTt_’H,h(’LL + O) = Tt,t+h(u) + O, (819)
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pour toute fonctioru: et toute constant€’ (un décalage constant de niveau de gris n’affecte pasdiacte
I'opérateurT). Il est facile de voir que &I est causal et invariant par addition d’une constante, #6r§ p, ¢, a, t)
ne dépend pas deCeci se prouve en appliquant (8.17) et (8.19) a la fonatied’, ouw est une forme quadratique
du type (8.16).

Similairement, nous avons les résultats suivants, poopénateuf; ., invariant par 'addition de constantes :

— SiT: 4n estinvariant par translation (c’est a dire commute avepérateun(a) — u(a + c), pour tout
c € R?), alorsF ne dépend pas de son quatriéme argunzent,
— SiT; ¢+, commute avec les rotations et translations (invarianckdéeiene) alors pour toute matrice d’isométrie
Oa
F(OHuO", OVu,t) = F(Hu, Vu,t).

(Rappelons que F ne dépend pasadfans ce cas en vertu de la propriété précédente).
— SiTi4n,: st invariant par changement de contraste, alors pourstcotestantes, 1 :

F(pHu+ AVu ® Vu, uVu,t) = pF(Hu, Vu,t),
ou ® désigne le produit tensoriel, c’est a dire que :

Pt pip2 }

® =
pep [plpz P%

Cette derniere propriété est quelque peu obscure, rsidisiquée comme résultat intermédiaire pour établir
la forme des analyses multi-echelles invariantes par @#raent de contraste, donnée ci-dessous au para-
graphe 8.3.3.

8.3.3 Classification des analyses muléechelles

Grace a la caractérisation des analyse multi-echefiesales, exprimée par I'équation (8.18), nous avons vu
que I'étude de ces analyses se ramene a I'étude diegsatifférentielles du type :

bt

ou — p(D%u, Du,u, a, t), (8.20)
u(0) = ug. |

De plus, des hypotheses simples d’invariance permeteegtahdement simplifier les formes possibles de la fonc-
tion F'. Ces résultats, détailles dans [Guichard et Morel, 2082 mettent une classification des analyses multi-
échelles. Nous donnons maintenant quelques-uns desidtaté de classification.

Analyse linéaire isotrope

Le premier résultat indique que si I'analyse est linéatrisotrope, elle est donnée par I'équation de la chaleur,
résultat que nous avions entrevu au début du paragraptie 8.

Si T; est un opérateur causal, invariant par rotation et tréinglaet linéaire, alors (a une renormalisation
t' = h(t) pres)u(a,t) = T:(ug)(a) est solution de :

{8u/8t = AuinR? x [0, oo, (8.21)

u(0,.) = ug(.) in R2.

Remarquons que ce résultat implique en particulier g@alité et invariance par changement de contraste sont
incompatibles, puisque I'équation de la chaleur n’estquaraste invariante.
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Invariance par changement de contraste

Nous avons vu au paragraphe 8.1.6 'importance de I'inmaggar changement de contraste en traitement des
images, et il est donc naturel de se demander quelles sofledions satisfaisant a cette invariance. Le résultat
est le suivant : sT; est une analyse multi-échelle causale, invariante patioot et translation, et invariante par
changement de contraste, alafa, t) = T;(uo)(a) est solution de I'équation

0

2L | Du|G(curv(w), 1),

ot
ou (G est une fonction croissante et continue par rapport a semipr argument. Remarquons que les équations
présentées au paragraphe 8.2.3 sont parmi les équigsopisis simples de ce type.

Invariance affine

Pour conclure nous nous intéressons aux analyses intesipar changement de contraste et par transforma-
tions affines. Les transformations affines sont d’'une gramg@rtance en traitement des images, en particulier
parce qu’elles fournissent une approximation simple dassformations projectives qu’induisent sur les images
les mouvements des appareils optiques de capture lors dagmd’une scene tridimensionnelle a une photo bidi-
mensionnelle.

Si I'on suppose qué; est une analyse multi-echelles causale et invariantergasformation affine, alors (a
une renormalisation du parameétrpres)

ou

= = |Dul(eurvw)),

ou,
{7(5) = Cys3 sis > 0, (8.22)

v(s) = —Cyls|3 sis < 0,

C, et C, étant des constantes ([Alvarez et al., 1993]). En impodaatcontraintes assez simples et directement
liees au processus de formation des images, hous nous sodame ramenés a une seule équation possible pour
une analyse multi-échelles, appelée AMSS pour I'angl&iffine Morphological Scale Space ". En vertu de ses
invariances géomeétriques, et parce qu’'elle présesséeikcontinuités, cette équation est en particulierséid en
reconnaissance de formes.

Signalons enfin que le lecteur désireux d’approfondir fetspourra se référer a [Guichard et Morel, 2002],
[Aubert et Kornprobst, 2001], [Weickert, 1998].
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@) (b)

(© (d)

(e) ®

FiG. 8.4 —(a) : diffusion selon I'équation de la chaleur (8.1) paue 1; (b) : diffusion " inverse ” selon (8.4) a
partir de I'image (a), pour = 1; (c) et(d) : méme expérience, avéc= 3, on remarque un début d’instabilitée)
et (f) : méme expérience aveéc= 1, mais un bruit gaussien d’écart type 1 a été ajouté adaere image. Les
valeurs de niveau de gris explosent en plusieurs pointsrésidtat est inexploitable.
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Fic.8.5—

FiG. 8.6 — Equation de Malik et Perona. Méme image de déparsquka figure 8.1. De haut en bas et de gauche
adroite it =1, 3,5, 10.
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FIG. 8.7 — Evolution par courbure moyenne. L'image originald'@sage v, de la figure 8.1. De haut en bas et de
gauche a droite, les solutions de I'équation (8.9) retipsment pout = 1,t = 3,¢t = 5,¢ = 10.

W
=

DTSR

FiG. 8.8 — Lignes de niveau de la solution de (8.9), mouvementparbure moyenne, pour = 3 (niveaux
multiples de 30).
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FiG. 8.9 — Exemple de restauration. De haut en bas et de gaucb@eéi:dmage originale (image Spot®CNES
2002); image dégradée par convolution et ajout de broieige restaurée par Wiener ; image restaurée par mini-
misation de I'énergie (8.13).
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@) (b)

(© (d)

(e)

FiG. 8.10 — Filtre de choc de Rudin. Les images (a), (c), (e) stamntiques a celles de la figure 8.3. Les images
(b), (d), (f) sont les applications correspondantes dgulgion (8.14) (respectivement 1,¢t = 3,¢t = 1).



Chapitre 9

Ondelettes et traitement d’'images

Chapitre rédigé par BéatriceeBQUEFPOPESCUet
Jean-ChristopheEsQUET(Université de Marne la Vallée)

9.1 Principes de I'analyse liaire des images

Pour analyser linéairement une image, on considerergérhent un dictionnair® = {¢,, A € A} de
fonctions d’analyse/ étant un certain ensemble de parametres inclus Bansp € N*, propre a la famille
choisie. Une transformation linéaiféde I'image f, définie suiR?, est alors obtenue en calculant une corrélation
entref et la fonctiomy), :

T: fr— (cx)rea,
ou

WAEA, o= [ [ £ (@, 9)Pa(e,y) da dy, 9.1)

() désignant le complexe conjugué de la quantité en argumen

La premiere question qui se pose naturellement, dansaggit@che, est de savoir quelles fonctignautiliser.
Ce choix se fait souvent en suivant deux impératifs, quémtontre plus généralement dans tous les problemes de
modeélisation :

— définir une famille suffisammentriche » pour pouvoir modéliser efficacement des images au contdau r

tivement complexe (telles que celles qu’on rencontre eowiassistée par ordinateur ou encore en vidéo)

— garder des fonctions d’expression relativement simpbagtctérisees par un nombre limité de parametres.
L'exemple le plus classique d’analyse linéaire est lasfarmée de Fourier (TF). On a alaks= R?, X = (., f4y)
et:

Uala,y) = e ),

Cette transformation est bien adaptée a I'analyse degpaodements harmoniques, surtout apparents dans les
zones texturées des images, mais elle n'est pas appecplEnalyse de formes bien localisées spatialement. Pou
avoir la possibilité de conserver une analyse spectratesio acquérant un pouvoir de localisation spatiale, il fau
adopter une approche espace-fréequence (temps-frégiaardd® [Flandrin, 1998]), en choisissant des fonctiogs

a la fois oscillantes et de support limité. On dit alors tpssfonctions),, constituent deatomes espaceéguence
Plusieurs choix de tels atomes sont envisageables :

147
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famille de Weyl-Heisenber@n modifie légerement la TF, en introduisant une fengtr®n prend ainsi
A =R\ = (20, Yo, fas 1y) €L

Ua(z,y) = glz — 30,y — yo)e' 2 Wi, (9.2)
La TF de cette fonction est :
\IJ)\(VI, Vy) = G(Vw — gy Vy — My)e_lQW[IU(VI_HQC)'i‘yU(Vy_Ny)]7

ou G désigne celle dg (supposée définie). En choisissantentrée et de type passe-bas (localisée

en espace et en fréquence autour de (0,0)), on voit/quest localisée spatialement autour(deg, yo) et

frequentiellement autour de:,, 1,,). Le principe de Gabor-Heisenberg [Flandrin, 1998] nousrasgue la
1y

localisation espace-frequence est optimale si :
+33)
g(x,y) = —(——c
\/2mo 0y

ou (o, 0y) € (Rj)z. Lorsqueg prend une forme gaussienne de ce type, on dit qu’on effecte@nalyse
de Gabor.
famille d'ondelettesOn prendA = R? x R* x [0, 2], A = (0, yo, a, 6) €t

Ya(ey) = 2o (mm)

a a

Qs
ISR
Q‘t

<N

La fonctiont,? est appelée uneondelette mere [Meyer, 1990]. Il s’agit généralement d’une fonction de
carré sommable assez réguliere, bien localisée ercegtan fréquence (la décroissance asymptotique de
la fonction, ainsi que celle de sa TF sont rapides) et telée:qu

/Z /Z Y (w,y) do dy = 0.

Uy (Vg, vy) = a\IJO(an, avy) e_i%(%”““yo”y),

ou W désigne la TF de’. Si+? est localisée spatialement ény, yo) et fréequentiellement efy., u,)
(i.e. |\I/9(yz,yy)| a un maximum global efiy,, it,)) alorsi, est localisée spatialement éng, yo) et
frequentiellement efup,, apy ). En faisant varier les paramétres de localisation spaial, yo) et le fac-
teur d’échellex > 0 (analyse espace-échelle), il y a bien la possibilitéeddisér du méme coup une analyse
espace-fréquence.

Nous n’avons pas encore parlé du role du paranmtrui correspond a un angle indiquant la direction
d’analyse privilegiée. On peut, par exemple, définir :

V(2 y) =1 [Re ( “’; )]

ol est une fonction & deux variables anisotrop&gest la matrice de rotation plane

cosf) —sinf }

La TF dey, vaut:

Ry = [ sin 6 cosf

Un autre choix usuel est de limitéra prendre ses valeurs dafts 7/4, w/2} et de poser :
VO (x,y) = o(2)Y(y)

V3 (z,y) = p(@)(y)
¥3 (z,y) = P(z)p(y) = ¥y, o)
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ou ¢ désigne maintenant une ondelette mére 1D (telle ﬁ_ffo% Y(z)dx = 0) et ¢ est une fonction

« basse-frequencelocalisée en 0 telle qu¢i’°oo ¢(x)dx = 1. On génere ainsi une famille d’'ondelettes
2D séparables. Un exemple de telles fonctions est donrla figure 9.1.

Comparées a la famille de Weyl-Heisenberg, les famillesdklettes s'averent souvent mieux adaptées a
'analyse des images naturelles. De plus, I'analyse ceegllermettent de réaliser a I'avantage d’'étre plus
proche de celle opérée par le systeme psycho-visuel§i2000].

(@)

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

FiG. 9.1 —Exemple d'ondelettes séparables splines &) (b) v™/*. Londelette,® (resp.1™/?) permet d'extraire les
informations de type contours» horizontaux (resp. verticaux) alors qué’* sert a I'analyse des détails résiduels.

— famille de Gabor modiéie En partant de I'idée de combiner les caractéristiqussldax familles précédentes,
on peut prendrd = R* x R x [0, 27, A = (20, Yo, Ha» 1ty a, O) €t

Uaay) =+ o (T LT cos [T (o 0) + iy — w0) + O] 93

a a a a
Notons que, sy est réelle, la transformée d’une image réelle est aéstler¢) € R). L'analyse obtenue
(cf. figure 9.2) est plus flexible que celles de Gabor ou en lettés, mais elle comporte un nombre accru
de parametres a gérer.

— ridgelets Les fonctions de cette famille sont fortement apparentaex ondelettes. Elles sont définies
[Candes, 1999] pak = R x R x [0,27][, A = (b,a,0) et

Or(z,y) = %¢ x cos 6 +gsm9 b
ou v est une ondelette mere 1D. Les courbes de niveau de la dongji sont les droites d’équations
xcosf + ysinf = «, a € R. Ceci explique que cette famille soit particulierememtrbadaptée a I'analyse
des contours, qui constituent des éléements semantagsentiels des images. Notons que les fonctipns
ne peuvent étre ni sommables, ni de carrés sommabl@&sur

Maintenant que nous avons quelques idées sur la faconrddrowe une transformation linéaire, un certain
nombre d’interrogations doivent nous venir a I'esprit :

1. Quand une transformation linéaire fournit-elle waprésentation compte? En d’autres termes, a quelle
condition la seule connaissance des coefficieptsuffit-elle a caractériser entierement I'imag@ Le cas
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(a) (b)
-5 -5
0 0 |
5 5
-5 0 5 -5 0 5
(©) (d)
-5 -5

° ° ’

5 5
-5 0 5 -5 0 5

FIG. 9.2 —Exemple de fonctions de Gabor modifiees localiseegagny,) = (0,0) : atomes a I'échelle = 1 pour
(e, y) = (3,0) (orientation suivant I'axe des ordonnées) et@a)= 0 ou (b)© = 7/2; atomes a I'echelle = 2 pour
(phzy by) = ﬁ(l, 1) (orientation suivant la seconde bissectrice) etdicy= 0 ou (d) © = =/2. La fonctiong est ici une
gaussienne.

échéant, on doit étre &a méme de reconstruire I'imgugeréir de ses coefficients. La question revientdonc a se

demander si I'on peut inverser la transformatiariJn autre intérét, beaucoup plus pratique, de la dé&dimiti
d’une inversel’~! de T est la possibilité de réaliser des traitements élabarpartir d’'une transformation

linéaire, suivant le schéma générique de la figure ®3rditement peut étre, par exemple, un codage ou une
estimation afin de comprimer ou bien de débruiter 'imagetdds que ces opérations sont généralement

plus simples & mettre en ceuvre apres transformation geeteinent, sur I'image d’origine.

2. Existe-t-il des méthodes rapides pour le calcul de mersaransformations linéaires ? Peut-on reconstruire

ou bien synthétiser de maniere efficace une image a mirtdes coefficients, ? Un premier pas dans la
voie de I'implémentation est la discrétisation de I'em&de A. 1l est clair qu’avec un ordinateur, on ne peut

prendre en compte qu’un nombre fini d’'atomes espace-fraguél est donc intéressant de se demander si

I'on peut se limiter a des familles discretes de fonctigpdi.e. des ensembles dénombrables).

Avant d’apporter des éléments de réponses a ces quegticecisons quelques points mathématiques, ne serait-
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C) C/S\ ~
o T traitement 71 - f

FIG. 9.3 —Traitement dans le domaine transfornfé& {mage d'originec, : coefficients transformés, : coefficients traités,
f :image traitée).

que pour donner un sens rigoureux a 'intégr@e ). Lensemble des images que nous considérerors’¢gBt),
I'espace de Hilbert des fonctiorfsa valeurs complexes, définies ®#, d’énergie finie, celle-ci étant donnée par :

1112 = [ [P dedy.

Cet espace est muni de la northel| et du produit scalaire associé :

W e @), ()= [ h / " ) Tl y) dedy.

9.2 Trames

9.2.1 Objectif

Les trames permettent de définir une représentation cmplar décomposition sur une famille discréete
(¥i)ier de fonctions d’un espace de Hilbétt(C L?(R?)), I étant un ensemble d’indices dénombrable.

9.2.2 DEfinition

Une famille(v;);c; d’un espace de Hilbeft est une trameffameen anglais) s'il exist¢A4, B) € (R )? tel
que:
VEeH, AP <D U0 < BIfIR (9.4)
i€l
Les constantes strictement positivéet B sont appelées ldsornes de la trame
Si A = B, on dit que la trame est ajustéeght frame.

Remarques
— Une base orthonorma(e; ), de’H constitue une trame ajustée puisqu’on a, par conservagitenorme :
2
DL =11
i€l

Inversement, si une tran{@;);c; est ajustée aved = B = 1 et siVi € I, ||¢;|| = 1, alors on montre que
c’est une base orthonormale.

— Des élements d'une trame peuvent étre linéairemegpeddants. Ceci signifie qu’une trame conduit générateme
a une représentatiamedondantede I'information (on calcule: plus de coefficientgs, ¢;) que cela n'est
strictement nécessaird). Cette redondance peut étre pénalisante dans cestapyications telles que la
compression d'images, ou I'on cherche a compacter aurmani I'information a coder. Au contraire, la
redondance est souvent recherchée en analyse d'imagedlecaermet d’employer des dictionnaires plus
riches de fonctions qui offrent, par exemple, la possidie mieux localiser les objets présents dans la scene
considérée.
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L'un des intéréts de la définition ci-dessus est de caiecuin opérateur de transformation :
T:H— 22(1) = {(Ci)iel | ||C||Z2(]) = Z |Ci|2 < OO}
iel
f U Tf: (<f7"/)1>)1€[

qui est linéaire et continu. En effet, rappelons que, pauppérateur linéaire, la continuité est équivalenta a
bornitude [Schwartz, 1995] et on vient de voir que :

I fl1ery = Y 1 00 * < BIFIP.

iel

9.2.3 Propriétes

Commencons par ouvrir une petite parenthese mathéneata calculant I'adjoint d€. Cet adjoint, not&d™,
est défini par :

Ve = (c)ier € £2(1), Vf € H,
(T%c,f) =& Tfea = Zci<f7 Vi) = <Z ci i, f)
i€l iel
etdonc:
T*c=Y civy;. (9.5)
iel

Remarquons que&,f € H,ona:

Z (f, 23] = 1T fll22) = (TF, T fery = (TTF, f).

icl

L'équation (9.4) se réécrit donc, sous une forme plustsylique :

Af f) <(T°Tf, f) < B{[. f)
ce qu’on exprime aussi, de maniere encore plus syntrétar :
Ald < T*T < BId. (9.6)

L'opérateufl™T étant linéaire et continu (puisqleet doncT™* le sont) et minoré pad Id, on peut vérifier qu'il est
bijectif et d'inverse continu [Daubechies, 1992a]. De phrsutilisant des propriétés des opérateurs auto+agjoi
on montre que :

B 'A< (T*T) ' <A '1d. (9.7)

Utilisons ces résultats pour inversér Remarquons tout d’abord que est bien inversible a gauche. En effet,
posonsT? = (T*T)~'T*. Il est clair queT*T = (T*T)~'T*T = Id. En fait, il s'avére quel’ n'a pas
nécessairement un inverse a gauahe@ueet T* est le pseudo-inverse dg, i.e. I'opérateur def?(I) versH,
inverse a gauche dE, qui est de norme minimale [Daubechies, 1992a] (voir aesSHapitre 5).

9.2.4 Trame duale

Nous allons maintenant voir que le calcul de la pseudo-gevdeT’ conduit & la reconstruction dé € H a
I'aide de ses coefficien(§ f, v;)),.; et des fonctions :

i = (T"T) My, i€l
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Plus précisément, en utilisant la relation (9.5), onwola formule de reconstruction suivante :
=TT T = (T T) Y (fobidvs = > (fr i) 9.8)
i€l i€l
De fagon symétrique, on peut vérifier gfie= > ., (f, Jiﬁ/)i.

Notons que(zZi)l.el est aussi une trame puisque :

vien,  BUR< Y [0nda| <A (9.9

icl

Ondit que(zzi) s est la tramelualede(v);) Pour justifier la relation (9.9), on remarque que, pour foat™ :

i iel”
(T*T) 7 f = (fohi) (T T) " pi = > (f, i)
el el

Par conséquent :
2

(@ T ) =Y |
iel
En utilisant I'inégalité (9.7), on en déduit I'inégeidésirée qui est caractéristique d’'une trame.

En résumé, de méme que I'on dispose de deux formules das&action, on a deux transformations duales :

T: fr— ((fi¥id)ier >
T: f — (<fa ¢z>)l€1
A ce point, on peut naturellement se demander dans quelkgisib spécifique une trame fournit une analyse non

redondante. En premier lieu, il convient d’introduire lexcept dex base de Riesg, qui formalise cette notion de
« non-redondance

Définition 1. Une base de Riesz est une trame donélements sont irepbendants.

Notons que, s{v;);c; est une base de Riesz, alt(nst)iel est aussi une base de Riesz, puisdue I, {Ei =
(T*T)~'4,. Par ailleurs, compte tenu de la relation duale de (9.8) :

Vipe I,  thi, = sz'm{/;ﬁ%
i€l
et, la famille(v); );c; étant indépendante, on a:
Viel, (i, ) = 0ici,
En raison de cette relation, on dit q(&, )< et ({/)Vl-)iel sont des bases bi-orthogonalegtdePar ailleurs, dans ce

cas, si les fonctions;, ¢ € I, sont normées,ona:

1
Sz”l/h'o”z — «— A<1<B.

Sl < 3 [t 90|

el

Mentionnons que les bases bi-orthogonales sont tresadgien compression d'images [Antonini et al., 1994] et
notamment dans la nouvelle norme JPEG2000 (voir la figune 9.4
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FIG. 9.4 —Compression d’'image a I'aide de JPEG2000 : en haut, I'ineaiggnale § x 3 bits/pixel) et en bas I'image décodée
a 0.25 hit/pixel (c'est-a-dire, une compression d'urtéac 96 pour une image couleur). Le rapport signal sur beiitadage
vaut 28.17 dB en valeur créte (PSNR). JPEG2000 reposeesuplbi de bases bi-orthogonales d’ondelettes. Les caaftiei
d’'ondelettes sont quantifiés d’autant plus finement quedewplitude est grande. Une stratégie de codage assestqpéée
est également mise en ceuvre afin d’atteindre de forts taummeression.

9.2.5 Algorithme des trames

Pour reconstruire une imagea partir des coefficients f, z/;i))iel, il faut connaitre la famille@i)ie]. Quand

les fonctions); = (T* T)~14; ne sont pas calculables analytiquement, il faut les déemmumériquement. De
maniere équivalente, on peut directement calculer :

f=T*T)'T*Tf=(T"T)'r,

otur =TT f =3/ (f ¥i)i.
Dans les deux cas, on est amené a approcher numériqubopénateur, = (T*7T)~L. Pour cela, on peut
poser :

T*T_A—gB(Id R),

Id est une approximation grossiere fieéT a partir des bornes de la trame (cf. relation (9.6)Ret

ou
2 . . N
Id — Y T* T correspond a I'erreur d’approximation. D’apres I'éjaa (9.6),on a :
B-A B-A
——1 < 1d.
A+ B ds R A+B d

N B-A .. B—A ) . .
< .
On peut montrer que cela implique ql&|| < 158 Sous la condltlonA+—B < 1, qui est, en fait, toujours

vérifiee, on a le développement suivant :

(Id—R)~ ZR’“
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ou la série converge en norme. On en déduit que :

o0

2
L=— k.
FE P
k=0
Une approximation d’ordré&/ € N de L est ainsi :
N

soit

1 B_ A N+1
_ — N+1 <
-l =Rzl < 5 (Sg)

On observe qué y converge d’'autant plus rapidement véréquandN — oo) queB — A est petit, c’est-a-dire
que les bornes de la trame sont proches. Par ailleurs, umei@récursive permet de calculer rapidemegt:

Lyt =RLy+ Id.

A+ B

9.2.6 Exemples de trames

Les dictionnaires d’atomes espace-fréquence que nous avooduits au paragraphe 9.1 permettent de construire
des représentations discrétes des images. En effet, oimeue, sous certaines conditions techniques [Daubgdt82a,
Bergeaud, 1996] qu'il serait fastidieux d’eénoncer, on@titdes trames de?(R?) en choisissant judicieusement
ICA.

— trames de Weyl-Heisenberg
On réalise un échantillonnage régulier des paramspragaux et frequentiels de la famille de Weyl-Heisenberg
(donnée par I'équation (9.2)). On a donc

I= {z = (nA,mA, kv, lvg), (n,m,k,l) € Z4}

ol (A, ) € (R% )2 Une condition nécessaire pour qug );c; Soit une trame d&?(R?) est alors vy A <
1. On montre, par ailleurs, que la trame duale est la trame gé-Mé&senberg correspondant a une certaine
fenétreg.

— trames d’ondelettes
On discrétise I'echelle suivant une loi exponentiellersique les facteurs de translation sont échantillonnés
avec un pas proportionnel a cette méme échelle [Mey&QJ1%insi, dans le cas séparable, on a :

I= {z = (na%A,ma%A,aé,H), (n,m,j) € Z3, 6 € {0, g, %}}
OUA € R etl'ondoitprendrei, > 1. L'entier j est couramment appeatéveau de ésolution Lorsquej >
1 (resp.j < —1) la résolution esgirossere (resp. fine), les ondelettes étant dilatées (resp., contractées).
On montre que la trame duale est aussi une trame d’ondelettes
Trés souvent, on se limite a des décompositions dyadigoer lesquelles, = 2. Fait important, il est
possible de construire des bases bi-orthogonales [CoB88&] bu méme orthonormales d’ondelettes, dans
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ce cas [Pesquet-Popescu et Pesquet, 2001]. Il peut atermt&ressant de limiter 'analyse en ondelettes a
un certain niveau de résolutigp, en déterminant lesoefficients d’ondelettes

9 . .

cj [TL, m] = <fa z/Jj,n,m79>7 J 2 Jo,

ces coefficients, ainsi que les ondelettes associéest a@ygamdexés de maniére évidente par rapport aux
notations précédentes. Ensuite, en calculant

fljo = Z Z C?[TL, m]{ﬁvj,n,mﬁv

0 j=jo

on peut extraire les structures: présentes dans I'image, d’échelle au moins éga&& 2En faisant varier

jo, on réalise ce qu’on appelle uamalyse multiesolution(AMR). Quandjg d'ecroTt,fjo fournit une ap-
proximation plus fine de I'image ce qui, en quelque sortematde« zoomer» sur les détails de la scéne
(cf. figure 9.5). Grace a ce concept d’AMR, on peut conaades algorithmes efficaces [Mallat, 2000] pour
effectuer le calcul d’'une décomposition sur une base d@ttes. En termes de complexité, ces algorithmes
sont compétitifs par rapport a ceux de transformée dei€orapide.

A titre illustratif, un exemple de débruitage a I'aide danhes d’ondelettes est donné en figure 9.6.

trames de Gabor modées

Dans [Bergeaud, 1996], il est demontré qu'on peut obtemir titame dd.?(R?) a partir d’une famille de
Gabor modifée en prenant

I= {z = (nA,mA, 27 vy cos @, vy sinp, ©), (n,m,j) € Z3,
T T ™

@E{——(K—l),...,ﬁ(K—l) 5

2K booee{o3}}, (910

OUA € RY, v € R} et K € N*.
trames de ridgelets
On peut de maniere similaire [Candés, 1999] discréleseparametres d’'une famille de ridgelets en prenant

I— {(n2j,2j,2w£2j), nez, jel,j<ju le {0,...,2—-7'—1}},

ol jyr € Z_. On obtient alors une trame dé ([0, 1]2), I'espace des images d’énergie finie définies sur
le carré unité. Par dilatations et translations des fonstde cette trame, on peut se ramener a une trame
de L2(Q), ou Q est un carré arbitraire d&2. En partitionnanfR? en carrés, on peut ainsi générer une
trame deL?(R?). Une analyse de ce type (précédée d’'une décomposititmide d’'un banc de filtres
[Vetterli et Kovacevic, 1995] isotropes) permet de comisé des bases orthonormalesaievelets, qui sont
mieux adaptées que les ridgelets a I'analyse des comouargectilignes [Candeés et Donoho, 1999].

9.3 Poursuite adaptative

9.3.1 Motivation

SoitD = (v;);er une trame dé&.?(R?). On sait que, pour tout € L?(R?), il existe(c;);cs tel que

iel

Cependant, sfi););c; n'est pas une base de RieszIdgR?), alors les coefficientéc;);cr ne sont pas définis de
maniere unique. Parmi toutes les stratégies de choixtgesgour les coefficients:; )<, la meilleure est sans
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doute celle qui consiste a concentrer au maximum |'éeedgi 'image sur un nombre minimal de termes de la
décomposition (9.11). De cette maniére, on peut espéirer apparaitre les termes principaug, les structures
essentielles composant I'image

L'algorithme des trames permet de déterminer des codffieie = (f, {/;1->, mais ces derniers ne vérifient
généralement pas la propriété de concentration djg@elont nous venons de souligner 'importance. Pourgralli
ce probleme, nous allons maintenant proposer une autrectpn

9.3.2 Algorithme de poursuite

L'algorithme (appelénatching pursuiten anglais) que nous allons présenter vise a extrairatitement, par
ordre décroissant d'importance, les élements du diotiire qui composent le signal.

Supposons qu® = (1;);c; Soit une trame d’'un sous-espace vectoriel fefihée L2(R?) (qui peut étre
L2(R?) lui-méme) et que chaque élément de ce dictionnaire soiha :
Viel, | =1

Si I'on projettef € L?(R?) (orthogonalement) sur la droite vectorielle engendré&e/paon obtient une approxi-
mation

F=(f v

de I'imagef. D'apres le theoreme de Pythagore, I'erreur d’appra@tion est donnée par :

If = FIP = 1F17 = 1717 = 1F1P = 1 o)
On voit donc que I'erreur est d’autant plus faible qug «;)| est grand. Pour déterminer I'élément Bedont
I'importance est prépondérante, il suffit ainsi de recher celui qui maximisg(f, ¥;)|.
Supposons que :
|<f7wi1>| = SU.p |<f7wz>| .
i€l
On peut alors appliquer la méme méthode a I'erreur d'axipration (appelée aussirésidu»),
Rl = f_.]?: .f_ <fawi1>’l/)i15

de fagon a isoler le second ingrédient essentiglv;,, entrant dans la composition du signal. Remarquons au
passage un} est orthogonal &;, . En procédant de cette maniere, iterativement, on obéi¢étapen :

n

=f = (RE i i, = Ry = (R} i, ), (9.12)

k=1

ou

|(Rp )

= sup ’(R’fl’l, i) (9.13)

etl'on a poséR’ = f. Toujours en invoquant le théoréme de Pythagore, on a :

2
IR = NRFI + (R )

ce qui conduit, par récurrence, a la relation :

12 = Z]Rk L)+ IR

Remarques:
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— SiH estde dimension infinie, rien ne garantit gue, | (f, «;)| est atteint. Il est donc préférable de substituer
ala regle de sélection (9.13) la suivante :

e {eer i krul = a- sl vl
el

oue €]0,1[. Notons que, méme dans le cas&Llest de dimension finie, cette nouvelle régle de sélection
peut étre mise a profit afin de faciliter la recherche,de

— On peut montrer [Mallat et Zhong, 1993] que 'algorithmepd@irsuite converge vers la projection orthogo-
nale def surH. Dans le cas ol = L?(R?), la limite obtenue esf et on a la decomposition :

F=> (R i )iy
k=1

SiH est de dimension finie, on peut de plus établir que la comvergest exponentiellee.

IRFI < |fle"  p€]0,1].

9.3.3 An¢liorations
Réduction de la complexié

La méthode que nous avons présentée au paragrapleelpré@ose des problemes de complexité qui peuvent
devenir rédhibitoires en traitement d’'image si I'on ndlegbas a optimiser sa mise en ceuvre.

A l'itération n + 1, on doit déterminer les corrélations du résﬁlp avec les fonction§y;)
etre réalisé efficacement, de maniere récursive, marguant que, d’'apres (9.12),

vneN*, (R}, ) = (R} ) — (RY Y i, ) (Wi, i) (9.14)

On voit donc qu'il est préférable de pré-calculer lesduits scalaireg;, v;), (i’,i) € I?. Par ailleurs, pour
minimiser le nombre de mises a jour, on a intérét a lim@eombre de fonction&); ), ; telles queyy, ;) # 0,

' étant fixé arbitrairement dars Pour le dictionnaire défini par les équations (9.3) 4@).cette propriété est
vérifiee sig est de support limité. On peut, par exemple, prendre paune fonction spline.

Pour initialiser la récurrence (9.14), il faut calculgt ¢;). Si des dictionnaires de type (9.3)-(9.10) sont em-
ployés, cette corrélation peut étre effectuée a 8ald bancs de filtres [Vetterli et Kovacevic, 1995]. La cterjé
de cette étape de filtrage peut étre réduite en impodarfbactiong d’étre séparable.

Notons enfin que I'équation (9.14) doit étre mise en oeu\ﬁfmmsi\ (R;}_l, Vi,,) ] prend de trés faibles valeurs,
ce qui induit une charge de calculs inutile. Pour accelieré&raitement, on peut se limiter & un sous-dictionnaire
restreint formé des élémer(ts;). ., ayant une influence non négligeakle, tels que :

i€l
|<f7 1bz)l > g,

oue €]0, 1]. Dans la suite des itérations de I'algorithme de poursaitelimine alors successivement les fonctions
ne contribuant pas significativement a I'analyse du gsid. , telles que :

]<Rf;*1,¢i> <e

,c1- Ce calcul peut

Quand toutes les fonctions ont ainsi été épuiseesiue le sous-dictionnaire est réduit & 'ensemble wiiEmns
a l'itération m, on peut constituer un nouveau sous-dictionnaire en rebhat les fonctions d® telles que

‘(R’f‘l, ;)| > e etitérer la procédure jusqu’a sa convergence [BergekRRb).

10n montre que cela se produit nécessairement au bout dmbnedini d'itérations.
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Orthogonalisation

A l'itération n > 1 de l'algorithme de poursuite, on sait que le r’esﬁ’i_’p est orthogonal &;, , mais il n’est
pas nécessairement orthogonal au sous-espace vectoygzldré par la famill¢y,, , ..., ;. _, }, si cette derniere
n’est pas orthonormale. Ceci montre que rien n’empécheélmerelément du dictionnaire d’'étre retenu plusieurs
fois au cours des itérations de 'algorithme de pours®#iga.conséquent, on n’est pas assuré de la convergence de
I'algorithme en un nombre fini d'itérations, méme si letdionaireD est fini. Pour pallier ce probleme, on peut
recourir a une orthogonalisation récursive de la fantiflg )., en employant une procédure de Gram-Schmidt.
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FIG. 9.5 —Exemple d’analyse multirésolution pojiy = 0, jo = 1, j0 = 2, jo = 3 (de haut en bas). CAMR peut étre utilisee
pour la transmission progressive d’information ou la reche hiérarchique dans des bases de données. Dans clicoes
applications, on part d'une approximation a faible ré@soh de I'image, qui est raffinée au cours des étapes dernant.
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FIG. 9.6 —Débruitage d’'image a I'aide de trames d'ondelettes. Achayon peut voir 'image dégradée, aprés addition d'un
bruit non gaussien (mélange de distributions gaussi¢nhesreur quadratique moyenne normalisée (EQMN) papoapa
I'original vaut 15.48 1073, L'image restaurée est présentée & droite (EQMBI7Z24 10~3). Un estimateur non linéaire est
employé qui consiste simplement en un seuillage des cmgfficd’'ondelettes. Cette opération permet d’élimires ¢oef-
ficients de petite amplitude, trés sensibles au bruitsalpron conserve ceux de forte amplitude, sur lesquels sesotme
essentiellement I'énergie de I'image.
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FIG. 9.7 —Approximation par poursuite adaptative de I'image de larfigi@), en utilisant un dictionnaire de Gabor modifié
pour un nombre d'itérations égal a : (b) 650, (c) 1300 $11&@50.



Chapitre 10

Les pretraitements

Chapitre rédigé par Henri MTRE

Onregroupe souventsous le terme de prétraitement t@gepérations qui sont appliquées aux images, indépemeat
de leur usage futur, pour leur assurer une bonne qualii&s Ebncernent donc essentiellement les corrections de
contraste et la suppression du bruit. Cette pratique esesbaritiquée car I'expérience montre qu'il est touur
important d’adapter les traitements de plus bas niveauraitements plus élaborés et donc aux objectifs a long
terme du projet, mais les prétraitements sont souvenicqaid dans des circonstances ou I'on destine les images
a de nombreuses applications differentes dont on igrmreent les besoins exacts.

10.1 Les traitements photongtriques ou colorimétriques

10.1.1 Linearité

Le défaut de non-linéarité apparait si la valeur du aigitiimage en un pixel n'est pas proportionnelle a
I'eénergie qu’il recoit. La linéarité des capteurs dage est tres souvent médiocre. C'est particulieremeait v
pour les films et pour les tubes vidéo. Les capteurs sold€®(par exemple) leur sont sur ce point trés supérieurs
[Marion, 1997]. On sait pourtant que cette linéarité agispensable pour un grand nombre de problemes, en par-
ticulier pour la restauration puisque c’est I'un des presmprérequis des approches, qu’elles soient analytiques o
algébriques (cf. chapitre 5). Corriger une non-lin&aeist une opération simple lorsqu’il n'y a pas de satunatio
du capteur. Cela revient a inverser cette non-linéatitéela se fait par des tables de transcodage aprés calibrag
du capteur (aussi appelé LUTLook-up Tablek Il n'est pas possible de corriger une saturation sansrmdtion
supplémentaire sur le signal.

10.1.2 Homogreitée

Ce défaut apparait lorsque le capteur n’a pas une réfmae en tous les plans de son champ. Le vignettage
[Pérez, 1991] est un exemple de défaut d’homogénéitipaint les systemes optiques et affectant les points du
champ éloignés du centre de I'image. Mais il peut égalgmmovenir d’'un éclairage inégal de la surface a analyse

Avec des capteurs en ligne (comme on en trouve par exempkédetection ou sur les scanneurs de docu-
ments), les défauts d’homogénéité apparaissent sooefde trainées. Les corrections d’homogéneité sams al
pratiquées par apprentissage des élements de calipoagehaque cellule sensible, puis correction en associant
une table de transcodage a chaque cellule. Si le captelinéaire (au sens de la section 10.1.1), le calibrage
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revient a apprendre pour chaque cellule gaina; et 'offset 5; qui fait passer du signal d’entrééi) au pixel
imagef () :
f(@) = cue(i) + B;

Pour les capteurs bidimensionnels (films, matrices) lesections rigoureuses sont tres difficiles car il n’est
pas possible de généraliser I'approche précédentaiemrde la dimension beaucoup trop grande du probléme et
de la trés grande difficulté d’en apprendre les trop nomtbparametres. On préfere alors des approches souvent
approchées : méthodes par morceaux (subdivision du chaumgprrections globales paramétriques (par exemple
approximation par des plans ou par des quadriques).

Homogeéngisation par subdivision du champ

Une méthode souvent employée, en particulier pour certep défauts d’éclairement, procede par subdivision
du champ de facon a rechercher des statistiques corst@as le champ de I'image. Cette méthode fait donc
I'hypothése que la scéne observée possede une hogitggoe I'image a perdu.

Les corrections par moyenne constante remplacent I'infégey) par une image corrigég(x, y) qui vérifie :
fl(xay) = f(xay) - m(:v,y) +M
avecm une moyenne locale calculée dans un voisindgeautour de(z, y) :

1
miz) =5 [ 1y
S sz
et M la moyenne d’ensemble sur 'image complé&te

1
M= /I f(z, y)dody

La surface d&/,, est dénotée paret celle deZ parS.
Les corrections par contraste constant créent une infiagelle que :

F(r.) = f )

ouwv etV sont les variances désurV,,, etZ.

On peut imposer a I'image d’avoir une moyenne et un corgreshstants, mais la formule n’est plus alors
directe.

Homogénéisation par approximation par une quadrique

Une autre facon de rendre homogene une image est d’err@iogistne composante qui serait inégale dans
Iimage, par exemple en raison d’un éclairage peu unifor@ide signal d’intérét est faible autour de la valeur
moyenne du signal, fortement variable, on peut par exenggeogher celle-ci a I'aide d'un polyndme dépendant
des variables d’espace. Voici comment on s’y prend lorsgpelyndme est une quadriq@¥zx, y) de parametres
¢; iInconnus :

Q(z,y) = c1 + com + 3y + cazy + c52° + oy’
On recherche le meilleur polyndme en minimisant, par rapoaxc;, I'erreure :

e~ [ 1#(.9) = Qlo.y)) dedy
On obtient un systéme de taillex 6 avec pour inconnues les. Il se met sous la forme :
AC =M

ou C est le vecteur des coefficients inconnysA est la matrice des moments de I'image (matrice symétrique
mesuréee pour chaque image)létle vecteur des mondmes erety.
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10.1.3 Binarisation, seuillage

Ce sont des cas extrémes de prétraitements qui ramémeagé a deux ou a quelques niveaux seulement.
Nous ne les évoquons ici que par souci d’exhaustivit&sdts traités plus completement au chapitre 12 et dans les
références [Sahoo et al., 1988, Cham et al., 1998].

10.1.4 Augmentation de contraste

Une famille de traitements a pour objectif de donner a Igean plus grand contraste. Ces méthodes procédent
de trois facons differentes [Pratt, 1978, Zamperoni 199

1. Par étirement d’histogramme : on cherche a exploiteniguix la dynamique de I'histogramme, tout d’abord
en utilisant toute I'échelle de gris ou de couleurs dispn{par une table de transcodage), mais aussi en
modifiant I'histogramme de facon a le transformer en utolgimmme de référence. Les plus utilisés sont les
histogrammes plats et hyperboliques (nous avons vu umettafisformation au chapitre 2) [Bovik, 2000].

2. Par filtrage passe-haut de I'image : I'idée de base esteigéduire I'importance du terme continu et des
basses fréquences. Un point délicat de ces méthodes défidir le gabarit du filtre utilisé.

3. Par des méthodes locales : ces méthodes modifient hoeatd’histogramme pour conserver toujours une
bonne dynamique, méme dans des zones de fort contrasexgraple Dorst). Un exemple de rehaussement
de contraste local par des méthodes morphologiquesesgé au chapitre 6 sur la figure 6.5.

10.2 Suppression des bruits

C’est I'un des sujets les plus délicats du traitement dexges. Il a vu couler beaucoup d’encre et de nom-
breuses méthodes lui ont été consacrées, tout d’abesdrituitives, mais progressivement de plus en plus com-
plexes. Nous verrons tout d’abord les approches linggitgs les méthodes non-linéaires.

10.2.1 Filtrages lireaires

Dans de nombreux cas on considere que I'image non dégyddéy) est affectée d'un bruit additif(z, y) :

9(x,y) = f(z,y) + n(z,y)
Le cas d’un bruit multiplicatif est beaucoup plus difficileest par exemple traité dans le cas de I'imagerie radar
[Maitre, 2001].

Dans les conditions les plus simples, on suppose le sigataishaire, et on adopte donc souvent une approche
par filtrage linéaire. Intuitivement, et en I'absence datécautre information, on recherche des filtres passe-bas,
éliminant les variations a trés haute frequence duaign

Expérimentalement ces filtres ne sont pas trés bons (ciiefij0.1) car ils dégradent considérablement les
contours et rendent I'image floue, ce qui est subjectiverdéaaigréable. Une seule exception : si le signal est
effectivement stationnaire (et donc sans contours) etsidit est gaussien (dans ce cas ce sont les meilleurs filtres
au sens des moindres carrés et du maximum de vraisemhlaesg)lus utilisés sont le filtre de moyenne (sur de
petites fenétres dex 3 ou5 x 5 pixels) et le filtre gaussien.

Complexité des filtres lintaires

La complexité des filtres linéaires est généralemerierf N), si N est le nombre de pixels dans 'imageset
le coté de la fenétre carrée sur laquelle est faite lafjit. Leur colt grandit donc trés vite avec I'étendue Ithe fi
et cela prohibe souvent les filtres larges.
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FiG. 10.1 —Filtres de moyenne- A gauche, image bruitée par un bruit gaussien de variab@gdli centre, filtrage
passe-bas sur une fenétre 3, a droite sur une fenétrext' 7.

Il existe cependant des exceptions notables :

— Le filtre de moyenne a une complexité indépendante delllea d& la fenétre (si I'on garde en mémoire les

traitements appliqués aux points et aux lignes prédegdgn

— Le filtre gaussien est séparable, il peut étre obtenu géiré&ges monodimensionnels. Sa complexité est

doncO(vN).

On utilise aussi la propriété des filtres gaussiens @’atnoyau auto-reproducteur (on obtient une nouvelle
gaussienne d’écart-type fort, par convolution de dewsgi@mnes d’écart-type faible) en filtrant successivement
par des gaussiennes étroites pour obtenir des gaussianges. On a aussi beaucoup utilisé des approximations
splines des fonctions gaussiennes, plus simples a calcule

Le filtre de Wiener

Dans I'approche de Wiener (cf. chapitre 5, section 5.3) emherche le filtréi(, y) qui minimise :

</I<f—f)2d:1cdy> (10.1)

ou I'espérancec . > est prise sur toutes les réalisations du bruit, le domainggrationZ est I'image complete
etf=fxh.

Si on connait le spectre de densité de puissance du Byuit, v) et le spectre de densité de puissance de
I'image Py (u, v), le filtrage optimal au sens des moindres carrés est le iltepté. C'est le filtre de Wiener avec
un défaut égal a I'identité. Sa fonction de transfef ¢fe sa réponse impulsionnelle) a pour expression :

Al = |1+ %] h

Lorsque I'on ne connait pas ces spectres de densité dsapugis, on adopte souvent, pour ces grandeurs, les
expressions (cf. chapitre 2) :

1 1

Py(u,v) = 14 au? 1+ ow?

et P,(u,v) = N>

Malheureusement, compte tenu des difficultés a estinsepdeametres exacts du signal et du bruit, ce filtre
conduit en pratique a des filtrages de bruit souvent méesoc
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10.2.2 Filtrage de rang

Ces approchesreposent sur un raisonnementtres diffEresonsidére que le signal vrai doit étre estimé a par-
tir d’échantillons bruités. Ces échantillons appamtient & une fenétne,,, den x n pixels entourant le pixel a filtrer.
Si la fenétre est entierement a I'intérieur d’'une zonenbgéne, on est ramené au probleme traité ci-dessiss. Si
fenétre est a cheval sur des champs de statistiquesdattiféés, on doit trouver uestimateur robustequi non seule-
ment écartera le bruit, mais supprimera également l'emfae du signal parasite (difféerence entt@uit » et« out-
lyiers »). Les filtres d’ordre ou de rang sont de tels filtres [Kotrdpsiet al., 1997, Tagare et Figueiredo, 1985,
Kim et Yaroslavski, 1986, Pitas et Venetsanopoulos, 1996e &t al., 2000].

On trie les valeurs des pixels dans la fen&tgg par amplitude croissante, on remplace le pixel central par u

pixel choisi dans la liste ordonnée :

— sion choisit le plus grand : dilatation en morphologie réathtique (cf. chapitre 6),

— sion choisit le plus petit : érosion en morphologie mathéque,

— si on choisit celui du milieu : filtre médian.

Les avantages des filtrages de rang sont les suivants :

— ils ne sont pas sensibles aux valeurs extrémes qui n'mfkrg donc pas le filtrage (cela ne concerne bien
s(r pas les érosions et les dilatations) ;

— ils attribuent au signal filtré une valeur appartenarieasemble des valeurs du signal bruité et donc ne
créent pas de valeur nouvelle (& ce titre, ils permetterfilter des signaux portant une information plus
symboliquegu’un simple niveau de gris, par exemple des images de sladgenues apres une étape de
segmentation).

On a développé des filtres de rang plus complexes, par dedenfitre d., qui remplace la valeur courante par

la valeur qui minimise :

1/«
4o = [zv— fm]

i€V
ouf e {fi} etV est la fenétre d’estimation. Lorsqueest faible, on donne plus de poids aux valefjrproches
de f tandis que les grandes valeurscddonnent plus de poids aux écarts importants.

Ces filtres de rang donnent des résultats souvent satisfaislans les cas simples d’élimination du bruit.
Ainsi, le filtre médian est pratiquement toujours préfau filtre de moyenne ou au filtre gaussien pour améliorer
les images bruitées.

10.2.3 Filtrages morphologiques

On a déja vu que les érosions et les dilatations sont dessfitle rang (mais pas des filtres au sens mor-
phologique), mais on leur préfere les ouvertures et lesidééures pour leur propriété d’idempotence (cf. cha-
pitre 6). Pour des filtrages de taille croissante on prendfitess alternés séquentiels (FAS) (cf. figure 10.2)
[Schmitt et Mattioli, 1994b, Serra, 1982b].

Enfin, on fait egalement des filtres d’augmentation de emtér en répartissant judicieusement le niveau de
sortie entre I'érodé, le dilaté ou la moyenne selon ltatlise du pixel a la valeur moyenne (on peut remplacer dans
la phrase précédenteoyenngarmédiang.

10.2.4 Filtrages paréquations de diffusion

Ces opérations ont fait I'objet du chapitre 8 ou I'on a misévidence leur role de filtrage aussi bien pour
I'analyse que pour la restauration. Ce sont ces prori@té nous intéresserons ici encore. Mais rappelons tout
d’abord que les équations de diffusion constituent atagploche duale de la minimisation d’une intégrale to-
tale sur I'image. Dans cette approche, a une équatiegiaté d'énergie comme I'équation 10.1, on associe une
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h |

FiG. 10.2 —Filtre Altern & Squentiel - Une, deux ou trois itérations de la séquence ouvertui feumeture,
d’éléments structurants croissants.

équation d’Euler-Lagrange et des conditions aux limiggngralement les conditions de Neumann). On résout
alors I'equation différentielle par des techniques dadggnt (résolution itérative), a partir d'une solutimitiale
généralement égale a I'image bruitée. S’il y a coneer, c’est alors vers un minimum local.

Diffusion isotrope

On avu au chapitre 8 que le filtrage par des équations desdliffisotrope est, dans le cas continu, mathématiquement
equivalent au filtrage gaussien [Marr et Hildreth, 1980h&ad et al., 1986, Witkin, 1983a, Koenderink, 1984]. II
est obtenu a partir de I'équation de la chaleur ;

% = Af oul'on remplace le temps par des itérations successBesiltrage, comme le filtrage gaussien, a
le défaut de rendre les contours d’'images tres flous. G dnc pas un bon filtre d’amélioration d'images.

Diffusion anisotrope

On a montré au chapitre 8 que I'on préfere les équatiangitfusion anisotrope [Perona et Malik, 1990b,
Alvarez, 1996]. Leur équation est :
of
ot
ou g(f,t) est une fonction généralement du module de la dérivé¢,daaximale pour une dérivée nulle et
décroissante lorsque le gradient croit : on choisigéalement les fonctions suivantes (cf. figure 10.3) :

— g(f,t) = exp(— 2L,

—g(f.t) = [1+ [@]Ha )

Le coefficientx est proportionnel a un gradient. Il caractérise 'amyglé des gradients qui autoriseront une
forte diffusion. Pour des valeurs de gradient trés ief@res ax, la diffusion sera trés faible car la zone sera
considéerée comme déja lisse. Pour des valeurs tré&sisupes, la diffusion sera interdite (on considérerd ga
présence d’'un contour que le filtrage devra préservelq €evoit sur la figure 10.3 ou I'on a porté I'évolution du
produitg(f,t).|V f| en fonction dgV f|.

La mise en ceuvre des filtres de diffusion anisotrope se faiakEulant une série d'imagg¥ telles que :

= div[g(f, ).V f] (10.2)

n e 8 afn—l a 8fn_1
= g ot 25 ot 2

Deux étapes de ce processus sont présentées sur la figdre 1
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g(gradient de f)

o.

@1 gaussienne

g(f,t).(gradient de f)
o1 0.2 a3 “

1(1+x*+2)

o
I I I a I I
z B 4 s s 0.0 o.5 1.0 1.5 2.0 z.5 5.0
gradient de f X Axis

FiG. 10.3 — A gauche, terme contrdlant la diffusion dans lesnepies de diffusion anisotropique pour deux

. -t ya - 2 - 2 _1 N .
exemples de filtres utilisés : la gaus&enmp(—%) ou la lorentzienne {1 + % . A droite, pour le cas

K

de la gaussienne, variation du prody(, ¢)|V f| en fonction déV f|. Le maximum est proche d& f| = .

)

FiG. 10.4 —Filtrage par Diffusion Anisotrope : image originale bruitée (a gauche) et deux filtrages paati80
iterations avee = 25.

Filtres de courbure moyenne

On a également vu au chapitre 8 que plusieurs autres forvaégna été proposées pour les filtres par E.D.P.
pour garantir la conservation de certaines propriétésrdages. D’un intérét particulier sont les filtres quiagar
tissent une invariance du traitement par changement deasbat C’est le cas des filtres de courbure moyenne (ou
mean curvature equatigfiKimia et al., 1992] :

of _
ot

P

|.Vf (10.3)

Filtrage a Variation Totale

Dans la plupart des approches de filtrage, on recherche leeureisolution au sens de I'erreur quadratique
moyenne. Ce critere n'est pas trés satisfaisant pour sargateur humain qui préfere souvent des optimisations
sous d’autres normes. On préfere parfois la nofmhemais celle ci conduit & des solutions souvent difficiles a
mettre en ceuvre. Cet argument a été poursuivi dans [Rudin €992b] pour proposer un filtrage dans la classe
des signaux a variation totale bornée (ou signBu¥, sous-classe des signallY, c’est-a-dire a contrainte sur la
variation totale [Rudin et Osher, 1994].
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Ainsi, sous ce formalisme, on minimise :
/ fz + fgdxdy
0 :
ou f, est la dérivee em de I'estimée de I'image, sous les contraintes :

/Q fdady = /Q fdady et /Q (f — f)?dady = o2

Ces deux contraintes sont des hypotheses sur le bruiufuwaleyenne nulle et écart-type fixé).
Ces relations conduisent aux équations d’Euler-Lagrange

8 fz a fz R
e R [y R e I Vi Wy s gy
ox\ Jiivgz) W\ Jpipz) T 7

avec, comme condition aux Iimit% = 0. On la résout itérativement par une descente de gradient :

of _ 0| __fa RGN D R BV (10.4)

ot oz \/m oy \/m

avec une valeur d& donnée par :

1 A A T Ax f
A:—F/ I+ 12— ij — + ijfyA dzxdy
i NGCERNGEN
Selon cette méthode, on filtre progressivement 'imageigitoe, tout en respectant ses contours. Le schéma donne

des résultats assez semblables & ceux du filtre de courtayenne. On s’en convaincra en notant I'identité des
équations 10.3 et 10.4, dans le cas\o& 0 et le membre de droite est multiplié par f|.

10.3 Les filtres adaptatifs

10.3.1 Les filtresa coefficients adaptatifs

Ces filtres s’inspirent des filtres de moyenne, mais chaquoeetde la moyenne est pondéré par un coefficient
qui décroit avec la similarité entre le pixel conseléetle pixel central de la fenétre. On peut €galementpniéer
ces deux filtres comme des filtres de diffusion isotrope ndaptative.

Filtre de gradient inverse

Il est appelé egalement filtee; il calcule une moyenne des pixels de la fenétre, porsdgae I'inverse de leur
gradient, de facon que les points trop differents du pinaités ne contribuent que peu :

o1 fli+kj+1)
fi,4) = a;;|f(i,j)—f(i+k,j+l)|+1

C’est un filtre d’action tres modérée que I'on itere g@lement plusieurs fois.
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Filtre de Saint Marc

Il repose sur un principe assez semblable, mais la poridéedt exponentielle négative :

o 1 ) )
PRy = =Y ) M LG+ 1) exp(=BIV ¥
Y
Son action est plus nette que celle du précédent. Il coriddie bons filtrages respectant bien les contours
[Saint-Marc et al., 1989].

Toboggan de Fairfield

Il agit de fagon tres différente des précédents. luseel’histogramme de I'image en attribuant a chaque pixel
le niveau de gris du point de minimum de gradient dans soiinage. On trace tout d’abord une carte du gradient.
Puis, a partir d'un point non déja parcouru, on descenccstie carte comme sur un toboggan (d’ou le nom)
jusqu’a ce qu’on tombe dans un minimum local du gradienta@nibue alors la valeur du niveau de gris du point
minimum local. Tous les points du chemin parcouru sont mim@me niveau, et tous ces points sont marqués afin
de n’étre plus traités. On répéte ce traitement jus@e’ que tous les points aient été parcourus [Fairfield)]199

10.3.2 Les filtresa fenétres adaptatives

Dans le cas de filtres a fenétres adaptatives, on rechexatmur de chaque pixel, la fenétre la plus adaptée au
filtrage. Cela se fait de deux facons :

1. soit en sélectionnant parmi une famille de fenétreke apli convient le mieux (c’est le cas du filtre de
Nagao),
2. soit en faisant croitre une fenétre et en contrblaotdéssance (cas du filtre de Wu).

Filtre de Nagao

Dans l'approche de Nagao [Natsuyama, 1979], on travaillaise fenétre de taill6 x 5 entourant le pixel
central (qui appartient a toutes ces fenétres). On dé&fiféenétres possibles (cf. figure 10.5), toutes de 9 pixels,
identifiees par un indick. Sur chaque fenétre on mesure la moyemneet la variancer? des niveaux de gris. On
choisit alors de remplacer le pixel central par la valeur emme de la fenétre dont la variance est la plus faible.

FiG. 10.5 — Le pixel central d’'une fenétbex 5 appartient a 9 fenétres de 9 pixels chacune : 4 se déduisda
fenétre représentée a gauche par rotations d€90°, 4 de la fenétre au centre et la fenétre de droite.

Filtre de Wu : filtrage par fen étre maximale

Il procéde par croissance de région [Wu et Maitre, 1982ftilise un prédicat d’homogénéité sur une région
(cf. chapitre 12, section 12.2), c’est souvent une mesura dariance (ce peut &tre le coefficient de variation
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pour une image de radar). On part d’une zone de taile3, si elle est homogéne on I'étend a une fenétse5
puis7 x 7 en lui ajoutant des couronnes successives. Si le prédiestt plus vérifié, on recherche la cause de
I'hétérogénéité. Si elle n’est présente que sur oté de la fenétre, on procéde a une croissance sur ub&den
rectangulaire en interdisant de croitre sur le cot@&togtene. Si 2 cotés adjacents sont hétéromogeénemoit
selon un triangle. Lorsque la fenétre ne peut plus crodtneremplace le point initial par la moyenne sur la plus
grande fenétre obtenue (cf. figure 10.6).

FiGc. 10.6 — Méthode de Wu. A gauche, passage d’'une fenétrelwdante dans le cas d'une croissance isotrope.
A droite, s'il y a un contour dans I&/2 plan inférieur droit, la croissance ne se fait plus querselotriangle.

10.4 Le rééchantillonnage des images

Cette opération est nécessaire chaque fois que I'onm@woisformer une image dans une géométrie prédéfinie
(par exemple en télédétection pour se ramener dansafi@ence cartographique, ou en imagerie médicale pour
aligner les images sur les reperes anatomiques). Cestapér de rééchantillonnage s’appuient sur les bases
mathématiques de la théorie de I'échantillonnage de&tma(cf. chapitre 3).

L'idée de principe est assez simple : considérant queajend’origine vérifie le théoreme de Shannon, on
reconstruit tout d'abord le signal continu dont cette imdigerete est issue, puis cette image continue est filgée d
facon a donner une image dont le spectre est compatibed@veuvel échantillonnage que I'on souhaite réaliser,
enfin on échantillonne cette image aux points que I'onrd&sinnaitre.

Mais cette idée de principe se heurte a des contraintesigieen ceuvre matérielle tres difficiles (temps de
calcul, place mémoire, etc.) qui nécessitent que I'onveodes solutions de remplacement.

Cela se fait en combinant reconstruction et filtrage en uhfdgage. Cela se fait €galement trés souvent en
remplacant les fonctions canoniques de reconstructienéigalement des sinus cardinaux) par des fonctions plus
compactes, souvent polynomiales, permettant d’effectesisommations finies et non infinies.

10.4.1 Interpolation avec des polyames

Dans ces approches, on convole la fonction initjgle)! par un noyau(z) :

o) = (@) xhia) = [ " w)h(z - y)dy

ce qui s’exprime dans I'espace de Fourier par :

F etH étantles TF dg eth.

INous la considérons ici monodimensionnelle pour simplifieur les fonctions bidimensionnelles il convient gé@tément de faire le
produit d’'un polynome em par un polynome ep.
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L'interpolation idéale est obtenue pour :

sin(27x)

h(z) =

Mais d’autres interpolations, plus rapides, sont souviligées :
e Interpolation au plus proche voisin :

= sinc wx ; H(u) = rect(u)
x

h(x) = rect(x) ; H(u) = sinc mu.
e Interpolation linéaire :
h(z) = (1 — |z])rect(2z) ; H(u) = sinc? wu.

e Interpolation quadratique :
Plusieurs formules ont été proposées. Celle de [Dodd99¥] est particulierement utilisée :

hz) = —22*+1 si 7| < 1/2
h(z) = a?—5/20z|+3/2 si 1/2 < |z| < 3/2
h(z) = 0 stnon

dont la fonction de transfert est :

_ 6 sinmu — 6 sin 3mu — cos wu + cos 3wy
H(u) = (2mu)?

e Interpolation cubique :

Les solutions possibles sont encore plus nombreuses etitllbjet de trés nombreux travaux [Maeland, 1988].
On retiendra la famille paramétrée par la variable

h(z) = (a+2)xP—(a+3)22+1 si x| <1
h(z) = a(jz]® —5z? + 8lx| — 4) 1 1<z <2
h(z) = 0 sinon

La valeura = —1/2 est souvent retenue. Elle conduit & une interpolation Bofuinction de transfert est :

18 — 24 cos 2mu + 6 cos 4mu — mu(2 sin 2w — sin 47u)
H(u) = (2mu)?

10.4.2 Interpolation par des B-splines

Les B-splines forment également une famille de polyndmé&sessants [Unser et al., 1993a, Unser, 1999,
Chalmond, 2000]. lls sont de degté&t se déduisent récursivement du polyndme de degré @ fammule :

BF(x) = <"1 x)

ol «* exprime lak®™¢ convolution. Ainsi :

Blz) = ) * ()
Bx) = ) B(x) )

..etc.
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La fonction d’ordre 0 est définie par la fonction porté(z) = rect z, et les diverses fonctions sont explicitées
dans [Unser et al., 1993b] jusqu’a l'ordre 7. Leurs TF stxgnt simplement par :

TF[B*] = (sinc u/2)**?
Une représentation par les splines d’ordnerend la forme générale :

s(x) =Y c(k)B"(z — k) (10.5)

keZ

Lorsqu’on interpole un signal dans I'approche par splioeschoisit généralement des splineterpolantes,
qui passent exactement par tous les points de I'échamtéige, et non des splinapproximantesqui passent au
plus pres d’'un ensemble de points. Calculer une telle aqipation consiste donc a déterminer les coefficients
inconnuszy, tels que en tout point appartenant aux échantillons initiaux on ait :

> k)8 (@ = ) |o= = s(k) (10.6)
kez
less(k) étant les valeurs connues de I'echantillonnage.
On peut calculer les approximations par splines de dewafac

1. par résolution du systeme d’équations 10.6 liant tesfficients inconnus des splines aux coordonnées et
aux amplitudes connues des échantillons; on est alors @mamverser une matrice Toeplitz (cf. chapitre
5) (invariante par translation le long d$. Les coefficients de la matrice sont les valeurs@egux nceuds
du maillage, ils sont au nombre de+ 1. Les inconnues, leg(k), sont plus nombreuses que les équations
(on ne dispose pas d’équations complétes pout /8s- 1 premiers et derniers points de I'échantillonnage).
On choisit donc généralement de répéter les premétres dernieres valeurs, ou on les reproduit selon une
symeétrie miroir.

2. par filtrage (c’est-a-dire par convolution) [Goshtasbwl., 1990] :

Pour cela, utilisons le noydt}, obtenu en échantillonnant la B-spline de degmdilatée d’un facteurn et
associons lui sa transformée en z :

b (k) = B(z/m)lo=k  —  Bp(z) =Y bn(2)(k)z7"
keZ
Nous voulons déterminer les coefficien{&) des splines qui garantissent I'égalité aux échantlientiers :
> e)B (@ = 1)]o=r = s(k)
lez

ce que I'on peut réécrire comme une convolution :
s(k) =b0 *xc
Si I'on définit pary(k) la fonction dont la transformée en Z (TZ) est I'inversefj§(z) :

1
B (2)

(k) —
on obtient une solution du probléeme par :

c(k) = (k) * s(k)

On montre que cette déconvolution est stable et peut &eeteée tres rapidement [Unser et al., 19934,
Unser et al., 1993b].
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A deux dimensions, I'interpolation spline se deduit du cemodimensionnel par produit tensoriel de I'inter-
polation enz et eny (équation 10.5) :

s(wy)=> Y ek, k)8 (x — k)B"(y — ) (10.7)

keZ k'eZ

10.4.3 Interpolation adaptative

Des méthodes completement differentes des précésleffectuent des interpolations adaptatives, dans le but
de préserver les objets présents dans la scéne et leuimues en particulier. Ces techniques contrdlent souvent
l'interpolation par une détection de contours ou une segat®n de I'image. Un exemple de telles techniques est
donné par [Karabassis et Spetsakis, 1995].

D’autres méthodes [Calle et Montanvert, 1998] s’appusemtdes décompositions fractales qui permettent de

retrouver les propriétés fines - filtrées par I'échéamihage original - mais présentes a travers la pyramitde-d’
mothétie interne (cf. chapitre 3).



176 CHAPITRE 10. LES PETRAITEMENTS



Chapitre 11

La detection des contours dans les images

Chapitre rédigé par Henri MTRE

La détection de contours dans les images a débuté da g¢eemement empirique par des opérateurs lo-
caux qui, soit estimaient un gradient, soit convoluaieimdge par des masques caractéristiques des contours
[Haralick et Shapiro, 1985]. Dans les années 80, des appsqalus systématiques ont été mises en place par Marr
[Marr et Hildreth, 1980], puis Canny [Canny, 1986], poureiit des contours plus significatifs. Ces travaux ont
abouti & une bonne compréhension de ce qu'il faut faire gétecter les contours, mais la définition méme des
contours demeure trés vague, ce qui rend ces techniquesegreu efficaces sur un probleme concret. De plus,
on a pu montrer que le probleme de détection de contoungéediralement mal posé (au sens de la résolution
des systemes) [Torre et Poggio, 1986]. Les seuls modelesmtours utilisables sont ceux de contours idéalisés,
comme ceux présentés sur la figure 11.1; ils sont bien leifadéalité. C’'est pourquoi, méme si de trés gros
progres ont été accomplis dans ce domaine, les techmigupiriques d’estimation du gradient proposées dans
les années 70-80 restent souvent encore employées earcamee de techniques plus modernes. Une excellente
référence a ce probleme est I'ouvrage collectif [Caaga et Philipp, 1996]. Plusieurs articles existent supla-c
paraison des performances de détecteurs de contoursiteler [Palmer et al., 1996, Heath et al., 1997].

marche d’escalier rampe toit

FiGg. 11.1 — Quelques modeles de contours. Le plus utiliséedst en marche d’escalier.

Nous présenterons tout d’abord une approche formelles(maiheureusement stérile !) de la détection des
contours, puis les méthodes empiriques encore utils@&est vues dans la partie 2. Une approche plus analytique,
proposée par Canny, sera ensuite présentée, avecras&ed&ui sont aujourd’huiles plus employées en raison d
leur efficacité. Enfin les techniques fondées sur le ppmcdescontours actifsde Kass, Witkins et Terzopoulos
seront présentées, ainsi que les approchesmsambles de niveauldevel sets Nous terminerons par une bréeve
présentation des méthodes de poursuite et de fermetsi@déours.

177
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11.1 Un mockle continu de contour.

Dans une image supposée continfife, y), un contour apparait comme une ligne ou sont localisgesrés
—
fortes variations d¢. Soit G le gradient def :

—

G=Vf=

On associe & une image du module du gradient fle

1/2

= of 2 of 2
o-- () (%
ainsi qu’'une image des directions du gradient a partir de :
v}
9 = =
IV

et par application dg-, 7[ sur{0,255}. Un contour est alors défini comnelieu des maximums du gradient
dans la direction g’ du gradient. Un point de contour vérifie donc;

oG R

o < .
39 0 et 9g7 = (11.2)
avec .
0 =
— = q.V (11.3)
dg

L'équation obtenue est complexe et non linéaire :

of o [(or\* (of\', of o [rof\t or\t_

Ox Ox Ox Oy Oy Oy Ox oy)
Elle n’a donc en général pas de solution explicite et ne g&a résolue que par tatonnement. On procéde alors en
deux étapes : on calcule tout d’abord le gradient, puis cherehe les extrémums dans la direction du gradient.

Afin de garantir la double dérivation méme en présencest®dtinuités de typmarche d’escalieron prétraite
I'image f par convolution avec une fonction au moins deux fois détvaOn a beaucoup utilisé pour cela la
gaussienne, mais on peut également prendre des polyrfnfiatble degré.

On peut également se placer dans les axes locaux défiﬂi};t]aﬂgentg etla normalég a la surfacef (z, )
(cf. figure 11.2). Ce repere est tourné d'un anlpar rapport au reperer, y} :

_ of of
d = Arctyg {ax/ay} (11.4)
On aalors: 5 5 5
a—£ = 6_£COS(I)+ a—zsin¢
et les équations 11.2 donnent :
2 2 2 2
o°f = ﬁCOSQq)-FQ.ﬁCOS@Sin@—‘r ﬁ51112<I>

892 022 Ox0y oy?



11.2. LES APPROCHES CLASSIQUES 179

y

FiG. 11.2 — Repere local défini par le vecteur normal et le wedengent a I'image.

Cette équation n’est pas plus simple a résoudre queeleédente. Cependant elle se relie assez aisément a
I'équation du laplacien dé :
o%f  O*f
Af=—=+—
/ 0x? + oy?
qui s'exprime également (par invariance du laplacien peangement de repere euclidien) dans le repére local
{t.g}: ) ,
0 0
apo BP0
0g2 = 0Ot?

On voit que sile terméi% est négligeable (c’est-a-dire si le contour a une cowlnés faible), alors :

0*f
Af—() ~ 6—92 =0 (11.5)

Cette propriété sera utilisée dans les approches diteggssage par zéro du laplacien (cf détecteur de Marr).

11.2 Les approches classiques

Cette section présente un ensemble de méthodes qui oistetiduement une grande importance en traitement
des images. Bien que certaines soient encore régulietamployées, un lecteur intéressé par les techniquiss pl
actuelles pourra se rendre directement a la section 11.3.

11.2.1 Les @tecteurs de gradient par filtrage

Ces détecteurs reposent tous sur une recherche d’'un extrelm la dérivée premiére (ou d’'un passage par
zéro d’'une dérivée seconde), celle-ci étant calcdiéediverses manieres, mais généralement par un filtrasgep
haut précédé d’'un leger filtrage passe-bas pour staffrim des bruits. Ces approches [fiftrage lin €aire sur
des criteres trés simples de sélection en fréquenceegatune base théorique dans [Modestino et Fries, 1977,
Shanmugam et Green, 1979]. La somme des connaissancesssigtcge trouve dans [Torre et Poggio, 1986].
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Ainsi, Modestino et Fries ont proposé de détecter lesawostpar un filtrage de Wiener, le but de ce filtrage
étant d’'effectuer sur I'image non bruitée une opératleraplacien qui sera suivie par la suite d’'une détection de
zéros alliée a un seuillage (nous verrons ces étapasautement).

Le filtre de base de Modestino et Fries est un filtre récuesibdorme :

PO DR
L+ S a5 527 2y

ou les coefficients; ; etb; ; sont déterminés a partir de 3 parameétres spécifiquésmge a traiter A, p ete.

A est le paramétre poissonnien de densité de contourgpfilne la distance moyenne entre 2 contours lors d’'un
balayage de I'image} la constante de la loi exponentielle de I'auto-corrélatie I'image (cf. chapitre 2) etla
puissance du bruit. Comme un tel filtre ne filtre que du coirésepr gauche au coin inférieur droit, on lui associe
les 3 autres filtres obtenus par rotationng@, pour obtenir un filtre final. Dans la pratique pour assursrtdeps

de calcul raisonnables, on choisit des filtres d’ordre £(1).

Ho(z1,22) =

11.2.2 Les @tecteurs de gradient par masques

A coté de ces approches trés inspirées du traitemengdalsdes filtres de dérivation plus empiriques ont été
proposés a partir d’estimateurs locaux de I'imggeu de ses dériv’ee%%. Ces estimées sont obtenues a l'aide
de masques (cf. figure 11.3) appliqués sur des fenétr@sxde pixels ou3 x 3 pixels (exceptionnellement, en
cas d'images tres bruitées, sur des fenétres plus gsarda note sans surprise que la somme des coefficients de
ces filtres est nulle (fonction de transfert nulle a la réoce 0), et que les coefficients sont anti-symétriques. Le
filtres les plus utilisés sont, dans I'ordre décroissant :

Sobel > Roberts > Gradient > Prewitt

- -1
1 1 1 1 ;
1 - -2
-1 -1 1
1 1 1 -1
gradient Roberts Prewitt Sobel

FiG. 11.3 — Quatre filtres de détection de contours par estimalil gradient. Les filtres représentés estiment une
seule dérivée. Par rotation @¢2, on calcule la seconde dérivée.

Les filtres3 x 3 sont un peu moins précis (c’est-a-dire que les contouiis giégtectent sont moins bien localisés
et souvent épais), mais les images ainsi obtenues soatajément plus fiables et permettent des post-traitements
plus poussés, ils sont également centrés sur un pixere¢ntre des pixels (filtres a phase nulle).

La réponse de I'un quelconque de ces filtres s’obtient dadarf suivante : le filtre est centré en chaque pixel
successivement (au coin supérieur gauche pour les filtre8, au point central pour les filtrésx 3). Le produit
du masque par les valeurs des pixels correspondant étgnafealeur absolue de la somme est retenue. Puis le
masque est tourné @de€° autour de son centre et la méme mesure est répétée. eswsures sont alors ajoutées
et leur somme constitue la mesure du gradient en ce point Eeformule de I'équation 11.1, ou selon la formule
approchée (en norm&, ), un peu plus rapide a calculer :

. Of of
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On peut également mesurer I'orientatibrdu contour au point donné en faisant le rapport des régotss
deux filtres comme dans I'équation 11.4.

De tels filtres sont particulierement simples de mise enrest rapides de calcul, permettent en particulier
d’assurer des calculs en temps réel pour des applicatidnsirielles.

11.2.3 Pe- et post traitements

La qualité de la détection est trés liee a la qualité dentours dans I'image (cela sera vérifié pour toutes
les méthodes, mais particulierement pour ces méthodesefaborées). Ainsi, elles sont souvent bonnes pour
les applications de robotique, en environnement artifigielr des images aériennes a forte résolution (en mi-
lieu urbain par exemple), elles se dégradent trés vitg fEsuscenes d’extérieur, les images médicales, et de-
viennent totalement inapplicables en imagerie bruitkerthographie, imagerie ultrasonore, radar SAR, etc.). On
a alors intérét a revenir a des démarches moins mésittomme celles exposées dans [Modestino et Fries, 1977,
Shanmugam et Green, 1979].

Ces détecteurs doivent toujours étre suivis d’'une étippost-filtrage, et souvent précédés d’'une étape de
pré-filtrage.

Parmi les filtres depré-traitement, on recherche ceux qui diminuent le bruit tout en présearesndisconti-
nuités. lls ont fait I'objet du chapitre 10 : filtre médiaamexemple, mais aussi filtre toboggan [Fairfield, 1990] (cf.
section 10.3.1), ou filtre de diffusion anisotrope de Peremnislalik [Perona et Malik, 1987] (cf section 10.2.4).
Ces filtres ont cependant le défaut de créer des contdifisials qui peuvent &tre par la suite difficiles a éliramn

Les post-traitementscommencent le plus souvent par I'élimination des pointsal®our trop faibles par un
seuillage (seuillage adaptatif si 'image est tres t@géne). On élimine ensuite les points qui ne sont pas des
extréemums locaux dans la direction du gradient. Cela ®abh partir de la directio® mesurée précédemment
et une comparaison simple des points rencontrés (ou Diéssi I'on souhaite une précision meilleure que le
pixel). On peut opérer également des seuillgagshysérésis afin de ne conserver que les composantes les plus
importantes des contours. Pour cela, on procéde a deillages, le second étant trés tolérant (c’est-a-dirgslant
un trés grand nombre de contours candidats) ; on ne gardeodésurs sélectionnés par ce second seuil que les
points connexes d’un point de contour préservé par le jrefrela se fait aisement par un double étiquetage des
images seuillées) cf. figure 11.4.

FiG. 11.4 — Filtrage de contours par hystéresis : a gauchdéicappn d’un seuil sévere (70) au gradient de I'image
bateau, seuls les contours les plus fiables sont détéaiéentre, application d’un seuil tolérant (25), beaucoup
de contours sont détectés, mais également beaucoupitiefodroite, résultat du filtre par hystérésis : seuks le
contours du second filtrage connexes a ceux du premier eoserovés. Le détecteur de contours est un détecteur
de Sobel. Aucun filtrage n’est appliqué pour réduirediggeur des contours.

Enfin on procede a des étapegaersuite et defermeture des contours. La premiére opération a pour objectif
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de supprimer les petites disparitions de contours qui p#use produire par suite du bruit ou d’'une perte de
contraste, la seconde se propose de détecter des objelsgiojpuement clos, c’est-a-dire des zones fermées. Ces
étapes seront vues plus en détail plus loin.

11.2.4 Les @tecteurs de passage parezo du laplacien

Ces méthodes ont été proposées en 1976 [Marr et Hildt880]. Elles ont eu une grande importance his-
torique, étant considérées comme le prototype du titede contour inspiré des systemes biologiqpeisnal
sketchde Marr). Elles utilisent le fait que le passage par zéroaghlelcien permet de bien mettre en évidence les
extremums de la dérivée. Nous avons eu I'occasion dgebiequation 11.5) qu’en I'absence de forte courbure, le
passage par zéro du laplacien correspond en effet bien smoma du gradient dans la direction du gradient. Ces
méthodes tirent en outre profit du fait que les zéros detavélé seconde constituent un réseau de lignes fermées
(évitant donc, en principe, les étapes de poursuite eedudture). Il en est de méme du réseau des lignes de
créte du gradient, mais le premier est plus aisémenttetepartir d'un simple étiquetage des zones positites e
négatives. Mais I'estimation de la dérivée secondstétas sensible aux bruits, il convient de filtrer treséanent
l'image avant d’en mesurer le laplacien. Cela conduit axafj# suivant :

f o f\ (9 9
oo (G ae) = (g tap) o)

ou v est un filtre passe-bas; ce qui se récrit symboliquement :

02 02
tmage des contours = passage par zéro (f * [—w + _ﬂ’]) .

0x? oy?

cela exprime qu’une image de contours est obtenue par &lttad'image par la dérivée seconde d'un filtre passe-
bas, puis détection des zéros de la fonction ainsi obtenue

Laplacien de gaussienne

FiG. 11.5 — Filtre LOG pour deux valeurs difféerentesade

Les filtres les plus utilisés pour ces filtrages passe-batsles filtres gaussiens [Marr et Hildreth, 1980]. Marr
a montré en effet qu'avec de tels filtres on pouvait approdkeres pres les effets donnés par le systeme visuel
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humain. Le filtre obtenu par convolution avec le laplaciennd' gaussienne est connu sous le nom de LOG (cf
figure 11.5). Un autre filtre trés utilisé et tres prochedl @G est le DOG Difference of Gaussiangfigure 11.6,

qui procede par difference de deux gaussiennes dontchasséype sont dans un rapport 1,6 (pour simuler au
mieux le systeme visuel). Les gaussiennes sont bien &otéés des facteurs adéquats pour que la somme des
parties positives du filtre soit égale a la somme des ganégatives (valeur nulle a la fréquence 0 de la fonction
de transfert). Sa mise en ceuvre peut tirer profit des divepsaiités de la gaussienne : séparabilité, noyau auto-
reproducteur, limite de suites de polyndmes, approxmngiar des splines, etc., ce qui permet d’en accélerer la
réalisation.

Dans des approches tres sommaires, le DOG est parfoisaeenpér le DOB Rifference of Bo filtre tres
rapide méme pour des grandes tailles (on tire profit alofaitigue les filtres de moyennB¢x) ont une complexité
de calcul indépendante de la taille de la fenétre d’iraégn au prix d’'un coup mémoire important). Les résugitat
de ces filtres est cependant généralement de pietre@uali

Les filtres LOG et DOG, n’ont plus aujourd’hui qu’un intétastorique. On leur préfére les filtres analytiques
que nous verrons plus loin.

Difference de gaussiennes Log et Dog

filtre Log

FiG. 11.6 — A gauche : filtre DOG et les deux gaussiennes dontlihatfféerence (leurs écarts-types sont dans un
rapport 1,6). A droite filtre LOG et filtre DOG comparés.

11.2.5 Les @tecteurs par masquage adajat

Dans ces techniques, on recherche en chaque point de I'ifaggé@sence d’'une configuration conforme a
un gabarit appartenant a aiictionnaire de contourtsPour cela, on définit une distance entre un contour type et
une fenétre de I'image. C’est par exemple I'inverse du pitogtalaire des deux fenétres : si 'image est dénotée
f(z,y), etlek®™e gabaritg (x, %), on calcule par exemple :

1/2

(Zm,ye,fenétre f2 (z,y) - Zm7yefenétre 9;3 (m, y))
> wye fencire (@) gk (T, )

pour toutes les valeurs de On ne conserve que la meilleure des valeurs et seulemeit gisé suffisamment
faible. L'approche par masques adaptésiplate matching permet de connaitre aisément la direction du contour,
elle permet également de soumettre, en paralléle, ceslsa des architectures adaptées. Mais la qualité des
contours, ainsi que les post- traitements qu'ils requigsent tres semblables a ceux que I'on a vus pour les filtres
de maximum du gradient.

re(T,y) =
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Les filtres adaptés les plus utilisés sont le filtre de Kirgef. tableau 11.1), le filtre de Nevatia et Babu (cf.
tableau 11.2) et les boussoles directionnelles de Presfitiapleau 11.3).

55| 5 3| 5|5
310 -3 -3/ 015
3] -3]-3 -31-3]-3

TaB. 11.1 — Masques de Kirsch : il y a 8 filtres issus de ces 2 feagtar rotation de /4.

-100| -100 | O | 100 | 100 -100| 32 | 100 | 100 | 100
-100 | -100 | O | 100 | 100 -100| -78 | 92 | 100 | 100
-100 | -100 | O | 100 | 100 -100| -100| O 100 | 100
-100| -100 | O | 100 | 100 -100 | -100 | -92 | 78 | 100
-100 | -100 | O | 100 | 100 -100 | -100 | -100| 32 | 100

TaB. 11.2 — Masques de Babu et Nevatia : il y a 12 filtres issus d& éersétres par rotation, la premiere dé2,
la seconde de /4.

1111 1111
1[-2]1 1121
111 111

TAB. 11.3 — Masques de boussole directionnelle : il y a 8 filtregdsle ces 2 fenétres par rotation.

Au-dela de ces approches souvent heuristiques, Hueckelppge une démarche beaucoup plus rationnelle,
s’appuyant sur la decomposition du signal d’'image sur e ke fonctions orthogonales en coordonnées po-
laires (polyndmes d’Hermite utilisés également poastillateur harmonique), tronquée a ses 8 premiers &rme
[Hueckel, 1971]. Malheureusement les résultats n'ongpasu niveau des investissements et cette voie est main-
tenant abandonnée.

11.3 Les approches analytiques

Nous allons voir maintenant une approche qui a permis umerb@lleure compréhension des conditions d'une
bonne détection de contours et qui a ainsi conduit a destirs de trés bonne qualité. On les voit émerger dans
les années 85, a partir des travaux : [Torre et Poggio,,1918én et Castan, 1986, Canny, 1986].

11.3.1 Lescrieres de Canny

Canny, dans une approche originale, [Canny, 1986] a peopodiltre déterminé analytiquement a partir de 3
criteres :

1. garantir une bonne détection, c’est-a-dire une répdorte méme a de faibles contours,

2. garantir une bonne localisation,

3. assurer que pour un contour il n'y aura qu’une seule tiéteéviter les effets deebondsdus, par exemple,
a la troncature des filtres).
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Ces 3 critéres s’expriment par I'optimisation conjointe 3ifonctionnelles qui permettent de définirfilere
linéaire optimal pour la détection d’'unenarche d’escaliersous I'hypothése d’un bruit additif indépendant du
signal®.

Si I'on considére que le filtre a pour réponse impulsiotleng(x), ces fonctionnelles s’écrivent :

> (x)d
bonne détection : X = M
22 p2(x)dz
/
bonne localisation : A = &
7, 02 (2)dz
0
4 ; [¥'(0)] [°w(z)da
réponse unique : —

La résolution du systéme est assez complexe (on maximipeoduitA sous la contrainte d&™¢ terme
constant). Par ailleurs, Canny souhaite obtenir un filtrenadimensionnel (dans la direction orthogonale au
contour), a reponse impulsionnelle finie (RIF) ; celuaalors une expression complexe, composée de 4 termes,
chacun combinant des lignes exponentielles et trigonogos :

Y(x) = a16*/7 sinwz + a2e*/? coswz + ase*/7 sinwz + ase*/7 coswz

ou les coefficienta; etw sont déterminés a partir de la taille du filtre. Le parameé est un parameétre de grande
importance que nous retrouverons dans tous les autres filér@vés de I'approche de Canny. C’'est un parametre
d’échelle qui indique en-deca de quelle distance deuxocwa paralleles seront confondus en un seul. Canny
montre que la dérivée d’une gaussienne est une bonnexapation de son filtre.

2
Y(x) ~ —zexp (—%)

C’est donc la réduction a 1 dimension du filtre proposéMarr a 2 dimensions (le maximum de la dérivée de
la gaussienne est obtenu pour le passage par zéro du @apldeigaussienne). Ce filtre donne des résultats de
bonne qualité. Le critere de Canny (crit&fd) vaut 1,12 pour le filtre RIF optimal, 0,97 pour le filtre gaess
Remarquons cependant que le filtre gaussien n’est pas RIF.

11.3.2 Les filtres de Deriche et Shen et Castan

Au filtre de Canny, on préfére souvent le détecteur dedbetiqui répond exactement aux mémes criteres
de qualité que celui de Canny, mais qui possede une répamsulsionnelle infinie (filtre RII). Il a pu donc
etre synthétisé de facon récursive particulierereéficace [Deriche, 1987]. Le filtre de Deriche a une expossi
générale de la forme :

Y(x) = —cxexp(—alx|),
avec:
[1 — exp(—a)]?
exp(—a)
avec les criteres méme de Canny il est supérieur au fét@ahny EA = 2). Le paramétrer de Deriche représente
alors l'inverse de I'écart type de la gaussienne du filtrage de Canny-£ @). Le filtre de Deriche s’écrit de

CcC =

1par rapport aux approches proposées précédemmenttequmle filtre reste linéaire, mais que le critére d’ojsition est plus complet.
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facon récursive en fonction des valeyfie:) de I'image, par l'intermédiaire de 2 filtres I'un décritdimage de
gauche a droite et l'autre de droite a gauche :

2H(x) = ce + 22T (x—1) — 227 (z —2)
27 (x) = —ce + 22 (x+1)— 27 (x+2)

2(z) = zM(x) + 27 ()

avec :
e = exp(—a)

Comparaison Canny/Deriche

Derivee de gaussienne

Deriche

FIG. 11.7 — Le filtre de Derichez.exp(—|z|) et la dérivée de la gaussienn%.exp(—ﬂ/w).

Le filtre de Shen et Castan [Shen et Castan, 1986] possatenggnt de trés bonnes qualités de détection, il
s’apparente a la méme famille des filtres exponentielss(is@nme il n’est pas dérivable a I'origine, il ne se préte
pas a une comparaison avec le critere de Canny) :

f(2) = csgn(a) exp(—ala)

Le filtre de Shen et Castan, en raison de sa forme a I'origioiene une localisation tres précise des contours, mais
il est sensible aux bruits.

Dans [Demigny et Kamlé, 1997], Demigny a étendu les m@#eal’ optimalité des filtres de Canny a des images
discrétes. Il les a ensuite étendus a des profils en ratmmneplus en marche d’escalier.

11.3.3 Lextensiona 2D

Tous ces filtres sont mono-dimensionnels, le filtrage 2D eat@btenu par I'action de deux filtres croisés,
I'un enz, l'autre eny.

Pour définir 'un de ces deux filtres, lorsque I'on a choisgébarit du filtre dans la direction perpendiculaire
au contour, afin de mieux intégrer le signal, on utilise,addardirection du contour, urfenction de prolongement
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qui permet de filtrer les bruits. C’est souvent une gaussielenméme écart-type que celle qui est dérivée dans le
détecteur. Par exemple la dérivéesepourra étre estimée par convolution de I'image par :

U(z,y) = —wexp(—(az?)) exp(—(ay?))

Ces filtres ne sont donc généralement pas isotropes.-&dse qu'ils ne répondent pas de fagon identique
a des contours identiques mais d’orientations diffa@gntes seules fonctions séparables et isotropes sont les
fonctions gaussiennes. Mais méme si I'on utilise des fitgagaussiens, la mise en ceuvre discrete du filtre sur
une maille carrée rend les filtres anisotropes. Des trairmprrtants ont été consacrés a la réduction de cet effe
[Kunduri et al., 1999] utilisant une combinaison de deutedéeurs ar/4 I'un de l'autre.

En conclusion, dans une approche moderne de lgtiection des contours, un filtre de étection se compose
de deux estimateurs de drivées, I'un selonOz, I'autre selon Oy. L'un de ces cetecteurs (choisissons celui
selonOx) se compose du produit de 2 fonctions :

— selonOy c’est une fonction passe-bas, syetrique, (la fonction de prolongement) dont Iétendue est

fonction de I'importance du bruit et de la distance que I'on ©uhaite respecter entre deux contours;;

— selonOz c’est une fonction passe-haut (anti-syi@trique), souventégalea la dérivée de la pécdente.

Les couplesc fonctions de prolongement - dérivéesont typiquement issus de la gaussienne (Canny), de
I'exponentielle décroissante (Shen et Castan) ou du [irdeéu’exponentielle par: (Deriche) (cf. figure 11.8),
mais on peut également les concevoir trés librement poempplication spécifique.

Xprism Plot
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FiG. 11.8 — Profil général d'un filtre d’estimation de la dé&evdans la directio®x. SelonOy le filtre est un
intégrateur (icexzp(—|y|), selonOx, c’est un dérivateur (ici.exp(—|z|)).
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11.3.4 \Variantes autour des filtres analytiques

D’autres filtres aux performances comparables, mais t&tsuli’optimisations différentes, ont été proposés
dans:

— [Spacek, 1986] : On madifie le critere de Canny, et on clembur filtre une spline cubique de forme
3 — 222 + .

— [Petrou et Kittler, 1991] : On considere alors que le cantest également le résultat d'un flou, ce n'est
donc plus une marche, mais une rampe. Les criteres detie@lsont ceux de Spacek et le filtre est une
combinaison non-linéaire de lignes trigonométriquedetponentielles décroissantes.

— [Sarkar et Boyer, 1991] : On modifie dans ce cas les critbgé€anny, on adopte une approche variationnelle
et on choisit la représentation récursive d'un filtre Riirane Deriche.

Une excellente comparaison et analyse des filtres de @#telets contours est donnée dans [Cocquerez et Philips].199

Utilisant les résultats précédents ainsi que des naeth@prouvées d’optimisation semi-globale déveleppé
dans les contours actifs (cf. section 11.4), des solutianistionnelles ont également été proposées qui saont fo
efficaces et permettent d’ajouter des informations conaysori sur I'allure des contours lors de leur détection.
Voir par exemple [Fua et Leclerc, 1990].

11.4 Les contours actifs = lesnakes

11.4.1 Une approche physique des contours

Une approche tres difféerente des méthodes antérieler@®tection de contours a été proposée en 1987 par
Kass, Witkins et Terzopoulos [Kass et al., 1988] (voir ajBsake et Isard, 1998]), appelée contours actifs ou
snakesll s’agit d’'une méthode semi-interactive dans laquebpérateur place dans I'image, au voisinage de la
forme a détecter, une ligne initiale de contour. Cettadigera amenée a se déformer sous I'action de plusieurs
forces:

— une énergie propre, assimilée a I'énergie mécaniguension et de torsion d’une ligne matérielle,

— une énergie potentielle imposée par I'image qui visagyer la courbe sur les contours,

— une énergie externe, introduite par I'utilisateur peadtire les contraintes spécifiques du probleme qu'il se

pose.

Sous ces énergies, le cont@atif va évoluer pour rechercher la position d’énergie minangli sera ainsi un
compromis entre les diverses contraintes du probleme.

L'écriture formelle du probleme passe par la définiti@mgmétrique du contour, en fonction d’une variable
généralement I'abscisse curviligne :

v(s) = [2(s), y(s))' s € [0,1]

1
Etotale = /0 [Einterne(v(s)) + Eimage(v(s)) + Eemterne(v(s))] ds (116)

dv\? 2v\’
Einterne — CY(S) (E) + ﬁ(S)(@)
ou:

— la premiere dérivée prend en compte les variationsmigueur de la courbe, (c’est donc un terme de tension
(résistance a la rupture), qui est contrdlé par I'té@é que I'on attribue au contour),

— tandis que la seconde exprime les variations de la cou(b@st un terme de flexion contrdlé par la raideur
du contour).

avec :
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Ces deux termes agiront donc pour produire une courbeieggtf. figure 11.9).

Le second terme d'énergig; 4. caractérise les lignes que I'on souhaite suivre. Dansdelealétection de
contours, ce sont des lignes de fort gradient, il vaut dem&galement :

Eimage = _vf

mais il peut étre adapté pour suivre les maximums des mivda gris (dans ce cds;q.qe = f), OU toute autre
fonction définie a partir de ceux-ci.

FiG. 11.9 — Déformation d’un contour actif & extrémités $ix@ur des valeurs du rappert 5 (élasticité/raideur)
égales a 2, 3 et 4, en I'absence d’'une énergie liee afmn

Enfin le dernier terme d’énergie. ...ne €St choisi par I'utilisateur. Il peut avoir des formes trasiées afin,
par exemple, de contraindre le contour a resembler & uargalonné, a s’approcher d’un contour déja déteaté s
une autre image (suivi de séquences, ou images 4 3D)

En l'absence de ce dernier terme, et dans les nombreux csrotecherche les lignes de fort gradient,
I'équation 11.6 s'écrit alors :

1
Etotale = /
0

11.4.2 Mise erequation des contours actifs

d?v

—~Vf+als) <%)2 + 5(5)(@>21 ds (11.7)

L'équation intégrale 11.7 est résolue généralemerfadon variationnelle. On suppose que le contour évolue
vers un minimum d’énergie, soit vers un zéro%%?#. En désignant par’ etv” les dérivées de le long de la
courbe, on obtient une équation differentielle vectt@ie

ov

7ot

ol «, 3 ety sont potentiellement variables le long €dl y a plusieurs fagons de concevoir la discrétisatiofede
courbe:

1. selon les difféerences finies : les éléments de la cosmbéréduits en des points auxquels sont attachés les
élements mécaniques (masse, raideur, etc.) de la coarnts&dérée concentrée en ces points;

VP

_|_ (OL'U/)/ _ (61}”)// — av

20n notera cependant que, dans le cas de volumes numériglimensionnelsf (z, v, z), il est possible d’étendre les contours actifs a des
surfaces actives pour lesquelles I'energie s’exprimermerpour des plagues minces.
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2. selon les élements finis on remplace chaque portion debegar le segment élémentaire et les éléments
mécaniques sont calculés sur ces segments.

Nous ne décrivons ici que la premiere approche la plugfeenment employée. Aprées discrétisation de la courbe
en un nombre: de points et en posant :

et:

on obtient une équation matricielle de la forme :
(A + 4DVt = qVit — p, (VI

ol A est une matrice pentadiagoriafégure 11.11) de taille: x n fonction de« et 3, I est la matrice unité de
taille n x n ety exprime unénertie de la courbe aux déplacements. Sa résolution donne :

Vi = (A + D)7 (Vi = hy(VITY)

Si les parameétres, 3 ety sont invariants le long de la courbe, il suffit alors de caicuhe seule foiéA + vI)~!
pour résoudre le systeme pour tous les tem&inon, on inverse la matrice a chaque instant. Les chaxpde
rametresy, 3 et~y qui ne sont pas dictés par le probleme demeurent soueéoats pour garantir une convergence
convenable, ainsi que le choix de I'estimateundg L'utilisation d’'un estimateur par filtre de Deriche estfoés
préconisée.

a b c

FiG. 11.10 — Contour actif fermé en a, ouvert a extrémité®eh en b et ouvert a extrémités fixes en ¢ (on impose
en M une extrémité fixe et une orientation fixe donnée par leéered’).

Malgré les difficultés de réglage de la convergence, tegaurs actifs apportent une solution heureuse a la
détection de contour, intermédiaire entre les solutfmm@ment locales (opérateurs de type Sobel) et les segmen-
tations globales. Trois types de contours actifs diffegeont utilisés (cf. figure 11.10) :

1. les contours actifs fermés (ofj = v},_,),
2. les contours actifs a extrémités libres,

3. les contours actifs a extrémités fixes (ou les pasitig etv,,_; sont fixes dans le temps, ainsi que, poten-
tiellement les premieres dérivées en ces points).

Selon le type de contours actifs, les matrigeprésentent la propriété d’étre cieculante (contoatgsafermés),
Toplitz (contours actifs a extrémités libres) ou queiques (figure 11.11).

Laissé libre d’évoluer seul, en I'absence de forces diation dues au gradient dans I'image, le contour ac-

tif a tendance a se réduire a un point s'il est fermé, a droite s'il est a extrémités libres. Pour compenser
cette tendance, on est parfois amené a introduire dessanternes dgonflage On a alors affaire a ddzallons

3Dans le cas d’'une discrétisation par éléements finis, laioeaest heptadiagonale
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2a+63 —a-4f B 0 0

—0-4p 20+6( —a-4p B 0
B —a-4p 20+6p —a-4p B
0 B —-a-4p 20+6B ]
o 0 B —0-4p 20+6p

l ]

FiGg. 11.11 — Un contour actif fermé est représenté par uneceatirculante pentadiagonale.

[Cohen, 1991]. Comme les équations des forces de gonflagi&ment plus d’'un potentiel, les écritures s’en
trouvent un peu complexifiées.

Des solutions élégantes ont également été propgs@aasrechercher la meilleure position du snake en en
déplacant ses nceuds sur toute la grille discrete de d@r@ar une technique de programmation dynamique
[Amini et al., 1990] (cf. figure 11.12).

Par ailleurs, le couplage de techniques de contours avgfsdes méthodes s’appuyant sur des propriétés sta-
tistiques distinguant la forme de son fond, et optimis&asum maximum de vraisemblance au sens bayésien, a
montré sa trés grande efficacité, permettant de fairenesintre techniques de contours et de régions [Chesnalig £#999].

1
Lo )
@ .4
Y @2 ~.Q\ 4
L P RS

QO positions a l'instant t v snake at M N P Q

N

, N
] positions possibles a t+1 N ’ snake & t+1

S .-

FiG. 11.12 — Dans la technique d’optimisation des contourssagtir programmation dynamique, chague noeud
M, N, P, peut se déplacer dans I'un des nceluds 3, ou 4, ou rester en place (positid@)). L'optimisation se
fait dans le graphe de droite par propagation de gauchetdro

11.4.3 Les ensembles de niveaubeyel sety

Ce sont également des représentation variationnellesaetours qui conduisent donc a des solutions qui
évoluent au cours du temps dans I'image, régies par uererflobal. Ces modeles ont cependant le mérite remar-
quable de pouvoir changer de topologie si les contours bisept : par exemple un contour simple peut évoluer
en deux contours séparés, ou, a I'inverse, deux cons@parés se réunir en un seul contour. Cela est rendu pos-
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sible par I'utilisation de fonctions d’'une dimension stipére a celle des contours recherchés (si I'on cherche
des lignes de contours, on introduira pour inconnue uneserdeR?, si on cherche des surfaces&eg, on in-
troduit des volumes d&?). Le contour est alors défini comme I'ensemble de niveao gével sety de cette
fonction : v(s) est une ligne de niveau = 0 de la surfacee = f(z,y), souvent prise comme la distance au
contour [Osher et Sethian, 1988, Sethian, 1996].
Sur le contour :
dz 0— 0z dx(s) 0z dy(s)
ds Oz ds Oy ds

et la courbe de niveau évolue en fonction des itératig&don I'équation fondamentale :

o
dt

d - -
5 = llgrad(2)|IN A
ou N représente la normale au contaur

Des équations semblables existent a 3D [Zhao et al., 2000]

11.4.4 Les moeéles godesiques actifs

Les approches par contours actifs peuvent étre reliéasamille des problemes d’optimisation géodésique
dans des espaces dont la géométrie est fixée par la dymamél'image ¢f. chapitre 12, section 12.5.1). Ces
techniques, appelées modeles géodésiques actiféf@proposées dans [Caselles et al., 1997] et le lienlagec
contours actifs y est discuté.

Le probleme du snake, s'il n'y a pas d’élasticité, peétsire comme la minimisation de I'énergie :

b b
Ji(v) = / [0/ (3)]ds + A / BV F(s))2ds

ou v représente le détecteur de contour. Caselles a intradaifonctionnelle du type :

b
Ja(v) = NA_O&/ 0" () (IV f(v(s))])ds

Minimiser J, revient a trouver le chemin de longueur minimale dans Besgriemannien dont la métrique est
induite par I'image. On a pu montrer un certain nombre di¢éajences entre les propriétés des minimumgdet
de J, dans [Aubert et Blanc-Féraud, 1999].

Les contours géodésiques utilisent des solutions psodbeelles des ensembles de niveaux pour le codage et
la représentation de la ligne de contours.

11.5 La poursuite et la fermeture des contours

Si I'on excepte les contours actifs et les passages pamdasrtaplaciens, la plupart des détecteurs de contours
fournissent des contours ouverts, c’est-a-dire gu'ils@garent pas les composantes de I'image dans des objets
topologiquement distincts. Cela rend souvent plus diffiEétape de reconnaissance des formes qui doit suivre.
Pour cela, on a proposé plusieurs méthodes permettabitediio des contours clos. C’est ce que I'on appelle la
fermeture de contours

De nombreuses solutions ont été proposées pour cefpe &ndamentale, reposant sur des principes trés
differents (les contours actifs a extrémités fixes qoaswvenons de voir en sont un exemple). La qualité des
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résultats obtenus est généralement directementliée( informatique consenti, de trés bonnes solutiorstaax,
mais a des codts prohibitifs pour la plupart des appliceti

11.5.1 Methodes de recherche dans des graphes

Ce sont les méthodes qui reposent sur les bases les pldssetisusceptibles de donner les meilleurs résultats,
mais leurs colits sont souvent trés élevés, car ellesagmpent d’explorer I'espace de toutes les solutions et de
retenir la meilleure en fonction d’un critére que l'optenar s’est donné. L'écueil de la recherche combinatoire
exhaustive peut étre évité par des recherches polyhesdaasez complexes, surtout fondées sur la programmation
dynamique.

La technique de base, présentée par Martelli [Martediv,2] et Montanari [Montanari, 1971], est celle d’'une
optimisation combinatoire minimisant la fonction de cfdi maximisant une fonction de mérite). Les algorithmes
de programmation dynamique (Viterbl"), sont particulierement bien adaptés a ce problemeés,mlgré leur
complexité polynomiale sont généralement limitésqes profondeurs de recherche de quelques pixels si le graphe
est la totalité de I'image.

FIG. 11.13 — Résolution d’'un probleme de recherche de cheptimal dans un graphe par programmation dy-
namique : la propagation se fait de la gauche vers la droitetr@ive le meilleur chemin arrivant a I'étaen
optimisant la fonction de colt sur tous les étatpii ont été calculés a I'étape antérieure.

Dans une approche de type Viterhi on considére I'évolution pas a pas d'un contd\mhaque pas le codt
du contour est évalué pour toutes les provenances pesslhlcontour et n’est retenu pour tout point du parcours
que le seul chemin qui minimise le colt pour arriver a cep(if. figure 11.13). On garde alors en chaque point
ce colt minimum ainsi que I'adresse pére qui a permis d'y aboutir. Un nouveau pas est alors fait etet®ids
destinations sont explorées que I'on peut atteindre enasragpartir des points déja atteints. La fonction de co(t
se calcule de la facon suivante :

D(i) = 7(i) + minjeantécédents [L'(J) + 6(i, 7)] = (i) + €()

ou~(4) est inversement proportionnel & la qualité du poitemme point de contour éti, j) exprime 'incompa-
tibilité dei etj le long d'un contour. Le terme est un terme d’innovation le long du chemin tandis gest un
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terme de mémoire. La pondération de ces deux termes esbhleme délicat en programmation dynamique.

Un contour est fermé lorsque le poingst confondu avec un point d’'un autre contour. Le colt derméture
est alors l'intégrale le long de la chaine des colits dedia) et des codts individuels. Pour éviter de trop
pénaliser les chaines longues, il est possible de callute(t moyene long du parcours en pondérant le terme
de mémoire par le chemin parcouru.

En limitant les domaines de recherche a des champs conwexpkis généralement en introduisant des limita-
tions sur les types de chemin que I'on s’autorise a trowrepeut étendre notablement la portée de ces fermetures
(cf. figure 11.14). Des approches multi-résolutions peramé de travailler de facon hiérarchique, d’'une fermetu
grossiere a une fermeture précise, en limitant progresent le domaine de recherche a une bande étroite autour
du contour détecté a I'étape précédente. Dans ddawtas, on se limite a des horizons faibles pour entrepeendr
une recherche par programmation dynamique qui est valpégrelancée a partir du résultat précédent.

front j

FiG. 11.14 — Exemple d’'une fermeture de contours par recherdnetiemin optimal dans un graphe. Le contour
a fermer s’arréte e®. Les horizons de recherche a chaque étape de la progréonrdghamique sont des carrés
(fronts d’ordre i), centrés e®. Chaque poinfl/; peut avoir 2 antécédentd/; et N;). Une fermeture s’obtient
lorsqu’un des points appartient a un autre contour. Pgitereque le contour ne se ferme trop rapidement sur
lui-méme (prés d@), il faut invalider les points du contour lui-méme. Undégdropagation contraint les contours
a une courbure toujours de méme signe.

Dans une recherche de typel*, on dispose d'une estimée de la fonction de cﬁﬂb(l“opt) et la fonction de
colt doit étre croissante le long d’une fermeture. Ondai recherche en largeur d’abord en comparant a chaque
nceud la valeur locale du colit a cette estimée et on irvigidiceud si le colit dépasse I'estimée. On a tout intérét
a trouver donc une estimée tres proche du colt optiesl r’

Les fonctions de colt sont les points déterminants de &itgude la méthode. Cette fonction de colt doit
etre locale pour préserver le caractere markovienssgzie a la programmation dynamique (le colit en un point
ne dépend que de et du colt au point précédent), mais elle doit égalenmaurporer toutes les informations
que 'on connait sur ubon contour. contraste entre les deux plages séparées par le conévusir, mais aussi,
longueur et courbure, voire écart a un contour models dartains cas. C'est dans cette fonction de colt que I'on
rajoute I'information qui a manqué au détecteur locatplan amont pour détecter le contour.

11.5.2 Les automates

Ces solutions, au contraire des précédentes, ne prapgserdes solutions trés sous-optimales, fondées sur
de seuls criteres locaux (il n'y a pas d’optimum global coenpar programmation dynamique). Elles sont parti-
culierement rapides de mise en ceuvre [Giraudon, 1987§ praivent parfois faire diverger la combinatoire silI'on
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gere mal la prolifération des chemins par ramificatiors té&sultats d’'une détection par masquage adapté sont les
candidats idéaux a ces techniques de fermeture puisdotitnissent des directions de recherche.
) z )

L 3 , )
d(. successeurs d’un point

b ~ A A A
} } }

configurations a 2 successeurs

/ /\ AN // / / / configurations a 3 successeurs
} ! }

FiG. 11.15 - Configurations retenues par I'automate de Nevielalau pour orienter un contour vers 3 successeurs
au plus.

Les diverses méthodes se distinguent par le choix des ssmwes d'un point (parmi des configurations pré-
définies dans [Robinson, 1977, Cocquerez et Philipp, 18@6atia et Babu, 1980], par prédiction de type Kal-
man) et le mode de balayage de I'image (par exemple 1 balalate[Nevatia et Babu, 1980], 2 balayages, I'un
horizontal I'autre vertical dans [Cocquerez et Philipp9@R traitement de listes chainées dans [Giraudon, 3987]
Il est également important de définir des fonctions deite@our valider les chaines ainsi trouvées, car les auto-
mates, comme la programmation dynamique, trouvent tosjoniicontour, mais ne garantissent pas toujours gqu'il
correspond véritablement au contenu de I'image.

direction de balayage= 0

S — 0
57 Y
6
VERS, 6
6
direction principale directions
de recherche- 6 secondaires=5 et 7

FiGc. 11.16 — L'automate de Cocquerez lors d'un balayage hotdtatilise les directions 5, 6 et 7 de Freeman (cf.
chapitre 14, section 14.4) comme directions principalessgiue I'une d’elle a été retenue, les directions adjexsen
(par exemple le 4 et le 6 pour la direction principale 5) sditisées pour élargir la recherche. Cocquerez propose
de faire 2 balayages successifs, I'un horizontal, 'auggival.
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Chapitre 12

La segmentation par regions

Chapitre réedigé par Henri MTRE

L'approche duale de la détection des contours pour lardgosition d’'une image en ses formes élémentaires
est I'approche par régions. Elle repose sur la recherckzemes possédant des attributs communs, soit de lumino-
sité, soit, plus rarement, de textures (nous n’abordguoatsjuement pas ce second point dans ces lignes, mais au
chapitre 13).

Nous allons voir ici, tout d’abord, les méthodes utilisihistogramme, qui sont souvent trés proches des
méthodes de classification conventionnelles, mais daugiédles serait renforcé I'aspect de cohérence de zone.
Nous verrons ensuite les méthodes pyramidales, protetigeméthodes de subdivision hiérarchique descendante,
puis les méthodes de croissance de régions, qui s'imgples méthodes de conquéte de I'optimisation combina-
toire, et les méthodes de partage et réunion qui tirenfitm@imultanément des avantages des deux méthodes
précédentes.

Enfin, nous donnerons trés brievement un apercu de méshé base de regles qui se proposent de combiner
approches par contours et approches par régions danslurasgiprogramme de segmentation.

12.1 Les nethodes sur histogramme

Ces méthodes sont de mise en ceuvre assez simple et de aré@sisouvent réduites car elles ne tirent pas
profit de I'aspect spatial de I'information d'image. Ellem$ recommandées dans les cas suivants :

1. lorsque les images présentent des classes évidenbesiments écrits ou schémas en noir et blanc ou en
couleur, objets trés contrastés (par exemple cellulesedbiopsie ou avion sur un ciel), etc.

2. lorsque les images sont définies sur de nombreux camaagéis multi- ou hyper-spectrales), ce qui enrichit
l'information portée par I'histogramme.

L'idée générale de ces méthodes consiste a isoleridesle I'histogrammeA une dimension on procéde donc
a des seuillages ou des multi-seuillage$i-dimensions on procede a des classifications [Dubnoisk#90].

12.1.1 Avec apprentissage
Seuillage bagsien

SiI'on dispose d’'une connaissance sur les classes quedatrerche (en particulier la probabilité d'occurrence
d’'un niveau de gris pour chaque classe, et la probabilfiigri des classes), alors on peut aisément se replacer

197
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dans les conditions de la théorie bayésienne de la décjBiubuisson, 1990, Duda et Hart, 1973] et choisir les
seuils qui minimisent le colit des fausses erreurs.

Pour des histogrammes a 1 dimension et pour 2 populafoestY’, en dénotant par :

— P(X) etP(Y) les probabilités a priori des class&setY (sous la contraint®(X) + P(Y) = 1),

— P(n/X) etP(n/Y) les probabilités conditionnelles qu’un pixel de la cladsait un niveau de gris (et

idem pourYy),

— Cx etCy les colits des mauvaises classifications({det Y,
en supposant ces grandeurs toutes connues, et sous I'Bgpalle stationarité de I'image (c’est-a-dire que les
propriétés statistiques sont invariantes en tout pantithage), le seuil optimal est défini comme celui mininmsa
le colit global :

N s
T'(s) :Cz/ P(X).P(?’L/X)dn+cy/ P(Y).P(n/Y)dn (12.1)
s 0
Ce seuil est obtenu en testant pour tel¢ rapport de vraisemblandgn) face au seuik :
_ P(n/Y) _ G, P(Y)
AR =pex) ¢ T P

Seuillage de Neyman-Pearson

Une autre décision peut se faire selon le critere de NeyRearson. Dans ce cas on s'intéresse en particulier a
une classe (ici on choisi’). On définit la probabilité de fausse alarme pour cettesgda

P = / P(Y)P(n/Y)dn
0
On maximise alors la probabilité de détection pour unébpbilité de fausse alarme donnée. Dans ce cas on

considéere que la fausse alarme est 'erreur la plus grawdix@ sa probabilité & une valeur acceptahl® = a.
La probabilité de détection d€ est donnée par :

P, = /3 P(X)P(n/X)dn
0

Le seuil de Neyman-Pearson est donné par la méthode danigign :

L = Pd - )\(Pf - a) (122)

Ao — /O IP(n/Y)P(Y) = P(n)X)P(X)]dn (12.3)

et la décision se fait en comparant le rapport de vraisemsbl&(n) a «.

Cette décision est moins sensible aux probabilitésaxigt conduit en particulier a des décisions plus proches
de nos choix intuitifs que la décision bayésienne danaseoti un événement est tres rare.

D’autres criteres existent bien shr qui s’appuient sautfes choix statistiques (par exemple minimum d’en-
tropie).

12.1.2 Seuillage sans apprentissage

Lorsque I'on dispose du seul histogramme pour extraire lBesses, on recherche généralement des modes de
cet histogramme qu’on isole par des seuillages au creuxadégs. Souvent les histogrammes sont trop irréguliers
etil convient alors de les filtrer, soit par des fenétressglntes, soit par des équations de diffusion (éventnefié
isotropes). De nombreuses régles empiriques ont éopées pour choisir les seuils automatiquement qui ne sont
guére généralisables [Kittler et al., 1985, Weszka 8197
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12.1.3 Methodes de classification

Disposant d'un histogramme, éventuellement multidinmmsel, la plupart des techniques de classification

s’appliquent a sa segmentation. Les plus utilisées sont :

— les techniques de nuées dynamiqueméan}y qui procedent alternativement en classifiant au plusheoc
voisin le nuage des points, selon une distance a des noyeunéd, puis en estimant la position des meilleurs
noyaux de ces classes ainsi obtenues. Il est important etierméthode de disposer du nombre de classes
recherchées. Sil'on ne le connait pas, on choisit soudesitriteres entropiques (comme le critere d’Akaike

ou le critere de Hannan et Quinn [Olivier et al., 1997]) qeirpettent d’évaluer des classifications obtenues
avec des nombres de classes différents

— les réseaux neuromimétiques et en particulier lessdadHopfield.

— et, si I'on dispose d’'un certain nombre d’échantillorgadClassés, les plans, ou les courbes, séparateurs,
ainsi que les k-plus-proches voisins.

Dans les espaces de grande dimension (imagerie hypepgudr exemple), on peut avoir intérét a réduire
tout d'abord la dimension des espaces pour éviter d'aveistimer des probabilités trés faibles. On peut le faire
par ACP (analyse en composantes principales) ou par arddyisarhunen-Loeve. Ces deux transformations sont
identiques a une normalisation prés des axes. Ellesedet en projetant le nuage de points sur le sous-espace
construit a partir d'un nombre limité des vecteurs prepte la matrice de covariance des données.

Dans les espaces de dimensjarles distances utilisées entre deux nuages de pointsteas&s par leur

moyenne (vectorielle); etleur matrice de covarian€e sont, par ordre de complexité croissante [Fukunaga, 1990,
Zhang et Modestino, 1990] :

— la distance euclidienne qui pondére également tousesleables :
(m1 —ma)*(m1 —mo)

— la distance de Mahalanobis (par exemple du nuage 2 parntappauage 1), qui rend compte de I'orientation
des inerties des nuages dans I'espace :

(m1 —ma)'T5 " (m1 — my)

— la distance de Bhattacharyya, qui permet de distingueladesle mémes moyennes, mais de variances
différentes. :

ll 20y + Ty

n
2 IT|Ty]

1/4(m1 — mg)t(l—‘l + Fg)_l(ml — mg) +

12.1.4 2lection sur I'histogramme et dans I'image

Le défaut des approches par classification est de compégtienégliger les relations spatiales entre pixels,
pour ne s’attacher qu’a leurs propriétés de radioméRour pallier ce défaut, dans une approche proposée dans
[Ohlander et al., 1978] et souvent reprise, on procédegmfdérative dans I'espace image et sur I'histogramme :

1. sur I'histogramme on sélectionne un mode isolé,

2. parmiles zones de 'images contribuant a ce mode oxtg@@e la zone connexe la plus grande.

On itére ce processus, soit en subdivisant a nouveatdfriamme de la zone retenue, soit en s’occupant d’'un
autre mode de I'histogramme original.

12.1.5 &lection sur histogramme et egularisation

Mais si I'on souhaite améliorer les propriétés spasiales zones obtenues par sélection de modes sur I'histo-
gramme ou par classification, 'une des méthodes les ploioapées est de modéliser le probleme par un champ

10n note cependant avec [Olivier et al., 1997] que ces mediietendance a sur-évaluer le nombre de classes trmuvée
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markovien (voir chapitre 7). On considére que les régimnsient une partition sur I'image (cf. section 12.2).
Chaque région est représentée par une fonction caisiitiée et identifiée par une étiquette € E. Le champ
d’étiquettes est un champ caché a I'utilisateur qui s&Etve que la réalisation bruitée de I'imaffe;, y) en chaque
pixel, et qui va essayer d’estimer la meilleure distribatites étiquettes; connaissant les (généralement selon
le critere du Maximum A Posteriori d& (MAP)).

Dans la formalisation markovienne on passe d’une reptésen probabiliste a une représentation en énergie
(généralement au moyen d’une formalisation bayésiefenéa probabilité & postériori). Trés souvent I'érierg
(représentant la probabilité & postériori de la classghant I'observée) est constituée de deux termes :raghuit
la similarité de la classification aux données que I'onenbs, c’est le terme d’attache aux données (probabilité
des observées conditionnellement aux classes), le secqmine les a priori que nous avons sur les classes (par
exemple classes compactes, aux contours réguliers ourahe farédéfinie, dans des relations de voisinage par-
ticulieres, probabilité & priori de classe, etc.). Dgpdthéses peuvent également &étre faites sur les distiis
des niveaux de gris (par exemple lois gaussiennes surdgens), des étiquettes (dépendance ou indépendance
spatiale), ainsi que des distributions conditionnellesrdeeaux de gris sachant les étiquettes.

Dans la déemarche la plus simple on utilise alors souventtme d’attache aux données de la forme :

Uo = (f(z,y) — pi)?

ou f(x,y) estle niveau de gris du pixel; le niveau de gris de la classg dans laquelle on a placé le pixel, y).
Un tel terme est équivalent & une probabilité gaussierapgartenance a la clasage:

fz,y) — pi)?
p(f(z,y)|\i) x exp(—=Up) = exp [—%
3
Le terme de régularisation est calculé sur les cligugsconstituant le voisinage que I'on souhaite donner a
(x,y) (cf. figure 7.1). Il prend en compte la compatibildé\;, A\, (', y’)) entre I'étiquette); attribuée Jz, y) et
celle\y (2, y') attribuée &2/, y’) :

E = Z DN, (2, y"))

(=,y")€{c}

Par exemple, dans le cas le plus simple, on peut attribueEnergie négative si; = \; et positive dans
le cas contraire (modeles de Potts et d’Ising, voir chapil Des modeéles plus complexes peuvent prendre en
compte des compatibilités plus subtiles (classes plusaunsyproches). On recherche alors un minimunt/de:
Uy + 06U, par toutes les techniques usuelles d’optimisation i#@at(ICM, recuit simulé, etc.). Le coefficient
0 permet de pondérer les effets de la régularisation payara@ ceux de la classification. Pour drfort, on
obtiendra des classes tres compactes et grandes auat@itdimne bonne séparation des classes sur I'histogramme
[Derin et Elliott, 1987b, Lakshmanan et Derin, 1989, Hettalg 1994, Won et Derin, 1992].

Dans d’autres approches, on peut se dispenser d'introdeg€tiquettes de classes en introduisant explicite-
ment un processus de bord [Geman et Geman, 1984b], prodedmaset binaire (0 ou 1) ou continu (entre O et
1) qui prend, généralement, ses valeurs entre les pRalss le cas binaire, lorsqu’il vaut 1 le voisin concerné n'a
plus d’effet sur le site, selon la formule :

U= Y (1-5).(gg(x'y))
(" y")€{c}
C’est donc I'équivalent d’'un contour introduit dans I'ige Mais on pénalise usuellement 'introduction d’un
contour par un terme de la forme :
U= > b

(a,y")e{c}
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ou par un colt de type MDL (Minimum Description Length) (®éction 12.4).

Enfin, on peut également supprimer le processus de bord«odehant- a 'intérieur du potentiel/;. Pour
cela on choisit une fonctio® qui sature pour des valeurs fortes des differences enteaumk de gris de sites
voisins. On perd alors, avec la convexité de la fonctiolengenergie, des bonnes propriétés de convergence du
champ markovien et I'optimisation devient plus complexiai@ et Zisserman, 1987, Black et Rangarajan, 1996].

12.2 Les nethodes par transformation de €gions

Les méthodes que I'on va examiner maintenant s’appuieriesosur la notion derédicat et sur celle de
partition.

Un prédicatP est une proposition logique dont la valeur dépend de samaegt. Nous nous intéresserons aux
prédicats sur les régiorf®; de I'image.
Le prédicat de base de la segmentation datrégionR; est homogne.Pour vérifier le prédicat, parmi les
arguments les plus utilisés en segmentation d'images radiendrons les suivants :
— le contraste sur larégioP(R;) = vrai <= mazg,[f(z,y)] — ming,[f(z,y)] <o
— l'écart-type de larégion : P(R;) = vrai <= \/% dor,(f(z,y) —m)? < o (avecN = Card(R;) et
m= x> r nzy)),
— la distance interquartile sur la région, c’'est-a-dirdistance séparant les 25 % inférieurs des 25 % supgrieur
de I'histogramme,
— les differences limitéesP(R;) = vrai <= V(k,j) voisins, |f(k) — f(j)| < o,
— l'entropie : P(R;) = vrai <= —3 p p(f)log(p(f)) <o .
— etc.
Un autre prédicat également utilisé e$h régionR; est distincte de ses voising3n utilise des arguments
qui mettent en jeu les difféerences de valeurs moyenneglis¢snces inter-médianes, les contrastes moyens ou
minimums aux frontieres, etc.

Une partitionlI est un ensemble de sous-ensemilggappelées régions) de I'image, vérifiant :

Vi,j RiNR; = 0
I = U; Ri = support(image)
Vi Ri#0

Lorsque toutes les régions d’une partition vérifient ledicat, on dit que la partition le vérifie. La partitiorvigle

ou tous les pixels sont dans des régions differentes bned 1 vérifie tout prédicat qui peut se vérifier sur une
image. Tout prédicat qui ne peut &tre vérifié par la fartitriviale est impossible. On connait donc au moins une
partition qui vérifie tout prédicat non impossible.

Il existe bien sOr un tres grand nombre de partitions dinmege et il existe également généralement un tres
grand nombre de partitions qui vérifient le prédicat (ffisupartant d’une telle partition, de subdiviser n'impsrt
quelle région pour obtenir une nouvelle partition vérifiee prédicat). On ne sait pas trouver toutes les parttion
vérifiant le prédicat (la combinatoire est généralemeaccessible) mais on ne sait non plus généralement pas
choisir entre des partitions vérifiant un prédicat. Dét®Es empiriques peuvent étre utiles :

— le cardinal de la partition (& minimiser),

— lataille de la plus petite région (a2 maximiser),

— unex distance entre régions(par exemple somme des distances entre zones adjacenteaxifhiser).

Dans de nombreux cas par exemple, on ne recherche que désem@amaximales, c’est-a-dire telles que deux
régions adjacentes ne vérifient pas le prédicat :

V(3,7 : i et j adjacents) = P(R; UR;) = faux
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En I'absence de stratégie pour trouver la meilleure pantivérifiant un prédicat donné, nous allons décrire des
stratégies de base qui sont trés souvent utilisées.

12.2.1 La croissance deé&gion

Les méthodes de croissance de régi@gipn growing) n'aboutissent pas a des partitions car la propriété
U, R: = image n'est généralement pas satisfaite. Partargeienes on applique successivement a I'image des
prédicats plus séveres que le prédiPatAinsi on commence a associer aux germes les seuls pixelogten
tres bon accord avec le prédicat. On réduit cette #@vprogressivement, et on se rapproche ainsi du prédicat
objectif. La décision d’associer un pixel a une régiorfiegtalors le plus souvent sans ambiguité a moins que ses
« distances a deux régions soient égales (et en ce cas un choix qupleast peu décisif). Plus importante est la
décision de regrouper 2 régions qui sont adjacentegiéievé le prédicat. Il a été montré qu'il convient alar'&tre
assez sévere pour fusionner des régions et qu'il esestiywéférable de traiter ce point lors d'une étaperigtée
en acceptant donc urser-segmentationde I'image, plutdt qu’une fusion abusive qui ne serait phmipérable.

Les méthodes de croissance de région cessent souveratalernouveaux germes bien avant que le prédicat
ne vailleP et rejettent les régions de cardinal 1. Ainsi tous les gixa se retrouvent pas dans des régions (cf.
figure 12.1) [Adams et Bishof, 1994, Beaulieu et Goldber@2 €hang et Li, 1994].

3

9

FiG. 12.1 — Croissance de région : 6 régions ont été obtepaed prédicats successifs. La zone 6 n'a été créée
gu’au second prédicat. La zone 3 regroupe 2 sous-régigirandg été fusionnées car leur union vérifie le postulat
et des critéres annexes sur la forme résultante soritégICe n'est pas le cas de 1 et 2.

12.2.2 Le partage de egion

Dans une deémarche par partage de ré@egion splitting), on part de I'image entiere (a laquelle généralement
le prédicatP ne s'applique pas). On appelfe cette région. On lui applique plusieurs divisiohproduisant de
nouvelles région®?. On testeP sur chaquéR?, et on retient la meilleure subdivisidn c’est-a-dire :

3

2les germes sont souvent des régions ol le prédicat éaternent vérifié, par exemple des zones ol I'image esstemte
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— celle qui conduit a des sous-régions vérifiant tofes
ou celle qui donne le plus de sous-régions vérifiant &lte

— ou, si aucun&? ne verifieP, celle qui fournit la meilleure valeur & un critéfedit critére d’échec.

Pour§ choisi, chaque sous-régid? ne vérifiant pasP devient alors une régioR passible du traitement
ci-dessus.

Les stratégies de subdivision sont peu nombreuses, @seugibnéralement les 2 bipartitions réguliéres hori-
zontale ou verticale (cf. figure 12.2), parfois des trigiemtis régulieres.

FIiG. 12.2 — A gauche : partition d’une zone : on choisit entre Idifi@n verticale ou la partition horizontale. A
droite, a la fin du partage, I'image partitionnée.

Les criteres d’éche€ sont souvent les mesures de variance ou de dynamique quéstdes dans les prédicats
P. Lorsque toutes les régions ont été récursivemengessil peut se trouver que des zones adjacentes le long
d’'une frontiere d’ordre supérieur vérifient le prédid@n peut alors les réunir avec les mémes précautions que
celles signalées au paragraphe 12.2.1.

Les algorithmes de partage sont mal adaptés a une misege @eformatique sur machine séquentielle car
les calculs effectués sur tous les pixels de la z@mee sont généralement pas réutilisables au niveauéufié@,;.

12.2.3 Laréunion de région

Les techniques de réuniore¢ion merging prennent I'exact contre-pied des précédentes. Ce ssméthodes
ascendantedttom-uplorsque les autres étaient descendantgsdowr). Les pixels sont visités systématiquement.
Pour chaque carré dex 2 pixels le postulaP est testé, et s'il est accepté les pixels sont regroupése région.
Apres le parcours de toute I'image, les groupeg de régions se voient appliquer le méme test et, éventueligm
les mémes conséquences (réunion en une région de rdy§alu et Yuille, 1996].

Les tests de réunion de région sont frequemment faitslssitests statistiques [Saporta, 1978]. On se place
souvent dans I'hypothése de bruits gaussiens sur desidoad valeur moyenne constante. Les tests les plus
utilisés sont :

— le Chi2 (2),

— le test de Wilcoxon, il travaille sur les pixels triés padi@ croissant de niveaux de gris des deux régions.

Pour chaque pixel de la liste issue de la région 1 on comptebi@n de pixels de 2 sont plus sombres.
Ces nombres sont additionnés pour donner une varialale distribution asymptotiquement gaussienne de
moyennen;ny /2 et de variance na(ny + ne + 1)/12. On teste donc cette valelirface & sa distribution
asymptotique.

— le test de Student d’égalité des espérances, on testeiddle de Student :

(m1 — mg)\/nl + ng — 2

e =) = e oD (U & L)
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— le test de Fisher-Snedecor d’égalité des moyennes eadi@sces, on teste la variable de Fisher :

2
-1
Flng— Tiny— 1) = o1 =D

naos(ny — 1)

12.2.4 Les pyramides

Afin de bénéficier des avantages des deux méthodesdméiess, Horowitz a proposé une approche par pyra-
mide [Horowitz et Pavlidis, 1976]. L'image est représansur une pyramide appel@ead-tree constituée dev
niveaux, I'image originale étant au niveuChaque pixel au niveaua 4 fils au niveaw — 1. Le pixel au niveau
v est la moyenne de ses 4 fils. Un schéma plus complet a giegF@ar Burt [Burt, 1981] ou les passages entre
niveaux se font par filtrage gaussien. Une abondanteditiéz a été proposée depuis pour améliorer ces filtrages
par une approche en ondelettes.

La segmentation procede directement a un niveau in@iamé (par exemple = 2), et tous les pixels fils
sont testés avec le prédigat Si le prédicat n'est pas vérifié, le pixel considéréé&gjueté comme candidat & un
partage. Sinon il est candidat & une réunion avec sesgoiSiest donc une technique de partage et réunion, ou
I'on profite du passage au niveau supérieurgiet 3) pour accélérer la procédure (cf. figure 12.3).

reunion partage

% 2 \ |
A |

niveau 0O

FiG. 12.3 — Méthode de pyramidage par quad-tree.

Mais la stratégie du quad-tree est trop rigide et conddigspartitions trop régulieres que les techniques de
croissance ne permettent plus de rattraper. Des technimmgmgees de la pyramide ont été proposées qui donnent
de bien meilleurs résultats. Ainsi, la méthode propad@es [Suk et Chung, 1993]), autorise beaucoup plus de
fusion que les simples réunions de pix2lg 2. Douze fenétres difféerentes sont autorisées, avec LioBtp aux
plus grandes (cf figure 12.4) (voir aussi [Chen et al., 1991])

12.3 Les graphes d’adjacence

Les techniques par graphes d’adjacence sont beaucolggesia partir de sur-segmentations (c’est-a-dire de
segmentations ou les zones sont subdivisées trop fingn@eg sur-segmentations sont par exemple le résultat
d’'un prédicat trop sévere dans la phase de segmentaiiatuo algorithme trés sensible aux variations locales
comme la technique des lignes de partage des eaux (cf. ehm@t [Schmitt et Mattioli, 1994b]).
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configuration d’étude

E% %D DD ctape d parage

0
s

[ ] dejatraite etape de reunion

[ ] nontraite

+ étape d’élimination
des petites zones

FiG. 12.4 — Les 3 étapes de la méthode de partage et reuniarkd®&ur chaque étape il y a un prédicat difféerent.
Celui du partage et de la réunion est généralement uhqa&de contraste, celui sur I'€limination des petitese
est un prédicat de taille. Les petites zones sont assoaikezone la plus proche en niveaux de gris.

L'idée de base consiste a plonger les régions obtenuesudee structure de graphe ou une région est un nceud
et un arc une relation d’adjacence. Puis on définit une fonde similarité entre 2 nceuds. On trie tous les couples
de nceuds adjacents dans une liste ordonnée. On regroupeleiieurs candidats. On remet a jour la liste et on
itere.

La méthode proposée par Beaulieu et Goldberg [Beauli@oktberg, 1989] est un bon exemple d’une telle
technique. Le critére d’homogénérER;) d'une zoneR; est le résidu de son approximation par un polyndme de
degréd fixé :

2
HR) = Y |fley) - > a2y
(z,y)ER; p+q<d
et plus particulierement d’'une approximation par une tamts. En partant d’une partition trés fine en régions tre
homogeénes, et en acceptant progressivement des réulgioagions de moins en moins semblables, on s’approche
de 'optimisation du critere global de minimum de variasce les partitions.

D’autres schémas plus complexes sont mis en ceuvre, papéxeans [Wang, 1998] pour obtenir des seg-
mentations meilleures.

12.4 La méthode MDL = Minimum Description Length

C’estune technique issue de la théorie stochastiquerderation [Rissanen, 1984, Rissanen, 1987, Rissane®)] 198
pour optimiser la représentation de données. Elle agtése de facon simplifiee dans divers domaines du traite
ment des images (en particulier en codage). L'idée du MDisiste a exploiter I'analogie, au sens de la théorie
de I'information, entre longueur minimale de descriptiomeantité d’'information. On cherche donc a optimiser
le choix d’un modele pour décrire les données condu&daiplus courte description :
— d’une part par le choix d’'un modele qui s’adapte bien anxndes,
— d’autre part par le choix d’'un modéle simple qui nécegséu de parameétres.
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L'optimisation au sens du MDL procure un compromis entredmsx termes. Dans le cas de la description d'une
image, le modele doit décrire les contours des régioapgtocher au mieux I'image entre les contours.

On se place donc dans le domaine de la représentation etirgne’ des données. On dispose d’un modele
dépendant de parametres et on recherche le meilleur jpam@dnetres pour approcher les données. &oit
(¢1,..., 1) le vecteur & composantes des parametres. $dibbservée (I'image). Dans le cadre de I'estimation
au maximum de vraisemblance, on cherche le meillearR* qui maximisep(z/$). Cela revient & maximiser la
log-vraisemblance :

L(x/¢) = —log p(x/¢) (12.4)

Sil'on dispose de plusieurs modeles, chacun ayant desljéférents dep;, la transmission de la représentation
de z nécessite la transmission d'une part des parametrasvaiécla forme dans ce modele, d’autre part les
eléments permettant de reconstruire le modeéle puisexiste de nombreux modeéles potentiellement disponibles
On sait que selon la théorie de l'information, il existe desles optimaux pour transmettre le premier terme en
utilisant un nombre de bits égal au logarithme de la prdis@bi(z/¢), c’est a dire le terme de I'équation 12.4. On
devra ensuite transmettre le second terme. Pour rechdaaleilleure description au sens de la théorie de I'infor-
mation, on minimisera donc une expression plus complégecglle utilisée pour la représentation au maximum
de vraisemblance (équation 12.4) :

L'(z/¢) = —log p(x/$) + L(¢) = L(z/¢) + L(¢) (12.5)

ou L(¢) représente la quantité d’information nécessaire pa@msmettre le modéle. Dans le cadre général de la
classification ou du traitement du signal, il est parfoissile de mener une optimisation compléte et explicite du
MDL.

Utilisé dans le cadre de la segmentation d’'image, le MDtoihtit dans la segmentation un terigz/¢) de
pénalité lors d'une représentation en régions. Il ¥lamiter d’'une part le nombre de contours (le premier terme
L(xz/¢)), d’autre part la complexité des contours par le choix sigide d’'un petit nombre de paramétres trés
simples a coder (le second termé(s)).

Dans la pratique, il n'est généralement pas possibleatetnent des images d’obtenir une solution explicite
de I'équation 12.5 et I'on recherche tres souvent dedtisalsi itératives (par modification des lignes de contour)
sous le contrdle du terme 12.5. Le MDL est utilisé en segatem d’'images de differentes facons. On exprime
généralement :

1. le colit de la représentation d’une région par une fong¢par exemple constante). Ce colit s’exprime par le
nombre de bits nécessaires a coder la constante plus leraa@®@ bits nécessaires & coder I'erreur résiduelle,

2. le colit de la représentation des contours (colit degeoda la chaine des contours). Une chaine de contours
peut étre codée de facons tres diverses : Freeman @pbitoh 14.4), approximations polygonales, splines,
processus de bords, etc. et conduira alors a des codagesfterents.

Le MDL tend a procurer un compromis entre ces deux termest-@-dire & donner peu de contours réguliers
mais au bon endroit. Les techniques mises en ceuvre en MDladmage de champs de Markov (optimisation par
recuit simulé) [Lee, 1998, Leclerc, 1989, Zhu et Yuille98 ou d’optimisation de courbes [Darell et al., 1990,
Keren et al., 1990].
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12.5 Lapproche de Mumford et Shah

12.5.1 Approche formelle

C’est une fagon formelle de poser le probleme de segment@flumford et Shah, 1989] qui n’a malheureu-
sement pas de solution exacte. Stiit, y) I'image®, de support, on la remplace sur des domairies par des
fonctions régulieres; (x, y) qui se rejoignent le long de contoudrs (cf. figure 12.5). La fonctionnelle & minimiser

se compose de :
U0 =i [ [ (10) = (o) d:cdy+// IV g: (2, )Py

+ V/.dl (12.6)

On montre aisément que les 3 termes sont simultanémeats&res sous peine de convertir 'expression en
une formule triviale. Mumford et Shah ont déduit des pre@s particulieres des solutiois et g, que nous
examinons ci-dessous.

FiG. 12.5 — Approche de Mumford et Shah : on recouvre chaque d@#gid’'une fonction continue, on cherche
a minimiser la distance entre la fonction de représestiat I'image, ainsi que la longueur des cotés.

On sait résoudre ce probleme dans quelques cas simplesX@aple sig; est une constante qui ne prend
que deux valeurs (généralement choisies comme +1 etrXitmuve le probleme d’Ising qui a une solution - en
théorie exacte - par recuit simulé (cf. chapitré. 7)

Mumford et Shah ont montré par ailleurs que I'équationégale 12.6 peut évoluer vers deux formes limites.
— Tout d’abord la minimisation de I'énergié, :

Us(T, f)==U(L. f,9) Z/ (f — ) da:dy—l—u/ dl

3Attention dans le texte original de Mumford et Shah, [Murdfet Shah, 1989] les rdles geet g sont interchangés, afin de garder la
cohérence de nos notations nous avons préféré deggng I'image et parg son approximation.

40n se souvient cependant que les conditions de convergamsdevmaximum absolu par recuit simulé sont liées a urseefge en
température infiniment lente.
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que I'on obtient en imposantad’étre constante par morceaux surfes: g(z,y) = g; ssi (x,y) € R;.
Il est alors aisé de montrer qye = Si ffR f(z,y)dzdy ou s; représente la surface @& (c’est donc la
valeur moyenne sur la surface).
U est la limite del/, quandy tend vers 0. La minimisation dé, est un probléme bien posé. Le probleme
d’Ising évoqué plus haut en est un sous-probléme réduias a 2 classes, le probleme de Potts I'étend a un
plus grand nombre de classes.

— Puis la minimisation de I'énergie :

Uso(T) :/F [uoo - (%)2] dl

ol v, est une constante §{7§ mesure la composante normal€ du gradient def.

Ce probleme peut se ramener a un probleme de géodésajueherche simultanément a déterminer les

trajectoiresl’; de longueur minimale (terme en,) et a maximiser le gradient transverse fé& long de

I';5. Ce probléme est généralement mal posé di'lssnt quelconques ; sur des contours de forme restreinte,

le probleme peut étre bien posé.

On peut montrer qué&,, est la limite delJ quandu tend vers l'infini.

On montre que si le§ sont fixés (c’est-a-dire si I'on a fait par ailleurs undetion de contours), alors la

minimisation d€’ est la recherche du minimum d’une fonction quadratiquen@gfiositive possédant un minimum
unique. Elle est solution de :

Ag=p*(g—f) (12.7)

avec pour conditions aux limites :
9g
on
Si les contourg’; sont des courbes régulieres (généralement on rechdeshsolutions parmi les courbes de
classeC?)®, on déduit alors les propriétés suivantes :
— les contour$’; ne peuvent posséder que des points singuliers de deux:types
— soit des points triples ou 3 courbes se joigne2@,
— soit des points extrémités d’ou deémarre une courbguenfdémarrage d’un pli);
— les contours se rattachent aux bords de I'image selon dgssagroits ;
— par ailleurs, les fonctiongont une dérivée normale ali horizontale le long deE;.

|Fj:0

12.5.2 Les variantes autour de la formulation de Mumford-Slah

Des variantes du probleme de Mumford et Shah ont été gémsoqui abordent le probleme de nombreuses
facons. Par exemple des méthodes déterministes issuaswecanique et de la résistance des matériaux ont été
proposées pour apporter des solutions en termesatiebranesu deplaques mincefBlake et Zisserman, 1987].

On cherche alors a résoudre I'equation 12.7. Ces solsitonduisent a des équations données par :

— dans le cas d'une membrane :

UG 1) =ar Y [[ (fa9) = gla)dady

+ oY [ Uvate ) asay (128)

50n a également abordé ce probléme lorsqu’on a évoguldeléles géodésiques actits paragraphe 11.4.4)
6Une courbe de class®* posséde: dérivees continues.
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— dans le cas d’'une plaque mince :
Ulg, f) =0n1. > // (f (@, y) — gi(x, ) dady
i Di

+ QQ.Z//i(Agi(x,y))Qda:dy (12.9)

Il est également possible de prendre en compte dans cedseasrun terme de torsion (dérivées croisées)
dans le terme de régularisation.
Dans les 2 cas les discontinuifésont fixées (par exemple par un détecteur de contourgiiegl

La résolution de ces problemes (connaissant la posiésredntours on recherche la valeur en tout point;jie
se fait traditionnellement par des techniques convoluédies.A chaque fonctionnelle est attachée une réponse
impulsionnelle - ou fonction de Greer. C'est-a-dire que, sur chaque domaifg, g(x, y) est de la forme :

g(x,y) :/ . G(z,y,u,v).f(u,v)dudv

Par exemple en I'absence de contours, la membrane (égqua&tiB) a pour fonction de Gredh,, fonction de
Bessel modifiée de seconde espéce :

o=V TP+ 9P = gog Ko (2)

équivalente dog(1/p) pres del’ et équivalente é};exp(—p) pour p grand. C’est la solution de I'équation sans
second membre issue de I'equation 12.7 :

La plaque mince (équation 12.9) a pour fonction de Green :

oo () ()]

et elle est solution de I'équation :

g + 1'Vig = 8(z,y)

avecu® = 22.
Dans le cas ou il n’y a pas de discontinuitésgde long desl’, le probleme est assez simple mais peu satis-
faisant en termes de segmentation d'image [Grimson, 198&%opoulos, 1983]. La solution est obtenue par des

techniques de relaxation [Grimson, 1981] ou de relaxatiatirgrilles [Terzopoulos, 1983].

Dans le cas discret on étend les solutions continues papgeeches par éléments finis permettant de calculer
de facon discrete les dérivées (on est alors dans wnsahres semblable a celui adopté pour les contoursactif
vus au paragraphe 11.4).

On définit un processus de bdrdbooléen et on calcule les divers termes de I'énergie ectimmdes valeurs
b = 0 (pas de bord) ot = 1 (présence d'un bord) de ce processus.

Si I'on ne connait pas la position exacte des contours, ohemeeuvre des techniques itératives et (sou-
vent) sous-optimales qui partent de contours estiméssedrfg€liorent. La résolution se fait par des techniques

7Les techniques multi-grilles sont des techniques d'opstition qui utilisent la régularité spatiale de la soltjour trouver tout d'abord
une solution exacte sur une grille d’échantillonnags geossiére, puis par un raffinement itératif de la sofytite la calculer sur des grilles
de plus en plus fines pour aboutir a la résolution ultimeideabe.
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de Markov avec processus de bord explicites [Geman et GelB&Ap] - cf paragraphe 12.1.5 - ou implicites et
des schémas d’optimisation adaptés (par exemple lacdét®NC) ou des techniques a base de réseaux neuro-
mimeétiques de Hopfield. La méthode GNGraduated Non Convexigje Zisserman [Blake et Zisserman, 1987]),
est particulierement adaptée a ce probléme. Elle racedes fonctions d’énergie non convexes a optimiser par u
famille de fonctions convexes qui, successivement opiespar une technique de gradient, permettent d’atteindre
I'optimum global.

Dans ces schémas, on peut aussi introduire un terme dditpé&na la longueur des contours comme dans
I'equation 12.6. On trouve dans la littérature des formeases de cette énergie :

1. la plus simple est celle de Mumford et Shah et s’exprime par

U:/dl
r

2. une minimisation de la courbure des contours :

-3

3. une pénalisation pour les seuls forts changements éetidin des contours.

Des techniques ou I'on mélange des termes de dériveesipres et secondes (comme dans les contours actifs
- cf. paragraphe 11.4) sont également possibles, maig&ép moins bonnes.



Chapitre 13

Les textures

Chapitre rédigé par Henri MTRE

13.1 Qu’est ce qu’'une texture ?

Dans le domaine du traitement de I'image et de la vision gkiste pas de définition satisfaisante de la texture.
Les définitions mathématiques construites a partir dpetés statistiques sont soit trop générales etécipes
soit trop restrictives pour s’adapter a la diversité das encontrés. La définition que nous proposons n’est pas
opérationnelle et préte sur ce point a critique. Ellgoplae sur une constatation expérimentale : une texture est
un champ de I'image qui apparait comme un domaine cohetdmimogéne, c’est-a-dire formant un tout pour
un observateur. C’est cette propriété de cohérence atiare placée dans son contexte d’étre pergue comme un
tout homogene par I'eeil humain qui sera recherchée legalusent par le traiteur des images, dans le but d’isoler
les textures, soit pour segmenter I'image, soit pour reatirmdes régions. La figure 13.1 illustre la diversité
des textures et I'ouvrage de référence de Brodatz [Bepd&66] offre une collection de textures naturelles qui
constituent d’excellents exemples et sont souvent eggiour tester les algorithmes et les méthodes.

FiG. 13.1 — Quelques exemples de textures naturelles : éctand®el, poil court, perles, tapis d’aiguilles de pin et
de feuilles.

Les capacités du systeme visuel humain a discernentagés differentes sont remarquables et tres mal ex-
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pliquées. Nos capacités a mémoriser et discriminetebdsires sont trés variables. Elles deviennent excelfent
des lors que I'on a reconnu 'objet de la vie courante dorieddure est issue. Notre mémorisation est alors re-
marquable et invariante a de trés nombreuses transfamsgthangement d’échelle, d’orientation, d’éclagade
couleur, etc.). Au contraire, des textures non reconnuemips aléatoires créés mathématiquement par exemple,
ou textures placées hors de leur contexte) sont ménear&facon tres fugitive et sont peu robustes aux transfor
mations. Nos capacités a distinguer des textures diftes peuvent parfois s’expliquer par les capacités dagdt

du systeme visuel (bande passante des voies optiquesidistion angulaire, sensibilité aux variations locale
de luminosité [Hubel et Wiesel, 1969, Julesz, 1971]). Blarélles relevent de mécanismes de psycho-vision et
peuvent trouver des explications par exemple dans la G&8tabrie qui propose des mécanismes d'associa-
tion (groupement perceptuel) ou de discrimination, aipdds symétries, proximités, similarités des stimulus
elémentaires composant la texture [Wertheimer, 194ds€krerg et Mingolla, 1985].

L'une des remarquables capacités du systeme visuel egicdanaitre des textures déja mémorisées méme
sous de tres fortes distorsions géométriques (vuepgetges, recouvrement de surfaces gauches, etc.). Dans
ces conditions, et méme en I'absence d'un contexte fal@i@ar exemple présence de silhouettes d'objet ou
d’alignements perspectifs), le systeme visuel intempl@ déformation de la texture, non comme une perturbation
des propriétés géométriques du champ texturé, masy@ une variation de la géométrie qui supporte la tex-
ture, celle-ci restant globalement invariante dans uenepnprécisé (cf. figure 13.2). Ainsi un tronc d’arbre est
vu comme une texture homogene enroulée sur un cylindrerecamme une texture plane dont les fréquences
spatiales s’accroissent en approchant des bords.

FiG. 13.2 — Lorsque la texture n’est pas homogéne, on interpr@urellement les variations locales de ses pro-
priétés statistiques comme des déformations de lacidiar laquelle elle est projetée.

Pour toutes ces raisons, (mais aussi pour simplifier cerslidlément la tache du traiteur d’'image), nous
considérerons par la suite les textures comme spatiatenvaniantes, c’est-a-dire que nous négligerons gileénent
les effets de perspectives et les variations d’homogémki champ de distribution des intensités. Nous lev&ron
cette hypothése au paragraphe 13.6.

13.1.1 Distribution aléatoire ou reguliere ?

Une premiere constatation que I'on fait en examinant detsites naturelles est le rdle particulier que joue
I'aléatoire dans la texture. On distingue assez naturnalie deux modeles extrémes de textures, entre lesquels se
positionnent un peu toutes les textures :

1. les textures régulieres, dans lesquelles la péiitédic motif est évidente : grilles, murs, tissus, etc.

2. les textures aléatoires pour lesquelles la distrilbuties intensités n’est I'objet d’aucune régularité appa

rente : sable, nuages, herbe, foule.

La premiere famille sera bien décrite par des approctaEsuéntielles ou des approches structurelles dans
lesquelles on associera un motif et des regles de placesuenh pavage régulier.
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La seconde approche sera plutdt décrite par des loistates, des moments, une description spectrale en
termes de densité de puissance, des propriétés déatmméu d’isotropie.

Mais une texture n’est jamais strictement périodique taleanent aléatoire et les deux modeles se complétent
naturellement. L'une des difficultés est de les méler dlssmodeles capables de s’adapter a la variabilité des
textures étudiées.

13.1.2 Lesechelles des textures

Une autre particularité trés importante des texturesga&lles présentent généralement plusieurs niveaux
d’échelle auxquels on peut les étudier.

A petite echelle (donc pour des détails fins), on obserugesat un objet élementaire qui constitue la base de
la texture (poll, perle, aiguille de pin, sur la figure 13 Qtte primitive peut &tre trés réguliere géométeigent
(perle), ou photométriquement (aiguille de pin). Elle {péne au contraire relativement variable (personne dans
une foule, caillou sur une plage, nuage). Elle possedeailte ¢t des propriétés statistiques caractéristiqgas
joueront sur sa fonction de corrélation, son isotropig, Cette composante &lémentaire de la texture a tendance
naturellement a disparaitre lorsqu’on observe le chaloiped de la texture. Elle est intégrée a la texture.

A plus grande échelle (donc pour une analyse plus grejsiartexture apparait comme une juxtaposition plus
ou moins réguliere des matifs ci-dessus. Cette juxtdipogdossede ses propres lois d’isotropie, de péridgidie
régularité et induit donc d’autres lois statistiquesrfetation, densité de puissance) qui se combinent asell
motif de base.

Une bonne analyse de texture donnera des informations salecex composantes également.

13.1.3 Analyse ou synthse

Un effort trés important a été fait dans le domaine de fafsyse des images pour créer artificiellement ou copier
des textures naturelles : foréts ou cultures pour des atewls de vols, bois, tissus, métaux pour des reprégargat
d’intérieur, murs, toitures, eau, pour des jeux vidéo, €es travaux se distinguent notablement de ceux conduits
en traitement d’image qui visent plutdt a extraire desapatres discriminants et robustes permettant de séparer
des textures differentes. Mais ces travaux se rejoignemeequ’ils contribuent simultanément a une meilleure
connaissance et compréhension des textures a travemutdel analyse/synthése qui a fait ses preuves en
reconnaissance des formes. Dans la suite, nous empruengthodes aussi bien a I'analyse qu'a la synthése
des images en précisant lorsque c’est nécessaire léssinies méthodes dans I'une ou I'autre application.

13.2 Mockles de texture

13.2.1 Un moele biologiquement plausible

Compte tenu du role important de la perception humaine ldad&finition méme de texture, des modeles de tex-
tures on été proposés, s’inspirant de ce que I'on coan@@urd’hui de cette perception. Ces travaux s'appuient s
les mécanismes d’adaptation du systéme visuel auxérézps spatiales et aux orientations [Hubel et Wiesel, 1969,
de Valois et al., 1982] ainsi que sur des expérimentationies effets de masquage psychovisuel [Phillips et Wil§884].

On trouve par exemple dans [Bergen et Landy, 1991] un teleleo@®n décompose tout d’abord le flot optique
en une pyramide (cf. paragraphe 12.2.4) par une successiditirdges gaussiens et de sous-échantillonnages
adaptés (semblables aux pyramides de Burt et Adelson,[Be8tl]). Chaque niveau de la pyramide est alors
filtré par 4 filtres qui produisent une dérivée secondedfionnelle selon 'horizontale, la verticale et les deux
diagonales. On procede ensuite a une mesure d’énengsecti@que image par une intégration locale des sorties
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précédentes et I'on soustrait ces énergies, dans unenmdreau de résolution, entre orientations voisines (pour
exprimer le contraste relatif entre directions). On pdeeénfin & une étape de normalisation pour tenir compte
d’'une sorte de gain variable de contrdle de contrastdi@@xpérimentalement.

Un tel schéma de fonctionnement du systeme visuel hunsatnes schématisé et controversé. Il existe d’autres
schémas tout aussi intéressants [Mayhew et Frisby, 19748k il a le mérite de comporter la plupart des étapes
que nous reverrons plus loin pour analyser les textures.

13.2.2 Mockles stochastiques

Ces modeles, au contraire, mettent I'accent sur la digiab statistique des pixels et sur leur dépendance
spatiale. La texture est alors considérée comme lasdtadn d’un processus aléatoire gouverné par ses loiss No
avons vu dans les chapitres antérieurs deux modeles t@i@abondamment utilisés pour modéliser les textures

— le schéma booléen, et plus généralement les ensefebiess aléatoires, qui considerent la texture comme

une distribution poissonnienne de motifs et qui est pdiioement bien analysé par les outils développés en
morphologie mathématique qui permettent de définir sacipde Choquet [Schmitt et Mattioli, 1994b] ;

— les modeles autorégressifs et leurs dérivés, chkadereMarkov et champs de Markov, ces derniers étant

aujourd’huiles plus universellement adoptés. Nous nttasderons particulierement sur ce point a la section
13.4 [Cross et Jain, 1983, Chellappa et Kashyap, 1985].

13.3 Analyse et reconnaissance de textures

Il existe de nombreuses revues des diverses approchesnddyta de textures, et nous renvoyons le lec-
teur a trois textes qui couvrent assez bien I'évolutiorddmaine : [VanGool et al., 1985, Reed et du Buf, 1993,
Randen et Husgy, 1999]

13.3.1 Sckma ceréral

Le principe le plus général de I'analyse statistique égtures est le suivant.
1. On définit un voisinag¥®;; de tout pixel(s, j), de taille et de forme appropriées.

2. Sur le voisinage/;; on mesure des propriétés particulieres de I'image : spita mesure attachée a la
configurationk parmi lesN mesurées. Ces mesures seront attachées au pixel (

3. On classifie les pixels a partir du vecteur formé parrdgpar I'une des nombreuses méthodes de la recon-
naissance des formes (rappelées en section 12.1.3).

4. Eventuellement, avant cette classification, et si le vectemesures est trop grand, on réduit la dimension de
I'espace par une sélection judicieuse des composantphiesignificatives ou par analyse en composantes
principales.

La fenétre d’analyse

La dimension du voisinagg;; est importante. C’est I'un des choix délicats de I'analyss textures (cf. figure
13.3). Elle doit comprendre au moins un motif de base de lutexmesurée pour fournir des statistiques ho-
mogeénes sur la texture, mais)5j est trop grand, la précision de localisation des froptétes textures détectées
sera médiocre. La forme est généralement carréeeTelilforme peuvent éventuellement s’adapter au signal a
mesurer si I'on a quelque méthode pour le faire (pré-sedgatieon, masque de contours, etc.), mais il faut s’assurer
alors que la technique de classification n’est pas pertupbédes mesures faites sur des échantillons variables.
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La classification des donges

Ce sont celles que nous avons vues au chapitre 12.1.3 : dy@amiiques, plans séparateurs, réseaux neuro-
mimétiques, C moyennes floues, etc. Dans l'idéal on aiinpoauvoir obtenir a partir de I'imagé (i, j), une
nouvelle imagg (i, j) dont les plages seront tres distinctes et pourront, ééaht, &tre segmentées par simple
seuillage (cas de la mesure d’un seul parameétre discrieineou par des seuils multiples sur les diverses com-
posantes. En pratique il est rare que I'on puisse sépaerdages des mesures et il faut trouver des compromis
lors des décisions. Les erreurs de classification peuvatéfizier de techniques contextuelles de reclassificatio
comme la relaxation ou les champs de Markov comme nous lengplus bas (section 13.4).

Lorsque I'on cherche non seulement a discriminer des pldgaextures differentes, mais aussi a reconnaitre
des textures particulieres, on utilise des techniquedadsification superviséees : k-plus proches voisinssklas
fieurs bayésiens, réseaux neuro-mimétiques, algoeishgénétiques, préalablements entrainés sur desblese
d'apprentissage [Vickers et Modestino, 1982].

La r éduction des dimensions

Les diverses variables mesurées sont rarement indépiesdet le vecteur des, occupe rarement toutes les
dimensions déV. On calcule alors la matride de taille N x N ettelle qudI(k, ) =< m,m >. On diagonalisél
et on ne retient que seslus grands vecteurs propres sur lesquels on projettesttegenesures. La classification
se fait alors dans I'espace de dimensigrce qui réduit les calculs et permet de prendre de meiliedégisions
car les composantes sont alors non corrélées.

13.3.2 Approches par mesures statistiques

Dans ces approches on mesure les propriétés statisagt@s du poin{i, j) dans le voisinag¥®;.

FiG. 13.3 - Le choix de la taille de la fenétre d’analyse est irtgyd pour sélectionner les détails que I'on souhaite
préserver. La fenétrd permettra de déterminer des propriétés caractéuissig’une tuile de ce toit et distinguera
tuiles claires de tuiles sombres, la fenéBemesurera des propriétés moyennes sur tout le toit et égades
differences entre tuiles claires et sombres.
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Statistiques du premier ordre

Ce sont celles qui ne prennent en compte qu’un pixel a 13.fBites se déduisent de la probabilité empirique
p(n) du niveau de grig dans la fenétre ou de I'histogramrhé:) ~ vp(n) ouv est le nombre total de pixels dans
Iimage. Ce sont :

— les moments d’ordrg (non centrés) : ;. = X,,n*p(n),

— les moments centrés d’ordke i, = X, (n — u1)*p(n), eten particulier :

1. lamoyenne:  puq,
2. lavariance: o2
3. le biais : "

fi2,

I
|:§’ I

Q
W

4. 'aplatissement (ou kurtosis) : v, = % — 3.
— lénergie: W =X,|p(n)/?,
— l'entropie: E = —-%,p(n)logp(n),
— le contraste : (€ = max(n)—min(n)
max(n)+min(n)’

— ladynamique: D = max(n) — min(n),

— le coefficient de variation (surtout pour les images cehtas dont le bruit est multiplicatif : radar, images

ultra-sonores) : v = £,

— I'exposant de Holder, caractéristique de la dimensiaatéde : [Pentland, 1984].

Si les fenétres de mesure sont petites, les statistiquasrd®s sont souvent peu significatives (pour une fenétre
de30 x 30 pixels et un histogramme de 256 niveaux de gris, I'occureenayenne des pixels est inférieure a 4 par
niveau de gris). On choisit alors souvent de réduire la thgae des images. On a montré que les propriétés de
discrimination des textures se conservaient remarquasieméme pour des quantifications tres fortes des textures
(jJusgqu’a 8 ou 4 niveaux de gris seulement), a la conditladapter la quantification. Une quantification brutale se
fait en ne conservant que les bits de poids fort. Une quaattiific adaptée choisit de partager les niveaux de gris
en fonction des statistiques de la texture :

— par moyenne et écart type par exemple (cela donne 4 clagedéxjuiréparties),

— par médiane et distance interquattilee qui donne des classes équiréparties.

Les statistiques de points particuliers

On recherche dans ce cas, dans la fenigtrda densité moyenne de certains points d'intérét. Las pbuvent
utilisés sont :

— les maximums locaux de I'intensité,

— les points de contour (apres application d’'un déteateseuillage),

Les statistiques d’ordreéleve

Ce sont surtout les statistiques d’ordre 2 qui sont exgdsitc’est-a-dire celles qui mettent en jeu deux pixels
simultanément. En effet, B. Julesz a émis une conjecfanelée sur une trés vaste étude expérimentale, que le
systeme perceptif humain ne distingue pas les texturesrgudes statistiques similaires aux ordres 1 et 2, méme
si elles different aux ordres supérieurs [Julesz, 19C&jte conjecture a été démontrée fausse par A. Gagadowi
qui a produit des textures artificielles ne differant qlidre 3 [Gagalowics et Tournier-Lasserve, 1986], mais
perceptivement differentes (cf. figure 13.4). La conjeetle Julesz demeure cependant un guide important pour
les études sur les textures car elle est assez bien equiiér les textures naturelles.

LAttention, on désigne également parfois par premiereotels statistiques comme la moyenne, qui ne mettent en jedegumoments du
premier ordre.

?La distance interquartile est la distance qui, dans I'gistmme, sépare les niveaux de gris 88% de pixels les plus sombres de ceux
des25% de pixels les plus clairs. C’est une mesure robuste dddi@ent d’une loi.
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FiG. 13.4 — A gauche, les 2 textures different des le premidreorAu centre, les 2 textures sont identiques au
premier ordre mais different au second. A droite les 2 t@gisont identiques a I'ordre 1 et a I'ordre 2, mais

differentes a l'ordre 3. Ces deux textures sont distitdgmvisuellement, en contradiction avec la conjecture de
Julesz.

Les statistiques d’ordre 2 sont bien appréhendées pankion d’autocorr élation® de la texture, et plus
particulierement par la fonction d’autocorrélation mée centrée :

vay(f(la.]) _f)(f(l+ka.]+l) _f)

Cylk,1;i,5) = Svi, (£, 5) = f)?

On déduit de nombreuses propriétés de cette fonction :

1. dans une direction donnée, et au voisinage de 'origihe peut étre frequemment approchée par une fonc-
tion réguliere, par exemple :
Cy(k, 154, 5) ~ e~ (Bl =B
et les parameétres et 5 sont trés significatifs de la dépendance spatiale: (ehj) des niveaux de gris a
l'intérieur de la texture ;

2. les deux directions d’'inertie maximalg (i, j) et minimale); (¢, j) extraites de&”'; (k, [; ¢, j) expriment bien
les directions privileégiées de la texture et, sile rap@@rest fort, la texture est fortement anisotrope.

3. si la fonctionC/(k, ; 4, j) possede des maximums locaux differentscde 0,/ = 0, alors la texture est
fortement périodique et les périodes de la fonction deétation permettent d’estimer de facon robuste la
période de la texture.

4. enfin par transformation de Fourier, la fonction d’autoelation donne acces au spectre de densité de puis-

sance (théoreme de Wiener-Kinchine, cf. section 2.43,teus les traitements spectraux que nous verrons
ci-dessous.

Plus encore que la fonction d’autocorrélation festrices de cooccurrenceont des outils adaptés a I'analyse
des textures. Ces matrices sont définies pour un vecteuadsgldtionV; donné comme la probabilité jointe de
'amplitude d’'un pointM et d’'un pointN = M + V;. Elles sont obtenues pratiquement par une estimation
sur la texture, c’est-a-dire un décompte des occurredessiiveauxn en M etn en N. C'est donc un tableau
généralement de tail2h6 x 256 si la texture a 256 niveaux de gris :

['(m,n;V;) = proba (f(M)=m, f(N=M+V;) =n))

En raison de sa taille méme, la matrice de cooccurrenceastcette forme un outil ni trés pratique, ni trés
fiable (les valeur§'(m, n;V;) sont des estimations tres médiocres des probabiktéles). On a donc intérét a
comprimer ces matrices. Cela se fait de plusieurs facons :

— en diminuant le nombre de niveaux de gris par une quanidicaéguliere ou adaptative, par exemple 8

niveaux de gris déterminés de facon adaptée (par ma&yehécart-type ou par médiane et distance inter-
guartile) donnent souvent une bonne qualité de représent

Scertains auteurs préférent étudieviiogramme qui s'exprime commé — Cy (k, 1).
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FiG. 13.5 — Construction d’'une matrice de cooccurrence : omid&fin vecteur/;, puis on mesure I'occurrence
des couples de niveaux de grisen M etn en N. La matrice de coocurrence ainsi calculéeel&st, n, V).

— en tirant profit des symeétries existant dans la texture pegrouper des vecteui§ contribuant de facon
identique a I'apparence de la texture (par exemple deguecsymétriques le long des axes, ou des vecteurs
de méme module si la texture est isotrope) ;

— en ne conservant que les seuls vecteurs significatifs ;

— enfin, on a pu montrer que quelques descripteurs des nsatteeooccurrences pouvaient trés bien les
représenter : position du centre de gravité, rapportnkdies, énergie, entropie, facteurs de symétrie, etc.
[Chen et Pavlidis, 1979].

Les configurations particulieres de pixels

On s’intéresse dans cette méthode a mesurer la praiéabdpparition de certaines configurations particeléer
de pixels (cf. figure 13.6). Ce sont donc des techniques gppéiquent surtout a des textures binaires ou a tres peu
de niveaux de gris (ou rendues telles). Les mesures aitess faérmettent de construire un vecteur d’attributs qui
permettra de discriminer des textures differentes. Dedigarations bien choisies pour un probleme particulier
peuvent étre tres discriminantes. Mais il est souvefficdd d'éviter que des mesures ne soient statistiquement
dépendantes car les probabilités de certaines fergdresevidemment dépendantes. Il convient donc souvent de
réduire la dimension de I'espace des parametres parsmalycomposantes principales.

FiIG. 13.6 — Quelques configurations particulieres de pixelpguvent étre mesurées pour fournir un descripteur
statistique : par exemple on mesure le nombre d'occurretedrois pixels alignés horizontalement, les 2 des
bords étant noirs et celui du centre blanc (en haut a gauche
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13.3.3 La cktection d’énergie dans des canaux &quentiels

L'idée sous-jacente a toutes ces techniques est d'extfénergie portée par le signal dans des bandes de
frequences diverses. Il n'est alors pas nécessairdigarte fenétre d’estimation, car les analyses fréqakes
utilisées disposent généralement de leurs propregitorscde fenétrage, souvent gaussiennes. Il existe danc de

familles de techniques :
— celles qui analysent systématiquement tout I'espaeguientiel (par exemple par une décomposition en

ondelettes),
— celles qui sélectionnent un petit nombre de domainegifritiels significatifs (c’est par exemple I'analyse

par filtres de Gabor).

Les filtres de Law

Ce sont des filtres trés simples qui sont appliqués daspdee de I'image par des masques, dans I'esprit des
filtres de détection de contour par masquage adapté. tres ffont au nombre de 25, obtenus par produit eh
y de 5 filtres de base (cf. figure 13.7). Leurs performancesreodestes, mais ils sont trés rapides.

JJLL IS N

S
SR

FiG. 13.7 — Les 5 filtres de base de Law. Un filtre de détectionegstdduit séparable de deux de ces filtres. Il est
appliqué dans I'espace de I'image.

Les filtres en anneau et en coin

Ce sont des filtres définis dans I'espace de Fourier a 2 dilmes1 [Coggins et Jains, 1985]. lls sont constitués
du produit de deux familles élémentaires de filtres :
— 7 filtres en anneau, échelonnés de facon dyadique {&dse centrés autour de fréquences suivant une
progression géomeétrique de fréquences, le premieledgiémce; = vy, le second de frequence = 21y,
le troisieme de fréquenag = 4uy, etc.), et de profil gaussien (cf. figure 13.8) :

Bi(v = VB T 07) = exp [—g}

203

le recouvrement de ces filtres est controlé par le par@met
— 4filtres directionnels selon les axes et les diagonaiggenent de profils gaussiens.
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FiGc. 13.8 — Les filtres en anneau dans le domaine spectral sesurdes fréquences : 0,25, 0,40 et 0,60. Ce ne
sont donc pas des filtres dyadiques.

Les filtres dyadiques de Gabor

Ce sont des filtres qui essaient de copier les fonctions dsilanvdes mammiféeres. lls sont assez proches des
précédents. Ce sont aussi des filtres a couverture dyadjgi se déduisent par rotation et homothétie du filtre de
base qui a pour réponse impulsionnelle [Jain et Farroki8ia1] :

¢(x,y) = exp [—1/2 {I—z + y_Z” cos(2mvpx)
UI Uy

Dans [Jain et Farrokhnia, 1991], on conseille 'emploi deé&gfiences radiales differentes et de 4 orientations.
Dans [Randen et Husgy, 1999], on utilise aussi 4 orientabifes fréquences radiales suivantes :

V2 V2 V2 V2 V2
26 25 24 23 92

Les ondelettes et les QMF

La transformation en ondelettes discretes permet deiclimis famille compléete de filtres de décompaosition
en sous-bandes. Ces méthodes ont été présentéespatnecBal es ondelettes de Mallat [Mallat, 1989] utilisent
elles aussi une décomposition dyadique (mais deux direstl’analyse seulement). Des travaux suggerent qu’une
décomposition plus serrée que I'octave (c’est-a-dee décompositions non-dyadiques) serait plus efficace pou
I'analyse des textures [Chang et Kuo, 1993]. On proposelaisage de paquets d’ondelettes [Laine et Fan, 1993,
Saito et Coifman, 1995]. Les ondelettes de Daubechies demielune des bases d’ondelettes les plus utilisées
pour I'analyse de textures en raison de leur bonne effieagttalcul, de leurs bonnes performances pour séparer
les frequences ainsi que de la grande variété des forsotjo’elles autorisent [Daubechies, 1992b, Unser, 1995].

Des modeles ont eégalement été créés alliant les {@tégrde sélection des ondelettes et les modelesisfats
[Portilla et Simoncelli, 2000].

13.3.4 Les filtres optimigs

Lorsque I'on cherche a distinguer 2 textures, ou un petfitln@ de textures connues par avance, la recherche
systématique de I'énergie dans de nombreuses décatiopssn sous-bandes peut étre trés lourde et hasardeuse.
Il est possible de mettre en place des techniques adapigekep seules textures que I'on recherche qui permettent
de se concentrer sur quelques mesures seulement de I'ésaaoentiel.

Les filtres de Gabor, qui disposent d'un petit nombre de patas seulement se prétent assez bien a ce type
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d’optimisation. On cherche alors a optimiser un criteomme :

— 2 _ 2
J1 = & Jy = (:utl Mt2> ou Js = (H’tl :utz)

2 2
Ht, oty oty o, T 0,

ou u;, est la valeur moyenne de la mesure donnée par la tekteter,, sa variance [Unser, 1986]. Il est parfois
possible de déterminer des valeurs optimales analytidesltres par ces critéres, dans les autres cas on optimise
par essai-erreur.

13.3.5 Les modélisations autoiegressives

De la méme fagon que les signaux monodimensionnels sahys@s par des modélisations autorégressives
uni-dimensionnelles (AR ou ARMA) afin de mettre en évidetesepériodicités qu’ils contiennent, les signaux
bidimensionnels peuvent étre analysés par des modelestgressifs bi-dimensionnels. Un étude trés cotaplé
de ces méthodes de description est présentée danslfGaosgl1].

Dans une approche autorégressive a moyenne ajustée A\RNMhage est décrite par la formule :

FG )= arif(i—kj—1)+booBGj)+ > beaB(i—kj—1) (13.1)
(k,1)EDs (k,1)ED.

ou D; représente le domaine de prédiction lié a la sortie defiD,, celui lié a I'entrée du filtre eB décrit un
processus de bruit. Si les coefficiehtg sont nuls pour toutk, [) appartenant ®., alors le processus est AR. Si
les coefficients, ; sont nuls pour toutk, [) appartenant ®,, alors le processus est MA.

Le choix des domaineB, et D, incombe a I'utilisateur. Dans de nombreux cas on chdlsit= D, = D. Afin
de conserver aux modeles ARMA une bonne localité, il eshadable que le nombre de termes darspoit faible,
mais pour bien représenter des signaux a longue pétiediozaut mieux qu'il soit grand. Ces modeles expriment
naturellement une dépendance causale et suscitent dedisdassions comme celles que nous avons abordées au
chapitre 2.

Les modeles ARMA permettent de représenter trés bienpoite quelle densité spectrale de puissance. Ceci
se fait en utilisant les équations normales associeesutie\Walker [Alata et Cariou, 2001]. Les représentations
par modélisation autorégressive des textures est phétiement efficace pour des textures trés périodiqtids e
large extension.

13.4 Les approches par champs markoviens

Les champs de Markov (cf. chapitre 7) peuvent étre vus coomeesous-classe des processus ARMA, mais
leur adaptation a traiter des images les distinguentelfs&tent doublement a I'analyse des textures :

1. tout d’abord parce qu’ils comportent naturellement descdptions des dépendances spatiales entre pixels
par le choix des cliques et des potentiels d’interactionediu des cliques,

2. mais aussi parce gu'’ils ont, dans le terme d’énergaliéconnaissances a priori, les éléments qui permettent
de décrire les régions et leurs interactions.

Les champs de Markov sont particulierement adaptés pmthétiser et modéliser des textures, puisqu’il
suffit de se donner les potentiels correspondant aux i@srile dépendance, d'isotropie, de distance aux centres
de classe, etc. que I'on souhaite voir représenter. |l yng doe abondante littérature qui exploite le formalisnee de
champs markoviens pour segmenter des textures : [Hu et Fai®9g, Derin et Elliott, 1987b] [Won et Derin, 1992,
Andrey et Tarroux, 1998] treés faciles d’emploi en synthéss textures, ils sont cependant d’un usage plus difficile
en analyse car il n’existe pas de formulation explicite pettemt de déterminer les potentiels correspondant a une
texture dont on dispose.
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En régle générale, pour retrouver un champ de Markovtr pi@ la réalisation d’'une texture, il faut définir les
cliques significatives, puis les potentiels qui lient léesdans ces cliques [Azencott et al., 1997].

1. La détermination des cliques utiles : on peut I'obteqit par I'analyse des fonctions de corrélation, soit par
des techniques de croissance de voisinage, accompagnéestsld’indépendance au fur et a mesure que
I'on agrandit le voisinage.

2. La détermination des potentiels : elle passe souvenap@duction des potentiels possibles a des classes
étroites (par exemple les potentiels quadratiques oudnfiels polynomiaux), elle peut alors se faire par
des techniques de moindres carrés ou par des méthodesatgfitechniques de renormalisation).

13.4.1 La nethode de Manjunath et Chellappa

C’est une technique assez typique des approches markegehlie repose sur I'hypothese de probabilités
gaussiennes dans chaque classe (donc de potentiels igaesa{Manjunath et Chellapa, 1991]. Les énergies
d’'attache aux données pour une classe= [ sont de la forme :

1
Ul (yslyral) = F [yg - 229éysyr‘| (132)
l -

dont les inconnues sont, pour chaque textulesd;, 1 eto?, ol lesd; correspondent aux cliques des directions S,
SE, E, etc. du point (cf. figure 13.9).

FiG. 13.9 — Le 8-voisinage utilisé par Manjunath et Chelapealé&s les cliques d’ordre 2 sont utilisées.

Dans une premiére étape, il faut apprendre les paras@é®textures. L'image est arbitrairement subdivisée
en petites fenétrel. Prenons une seule fenétre de taille n dont on va supposer la texture homogéne. Sur cette
fenétre on estim® aux moindres carrés par la formfite

Xﬂj Qst] : l%j stsl

é:

avec Qs = [ys+17 Ys—1, Ys+2, ]t
N 2
et 62=2LY, {y - @tQS} .

Une tache délicate est I'estimation du nombre de clasgiesaffait soit de facon supervisée, soit par analyse
du nuage des points obtenus sur toutes les fenétres. Sumpgse I'on recherch®’ classes. On détermine les
N meilleures classes du nuage des points obtenus sur tostEenktres par exemple par un algorithme de nuées
dynamiques. Cela nous fournit vecteurs de parametrgs = 0%, 05 0% 0% u* ok.

On peut alors procéder a la phase de segmentation. Onseardéis travailler au niveau des sites du champ
de Markov. On introduit un champ de liaisons entre les pjpa@dgrit par la seule variable binaire (processus de

4Cest ici que I'hypothése gaussienne simplifie le calctéstimation peut se faire par moindres carrés de fagoficitep
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bord) b qui vaut 0 si deux pixels voisins sont dans une méme clas$es'ds sont dans des classes difféerentes.
On recherche la distribution déset desV;), variables caractéristiques de I'appartenance du pixela classe\
(Vsa = 0 ssi le pixel au sites appartient a la class® qui minimise I'énergie :

U= ZZ (5 AVar = (1=0) D > > ViaVia

s X teENs

ou le premier terme exprime I'attache aux données et lergkta priori sur les régions. Les incluent toute
l'information connue sur le site appartenant a la classe: par exemple:(s, A) = w(A) + u1(Y's, A), u; étant
comme dans la formule 13.2 etétant un biais propre a la classel’optimisation d’'une telle fonction d’énergie
se fait soit par relaxation déterministe (par exempleM @erated Conditional Modegui remplace a chaque étape
la classe\ par celle qui minimise I'énergi& au site considéré), soit par recuit simulé (relaxatimtisastique)
(cf. chapitre 7).

13.4.2 La nethode de Kervrann et Heitz

Dans cette méthode [Kervrann et Heitz, 1995], on calculelsa fenétres recouvrant 'image, des matrices de
cooccurrence (cf. section 13.5). En chaque fenétre, aigésepte la texture par un vecteur d’attributs issus de ces
matricesO, = {o},0?%,...,0"%}. Le terme d’attache aux données s’écrit sous la forme :

Up =) V(O 0,)

sEN

ou O, est le vecteur d’attributs du siteet O, est le vecteur d’attributs de la région d’étiquettaffectée au sita.
Le potentiell” s’écrit a partir de la distanc& de Smirnov-Kolmogorov des composantét o des vecteurs :

V(0,,05) =) _[2T oh) > c') —1]

i=1

ou la fonctionT” vaut 0 ou 1 selon que les valeursflesont supérieures ou inférieures a une valeur de geistue
des tables du test de Smirnov-Kolmogorov [Saporta, 1990].

Le champ évolue vers le critere du MAP (Maximum A Posteéyipar la technique de relaxation sous-optimale
de I'lCM : pour chaque site on choisit la meilleure classamides seules classes des voisins du site considéré (cf.
chapitre 7).

La construction des classeg se fait de la fagon suivante. Initialement il n'y a qu'unasde, identifiee au
vecteur de la premiere fenétre rencontrée. Les autieiswis de texture sont associés a cette classe si leandést
est inférieure au seuil donné. Afin de créer de nouvelesses, on crée une class®urre-tout» dans laquelle
sont rangées toutes les textures trop €loignées ded&gletrouvée. Aprés un passage sur I'image, on détermi
les parametres de la classe trouvée (en calculant unurégfesur toutes les réalisations trouvées) et on accroit de
1 le nombre de classes. On reprend le balayage de I'imagéef@rce procédé jusqu’a ce qu’un nombre pré-établi
de classes soit trouvé ou qu'il n'y ait plus de candidatssdarclasse fourre-tout.

Comme dans le cas précédent, la taille des fenétregttoit
1. assez grande pour permettre une caractérisatiortigia¢iséaliste des textures (et de leurs motifs) ;
2. assez petite pour conduire a des segmentations finegtigls d

Notons que cette méthode, au contraire de la précédeatpermet pas de déterminer les potentiels et les
cliques des textures retenues, autrement que par reieerx primitives de la matrice de cooccurrence.
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13.5 Les nethodes structurales

Ces méthodes ne s’appliquent qu'aux textures constrsliteane primitive bien identifiable qui se répéte sur
une maille réguliére. L'analyse d’une texture homogaméait en plusieurs étapes :

1. l'image est découpée en sous-fenétres, chacuner@nitplusieurs primitives (typiquement de I'ordre de
5 x 5 primitives),

2. sur chaque sous fenétre on détermine les 2 vecteursmadgepériodicité, par exemple par 'examen de la
fonction d’auto-corrélation,

3. connaissant ces vecteurs, chaque sous-image est rsenpdir un rééchantillonnage de facon a ce que les
nouveaux vecteurs de périodicité soient tous dans urieqode référence,

4. on calcule alors par TF le motif de la primitive en sommanmisl’espace de Fourier toutes les sous-fenétres
normalisées et en isolant le sous-domaine du fondamental,

5. on est alors en mesure de reconstruire une texture geefaiepétant le motif moyen sur la maille moyenne,
ou des textures plus ou moins parfaites en mélangeant difs néels ou moyens sur des mailles réelles ou
moyennes.

Des méthodes plus structurales encore s’appuient suedkesitjues de graphes ou de grammaires. Dans les
approches par graphes, on représente les dépendaneekesmtiverses cmposantes de la texture par des graphes
(arbres, cycles) mettant en évidence les dépendanaesixels. Dans les approches par grammaires, on parcourt
la texture ou des sous-ensembles de la texture par un balays@matique de tous les sites, construisant ainsi une
chaine de descripteurs. Les relations entre les desgripseiccessifs sont exprimées par des regles qui indiquen
I'enchainement des niveaux de gris le long du parcourschates font alors I'objet d’un traitement syntaxique
qui extrait ces dépendances [Lu et Fu, 1978, Lu et Fu, 1979].

13.6 Textures letérogenes

Si I'on fait I'hypothése que la texture sous-jacente esti@naire, on peut déduire des variations de ses pro-
priétés statistiques dans I'image, des éléments anfigpour remonter a une connaissance de certains éteden
relief et d’orientation 3D des objets de la scéne obsel@ék est naturellement fait par systeme visuel humain (cf
figure 13.2). Pour faire cela par traitement numériquegiivient de mesurer en chaque point de I'image (c’est-
a-dire en des zones suffisamment petites autour de chadnt® ges propriétés statistiques d’ordre 2 (prenant en
compte les pixels 2 par 2, comme par exemple la décroisshnleecorrélation & /2), puis d’étudier les variations
spatiales de ces propriétés. Ces variations sont albegsen |'orientation de la surface observée (gémanaint
sous I'hypothése que celle-ci fait un angle constant awvelirection d’observation).



Chapitre 14

Description de contours et de formes

Chapitre rédigé par Henri MTRE

Dans de nombreuses applications de traitement des imagefyis I'image segmentée (on peut le faire, de la
facon la plus simple, en seuillant I'image [Sahoo et al88 ham et al., 1998] ou a partir des méthodes décrites
aux chapitres 11 et 12), on essaie de reconnaitre les dibts qui la composent a partir de leur seule silhouette.
C’est particulierement vrai dans les applications deangsllesquelles on est intéressé a saisir ou trier dessobje
arrivant sur un convoyetirdans les applications de reconnaissance de caractérsisj@e pour des applications
de surveillance ou de guidage, par exemple en imagerieamglit

Il est utile alors que l'utilisateur dispose d’une représgion de la forme vérifiant plusieurs propriétés :

1. une bonne fidélité a la forme initiale,

2. une bonne discrimination de formes différentes,

3. une bonne adaptation aux opérations de reconnaissasderthes, et en particulier une insensibilité aux

déformations qui sont susceptibles d’entacher I'objet,

4. une certaine compacité pour permettre I'archivage aelmeuses formes et potentiellement de ces mémes

formes sous divers aspects.

De nombreuses représentations des formes ont étéogipéss concurremment, chacune pour répondre a un
probleme parfois assez spécifique et donc mettant I'dseer’'une ou I'autre des propriétés ci-dessus.

14.1 Fonction caracéristique

La représentation naturelle d’'une forme dans une imagearesteprésentation par fonction caractéristique,
c’est a dire sous forme d’'une image binaire, les seuls pixeh-nulles étant ceux couverts par la forme :

f,5) = 0 si(i,j) ¢ objet
= 1 si(i,j) € objet

Dans une image ou de nombreux objets existent, on utiliedraage d'étiquettes (ou dabelg qui généralise la
notion de fonction caractéristique :

fi.j)=k  si(ij) € objetk

1Le tri se partage en tri planaire (oU les objets sont pbdataent mis a plat, généralement sur un tapis roulahén éri en vrac, ou ils sont
présentés dans un désordre total.

225
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0

étiquette étiquette

77 initiale pointeur  finale
0 0

1 1

7 2 )

3 —>» 2 2

4 —» 3 2

g 5 3

6 —» 2 2

| 3 7 —» 2 2

2y 8 4

FiG. 14.1 — Etiquetage d’'une image en 4 connexité. L'image delga est le résultat du premier passage jus-
gu’au point noté x. Les étiquettes ont été attribugehaque point soit en donnant une nouvelle étiquette si les
2 antécédents du point sont a 0, soit en donnant I'étiquies antécédents si ces antécédents ont une &tiquet
semblable differente de 0. En x les étiquettes sont deuvaliéférente. Le pixel x se voit attribué I'étiquette arc

2 =min(2,7), le pixel y I'étiquette 2, le pixel z I'etiquiet 3 et le pixel t I'étiquette 2. Le point x crée le pointeur
7~ 2,y le pointeur 3~ 2,z 4~ 3 ett 6~ 2. Aprés un second passage sur I'image, on déterminetdsfiiemle

des étiquettes de 0 a 4. Pour recréer une image d'éteguen conformité avec cette liste, il faut donc faire un
deuxieme passage sur I'image.

Une image d'étiquettes résulte d'une procédure diigtgge. Elle se fait par le choix d’'une connexité qui
permet de définir les propriétés de topologie des diviejets (4- ou 8- connexité sur les trames carrées, 6-caténex
en trame hexagonale). L'étiquetage vient attribuer ditgiétte semblable a tous les points connexes au sens de la
segmentation. Par exemple en 4-connexité un algorithitigdetage fonctionne de la fagon suivante (cf. figure
14.1).

1. une liste d’'étiquettes est initialisee a 0 ;
2. le balayage (par exemple vidéo) de I'image est inifglisu premier point est attribuée I'étiquette O ;

3. un point nouveau est pris dans I'ordre du balayage ; on ieasa connexité a son voisin supérieur et a son
voisin de gauche (ses antécédents) :

— si le point courant est connexe a ses deux antécédantse(es de la segmentation), et si ses deux
antécédents ont la méme étiquette, on lui attribueliette de ces antécédents;

— sile point courant est est connexe a ses deux antécgd®its que ses deux antécédents n'ont pas la méme
étiquette, on donne au point I'étiquette la plus petitenpdes deux, puis dans la liste des étiquettes, on
crée un pointeur qui renvoie de I'étiquette la plus gravels I'étiquette la plus petite ;

— si le point courant est connexe a I'un seulement de sesc@dénts, on lui attribue I'étiquette de cet
antécédent;

— sile point courant n’est pas connexe a ses deux antdt£aa incrémente la liste des étiquettes, puis on
attribue au point courant cette nouvelle étiquette ;

4. onretourne en 3 jusqu’a atteindre le dernier point cadtje.

Lorsque I'ensemble de I'image a été ainsi traité (api@sc un passage complet sur I'image), on réorganise
I'image des étiquettes. Pour cela on parcourt cette imagleagjue valeur d’'étiquette est remplacée par I'étiguet
terminale rencontrée en remontant la liste des pointdwadiste des étiquettes est alors filtrée de toutes les
étiquettes qui possedent au moins un pointeur. On caesdiinsi une liste d’étiquettes qui occupe tous les en-
tiers entre 0 ek,,q. S'il Y @ kpae Objets se découpant sur un fond.
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14.2 Description de formes

Les descripteurs (ou parametres) de forme sont des nowphire=présentent chaque forme et permettent de les
classer (par exemple par nuées dynamiques ou plans gagajaCes parametres ont été abondamment proposés
dans la littérature [Coster et Chermant, 1985], beau&tapt ‘adaptés a des formes particulieres. Citons les plu
utilisés, par exemple :

— le rapport iso-périmétrique, proportionnel au rapplorcarré du périmetre de I'objet a sa surface (dans des

images continues, il est maximum pour le cercle) ;

— l'indice d’allongement [Schmitt et Mattioli, 1994b], grortionnel au rapport du carré du diametre géodésique

a la surface de I'objet, (minimal pour les disques au sens@inage choisi).
Les parametres de forme sont bien adaptés pour des okjetslld assez grande car ils ont souvent été définis
pour des formes continues. Pour des objets de petite tgilleldues pixels), la discrétisation du maillage induit
des comportements souvent peu satisfaisants.

14.2.1 RepEsentation par les moments

Connaissant I'objet par sa fonction caractéristigi(e, y), une représentation classique de sa forme consiste a
en mesurer les divers moments :

En particulier les moments centrés (rapportés au ceetgralité (X, Y,) de la forme) sont invariants par transla-
tion :
S = [ [(@ = X" (0 = Yo)" (o) dody

Sur une image discrete, ces moments s’écrivent :

1 G .

j=1k=1

Les moments d'inertie (valeurs propres de la matrice diegmatrice2 x 2 de terme courant/,,,,,, m-+n = 2)
sont invariants par rotation. Les moments d’inertie napér la plus grande valeur propre sont invariants par
similitude (rotation et facteur d’échelle). Les momeritaettie décrivent bien I'allongement de formes réguéis
comme des ellipses ou des distributions gaussiennes.ntgptes ambigus sur des formes complexes (cf. figure
14.2).

a b c

FIG. 14.2 — Description de formes par : a - ellipse et axes diiagnt- boite englobante, ¢ - boite minimale.

14.2.2 Repeésentation par les moments invariants

Des moments invariants ont été proposés (nommés maerdertilbert), invariants par translation, rotation et
changement d’échelle (dans la limite de I'approximatianyne maille discréte) [Hu, 1962] . lIs se construisent a
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partir du moment normé :

Ny =B
Mg
olla = 1(m+n) + 1, par les formules :

hi = Nz + No2
hy = (Nag— No2)® +4AN7
hs = (N30 —3N12)® + (Noz — 3Na1)?
hy = (N30 + Ni2)?> 4+ (Noz — N2y )?
hs (N30 — 3N12)(N3o + N12)[(N3o + N12)* — 3(Noz + Na1)?]

+(3Na1 — Noz)(Nog + N21)[3(Nso + N12)® — (Nos + Noi)?]
he = (Nag — No2)[(N3o + N12)* — (Nog + Na1)?]

+4N11(N3g 4 N12)(Noz + Na1)
hr = (3N12 — N30)(Nos + N21)[3(N3o + N12)?® — (Noz + Na1)?]

+(3N21 — No3z)(N3o + N12)[(N30 + N12)? — 3(Nos + No1)?]

14.2.3 Boates englobantes et bibes minimales

Lorsque les formes sont plus irréguliéres, on préféwesent des descriptions de I'allongement par la forme de
la boite englobante :
— soit la boite alignée sur les axes et donc simplememidgdar ses dimensions,o. — Zmin) €t Wmaz —

ymin);
— soit la boite orientée selon le diamétre minimal dejeolde calcul un peu plus complexe) (cf. figure 14.2).

14.3 Polygones de Guzman

C’est I'une des méthodes les plus anciennes [Guzman, 18@®jproche de Guzman consiste a envelopper
I'objet a reconstruire dans de$oites» de formes de plus en plus précisément adaptées. Ell@paats’appliquer
soit a partir d'une image d’étiquettes de la forme a asedysoit a partir d’'une liste des pixels de contour de la
forme. Les formes prototypes auxquelles seront comp&éebjets sont construites sur un maillage carré de fagon
systématique et se classent en niveaux en fonction de dméan de leur périméetre. Cette longueur (exprimée en
pixels) étant obligatoirement paire, on décrit chaqweai par le demi-cardinal du nombre de pixels constituant la
frontiere. Dans chaque niveau, les divers prototypesremé@rés par un indice qui les identifie uniquement. Ainsi,
la forme la plus simple (le carré unitaire) a une longuewat4lpnc appartient au niveau 2). C'est la forf@, 1).

Afin de tenir compte des symeétries et des rotations gk toutes les formes identiques par rotation modula

et toutes les formes identiques par symétrie droite (papaet & un axe horizontal ou vertical) sont rapportées
a une méme prototype du dictionnaire des formes (cf. figdr8). Un objet quelconque est donc décrit par une
succession d’indices décrivant I'objet a divers nivedexrésolution. Deux objets sont généralement idensique
jusqu’a un niveauw, puis differents a partir du niveau+ 1 (cf. figure 14.4).

Cette approche rencontre plusieurs limites :

— pour les ordres grands, les formes deviennent treés narsdset le dictionnaire trop grand. La recherche du
représentant se faisant par comparaison au prototyperddxés longue;

— les distances d’une forme a un prototype ne s'imposentigpdacon unique (cf. figure 14.5), laissant place
a des classements différents selon le critere adopté;
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FIG. 14.3 — Les premieres formes du dictionnaire de Guzman.

— les relations« verticales» entre niveaux sont complexes et ne permettent pas d&xecdE parcours de
I'arbre de facon commode;

— certaines formes se retrouventidentiques dans des midd#arents, a un facteur d’échelle prés (par exemple
le carré élémentaire se retrouve dans tous les niveapairs).

(3]

FIG. 14.4 — Représentation de Guzman. Les 2 formes A et B soriilablas aux niveaux de représentation 3 et 5,
mais different au niveau 14, ou I'une est représentédeparototype 34 et I'autre par le prototype 51.

L'approche de Guzman a été abandonnée aujourd’hui,efiaiapporte des concepts intéressants a la descrip-
tion des formes :

— la notion de raffinement de la description,
— la notion de similarité entre tous les objetgus de trés loin,

— lanotion d’invariance par rotation, symeétrie et changetd’échelle que I'on pourrait étendre éventuellement
a d’autres transformations.

14.4 Chdnes de Freeman

C’est la méthode la plus ancienne de description des conttans les images et aussi la plus utilisée encore
aujourd’hui [Freeman, 1961, Freeman, 1977]. Si elle esnmatilisée en reconnaissance des formes qu’elle le

fut, elle est trés frequemment utilisée dans des apgmica récentes comme la transmission des images par zones
(par exemple dans MPEG-).
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FiG. 14.5 — L'arbitraire de I'approximation des formes : la fam est I'objet. Les 3 formes X, Y et Z en sont
des approximations. La distance d’une représentatiarférine initiale peut se mesurer par la surface entre les 2
contours. Il y a de nombreuses formes a distance minimadst Xine forme la plus proche en terme de surface et
« la plus simple> au sens du nombre d’angles droits lorsqu'’il y a plusieurstenis de méme distance. Y est la
forme la plus proche par défaut (entierement contenue éanZ est celle par exces. Z et Y sont superposées a
droite.

14.4.1 [efinition

C’est une technique de représentation des directions elwgn(on code la direction le long du contour dans
un repére absolu lors du parcours du contour a partir dawiggne donnée). Les directions peuvent se représenter
en 4-connexité (codage sur 2 bits) ou en 8-connexité @odar 3 bits).

Le codage d’'un contour se fait donc de la fagon suivante :

1. transmission des coordonnées absolues du point detdépa

2. transmission de la liste des codes de déplacement dinhgwcontour au suivant sur le maillage.
Les codes des contours sont donnés par la figure 14.6.

Dans d’autres techniques, on code de facon différeatielichangement de direction d’un point au suivant.
Cela peut se justifier en codage sur 3 bits si une directioméstiominante par rapport aux autres.

1 3 2 1
2 0 4 0
3 5 6 7

FIG. 14.6 — Les codes de Freeman en 4-connexité (a gaucheBet@mexité (a droite).

Deux exemples de codages par chaines de Freeman somtpgeser la figure 14.7 (le codage du position-
nement absolu a été omis). Dans le cas de la 4-connegit®dage de la suite de contours occupe 124 bits
(62 x 2), tandis qu’en 8 connexité elle occupe 126 bitd & 3). Il N’y a pas de regle générale sur I'efficacité des
représentations en termes de compression. Si la courbégsbmplexe (beaucoup de changements de direction),

2des essais ont été faits pour coder également les chéénéreeman sur 4 bits en ajoutant les directions reliartife pentral & la seconde
couronne des voisins qui ne sont pas dans la direction dsimsale la premiére couronne. Mais cette approche n'a pas #&s grand succes.
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le codage en 8-connexité est généralement plus compacfualité du codage est cependant toujours au moins
aussi bonne en 8-connexiteé.

'Y=100007707707776544434445576777000010101001

FiG. 14.7 — Codage de Freeman. Approximation de la courbe A pardine X (en 4-connexité) et par la chaine

Y (en 8-connexite).
0 12 34567 2
1 2 6 7
2 0

3 4 0 00000303444142000720660500011

6 4 b
7 0 4 5
0 6 /

000022442420000066600011

~ o o A WP O
N

FiG. 14.8 — En 8-connexité, il est possible de simplifier lesrbea en remplacant certains couples de descripteurs
par le descripteur de la table ci-dessus. Dans la figure deedha figure b est une simplifiee de la figure a par
remplacement des seuls angles aigus. Il existe plusieumifées selon I'ordre de substitution que I'on adopte.

14.4.2 Les proprietes des chines de Freeman
Les chaines de Freeman se prétent a un certain nombrerdguladions commodes.

1. On obtient une dilatation de la courbe d’un facte@n répétankfois chaque descripteur.
2. On ne peut généralement pas réduire une courbe sdossitis.

3. On fait tourner une courbe dex 27” (dans le cas d’une chaine de Freemanenonnexité) en ajoutant (ou
retranchantk modulon a la chaine initiale.

4. On mesure la longueur d’'une courbe par les formules st@gan
— en 4-connexité L = nombre de descripteurs,
— en 8-connexité L. = nombre de descripteurs pairs,/2 nombre de descripteurs impairs.
5. Inversion d’un chemin : on inverse tous les descripteuns énverse la séquence. L'inverse d'un descripteur
jestj =n/2+j mod(n).
exemple en 4-connexité : X = 001321 — X = 301322.
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Simplification d’un chemin : c’est un chemin dont on a supgrdes détails sans changer globalement
la forme. Cela s’obtient en remplacant des séquences disscripteurs consécutifs par des descripteurs
équivalents reliant les mémes points (cf. figure 14.8) :

exemple en 4-connexit§ 012} — {1},

en 8-connexité {03} — {2}.

. Réduction d’'un chemin : c’est I'un des chemins de longuemnimale reliant les 2 extrémités de la courbe

initiale. On associe 2 par 2 des descripteurs inverses delae et on les supprime.

exemple en 4-connexité : X = {00132122} — X = {21}. On obtient tous les chemins réduits en
changeant I'ordre des associations.

en 8-connexité la réduction est un peu plus complexe dautlaussi regrouper des ensembles de 3 ou 4
descripteurs qui s’annulent : exemglg25} ou {7225}.

. Fermeture d’un contour : on teste la fermeture d’'un cargoweérifiant que la chaine réduite est nulle.

On ferme un contour en lui ajoutant le chemin inverse d’'unedechemins réduits. Il y a beaucoup d’autres
fermetures possibles que par addition de l'inverse d'wuité mais les fermetures obtenues ainsi sont de
longueur minimale. Il y a d’autres fermetures minimales geles obtenues par addition de l'inverse d’un

réduit.

. Courbe qui s’intersecte : pour savoir si une courbe te@ar sa chaine se recoupe, on procede a une

réduction de chemin systématique en partant de son erigfiren testant si chaque nouveau descripteur
possede un inverse dans la chaine déja parcourue.IBirsstant la chaine déja parcourue se réduit a une
chaine nulle, on a trouvé un point double.

Changement d’origine : le changement de I'origine d'dna&ine de longueut revient a une permutations
circulaires des descripteurs modulo

Sens de parcours d'un contour : le contour fermé d’'unadsimplement connexe peut étre décrit dans le
sens direct ou dans le sens inverse. Pour connaitre le sensahtour fermé, on réduit ce contour jusqu’a
n'avoir que 4 descripteurs. En 4-connexitg, il n’existe Quchaines possibles (et celles qui s’en déduisent
par changement d’origine) :

— le carré direct Xp = 0123,

— le carré inverse X; = 0321.

En 8-connexité les configurations sont un peu plus nombeeeus

Surface d’'une région simplement connexe : la techrégtiassez complexe mais ne nécessite pas la recons-
truction de la région [Freeman, 1977].
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J_|_f_41 S

X=01033001 Y=0011003333000011 7=12100112 W=32211232
A=0321
Jl}l B=0123
X1=0103300323212 Y1=033
T=0010000333221100033332222222111221

FiG. 14.9 — Quelques propriétés des chaines de Freeman : Airechriginale, Y = contour double, Z = rotation
den/2, W = contour inverse. X1 = chaine originale et Y1 = chakduite. T = exemple de boucle dans une chaine.
A et B sont les deux contours élémentaires (inverse etdiem 4-connexité.

14.4.3 Reconnaissance des formes par des ties de Freeman

Pour que 2 formeX etY soientidentiques, il faut tout d’abord qu’elles aient lenmé nombre de descripteurs.
Puis, comme elles peuvent differer par le sens de desmmigtifaut comparetX aY d’une part et & d’autre
part. Enfin, comme elles peuvent avoir des origines diffea® il convient de tester les deux chaines descripteur a
descripteur sous toutes les hypothéses de permutatmnaines. Des techniques rapides ont &té développies p
faire ces recherches (d’une complexité sous-linéairk)efBoyer et Moore, 1977, Miclet, 1984].

Dans le cas ou I'on ne recherche pas une similarité exagi®saulement approchée (par exemple pour prendre
en compte la présence du bruit lors de la détection desuaws)t on est amené a utiliser des techniquedistance
d’ édition pour lesquels on chiffre les colits des erreurs possiblasssion de contours, adjonction de contours,
permutation de descripteurs, etc. On utilise alors gilagrent des techniques de programmation dynamique (al-
gorithme de Wagner et Fisher [Wagner et Fisher, 1974, Mit@84], elargi pour des substitutions de plusieurs
descripteurs consécutifs dans [Lowrance et Wagner, 1@t6fe relaxation (algorithme de Davis) pour retrouver
la distance minimale entr® etY'.

14.5 Descripteurs de Fourier

14.5.1 Descripteur par tangente

Dans cette approche on considere le contour comme uneeoaninue qui peut &tre décrite par son abscisse
curvilignes a partir d’'une origined choisie (cf. Fig 14.10). On parametre la courbe par I'arfigitepar le vecteur
tangent en chaque point et celui au point origigés) et on crée la variable réduiteui prend ses valeurs entre 0

3Ce sont des automates finis semblables & ceux qui sonésitdis particulier pour les compilateurs et les éditeurtexte.
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et2rw :t = 2ws/L, ou L est la longueur complete du contour. On construit alorsietiond(t) :

21.8 2ms
L

@(t)zqﬁ[L

le terme correctif prenant en compte I'enroulemen2dele la tangente pour un tour de contour. La fonctign)
est une fonction périodique sifr, 27| qui admet donc une série de Fourieb(t) = > 7 | axexp(—ikt). On
appelle descripteurs de Fourier 'ensemble des modulegde§ay|}.
lls bénéficient des propriétés suivantes :
1. ils sont invariants par translation de la forme,
2. ils sont invariants par changement d’échelle (puiggest normalisé),
3. ils sont invariants par rotation, puisque I'on a choidgliféérence d’angle entre 2 tangentes,
4. ils sont invariants par changement d’'origine, car pad'sere origineA a une origined’ revienta :
— retranche (¢ 4/) a toutes les valeud(t),
— changet ent —t 4.
Donc: ®a(t) =Pa(t)*x0(t —ta)— P(ta)et: ap — agexp(—kta) si k#0
Pour comparer des formes on compare leurs descripteursrgigg croissant. Si de plus on veut simpli-
fier le contour, il suffit de supprimer les ordréstlevés dans le développement. malheureusement, dées ce
représentation, si un contour est fermég, le contour abtanfiltrant les hautes frequences ne I'est généralement
plus. C’est pourquoi on préfere souvent les descriptdarBourier par représentation complexe qui n’ont pas ce
défaut.

FiG. 14.10 — A gauche : descripteurs de Fourier par tangenteoing ge départ A est choisi arbitrairement. Son
vecteur tangent sert de référence a la paramétrisdéda courbe. A droite : apres troncature du développement
de Fourier, la forme A, initialement fermée devient B, plaguliere, mais non fermée.

14.5.2 Repesentation complexe

Dans cette représentation, on décrit la forme par un eblseft/; } de points de contours, et on représente la
forme dans le plan complexe. On attache donc & chadjuen nombre complexe; = z; + iy;. On appelle alors
descripteurs de Fourier, les coefficients de laZT@e z :

N
Zy = Z zj exp(—2mijk)
j=1
Les coefficientsZy, pourk € [-N/2 + 1, N/2], jouissent d’intéressantes propriétés [Bertrand.ei8B82].
1. Pourk = 0, Z; est le centre de gravité de la forme. Si'on 'omet, la dggimn est invariante par translation.
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2. Sitous lesZ;, sont nuls sauf pout = 1, la forme est un cercle de raydfi (ou un polygone régulier a
N cotés), doncZ; joue le role de facteur d’échelle. La normalisation garrend la forme invariante par

homothétie.

3. Les coefficients|,| et Z|;_; (pourk # 1 etk # 0) jouent des roles symétriques (mais opposeés) de la
facon suivante :

— l'ordre k indique le nombre d’actions sur le cercle unité (eftet 27) : 1 action pourk = 2 etk = —1,

2 actions pouk = 3 etk = —2, 3 actions pouk = 4 etk = —3, etc. Ces actions sont réparties
régulierement autour du cercle unité,

— les valeurs dé& > 0 indiquent des actions de traction sur la courbe, pour lard&r vers I'extérieur du
cercle unité, les valeurs de< 0 indiquent des actions de pression sur la courbe, pour aréuseurbe
vers son centre,

— la phase du nombre compleXg : ¢, exprime le lieu, sur le cercle unité, ou s’exerce I'action

4. Plus les coefficients sont nombreux, plus la forme est éaxapEt plus les coefficients sont élevés plus les
détails sont fins sur la courbe.

M =x+iy

FiG. 14.11 — A gauche : descripteurs de Fourier par représemizamplexe. Le point couradt/;, est décrit par
ses coordonnées complexes dans le plan image. A droiterdiecésulte de la prise en compte du seul coefficient
Zy, la courbe présentée résulte de I'adjonction d’'un coeeffit de pression (donc/a< 0), en 1 seul point (donc
k=2o0uk = —1,ici k = —1), de déphasage nul (puisque situémn

On voit que les descripteurs de Fourier par représentatamplexe ont le méme type de comportement que
les descripteurs par tangente. lls sont mieux adaptésaxmes discretes puisqu’ils garantissent toujours que la
forme demeure fermée apres troncature du développeteeRourier. lls peuvent étre invariants par rotation si
I'on s’intéresse aux seuls modules des coefficiefits

Parmi leurs inconvénients, il faut noter que I'on ne pew @iaément garantir qu’un contour de forme simple-
ment connexe ne donnera pas, apres troncature, un confialagto-intersectera.

14.6 Approximations polynomiales

Il'y a essentiellement 3 types de telles approximations :

1. les approximations analytiques par ajustements de sudg@oints par des polyndmes du premier ordre
(conduisant donc a des polygones);

2. les approximations polygonales par des criteres gdogues obtenues en parcourant la courbe des points
ordonnés selon une abscisse curviligne ;

3. les approximations par des polyndmes de degriéet en particulier les approximations par des fonctions
splines.
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Les approximations polygonales des formes décrites paupdats de contour sont les représentations les
plus employées. Dans les cas les plus simples, on se cemtentlier 2 & 2 des points de contour dans un ordre
déterminé au préalable (donc selon une abscisse gneitroissante). Deux problemes se posent alors :

— peut-on éliminer d’éventuels points parasites qui pafiennent pas au contour ?

— peut-on faire 'économie de certains sommets de la ligrtggonale pour obtenir des formes plus simples ?
Ces problemes seront abordés dans le paragraphe 14.6.2.

Mais avant d’en arriver a cette situation simple, se pokenproblémes difficiles de déterminer quels points
appartiennent & un méme contour et dans quel ordre les tefsque ces points sont issus d'un détecteur de
contour par nature local. C’est ce que nous abordons tobbdia

14.6.1 Approximation d’un nuage de points par une droite unjue

C’est un probleme bien classique mais qui mérite pouttanteu d’attention. Soit/; = («x;, y;) les points, en
nombreN, que I'on cherche a approcher par une droite. Il y a 2 fagiengrendre le probleme.

Approximation par r égression lireaire

C’est une approche aux moindres carrés : on rechercheilg dta y = a¢ + a1z qui minimise la distance

(cf. Fig 14.12) :
N

di = [y — (a0 + arz;)]? (14.1)

%

La solution est donnée par4 = X#Y = (X*X)~!X*'Y, ot X# dénote la matrice pseudo-inverse de la
matriceX, ou X, Y et A sont donnés par :

1 X1
X = 1 o
1 TN

t
Y = [y17 Y2, yN]
t
A= [ao, al]
Ces formules s’étendent tres aisement aux espaces @aslions supérieures, ainsi qu’aux approximations par des
polyndmes d’ordre plus élevé. la distance minimiséeelle mesurée selon le seul axeC’est donc une mesure

généralement mal adaptée en traitement d’'image, peisetly y jouent habituellement un role équivalent. On lui
préfere donc les méthodes par axe d'inertie.

Approximation par axe principal d’inertie

C’est aussi une approche aux moindres carrés, mais on m@gans ce cas la somme des distances de tous
les points a la droite\ :

N 2
+a12; — y;)]
iz = 5 Lo 14.2
2 ; a?+1 (14.2)
C’est I'equation de 'axe d’inertie des points, qui pasae lpur centre de gravit& ;, Y, et qui est donné comme
vecteur propre de plus grande valeur propre de la matricerdeefquadratique :

_ ot | Bmimy Xxpy
5= ; Vil = { Yriyi Xy
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régression axe d'inertie

FiG. 14.12 — Deux approximations linéaires aux moindresesaminimisant des distances differentes : a gauche
par régression linéaire, a droite par axe d’inertie.

Ces équations s’écrivent sans probleme en dimensigrérigures (pour estimer des variétés d’ordre variable)
Elles se transcrivent beaucoup plus difficilement a degr@whes d’ordre plus grand car on ne sait pas, en regle
générale, exprimer la distance d’un point courant a efie tonction.

Estimations robustes

Si I'on repose le probleme précédent dans le cadre pneigl de I'estimation robuste, on est amené a
considérer ce probleme de fagon un peu plus completefdeal., 1991, Rousseeuw et Leroy, 1987]. On cherche
ici la meilleure droite représentant au mieux I'ensemlde dointsM; sous I'hypothése d’un bruit entachant la
position des points.

Lorsque le bruit est gaussien, les estimations aux moirdmeés nous assurent d'une bonne qualité de I'es-
timée. Mais il faut souvent tenir compte de la présencemnpkes points, de détections erronées dont les écdats a
droite ne sont pas gaussiens (ce sontalgters?).

Une premiere facon de prendre en compte ces points cerisfstire une premiere estimation aux moindres
carrés, puis a éliminer les points trop éloignés dertzite (par exemple a l'aide d’'un test statistique tel celui
de Cramer-von Misés. Ces méthodes ont regu une base théorique dans I'apputith parmoindres carrés
tronqués(LTS : Least Trimmed Squargainsi que toutes ses formes dérivées : moindres qusictieés (LQS),
moindrek® carré (LKS) [Lee et al., 1998].

Mais cette approche est réputée dangereuse (on peliné@lisuccessivement les points appartenant a la droite
si unoutlier est trop éloigné de celle-ci). On lui préfere des teghes d’estimation par médiane ou par médianes
itérées, plus colteuses en temps de calcul, mais capdileminer beaucoup plus de points erronés.

Dans une estimation par médiane, on choisit 2 points quglees\/; et M; de I'ensemble. On leur associe une
droite qui fournit des coefficients; etb;;. Par combinatoire sur I'ensemble des points, on obtient degembles
de coefficients o = {a;;} etb = {b;;}. Les ensembles et b sont triés séparément et I'on choisit les valeurs
meédianes: et b comme estimateurs des parametres de la droite. Le filtra@giam peut tolérer jusqua0% — e
d’'outliers Dans le cas de I'estimation simultanée de deux variabeEsgimation par médiane permet de tolerer
jusqu'a25% d’outliers (0, 52).

De nombreux estimateurs robustes ont été calculéstix garla notion de médiane. Ainsi, le minimum des
médianes des distances quadratiques (LLi&st Median of Squargdétermine le centre d'un nuage de points en

4on appelleoutlier un point qui n'est pas régi par la méme distribution stafig que les points dont on recherche une approximation.
5Le test de Cramer-von Mises calcule une distance entre glsienne théorique et la répartition expérimentateetreurs. Un point est
rejeté si sa distance a la distribution des autres posits@ improbable sous I'hypothése gaussienne [Sap9€q)].
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calculant pour chaque point la distance a tous les autuésgp caractérisant la distance de ce point au nuage par
la valeur moyenne des distances et enfin en choisissant coemtre du nuage celui dont la médiane est minimale
[Rousseeuw et Leroy, 1987].

D’autres approches robustes reviennent a une estimatidiltpage (comme le fontla moyenne ou la régression),
mais en pondérant chaque poirgar un coefficienp(x;) qui tend vers 0 pour des points loin de la solution. Une
autre approche consiste a intégrer cette pondérati®paiats lointains directement dans la distance (c’estde ca
des M-estimateurs [Huber, 1981]). Dans ce cass ldstances © croissent moins vite que la loi quadratique ou
décroissent méme pour tendre vers 0 pour les grandesidést. On les appelle des M-estimateurs.

Une autre famille d’estimateurs robustes s’appuie sur éelserches systématiques. c’est par exemple le cas
de la méthode RanSaR#&ndom Sample Conseng{Sischler et Bolles, 1981]. Cette méthode consiste dstho
2 points et a adopter la droite qui les joint comme approxionaOn mesure alors le nombre de points qui sont
en accord avec cette hypothese (par exemple a I'aide ditére de distance du point a la droite). On choisit
finalement le couple de points qui conduit au plus fort coasenOn montre qu'’il n’est pas nécessaire de tester
tous les couples mais qu’un petit nombre choisis aléatwrd (de I'ordre de quelques pourcents) est usuellement
suffisant.

Estimation d’'un mélange de droites

Si I'on sait quen droites existent dans I'ensemble des points, il est passibl faire une classification au
sens des nuées dynamiques par exemple. Pour cela origeitlprocessus en choisissandroites (issues par
exemple de I'ensemble des points par tirage aléatoirefsentées par leurs parametfe§, at,i = 1,...,n}.

On attribue chaque point a la droite qui minimise la diseah4.1 ou mieux 14.2. Apres classification de tous les

points on estime pour chaque droite ses paramétrgs:¢ } par 'une des méthodes vues ci-dessus. On itére le
processus enchainant classification et estimation. Owmecge vers une solution qui dépend assez fortement de
l'initialisation.

Une autre famille de méthodes utilise la version floue déeadynamiques (les C-moyennes-floueBozzy-
C-mean} dans laguelle chaque poiht« appartient & 'une des droites avec une appartenangg(k) fonction
de sa distance & la droite. Pour tout pdinon veérifie :Y " | u;(k) = 1 [Bezdek, 1981].

Extension de I'estimationa des coniques

Dans le cas ou I'on recherche des formes représentéedeparercles ou des ellipses, on peut choisir une
paramétrisation matricielle de la forme quadratiquedgs@&sentant. Chaque conique indicéeipest alors décrite
par son centre;, son rayon; et sa matrice d’ellipticité4; :

[(x = a)' Ai(x = qi)] = 77
oux est le point courant du plan. La distance d’un pa&ipta cette conique s’exprime par :
2
a2(k) = [[(xk = a0)' Ai(xe = ai)]/* = 73]
L'estimation des parameétres se fait de la méme fagon geeedemment a partir d'une conique initiale souvent
circulaire.
14.6.2 Approximations polygonales, simplification de cowturs polygonaux

Lorsque I'on dispose d'une courbe continue ou finement@dlannée et que I'on souhaite la réduire a une
ligne polygonale, on dispose de tres nombreux algorithqnegroposent soit des criteres d’approximation soit des

6Les distances ainsi définies ne vérifient en fait plus legiigtés d’'une distance.
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mises en ceuvre différents. Le plus connu est l'algorithmkadorde.

Algorithme de la corde (ou de Ramer)

C’est un processus de subdivision qui peut étre entrepiisde fagcon récursive (chaque segment créé fait
I'objet d’'une nouvelle subdivision), soit de fagon itéva (la courbd” est considérée globalement a chaque étape).
C’est cette derniére version que nous examinons sur I'ekede la figure 14.13. Les sommets du polygone sont
chaoisis successivement comme les pointd'des plus éloignés des cordes précédemment tiréesraagsus
s’arréte lorsque la nouvelle distance candidate estifée a un seuit fixé. Tres employé dans de nombreuses
applications par la simplicité de sa mise en ceuvre, I'dllgare de la corde n’est pas trés rapide. Il ne garantit pas
non plus une convergence uniforme vers la courbe finale aas son implémentation itérative, il se peut que la
distance a I'étape soit supérieure a celle a I'étape- 1.

FiG. 14.13 — Algorithme de la corde. Les point$,, M, et M3 sont successivement sélectionnés pour créer la
ligne polygonale représentant la couthB. Le critere de sélection est la distance maximale a ldepolygonale
précédemment obtenue.

Algorithme de Dunham

Dans cette méthode on cherche a supprimer les cordesssia@sequi sont presqu’alignées. On se fixe donc
une tolérance angulaire Partant ded, on couvrira par une méme corde tous les points de la courbseg
trouvent dans la tolérance et I'on choisira le premier pdinpolygone comme le dernier point de cet ensemble.
Le processus est répété en ce point.

Algorithme de Wahl et Danielsson

Son objectif est de minimiser 'aire laissée entre la cewebla ligne polygonale.

Algorithme progressif

Enfin, un algorithme progressif utilise le critere de dista de tout point de la courbe au segment d’approxi-
mation, mais dans un schéma progressif. Dans ce schémantpdune extrémité, la courbe est parcourue, et le



240 CHAPITRE 14. DESCRIPTION DE CONTOURS ET DE FORMES

FiG. 14.14 — Algorithme de Dunham, & gauche, les palidts Ms et M3 sont choisis lorsque la tolérance angulaire
e est insuffisante a approximer la courbe. A droite, algargitde Wahl et Danielsson : il cherche un minimum des
surfaces laissées entre la ligne polygonale et la courbe.

point courant est retenu comme extrémité d’'un segmepipad&ximation s'il est le dernier point visité permettant
une approximation de tous les points déja visités, ataléeance: donnée.

14.6.3 Approximation par des splines

L'approximation d’'un ensemble de points de contours papdémdmes d’ordre plus élevé que les droites est
une bonne facon de représenter ce contour [Chalmond].2086hoix du degré du polyndme se fait généralement
de facon a assurer des propriétés de continuité awaoobtenu :

— les segments de droite (degré 1) assurent la continuit®dtour,

— les approximations par polyndmes d’ordre 2 permettemtali des dérivées continues,

— les polyndmes d’ordre 3 permettent d’avoir des courbcoesinues.

Les fonctions splines sont de bons candidats pour ce tygmaimation. Nous en avons déja vu l'usage a
diverses occasions : au chapitre 10.4.2 lorsque nous avweaigt@ du rééchantillonnage des images, au chapitre
12.5.2 lorsque nous avons estimé des fonctions régsllérs de segmentation par régions. Deux types de forsction
peuvent étre utilisées [Unser et al., 1993a, Unser, 1999]

1. lesfonctions interpolantesqui passent exactement par tous les points de contours quushisés pour
calculer la spline;

2. lesfonctions approximantesqui ne passent pas nécessairement par les points maiequagprochent de
facon contrdlée.

Approximation

Dans le cas des fonctions approximantes, on définit lassgliordrek par morceaux en fonction d’'une variable
continueu, et desm points de contrdlé’; qui la déterminent(); et P; sont des fonctions de méme dimension :
des vecteurs d&? si les pointsP; sont définis par leurs coordonnées du plan ou des vectelt$ dans I'espace.

Le morceau est défini par :
k—1
Qi(u) => Piy,bf(u)  i=0,.m—k+1 (14.3)
r=0

Les fonctionsb®(u) sont définies a partir des fonction# (v) qui ont été introduites au chapitre 10.4.2
équations 10.5 et suivantes :

b (u) = B* [u— ’“;1}
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FiG. 14.15 — Dans le cas d'une interpolation spline, les jomstientre les morceaux de splines sont les points de
contrble eux-mémes.

Les positions des points de raccord entre splines sontasswan = 0 dans I'équation 14.3 :

k—1
Qi(0) =Y Piprby(0) (14.4)
r=0

Il'y a de nombreuses facons de définir les variabldsa plus naturelle consiste a considérer que les édharti

sont regulierement distribués en fonctiondgttention cela conduit a une paramétrisatiomaotest pas I'abscisse
curviligne le long du contour), alot§ (0) = 0 etbf (1) = 0, on peut réécrire cette équation [Goshtasby et al., 1990
sous la forme :

k—2
=0

qui prend la forme d'une convolutiond = P * Hj.. Ceci montre que le§ sont des points filtrés issus dBs

Interpolation

Dans ce cas, les coefficients des splines de I'équationsbhBinconnus et I'équation devient :

k—1
Qi(u) =Zci+rbf(u) 1=0,.m—k+1
r=0

et les coefficients inconnus sont déterminés en contraignant les splines a passégppoints de control&; :

Pi(0) =) ciyrbF(0)

r=0

dont on a vu au chapitre 10.4.2 les divers modes de résplatid par inversion de matrice soit par filtrage (cf.
figure 14.15).

14.7 Transformation de Hough

La transformation de Hough est un outil de traitement degé@salont 'usage déborde largement I'applica-
tion pour laquelle nous la présentons maintenant [Balth®d@8, Sklansky, 1978, Maitre, 1985b]. Ces applications
seront vues plus tard. Nous nous intéressons actuelleaanesttus-probléme suivant :

Connaissant un ensemble de pixelB (potentiellement bruité) appartenanta une frontiére que I'on sait poly-
gonale, comment @terminer le nombre de segments impligés dans cette ligne polygonale et leur position ?
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Exprimé dans les termes que nous avons vus précédemomesg, retrouve devant un difficile probleme de
mélange Les solutions combinatoires (ou I'on recherche systenament les classes possibles) sont généralement
inacceptables. La transformation de Hough nous proposersuaire une solution élégante.

Elle consiste a transformer un probleme inconnu (reteodes droites) en un probleme mieux connu : retrou-
ver des nuages de points. Ceci s'obtient en associantatesde I'image (dénotg et défini par ses variables
d’espaceqz, y}), un espace de parameétres, dénotéfpddans le cas ou I'on recherche des droites représentées
par I'équationy = ax + b, on aH = {a, b}). Pour faire cette transformation il y a 2 fagons : la transfation de
Hough del & met la transformation de Hough dea 1.

14.7.1 [Efinitions
Transformationde 1am

Dans cette définition, on associe a tout pdifit= («;, y;) de P toutes les droites du plan. Elles sont définies
dansH par :b = —x;a + y;, ce qui est I'equation d’une droite. A un point @est associée une droite #(d’ou
le nom del a m: a 1 point sont associés points,manyen anglais) et a un point d¢ une droite de .

Lorsque I'on transforme tous les points éepar la transformation, on associeZaun ensemble de droites
qui, idéalement, se coupent en des poiiits Le nombre de transformations a faire est N = Card(P). Les
transformés de#l;. sont les droites cherchées dansCes pointsH;, s'obtiennent aisement en ne conservant que
les intersections des droites tieet en recherchant les nuages d’intersections (figure 14.16)

FiG. 14.16 — Transformation de Hough dea m Un point M}, est transformé en une droitk; de I'espace
des parametregs, b}. On a représenté quelques-unes seulement de toutelessdrxistantes. Elles définiront
finalement 2 points d’'intersection, I'un en A, l'autre en B.

Transformationde ma 1

Dans cette définition, on choisit d’associer a tout bipgiM;, M, }, une droiteA;; deZ qui se transforme
en un unique poinitQ;; de’H. Les coordonnées; etb;; du pointQ;; se déduisentimmédiatement de I'équation
deA;;. En combinant tous les couples de pointsitieon obtient tous les pointg de{. Le nombre de transfor-
mations a accomplir est = %N(N — 1). L'espace de Hough est alors constituédgoints que I'on identifie
immédiatement aux intersections dedroites obtenues par la transformationicke m

On se raméne donc, comme précédemment, a la rechersihedges de points les plus denses du plan

7la dénominatiorx m & 1» se traduirait alors préciséement pa? a 1», attention,m n’a pas la méme signification dans les 2 définitions.



14.7. TRANSFORMATION DE HOUGH 243
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FiG. 14.17 — Transformation de Hough dea 1. Deux pointsM;, M, définissent une droite qui se transforme en
1 pointQ, de I'espace des paraméti@sb).

Passage d’'une THa l'autre

Il est assez simple de montrer que I'accumulateur de la TH delnse déduit de celui de la TH de 1 a m par
un seuillage au niveau 1. Ces deux transformations sonttdona fait équivalentes dans leurs résultats.

Geénéralisation

On appellera transformation de Hough associée & une fpansenétrée par les variablgs, } la transformation
qui fait passer de I'espace imag@ex I'espace des parameétrds

La transformation est dea msi on associe a un point dela variété de{ décrivant toutes les formes passant
par ce point. La transformation est dea 1 si I'on associe a toutes les combinaisengoints deZ une seule
forme (donc un point unique de).

Il existe généralement de nombreuses transformatiomsade (n < m), ou I'on se place dans une situation
intermédiaire : en associantpoints deZ on limite le sous-espace d'arrivée a une partie de let@de la trans-
formation del & m Par exemple, on peut utiliser simultanément la positian goint de contour et la direction de
la tangente en ce point. Ces problemes n’étant pas dinecteiés a la recherche de contours, des exemples seront
vus plus loin.

TH et filtrage adapté

Sklansky [Sklansky, 1978] a démontré qu'il y a équivakeentre la TH et la détection par filtrage adapté (par
corrélation) dans une situation particuliere mais fr&xte. Si les seules inconnues d’un probleme de détestiun
les deux translations du plana( et §y), c’est a dire si la forme ne subit ni changement d’écheileotation, ni
transformation perspective. Sditx, y) la forme caractéristique de I'objet disponibjg ¢, y) = 1 si (z,y) appar-
tient au contour de I'objet, et 0 sinon). Seitz, y) la forme recherchée. Le filtrage adapté conduit a unectieh
optimale au sens de I'erreur quadratique moyenne, en reftdierles maximums de la fonction de corrélation :

Cry (6, 5y) = / / Fy)ale — Sz,y — Sy)dady = f(z,y) * g(—z, —y)

Cette démonstration est assez simple si I'on voit que olamint M de coordonnée&r, y) de I'image f est
candidat a &tre associé & un point quelconque de coordonnée@:, v) si I'on décaleg du vecteur: — u,y — v
(cf. figure 14.18). Cette contribution a 'accumulateurpisitiondx = = — u,dy = y — v vaut exactement :
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f(z,y)g(u,v). Sommeé sur toute la courlfeon obtient :

Y (u,v) = y(—6z, —8y) = // f(@, (e — 82,y — Sv)drdy
I

z,y) * g(—x, —y)

/ \/\

e (x—u,y-v) g(u,v)

"""""" [ A

g

FiG. 14.18 — Transformation de Hough : le point de coordonnégsle f sera associé au poifitu, v) de g sil'on
fait subir a cette courbe g une translation(de- u, y — v).

Ce qui est bien le résultat cherché. En fait on montre quEHaagit en pratique en inversant I'ordre des
intégrales par rapport au filtrage adapté. Celui-ci pdecusuellement en calculant I'intégrale ci-dessus paur u
décalage:, v donné, en sommant sur tous les points du plan tandis que &ndidit un point du plan etincremente
toutes les intégrales (les compteurs) qui lui sont aséssgbar un déplacememtv quelconque. Cette inversion
des opérations peut permettre de tirer profit d’a prioriganants pour accélerer les calculs.

Grace a cette propriété la TH peut hériter des nombrésultats obtenus en filtrage adapté : pour prendre en
compte le rdle du bruit si celui-ci a une densité de prditalzonnue, pour déterminer la taille des accumulaeur
lorsque la PSF est connue, etc. [Maitre, 1985b, Princeh, 41992].

14.7.2 Mise en ccuvre de la TH
Discrétisation de’H

Dans la pratique le plai est discrétisé. Chaque cellule de positignb; de largeuna, b est appelée accu-
mulateur. Elle contiendra un nombre d’autant plus impdrtpre la droitey = a;x + b; sera plus probable dans
7.

Au début de la transformation, tous les accumulateurs®aato. Les points sont alors visités successivement
(individuellement dans la TH déa m combinatoirement pour les autres). Chaque hypothéseedioaissance a
des votes pour des cellules particulieres. Pour chaqee katcumulateur de la cellule est incrémenté de 1.

Lorsque tous les candidats ont voté, on recherche les adateurs d¢{ de comptes localement maximaux.
Le choix de la taille des accumulateurs est donc un probti&tieat.

1. Des accumulateurs trop petits recevront trés peu des aitdonneront des statistiques peu significatives.
On ne saura décider de la position d’'un maximum entre plusieellules voisines de comptes faibles et
proches.
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2. Des accumulateurs trop grands donneront une mauvasisiori dans la détection de la droite.

Par ailleurs, la mise en ceuvre de la TH nécessite un espac®ing de taiIIe% ou Aa et Ab représentent les
domaines de variation deetb.

Des solutions ont donc été proposées pour adapter loealea taille des accumulateurs (trés précis prés des
lieux ou les votes sont nombreux). Cela peut se faire dygaement par des approches de subdivision récursive
des cellules (selon le principe dgsad-tree cf. 12.2.4), ou par des passages successifs sur I'ensermbf@oihts
de P, le premier passage permettant de dimensionner les cellule

Ce probleme est particulierement important dans le cd%a recherche des formes possédant de nombreux
parametres, puisque I'espatieest I'espace produit de tous ces parametres. Il est alaysashele dimension.

Parameétrisation des formes

Le choix d’'une bonne paramétrisation des formes recleeskpparait inmédiatement a la lecture du para-
graphe ci-dessus si I'on souhaite appliquer la démarcbpgs€e a la recherche de droites. Dans le cas d’'une
paramétrisation cartésienng £ ax + b), les domaines de variation deet b sont potentiellement de moins I'in-
fini & plus l'infini, conduisant a un insoluble probleme solution de cellule. Par ailleurs, si 'on examine la
variablea par exemple, on voit que, statistiquement, elle d& des droites du plan pour € [0,1] et 25%
poura €]1, o[, conduisant donc a des cellules qui seront tres inégaléremplies si leur taille est uniforme.

On peut cependant choisir une paramétrisation plus heengour la droite, par exemple la paramétrisation
normale (cf. figure 14.19). Dans ce cas la drgite ax + b est repérée par la distanget I'anglef.

La transformation d& a ms’écrit : p = x; cos § + y; sin 6, et la forme associée a un point est donc une sinusoide
dans I'espace = f(6), d’équation :

p=/x2 4+ y?cos(d + ¢)
avec cos(¢) = x//z? + y?.

Cette parameétrisation est tout d’abord homogeéne puiksengle® sont a priori équiprobables, ainsi que les
distance. Elle fournit également des domaines de variation findg): = [—n, +7[ et Ap = [0,+/2L] si L est
le coté de I'image, puisqu’une droite dgnserait supérieur a la longueur de la diagonale de I'imagsemait pas
visible dans I'image.

La transformation den & 1 associe au doublét;, M; le point deH de coordonnées :

|ziy; —z;vil

Pis = 22t i,
0i;j =  —Arctg [ZJ:Z
Yji—Yi

14.7.3 [etections par TH

La TH est tres souvent utilisée, comme nous I'avons vegaémment, pour détecter des droites. Les autres
courbes paramétrées détectées par la TH sont :

1. les paraboles (3 paramétres si I'on connait la diraad®leur axe, 5 dans le cas général). Par exemple pour
détecter des cotes dans les radiographies du corps humain

2. les cercles (3 parametres) par exemple pour détecsecudees ou des citernes en imagerie aérienne. On
parametre alors le cercle par son centre et son rayon etrteefassociée dans cet espace est un cone, centré
au centre du cercle.

3. les ellipses (5 paramétres : les 3 du cercle + la direddieriaxe et I'applatissement ou I'ellipticité),
également utilisée pour détecter des formes circidaiues en perspectives.
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FiG. 14.19 — Transformation de Hough @& men coordonnées normales. Une dradkgest repérée par I'angle
0 et la distance au pied de sa normal®ans I'espacé{, chague point donne une sinusoide.

1.047 0.000 1.04
Theta

4. des traces sinusoidales (5 parametres), forme fréopemt recherchée en expérimentation en physique ou
en géologie.
La TH est également utilisée pour suivre des formes quejges sous des hypothéses de transformations
particulieres. Les parametres sont alors ceux qui oaraent la déformation : changement d’échelle, rotai@
ou 3 D, projection perspective, etc.

14.8 Conclusion

Il n'est pas possible d’épuiser toutes les variétés dpeasentations et des modélisations qui ont été adept”
pour décrire les formes des objets en traitement des imagesffet, beaucoup de ces représentations tiren profit
de spécificités attachées a la famille particuliere algiets a traiter pour une application donnée dans uregtant
précis. Nous avons cependant vu que toutes les représestaherchent a marier la simplicité de la descriptibn e
la fidélité & la forme. En cela, elles relevent déjaésude la reconnaissance des formes, puisque ces dewsifsbject
sont aussi ceux que la reconnaissance des formes se donne.



Chapitre 15

Formation de I'image et couleur

Chapitre rédigé par Henri MTRE et Anne-Catherine ERRILERO

15.1 Formation des images

15.1.1 Imagerie colerente et incolerente

Deux grandes classes d'images doivent étre distingu@esnq des propriétés tres difféerentes (voir chapitre
1) : les images obtenues en imagerie cohérente et celleawds en imagerie incohérente. Pour compliquer les
choses, des images sont faites en imagerie "partiellenoér@rente”, comme celles obtenues en microscopie par
exemple; elles présentent des propriétés interm@diaintre celles des deux types principaux.

Imagerie cokérente

Une source est cohérente si elle présente deux types gdagiés [Pérez, 1991] :

1. elle estemporellement coterente, c’est-a-dire monochromatique (une seule longueur et les pho-
tons qu’elle émet présentent une relation de phase quiasatient dans le temps au dela de la durée de vie
des photons;

2. elle possede unephérence spatiale c’est-a-dire que les divers points de la source émettestrayonne-
ments en phase.

Les sources naturelles dans le domaine visible ne sont péseartes. On peut les rendre cohérentes en les filtrant
par des filtres monochromatiques trés étroits et en lgghdégmant.

Les principales sources cohérentes sont :

— dans le domaine visible : les lasers, les lampes spec{tdtp<Cd, etc.). Dans la vie quotidienne certaines
lampes utilisées en éclairage urbain ou des tubes einagggadomestique ou professionnel peuvent se com-
porter, dans des conditions trés particulieres, commesderces cohérentes;

— dans les autres domaines des ondes électromagnétiguesiar est le type-méme de source cohérente; il
émet un rayonnement dans les gammes centimétriqueqMaiitre, 2001]), certains rayonnements utilisés
en médecine ou en contrdle non destructif : PET (Imagenemission de Positons), rayonsetc.

— dans le domaine des ondes acoustiques : en imagerie nlbrasen prospection sismique, etc. Les sources
sont alors des transducteurs piézo-électriques ouelesrgteurs électro-mécaniques.

Lors de la formation d’une image en éclairage cohérerd,sgurce primaire est réflechie ou diffractée par la

scene que I'on veut imager, chaque point de cette scenmessource secondaire de rayonnement caractérisée

247
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FiG. 15.1 — Formation d’'une image : le rayonnement renvoyé lpagge point de la scéne est collecté (par exemple
par une sélection angulaire en fonction®et sommeé sur le capteur. En éclairage cohérent on soramardpli-
tudes complexes, en éclairage incohérent, on somme dsgé&kespectrales d’énergie.

par sa phase et son amplitude dans chaque direction dede§pancipe d’Huygens). Le capteur sélectionne les
seules contributions provenant du pixel dont il fera I'iedgur des critéres angulaires ou sur des criteres de temps
de propagation) et construira un sigilk, [) égal a (nous considérons ici une sélection angulaire) :

z+éx  py+dy 2
R(k,l)=[ll/_6 /_6 p(r,y) a(z,y) exp(—27d(z,y))drdyl| (15.1)

Le termea(z,y) exprime les effets des absorptions et des atténuatiors @l réflexion sur le pixel; il
s’exprime en fonction de I'amplitude de I'onde incidentees propriétés du matériau. Le terme de phase comporte
d'une part les retards dus a la propagation (de la sourceit gie la scéne, puis de la sceéne au capteur), ainsi
que les déphasages introduits par l'interaction avec éaes¢ce que I'on appelle frequemment la phase propre
du pixel). Le termep(z, y) traduit les atténuations dues a la propagation entre ilet pa sol et le capteur. La
sommation se fait sur les amplitudes complexes. Le captesura une énergie, c’est-a-dire le carré du module de
I'intégrale ainsi obtenue.

En imagerie cohérente, tous les effets de phase sontiggriants car ils régissent pour une grande part le
bilan de I'equation 15.1. Ainsi la contribution d’'un poithi pixel peut-elle &tre positive ou négative selon que sa
phase est en accord avec celle de ses voisins ou non. Lamariats rapide de 'amplitude crée le phénomeéne
degranularit&'. Limagerie cohérente est considérée comme trésédmpar rapport a I'imagerie incohérente
(voir [Nicolas, 1999, Maitre, 2001]), mais son traitemésnéficie de la connaissance de tres fortes propriétés
statistiques qui n’existent pas en optique incohérente.

Imagerie incohérente

Le processus de formation des images en optique incoleéeshfinalement beaucoup plus simple, puisque
le capteur intégre les énergies issues de chaque poirtesdu pixel, et cela pour chacune des longueurs d’onde

1Des termes différents sont employés dans des domairfésedifs :granularité est le terme employé en optiquayelureen astronomie,
chatoiemenen radar. Le terme anglo-saxon consacrépstkle
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auquel il est sensible (avec une sensibiit&)) :

Amaz T4z y+dy
R(k,l):/ s(/\)/ / Az, y, N dzdydA (15.2)
A T Y

0 —ox —dy

ou A(z,y, \) représente la densité spectrale d’énergie réémisie paint M/ dans la direction du capteur, €t\)
la sensibilité spectrale du capteur.

En comparant les équations 15.1 et 15.2 on comprend qudféds geéométriques interviennent beaucoup
moins dans ce second cas, puisqu’ils n’interviennent queapaodulation du termel (par exemple en traduisant
la nature plus ou moins directionnelle des réflexionstecetodulation étant, toutes choses égales par ailleurs,
aussi présente dans le termde I'équation 15.1.

15.1.2 Interaction matiere rayonnement

Cette partie a été rédigée en partie a partir du livr@aleick Callet [Callet, 1998].

C’est I'un des problemes les plus complexes de la formatmiiimage. Les processus mis en jeu sont tres
nombreux et opérent frequemment de facon simultangdarg leurs contributions individuelles trés difficilas °
évaluer. Par ailleurs ces phénoménes peuvent s’exgliopgr des modélisations a divers niveaux de la physique,
ces niveaux n’'étant pas compatibles. Ainsi des explioatgeuvent provenir d’une simple interprétation en op-
tique géomeétrique, en optique ondulatoire, en élecagmétique classique, en électromagnétique quant&jue,
thermodynamique ou en chimie [Callet, 1998]. Dans de nomboas il est tres difficile de mettre en évidence
les phénoménes dominants et des interprétations aidesux differents peuvent conduire a des résultats tre
differents. Pour compliquer le tableau des connaissaamteslles, et devant 'ampleur et la complexité des bilans
et des modeles qui cherchent a s’appuyer sur la physigsenddélisations compléetement artificielles et purement
mathématiques ont été proposées pour simulapearencesdans des domaines comme la synthese des images.
Ces modeles ont été hybridés avec des modeéles phgsigneluisant & un tableau extrémement confus.

" réflexion - absorption transmission

diffusion et réémission diffraction

FiG. 15.2 — Les principaux mécanismes de propagation des sdyomneux
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Réflexion et refraction

Elles résultent d'une modélisation en optique (géaimée : sans interféerences, ou ondulatoire : avec in-
terférences et diffraction). Les relations de Descamgsifii; = nosiniz) régissent les réflexions spéculaires
(miroirs ou dioptres parfaits). Des relations empiriquasime la formule de Phong [Phong, 1975] s’en inspirent
pour proposer des modeles de miroirs moins parfaits pesqulgls la décroissance de l'intensité autour de I'angle
spéculaire est de la formiéd) o« cos”(i2 — 6), v étant une constante adaptée a chaque matériau.

Des approches photométriques suivant ces directionpwiapt sur une fonction dite dé&flexion bidirection-
nelle (FRB ou BDRF) qui relie I'énergie recue dans une directiepérée par rapport a la normale a la surface en
fonction de I'énergie émise par la source (elle mémereg par rapport a la normale). Cette FRB est normalement
donc fonction de 4 angles [Nicodemus et al., 1977]. Des [i&t§® d’isotropie peuvent parfois étre mises en avant
pour ramener ces variables de 2 a 4.

observation

source

FiG. 15.3 — La fonction de réflectance bidirectionnelle exgrifintensité réémise par la surface en fonction de
I'intensité de la source et des 4 angles repérant soun@eepteur par rapport a la normale. A droite, dans le cas
de la diffusion lambertienne, I'intensité réémise asfgortionnelle au cosinus de I'angle

Outre la réflexion spéculaire, la forme la plus usitée B8Iest la loi de Lambert qui correspond a une surface
isotrope et parfaitement diffusante. Pour une surfacdiagrla loi de Lambert, la luminance est indépendante de
la direction d’observation et ne dépend que de la direatiaie la source. Pour une surface lambertienne I'énergie
réémise par unité d'angle solide est proportionnelle@sinus de I'angle fait par cette direction avec la normale.

La représentation vectorielle des champs électro-magunés conduit des équations de Descartes aux équations
de Fresnel. Un modeéle de ce type est par exemple utilisé Esnmodeles de milieu rugueux de Torrance-
Sparrow [Torrance et Sparrow, 1967] qui considere uneibiigton gaussienne de micro-facettes aléatoires. C’est
un modele de ce type qui a été exploité en synthése dé@mpar Blinn [Foley et al., 1995], souvent en concurrence
au modele de Phong dont il ne differe que peu.

Les lois de Descartes-Fresnel permettent en particuliezlas les champs absorbés et dispersés par le milieu
(relations entre parties réelles et imaginaires ¢felations de Kramers-Kronig)). En généralisant leatiehs de
Fresnel aux milieux métalliques (d’indieecomplexe), on peut justifier un modele tres classiquerBligé en
synthese d'images, celui de Cook et Torrance [Cook et Tioeal 982] qui donne au matériau un indice complexe
effectif du type :

f=n(l+1)

On construit également des modeles de milieux ruguelgo§ité de Bekmann ou de Beckmann et Spizzichino,
formules de Goodman pour I'imagerie cohérente et la gaaitéitotalement développée) [Beckmann et Spizzichi®é3].
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On peut également traiter les milieux périodiques aing Igs réseaux (équations de Kirchoff, diffraction de
Bragg).

Dans le cas de propagation dans des matériaux volumiquees én retrouve la aussi la théorie des réseaux
épais de Bragg a partir d’'une modélisation en optiqueutatdire.

Dispersion dans les milieux homognes

Cette modélisation considere la propagation des onldegr@magnétiques dans la matiere. On cherche a ex-
primer les modifications du champ électro-magnétiquédemt sous I'effet des perturbations induites dans le
milieu par ce champ. Les dipdles étant les structuresitdessau champ EM, les plus simples a modéliser, elle
s’appuie donc sur la résolution des équations de Maxvalsdun milieu caractérisé par la présence de dipdles
[Born et Wolf, 1975]. On établit ainsi des relations en&rédnction diélectrique complexeet la polarisabilité des
dipdles. Une modélisation en est faite par la méthodeatertz qui conduit aux équations de Clausius-Mossotti
(liant € a la polarisabilitéx des dipdles élémentaires). Pour la formation des imamges a conduit a la définition
d'un milieu effectif, c’est-a-dire d’'un milieu virtuel permettant de rendrengiie des mémes effets coloriques,
défini uniquement par son indice de réfraction effectif.éXplique ainsi I'apparence des vitraux et le rdle des ions
métalligues commé€o™ etFe™ (equations de Maxwell Garnett) [Berthier, 1993]. On pegalement appliquer la
théorie du champ moyen (méthode de Bruggeman) qui peréatetr de connaitre les fonctions diélectriques des
particules participant au milieu.

Diffusion et diffraction par des particules

Une autre famille de problemes provient de la diffusionestaddiffraction de la lumiére par des particules de
dimension comparable ou inférieure a la longueur d’orutaussieres, molécules ou atomes.

Dans l'approche de Rayleigh, on traite des populations décpkes incohérentes dans un milieu trés dilué
(cela entraine qu’il N’y aura qu’une interaction au plwipun rayon donné) de taille trés petite devanOn
montre alors que la puissance diffusée par unité de vokstproprtionnelle a—*, entrainant d’'importants effets
colorés en fonction de I'angle d’observation. L'intesite I'onde traversant un espace de longugurend alors
la forme :

I = Iyexp(—Id)

oud est la densité optique, proportionnelle a la concentnadies particules, et¥ 2.

La théorie de Rayleigh a été complétée par Mie qui a id@né non seulement les dipbles, mais aussi les
multipdles. Sa théorie conduit a des résultats asytigatement équivalents a ceux de Rayleigh quand la tadte d
particules tend vers 0.

La diffusion par les particules explique de tres nombrewdmmenes physiques : couleur du ciel ou des mers,
fumées, etc.

Ces théories ne prenant en compte qu’une seule interamfionn faisceau, ont été complétées par des ap-
proches plus complexes de diffusion multiple, mais ceties-aboutissent pas a des expressions explicites et on
leur préfére des démarches plus empiriques comme par@ades équations du transfert radiatif [Kerker, 1969].

Parallelement a ces travaux, des approches phénootqoés ont été faites du phénomene de diffusion pour
rendre compte des résultats sans en expliquer les causeteexC’est souvent des approches qui sont retenues
pour résoudre des problemes concrets. Une telle appestipar exemple celle de Melamed qui essaie de rendre
compte de I'effet de poudres pulvérulentes (en ce cas oemarte milieu & une seule couche faiblement absor-
bante de particules de taille grande devgriMelamed, 1963]. Il rend compte ainsi de la neige, de la pius, du
sable, du café, etc. Le modele de Kubelka-Mest particulierement adapté a présenter les effetsnag@riaux

20n se reportera a l'article [Duntley, 1942] plutdt qu'ériginal de Kubelka-Munk en allemand.
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synthétiques : pigments dans les peintures, plastiqagséeipcoloré, etc. Il découpe le milieu en couches succes-
sives et met en évidence le rdle important du rapport dificant d’absorption sur le coefficient de diffusion.

Approche chimique

Dans une telle demarche on s’intéresse essentiellaastructure chimique des composés. Dans un composé
chimique, il y a une étroite relation entre I'énergie dadon et la position des bandes d’absorption des matériaux
qui contrdlent I'aspect extérieur du matériau. Cecoéstrit par les équations de la mécanique quantiquecdis
a la structure en question. Ainsi 'augmentation de I'isti¢é de la liaison de covalence favorise I'apparition de
niveaux peu serrés et donc I'absorption se fera aux plusdgialongueurs d’ondes, plutdt vers le rouge que le
bleu. Une bande d’'absorption dans le violet donnera auriaaténe apparence jaune ou rouge tres vive.

Ces propriétés expliquent les couleurs vives de certaigdes. D’autres apparences découlent de la position
relative des anions et des cations au sein de la structwsgliinie, de I'existence de transitions électroniques
particulieres, de la dimension de certaines structurededa présence et de la concentration d'impuretés.

15.1.3 Les sources de lurgre

. llluminant A : température T= 2856K,
. luminant B : T = 4800K, il est proche d'une lumiere sotadirecte,
. lluminant C : T = 6500K, il est proche d’une lumiére dujonoyenne,

. llluminants D50, D55, D65 et D75 : les températures retipes sont 5000K, 5500K, 6500K et 7500K, ils
correspondent a quatre rayonnements diurnes.

AW N PR

15.2 Definition des difféerents espaces couleur

15.2.1 Trivariance et primaires

Maxwell a montré qu’une lumiére blanche peut étre repied‘en apparence” par une combinaison linéaire
de trois primaires. Grassman a étendu cette propriédéta couleur et a donc établi la "trivariance” de I'espace
coloré :tout rayonnement peutétre remplacé par une combinaison lireaire de 3 primaires qui aura la méme
apparence cologe pour un observateur

Dans la pratique, la plupart du temps, le choix des primageporte sur le rouge, le vert, et le bleu dans
les synthéses additives (les seules que nous abordeipnstite jaune, le magenta et le cyan (leurs couleurs
complémentaires) dans les syntheses soustractives. Baynthése additive, on additionne les primaires pour
obtenir la teinte cherchée ; dans la synthese sousteagtartant d’une lumiére considérée blanche, on satiatra
I'aide de filtres les primaires.

Deux rayonnements qui donnent une méme impression &ioeés n'ont pas le méme contenu spectral sont
dits métameres Le métamérisme forme une classe d’équivalence. Lam@tisme naturel exact est extremement
rare.

Si 'on mélange les primaires rouge, vert et bleu, on obties couleurs secondaires qui sont également les
primaires soustractives :

— rouge + vert = jaune,

— rouge + bleu = magenta (couleur mauve),

— vert + bleu = cyan (couleur bleu-turquoise),

— rouge + vert + bleu = blanc.
Les couleurs complémentaires (qui additionnées en bproportion donnent du blanc) sont donc :
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— jaune et bleu,
magenta et vert,

— cyan et rouge.

Les lois de la colorimétrie [Marion, 1997] sont compkséar :

— I'égalisation visuelle des couleurs demeure si 'on geégalement les quantités de chaque lumiére du
mélange. Cette égalisation ne disparait qu’aux tribdefaéclairements (perte de la sensation colorée) et aux
forts éclairements (éblouissement).

— La luminance visuelle d’'un mélange de couleurs est la sem@s luminances visuelles des luminances de
ses composantes.

Un espace colorimétrique est défini par un blanc de eéfés (c’est-a-dire une répartitiéff (\) donant une

sensation visuelle de blanc) et 3 primaifgs P et Ps. Il existe une infinité d’espaces colorimétriques. Onedigp
composante trichromatique de la couléudans le systeme colorimétrique,, P, P;, W), les 3 rapports :

Li(C)

T{0) = Li(W)

i=1,2,3

ou lesL;(C) sont les luminances de la primaire nécessaires pourrégalellement la sensation de la lumig&re
(etidem poud¥). La luminance, exprimée en candéla per, se calcule comme :

800nm
L=K S(A)o(A)dA (15.3)
400nm
ou .S()) est la densité spectrale de puissance de la lumiére@lgur le capteuds un facteur ne dépendant que
de la géométrie de prise de vueséh\) la courbe de sensibilité spectrale de I'ceil.

15.2.2 Choix d’'un espace de couleur

Nous désirons créer I'image d’un objet éclairé par uoerse primaire de lumiere (par exemple le Soleil).
L'objet est alors considéré, du point de vue du capteunre une source secondaire de lumiére émettant un
rayonnement qui dépend du rayonnement incident auquet is@mis. Le capteur, par exemple une caméra,
est congu pour recevoir l'information photométriqueigenpar I'objet et traduire ces données énergétiques en
une image. On interpose des filtres entre I'objet et la carpéur sélectionner le contenu spectral de la lumiére
mesurée.

Suivant le schéma de Maxwell, on décompose donc le raynanearrivant sur le capteur, suivant les trois
primaires choisies, a l'aide de filtres appliqués sudeessent sur le captetirOn obtient ainsi trois images, par
exemple rouge, verte et bleue qui nous permettent de relireage en couleur. Tout point de I'image est donc
repéré dans un espace tridimensionnel par ses trois ganfes chromatiques R, V et B (denomméaspo-
santes trichromatiqueg, propres au capteur choisi, dont les expressions sontiiesndes :

R:/OO ST, () sk (A) dA
V:/Oo S ()T, (M) sy (A) dA

B:/jo STy (V) s () dA

ou.S (\) est la distribution spectrale de la source lumineuse set@Ed

Sou de trois capteurs masqués par un filtre chacun
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T, (\), T, (\), Ty () sont les transmittances des filtres rouge, vert et bleu,
sr () est la sensibilité du capteur rouge, et de méme pour lestégtbleu.

L'espace RVB peut étre représenté sous forme d'un cubétdois des arétes portent les trois primaires. La
diagonale reliant les points caractérisés par les troisposantest = V = B = 0 (noir),etR =V = B =
1 (blanc) est appelée axe achromatique. Cette représemtatnventionnelle laisse croire que les composantes
portées par les 3 axes orthogonaux sont indépendantisspmsait expérimentalement qu’il n’en est rien.

15.2.3 Lespace RVB de la CIE 1931

La CIE* a défini un espace RVB de référence (CIERVB 1931) a paetiréléments suivants :

1. les 3 primaires ont pour puissance 1 Watt et sont monodiiques, de longueurs d’ondes : 700 nm pour le
rouge, 546 nm pour le vert et 436 nm pour le bleu;

2. le blanc de réféerence est choisi comiig de densité de puissance constante et égale 4053 W/nm;
c’est le blanc d’égale énergie.

A Triangle de Maxwell

(R+V+B=1)
axe
achromatique
Rouge \%

FIG. 15.4 — Le cube des couleurs et le triangle de Maxwell

Le triangle de Maxwell est le triangle défini, dans ce culze '@quationR + V + B =1

Les fonctions colorimétriques de RVB CIE 1931

Les fonctions colorimétriques, définies pour le tripletige, vert, bleu, ont des valeurs nulles en dehors du
domaine visible des longueurs d’ond®0 nm, 800 nm]. Elles sont égales awcomposantes trichromatiques
lorsque le stimulus a caractériser est de luminance anteset d'intégrale unité. Elles sont alors notéeg\),

v(A), b(A). On en déduit I'expression des composantes chromatiguegue le stimulus n’est pas de luminance
unité, mais de luminanck(\) :

R= / L) r(N)dA

4CIE=Commission Internationale de I'Eclairage
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B= / L(A)b(N)dA

Les fonctions colorimétriques sont également nommeesbes d’excitation ou fonctions de mélange. Elles
sont représentées figure 15.5.

3 T T T T T T T
251 - : -
2 — -
Q 15F 4
>
c
ie]
3]
c
L 1F .
0.5 i
il /\/ 7
-0.5 | | | | | | |
350 400 450 500 550 600 650 700 750
longueur d"onde en nm

FiG. 15.5 — Fonctions colorimétriques. De gauche a droiteuB) Verte et Rouge. Notez les valeurs négatives (en
particulier de Rouge), qui caractérisent une inhibition.

Limites de cet espace

1. L'espace RVB n’est pas le meilleur espace pour reprotaperception visuelle humaine : il est par exemple
difficile d'attacher simplement une couleur a un point desspace.

2. Les trois composantes RVB sont fortement corréléesi(dier la composante V, fait apparaitre la teinte plus
rouge), et il est difficile de séparer la notion d’inteasie la notion de chromaticité.

3. une couleur pure a toujours au moins une composanteive§atir fig 15.5).
Pour éviter ces inconvénients, il a été proposé degoassies espaces différents : tout d’abord I'espace XYZ,

puis des espaces dont la représentation se rapproche eleé&ppon humaine des couleurs, et dans lequel on peut
décorréler I'intensité de la couleur (Lab, TLS, visugpbthétique, et TLC).
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Dans ces differents espaces, on définit mathématiqueleemaractéristiques de la couleur : la Teinte, la
Saturation et le Chroma. On peut également les défirérdittment indépendamment des espaces [Seve, 1996].

Définitions des grandeurs chromatiques

La Teinte est définie de la fagon suivanteAtttibut de la sensation visuelle qui peétre cecrit par des
qualificatifs tels rouge, jaune...La teinte détermine donc la couleur d’une surface.

Le Chroma estle niveau de coloration d’'une surfacéyalle relativement la lumiére qu’elle recoit Le
chroma d’une surface doge est un attribut perceptif itghendant du niveau @tlairement. Pour une surface de
chromaticié constante, le chroma augmente avec la éal la surface, contrairemeatla saturation.”

La Saturation quant a elle peut &tre définie de la facoraste :"Niveau de coloration d’'une surfacéyalle
relativementa sa luminosié. Il permet d’estimer la proportion de couleur chromatiquargp dans la sensation
totale. La saturation d’'une surface de chromatoitonstante est un attribut perceptif &mendant de sa claat’

La Clarté est tin attribut d’'une sensation visuelle, selon laquelle undase pardt diffuser plus ou moins
de lumere relativemena celle recue. La claé s&value relativement au diffuseur parféitlairé dans les @mes
conditions.”

La Luminance estune grandeur physique qui caréetse une surfacémettant un rayonnement dans une
direction donige. C’est le quotient du flugmis par I'angle solide et I'aire apparente de la surface displa
direction d&mission.”

Les notions de chroma et de saturation sont souvent conésnturs expressions formelles seront définies
par la suite et leurs notations seront respectivement C et S.

Dans les paragraphes suivants les differents espacegsitiiaisant intervenir ces grandeurs, seront présent”
lIs nécessitent que I'on définisse tout d’abord I'espaterimédiaire XYZ.

15.2.4 Lespace XYZ

Comme nous pouvons le voir sur la figure 15.5, les fonctiofsriznétriques prennent des valeurs négatives,
qui correspondent donc a des inhibitions. La CIE proposehamgement de primaires afin d’avoir des fonctions
colorimétriques a valeurs positives. Ces primairesrfunemmeées [X], [Y], [Z] et les fonctions colorimétriques
associées, 7, z. Les nouvelles fonctions colorimétriques sont repré&sesnsur le schéma 15.6. Ces primaires ne
sont pas physiques mais irréelles. On choisit en paréicgilegale a la sensibilité relative spectralg\) de I'ceil,
ce qui permet de relier directement la luminance de la codéa valeury” (voir équation 15.3) L(C) = KY.

Le passage de I'espace RVB a I'espace XYZ se fait par unefwemation linéaire. On définit donc une
matrice de passage inversible nommée : RX'BZ (dont les valeurs dépendent du systeme physique diaitipn
et d’affichage de I'image si I'on ne se place pas dans RVB 193 jransformation réciproque se fait grace a la
matrice inverse de RVEXYZ nommée XYZRVB. Ces deux matrices sont, dans le cas du passage dessspace
CIE 1931, définies de la fagon suivante :

042 —-0.16 —0.08
RVB.XYZ =| —-0.09 0.25 0.16
0.001 —-0.002 0.179

278 1.75 1.13
XYZ_RVB=RVB.XYZ ' = 1 4.59 0.06
0 0.057 5.59

Les espaces RVB et XYZ n'ayant pas les mémes blancs (ilsesofdit proportionnels), on définit un espace
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FIG. 15.6 — Primaires, y, z de la CIE.

X'Y’'Z' qui se déduit de XYZ par changement de blanc et quiredié a RVB par :

0.49 0.31 0.20
RVBX'Y'Z = | 018 0.81 0.01
0.0 0.01 0.99

2.37 -0.9 —-047
XY'Z RVB=RVB.X'Y'Z'=| -052 1.43 0.09
0.004 -0.014 1.01

Des matrices semblables existent, permettant de passexgraple des espaces NTSC, PAL ou SECAM aux
espaces de la CIE et d'un type de télévision a l'autresx systemes européens ont les méemes blancs et les
mémes luminophores).

A partir de cet espace nous pouvons définir I'espace Lab.

15.2.5 Lespace Lab etle repre TLC

L'espace Lab est un espace uniforme, ce qui signifie queckdstde couleur dans cet espace sont égaux aux
écarts de couleur percus par un observateur (en preaggm®ximation). C’est un espace normalisé par le CIE.
L'origine de cet espace vient de la propriété suivante lutainance d’'un rayonnement est indépendante de la
chromaticité de ce dernier.
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Il estimportant également de constater que dans le cassfgice RVB les composantes trichromatiques sont
corrélées. Ainsi il est impossible d’obtenir I'inforniah de luminance indépendamment de la chromaticité, en
revanche, cela est possible dans le cas de I'espace Lab.sposdide trois composantes pour un seul point de
I'espace :L la clarté,a etb les coordonnées de chrominance. Celles-ci sont obtempestir des composantes
X, Y, Z. On définit de plus un blanc de référence dans I'espace Ryt les coordonnéesn, Yn, Zn sont
déterminées en fonction de la nature de lilluminant shigeve, 1996].

— llluminant A : Xn =109.85, Yn =100, Zn = 35.58.
— llluminant C : Xn =98.07, Yn =100, Zn = 118.23.
— llluminant D65 : Xn =95.04, Yn =100, Zn = 108.88.

L'espace Lab, tel qu'il a été adopté par le CIE en 1976teplernom de CIELab. Il est défini par les équations
suivantes :

ol

L = 116(%71) ~16
@ = 500[(£5)" - ()]
b= 200|(35) - (£))

Pour des valeurs de I'argumentinférieures a 0.008836nietion puissance% estremplacée par787x+ %

On peut ainsi voir que le plan orthogonal a I'axe des ctaet& le plan chromatique contenant les deux axes
etb. On remarque que I'axe peut étre décomposé en deux couleurs : vert et rougexet'an bleu et jaune. On
adonc:

bleu poura =0etb<0 et jaunepoun=0ethb>0
vertpoura < Oetb=0 et rougepoutr >0ethb=0
L'axe achromatiqué& est donc défini pag = 0 etb = 0.

Plutdt que de caractériser la couleur par les valaues b, on préfére souvent utiliser les coordonnées cy-
lindriques. Elles permettent d’introduire deux caraistéyues de la couleur : la teinte T et le chroma C dont les
expressions sont les suivantes :

C =+a?+b?

a

T = acos \/GQj_i_bQ si b > 0
a .
= 2w — acos \/TW sinon

La signification du chroma est la suivante : si dans I'espadedn effectue une coupe orthogonale a I'axe des
luminances, a une valeur defixée, on définit un plan particulier de chromaticité. lleama est alors la distance
d’'un point de ce plan a I'axe achromatique. Les points diisoma se situent sur un cercle dont le centre est le
point d’intersection entre I'axe achromatique et le plarcki®minance choisi.

La teinte est définie comme un angle, ses valeurs variert eioine O et 2 ou entre—m et .

Remarque : la teinte est une notion délicate car une vaketeidte a 0 semble tres éloignée d’une valeur de
teinte égale a2, alors que ce sont deux teintes identiques. Ces deux gremsient représentées sur le schéma
15.7.

Caractéristiques de cet espace

1. L'espace Lab est un espace uniforme, donc par définitioné&cart entre deux couleurs est égal a I'écart
percu par 'homme c’est donc un espace dont la métriquereshe de celle de I'espace visuel humain.
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courbe d'iso-chroma

FiG. 15.7 — Coupe orthogonale a I'axe des luminances dansalbespab : le repére TLC.

2. La composanté& est décorrélée des composantes chromatiques, Malisament le chroma dépend de la
clarté.

e,

ments successifs d'espaces, et d’autre part a I'apprdikimeausée par I’exposaét

4. L’acces aux informations de teinte et de chroma est éapas les differentes étapes nécessaires au calcul.
C’est pourquoi il est préférable de passer par l'intediaige d’autres espaces pour définir ces grandeurs,

notamment I'espace TLC.

15.2.6 Lespace YC1C2

C’est un espace générique. Il est obtenu a partir dedesRVB par transformation linéaire. La composante
Y est définie comme étant la luminance et C1, C2 les valeeichdominance. On peut écrire cette transformation

sous forme matricielle, on obtient alors :

Y R
c2 | =M |V
c1 B

La matriceM est définie suivant I'espace utilisé : TLS ou visuel hyatidue.

15.2.7 Lespace TLS

C’est un espace créé par les traiteurs d'images pour sacadiite d’emploi. Les composantes d’'un point de
cet espace sont : Teinte (T) Luminance (L) et Saturation@8)'appelle en anglais I'espace HIH{e, Intensity,
Saturatior). Les composantes sont définies, en passant a I'espac€,@ar la matricé/ définie par :
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1/3 1/3  1/3
M=| 1 -1/2 -1/2
0 3/2 —\/3/2

On obtient alors les valeurs d& L, S de la fagon suivante :

L=Y
si R=V =D alors =0 et T=0
sinon S=1- % etsi 02 > 0alors T = acos(——51—)

VOIroRE)
T=2m— aCOS(W)

sinon

La saturationest définie comme une distance séparant un point queleahgpoint achromatique, on remar-
quera que ce n’est pas une distance euclidienne. Soit Dbligedrassant par un point quelconque et par le point
origine de I'axe achromatique. La teinte est définie comarggle compris entre la droite D’ et I'axe de référence
C1.

Cet espace présente un inconvénient : la fonction Mind@finit la saturation, compromet la transformation
réciproque passant de I'espace TLS a YC1C2. Pour éwitler @n peut utiliser le systeme visuel hypothétique
[Carron, 1995].

15.2.8 Le systme visuel hypotletique

Pour correspondre a la perception visuelle Garbay a d&fisysteme dont la sensibilité est indépendante de la
longueur d'onde, du facteur de pureté et de I'intensiteadmuleur considérée [Carron, 1995].

Dans ce modele on définit une matrice M de passage a I'esp@atC2 par :

/3 1/3  1/3
M= 32 —/3/2 0
~1/2  -1/2 1

Par la suite on définit les deux grandeurs suivantegeiféeet lechroma

Soit P un point de I'espace dont on désire connaitre les prtmiéhromatiques. SoR’ la projection ortho-
gonale deP sur I'axe achromatique. Saf? la droite passant pd? et P’.

La teinte est I'angle que font la droitB et 'axe de référenc€'1. Le chroma est la distance séparant le
point considéré, de coordonnées (C1,C2), de I'axe awhtigue. D'ou I'expression suivante pour le chroma :

C = /(C1Z+C2?)

Remarques : Differences entre I'espace TLS et le sy@ine visuel hypottetique.

L'espace TLS est également appelé systeme de coordsrinangulaires. Cela vient du fait que le plan de
chrominance est défini par le triangle de Maxwell, I'axe rachatique est I'axe lui étant orthogonal, donc la
diagonale principale du cube dans I'espace RVB. On remaacqueon differencie les termes deéhromaet de
Saturation .En effet dans I'espace TLS, étant donné la définition d&&(Min(R,V,B))) on peut dire que les
courbes d'iso-saturation sont des triangles homothésiqu triangle de Maxwell et de taille inférieure a ce darni
figure 15.8. Or dans le cas du systeme visuel hypothétiguiiroma n’est pas défini par une fonction Min, il est
défini comme une distance euclidienne, donc les courbss-dliroma sont des cercles, figure 15.8.

On peut noter également une difféerence dans les matriegmsgsage de RVB a YC1C2, la matrité de
I'espace visuel hypothétique introduit une rotation3@€ des axes C1 et C2 défini dans I'espace TLS, ce qui
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Courbes d'iso-saturation

point achromatique

Representation des courbes d'iso-saturation Representation des courbes d'iso-chroma dans le systeme visuel
hypothetique

dans I'espace TLS

FiG. 15.8 — Les courbes d’iso-saturation dans I'espace TLSigt-throma dans I'espace visuel hypothétique.

implique que I'axe de référence C1 ne passe plus par le samouge du triangle de Maxwell, mais correspond a
I'axe Rouge-Vert. Si on reprend la schématisation de &esfRVB (voir figure 15.4), on peut représenter les axes
C1 et C2 des deux espaces, en considérant I'axe achromatégpendiculaire au plan de la figure, voir schéma
15.9.

C2 (visuel hypothetique)

C2(TLS)

C1

RN
c1

FIG. 15.9 — Les plans C1C2 de I'espace TLS et C1C2 du systemelvigpothétique

On voit qu'il existe des differences entre I'espace TLSextpace visuel hypothétique, cependant on constate
que la formule de la saturation dans TLS ne permet pas laftranation inverse, pour cela il est préférable de
choisir la formule du chroma définie dans I'espace visugidtlyétique. En revanche, dans ce systeme les axes C1
et C2 ne portent aucun sommet du triangle de Maxwell, ce quigmie le choix de la représentation par TLS.
Mais plutot que d’avoir a choisir entre ces deux espacepeahadopter la voie décrite par Carron [Carron, 1995] :
faire un compromis entre les deux espaces, d’ou I'apparde I'espace TLC.
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15.2.9 Lespace TLC

Cet espace est obtenu en effectuant un passage de I'esp8ca Rdspace YC1C2 par l'intermédaire de la
transformation linéaire exprimée a I'aide de la matri¢edéfinie de la fagon suivante :

/3 1/3  1/3
M=| 1 -1/2 -1/2
0 —3/2 /32

La matrice M ainsi définie est treés proche de celle définie pour I'espECS, on constate uniquement un
changement d’orientation pour I'axe C2.

La matrice de passage de I'espace YC1C2 a I'espace RVReéstalpar :

1 2/3 0
M1t=11 -1/3 3/3
1 —1/3 —/3/3

Grace au composantes Y, C1 et C2 nous pouvons définir leslguas suivantes : la luminance, la teinte et le
chroma.

On obtient ainsi :

L = Y
C = (C12 +C22)
si C1>0 alors T = acos(4)
sinon T = 27— acos(%)

Ces formules sont inversibles ce qui permet un retour apagement a I'espace YC1C2 puis a I'espace RVB.

De surcroit, on constate que le passage aux valeurs de,tkintinance et chroma se fait en peu d’étapes et
donc nécessite moins d’approximations que les expressibtenues a partir de I'espace Lab. C’est pourquoi on
préfere parfois utiliser I'espace TLC, afin d’eviter larfgede précision au cours des changements d’espaces.

15.2.10 Les espaces de lalévision

Afin de garantir une reproductivité universelle des cortggies systemes de télévision se sont dotés de normes,
aussi bien pour I'affichage que pour la transmission.

Syseme NTSC

Il propose un espace RVB relié a I'espace XYZ par les madric

0.607 0.174 0.020
RVB_XYZnrsc = | 0.299 0.287 0.114
0 0.066 0.117

1.910 —-0.533 —0.288
XYZ_RVBnTsc = RVB_XYZR,ITSC = | —0987 200 —-0.028
0.068 —0.118 0.896
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Sysemes PAL et SECAM

lls proposent le méme espace RVB relié a 'espace XYZ gmmatrices :

0.429 0.343 0.178
RVB.XY Zpar spcam = | 0222 0.707 0.071
0019 0.132 0.939

3.073 —1403 —0475
XY Z_RVBpar/spcan = RVBXYZp4 spoay = | —0.970  1.877 0042
0.074 —0.235 1.068

NTSC : les signaux en composantes
La transmission se fait par Y et et Q : liees a RVB de NTSClaanatrice :

0.299 0.587 0.114
0.596 —0.274 —0.322
0.211 —-0.523 0.512

PAL : les signaux en composantes

OntransmetY e/ = 0.493(B — Y) ainsi queV = 0.877(R—Y).

SECAM : les signaux en composantes

OntransmetYelR —Y B-Y.

15.3 Mocklisation de la perception cologe des images

Devant la complexité des expérimentations sur la coulgugrand intérét est apparu dans la modélisation de la
perception de facon a évaluer automatiquement les paaiaces d’un opérateur humain ou d’apprécier la qualité
d’'un document sans passer par une longue étape expéaiment

Nous présentons ici un modele de la vision - assez ancieais tres représentatif de ceux que I'on a pu
élaborer sur ce sujet. Ce modele est cependant moins ebdiph point de vue colorimétrique que des modeles
plus récents comme celui de Nayatani [Nayatani et al., 16@Qelui de Guth [Guth, 1991], qui néanmoins ne
permettent pas aisément de faire varier la distance dreaten.

Le modéele de Frei-Faugeras fait passer d’'une image repi@s par ses coordonnées RVB a une image dans
un espace perceptudlC; Cs, ou A code la luminance et et Cs les antagonismes rouge/vert et jaune/bleu. Un
tel modele comporte un étage de récepteurs non-liegaime séparation de 'information colorée en un 1 canal
achromatique et 2 canaux chromatiques, un filtre spatiadlsague canal (il est représenté sur la figure 15.10).

Le signal RV B, transformé en signal CIE 1931 XYZ, est tout d'abord cotivem valeursL)M S. Celles-ci
expriment assez bien I'absorption par ce qui semble &rrdés familles de récepteurs des cones des primates,
M et S dénotant les longueurs d’ondes longues, moyennes eteso@eétte absorption est suivie d’'une étape de
compression (traduite par un filtrage non-linéaire laanique) conduisant aux valeuts M/, S. Un second étage
donne naissance au canal achromatidue aux valeurs d’antagonismes chromatioGeet C» (C; = L — M, et
C, = L — S). Enfin 3 filtres differents? (f), H,(f) et Hy(f) viennent rendre compte des interactions spatiales
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(Rl le]  [&]

RGB
LMS

AC1C2

H(f) H1(f) H2(f)

FiG. 15.10 -Le mockle de vision propdspar Frei et &velop@ par Faugeras [Faugeras, 1976].

de chaque canal (respectivemehtC; et Cs) indépendamment. Les valeurs de ces divers filtres, ainsidgs
matrices de composition et des non-linéarités du mostaie proposées dans [Faugeras, 1976].

Les filtres spatiaux{; et Hy agissant sur les canaux antagonistes, sont assez étsqgtanant une nette
sélection frequentielle dont le role sera détermirtkamts notre expérience (maximum de réponse respectitémen
4 cycles par degré et 2,6 cycles par degré).

Cesfiltres ont été réalisés par differences de gaussi& conformémenta I'approche de Marr [Marr et Hildy&é980]
(voir chapitre sur la segmentation, paragraphe 11.5)ohs$ grésentés sur la figure 15.11.

Le modele développé par von Kreis reprend le modéle éefFaugeras, mais tient compte du phénoméne
d’adaptation chromatique qui permet de conserver une pgocequasi-permanente de la couleur méme lorsque
I'éclairage incident varie fortement en teinte. Pour cada Kreis procéde tout d’abord a une normalisation le
la couleur sur 'ensemble de la scéne observée et intraliisi gains chromatiques pour rattraper un possible
déséquilibre de I'éclairage.
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5,
HOI
5,

HOI

"
5
"
5

10™ 10° 10 10™ 10
cycles/degree cycles/degree

FiG. 15.11 —A gauche la fonction de transfeff; (f) du canalC; (& une dimension), calcéka partir d'une
difference de deux gaussiennes. A droite : la fonction de trein&fg /) du canalCs.

15.4 Les traitements des images en couleur

15.4.1 Un ordre pour 'espaceR? ?

Un espace esirdonné s'il est muni d’une relation entre ses éléments (natéaui vérifie les 3 propriétés
suivantes :

1. réflexivité :z < z,

2. transitivité :x < y ety < z impliquez < z,

3. anti-symétrie : st < y ety < z alorsz = v.
Si seules les relations 1 et 2 sont vérifiees, alors laioglat est unpré-ordre.

Les entiers naturels sont ordonnés dahd_es couples d&/2 ou les triplets déV? ne bénéficient pas d’ordre
naturel.

On peut induire un ordre sur un espace non orddrriepartir d’un espace ordonfiési I'on fait correspondre
a tout élement’ € T’ un élement: € T par une relation 2’ = h(x) injective. Si la relation n’est pas injective
alors elle définit un pré-ordre sdr'. On peut alors créer un ordre siif en remplacant les’ par leur classe
d’équivalence définie parX’ = 2’ : h(z') = a

On dit qu'il existe unordre total sur un espacé’ si quelque soit:,y € T x T soitz < y soity < z (soit
r<yety <uz).

Si un ordre n’est pas total, il est giartiel .

T1 T1
X2 y=sup{xi} y? y>X

X ?
x1 %3 y<x y 7

To To

FiG. 15.12 — A gauchey, le sup des; n'appartient pas a I'ensemble qui n’a donc pas de plus getérdent. A
droite : I'ordre canonique définit les éléements sup@seet inférieurs &, mais ne classe pas les autres.
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Siun espacd” = {X = {x,z1}} est espace produit de 2 espaces ordofipés z, etT; = z1, on obtient
un ordre partiel dibrdre canonique par la relation conjonctive des deux relations d’ordrer(figure 15.12). On
ne peut donc définir au moyen de I'ordre canonique le d{latd’'érodé) d'une image en couleur par cet ordre.

SiI'on veut bénéficier d’un certain nombre d’outils d®@pés en traitement des images, il faut pouvoir induire
un ordre total dans I'espace des couleurs. Avec un tel oildrst, alors possible d’appliquer les algorithmes de la
morphologie mathématique ou des filtres non-linéairesadg , par exemple, (comme les filtres médians en parti-
culier). L'impossibilité de le faire au moyen de I'ordrenzmique est illusté sur la figure 15.12 pour la dilatation.
On ne peut définir le dilaté (ou I'érodé) d’'une image enlear par cet ordre, puisque ni le min ni le max d’un
ensemble de valeurs n’appartient forcément a cet engembl

Il a été proposé donc d’induire un ordre dans cet espacarpbalayage judicieux des 3 dimensions (le choix
d’'une applicatiom: injective ci-dessus). Plusieurs ordres sont possiblessant illustrés a 2 dimensions dans
la figure 15.13. Aucun de ces balayages ne résoud commatdm probleme car I'ordre induit dans I'espace
transformé respecte mal la notion de voisinage que l'oiit akems I'espaceR? initial. Ceci est confirmé par le
théoreme de Netto :

Toute application injective di®, 1] dans0, 1] est discontinue.

balayage vidéo balayage zig-zag
balayage de Regazzoni balayage de Hilbert balayage de Peano
entrelacement de bits variantes de I'entrelacement de bits

FiG. 15.13 — Les divers modes de balayage de I'esgizice
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Considérons la 8 connexité de I'espdR& Chaque point: a alors 8 voisins appartenant au voisinage
Définissons une 8-connexité le long du balayage de I'imggeassocie les 4 points précédantt les 4 points
succédant a le long de la courbe. Sol¥, ce voisinage. Un balayage préservera la topologi@4si les points
deV, se retrouvent dang’, . Statistiquement, sur toute la surfa[Oel]Q, on trouve les résultats suivants :

balayage Hilbert Peano Entrelacement ZigZag Regazzoni TV
pourcentage de points
du voisinage 1D appartenant 58% 57 % 45-50 % 27 % 26 % 25%

au voisinage 2D

A ce titre, les balayages de Peano et de Hilbert (deux badsyagtructure fractale puisqu’auto-similaires) et
I'entrelacement de bits sont parmi les plus satisfaisants.

15.4.2 Qu’est ce qu’'une couleur repesentative d’'un nuage ?

On suppose que I'on dispose dé points de couleur, on veut en extraire une valeur signifieatUne fois
choisi I'espace des couleurs, le choix d’une couleur mogexst trivial puisqu’il revient a filtrer canal par canal et
a constituer la valeur moyenne a partir des 3 moyennesaepasantes.

On calcule parfois des moyennes "frustrées”, c’estra-cilculée a partir de 'ensemble privé de ses élésnent
extrémes. Pour cela on travaille en deux étapes :

1. a partir de I'ensemble des points on calcule une moyenne,

2. on écarte de I'ensemble tous les points a une distaopaeytande de cette valeur moyenne,

3. une autre possiblilité consiste a remplacer les pairdistance trop grande par leur projection sur la sphére

centrée en la moyenne et de rayon égal au seuil de distance,

4. pour les points retenus, on recalcule une moyenne. Catiéeirvmoyenne est la moyenne frustrée de I'en-

semble.

Le choix d'une valeur médiane n’est pas trivial a causepteblemes d’ordre exposés ci-dessus. Parmi les
techniques choisies, on utilise souvent la technique dinmuim de distance :

1. pour chaque point de I'ensemble on calcule la somme demndiss a tous les autres,

2. on trie ces distances par ordre croissant,
3. on choisit pour point médian celui qui minimise la somres distances.

On peut également choisir dans I'algorithme ci-dessus,legoint qui minimise la somme des distances, mais
celui qui minimise la médiane des distances d'un poinud tes autres.

15.4.3 Comment calculer une palette ?

Les diverses techniques permettant de quantifier la copktent généralement d’un signal 23t niveaux.
Elles réduisent ce nombre par :

1. la quantification uniforme; ex : palette 5,5,5 pour coders bits (on réduit le nombre de couleurs a 36 000
environ, ce qui permet de construire des histogrammes) lette@&,2,2 pour coder sur 1 octet une image
couleur.

2. la méthode LBG (Linde, Buzo, Gray) ou méthode des k-mags ; cette méthode de classification permet
de minimiser la distorsion entre la représentation oglgret la représentation quantifiee. Elle étend a N
dimensions la soluion classique de Lloyd et Max en choistdéande et al., 1980] :
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— pour classe celle qui est la plus proche de I'échantiltmrs@éré au sens de la norme adoptée pour mesurer
la distorsion,

— pour représentant d’'une classe le centre de gravitéttiedasse.
la méthode des k-moyennes floues,

I'algorithme de population,

le median-cut

I'octtree

No gk w

les réseaux de Kohonen

15.4.4 Comment filtrer 2 couleurs ?

Les expressions classiques du filtrage linéaire s’apphigbien siir aux images en couleur et I'extension a
des signaux vectorielsf(€¢ R3 au lieu def € R comme dans les images a niveaux de gris), ne change pas
fondamentalement le principe du filtrage. Il est cependastimportant de bien choisir I'espace de représentation
des signaux afin que la linéarité soit bien prise en comaits lespace souhaité. En effet, les équations fortement
non linéaires de changement d’espaces (par exemple dea&ab) interdisent d’optimiser (par exemple aux
moindres carrés) les filtres simultanément dans les slizgpaces (figure 15.14).

A

B

FiG. 15.14 — Lors de l'interpolation de deux couleurs, A et B,dssage par une transformation non-linéaire (par
exemple I’exposan% du passage de XYZ a Lab) conduit a des couleurs (ici M et M3 differentes.

15.4.5 La cktection des contours des images en couleur

La détection des contours des images en couleur peut getfait d’'abord en appliquant séparément une
détection de contours scalaires (voir chapitre 11) sucwha des composantes [diZenzo., 1986]. On dispose de
3 images de contours gu'il convient alors de composer potgmnibune seule image de contours (on dit souvent
« fusionner»). On choisit frequemment une combinaison des 3 contou@gepte tous les contours : par exemple
au moyen d’'umtmaxdes 3 images de contours.

contour résultant = maz {contours des canaux}

Si I'on choisit une combinaison en modules :

contour résultant = Vsomme des contours?

on se ramene alors souvent a une détection de contodesraodule de I'image (c’est-a-dire a peu prés sur I'image
de luminance) car beaucoup de détecteurs de contoursiseairés (détecteur de Deriche, de Canny, de Shen).
Attention, la recherche du maximum du gradient dans la timeclu gradient n’est - elle - pas linéaire et il n'est
pas équivalent de I'appliquer avant ou apres la combimeaites canaux.
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On peuttirer profit d'informations particulieres sur l®@pleme a traiter pour privilégier un type de représtota
a d'autres. Par exemple on sait que les ombrages (aussplmpres que portés) sont peu colorés. On peut alors
ne segmenter que les composantes chromatiques des olfjetsv&ut séparer des objets sans les fragmenter en
fonction des ombres.

15.4.6 Repesentation par quaternions

Cette technique particuliere et originale peut s’apigg n’'importe quel espace chromatique. Elle a été pro-
posée dans [Sangwine, 1996]. Elle permet de manipulerdieaodans une représentation analytique compacte
autorisant la plupart des traitements accomplis sur ldaisea par une extension formelle.

Elle utilise la représentation par quaternions, de fagoaprésenter par un nombre unique un vecteuRte
(et donc a fortiori deR?®) de la méme fagon que la représentation par nombre camplermet de manipuler
des objets d&®2. Les quaternions forment un anneau qui peut &tre constrpstrtir de tout anneau commutatif.
Dans le domaine du traitement de I'image on utilise les qonaias construits sUR dans les applications comme la
calibration des caméras ou le changement d’espace desmqiation ou le matching de points. Mais les quaternions
sont également utilisés a partir de leur constructionZet surC en théorie des nombres ou en mécanique
quantique.

lls se construisent a partir d’'une base constitué€lde j, k), vérifiant des propriétés de multicativité sem-

blables a celles des complexes :

li=i 1lj=j 1lk=k

ij=—ji=k jk=—-kj=i ki=—ik=j
= =k=-1

Un quaterniorp se compose de 2 parties, I'une scalairgautre vectorielle; :

p=a+bi+cj+dk=a+q
Les quaternions vectoriels (c’est-a-dire tels gue: 0), également appelés quaternions purs, forment un espace
vectoriel isomorphe &3.

Les opérations sur les quaternions permettent de dédicohjugu@ dep = a + ¢, (p = a — ), la somme, le
produit, le produit scalaire de 2 quaterniorsy, p >= 1/2(p'p+pp’)) etla norme d’un quaternioff|| = +/pp).
Le produit n'est pas commutatif, sauf si les 2 quaternioridean's parties vectorielles proportionnelles. En effet :

pp’ = (ad’ —qq',aq' +d'q+q N q')

15.4.7 Couleur et quaternion

Représenter un point de couleRrV, B par un quaternion pur, c’est tout d’abord choisir un espaceodileur
(par exemple RVB), puis une origine de I'espace des cou(eanseut étre le noir (0,0,0), mais dans [Evans et al., 2000]
on préfere le point de coordonnées (127.5,127.5,12li5e situe au centre du cube des couleurs. On représente
ensuite un point de couleur par un quaternion pur. Par exeogwhme :

g=i(R—0)+j(V-0)+k(B-0)

Les opérations conduites sur les quaternions (produwits;aiutions, etc. ) héritent des propriétés spécifique
du produit de quaternions. En particulier, pour des quaiespurs; etq’, on vérifie aisement que la partie scalaire
Scal[q.q'] du produit de quaternionget ¢’ vaut :

/

Scallqq'] = —q.q



270 CHAPITRE 15. FORMATION DE L'IMAGE ET COULEUR

ou . dénote le produit scalaire de 2 vecteurs, et la pagtitovielleVect :
Vectlqq'] = g x ¢'

ou x représente le produit vectoriel. Ces propriétés petanet’obtenir des résultats particuliers par des mises en
équation trés simples.

Par exemple dans [Evans et al., 2000], on montre que I'onffigat une image en couleur par un filtre passe-
bas qui n’agit que sur la composante chromatique parallélee couleur donnée quelcongue (et pas sur les
composantes orthogonales) en construisant le quaternitaire yc, : pc, = ﬁ puis en convolant (a droite
ou a gauche) I'image par un noyauV (par exemple d8 x 3 pixels) d’amplitudeuc, :

1 Hcy  HCy  BCy
N = § Hcy  HCy  HBCy
ke, poy  Bey

En effet, ces convolutions N x ¢ = u etq « N = v fournissent 2 quaternions et v de méme partie
réelle et de parties vectorielles opposées. Les padaaises obtenues sont égales a la moyenne des composante
chromatiques de I'image paralléles.d, .

Scal[N = f](z,y) = Z—%uclf(w — s,y —1)

s,t

Les parties vectorielles sotit égales au produit vectoriel :

Vect[N « f)(z,y) = =Vect[f = N|(z,y) =Y %ucl x flx—s,y—1)
s,t

Leur sommeu + v est un scalaire qui peut étre orienté sefdnen le multipliant paic,. On aboutit & un
filtrage hypercomplex&/ qui vaut :

| e

M=q—- 5

[N % q+q*N|

avec
1 | et | Yot | Yot
N' = § Hey _8/’[’01 Hey
Hey Hey Hey

Cette représentation par quaternions permet de défininedfacon semblable des détecteurs de contours
[Sangwine, 1998], desfiltres passe-bas [Evans et al., 2088]TF de I'espace des couleurs ([Ell et Sangwine, 2000].



Annexe A

Decomposition en Valeurs Singubres :
SVD

Chapitre rédigé par Denis MIGNON

A.1 Définition

On étudie la décomposition d’'une matridec CP*™, éventuellement dari®?*™ ; les résultats donnés pour
les matrices réelles se particularisent en changeantdasgosées—conjuguéés{) en transposéed’("), et les
matrices unitaires sont remplacées par des matricesguitades.

Théoreme 1. SoitA € CP*™, il existe des matricesnitairesU € CP*P etV € C™*™ telles que :
U AV =¥ € RP*™  avecy = diag(o1,...,0,) OUn =min(p,m) etoy >o09>--- >0, >0.

La matrice rectangulairE est constituée dé sauf sur la diagonale qui comportgéels positifs, leg; ouvaleurs
singulieresde A ; lesu; et lesv; (colonnes de U et V respectivement) constituenMesteurs singuliersie A a
gauche et a droite respectivement :

A’Ui = O;U; etAHul = 0;V;

L existencede la SVD provient de la diagonalisabilité en base ortho@eles matrices hermitienngd’ A et
AAH | et de leur positivite. On aunicité des valeurs singulieres (comme on a celle du spectrd’éd); en
revanche, I'unicité de la SVD n’est assurée que si la moast carrée et possedealeurs singulieres deux a deux
distinctes. Mais ceci n’est jamais vraiment génant posipl®priétés structurelles que I'on peut étudier gtz
SVD.

A.2 Lien avec le rang et interprétation de la decomposition
On appelles,,...(A) = o1 la plus grande valeur singuliere de et 0,,,;,(A) = o, la plus petite valeur
singuliere ded (éventuellement nulle). Si le classement se précise copuit :
012+ 20p>0p41=-=0,=0
alorsr est lerangde A, et on peut caractériser le noyau et I'imageAlpar :

ker A = {vpq1,..., 0}t €timA="{uy,...,u.}
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On peut alors donner une expression plus compacte de lan@sition deA, en notant/,, = U(:,1 : r),
V., =V (:;,1:r) les sous-matrices rectangulaires extraite§, et 3(1 : r,1 : r) = diag(oy,...,0,) la matrice
carrée diagonale extraite ou partigle de ¥ :

A=UsV? =U LV =3 o)
1=1

Sur cette derniere décomposition, on voit tres bien cemtragitA sur chaque vecteus; de la base orthornormée
de I'espace de dépaft™ : elle le transforme es; fois le vecteun; de la base orthornormée de I'espace d’arrivée
Cr.

PourA#, on montre de méme quer A7 = {u,41,...,u,} etim A® = {vy,...,v.};etlona:

AT =yyTu? = V.5, UM =3 0wl
1=1

A.3 Normes

La norme 2 et la norme Frobenius dese calculent aisement a partir de la SVD :

|All2 £ sup ||Az| = y/max(spec AHA) = oy
el =1
|Allr 2 Jtr(A% 4) = W S ———
4,7

La propriété suivante joue un trés grand rdle dans leblpmes d’approximation :

Théoreme 2. Soit{U, %, V} une SVD de4, consicrons pourl < k < r = rang(A) la suite de matrices
A, = Zle o; uile de rang exactemertt alors :

min ~[|A— Bl = [|[A — Agll2 = ok+1
B, rang(B)=k

En fait, les valeur singulieres dé mesurent la distance (en norme 2) de la matrgear rapport aux matrices de
rang inférieur.

Plus précisément, si I'on se donne>- 0 comme tolérance numérique, et que I'on mesure le rangenigog
de A correspondant pat. = rang(4,¢) = ming | 4—p|,<- rang(B), le theoréme 2 permet d’écrire :

01220, >E20r412 20



Annexe B

Applications de la SVDa la resolution des
syskemes lireaires

Chapitre rédigé par Denis M IGNON

B.1 Conditionnement d’un syseéme linéaire non singulier

Considérons le systeme linéaider = b supposeé régulier, c’est-a-dirk inversible. On cherche a évaluer les
variations de la solutiom relativement aux variations dé et deb (imprécisions sur le systeme et les données).

Le calcul differentiel permet une analyse directe dansds @gulier : comme: = A~'b, alorsdx =
d(A71) =d(A )b+ A tdb; enfind(A™!) = —A~'dA A~1, d’ou:

de = —A"YdAA D+ A7 db = A7 [—dAx + ab), et||dz| < [|[ATY| [|dAl||z] + ||db]|]

En divisant le tout pajjz|

, eten utilisant québ|| < ||Al|||z]|
[[dz||

]|

, on obtient la majoration suivante :

—1yy [IdA] | lldbll
<paa=y |l Bl
1Al ol
Le nombreC' = ||A| ||A~!| apparait clairement comme une mesure de la sensibilitepieration d’inversion.
Caractérisons la par les valeurs singulieregide

En introduisantune SVD dd : A = USVH = 37 o, u;0f (dans le cas régulier, = n = m = p), on
trouve immeédiatement la décomposition correspondaatéd : A~! = VEIUH = 37 o7 oull 1l est

alors évidentqué€’ = o1 /0, ; de plus, un raisonnement précis utilisant les vectengudiers montre que la borne
proposée est optimale pour certaines directiond déA, b, db.

Définition 1. C = ||A| |1A7Y = omaz(A)/omin(A) est lenombre de conditiomu conditionnement de la
matrice A.

Remarquons qué€ est au minimum égal a 1 pour les matricks= AU ou U est unitaireC peut étre trés grand,
et ce méme pour des matrices dont les valeurs propres ssonables.

B.2 Pseudo-inverse
Plusieurs causes de singularité.(,, (A) = 0) existent dans les systemes linéaiges Ax :
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- A carrée n'est plus inversible; gi € im A alors il y a un sous-espace affine de solutions et il peut &tre
intéressant de chercher celle de norme minimalej; g im A, il n'y a donc pas de solution exacte, en
revanche il y a forcément une solution qui minimise la dis&g|y — Az||.

- A est rectangulaire verticale avet < p, autrement dit il y a plus d’équations que d’inconnues : arg
alors de systeme surdéterminé; la encore, il peut ngiraaucune solution exacte, mais une solution qui
minimise I'erreur||y — Az

- A est rectangulaire horizontale avec< m, autrement dit il y a plus d'inconnues que d'équations : on
parle alors de systeme sous-déterminé ; bien souvert iry sous-espace affine de solutions, et il peut étre
intéressant de calculer la solution de norme minimale.

Nous donnons a présent la définition de la pseudo-invBsee matrice en ayant recours a la SVD puis nous la
spécifions dans deux cas particuliers parmi ceux évocjudsssus.

Définition 2. Soit{U, ¥, V} une SVD de A de rang on appellepseudo-inversde A la matrice AT définie par :

AT =V, 2 Ul = Zafl viul!
=1
Elle vérifie :
AATA=A etATAAT = AT

Contrairement & ce que laisserait supposer la définitlérgst définie de maniére unique et ne dépend pas du
choix de SVD que I'on fait pour la construire. On a en parieul
ATA =V, VH est la projection orthogonale simn A? = (ker A)* = {vy,...,v.} dansC™,
AAT = U, UF estla projection orthogonale simn A = (ker A#)+ = {uy, ..., u,} dansC?.
On donne maintenant une expression directe ldans les deux cas particuligts rang pleinotr = n.

Cas de systme surckterminé avecr = m < p dansce ca¥, = V, etl'ona alorsA? A = V, X2V H carrée
m x m inversible d’'inverse(A7 A)~! =V, 2 2VH d'ol:

(AP A)TTAR = v 2V HY S, UR = V.2 1UH = At
Cas de systme sous-éterminé avecr = p < m dans ce ca¥, = U, et'ona alorsAA” = U,.¥2UH carrée
p x pinversible d'inverse(AA®)~! = U, 2UH, d’ou :

AT (AATYT = v 2, U U, 20" = v, u tUH = AT

Nous voyons maintenant I'utilité de la notion de pseudeeise pour calculer des solutions robustes d'un
systeme linéaire général, c’est-a-dire potentieélat singulier ou proche de la singularité.

B.3 Solutions robustes d’'un systme linéaire, moindres cartes

On cherche a résoudre = Az, ouz € C™,y € CP; au cas ou ce systeme n'a pas de solution exacte
on cherchera la solution qui minimise I'errelly — Az|| (ou solution emmoindres cares puisque la norme est
euclidienne); au cas ou il y a plusieurs solutions, on praweeélle qui est de norme minimale, autrement dit qui
minimise||z||.

Théoreme 3. La solution de norméz|| minimale dan€™ qui minimise I'erreur|y — Az|| dansCP? est exactement
donrée par :
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Pour prouver ce théoreme fondamental, qui donne tout ens & la notion de pseudo-inverse, nous allons
utiliser {U, 3, V'} une SVD deA. CommeU, V sont des matrices unitaires, elles conservent la normé&eruhe
dansC?, C™ respectivement; en conséquence :

§ =y — Az etU§ ont méme norme,

x etV 2z ont méme norme,
En notant désormais = VHx etb = Uy, le probléeme se met sous la forme beaucoup plus simple verou
la solution de norméa|| minimale dan<C™ qui minimise I'erreur|b — Xa| dansCP. Or en décomposaiit par

blocs, il vient :
r p
b= Sall> = > |bi — oiai* + > |bif?
=1 i=r+1

On en déduit que le minimum vaﬁif’:wrl |b;]2, et qu'il est atteint pour leg tels quen; = o—;lbi pourl <i;<r

eta; quelconquepourr + 1 < ¢ < m (ce qui correspond exactement & la paramétrisatiokedd) ; dans ce
sous-espace affine de solutions, celle de norme minimatefstpour laquelle;; = 0 pourr +1 < i < m:en
réinterprétant cela matriciellement, il viemt = %75, En revenant dans les bases initialgs= VXU, et 'on

a alors prouveé le théoreme.

Nous regardons plus précisément ce qui se passe dansubesaeparticuliers envisagés précédemment, ou
r=mn.

Cas de systme surceterminé avecr = m < p dans ce caker A = {0} et le minimum dd|y — Az|| est atteint
en un point unique* = Aty = (A" A)~! AHy; ce minimum est nul si et seulementse im A.

Cas de systme sous-éterminé avecr = p < m dans ce caian A = CP tout entier ety = Ax possede un
sous-espace affine de solutions exactes ker A, oluz* = Aty = AH(AAT)~1y est celle de norme minimale.
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Annexe C

Optimisation sous contraintes

Chapitre rédigé par Denis MIGNON

C.1 Contrainteségalites

Nous donnons le theéoreme relatif a la minimisation d’'torene quadratique positive sous contraintes égalités
linéaires.

Théoreme 4. Soita trouver le minimum d¢ : R” — R avecf(z) = %xTQx + LTz sousm contraintesegalites
LZ-Tx =y;.Q >0etlesLy, Ly, ..., L, sont des vecteurs.
On céfinit lelagrangierdu probkeme :

m

L@ M, Am) 2 (@) = > XLz — i)

=1

f admetun minimum ert si et seulement s'il existe des multiplicateurs de LagrasgmceésA; pour lesquels

le point(z*, A7, ..., A¥ ) est un point critique du lagrangien, soit :
oL T T = T
0 = @A Am) =2"Q+ LG —;)\iLi
0 = %(m,/\l,...,)\m):L?:ﬂ—yi pourl <i<m

Ce théoreme est une version tres particuliere et fale dans la pratique de I'optimisation sous contraintes
égalités de fonctions a valeurs réellegondition de Lagrange optimisation.

C.2 Contraintes inégalites

Nous donnons le theoréme relatif a la minimisation d’torene quadratique positive sous contraintes égalités
et inégalités linéaires.

Théoreme 5. Soita trouver le minimum d¢ : R™ — R avecf(z) = %xTQx + L'z sousm contraintesegalites
LTz =y, etp contraintes irégalit'eijTa: >2z;.QQ >0etlesLy, L,..., Ly, M,..., M, sontdes vecteurs.
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On cefinit lelagrangierdu probkeme :

m p

LTy Ay ey Ay i1y -+ ) = f(2) — Zx\i(L;TFx —yi) — Z,uj(Mij — %)
i=1 j=1

f admet un minimum en" si et seulement s'il existe des multiplicateurs de Lagraamggoes\; ety > 0

pour lesquels le pointz*, AT, ..., A, 4, - - -, ) €St un point critique partiel du lagrangien, soit :
0 = %(:ml p— M)szQJrLT—Zm:A»LT
8:17 ) yr m yr P 0 l:1 7 7
oL
O = a(x7)\11"'aAma,u'17"'aup):L;'T:E_yi pOurlgz’gm
oL - '
0 < a—(iﬂaAla-~-7)\m,M1,---,up)=Mj:v—zj pourl < j <p
1 :

si 0 # M/a*—z alors p;j=0 pourl <j<p

Voir des résulats plus générauxcondition de Kuhn et Tiicker en optimisation.
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