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1 Vision et perception 11

1.1 Anatomie du système visuel humain . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 L’œil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 11

1.1.2 Les voies optiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 12

1.1.3 Les aires supérieures de la vision . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Comment percevons nous les images ? . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Comportement passif du système visuel . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Comportement actif du système visuel . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Propri étés statistiques des images 23

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 23

2.1.1 Pourquoi étudier des propriétés statistiques . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.2 Quelles images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 24

2.2 L’amplitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 24

2.2.1 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 24
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4.2.1 Définitions et contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 54

4.2.2 Pavages plans réguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 55

4.2.3 Pavages plans semi-réguliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 55
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8.3 EDP et analyse multi-échelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 138
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11.4.4 Les modèles géodésiques actifs . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . 192

11.5 La poursuite et la fermeture des contours . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
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12.4 La méthode MDL = Minimum Description Length . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . 205

12.5 L’approche de Mumford et Shah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 207

12.5.1 Approche formelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 207

12.5.2 Les variantes autour de la formulation de Mumford-Shah . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

13 Les textures 211

13.1 Qu’est ce qu’une texture ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 211
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13.2 Modèles de texture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 213
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B.1 Conditionnement d’un système linéaire non singulier. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

B.2 Pseudo-inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 273
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Chapitre 1

La vision et la perception humaines

Chapitre rédigé par Francis SCHMITT

1.1 Anatomie du syst̀eme visuel humain

1.1.1 L’œil

L’œil est le récepteur de la vision [LeGrand, 1956, Pirenneet Crouzy, 1972]. Il reçoit les rayons lumineux, en
forme une image et transmet celle-ci au cerveau par le nerf optique, cf. figure 1.1.

L’image est formée à partir du cristallin qui joue le rôled’une lentille de focale variable, sur la rétine, couche
photosensible qui tapisse le fond de l’œil (surface à peu près sphérique). L’iris contrôle le diamètre de la pupille,
comme un diaphragme automatique contrôlant l’énergie arrivant sur la rétine. Les muscles oculomoteurs assurent
l’orientation de l’œil et la convergence des deux yeux sur lepoint d’intérêt. Convergence et focalisation sont
généralement couplées dans la vision réflexe.

FIG. 1.1 – Schéma de l’œil humain et photographie du fond de la r´etine.

Le champ visuel n’est pas circulaire, il est de 90o du côté temporal, de 60o du côté nasal, de 50o et 80o vers le
haut et vers le bas.

La rétine est le transducteur qui transforme le signal optique en signaux électriques. La surface de la rétine est
très hétérogène, aussi bien en nature de récepteurs qu’en densité, cf. figure 1.1. Cette hétérogénéité permet à des
zones différentes d’assumer des fonctions complémentaires.

Le centre de la rétine assure la vision colorée et la visiondes détails à fort niveau d’éclairement (vision pho-
topique). Le pourtour assure la vision achromatique à faible niveau de lumière (vision scotopique), la vision des
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mouvements rapides, la perception globale des scènes et lavision achromatique à faible niveau de lumière (vision
scotopique). L’acuité visuelle est maximale sur la fovéa(zone de la rétine correspondant à l’axe du regard). La
zone d’où part le nerf optique ne capte pas la lumière (elleest appelée tache aveugle).

La rétine est constituée de nombreux types de cellules nerveuses : les cellules photo-réceptrices (cônes et
batonnets), les cellules bipolaires, ganglionnaires et amacrines. Ces cellules constituent 2 voies croisées : la voie
directe et la voie indirecte, interconnectées de façon complexe. Dans la fovéa, la rétine adopte un schéma beaucoup
plus simple : il n’y a que des cônes (et pas de batonnets) et chaque cône n’est connecté qu’à une cellule bipolaire
elle même connectée à une seule cellule ganglionnaire.

L’acuité visuelle baisse régulièrement lorsqu’on s’éloigne de la fovéa.

Les cônes sont principalement concentrés dans la fovéa et leur densité décroı̂t très rapidement vers le pourtour
de l’œil. Ils sont au nombre de 6 à 7 millions. Dans la fovéa ils sont très petits (de 1 à 2 microns) et très serrés
(entre 2 et 10 microns). Les cônes sont peu sensibles, mais une même fibre nerveuse ne regroupe qu’un tout petit
nombre de cônes, assurant une bonne discrimination angulaire. Dans toutes les opérations de traitement d’image,
on considère que l’image est observée en vision par les cônes. La vision chromatique est assurée par 3 types de
cônes dont la sensibilité diffère selon le type de pigment qu’ils contiennent. Ces cônes sont appelés L, M et S en
fonction des longueurs d’ondes auxquels ils ont leur pic de sensibilité : L=Longautour du jaune vert (585 nm),
M= Middleautour du vert (550 nm) et S=Shortautour du bleu (430 nm).

Les bâtonnets sont au contraire plus densément localisés sur une couronne centrée à 20o de la fovéa environ.
Leur densité est nulle à la fovéa mais demeure très forteencore à plus de 60o de celle-ci. Ils sont très nombreux
(de 80 à 150 millions), d’un diamètre moyen de 3 microns. Ils ont une très bonne réponse temporelle (c’est en
périphérie de l’œil que passent les étoiles filantes), une très bonne sensibilité (ils assurent la vision nocturne-
scotopique). Ils ont tous la même réponse spectrale (à peu près indépendante de la longueur d’onde) ((( la nuit tous
les chats sont gris.))).

1.1.2 Les voies optiques

Elles sont constituées de l’ensemble des cellules nerveuses qui partent de la rétine et aboutissent au cortex
visuel primaire.

Le nerf optique tout d’abord part de l’œil et aboutit au chiasma optique, une structure où se croise une partie et
se mélange une autre partie des fibres des nerfs optiques issus de chacun des yeux.

Sorties du chiasma optique les fibres se distribuent soit vers le Tubercule Quadrijumeau Antérieur soit vers le
Corps Genouillé Latéral puis ensuite vers les aires du Cortex Visuel Primaire situées à l’arrière des lobes occipitaux.

(... à compĺeter ...)

1.1.3 Les aires suṕerieures de la vision

(... à compĺeter ...)

1.2 Comment percevons nous les images ?

Ce n’est pas en général le genre de question que l’on se poselorsque l’on est face à un écran de télévision ou
de cinéma ou lorsque l’on est plongé dans des bandes dessinées. Le système visuel fournit déjà à notre cerveau une
quantité d’information suffisamment grande à traiter pour qu’on ne se pose pas encore le problème supplémentaire
de savoir comment tout cela fonctionne. Ça marche et ça marche même bien ; merci dame Nature ! Ce type de
préoccupation est en fait laissé au soin de diverses espèces de coupeur de cheveux en quatre : psychologues,
physiologistes et autres individus comme ces ingénieurs qui traitent des images.



1.2. COMMENT PERCEVONS NOUS LES IMAGES ? 13

Sachant que l’image est un des supports physiques les plus privilégiés pour transmettre un message à notre
cerveau, interrogeons-nous donc sur la manière dont ce message est transmis, décodé et synthétisé par le système
nerveux. C’est une question extrêmement complexe qui n’est encore que très partiellement élucidée et qu’on va
essayer de débroussailler grossièrement. Les divers types d’approche du phénomène de vision sont comparés dans
[Gordon, 1998]. Il n’est pas question de faire ici un large tour d’horizon de l’état de nos connaissances sur le
comportement du système visuel face à l’information contenue dans les images. Tout au plus allons-nous essayer
de donner une vague vue synthétique qui n’évitera naturellement pas l’écueil d’une schématisation excessive. Le
but, en fait, est de sensibiliser le lecteur sur le phénomène de la perception visuelle. Nous espérons que nous
aurons ainsi l’occasion de lui procurer quelques sujets de distraction et de réflexion. Il pourra également se référer
à [Gregory, 1966], [Cornsweet, 1973], [Murch, 1973] ou [Carterette et Friedman, 1975].

On peut distinguer dans le traitement de l’information(( image)) par notre système visuel deux procédures
distinctes : une qui correspondrait à un comportement passif du système et l’autre à un comportement actif. Nous
allons voir successivement à quoi correspondent ces deux aspects, sans cependant insister trop sur le premier qui
est un tantinet technique et qui pourrait par là paraı̂tre un peu trop rébarbatif.

1.2.1 Comportement passif du système visuel

C’est ce comportement qu’étudient essentiellement les physiologistes et les ingénieurs qui mettent au point de
nouveaux systèmes de traitement d’image. Ces derniers personnages ont besoin de bien connaı̂tre les propriétés
statiques et dynamiques du système visuel pour pouvoir adapter, en fonction de ces contraintes, les caractéristiques
physiques de l’image comme sa dimension, sa résolution, saluminosité, son contraste... L’étude de ces propriétés
se fait par des expériences de psychophysique : un individuplacé dans des conditions d’observation parfaitement
spécifiques regarde un signal donné, appelé stimulus, pouvant prendre des formes très diverses suivant la nature
du phénomène étudié. Le problème est de relier les grandeurs physiques de ce stimulus aux grandeurs perceptives
de la réponse qu’il engendre chez l’observateur. Dans la pratique on distingue deux types d’expériences : celles de
détection et celles de perception. La réponse du systèmevisuel est en effet différente suivant que l’on met en jeu
de petites ou de grandes variations du signal. Lorsque celles-ci sont faibles, l’important est de savoir si elles sont
au-dessus ou en-dessous du seuil de détection du système visuel. L’observateur aura par conséquent vu ou non
la variation du signal et pourra donner une réponse assez objective sans trop se créer d’angoisses métaphysiques.
Dans les expériences de perception où les variations du signal sont très grandes, le problème est plus délicat.

FIG. 1.2 – La perception des différentes gradations d’une échelle de gris dépend du niveau lumineux du fond.

Illustrons cela par un exemple et demandez-vous comment vous procéderiez pour fabriquer une échelle de gris
d’une dizaine de tons allant du blanc au noir et dont les écarts de luminosité vous paraı̂traient le plus homogène pos-
sible, d’un point de vue perceptif bien sûr. Vous vous apercevriez alors que cet exercice vous demande des processus
intellectuels beaucoup plus élaborés que celui de fournir une réponse à la simple question(( vu ou pas vu ?)). Il
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vous faudra entre autres définir un critère de jugement quivous permettra après entraı̂nement de mieux sélectionner
vos gris. Celà souligne l’aspect plus subjectif de telles expériences de perception comparées à celles permettant
de mesurer les seuils de détection. La figure 1.2 montre l’importance des conditions selon lesquelles on opère et
qu’il est nécessaire de bien contrôler : en changeant la luminosité du fond on modifie sérieusement la sensation que
procure une échelle de gris déterminée. Le comportementpassif du système visuel s’explique globalement par le
fait que c’est essentiellement un système biophysique. Ses propriétés découlent des caractéristiques de sa structure,
à commencer par l’œil et la rétine, pour finir avec l’immense complexité de ses connexions nerveuses (cf. section
1.1.2). Ce comportement peut donner lieu à quelques phénomènes particulièrement démonstratifs comme ceux des
figures 1.2 à 1.5, dûs aux interactions spatiales entre lesrégions de l’image ayant des luminosités différentes. Ces
exemples indiquent à quel point l’information(( image)) une fois prise en charge par le système visuel peut être
rapidement transformée et déformée. indexcontraste simultané

FIG. 1.3 – Phénomènes dus aux interactions spatiales dans l’image.
En haut à gauche une bande de Mach (c’est à dire un renforcement local du contraste) apparaı̂t à la fin d’une
variation spatiale continue de la luminance et est plus claire que le fond blanc sur lequel elle se situe.
En haut à droite, le contraste simultané est un exemple classique de l’interaction de la couleur d’un fond sur celle
d’un médaillon : les neufs petits carrés ont le même niveau de gris.
En bas, le centre des croisements de la grille blanche d’Hermann paraı̂t plus sombre excepté celui que l’on fixe du
regard : la partie centrale de la rétine ne traite pas l’image de la même manière que sa partie périphérique.

A la figure 1.2 les plages dans l’échelle de gris ne sont pas perçues comme uniformes alors qu’elles le sont
physiquement.Les trois phénomènes de la figure 1.3, trouvent leur origine aux niveaux des interconnexions ner-
veuses des cellules rétiniennes qui effectuent un véritable filtrage linéaire. Mais dès qu’intervient un contour,des
phénomènes non linéaires (figure 1.4) peuvent se produire. Les contours dans certains cas peuvent procurer des
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FIG. 1.4 – Phénomènes dus aux interactions spatiales dans l’image.À gauche, la seule adjonction d’un contour au
milieu de la barre grise au motif du haut permet d’obtenir un net contraste simultané (motif du bas).À droite, dans
l’illusion de Titchener les deux cercles centraux sont de taille égale.

FIG. 1.5 – Phénomènes dus aux interactions spatiales dans l’image. Les contours vrais ou faux (à gauche) jouent
par leur orientation un rôle primordial dans certains effets : les diagonales dans l’illusion de Zöllner (au centre)
sont parallèles et la spirale de Snearl (à droite) n’est formée... que de cercles concentriques.

résultats assez spectaculaires sur la figure 1.5. Leur explication n’est pas aussi claire que dans le cas de la figure
1.3 à gauche, mais se situerait cependant au niveau de la structure neurophysiologique des voies visuelles où des
cellules extrêmement spécialisées dans le traitement des contours ont été découvertes. Mais il existe des illusions
notamment sur la dimension des formes (figure 1.4 à droite),pour lesquelles on n’est plus en mesure de don-
ner une explication d’ordre neurophysiologique. Elles correspondraient à des processus mentaux beaucoup plus
complexes. Le système visuel ne jouerait déjà plus dans ce cas un rôle aussi passif.

1.2.2 Comportement actif du syst̀eme visuel

Le rôle actif du système visuel se situe essentiellement au niveau des aires supérieures du cerveau où l’infor-
mation image arrive après toute une série de transformations et de codages que nous n’avons fait qu’entrevoir. Là,
l’information y est rassemblée et synthétisée par des opérations mentales très nombreuses mais encore inconnues.
Regardez le trapèze élémentaire de la figure 1.7-A. Suivant le contexte spatial où on le place (B ou C) on en modifie
radicalement la perception puisqu’on aura tendance à le voir en position debout ou allongée.

La présence d’éléments de perspective ou de gradients detexture donne en effet de fortes indications sur les
distances relatives des objets et permet à l’observateur de mieux structurer l’espace qu’il regarde. Vous constaterez
ainsi que les déformations planes dans la figure 1.8 sont finalement interprétées comme un volume caché sous
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FIG. 1.6 – Dans cet échiquier, les deux carrés marqués A et B ont le même niveau de gris. Plusieurs phénomènes
se conjuguent pour renforcer cette illusion. certains rel`event de processus de contraste simultané, d’autres de
phénomènes d’interprétation de la scène.c© E. H. Adelson.

FIG. 1.7 – La perception des formes est modifiée selon le contexte spatial où elle est située.

un damier régulier. Ces indications peuvent aussi agir surdes mécanismes mentaux particuliers comme celui de
la constance de la taille et provoquer de fortes illusions g´eométriques comme la figure 1.9. On y vérifie pourtant
que les trois motifs sont absolument identiques et que par conséquent les images rétiniennes qu’ils forment ont la
même taille.

Ces exemples soulignent le caractère actif avec lequel le cerveau reconstruit l’information image mais n’in-
diquent pas la manière avec laquelle il procède pour y parvenir. Comment faisons-nous pour reconnaı̂tre les formes,
analyser les scènes ? Actuellement ces questions n’ont pasencore trouvé de réponses satisfaisantes.

Quelques approches par le biais de la théorie de l’information ont été tentées, mais semblent être restées
jusqu’ici stériles. En fait une constatation toute simplepermet de montrer combien il est difficile d’attaquer le
problème de cette manière. La photographie 1.10 à gauchen’est rien d’autre que le positif de la photo de l’auteur,
dont la figure de droite est le négatif. Or, il est extrêmement difficile de reconnaı̂tre une personne sur un négatif
sans un entraı̂nement préalable. Et cependant la quantit´e d’information contenue dans un positif ou un négatif est
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FIG. 1.8 – Rôle des gradients de texture dans l’(( Arlequin )) de Vasarely (cf. texte).

FIG. 1.9 – Illusion géométrique sur la taille provoquée par la perspective.

la même.

L’approche adoptée par les gestaltistes ([Wertheimer, 1944] ou [Gordon, 1998] chapitre 3), très différente, a
donné de meilleurs résultats. Pour eux, la perception dessignes, des objets ne s’expliquerait pas par un processus
de concaténation ou de sommation en série de leurs différentes parties. lis seraient perçus comme un tout. Regardez
les 3 segments de la figure 1.11. Lorsqu’ils finissent par se rapprocher suffisamment pour se rejoindre, ils forment
une figure triangulaire que l’on perçoit en soi plutôt que comme le résultat de ce rapprochement. Cette construction
suivrait un certain nombre de lois indiquées à la figure 1.12. Ces lois poussent à croire qu’il existerait une sorte de
principe de simplicité qui dirigerait le cerveau et lui permettrait de limiter au maximum ses efforts pour reconstruire
l’information. C’est une idée un peu naı̈ve, mais prenez par exemple le cas des surfaces subjectives de la figure
1.13. Le triangle blanc à droite n’a pas de contour réel pourtant on le perçoit très vivement. Il paraı̂t même être plus
lumineux que le fond. Or, qu’y a-t-il dans cette image ? Troisangles et trois disques tronqués. Ces formes paraissent
incomplètes au cerveau. Il lui suffit alors de faire l’hypothèse supplémentaire de la présence d’un triangle blanc
recouvrant ces formes pour que l’image s’organise plus simplement.

FIG. 1.10 – Positif et négatif de la photo de l’auteur. Vous pouvez vérifier.
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FIG. 1.11 – Le triangle est perçu comme une unité graphique en soi.

Vous constatez que le cerveau ne se contente pas de percevoirque ce qui existe dans le signal. Il n’hésite pas à
le compléter si cela l’arrange, c’est-à-dire si cela lui permet de faire son travail de synthèse à moindre frais. Ce que
le cerveau rajoute au signal pour effectuer ces opérationsconstructives dépend bien sûr de l’image mais aussi de
la mémoire. Plus la mémoire pourra apporter d’élémentssignificatifs pour comprendre l’image regardée et moins
vous aurez besoin de signal pour percevoir l’information. C’est vrai pour la lecture. Lorsque vous appreniez à lire
vous étiez obligé de détailler chaque caractère. Maintenant ceux-ci défilent à toute vitesse devant vos yeux.

Il est des cas où le cerveau peut construire pour une image donnée plusieurs solutions distinctes. Ces solutions
s’excluent mutuellement car on ne perçoit que l’une des deux et le passage de l’une à l’autre demande un important
effort intellectuel. La figure 1.14 est un exemple célèbrede ces figures ambiguës. Certains reconnaı̂tront une vieille
femme et d’autres une jeune femme fort élégante. Pourquoi? Il est difficile de répondre. Peut-être les amoureux
verront plus facilement la jeune femme alors que les maris tourmentés par leur belle-mère verront plutôt la plus
âgée. De nombreux facteurs psychologiques interviennent et la mémoire joue encore ici un rôle prépondérant
surtout si on la stimule sélectivement, par exemple en vousracontant au préalable des histoires de vieilles rombières
ou au contraire des histoires de belles romantiques.

Inversement avec les images en fausse perspective de la figure 1.15 à gauche, le cerveau ne parvient pas à
construire de solution cohérente ce qui provoque même unecertaine gêne mentale.À la photo 1.15, à droite, cette
gêne diminue et même disparaı̂t. Car il faut réfléchir pour s’apercevoir que les escaliers de cette maison sont d’un
genre spécial. C’est le caractère réaliste de la photographie avec ses multitudes de petits détails qui permet au
cerveau de s’affranchir de cette construction impossible.

Nous terminerons en signalant que le rôle actif du systèmevisuel se manifeste aussi au niveau de l’analyse
physique de l’image, c’est-à-dire dans la manière avec laquelle vous la regardez. Peut-être n’en avez-vous pas
vraiment conscience, mais vos yeux bougent beaucoup et pas n’importe comment. Yarbus a enregistré leurs mou-
vements [Kolers, 1972]. La figure 1.16 en haut montre commentdans une première étape l’axe visuel du regard
balaye l’image en suivant très approximativement les contours principaux. Puis dans une deuxième phase, le regard
se stabilise sur des points particuliers où l’informationest très importante comme les yeux et la bouche d’un visage
ou tout autre détail inhabituel. Mais ce qui est particuli`erement intéressant c’est de savoir que ce type de(( lecture))

varie énormément suivant les préoccupations de l’observateur.

Sur la figure 1.16 en bas ont été enregistrées différentes lectures de la photographie figurant en haut à gauche
et faites par un même individu. On a simplement posé à ce dernier une question précise correspondant à la scène
représentée par cette photographie en lui demandant d’y répondre après quelques secondes d’observation. On peut
remarquer alors qu’il va chercher l’information là où elle est la plus significative pour résoudre son problème.
Enfin, que tout cela ne vous tourmente pas. Dans deux minutes vous aurez complètement oublié que votre système
visuel joue un rôle passif ou actif et vous continuerez à regarder autour de vous comme si de rien n’était.
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FIG. 1.12 – Lois de la perception (d’après les gestaltistes).
En haut à gauche - lois de similitude : on regroupe les zones ayant des caractéristiques similaires.
En haut à droite - loi de continuité : au lieu de percevoir 3 formes côte à côte, on préfère voir une ligne courbe et
une ligne rectangulaire superposée.
Au centre - loi de proximité : on perçoit plutôt 5 tripletsde 3 points que 3 lignes de 5 points.
En bas à gauche - loi de fermeture : on perçoit deux formes fermées se touchant en un point plutôt que deux courbes
quelconques se croisant.
En bas à droite - le fait qu’on perçoive deux trames de carr´es imbriquées, plutôt que la simple juxtaposition de
l’élément indiqué en noir est une conséquence de ces lois.

FIG. 1.13 – Deux triangles subjectifs qui n’ont pas de contours (d’après G. Kanizsa, Scientific American, avril 76).
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FIG. 1.14 –(( Jeune fille ou vieille femme ?)) figure ambiguë de R. Leeper.

FIG. 1.15 – Quelques constructions impossibles (à gauche), ... qui n’ont pas arrêté cet architecte (photographie
A.P. Lamoth), à droite.
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FIG. 1.16 – Chemin que suit l’axe du regard (d’après Yarbus et Kolers [Kolers, 1972]) : en haut, lorsqu’on observe
une image ; en bas lorsqu’on demande à l’observateur de se souvenir de diverses choses concernant l’image.
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Chapitre 2

Propri étés statistiques des images

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

2.1 Introduction

2.1.1 Pourquoiétudier des propriétés statistiques

L’analyse des propriétés statistiques des images est dictée par le souci d’adapter des traitements ultérieurs
comme le filtrage, la restauration, le codage ou la reconnaissance des formes au signal d’image. Les techniques
de base mises en œuvre pour supprimer un bruit ou pour rehausser un signal affaibli reposent toutes sur des
hypothèses sur ce qu’est le signal et ce qu’est le bruit, c’est-à-dire sur des modélisations du signal et du bruit. Les
techniques statistiques, reprises par les méthodes de traitement de signal, font ainsi abondamment l’hypothèse que
les signaux sont gaussiens ou uniformément répartis dansun intervalle par exemple et les bruits blancs, c’est-à-dire
à corrélation microscopique. De ces modèles, on peut déduire par des enchaı̂nements rigoureux l’optimalité d’un
filtre ou l’estimation de ses performances, en moyenne ou dans le pire des cas. La validité ou la qualité du filtre du
codeur ou du détecteur dépendra en pratique de l’adéquation des hypothèses qui sont à la base de son calcul et des
propriétés présentées par le signal réellement traité.

On a donc très tôt mesuré les propriétés statistiques des images, et essayé d’en déduire des modèles permettant
d’expliquer les images. Ces modélisations statistiques ont cependant très peu d’écho dans notre vie quotidienne
car elles ont beaucoup moins d’utilisation que des descriptions(( structurelles)) ou (( syntaxiques)) qui donnent de
chaque image une représentation à base de langage naturelet de géométrie, comme par exemple :une femme au
sourireénigmatique, les bras croisés sur la poitrine devant un paysage de montagne.

Dans l’objectif d’un traitement automatique par ordinateur, la représentation statistique est cependant très
utile, car elle nourrit immédiatement des algorithmes plus ou moins élaborés manipulant les pixels, composants
élémentaires de l’image. L’universalité de codeurs comme JPEG ou MPEG, qui reposent beaucoup sur ce type de
propriétés, atteste de l’intérêt technique de ces études.

Notre démarche sera la suivante : dans un premier temps nouspasserons en revue les mesures statistiques
les plus simples, celles qui sont obtenues par balayage mono-dimensionnel de l’image. Nous en déduirons un
modèle, assez universellement utilisé. Nous en montrerons les limites. Nous présenterons quelques propriétés
bidimensionnelles mal couvertes par ce modèle. Nous sugg´ererons des améliorations du modèle de base.

23
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2.1.2 Quelles images

Une étude expérimentale doit distinguer deux types d’images très différents :
– les imagesincohérentes(c’est le cas des images vidéo ainsi que de la plupart des photos satellitaires ou

médicales) obtenues avec les sources de lumière naturelle ou des rayonnement incohérents,
– les imagescohérentes, telles que celles obtenues par holographie, par imagerie radar ou ultrasonore, en

imagerie sismique.
Les premières sont obtenues par la sommationen énergiedes radiations émises par les divers objets associés

dans un pixel élémentaire.

Les secondes sont formées de la sommationen amplitude complexedes rayonnements issus des objets consti-
tuant un même pixel. Ces rayonnements, selon qu’ils sont enphase ou en opposition de phase, créeront un pixel
clair ou sombre, ces variations dépendant moins des objetsqui constituent le pixel que des conditions de propaga-
tion, les termes de phase dépendant notamment de la géométrie d’observation. Ces images, compte tenu de l’état
de surface souvent grossier des objets à l’échelle de la longueur d’onde incidente, sont généralement entachées
d’un très important bruit appelé chatoiement (en radar),ou tavelure (en astronomie), ou granularité (en optique)
et speckleen anglais. Les propriétés statistiques des images cohérentes seront toujours très différentes de celles
des images incohérentes. Ce chapitre traite des images incohérentes, les plus fréquentes. Les propriétés des images
cohérentes seront cependant rappelées lorsqu’elles sont bien connues.

Opéra Fillettes Vlsi

FIG. 2.1 – Trois images(( quelconques)).

Notre propos est aussi de cerner les propriétés desimages en ǵeńeral, les images usuellement rencontrées. Mais
ces termes même définissent mal notre objet, car il n’y a pasde normalité en image. Ils excluent cependant claire-
ment des images trop simples : le(( carré blanc sur un fond blanc)) des peintres, l’échiquier ou la grille, ainsi que
les images(( pathologiques)) représentant des motifs très particuliers (rosaces, mosaı̈ques, etc. Nous préciserons
lorsque ce sera nécessaire ce qui peut être normal ou anormal en traitement d’image. Retenons cependant que
des images normales forment l’essentiel des scènes en vid´eo, des images satellitaires, des images médicales, des
images de robotique ou de microscopie.

2.2 L’amplitude

2.2.1 Propriétés

Nous représenterons l’image par une fonction soit continue f(x, y), soit discrètef(i, j) des deux variables
d’espacex ety ou i et j. Nous utiliserons également fréquemment la restrictionmonodimensionnelle obtenue par
balayage ligne à lignefj(i) que nous écrironsf(i) lorsqu’aucune ambiguı̈té ne sera à craindre. Nous limiterons
parfois les variablesi et j àN etM pour rendre compte de la dimension finie des images. Mais nousprendrons
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FIG. 2.2 – Les histogrammes des 3 images de la figure 2.1

alorsN et M très grands. Les propriétés les plus simples auxquelleson s’intéresse tout d’abord sont liées à
l’amplitude de l’image. Dans la plupart des cas, les images sont représentées sur 8 bits, parfois sur 10, 12 pour des
images de très bonne qualité ou, exceptionnellement, 16.La première description d’intérêt estl’histogramme de
l’amplitude qui exprime la fréquence d’apparition des divers niveaux.

Les images étant constituées de très nombreux échantillons (entre 100 000 et plusieurs millions), on invoque
souvent le théorème central limite pour justifier l’hypothèse que l’amplitude de l’image serait gaussienne. Cela
n’est généralement pas vrai. Les exemples de la figure 2.2 présentent des histogrammes typiques des trois images
de la figure 2.1. Ils sont quelconques et toute autre allure serait également possible : l’histogramme d’une image
n’est pas plus gaussien qu’uniforme.

2.2.2 Sensibilit́e aux modifications d’histogrammes

On peut étudier plus en détail la dépendance de l’apparence de l’image à son histogramme. D’intéressants tra-
vaux ont ainsi été menés par Estournet [Estournet, 1969]qui a fait réaliser plusieurs copies d’une même photo sur
des supports variés : papiers photographiques de marques,de gradations et de duretés différentes. L’analyse de ces
documents sur la figure 2.3 montre clairement de grandes différences d’histogrammes, différences bien plus re-
marquables que celles qui affectent les images elles-même. Estournet en déduit que l’histogramme de l’image, non
seulement n’est pas significatif de l’image (puisque de toute évidence beaucoup d’images auront des histogrammes
très voisins compte tenu de la faible dimension des histogrammes), mais aussi peut être modifié artificiellement
sans que l’aspect extérieur de l’image n’en soit beaucoup affecté, et surtout sans que la signification de l’image ne
soit altérée.

Cette démarche peut être poussée plus loin. Est-il possible qu’une image ait un histogramme quelconque?
Pour répondre à cette question, nous allons utiliser un programme qui modifie les niveaux de gris de l’image par
un transcodage garantissant que l’image résultat aura un histogramme prédéterminé. Imposons nous une contrainte
pour assurer que l’aspect de l’image demeurera assez inchangé : que les relations d’ordre entre niveaux de gris ne
soient pas perdues, c’est-à-dire que sin1 etn2 sont deux niveaux de gris vérifiantn1 < n2, alors on les transfor-
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FIG. 2.3 – Histogrammes d’une même image obtenus pour des présentations sur des papiers de natures différentes :
à gauche, dureté du papier, à droite, aspect du papier (d’après [Estournet, 1969]).

mera enm1 etm2 tels quem1 ≤ m2. Un tel programme est aisé à concevoir. Appliqué à des images il donne
les résultats de la figure 2.4 , où les histogrammes d’arrivée sont respectivement une loi uniforme, une somme
de 2 gaussiennes et une sinusoı̈de. Nous percevons bien sûrdes différences dans les images ainsi créées, mais les
images demeurent parfaitement reconnaissables et leur interprétation n’en est pas affectée. Cette expérience nous
confirme le rôle très superficiel de l’histogramme dont l’allure n’est liée que de très loin aux éléments significatifs
de l’image.

Est ce que ces conclusions sont toujours valables ? Non bien sûr, puisque des images très particulières peuvent
avoir des histogrammes très spécifiques : un échiquier sera composé de deux pics et un texte noir sur blanc de
deux modes nettement séparés. Si nous prenons un champ de vagues très régulier, ou un mur crépi, il est possible
également que l’on obtienne des histogrammes gaussiens.

Dans le cas des images obtenues avec des illuminations cohérentes, on peut mener théoriquement le calcul
de la loi de probabilité de l’amplitude réfléchie par une surface uniforme rugueuse (hypothèse dite de(( speckle
pleinement développé)) [Goodman, 1976]).

On montre alors qu’on obtient, pour probabilité du module de l’amplitude complexe, une loi de Rayleigh :

p(f) =
f

σ2
exp(

−f2

2σ2
). (2.1)

On vérifie sur l’image 2.5 que l’histogramme suit précisément ce modèle.

2.3 Les sauts de l’amplitude

Définissons un(( saut d’amplitude)) comme la différence entre niveaux de gris de deux pixels adjacents le long
d’une ligne :sj(i) = s(i) = fj(i + 1) − fj(i). La variables(i) varie généralement de -255 à +255.Étudions
expérimentalement la probabilité des. La figure 2.6 présente ces probabilités. Nous remarquonsque :

– elles ont un maximum très marqué pours = 0, ce qui exprime que le saut nul est le plus probable,
– elles sont symétriques,
– elles ont une décroissance très rapide et régulière.
Au vu de ces courbes il a été proposé de modéliser la probabilité du saut d’amplitude par une gaussienne de

moyenne nulle, dont le seul paramètre, l’écart-typeσs, est une caractéristique de l’image. La probabilité du saut s
de l’amplitude pourra alors s’écrire :

p(s) =
1

σs

√
2π

exp(− s2

2σ2
s

) (2.2)
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FIG. 2.4 – Modification d’histogramme. En haut à gauche : image originale, en haut à droite somme de 2 gaus-
siennes, en bas à gauche sinusoı̈de, en bas à droite répartition uniforme.

Certaines images à transitions douces se caractérisent par une faible valeur deσs, d’autres par une forte. Ce
domaine de variation deσs est typiquement de 3 à 15.

Il est clair que des contre-exemples peuvent être aisément trouvés d’images dont l’histogramme n’a pas les
propriétés ci-dessus. Un dégradé régulier du blanc aunoir présenterait un histogramme non symétrique avec des
valeurs uniformément réparties dans le demi-espace gauche. Un échiquier ne présenterait que trois types de transi-
tions, des transitions nulles, des positives à +255 et des négatives à -255. Ces exemples n’entrent bien sûr pas dans
nos hypothèses d’images normales.

2.4 La fonction d’autocorrélation

2.4.1 À une dimension

Une autre grandeur est d’un grand intérêt pour les traiteurs de signaux, c’est la fonction d’autocorrélation.À
cela deux raisons : tout d’abord elle exprime d’une façon très complète les dépendances spatiales du signal, d’autre
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FIG. 2.5 – Agrandissement d’une image de radar à vision latérale (radar ERS-1) sur une région agricole de
l’Ukraine ( c©Cnes) montrant l’importance du bruit de cohérence, et histogramme de la scène complète, très proche
d’une loi de Rayleigh.

FIG. 2.6 – Une image des gradients horizontaux d’un extrait de l’image(( Fillettes)) (la valeur 127 a été ajoutée à
toute l’image pour l’affichage) et 4 histogrammes de sauts de4 images différentes.

part elle permet un accès commode au domaine de Fourier par l’intermédiaire du théorème de Wiener-Khinchine1.

La fonction d’autocorrélationγf (k) d’une fonction discrètef(i) est définie par :

γf (k) =< f(i).f∗(i+ k) > (2.3)

où le symbole< x > exprime l’espérance mathématique de la variable aléatoire x. La fonction d’autocorrélation
se calcule usuellement par :

γf (k) =

i=+∞∑

i=−∞
f(i).f∗(i+ k) (2.4)

Les images sont des signaux réels (f = f∗). Ce sont des signaux positifs dont on retire la valeur moyenne f̄
pour calculer lafonction d’autocorr élation centrée:

1Le théorème de Wiener-Khinchine établit que la fonctiond’autocorrélation est transformée de Fourier (TF) du spectre de densité de
puissance [Blanc-Lapierre et Picinbono, 1981].
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γf−f̄ (k) =

i=+∞∑

i=−∞
(f(i) − f̄).(f(i+ k) − f̄) (2.5)

et on calcule unefonction d’autocorr élation normée centŕee en rapportant cette fonction à son maximum
γf−f̄ (0) (qui est également la varianceσ2

f def ) :

Cf (k) =
γf−f̄ (k)

γf−f̄ (0)
=
γf−f̄(k)

σ2
f

(2.6)

Cf (k) =

∑i=+∞
i=−∞(f(i) − f̄).(f(i+ k) − f̄)

∑+∞
−∞(f(i) − f̄)2

(2.7)

Cette fonction dispose de nombreuses propriétés intéressantes :
– elle a un maximum à l’origine (égal à 1) ;
– elle est bornée à l’intervalle[−1,+1] ;
– elle est paire (Cf (−k) = Cf (k)) ;
– si elle possède un autre maximum égal à 1 en un autre pointp, alors elle possède une infinité de maxima aux

positionsnp, et elle est périodique de périodep, ainsi que la fonctionf elle-même ;
– il existe des relations simples entre les dérivées de la fonction d’autocorrélation et les fonctions d’auto-

corrélation des dérivées def .
On présente sur la figure 2.7 la fonction d’autocorrélation d’une image, pour des décalages de 1 à 27 points.

On note un maximum marqué à l’origine (souvent accompagn´e d’une discontinuité de la dérivée), suivi d’une
décroissance rapide et régulière. Si l’on observe la décroissance deCf sur un plus long domaine, on constate que
ses amplitudes deviennent très faibles, exprimant une faible corrélation des pixels de l’image très éloignés lesuns
des autres.

lena

singe

tifany

fruits

nice

FIG. 2.7 – A gauche sont superposées les valeurs mesurées d’une fonction d’autocorrélation (sur l’image(( Lena)))
à la loi exponentielle théorique la plus proche, à droite5 fonctions de corrélation d’images différentes.

Ce comportement très général a permis de modéliser la fonction d’autocorrélation normée centrée par une
fonction exponentielle :

Cf (k) = exp(−α|k|) (2.8)

Le paramètreα est le second paramètre caractéristique de l’image, on voit sur la figure 2.7 que les images à
variation lente ont une corrélation très étalée (et donc un très faibleα). Au contraire, les images à variations très
rapides ont une autocorrélation pointue et unα grand. Le domaine de variation deα est typiquement de 0,01 à 0,3.
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FIG. 2.8 – Les 5 images ayant servis à calculer les corrélations de la figure 2.7 : Nice, Fruits, Tifany, Lena et Singe.

Les contre-exemples de fonctions dont l’auto-corrélation n’est pas exponentielle sont aisés à trouver, en parti-
culier, parmi les fonctions périodiques. Si les fonctionspurement périodiques sont rares dans les images naturelles,
les images présentant un motif qui se répète abondent (grilles, murs, vignes, tissus, etc.). D’autres ont des motifs
moyens (foule dans des gradins, façades d’immeubles dans une rue, etc.). Ces images auront une autocorrélation
composée de deux motifs multipliés : l’un périodique, l’autre exponentiellement décroissant exprimant la perte du
motif avec la distance (cf. figure 2.9).

FIG. 2.9 – Allure de l’autocorrélation d’une image avec un fortcontenu périodique : théorique à gauche et mesurée
(surFillettes), à droite.

2.4.2 En multi-dimensions

Si l’on considère maintenant non plus le signal le long d’une ligne de l’image, mais selon une direction quel-
conque, on retrouve un comportement semblable de la fonction d’autocorrélation, mais avec peut-être des coeffi-
cientsα différents selon les directions. Ainsi, il ne sera pas surprenant de trouver une forte corrélation verticale
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dans un paysage de sous-bois de sapins alors qu’elle sera faible horizontalement. On voit sur la figure 2.10 des me-
sures sur une image réelle reflétant cette variété. La fonction d’auto-corrélation bidimensionnelleCf (x, y) exprime
bien les propriétésd’isotropie de la scène.

FIG. 2.10 – Corrélation obtenue dans les directions horizontales (en haut) et verticales (en bas) pour l’image
(( Bateaux)).

Si l’on veut modéliser ce comportement, on est amené à choisir l’un des deux modèles bidimensionnels sui-
vants :

Cf (x, y) = exp(−
√

(Q(x, y)) (2.9)

oùQ(x, y) est une forme quadratique enx ety,

Cf (x, y) = exp(−α|x| − β|y|) (2.10)

corrélation

horizontale

Image Bateaux

corrélation verticale

FIG. 2.11 – Courbes d’isocorrélation pour le modèle non-séparable (à gauche) et pour le modèle séparable (au
centre) et courbes d’isocorrélation mesurée sur l’image(( Bateaux)) (le quart inférieur du plan est représenté).

Cette deuxième forme est moins satisfaisante pour la continuité de la fonction d’autocorrélation, mais elle est
cependant très souvent retenue car sa forme séparable la rend très commode d’emploi (séparation en deux procesus
indépendants en ligne et en colonne), particulièrement dans le plan de Fourier (cf. figure 2.11).

2.4.3 Le spectre de densité de puissance

Découlant du théorème de Wiener-Khinchine, le spectre de densité de puissance possédera donc une forme
déterminée [Bracewell, 1978]. SoitF la TF def , soit u la variable associée à la variable d’espace (fréquence
spatiale) et notons parPf le spectre de densité de puissance def :

Pf (u) = < |F (u)|2 > (2.11)

Pf (u) =
2α

α2 + u2
(2.12)
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FIG. 2.12 – Spectre de densité de puissance d’images à autocorrélation exponentielle (α = 0, 5 etα = 1)

On voit sur cette fonction (distribution de Lorentz, figure 2.12) des propriétés bien connues des opticiens : l’énergie
est maximale à l’origine (u = 0), c’est-à-dire, en théorie de la diffraction [Françon,1970], sur l’axe optique, elle
va en diminuant régulièrement vers les hautes fréquences spatiales (positives ou négatives), d’autant plus vite que
la corrélation est plus forte (α faible) [Nicolas, 1995].

2.5 Entropie

Suivant les idées de Shannon, l’entropie est une mesure statistique ducontenu d’information d’un message.
Elle est donc adaptée à caractériser les images, chacuned’entre-elles étant prise comme un message spécifique.

L’idée d’entropie2 s’appuie, bien sûr, sur l’analogie de la physique : thermodynamique de Clausius ou statis-
tique de Boltzman et attribue à des configurations particulièrement improbables un plus grand contenu d’informa-
tion qu’aux configurations très fréquentes.

2.5.1 Entropie d’ordre 0

Suivant l’idée précédente, Hartley en 1925 attribue à un symbolei émis par une source stationnaire avec une
probabilitépi, la quantité d’information :

Ii = − log pi (2.13)

exprimé enbit par symbolesi le logarithme est à base 2. Shannon [Shannon, 1948] définit alors l’information
moyenne par symboleouentropiepar :

S = −
i=n∑

i=1

pi log pi (2.14)

Considérant une image comme une source stationnaire de pixels, l’entropie se mesure donc à partir du seul histo-
gramme de l’amplitude.

Utilisant les propriétés de la fonction logx, on montre que l’entropie est maximale pour une répartition uni-
forme de probabilitéSmax = logn. Pour les images, cela conduit le plus souvent à une entropie S inférieure à

2c’est une des approches possibles de la définition de l’information. Une autre approche repose sur la théorie de la complexité
[Delahaye, 1994] et mesure l’information apportée par un message par la longueur du plus petit programme capable de décrire cette infor-
mation. C’est l’approche de Kolmogorov [Kolmogorov, 1965], elle est complétée par la notion de profondeur logique deBenett qui distingue
les séquences complexes mais calculables, de celles complexes mais aléatoires, au moyen du nombre de pas élémentaires accomplis par le
programme pour retrouver l’information. Le lecteur curieux trouvera dans [Maı̂tre, 1996] une application de ces principes aux images.
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8 bits [Gallager, 1966] Les chiffres ordinairement rencontrés vont de 4 à 7,5 bits pour des images normalement
contrastées, utilisant l’essentiel de la dynamique des niveaux de gris.

L’effet d’une quantification uniforme de l’image (réduction des niveaux de gris) conduit à une réduction
régulière de l’entropie avec une pente presqu’égale à−1 (cf. figure 2.13).

FIG. 2.13 – Décroissance de l’entropie pour 3 images en fonction de la quantification des niveaux de gris.

2.5.2 Entropie des sauts

En utilisant les propriétés soulignées ci-dessus, on peut en particulier calculer l’entropie des sauts d’intensités
dont la probabilité est gaussienne :

Ss(x) =
1

2
log(2πeσs)

Cette entropie a le mauvais goût d’être négative pour de très faibles valeurs deσs, mais il faut alors prendre en
compte l’aspect discret des niveaux de quantification de l’image et remplacer le résultat obtenu en continu ci-dessus
par sa forme discrète.

2.5.3 Entropie d’ordre N

Dans l’approche précédente on considérait chaque pixelindépendant des autres. Cela reflète bien mal ce que
nous connaissons maintenant sur la corrélation entre pixels. Il n’est pas difficile d’étendre les idées précédentes
à une source qui émettrait non plus 1 pixel indépendamment des autres, mais 2 (ou 3, 4, etc.). On prend alors le
couple (désigné pari et j) comme symbole, il a une probabilitép(i, j) et l’on définit par analogie l’entropie de la
source d’ordre 1 par :

S1 = −
i=n,j=n∑

i=1,j=1

p(i, j) log p(i, j) (2.15)

On démontre sans peine que :
S ≤ S1 ≤ 2S

l’une des égalités étant vérifiée si les pixels sont indépendants, l’autre si leur dépendance est linéaire.

Cette extension se reconduit naturellement pour des sources d’ordreN , c’est-à-dire composées de symboles
indépendants constitués deN + 1 pixels, à partir de la connaissance des probabilités jointes de ces pixels. Notons
cependant que cette probabilité étant un tableau de dimensionGN+1, (oùG est le nombre de niveaux de gris dans
l’image), elle devient de plus en plus difficile à calculer.
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2.5.4 Entropie conditionnelle, redondance

Si l’on considère 2 images exactement superposables (par exemple deux canaux d’une image satellitaire ou le
canal rouge et le canal vert d’un signal vidéo), que l’on dénote parxi etyi les valeurs en un même pixeli, on peut
définir bien sûr l’entropieSx et l’entropieSy de chaque image :

Sx = −
i=n∑

i=1

p(xi) log p(xi)

Sy = −
i=n∑

i=1

p(yi) log p(yi)

on peut également définir l’entropie jointe dex ety :

Sx,y = −
i=n∑

i=1

p(xi, yi) log p(xi, yi) (2.16)

mais on peut aussi définirl’entropie conditionnelle de y par rapport àx, comme l’information moyenne, pour
toutes les valeurs dey, de l’information conditionnelle apportée pary sachantx :

Iy|x = − log p(y|x)

par moyennage sur tous les couples(x, y) :

Sy|x = −
i=n∑

i=1

p(xi, yi) log p(yi|xi)

L’information apportée parx sury est alors exprimée par :

Sx:y = Sy − Sy|x (2.17)

On vérifie que :
Sx:y = Sy:x

Cette grandeur est appelée laredondancedex ety. On peut vérifier les propriétés suivantes :

Sx,y = Sx + Sy|x

Sy|x ≤ Sy

Sx:y = Sx + Sy − Sx,y

Le codage prédictif en vigueur dans les années 80 (codage MICD : Modulation par Impulsions Codées Différentielle
ou DPCM [Guillois, 1996b, Barlaud et Labit, 2002]) s’est beaucoup appuyé sur la recherche des meilleures confi-
gurations deN pixels permettant de minimiser l’entropie conditionnelleduN + 1éme : SxN+1|x1,x2,...,xN

.

2.5.5 Retour sur un paradoxe

Reprenant le petit exercice de modification d’histogramme présenté dans la section 2.2.2, on peut s’interroger
sur l’évolution de l’entropie au cours des opérations effectuées. Reprenons par exemple l’image desBateauxdont
l’entropie originale était de 6,1. Après la troisième modification d’histogramme (figure 2.4), son entropie est passée
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à 8 bits par pixel. Comment explique-t-on ce gain en information moyenne ? Où est pratiquement localisée cette
information? Que peut en faire l’utilisateur ?

Pour répondre à ces questions, il faut bien sûr analyser en détail les schémas de transformation, et en en
imaginant d’astucieux, il est possible de se convaincre quel’on peut effectivement ajouter une information utile,
par exemple en donnant une image moins bruitée (ou au contraire plus contrastée), ou en incorporant quelque bit
de parité ou autre marqueur permettant d’assurer des vérifications sur l’intégrité de la transmission, l’identit´e de
l’auteur ou autre.

2.6 Un mod̀ele d’image

2.6.1 Processus de Markov Gauss

Partant des deux résultats précédemment exposés (probabilité des sauts gaussienne et autocorrélation à décroissance
exponentielle), il est venu assez naturellement à l’idéede proposer le modèle générateur de signal d’image suivant :
l’image est un processus markovien,̀a temps discret, età accroissements gaussiens.

Rappelons [Cullmann, 1975] que les processus markoviens àtemps discret sont des processus qui se développent
le long d’une suite ordonnée d’instants (ici les pixels le long de la ligne) et dont la probabilité de se trouver à l’ins-
tanti dans l’étatfi est fonction du seul état à l’instanti− 1 : fi−1 et de la probabilité de transitionP (fi|fi−1). Si
le processus est stationnaire, cette probabilité ne dépend pas dei, si ses accroissements sont gaussiens, alors cette
probabilité est de la forme :

P (fi|fi−1) = P (fi − fi−1)

=
1

σs

√
2π

exp(− s2

2σ2
s

) avec s = fi − fi−1

La probabilité conditionnelleP (fi|fi−1) se représente, dans le langage des chaı̂nes de Markov, par une matrice
M de tailleG×G, oùG représente le nombre de niveaux de gris. Cela permet d’écrire :

P (fi) = M.P (fi−1)

M est une matricestochastique(somme des colonnes égale à 1 pour une ligne donnée), maisnon bi-stochastique.
Ce modèle très simple est très utile pour déterminer de nombreuses propriétés des images. Il a permis en particulier
de nombreux travaux sur le codage prédictif (MICD ou DPCM) [Guillois, 1996b, Barlaud et Labit, 2002].

2.6.2 Mais ...

Mais ce modèle simple laisse plusieurs problèmes mal résolus :
– la stationnarité est difficile à obtenir avec des processus markoviens. En effet, le processus de Markov est

stationnaire siP a une limite quandi tend vers l’infini. Or on peut écrire :

P (fi) = M i.P (f0)

cela ne tendra vers une limite indépendante du premier point de la lignef0 que siM est une matrice dont la
seule valeur propre de module 1 est 1, c’est-à-dire siM est régulière (toutes les colonnes deM sont égales) ;

– en l’absence de stationnarité, on a affaire à un processus de diffusion (de Wiener-Levy), et l’on montre que
la variance du pointi est liée à celle du point 0 par :

σ2
i = σ2

0 + iσ2
s

et sa fonction d’autocorrélation dépend du pointi où elle est calculée [Fleuret, 1977].
Tout cela montre que l’on ne peut pousser trop loin ce modèlegaussien markovien. Il rend néanmoins bien

compte de quelques propriétés très générales et demeure à ce titre souvent utilisé.
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2.7 Critique de la démarche pŕećedente

Plutôt que de torturer les équations pour les plier aux données expérimentales, il est préférable de questionner
les hypothèses sous-jacentes au modèles précédent pour trouver les faiblesses de la démarche.

Nous en noterons 3 grandes familles, tournant autour de trois notions importantes : la stationnarité, la causalité
et la dimensionnalité.

2.7.1 La stationnarité

Nous n’avons pas porté attention jusqu’ici à l’hypothèse de stationnarité qui est pourtant sous-jacente à toutes
les estimations que nous avons faites jusqu’à présent, qu’il s’agisse d’amplitude, de saut ou de corrélation. Qu’exprime-
t-elle ? Que les estimations que nous faisons sont indépendantes du point de l’image où elles sont faites, c’est-à-dire
que les symboles<> expriment des estimations représentatives de l’image globalement et non d’un champ parti-
culier de celle-ci.

Cela écarte de nos modèles des images qui s’éloignent trop clairement de cette hypothèse : par exemple un
paysage dont la partie haute (le ciel) est très clair et uniforme tandis que le sol est sombre et riche en détails.
Dans ce cas, ni les propriétés du premier ordre (moyenne, variance, entropie), ni les propriétés d’ordre supérieur
comme la corrélation ne peuvent s’évaluer globalement pour l’image entière. Ecartera-t-on ainsi toutes les images
ou existe-t-il des documents qui vérifient cette hypothèse de stationnarité ? C’est une question délicate à laquelle
nous pouvons répondre par deux voies :

– par une approche théorique si l’on connaı̂t la source d’image, son contenu et les raisons de ses variations ;
– par une approche expérimentale où l’on confronte à l’image originale une version modifiée de celle-ci faite

en sorte qu’elle vérifie l’hypothèse de stationnarité.
La première approche permet d’imaginer des configurationsparticulières, homogènes, par exemple un champ de
houle, un tissu biologique, ou un portion de ciel, certainesimages satellitaires . . .Mais pour les scènes ordinaires,
il apparaı̂t évidemment que les images sont composées d’objets indépendants : (une table, un meuble, un arbre)
dont les propriétés sont indépendantes et possiblementtrès différentes.

La seconde expérience montre qu’il est pratiquement trèsdifficile de concevoir des images ordinaires qui soient
stationnaires.

2.7.2 La causalit́e

Elle est sous-jacente à la plupart des signaux temporels, mais perd son sens pour les images pour lesquelles
il n’existe pas d’écoulement irréversible du temps, à moins qu’elles n’aient été balayées comme par exemple en
télévision. La causalité est l’une des propriétés fortes des processus markoviens qui n’a pas de signification pour
l’image. Recréer une causalité en 2D impose aussi des arbitraires et l’on définit ainsi des(( passés)) qui peuvent être
quart de plan, ou demi-plan, selon les besoins (cf. figure 2.14). Ces réflexions sont à la base des travaux conduits
sur les filtres de Kalman bidimensionnels [Wood, 1981].

2.7.3 La monodimensionnalit́e

La structure bidimensionnelle de l’image rend sa modélisation plus complexe. Les schémas à 1D se combinent
difficilement à 2D sans perdre certaines de leurs propriétés, ainsi en est-il des chaı̂nes de Markov. L’extension peut
prendre plusieurs formes : une formulation selon 2 équations couplées en lignes et en colonnes, ou une formulation
directement planaire.
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FIG. 2.14 – Prédiction d’un point par(( passé quart de plan)), à gauche, et(( passé demi-plan)), à droite. Les zones
grisées constituent le passé du point au centre du repère, au sens de la causalité markovienne.

Ainsi Roesser a proposé un processus du type :

r(i+ 1, j) = a1r(i, j) + a2s(i, j) + b1u(i, j)

s(i, j + 1) = a3r(i, j) + a4s(i, j) + b2u(i, j)

oùu est la partie aléatoire du processus (typiquement gaussien), l’image finale étant donnée par :

f(i, j) = c1r(i, j) + c2s(i, j)

et Attasi [Attasi, 1975] :

f(i+ 1, j + 1) = a1f(i, j + 1) + a2f(i+ 1, j) − a1a2f(i, j) + bu(i, j)

D’autres modèles peuvent être trouvés dans les références [Huang, 1976] et [Huang, 1981].

2.7.4 Vers un mod̀ele complet d’image ?

Reprenant attentivement les propriétés du modèle présenté en 2.6.1 à la lumière des remarques précédentes, on
constate que les écarts majeurs aux lois ci-dessus apparaissent pour les sauts de transition élevés (les queues des
courbes de la figure 2.6) que la loi gaussienne sous-estime considérablement. Ces points sont ceux des transitions
importantes, donc des contours de l’image. Le modèle 2.6.1suppose un champ uniformément couvert d’une seule
texture et non la présence d’objets variés séparés par des contours.

Peut-on alors construire un modèle global d’image prenanten compte ces propriétés ? L’objectif est de rendre
compte simultanément des trois limites soulignées ci-dessus.

De nombreuses propriétés bidimensionnelles ont été mesurées dans les images pour compléter les analyses à
1D et les relier à des propriétés mono-dimensionnelles [Maı̂tre, 1977]. Ainsi diverses études ont porté sur la mesure
des probabilités les plus variées :

– la probabilité d’apparition de deux contours successifsà une distanced le long d’une droite quelquonque,
– la probabilité de la longueur de plages constantes àǫ près le long d’une ligne,
– la probabilité de l’orientation des contours,
– la probabilité de la surface d’une aire constante àǫ près, etc.
La conclusion la plus utile de ces étude concerne les longueurs de plages, ou distances entre contours qui

suivent assez bien un répartition poissonnienne :

p(l) =
1

l̄ − 1

[
l̄ − 1

l̄

]l
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où l̄ dénote la longueur moyenne de la longueur de plage, valeur spécifique d’une image donnée. Cette propriété a
souvent été utilisée dans des schémas de codage ou de détection, elle est cependant très difficile à inclure dans des
modèles et aucun modèle aujourd’hui disponible n’est capable de l’intégrer à notre connaissance.

La prise en compte des dépendances non-causales entre pixels a abouti à l’abandon presque général de la piste
deschaı̂nes de Markovau profit deschamps de Markov (cf. chapitre 7). Dans les champs de Markov, un pixel
ne dépend plus simplement des 2 ou 3 pixels qui l’ont précédé lors du balayage régulier de l’image, mais d’un
voisinage qui l’entoure et qui fait porter les dépendancesde façon symétrique entre les points (voisinage de 4
points, ou de 8 points dans la plupart des cas). L’inconvénient des champs markoviens est de ne plus se prêter à
des techniques de filtrage directes, mais de faire appel à des techniques itératives généralement plus coûteuses en
temps machine, et plus difficiles à optimiser.

La prise en compte des propriétés de non-stationnarité des images a incité les auteurs à abandonner l’idée d’un
modèle global au profit d’un modèleen mosaı̈que, dans lequel l’image est constituée d’une partition de plages,
chacune relevant d’un modèle semblable à celui que nous avons développé en 2.6.1, c’est-à-dire chaque plage
suivant une loi de Markov-Gauss définie par la valeur moyenne f̄ , le paramètre de probabilité de transitionσs, le
paramètre de décroissance de la corrélationα. Ce modèle définit deux grandeurs qui seront fondamentales pour
tout le traitement des images :les contoursqui représentent les transitions d’une plage à une autre,et lestextures
qui décrivent les propriétés statistiques de chaque plage. C’est le modèle qui sera le plus utilisé pour les opérations
de reconnaissance des formes, de filtrage et de détection. C’est aussi un modèle qui est particulièrement exploré
pour les techniques de codage avancé (MPEG-4 : codage par objets [Barlaud et Labit, 2002]), ainsi que pour la
restauration des images préservant les contours.



Chapitre 3

L’ échantillonnage des images, la
repr ésentation fractale

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

Chronologiquement, l’une des toutes premières étapes dutraitement numérique des images est la tâche d’échantillonnage
qui réduit l’ensemble continu du monde observable en une s´erie de valeurs discrètes. Nous n’insisterons pas sur
l’importance de cette étape en traitement des images, tantil est évident que c’est par elle que l’on contrôle la finesse
des détails enregistrés, et par là même, la nature de l’information retenue dans l’image numérique. Cette étape s’ac-
compagne d’une quantification des niveaux de gris et très souvent débouche ensuite soit sur la compression, soit
sur le traitement.

Mais en traitement des images, l’échantillonnage apparaˆıt en de nombreuses autres occasions que lors de l’ac-
quisition. En effet, les images sont très souvent appelées à être ré-échantillonnées, par exemple pour des conver-
sions de format (passage d’un format SECAM à un format NTSC1 en télévision numérique), ou pour en trans-
former la géométrie (corriger une perspective, orienterune forme dans un repère convenable ou recaler l’image
sur une référence). Toutes ces étapes posent à nouveau le problème de l’échantillonnage et nécessitent les mêmes
précautions que l’acquisition elle-même.

Dans tout le champ du traitement du signal, l’échantillonnage est abordé à l’aide de la théorie classique pro-
posée par Nyquist et Shannon. Cette théorie s’applique bien sûr aux images et nous la développerons donc dans
un premier temps. Nous verrons cependant qu’elle est parfois mal adaptée. Nous verrons également que certains
objets peuvent être très mal traités par cette approche.C’est le cas des objets fractales que nous présenterons en fin
de chapitre.

3.1 Les signaux monodimensionnels̀a bande limitée

La théorie de l’échantillonnage s’applique à des signaux f , fonctions d’une variable continuex, dont la bande
passante est limitée, c’est-à-dire dont la transforméede Fourier (TF)F , fonction deu, variable associée2 à x,

1Les formats SECAM et NTSC sont les normes de représentationdes signaux de télévision utilisés en France et auxÉtats-Unis
[Guillois, 1996a].

2À une variablex temporelle correspond une variableu fréquentielle, exprimée en Hertz ; à une variablex spatiale, correspond une
fréquence spatialeu, exprimée enm−1.

39
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possède un support fini[−U,U ] :

F (u) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−2πiuxdx : F (u) ≡ 0 ∀|u| ≥ U

3.1.1 Échantillonnage du signal

Le théorème d’échantillonnage établit l’équivalence, sous certaines conditions, entre un signal continuf(x),
connu pour toutx, et un ensemble d’échantillons discretsgi. Cette équivalence se traduit en particulier par la
possibilité de calculerf à partir des valeursgi et réciproquement la possibilité de calculergi à partir def . Les
conditions sont les suivantes ;

– lesgi sont les valeurs du signalf(x) prises à des positionsx régulières ;
– ces positions sont séparées d’un intervallep au plus égal à1

2U .

f(x)

x

x

F(u)

u

U-U

p

1/p

u

G(u)

U 1/p-U

i
f(x) et g

FIG. 3.1 – Echantillonnage d’un signal continuf(x), à spectreF (u) à support borné, avec un pas d’échantillonnage
p. Le signal résultant discret a un spectre|G(u)|2.

Ces échantillons sont donc en nombre infini et ont pour valeur :

gi = f(x = ip) = f(x)δ(x − ip)

Ce que nous écrirons aussi :

g(x) = f(x)
∞∑

i=−∞
δ(x− ip) = f(x)⊔⊥ (x/p)

la fonction⊔⊥ (x/p) étant le peigne de Dirac de périodep.

La TFG(u) se déduit deF par répétition de période1p (cf. figure 3.1) et atténuation de1p . Comme1
p ≥ 2U ,

sur l’intervalle] − U,U [,G(u) etF (u) coı̈ncident exactement (au facteur1
p près).

Pour reconstruire le signal, il est intéressant de distinguer le cas où le signal a été échantillonné à la fréquence
la plus basse,p = 1

2U , appelée fréquence de Nyquist, du cas où l’on choisit un nombre plus élevé d’échantillons
p < 1

2U .
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W(u)

FIG. 3.2 – Echantillonnage d’un signal continuf(x) à la fréquence de Nyquist. Le filtre de reconstructionW (u)
est le filtre canoniqueWN (u), c’est-à-dire la fonction porte.

3.1.2 Reconstruction du signaĺechantillonné à la fr équence de Nyquist

Dans le cas où l’on choisit juste le nombre minimal d’échantillons, on se trouve dans la situation parti-
culière décrite sur la figure 3.2 où les ordres parasites dus à l’échantillonnage affectent toutes les fréquences
immédiatement supérieures àU . La reconstruction est alors totalement contrainte. Elle se fait par le filtre unique
WN (u) tel que :

WN (u) =

{
1 ∀|u| < U
0 sinon

(3.1)

La reconstruction def à partir deg s’écrit alors :

f(x) = pg(x) ∗ wN (x)

ou de façon équivalente :

F (u) = pG(u)WN (u)

La fonctionwN qui vérifie les relations 3.1 s’appelle la fonction canonique d’échantillonnage. Nous en verrons
l’usage plus loin. Dans le cas monodimensionnel qui nous intéresse ici, nous avons :

wN (x) = sinc(xp)

et la reconstruction, en dehors des valeurs connuesx = kp, prend la forme classique d’une sommation de sinus
cardinaux pondérés par les valeurs des échantillons :

f(x) =
∑

i

pgisinc(x− ip)

Pour les positions des échantillonsx = kp, on vérifie que les contributions de tous les autres échantillons s’annulent
(cela exprime l’indépendance des échantillons à la fréquence de Nyquist). On voit donc que les échantillons pris `a
la distance 1

2U forment une base pour la reconstruction des signaux dont la bande est limitée à l’intervalle[−U,U ].
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3.1.3 Reconstruction dans le cas de suréchantillonnage

Si l’on choisit de prendre plus d’échantillons qu’il n’eststrictement nécessaire (p < 1
2B ), on se trouve dans

la situation décrite sur la figure 3.1, où certaines fréquences, comprises entreU et 1
p − U , ne contiennent pas

d’énergie. Lors de la reconstruction, tout filtre vérifiant :

WN (u) =

{
1 ∀|u| < U
0 ∀|u| > 1

p − U
(3.2)

est satisfaisant pour la reconstruction. Il existera donc de nombreuses formules de reconstruction du type :

f(x) = pg(x) ∗ wk(x)

où leswk seront autant de fonctions de reconstruction (cf. figure 3.3). Il n’y a donc en général plus indépendance
entre les échantillons, mais au contraireredondance. Ces échantillons ne forment plus une base mais un système
générateur. La redondance peut être exploitée de diverses façons, par exemple pour corriger des distorsions,
atténuer l’effet d’un bruit ou combler des pertes. Elle permet également de choisir les filtreswk les plus adaptés à
nos contraintes. Elle se paie par un signal plus volumineux.

Parmi toutes les fonctions de reconstruction possibles, lafonction canonique vue en éq.3.1 se distingue car
elle garantit que la reconstruction qu’elle procure, mêmeen présence de bruit, sera la plus fidèle au signal original
selon un critère d’écart quadratique moyen.

3

1

2

G(u)

u

U 1/p-U

FIG. 3.3 – Trois filtres possibles pour reconstruire exactementun signal suréchantillonné (les filtres sont
symétriques pour lesu négatifs). Ils diffèrent par leurs valeurs dans l’intervalle compris entreU et1/p− U .

3.2 Signaux ŕeels

À quelque échelle que nous l’observions, l’univers nous apparaı̂t comme une fonction des deux variables
d’espace, définie en tout point et continue en presque tout point et dotée de détails aussi fins que nous le souhaitons.
Il en est ainsi des vues aériennes, des scènes de la rue quotidienne et mêmes des microphotographies, tant les
structures observées sont usuellement grandes devant lesdiscontinuités de la matière : moléculaires ou atomiques.
L’univers ne se présente donc pas comme une fonction à spectre borné comme nous le souhaiterions, mais comme
une fonction à spectre à support quasi-infini.

3.2.1 Les limitations physiques du spectre

Mais l’univers s’observe à travers des instruments (microscope, lentille, caméra) dont la résolution est limitée
en particulier par la diffraction (cf. [Pérez, 1991]). Ce sont ces instruments qui introduisent généralement la limi-
tation en bande passante exigée par l’échantillonnage. Au lieu de mesurer l’image exactef(x) de l’univers, on en
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mesure une image dégradéef ′ par la réponse impulsionnelleh(x) du système d’observation :

f ′(x) = f(x) ∗ h(x)

La limite fréquentielleU est alors imposée par le support deH , fonction de transfert du système. C’est donc à
ce signalf ′ que l’on appliquera les recommandations issues de la théorie de Shannon et exposées dans les lignes
précédentes (Section 3.1).

Les limites des optiques

Pour tous les systèmes dont l’optique est parfaite et limitée par le seul diamètreD de la pupille d’entrée, et
dans le cas d’une imagerie incohérente, l’optique introduit un filtrage bidimensionnel, fonction de la seule variable
ρ =

√
u2 + v2 :

H(ρ) =
J2

1 (πρD/φ)

(πρD/φ)2
(3.3)

Cette fonction est connue sous le nom de tache d’Airy [Pérez, 1991],J1 est la fonction de Bessel d’ordre 1 etφ la
distance focale de l’optique utilisée. Un tel filtre n’est malheureusement pas un filtre passe-bas parfait mais il est
généralement considéré comme approximativement nul au-delà des fréquencesρ = 1, 22D/φ.

Les capteurs solides

Une autre limitation du spectre du signal est introduite lorsqu’on utilise des détecteurs solides (matrices ou
lignes de photodétecteurs). Ces détecteurs sont constitués d’un assemblage de détecteurs élémentaires placés dans
le plan image du système optique, chacun étant chargé de mesurer un échantillon. L’échantillon ainsi mesuré n’est
donc pas ponctuel mais il résulte de l’intégration de l’énergie sur la surface du capteur élémentaire. Le filtrage a
pour réponse impulsionnelle une fonction porte dont, pourdes raisons de construction, la largeur est nécessairement
inférieure au pas d’échantillonnage (donné par la distance entre capteurs). Un tel système est lui aussi un mauvais
filtre passe-bas puisque sa fonction de transfert (la fonctionsinc) est à support large d’une part et ne s’annule qu’à
l’extérieur de la bande passante compatible avec le pas d’´echantillonnage d’autre part. Lui aussi laissera place à du
repliement de spectre si l’on ne prend pas soin de filtrer optiquement le signal.

3.2.2 Filtrage du signal

Pour de nombreuses applications, le pas d’échantillonnagep, dont découle le débit de l’échantillonneur, est la
grandeur limitante d’un système d’imagerie. C’est par exemple le cas pour certaines applications de télésurveillance
ou de télédétection qui utilisent un canal de transmission à débit réduit. Dans ces cas, le problème de l’échantillonnage
est pris à l’envers et c’est la bande passante de l’optique qui est ajustée pour assurer la relationp = 1

2U . On adapte
donc la dégradation du signal au taux d’échantillonnage que l’on peut effectuer. Comment choisir alorsh si p est
fixé ?

Une idée tentante est de filtrer parfaitement le signal original f de façon que son spectre ne déborde pas de
la bande de fréquence[−U,U ]. Cela conduit à choisirH(u) égale à la fonction porteWU (u). Cette solution est
aisée si l’on dispose de la TF du signalf(x), comme en optique cohérente [Cozannet et al., 1981], ou en radar
[Maı̂tre, 2001]. Il suffit alors de supprimer les fréquences au-delà deU . Lorsque l’on ne peut accéder directement
au domaine spectral, un tel filtrage passe-bas idéal est difficile à réaliser puisqu’il nécessite que l’on convole le
signal par un sinus cardinal, fonction à support infini. On choisit alors d’approcher cette opération en convolant
f(x) par une fonctionh′(x) à support ” presque-compact ” et dont le spectreH ′(u) est proche de la fonction porte.
Cette approximation entraı̂ne deux types d’erreurs (cf. figure 3.4) :
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H(u)

H’(u)

erreur de flou

erreur de repliement de spectre

u

U

FIG. 3.4 – Les deux types d’erreurs introduites par le filtrage d’un signal par un filtreh′(x) différent du passe-bas
idéalh(x) lors de son échantillonnage. Ils sont présentés ici dansl’espace de Fourier.̀A l’intérieur de la bande,
l’erreur est une distorsion des fréquences appelée flou entraitement d’images, à l’extérieur de la bande, l’énergie
non annulée viendra se replier lors de l’échantillonnageet créera le défaut de repliement de spectre.

1. tout d’abord, à l’intérieur de la bande passante[−U,U ], des fréquences seront atténuées, introduisant un flou
sur l’image. Son énergie est donnée par :

Ei =

∫ U

−U

F 2(u)[H ′(u) −H(u)]2du

2. d’autre part, à l’extérieur, des fréquences ne serontpas annulées. Lors de l’échantillonnage, ces fréquences
répliquées dans les ordres parasites viendront s’insérer dans la bande conservée, introduisant une distorsion
du signal appelée repliement de spectre oualiasing. L’énergie concernée est :

Eo = 2

∫ ∞

U

F 2(u)H ′2(u)du

Parmi les fonctionsh′ les plus fréquemment utilisées, nous pouvons citer les suivantes :
– la fonction porte :h′1(x) = Wp/2(x) qui conduit àH ′

1(u) = p sinc(up) ;
– la fonction triangle (convolution de 2 portes) :h′2(x) = Tri(x/p) qui conduit àH ′

2(u) = p2 sinc2(up) ;
– la spline cubique (convolution d’une porte et d’un triangle) :

h′3(x) = (x)3+ − 4(x− 1)3+ + 6(x− 2)3+ − 4(x− 3)3+

où : z+ = max(z, 0), qui conduit àH ′
3(u) = p3 sinc3(up) ;

– la fonction gaussienneh′4(x) = 1
σ
√

2π
e

−x2

2σ2 qui a pour fonction de transfert la gaussienne de variance1/σ.

3.3 L’extension en dimensionN

L’extension de la théorie de l’échantillonnage à des espaces de dimensionN (N = 2 pour l’image,N = 3
pour les séquences d’images ou pour les volumes en imageriesismique et médicale,N = 4 pour une séquence de
volumes temporels, etc.) est simplifiée par la linéaritédes opérations dans le domaine spectral qui permettent de
décomposer la démarche en autant de problèmes d’échantillonnage que de dimensions. Mais il révèle cependant
des différences notables dès queN > 1 et entraı̂ne une complexité croissante du choix de la base d’échantillonnage
avecN .

Nous noterons parx etu les variables vectorielles conjuguées d’espace et de fréquence. A une image continue
f(x) est associée sa transformée de FourierF (u).

F (u) =

∫∫
. . .

∫
f(x) exp(−2iπu.x)dx
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FIG. 3.5 – Echantillonnage d’un signal bidimensionnel selon 2 pas d’échantillonnagep1 et p2 (à gauche). Le
spectre de l’image est reproduit aux nœuds du réseau réciproque (à doite). Le domaineS est le domaine oùF (u)
n’est pas nul ; le domaineV est la maille de répétition du motif.

Un signal de dimensionN est à spectre borné s’il existeU tel que∀u, |u| > U . Se donner un échantillonnage
de l’espace, c’est choisir un ensemble deN vecteurs d’échantillonnagep formant une base de l’espace image.À
ces vecteurs est associé par transformée de Fourier le réseau réciproque de vecteurs de basek qui pave l’espace
des fréquences (cf. figure 3.5). La reconstruction du signal continu se fera exactement si les ordres parasites ne se
superposent pas au spectre du signal.

On voit qu’il est simple d’échantillonner un signal de dimensionN de façon à vérifier l’inégalité stricte de
Shannon. Il suffit de choisir tous les pas d’échantillonnage pi de façon quepi < 1/2U . Cette condition suffi-
sante pour faire un échantillonnage parfait n’est cependant pas nécessaire et conduit généralement à un très fort
suréchantillonnage et donc à une grande redondance dans les échantillons ainsi mesurés.

On définit l’efficacité de l’échantillonnageη par le rapport du volumeS où le spectre n’est pas nul, sur le
volume élémentaireV de répétition du spectre par lesp :

η =
S
V ≤ 1

On vérifie que l’échantillonnage au critère de Nyquist (cf. Section 3.1.2) correspond au casη = 1, sans redondance.
S’il est facile d’adapter le pas d’échantillonnage d’un signal monodimensionnel de façon à éliminer la redondance,
c’est beaucoup plus difficile pourN > 1, et très souvent impossible. En effet, on ne pourra assurerη = 1 que si le
domaineS a la même géométrie queV , c’est-à-dire si l’on peut paver l’espace à partir de translatés deS. À 2D,
les seules formes vérifiant cette propriété sont les parallélogrammes ou des hexagones, mais il est exceptionnel
de trouver des scènes dont le spectre est borné par de telles figures. En conséquence, pour la dimension 2 et les
dimensions supérieures, ont doit généralement accepter des échantillonnages redondants. On peut alors chercherà
maximiserη. Dans le cas général d’un spectre quelconque, cette optimisation se fait de façon empirique. Un cas
très fréquemment rencontré est celui de spectres isotropes (S est une sphère deRN ). Les échantillonnages qui
s’imposent alors sont bâtis sur le maillage hexagonal (cf.figure 3.6) :

– à 2D c’est le maillage hexagonal lui-même ;
– à 3D c’est le maillage hexagonal compact ou le maillage cubique centré qui conduit à des maillages appelés

en quinconce en vidéo (quinconce ligne et quinconce trame).
Les échantillonnages bâtis sur le maillage carré sont plus redondants mais leur simplicité de mise en œuvre les

a rendus populaires malgré leur efficacité médiocre et leurs faibles propriétés topologiques (cf. Chapitre 4).

3.4 Le mod̀ele fractal

Nous allons voir maintenant un modèle d’univers qui s’oppose en tous points à l’approche précédemment
développée de l’échantillonnage. C’est le modèle fractal.
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FIG. 3.6 – Echantillonnage de signaux tridimensionnels à spectre isotrope. Les spectres sont représentés par des
sphères. la vue de gauche représente une vue perspective du domaine de Fourier, celle de droite une vue de dessus
depuis la direction desu3 positifs. On a représenté un échantillonnage hexagonaldans le planu1u2 (sphères
Aij) et 2 schémas différents : l’hexagonal compact et le cubique centré. Dans les deux cas, la couche supérieure
(représentée par les sphèresBij) est placée dans les trous de la coucheA de façon que chaque sphèreB soit
tangente à 3 sphèresA. Mais dans le schéma hexagonal compact (B11 et Z11), la couche inférieureZ est à
l’aplomb de la coucheB tandis que dans le cas cubique centré (B13 et Z42) elle occupe les sites inoccupés de la
coucheB.

La notion de dimension fractale a été introduite par Mandelbrot [Mandelbrot, 1977] pour rendre compte du
comportement surprenant de certains objets soumis à des mesures de plus en plus fines. On s’aperçoit alors que
le résultat de la mesure (longueur, périmètre ou surface) dépend fortement de la précision de l’instrument utilisé,
et que ce résultat, invariablement, croı̂t sans limite apparente pour des précisions de plus en plus grandes. Cette
propriété est bien illustrée par l’exemple d’une côte rocailleuse, tiré de [Richardson, 1961], dont la longueur ne
cesse de croı̂tre, selon qu’on la mesure sur une carte, sur leterrain en voiture, en vélo, à pied, ou avec un double
décimètre. Chaque nouvelle méthode nous permet de contourner des rochers nouveaux, de s’introduire dans des
anfractuosités plus petites, ce qui rallonge d’autant l’estimation faite auparavant. Mandelbrot a souligné que ce
comportement, qui s’oppose résolument à toutes les notions de l’analyse mathématique classique (fondée sur la
régularité et la continuité des fonctions, au moins dansdes petits domaines), est en fait très commun et peut être
aisément étendu à des objets les plus variés : suspension d’eau savonneuse et ses infinies cascades de particules
en émulsion, éponges aux formes torturées, étagement de végétations dans les sous-bois, ramifications sans fin des
connexions nerveuses, emboı̂tement des cratères à la surface de la lune, et bien d’autres encore.

Sur la figure 3.7, nous avons représenté certains de ces objets, tels que la nature nous les propose, véritables
casse-têtes pour le traiteur d’image. Une éponge, ou un poumon, présentent, par exemple, une surface continue,
mais si déchiquetée, si percée d’alvéoles, si ponctuée de protubérances de toutes tailles qu’elle apparaı̂t finalement
remplir tout l’espace : tout le poumon n’est que surface int´erieure vers le système sanguin, extérieure vers les
bronches et l’atmosphère (cf. figure 3.9).

Cette propriété d’une surface de remplir tout un volume n’est pas sans rappeler les courbes ” pathologiques ”
de Peano ou de Von Koch (fig. 3.8). C’est cette analogie avec ces courbes célèbres que Mandelbrot utilise pour
définir deux qualités qui seront pour nous précieuses : ladimension fractale et l’homothétie interne.

De la même façon un phénomène, apparemment ponctuel, pourra avoir une dimension plus grande que 0, et
une surface dans l’espace pourra avoir une dimension supérieure à 2.

3.4.1 La dimension fractale

Elle exprime la propriété (soulignée plus haut) d’une courbe qui passe plus ou moins par tous les points d’un
plan. On connaı̂t de longue date les dimensions 1, 2, ou 3 attachées respectivement aux courbes, aux surfaces, ou
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FIG. 3.7 –Évolution de la longueur de quelques frontières et côtes en fonction de la mesure utilisée pour calculer
cette longueur (d’après [Richardson, 1961] citée dans [Mandelbrot, 1977]) - échelles logarithmiques.

FIG. 3.8 – La courbe de von Koch est un cas d’école de courbe fractale. Elle se construit à partir d’un segment de
droite qui est divisé en 3 et remplacé par 4 segments de taille 1/3. La dimension fractale vaut alorsD = log 4/ log 3.

aux volumes. Mandelbrot postule qu’il existe des courbes dedimension intermédiaire entre 1 et 2, des surfaces
de dimension supérieure à 2, et que ces objets possèdent justement la propriété de n’avoir pas de longueur ou de
surface précise, pas plus qu’un volume n’a de surface, ou uncarré de longueur. Cette dimension, intermédiaire
entre les valeurs entières, a été baptisée du néologisme ” fractale ” afin qu’aucune confusion ne soit faite entre
une surface classique (de dimensionD = 2). L’une et l’autre passent, par exemple, par tous les pointsd’un plan,
mais si l’une est une vraie fonction de deux variables, l’autre n’est que fonction d’une seule variable (ensemble
totalement ordonné).

Comment mesure-t-on une dimension, classique ou fractale ?Tout d’abord, conformément à la démarche
mathématique, il nous faut nous munir d’une mesure. C’est une opération en apparence délicate, mais en pratique
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très simple. Elle est discutée dans [Mandelbrot, 1977], et nous n’en reprendrons pas les termes ici. Disons simple-
ment que si nous disposons, par exemple, d’une famille de confettis de rayons décroissants, alors nous sommes à
même d’évaluer aussi bien des longueurs ou des surfaces classiques, que des courbes fractales. Pour cela, ayant
confronté à un étalon universel la taille du confetti (nous le dénoteronsη), il ne nous reste plus qu’à recouvrir la
courbe de ces confettis, de façon qu’aucun point de la courbe ne soit plus visible. Le produit du nombre de confettis
N(η) par la taille élémentaireη : L(η) = η.N(η) est une bonne mesure de la grandeur qui nous intéresse lorsque
η tend vers 0 : longueur ou surface par exemple. Mesurons ainsiun segment de droite ou une courbe classique.
Si l’on diviseη par 10,N(η) est multiplié par 10 et la longueur totale est constante. Cette variation, linéaire, de
η etN(η) est caractéristique des dimensions 1. Si l’on mesure l’aire d’un carré, chaque fois queη est divisé par
10, il faut 100 fois plus de confettis pour recouvrir la surface. La dépendance quadratique indique une dimension
2. Répétée sur une courbe fractale, l’expérience mettra en évidence une dimension intermédiaire entre 1 et 2 :
par exemple,log4/log3 = 1, 26 pour la courbe de Von Koch de la figure 3.8, ou bien 1,25 pour la courbe de
l’Angleterre conformément à la figure 3.7.

Ainsi, la dimension fractale est déterminée par le graphede log(L(η)) = f(log(η)). Si ce graphe est linéaire
la dimensionD est donnée par :

logL(η) ∝ (1 −D) log η (3.4)

sinon par son asymptote :

lim
η→0

D = 1 − logL(η)

log η
=

− logN(η)

log η
. (3.5)

3.4.2 L’homothétie interne

L’homothétie interne est une idée assez intuitive que certaines formes se retrouvent identiques à elles-même
lorsqu’on les observe à des échelles différentes :

– 1m3 de nuage est identique à 1km3,
– la côte de Bretagne est un massif granitique de quelques centaines de km de long, mais la Pointe du Finistère

qu’elle contient semble posséder les mêmes propriétés, de même qu’un rocher isolé de cette Pointe ou un
morceau de granit de ce rocher,

– la courbe de von Koch (figure 3.8) est exactement identique `a elle même lors d’une division d’échelle de 3.
– un mouvement brownien observé pendant 1 s ou pendant 10 s semble le même.
L’homothétie interne peut être exacte (géométriquement comme pour la courbe de von Koch, ou en loi sta-

tistique comme pour le mouvement brownien), ou approchée,comme pour beaucoup de phénomènes physiques.
Lorsque plusieurs homothétie s’appliquent à une même structure, on emploie le terme de cascade d’homothéties
(comme par exemple pour la courbe de von Koch).

La dimension (fractale) de l’objetD et le nombreN de structures nécessaires pour reconstruire un objet d’une
taille donnée à partir d’une répliquek fois plus petite sont liés par la relation :

N = kD. (3.6)

Par exemple, un segment de droite est identique àk segmentsk fois plus petits mis bout à bout, un carré est
semblable àk2 carrés de côték fois plus petit judicieusement assemblés, et il fautN = 4 segments de taillek = 3
fois plus petite pour reconstruire un flocon de von Koch.

3.4.3 Que faire de la th́eorie fractale ?

Voyons maintenant de quelle façon ces surprenantes propriétés interviennent lors de l’étape d’échantillonnage
d’une image.
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Tout d’abord, l’existence de formes fractales conforte notre opinion que l’approche de Nyquist-Shannon est
parfois impuissante à rendre compte de la structure d’un objet, par le simple fait qu’il n’y a pas de fréquence
limite qui le caractérise de façon certaine.À quelle résolution faudra-t-il en effet analyser une coupe de poumon
pour évaluer la surface des échanges d’oxygène? Les seules réponses rigoureuses seraient, là-encore, des majo-
rants bien incompatibles avec nos moyens de traitement : parexemple les plus grosses structures moléculaires, ou
bien les plus fines structures cellulaires. C’est pourquoi,dans de nombreuses études (en biologie, métallurgie, ou
même télédétection des ressources terrestres), des travaux identiques, menés sur des échantillonnages différents
conduisent à des résultats discordants. Le dépouillement automatique des données entraı̂ne souvent une confiance
trop grande dans les résultats pour qu’une remise en question des hypothèses fondamentales soit consentie.

En second point, lorsqu’elle est clairement perçue, la notion de forme fractale permet de réaliser une économie
de temps d’analyse et de traitement.

Pour cela, il nous faut connaı̂tre d’une part la dimension fractale de l’objet, d’autre part l’existence et la limite
de son homothétie interne. Cette dernière connaissance est un des points-clefs de l’analyse et sa connaissance nous
est habituellement enseignée par le spécialiste : biologiste, métallurgiste, etc. On sait que l’architecture intime
de l’univers est hétérogène : les constructions nucléaires précèdent les structures atomiques, qui elles-mêmes en-
gendrent les édifices moléculaires, et ainsi de suite. Clairement, de cette architecture découlent les discontinuités
dans les diverses structures, et donc dans les dimensions fractales. La limite d’homothétie est issue de cette double
notion de discontinuité ; elle nous informe que, jusqu’à une certaine échelle de résolution, la fonction des struc-
tures est bien celle qui nous concerne (échanges gazeux dans le cas des poumons). Nous choisissons alors un pas
grossier d’échantillonnageδx, très supérieur à la limiteδ′x qui serait nécessaire pour rendre compte de la totalité
du phénomène. De la mesurem faite à cette échelle (exprimée en unitéδx), et de la dimension fractale D, nous
déduisons alors la valeur vraiem′ (exprimée en unitésδ′x) par la relation :

m′ = m

[
δx

δ′x

]D

(3.7)

FIG. 3.9 – Quelques exemples de fractales : arbre bronchique de l’homme recalculé à partir du corps du Human
Visual Project par Jorge Marquez.

Soulignons à ce point la propriété remarquable du pixel (point élémentaire d’image) de fournir une mesure
universelle (au sens où nous l’avons entendu au paragraphe3.4.1). Contrairement au double décimètre, le pixel
permet de mesurer non seulement des longueurs (D = 1), mais aussi des surfaces (D = 2) ou des volumes
(D = 3). Et l’équation 3.5 demeure valable, tant pour des formes classiques que fractales pourD variant de
0 à 3. Ainsi cette notion de forme fractale mérite-t-elle une attention particulière ; elle bouleverse nos schémas
traditionnels de l’univers peuplé de ” bonnes ” fonctions,continues, dérivables, mesurables, etc. Elle se montre
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FIG. 3.10 – La forêt étagée de Peano, une forêt fractale artificielle.

FIG. 3.11 – Corail synthétique et naturel

néanmoins un outil remarquable pour représenter beaucoup des objets rencontrés chaque jour. Elle s’est montrée
particulièrement précieuse pour décrire les objets de la géomorphologie : rivières, lignes de crêtes, etc.

Enfin les approches fractales ont prêté leur nom à des outils de compression et de codage d’images (le codage
fractal). Ces techniques utilisent les propriétés du point fixe de certaines transformations contractantes du plan
(généralement des combinaisons d’homothéties, de rotations et de changements de contraste) [Fisher, 1995]. Cela
permet de ne transmettre, pour chaque imagette issue de la scène à transmettre, que la seule transformation qui per-
met d’obtenir cette imagette à partir d’une autre plus grande issue d’une autre partie de l’image (cascade interne).
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FIG. 3.12 – Electrodéposition de cuivre, c’est un exemple de percolation fractale. La cascade d’homothétie est
illustrée par la petite fenêtre de l’image gauche, agrandie sur l’image droite (d’après [Bunde et Havlin, 1994]).

FIG. 3.13 – Un lac en forêt guyanaise vu par le satellite radar ERS-1 c©ESA.

FIG. 3.14 – Décharge électrique claquant un diélctrique (d’après [Bunde et Havlin, 1991]).
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FIG. 3.15 – Fougère simulée par 5 attracteurs superposés (d’après [Peitgen et Saupe, 1988]).)



Chapitre 4

Représentations discr̀etes

Chapitre rédigé par Isabelle BLOCH

4.1 Introduction

Le traitement des images par ordinateur nécessite de disposer de représentations discrètes des scènes observées.
On dispose alors d’un échantillonnage deR

2 ouR
3 dansZ2 ouZ

3, qui est de plus fini, ce qui justifie de représenter
les images sous forme matricielle. Pour traiter de tels ensembles de points, deux solutions sont possibles :

– soit on plonge les points discrets deZn dansRn, et on les traite comme s’ils appartenaient à un espace
continu ; ce sont alors souvent des procédés de géométrie algorithmique qui sont mis en œuvre ;

– soit on définit directement les traitements dans l’espacediscret, en essayant d’en préserver les effets et les
propriétés.

Le choix de l’une ou l’autre de ces solutions dépend beaucoup du type de traitement à effectuer, du type de
représentation sur lequel s’appuie ce traitement, des propriétés souhaitées, de la complexité des calculs, etc.Par
exemple, on garantit de meilleures propriétés de connexité avec des rotations continues que des rotations discrètes.
Au contraire, les opérations morphologiques de base sont beaucoup plus simples à effectuer dans un espace discret
(voir le chapitre 6 sur la morphologie mathématique). Dansles cas où les deux approches sont possibles, elles ne
sont pas toujours équivalentes, et il est souvent difficilede garantir que la transformation appliquée à une version
discrète d’un objet fournira le même résultat que la discrétisation du résultat de la transformation continue.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons surtout aux probl`emes de représentations géométriques discrètes, qui
serviront de support aux traitements et transformations effectués directement dansZn. Des exemples de tels trai-
tements seront abordés en particulier dans le chapitre de morphologie mathématique (chapitre 6). Nous aborde-
rons ici succinctement les pavages et maillages (section 4.2), sur lesquels sont définies les images discrètes, puis
les questions de topologie (section 4.3), les problèmes dereprésentations de quelques structures géométriques
simples, déterministes (section 4.4) ou aléatoires (section 4.5), et enfin la définition et le calcul de distances
discrètes (section 4.6). Un exposé plus détaillé sur tous ces points ainsi que sur d’autres aspects de la géométrie
discrète en traitement d’images peut être trouvé dans [Chassery et Montanvert, 1991, Klette et Rosenfeld, 2004,
Cœurjolly et al., 2007].

Les principes décrits peuvent être appliqués aussi bienà la synthèse qu’à l’analyse d’images. La géométrie
discrète constitue toujours un axe de recherche importantdans ces deux domaines.

53
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4.2 Pavages et maillages

4.2.1 D́efinitions et contraintes

Un pavage est une partition de l’espace continu (Rn) en cellules élémentaires (tout l’espace est recouvert par
les cellules, et les cellules n’ont pas d’intersection deuxà deux).

Cette définition, la plus générale, peut donner lieu à une infinité de solutions si l’on n’impose pas de contraintes
supplémentaires sur la forme et la disposition des cellules. En pratique, des contraintes sont imposées :

– d’une part par les capteurs, dont la surface sensible a généralement une structure régulière,
– et d’autre part par l’utilisation que l’on souhaite faire de la représentation, qui impose une certaine régularité

et simplicité, ainsi que certaines propriétés sur le pavage résultant sur lesquelles nous reviendrons.
Deux méthodes peuvent être envisagées pour construire un tel pavage :

1. La première consiste à se donner une distribution de points dans l’espace. Puis à chaque pointP est associée
une celluleVP , de telle sorte qu’elle n’intersecte aucune autre cellule et qu’elle ne laisse pas de(( vide)) dans
l’espace. La solution la plus simple consiste à choisir pour VP l’ensemble des points de l’espace qui sont
les plus proches deP que de tout autre point de la distribution. Dans le cas où la distribution des points est
régulière, on aboutit à un pavage classique, tel que ceuxque nous verrons dans la section suivante. Dans le
cas où la distribution est irrégulière, on aboutit à un pavage de Voronoı̈, que nous décrirons plus en détails
dans la section 4.4. Les points de la distribution peuvent être interprétés comme des germes, à partir desquels
on fait croı̂tre des cellules à vitesse constante, jusqu’`a ce que tout l’espace soit rempli (voir figure 4.1).

FIG. 4.1 – Deux exemples de construction d’un pavage par propagation à partir d’une distribution de points
régulière.

2. La deuxième solution consiste à se donner au contraire un modèle a priori de cellule élémentaire, et à repro-
duire ce modèle en juxtaposant les cellules pour construire une partition de l’espace [Grunbaum et Shepard, 1989].
Cela n’est bien sûr pas possible avec n’importe quel modèle de cellule. On impose généralement que celui-ci
soit un polygone (ou polyèdre) convexe, régulier, et que dans la juxtaposition les sommets soient en contact
avec d’autres sommets mais pas avec des arêtes (typiquement, la configuration de la figure 4.2 ne satisfait
pas cette dernière condition).
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FIG. 4.2 – Exemple d’une configuration où les sommets du pavage ne sont pas en coı̈ncidence avec d’autres
sommets. Notons qu’en déformant ce maillage, on peut obtenir un pavage hexagonal qui est le pavage régulier
associé à cette distribution de points, comme on le verra par la suite.

4.2.2 Pavages plans ŕeguliers

Les contraintes les plus strictes que l’on puisse imposer aux cellules élémentaires est qu’elles soient toutes
identiques et(( régulières)), c’est-à-dire qu’elles soient des polygones dont tous lescôtés et tous les angles soient
égaux, et que chaque sommet soit en contact avec un nombre fixe de sommets d’autres cellules. Avec de telles
cellules, on obtient des pavages dits(( réguliers)).

On montre que, dans le plan, il n’existe que trois types de pavages réguliers, correspondant respectivement à
des cellules triangulaires1, carrées et hexagonales. Ils sont illustrés sur la figure 4.3.

triangulaire carré hexagonal

FIG. 4.3 – Les trois pavages réguliers du plan.

4.2.3 Pavages plans semi-réguliers

Si l’on relâche un peu les contraintes précédentes, en permettant aux cellules d’être de types différents (avec
des nombres de côtés pouvant varier d’une cellule à l’autre), tout en conservant le nombre constant de cellules
adjacenctes, on obtient des pavages(( semi-réguliers)) [Grunbaum et Shepard, 1989].

Il existe 21 solutions respectant ces contraintes. Seules 11 définissent effectivement une partition (dont les 3
régulières vues précédemment). Deux de ces solutions sont illustrées sur la figure 4.4. L’ensemble de ces solutions
est décrit dans [Chassery et Montanvert, 1991].

Si l’on relâche plus de contraintes, on peut obtenir des pavages non uniformes, ou même complètement
irréguliers (voir par exemple les dessins d’Escher [Locher et al., 1972]).

1Notons que le pavage triangulaire est régulier au sens où nous l’avons défini, mais qu’il n’est pas uniforme car les triangles n’ont pas tous
la même orientation.
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FIG. 4.4 – Deux exemples de configurations semi-régulières permettant de paver le plan.

4.2.4 Dualit́e pavage / maillage

À partir d’un pavage, on associe à chaque celluleVP constituant le pavage un pointP situé à l’intérieur de
cette cellule. Par exemple,P peut être le centre de gravité deVP (il sera bien à l’intérieur deVP si l’on se restreint
comme ci-dessus à des cellules convexes). Dans ce cas, on retrouve bien sûr desP et desVP qui correspondent
à la construction du pavage à partir d’une distribution depoints. Ce sont ces pointsP qui sont appelés pixels en
traitement d’images.

Un maillage est alors défini de la manière suivante : à toutpointP on associe les pointsQ tels queVP etVQ ont
une arête commune (dans le plan). Le maillage est constitu´e de tous les segments[P,Q] que l’on peut construire
de cette manière.

Ce maillage définit dans l’espace un nouveau pavage, dont les cellules sont centrées sur les sommets du pavage
initial. Il y a donc dualité entre pavage et maillage.

Pour les pavages réguliers, qui sont les plus utilisés, cette dualité se traduit de la manière suivante (voir figure
4.5) :

– le maillage associé au pavage triangulaire est hexagonal,
– le maillage associé au pavage carré est carré,
– le maillage associé au pavage hexagonal est triangulaire.
Le maillage carré est certainement le plus utilisé. Le maillage hexagonal n’est cependant pas sans intérêt car

il possède de meilleures propriétés d’isotropie et de topologie que le maillage carré. Le maillage triangulaire n’est
en revanche presque jamais utilisé.

Dans l’espace discret à 3 dimensions, le maillage cubique est le plus utilisé. C’est aussi le seul qui soit régulier.
On trouve aussi quelques applications de maillages cubiques à faces centrées ou rhombododécaédriques.

4.3 Topologie discr̀ete

Dans cette section, nous abordons les problèmes de topologie sur les maillages discrets. Nous verrons en
particulier que la topologie discrète classique n’est pasadaptée et qu’une approche fondée sur la définition de
voisinages est préférable.

4.3.1 Quelques approches

Considérons tout d’abord la topologie discrète classique. Pour cette topologie, tout point de l’ensemble discret
considéré est un ouvert. Comme un ensemble connexe est un ensemble qui ne peut pas se décomposer en réunion
de deux ouverts non vides disjoints, les seuls ensembles connexes que l’on puisse construire avec cette topologie
sont réduits à des singletons.

Cependant du point de vue de l’analyse d’images et de la reconnaissance des formes, on a besoin de définir
des objets, que l’on considère comme des entités connexesgénéralement constituées de plusieurs points. La topo-
logie discrète classique ne permet pas de répondre à ces exigences, et elle n’est donc pas adaptée aux besoins du
traitement d’images.
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FIG. 4.5 – Dualité entre les maillages et les pavages réguliers du plan.

Plusieurs approches ont été tentées afin de définir des topologies plus satisfaisantes. Nous décrivons ici succinc-
tement l’une d’elles [Chassery et Chenin, 1980, Khalimsky et al., 1990]. Elle consiste (dans le plan) à construire
une base topologique deZ2. Une topologie est alors une classeT d’ensembles deZ2 telle que chaque élément de
T soit réunion dénombrable d’éléments de la base topologique, et telle que :

1. Z
2 ∈ T , ∅ ∈ T ,

2. ∀(A,B) ∈ T 2, A ∩B ∈ T .

Sur une trame carrée, on peut par exemple construire la basetopologique de la manière suivante : pour tout
pointP deZ2, de coordonnées(i, j), on associe àP l’ensembleU(P ) défini par (voir figure 4.6) :

U(P ) = {P, (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)} si i+ j pair,

= {P} sinon.

Les ensemblesU(P ) ainsi construits vérifient bien les conditions suivantes :

1. Z
2 = ∪P∈Z2U(P ),

2. siU(P ) etU(Q) sont deux éléments de la base topologique, alorsU(P ) ∩U(Q) est une réunion d’éléments
de cette base.
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FIG. 4.6 – Définition d’une base topologique dans le plan discret sur une trame carrée.

Ce type de construction a un inconvénient majeur : la forme du voisinage induit par lesU(P ) autour de chaque
point dépend de la position du point dans l’espace. En particulier, la topologie ainsi construite n’est pas invariante
par translation. De plus, ce type de construction ne garantit pas toutes les propriétés souhaitées, en particulier le
théorème de Jordan. Enfin, si cette construction reste possible sur une trame triangulaire (voir figure 4.7), elle ne
l’est pas sur une trame hexagonale.

Q

PR S

FIG. 4.7 – Définition d’une base topologique dans le plan discret sur une trame triangulaire. Sur cette figure,
U(P ) = {P,Q,R, S}, U(Q) = {Q}, U(R) = {R}, U(S) = {S}.

4.3.2 Topologieà partir de la notion de voisinageélémentaire

Pour le traitement d’images, il est donc difficile de définirdes notions topologiques satisfaisantes et opérationnelles
à partir de la construction d’ouverts. Il est préférablede définir d’abord les notions de voisinage élémentaire,puis
de connexité, qui est une des notions topologiques essentielles pour l’interprétation des images et la reconnaissance
des formes [Rosenfeld, 1970, Rosenfeld, 1979].

Pour cela, on considère l’image discrète comme un graphe.Les nœuds du graphe sont les points discrets (les
pixels de l’image). Les arcs sont définis par les relations de voisinage entre les points. Par exemple, sur une trame
carrée, on peut considérer que deux points sont voisins siune et une seule de leurs cordonnées diffère d’une unité.
Chaque point (encadré sur la figure 4.8 a) a ainsi 4 voisins, et on parle de 4-connexité. Le graphe correspondant est
illustré sur la figure 4.9.

Si l’on ajoute dans le graphe les arcs reliant les points aussi en diagonale (dont les deux coordonnées diffèrent
d’une unité), chaque point a alors 8 voisins, et on parle de 8-connexité (figure 4.8 b). En 4-connexité, très peu de
directions de l’espace sont représentées, en 8-connexité, tous les voisins ne sont pas à la même distance du point
central.
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(a) (b) (c)

FIG. 4.8 – Connexité sur une trame discrète carrée (a : 4-connexité, b : 8-connexité), ou hexagonale (c : 6-
connexité).

arcs définissant les voisins

et la connexité

noeuds du graphe

FIG. 4.9 – Graphe définissant la 4-connexité sur une trame carrée.

Sur une trame hexagonale, la connexité la plus naturelle est la 6-connexité (figure 4.8 c). Chaque point a 6
voisins qui sont tous à même distance du point central et les 6 directions représentées sont équiréparties, ce qui
constitue un des avantages de la trame hexagonale.

Sur une trame triangulaire, trois types de voisinages élémentaires peuvent être définis, correspondant respecti-
vement à la 3-, 9- et 12-connexité. Ces définitions sont illustrées sur la figure 4.10.

Dans une représentation matricielle des images, l’accèsaux voisins d’un point de coordonnées(i, j) se fait très
aisément sur une trame carrée. Ce sont :

– en 4-connexité : les points de coordonnées(i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1),
– en 8-connexité : les points de coordonnées(i−1, j), (i+1, j), (i, j−1), (i, j+1), (i−1, j−1), (i−1, j+1),

(i+ 1, j − 1), (i+ 1, j + 1).
Sur une trame hexagonale, l’accès aux voisins est un peu plus délicat. En effet, s’il est toujours possible de

représenter une image de manière matricielle, il faut considérer que, géométriquement, les lignes sont décalées les
unes par rapport aux autres. Les indices des voisins d’un point dépendent donc de la parité de la ligne sur laquelle
se situe le point. Si les lignes sont numérotées comme l’indique la figure 4.11, alors les voisins d’un point de
coordonnées(i, j) sont :

– si j est pair :(i− 1, j − 1), (i, j − 1), (i− 1, j), (i+ 1, j), (i− 1, j + 1), (i, j + 1),
– si j est impair :(i, j − 1), (i+ 1, j − 1), (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j + 1), (i+ 1, j + 1).

Sur une trame triangulaire, de la même manière, les indices des voisins dépendent de la parité de la ligne sur
laquelle se trouve le point considéré (et bien sûr de la connexité choisie).

Si l’on se place maintenant en dimension trois sur une trame cubique, trois types de voisinages élémentaires
sont classiquement définis, correspondant respectivement à la 6-, 18- et 26-connexité. Si l’on représente chaque
pointP de l’image 3D comme un cube élémentaire, les 6-voisins correspondent aux cubes adjacents àP par une
face, les 18-voisins comprennent les 6 précédents et ceuxqui sont adjacents àP par une arête, et les 26-voisins
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arcs définissant les voisins

et la connexité

noeuds du graphe

FIG. 4.10 – Graphes définissant la 8-connexité sur une trame carrée, la 6-connexité sur une trame hexagonale, et les
3-, 9- et 12-connexités sur une trame triangulaire (seuls quelques arcs sont représentés pour la trame triangulaire).

s’obtiennent en ajoutant les cubes adjacents par un sommet (voir figure 4.12).

Une fois que sont définis les voisinages élémentaires, les notions de connexité s’en déduisent aisément, grâce
à l’interprétation en termes de théorie des graphes [Berge, 1958].

Un chemin est ainsi défini comme une suite de sommets du graphe telle que deux points consécutifs de la suite
soient joints par un arc du graphe, où les arcs sont définis en fonction de la connexité choisie. Par exemple, sur une
trame carrée, on définit :

– un 4-chemin comme une suite de points(ik, jk)1≤k≤n tels que :

∀k, 1 ≤ k < n, |ik − ik+1| + |jk − jk+1| ≤ 1,
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FIG. 4.11 – Les indices des voisins d’un point sur une trame hexagonale dépendent de la parité de la ligne sur
laquelle se trouve le point.

FIG. 4.12 – Les trois types de voisinages élémentaires pour une image 3D définie sur une trame cubique.

– un 8-chemin comme une suite de points(ik, jk)1≤k≤n tels que :

∀k, 1 ≤ k < n, max(|ik − ik+1|, |jk − jk+1|) ≤ 1.

Les composantes connexes s’en déduisent alors en reprenant les définitions classiques des graphes. On obtient
ainsi sur une trame carrée :

– une composante 4-connexe est un ensemble de pointsS tel que pour tout couple de points(P,Q) deS, il
existe un 4-chemin d’extrémitésP etQ et dont tous les points soient dansS ;

– une composante 8-connexe est un ensemble de pointsS tel que pour tout couple de points(P,Q) deS, il
existe un 8-chemin d’extrémitésP etQ et dont tous les points soient dansS.

Ces définitions sont illustrées sur la figure 4.13.

De manière analogue, on définit sur une trame hexagonale les notions de 6-chemin et de composante 6-
connexe. Sur une trame triangulaire, les chemins peuvent être 3-, 9- ou 12-connexes, de même que les composantes
connexes.

Sur une trame carrée, des paradoxes peuvent apparaı̂tre pour certaines configurations locales de points de l’objet
et de son complémentaire. Sur la figure 4.14, en 8-connexit´e, les points a et d de l’objet sont voisins ainsi que les
points b et c du complémentaire. Cela signifie que les composantes connexes de l’objet et du complémentaire se
(( croisent)). Si on se place au contraire en 4-connexité, ni les points a et d, ni les points b et c ne sont voisins,
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Chemin 4-connexe

Chemin 8-connexe

1 composante 8-connexe

2 composantes 4-connexes

Objets

Fond

FIG. 4.13 – Illustration des définitions des chemins et composantes connexes sur une trame carrée, en 4- et 8-
connexités.

laissant ainsi une zone qui n’est ni l’objet ni son complémentaire. Ce paradoxe peut être évité si l’on considère des
connexités différentes pour l’objet et pour son complémentaire.

Sur une trame hexagonale, ce type de phénomène ne se produit pas et on travaille en 6-connexité aussi bien
pour la forme que pour le fond.

cc

a b

d

a b

d

FIG. 4.14 – Paradoxe sur une trame discrète carrée en 8- et 4-connexité.

Un des résultats importants qui permet de garantir de bonnes propriétés topologiques aux objets (et d’éviter
ce type de paradoxe) est le théorème de Jordan. Dans le cas continu, il s’exprime sous la forme suivante : toute
courbe simple fermée sépare l’espace en deux composantesconnexes, l’intérieur et l’extérieur de la courbe. Avec
les définitions de la connexité discrète données ci-dessous, on montre les deux résultats suivants :

– sur une trame carrée, tout 4-chemin (respectivement 8-chemin) simple fermé2 sépare l’espace en deux com-
posantes 8-connexes (respectivement 4-connexes), l’int´erieur et l’extérieur (voir l’illustration de la figure
4.15) ;

– sur une trame hexagonale, tout 6-chemin simple fermé sépare l’espace en deux composantes 6-connexes.

2Un 4-chemin simple fermé est un 4-chemin(A0, ..., An) tel quen ≥ 4, Ai = Aj si et seulement sii = j, etAi est un 4-voisin deAj si
et seulement sii = j ± 1[n + 1].
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Intérieur

Extérieur

Chemin 4-connexe

Points intérieurs (composante 8-connexe)

FIG. 4.15 – Illustration du théorème de Jordan dans le cas continu et dans le cas discret sur une trame carrée (les
points extérieurs ne sont pas représentés).

Le premier de ces résultats fait apparaı̂tre une dualité entre la 4- et la 8-connexité [Kong et Rosenfeld, 1989].
Ainsi, pour garantir que le théorème de Jordan soit respecté, il faut changer de connexité quand on passe d’un
objet à son complémentaire. On considérera donc par exemple un objet en 4-connexité et son complémentaire en
8-connexité, ou le contraire. Sur l’exemple de la figure 4.15, les points de l’intérieur du chemin 4-connexe forment
bien une composante 8-connexe, mais deux composantes 4-connexes. Le résultat n’est donc pas vrai si on prend la
même connexité pour les points du chemin et pour le complémentaire du chemin.

Le deuxième résultat montre qu’au contraire ce type de problème ne se pose pas en 6-connexité. La trame
hexagonale présente donc de meilleures propriétés topologiques que la trame carrée.

Sur une trame triangulaire, il existe de manière analogue une dualité entre la 3- et la 12-connexité, mais, comme
nous l’avons souligné, cette trame est peu usitée.

En dimension 3 sur une trame cubique, il existe une dualité entre la 6- et la 26-connexité, et on a un analogue
du théorème de Jordan en considérant cette fois une surface simple fermée.

La difficulté rencontrée en 4- et 8-connexités vient de ceque l’appartenance des frontières d’un pixel à un
objet ou à son complémentaire n’est pas clairement définie. Elle peut être levée dans le cadre des complexes
cellulaires [Kovalesky, 1989]. Chaque pixel ou voxel est d´ecomposé en éléments de dimension locale variant de
0 (les sommets) à 2 (l’intérieur du carré représentant un pixel) ou 3 (l’intérieur du cube représentant un voxel),et
l’appartenance de chacun de ses éléments aux objets et à leur complémentaire est définie. Ces structures ne posent
pas de problèmes topologiques et le théorème de Jordan est vérifié, ainsi que l’illustre la figure 4.16. Ces structures
peuvent également être généralisées à trois dimensions [Cointepas et al., 2001]. Il faut cependant noter que ces
structures sont un peu plus lourdres à manipuler que les pixels ou les voxels car elles sont plus volumineuses et
non homogènes (plusieurs types d’éléments, dont les voisinages sont également différents).

4.3.3 Nombre d’Euler : un exemple de caract́eristique topologique d’un objet

Un objet ou un ensemble de points peut être caractérisé par plusieurs types de mesures topologiques. Les plus
simples sont le nombre de composantes connexes dont il est constitué et le nombre de trous qu’il contient. La
différence entre ces deux nombres est appelé nombre d’Euler, et est utilisé dans des problèmes de reconnaissance
des formes, comme un des attributs qui caractérisent un objet.

Si l’on appelleNcc le nombre de composantes connexes d’un objet etNt le nombre de trous, le nombre d’Euler
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D C

BA

FIG. 4.16 – Le théorème de Jordan est toujours vérifié dans lemodèle des complexes cellulaires. Chaque pixel
est décomposé en carré, arête et sommet. La couleur des pointsA,B,C etD détermine la connexité de la courbe
noire et celle du fond.

vautE = Ncc −Nt. La connexité utilisée pour calculer le nombre de trous etle nombre de composantes connexes
doit respecter les contraintes du théorème de Jordan discret. Sur l’exemple de la figure 4.17, le nombre d’Euler
vaut−1 si on considère les objets en 8-connexité et les trous en 4-connexité, et 0 si on choisit les conventions
inverses.

Objet

Trou

FIG. 4.17 – Nombre d’Euler sur une trame carrée : si on considère les objets en 8-connexité et les trous en 4-
connexité,Ncc = 1 etNt = 2, doncE = −1. Avec les conventions inverses,Ncc = 1 etNt = 1, doncE = 0.

Le nombre d’Euler peut être calculé par simple dénombrement de configurations locales, décrites dans la figure
4.18. Avec les notations de cette figure, on montre que :

– si on considère les objets en 8-connexité et les trous en 4-connexité, alors :

E = v − e− d+ t− q,

– si on considère les objets en 4-connexité et les trous en 8-connexité, alors :

E = v − e+ q,

Le lecteur pourra vérifier les résultats de ces formules sur l’exemple de la figure 4.17.

Il est remarquable que ces caractéristiques ne fassent intervenir que des points de l’objet, alors que le nombre
d’Euler implique à la fois l’objet et son complémentaire.Cet exemple est également particulièrement intéressant
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v e d t q

FIG. 4.18 – Configurations locales pour le calcul du nombre d’Euler.

car il montre qu’il est possible de calculer le nombre d’Euler uniquement avec des caractéristiques locales, bien
qu’il s’agisse d’une mesure globale sur un objet. Le calcul est donc beaucoup plus facile, et la mise en œuvre
informatique avec ces caractéristiques locales est immédiate, alors que le calcul direct des nombres de composantes
connexes et de trous serait plus difficile.

Cet exemple illustre ainsi une idée qu’on retrouvera souvent en traitement d’images, qui consiste à ramener
des notions globales à des calculs qui peuvent se faire simplement localement. On voit apparaı̂tre ici un intérêt
supplémentaire de la notion de voisinages élémentaires, puisque ce sont les points définis par ces voisinages qui
interviennent dans les calculs locaux.

4.4 Repŕesentations ǵeométriques

Si la plupart des entités géométriques simples (droites, cercles, courbes) sont parfaitement maı̂trisées dans le
cas continu, leurs représentations discrètes soulèvent deux types de problèmes :

– comment représenter sur une trame discrète une entité géométrique continue, et quelles sont les propriétés
de cette représentation par rapport aux propriétés vérifiées dans le cas continu ?

– à partir d’une entité géométrique discrète, quellessont les représentations continues qui lui correspondent?
Si l’on prend l’exemple de la droite, il est possible de se donner des règles (comme on le verra plus loin)

qui permettent de déterminer les points de la trame représentant une droite continue. Inversement, étant donné un
ensemble de points de la trame, on peut vérifier s’ils correspondent ou non à la discrétisation d’une droite continue
suivant ces règles. Si c’est le cas, on trouvera en général qu’il n’y a pas unicité de la droite continue dont l’ensemble
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de points est la discrétisation, mais que les droites possibles constituent tout un faisceau.

On pourra se reporter à la référence [Chassery et Montanvert, 1991] pour une étude de ces problèmes dans le
cas de courbes quelconques. Ici, nous nous restreignons à l’étude des droites et des cercles. Puis nous abordons
les pavages de Voronoı̈ et les triangulations de Delaunay, qui permettent de représenter les images de manière
structurée, non pas systématique comme avec les pavages réguliers, mais en fonction du contenu des images.

Dans toute la suite, on se placera dans le cas 2D, sur une tramecarrée. Les résultats peuvent en général être
étendus à d’autres types de trames et à des espaces de dimension supérieure.

4.4.1 Discŕetisation d’une droite continue

Une première méthode de discrétisation des droites est la méthode dite du(( pavé semi-ouvert)). Le pavé semi-
ouvert associé à un point discretP de coordonnées(i, j) est l’ensemble des points deR2 dont les coordonnées
(x, y) vérifient :

i− 1

2
< x ≤ i+

1

2
et j − 1

2
< y ≤ j +

1

2
.

La méthode de discrétisation par pavé semi-ouvert consiste alors à garder dans la représentation discrète tout
point P de la trame tel que le pavé semi-ouvert qui lui est associé ait une intersection non vide avec l’entité à
discrétiser. La figure 4.19 illustre le résultat dans le cas d’un segment de droite.

Pavé semi-ouvert

Représentation discrète de la droite continue

FIG. 4.19 – Discrétisation d’un segment de droite par la méthode du pavé semi-ouvert.

L’ensemble discret ainsi obtenu ne constitue pas nécessairement un chemin simple au sens de la 4- ou de la
8-connexité. Sur l’exemple de la figure 4.19, l’ensemble depoints obtenu n’est pas 4-connexe, et au sens de la
8-connexité, certains points ont plus de 2 voisins.

Si l’on cherche maintenant à discrétiser la frontière dudemi-plan fermé limité par la droite (plutôt que la droite
elle-même), en imposant une contrainte d’unilatéralit´e, on obtient cette fois un chemin 8-connexe [Dorst et Smeulders, 1984].
La méthode consiste à garder les points discrets s’ils sont situés d’un même côté de la droite et tels que le segment
vertical du maillage qui en part coupe la droite. Ce procéd´e est illustré sur la figure 4.20.

On remarquera que le résultat obtenu est différent de celui obtenu avec la méthode du pavé semi-ouvert, partant
de la même droite continue.

Il est possible de combiner ces deux méthodes, en associantà chaque point du maillage un segment semi-
ouvert, centré en ce point et vertical. Un point discret estalors conservé si le segment qui en est issu intersecte la
droite continue. Le résultat de ce procédé est illustrésur la figure 4.21.
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Représentation discrète de la droite continue

FIG. 4.20 – Discrétisation d’un segment de droite par la contrainte d’unilatéralité.

Représentation discrète de la droite continue

FIG. 4.21 – Discrétisation d’un segment de droite par la méthode de segment vertical semi-ouvert.

On obtient toujours un chemin 8-connexe, mais où les pointsdiscrets sont répartis des deux côtés de la droite
continue3.

4.4.2 Caract́erisation d’un segment de droite discret

Considérons maintenant le problème inverse : étant donné un ensemble de points discrets, est-il la discrétisation
d’un segment de droite continue ? En utilisant les caractérisations précédentes, cela revient à vérifier qu’il existe un
segment de droite dont la discrétisation selon les règleschoisies donne exactement l’ensemble des points discrets.
Cette démarche n’est pas toujours très opérationnelle,et on lui préfère deux autres méthodes, l’une reposant sur la
propriété de la corde, et l’autre sur une description syntaxique d’un segment de droite discret.

SoitS un ensemble de points discrets (toujours en dimension deux et sur une trame carrée). On dit queS vérifie

3Le résultat est équivalent à celui qu’on obtiendrait avec l’algorithme de Bresenham, fréquemment utilisé en synthèse d’images, qui mini-
mise l’erreur locale en chacun des points du tracé [Hégron, 1985].
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la propriété de la corde si et seulement si :

∀(P,Q) ∈ S, ∀R ∈ [P,Q], ∃T ∈ S, d∞(T,R) < 1

où [P,Q] désigne le segment deR2 (continu) joignantP àQ, et d∞ désigne la distance obtenue à partir de la
normeL∞ dansR2 (d∞((x, y), (x′, y′)) = max(|x− x′|, |y − y′|)).

La figure 4.22 présente un cas où la propriété de la corde est vérifiée et un cas où elle ne l’est pas.

P

Q

R

FIG. 4.22 – L’ensemble de points discrets de gauche vérifie la propriété de la corde, celui de droite ne la vérifie pas
(le pointR du segment[P,Q] est à une distance de plus de 1 de tout point discret deS).

Un segment discret vérifiant la propriété de la corde satisfait aux caractéristiques utilisées dans la méthode de
discrétisation du segment semi-ouvert [Rosenfeld, 1974,Ronse, 1985, Santalo, 1940].

Une deuxième caractérisation opérationnelle de segments de droite discrets repose sur leur description syn-
taxique [Pham, 1986]. En effet, un segment de droite discretest constitué d’une suite de points, que l’on peut
suivre en observant les changements de direction. La caractérisation est alors la suivante :

– on appelle section une sous-suite de points maximale sans changement de direction (les 8 directions possibles
sont celles définies par la 8-connexité sur la trame carrée, comme l’indique la figure 4.23),

– dans un segment de droite discret, les sections ne peuvent avoir que deux directions distinctes, qui sont
consécutives (selon le schéma de la figure 4.23),

– pour une de ces directions, les sections sont toutes de longueur 1, et pour l’autre direction, les sections sont
de longueurn oun+ 1, où la valeur den dépend de la pente de la droite.

On peut donc utiliser cette caractérisation, illustrée sur la figure 4.24, pour vérifier si l’ensemble de points considéré
est bien un segment de droite discret.

3

1

2

5

4

6 7 8

FIG. 4.23 – Les 8 directions possibles sur une trame carrée. Deux directions sont consécutives si leurs numéros
diffèrent de 1 (modulo 8).
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1 n 1 n 1 n+1 1

FIG. 4.24 – Caractérisation syntaxique d’un segment de droitediscret.

4.4.3 Droites analytiques discr̀etes

On considère ici le problème des droites discrètes d’un point de vue différent. Au lieu d’essayer de discrétiser
une droite par une suite de points connexes, on cherche au contraire à savoir quels sont les points d’intersection
avec la trame d’une droite continue quelconque.

Une droite d’équationy = ax+b sera alors repésentée par les points d’intersection avecles points du maillage.
Pour que cette intersection soit non vide, il faut que la pente de la droite soit de la forme :

a =
p

q

avecp et q entiers, premiers entre eux, et vérifiant :

p ≤ q ≤ N,

si l’image est de tailleN ×N , et pour une pente de droite inférieure à 1 (les autres cas s’obtiennent par symétrie).

Les pentes de droites possibles forment donc une suite de Farey d’ordreN , notéeF (N) [Franel, 1924]. Pour
une image de taille4 × 4, les droites possibles telles quea ≤ 1 sont représentées sur la figure 4.25 ; on a dans ce
cas :

F (N) = {0, 1
3
,
1

2
,
2

3
, 1}.

Le nombre de droites possibles augmente bien sûr avec la taille de l’image. Par exemple pourN = 6, on a :

F (6) = {0, 1
5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, 1}.

Le cardinal deF (N) est de l’ordre de3N2/π2. Des propriétés des suites de Farey permettent de les construire.
En particulier, si les fractionspq , p′

q′
, p”

q” sont des termes consécutifs deF (N), on a les relations suivantes :

p′q − pq′ = 1,

p′

q′
=
p+ p”

q + q”
.

On peut ainsi calculer le nombre de droites possibles suivant la taille de l’image, mais aussi les nombres
d’occurrences de ces droites en fonction de la pentea. En effet, si l’on essaye de retrouver une droite dans une
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p/q = 0 p/q = 1/3 p/q = 1/2

p/q = 2/3 p/q = 1

FIG. 4.25 – Les droites possibles (d’intersection non vide avecl’ensemble des points de la trame) sur une image
4 × 4.

image à partir de deux points discrets, on trouvera plus souvent certaines droites que d’autres. Par exemple, les
droites de pente 0 et 1 sur la figure 4.25 seront obtenues pour plus de couples de points que les autres droites.

Pour certaines transformations, ce phénomène constitueun véritable biais lié à la discrétisation dont il va falloir
tenir compte. Par exemple, si l’on essaye de détecter des contours rectilignes en comptant les couples de points
qui contribuent à un contour d’orientation donnée (transformation de Hough [Maı̂tre, 1985a, Maı̂tre, 1986], voir
chapitre 14), on détectera beaucoup plus facilement les contours de pente 0 ou 1 que des contours de pente très
faible par exemple.

Si l’on cherche maintenant quelles sont les longueurs possibles de segments discrets, on arrive à des conclusions
de même type. SoitL le carré d’une longueur de segment.L est obtenu comme la distance quadratique entre deux
points discrets, donc de coordonnées entières.L est donc solution d’une équation diophantienne de la forme:

a2 + b2 = L

aveca et b entiers. On retrouvera pour les cercles le même type d’équation, qui sera étudié plus en détails à cette
occasion.

Cette équation n’a pas toujours de solution. En effet, on constate que, suivant la parité dea et b, a2 + b2

est congru à 0, 1 ou 2 modulo 4. Les valeurs deL qui sont congrues à 3 modulo 4 ne peuvent donc jamais être
obtenues. La figure 4.26 illustre l’irrégularité des nombres d’occurrences deL sur une image16 × 16 et sur une
image50 × 50. La décroissance générale des courbes obtenues est liée au fait que les images sont bornées.

Pour plus de détails sur les droites et courbes discrètes,on pourra consulter [Debled-Rennesson et Reveillès, 1995].

4.4.4 Cercles discrets

De la même manière que pour les droites, le nombre de pointsdiscrets qui sont situés sur un cercle continu
peut varier beaucoup, et de manière irrégulière suivantle rayon. Pour certaines valeurs du rayon, il n’y a pas de
solution. Ici encore, l’équation à résoudre est :

a2 + b2 = n
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FIG. 4.26 – Distribution des carrés des longueurs des segmentsdiscrets sur une image16 × 16 et sur une image
50 × 50.

où a, b et n sont entiers,n représente le carré du rayon eta2 + b2 la distance quadratique d’un point discret au
centre du cercle (on suppose que le centre coı̈ncide avec un des points de la trame). On trouve ainsi 4 points sur un
cercle de rayon1, 4 points pourn = 2, aucun point pourn = 3, etc., comme l’illustre la figure 4.27.

n = 1
n = 2

n = 3

FIG. 4.27 – Intersection de cercles continus avec des points de la trame carrée.

Le nombre de solutions de cette équation est donné parr(n), calculé à partir de la décomposition den en
nombres premiers :

r(n) = 4Πt(τp + 1)Πq

(
1 + (−1)σq

2

)
.

oùn est décomposé en facteurs premiers sous la forme :

n = 2αΠpp
τpΠqq

σq

où lesp représentent les facteurs premiers congrus à 1 modulo 4, et lesq ceux qui sont congrus à 3 modulo 4.

Par exemple, pourn = 5 on obtient 8 points, pourn = 25 on obtient 12 points. En effet,25 = 52 et 5
est congru à 1 modulo 4. Le seul terme qui intervient dansr(25) correspond donc àp = 5, avecτp = 2, et
r(25) = 4 × (2 + 1) = 12. On remarque dans ces formules que, dès qu’intervient dansla décomposition den un
terme congru à 3 modulo 4 avec un exposant impair, alorsr(n) = 0.

En pratique, la définition d’un cercle discret limitée auxpoints d’intersection avec le maillage est très restrictive.
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On préfère donc souvent considérer que le cercle a une certaine(( épaisseur)), et donc regarder plutôt l’intersection
d’une couronne circulaire avec les points du maillage4.

Si k est l’épaisseur de la couronne, on cherche alors le nombre de points satisfaisant l’équation :

n ≤ a2 + b2 < n+ k

toujours aveca et b entiers. Le nombre de solutions est simplement donné par :

r(n, k) =

i=n+k−1∑

i=n

r(i).

Par exemple, pourn = 54 et k = 4, on trouver(n, k) = 0. Ici encore, la grande variabilité de la fonction
r(n, k) entraı̂ne des biais dans les méthodes d’analyse ou de synthèse d’images, ainsi que de reconnaissance des
formes, qu’il ne faut pas négliger. Il existe des méthodesde correction, prenant en compte la forme des distributions
obtenues.

Pour plus de détails sur les cercles et sphères discrets, on pourra consulter [Andres, 1994].

4.4.5 Pavage de Voronöı et triangulation de Delaunay

Nous nous attachons maintenant à des représentations structurées adaptées au contenu des images. Nous
présentons ici les pavages de Voronoı̈, qui constituent unexemple de système de représentation structurée pour
l’interprétation de formes. Nous en verrons un autre exemple très différent avec le squelette dans le chapitre 6 sur
la morphologie mathématique.

On se donne un ensemble de points{P1, P2, ..., Pn}, appelés germes.̀A chacun de ces germes, on associe un
domaine du planR2 défini par :

V (Pi) = {P ∈ R
2 / ∀j, 1 ≤ j ≤ n, d(P, Pi) ≤ d(P, Pj)},

oùd désigne une distance du plan.

Si l’on choisit pourd la distance euclidienne, alors lesV (Pi) sont des polygones convexes. En effet, si l’on
prend tout d’abordn = 2, alors la séparation entreV (P1) etV (P2) est la médiatrice des deux points. LesV (Pi)
pourn quelconque sont donc des intersections de demi-plans, doncdes polygones convexes (pas forcément bornés).

La figure 4.28 illustre cette définition (pour la distance euclidienne), ainsi que la convexité des pavés obtenus.

Notons que le pavage obtenu correspond à la première des m´ethodes décrites pour construire des pavages dans
la section 4.2. Les pavés sont appelés polygones de Voronoı̈, et sont formés d’arêtes et de sommets de Voronoı̈.

La définition du pavage de Voronoı̈ se généralise directement à des germes quelconques (plus nécessairement
ponctuels) mais, dans ce cas, les pavés obtenus ne sont pas nécessairement polygonaux.

Dans le cas discret, la définition du pavage de Voronoı̈ demeure inchangée. Cependant, au lieu de la distance
euclidienne, on en utilise généralement des approximations : les distances discrètes, telles qu’elles seront vues
dans la section 4.6, qui permettent des calculs rapides touten fournissant une bonne approximation de la distance
euclidienne.

Le pavage de Voronoı̈ a les propriétés suivantes [Klein, 1989] :

1. s’il n’existe pas de quadruplets de germes cocirculaires, tout sommet de Voronoı̈ est équidistant de 3 germes
exactement,

2. tout sommet du diagramme de Voronoı̈ est centre d’un cercle passant par 3 germes et ne contenant aucun
autre germe, ce cercle est appelé cercle de Delaunay,

4On peut bien sûr faire la même chose avec des droites et des segments, en considérant des bandes.
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arête

sommet

polygone de Voronoï

germe

FIG. 4.28 – Pavage de Voronoı̈ à partir d’un ensemble de points.

3. V (Pi) est non borné si et seulement siPi appartient à la frontière de l’enveloppe convexe desPj .

Si l’on joint par des segments les 3 germes équidistants d’un sommet de Voronoı̈, on obtient une triangulation
de l’ensemble dePi, appelée triangulation de Delaunay. Le résultat obtenu pour les points de la figure 4.28 est
illustré sur la figure 4.29.

FIG. 4.29 – Triangulation de Delaunay d’un ensemble de points.

La triangulation de Delaunay et le pavage de Voronoı̈ sont deux structures de l’espace duales l’une de l’autre,
comme l’illustre la figure 4.30. En effet, à chaque arête deVoronoı̈ correspond une arête de la triangulation, qui lui
est orthogonale ; chaque germe est un sommet de la triangulation, et chaque sommet de Voronoı̈ est le centre d’un
triangle de Delaunay.

La deuxième propriété est illustrée sur la figure 4.31. La triangulation de Delaunay est celle qui vérifie que le
cercle circonscrit à chaque triangle ne contienne aucun sommet de la triangulation. On a donc ici une première
application géométrique du pavage de Voronoı̈ et de la triangulation de Delaunay.
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triangulation de Delaunay

pavage de Voronoï

FIG. 4.30 – Dualité entre triangulation de Delaunay et pavage de Voronoı̈.

germe

cercle de Delaunay

triangulation de Delaunay

FIG. 4.31 – Propriétés géométriques de la triangulation deDelaunay.

La troisième propriété permet de déduire directement l’enveloppe convexe d’un ensemble de points, ce qui
nous donne une deuxième application géométrique de ces deux notions.

Il existe beaucoup d’autres applications. Nous n’en mentionnerons plus qu’une ici, qui concerne le calcul de la
distance minimum entre deux ensembles de pointsA etB. Cette distance est définie par :

dmin(A,B) = min
a∈A,b∈B

d(a, b),

où d(a, b) désigne la distance euclidienne entre les pointsa et b. Pour calculer cette distance minimum, il suffit
d’effectuer la triangulation de Delaunay de la réunion de tous les pointsA ∪ B, et de déterminer l’arête la plus
courte ayant une extrémité dansA et l’autre dansB.

Enfin, mentionnons quelques algorithmes de calcul du pavagede Voronoı̈ [Toussaint, 1985, Preparata et Shamos, 1988].
Il existe des algorithmes récursifs qui sont optimaux (en termes de complexité algorithmique), mais dont la mise
en œuvre n’est pas très facile. Il existe également des algorithmes incrémentaux, dont la complexité dans le cas le
pire n’est pas optimale, mais qui sont plus simples à mettreen œuvre [Green et Sibson, 1978]. Le principe consiste
à rajouter les points un à un et à modifier le pavage précédemment obtenu. L’intérêt est que l’ajout d’un point
n’entraı̂ne que des modifications locales du pavage. Supposons que l’on connaisse le pavage de{P1, ...Pn−1}.
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Lorsqu’on ajoutePn, on commence par rechercher le germePi (1 ≤ i ≤ n − 1) le plus proche dePn. La
médiatrice de[Pi, Pn] est le support d’une nouvelle arête du pavage. En se donnantun sens de parcours de cette
médiatrice, on recherche l’intersection avec une arête du pavage précédent. Le germe correspondant, voisin dePi,
est le nouveau pointPi et on itère la procédure jusqu’à ce qu’on revienne au point de départ. On(( tourne)) ainsi
autour dePn pour construire le pavé qui lui est associé. Les parties d’arêtes du pavage précédent qui tombent dans
ce nouveau pavé sont alors supprimées. La figure 4.32 illustre le principe de cette construction.

nouveau germe

nouvelles arêtes de Voronoï

FIG. 4.32 – Construction incrémentale du pavage de Voronoı̈.

4.5 Exemples de structures aléatoires

Dans nombre d’applications, en particulier pour l’analysede textures, qu’elles soient binaires ou à niveaux de
gris, il est nécessaire de générer des germes aléatoires dans l’image.

Une des structures aléatoires ponctuelles les plus utilisées repose sur des distributions de Poisson5. Une distri-
bution de points de Poisson vérifie les propriétés suivantes [Serra, 1982a] :

– siX est un compact, etN(X) la variable aléatoire qui compte les points de Poisson tombés dansX , alors
N(X) est une variable aléatoire d’espéranceλV (X), oùλ est la densité du processus de Poisson etV (X)
le volume du compact (sa surface dans le cas du plan) ;

– siX etX ′ sont deux compacts tels queX ∩X ′ = ∅, alorsN(X) etN(X ′) sont deux variables aléatoires
indépendantes ;

– la variable aléatoireN(X), pourX compact vérifie :

P (N(X) = n) =
Φn

n!
exp(−Φ)

avec :Φ =
∫

X
λdv, (dans le cas d’une densité constante,Φ = λV (X)) ;

– étant donnésn pointsxi dansX , xi suit une loi uniforme surX .
Si l’on essaye de généraliser la notion de points de Poisson à des structures plus complexes, on est confronté à

des difficultés de génération de ces structures. Par exemple, la génération de droites de Poisson n’est pas immédiate.

5Elles constituent par exemple une des composantes des schémas booléens que nous arborderons au chapitre 6.
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L’idée la plus simple serait de se donner une distribution de points de Poisson dans le plan, et en chaque point, de
tracer une droite dont la direction est choisie de manière uniforme. Malheureusement la distribution de droites ainsi
obtenue n’est pas de Poisson. Une autre solution, plus compliquée mais fournissant effectivement une distribution
de Poisson, consiste à faire touner un axeOz autour d’un pointO. QuandOz balaye un secteur angulaire(α, α +
dα), on tire sur la droite des points de Poisson de densitéλdα, et on trace les droites orthogonales àOz passant
pas ces points. On obtient ainsi un ensemble de droites de Poisson. Elles peuvent être utilisées par exemple pour
définir des pavages aléatoires isotropes.

4.6 Fonction distance

La fonction distance est une transformation qui permet de passer d’une image binaire à une image numérique
où la valeur de chaque point représente la distance à l’objet le plus proche. Bien que le concept soit global, la
fonction distance peut être calculée de manière locale en propageant des distances locales (entre points voisins)
définies dans un masque. Ce type d’algorithme évite de calculer de manière exhaustive les distances d’un point
à tous les points de l’objet pour en trouver le minimum, ce qui serait prohibitivement long. La contre-partie est
qu’on ne calcule alors qu’une approximation de la distance euclidienne. Les exigences sont alors d’obtenir, par des
algorithmes rapides, une bonne approximation de la distance euclidienne. Ces méthodes, appelées aussi distances
du chanfrein [Borgefors, 1996], sont un exemple où un proc´edé algorithmique permet de lever les difficultés liées
à la discrétisation de l’espace.

Nous verrons dans le chapitre 6 que la fonction distance a de nombreuses applications en morphologie mathématique
(outre toutes les applications nécessitant une estimation de la distance entre objets comme le recalage).

4.6.1 D́efinition de distances discr̀etes

Les distances discrètes sont définies comme des distancessur un graphe, dans lequel les nœuds sont les pixels
ou voxels, et les arcs sont définis par un ensemble de vecteurs de base. Ils peuvent représenter les relations
de connexité élémentaires (par exemple 4 ou 8 connexité), mais également relier des points plus éloignés. Ils
représentent les directions selon lesquelles on peut se d´eplacer pour aller d’un point à un autre.

SoitP = { ~p1, ... ~pm} l’ensemble de ces vecteurs de base, qui engendrent le graphe, et auxquels on associe des
longueursdi. On impose les conditions suivantes :

– ~pi ∈ P ⇒ −~pi ∈ P ,
– ~pi ∈ P , λ~pi ∈ P ⇒ λ = ±1,
– ||~pi|| = ||~pj || ⇒ di = dj .
On définit alors la distance entre deux nœudsx ety (deux points) comme :

d(x, y) =
1

s
min{

m∑

i=1

nidi | ni ∈ N,
m∑

i=1

ni~pi = ~xy}

où s est un facteur d’échelle (typiquements = d1 si d1 est la longueur associée au vecteur élémentaire selon un
des axes de coordonnées). Cette distance est exactement lalongueur du plus court chemin entrex ety sur le graphe
engendré parP . On peut vérifier aisément que toutes les propriétés d’une distance sont bien satisfaites.

En pratique, les~pi etdi sont représentés par des masques. Chaque point du masque est l’extrémité d’un~pi et a
pour coefficient ledi correspondant, qui représente la distance locale entre cepoint et le point central du masque
(celui-ci est affecté du coefficient 0).
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4.6.2 Exemples

Pour la qualité de l’approximation, il est possible de jouer sur deux paramètres : la taille du masque (donc le
nombre de directions représentées, ou encore le nombre de~pi) et les coefficients du masque (donc lesdi). Plusieurs
critères ont été proposés pour estimer cette qualité,le plus fréquemment utilisé étant de minimiser le maximum de
la différence avec la distance euclidienne. Les masques les plus employés sont illustrés sur la figure 4.33. Les deux
premiers correspondent respectivement à la 4- et à la 8-connexité sur une trame carrée. Le troisième (figure 4.33 c)
permet d’avoir une erreur faible (≤ 8%) par rapport à la distance euclidienne en modifiant les coefficients (toutes
les distances sont alors multipliées par 3). Le dernier (figure 4.33 d) donne une erreur inférieure à 2% en jouant à
la fois sur les coefficients et sur la taille du masque (toutesles distances sont alors multipliées par 5).
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FIG. 4.33 – Exemples de masques pour la distance du chanfrein.

4.6.3 Algorithmes de calcul

Une première famille d’algorithmes opère sur une représentation classique de l’image, sous forme de tableau.
Les algorithmes de cette famille peuvent être de deux types: parallèle ou séquentiel. Nous les illustrons sur le
problème du calcul de la fonction distance (distance de chaque point de l’image au point des objets le plus proche,
au sens de la distance discrète définie plus haut).

Si fk représente l’image à l’itérationk et g le masque choisi, l’algorithme parallèle s’exprime de la manière
suivante : les points de l’objet sont mis à 0 et les points du complémentaire à une valeur infinie (en pratique, la plus
grande valeur stockable), pour former l’imagef0 ; puis la formule suivante est itérée jusqu’à convergence :

fk(x) = min{fk−1(y − x) + g(y), y ∈ support(g)}.

L’inconvénient majeur de cet algorithme est que le nombre d’itérations dépend de la taille de l’image, de la taille
de l’objet et de sa forme. De plus deux images doivent être gardées en mémoire. Cet algorithme s’applique à
n’importe quelle trame et n’importe quel masque.

L’algorithme séquentiel ne nécessite que deux itérations. Il procède en deux balayages en sens opposés de
l’image et le masque est divisé en deux partiesg1 etg2 contenant les points déjà examinés dans le sens courant de
balayage. Pourk = 1, 2, on effectue l’opération suivante (f0 étant calculée comme précédemment) :

fk(x) = min{fk−1(x), fk(y − x) + gk(y), y ∈ support(gk)}.

Cet algorithme vérifie l’exigence de la rapidité. Il ne nécessite qu’une image en mémoire et s’applique également
à n’importe quelle trame et n’importe quel masque.

Une deuxième famille d’algorithmes repose sur les contours des objets. En effet, les points situés à l’intérieur
des objets ont toujours une distance nulle à l’objet, et lespoints les plus proches des points extérieurs aux objets
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sont toujours des points situés sur les contours des objets. Ainsi, seuls ceux-ci interviennent réellement dans le
calcul.

Un premier type d’algorithme dans cette famille repose sur une structure de chaı̂ne pour représenter les contours
des objets. Le principe du calcul de la fonction distance consiste à déplacer ces contours par des règles de ré-
écriture, pour déterminer successivement les points à une distance 1 des objets, puis les points à une distance
2, etc. [Vincent, 1992]. Une étape d’ajustement est parfois nécessaire, par exemple quand le déplacement d’un
contour conduit à connecter deux objets. Ce type d’algorithme ne nécessite qu’une image en mémoire. L’accès
aux voisins doit être facile car il est fréquemment utilisé dans les règles de ré-écriture. Il est très rapide, mais ne
peut pas être généralisé à des images 3D car il n’y a pas d’ordre naturel sur les points de la surface d’un objet 3D
permettant de les représenter sous forme de chaı̂ne. Les r`egles de ré-écriture et d’ajustement comportent beaucoup
de cas particuliers et la procédure complète est donc un peu délicate.

Un deuxième type d’algorithme repose sur une représentation des points de contours sous la forme d’une
simple file d’attente FIFO (first in, first out). Cette pile est initialisée par les points de contours desobjets (l’ordre
n’a pas d’importance). L’algorithme extrait alors le premier pointp de la pile, et recherche ses voisins. Pour chaque
voisinq, si celui-ci est à l’extérieur des objets, il est ajouté `a la pile, et on lui affecte une valeur de distance qui vaut
celle dep plus la distance locale entrep etq (di si ~pq = ~pi). Cet algorithme est également très rapide, généralisable
à 3D, et nécessite également un accès rapide aux voisins.

Notons que ces différentes classes d’algorithmes sont utilisées pour de nombreuses autres transformations.



Chapitre 5

Restauration des images

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE, Elsa ANGELINI et Saı̈d LADJAL

La restauration des images est l’opération qui corrige desdéfauts engendrés lors du processus d’enregistre-
ment numérique. Des exemples de défauts incluent le flou demise au point ou de mouvement, ou le bruit de
source électroniques. Les méthodes de restauration proposent des algorithmes d’élimination ou de réduction des
défauts, permettant de reconstruire une image de bonne qualité à partir d’une acquisition de médiocre qualité.
Plus précisément, on peut distinguer l’amélioration d’image qui corrige des défauts généralement inconnus par
des techniques heuristiques et larestauration d’images qui corrige les effets d’un défaut connu par inversion de
celui ci. Des méthodes récentes proposent des approches de (( restaurations aveugles)) dans lesquelles le défaut,
inconnu, est estimé pendant le processus de restauration.La préoccupation de connaı̂tre le défaut n’existe pas en
amélioration et les traitements qui y sont proposés sont souvent moins formalisés. Ils sont présentés au chapitre
10. Ce chapitre présente les méthodes de restaurations qui utilisent un modèle du défaut ou une estimation de celui
ci pour éliminer les dégradations engendrées par lui dans l’image. Les approches d’estimations de défauts sont
également présentées.

L’équation fondamentale de la restauration relie une image originalef à une image dégradéeg par l’in-
termédiaire d’un opérateurD :

g = D(f) (5.1)

Une équation aussi générale ne possède pas de solution universelle et l’on est amené à réduire le problème au seul
cas où :

– D est un opérateur linéaire ;
– D est un opérateur spatialement invariant.

Dans ces conditions, on montre que l’équation 5.1 prend alors la forme d’une convolution :

g = d ∗ f (5.2)

oùd est la réponse impulsionnelle du défaut. Nous ne traiterons dans ce chapitre que de problèmes de restauration
d’images dégradées par un système linéaire et spatialement invariant . Pour cette raison, la restauration sera réduite
pour nous à une opération dedéconvolutionou defiltrage. De plus nous ne sommes concernés ici que par le cas
dedéfauts parfaitement connus, c’est-à-dire pour lesquels nous disposons de la réponseimpulsionnelled.

Nous allons, dans ce chapitre, examiner tout d’abord l’inversion de l’équation précédente. Nous étudierons
ensuite les conditions pour que la restauration d’un signalse passe bien. Enfin nous proposerons des techniques
pour évaluer le défaut entachant l’image, défaut que nous aurons jusqu’alors supposé connu.

79
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5.1 Filtrage inverse

Le filtrage inverse, ou déconvolution, a commencé à êtreutilisé dans les années 1960 pour la restauration
d’images spatiales, acquises au cours des premières missions d’exploration de planètes, et d’images de téléscopes,
dégradées par des turbulences atmosphériques.

La théorie des systèmes linéaire fut exploitée en optique ou traitement du signal bien avant l’avènement des
méthodes de traitement d’image. Des techniques de déconvolution avaient été mises en place pour la conception de
filtres numériques et l’analyse de séries temporelles de mesures par exemple. Ainsi, les premières méthodes de res-
tauration d’image furent inspirées d’approches monodimensionnelles utilisées en traitement du signal analogique
et digital. Nous considérerons donc tout d’abord la restauration des signaux monodimensionnels et repousserons
l’aspect bi- et tri-dimensionnel à la section 5.4.3. Deux approches du problème sont présentées : analytique, et
algébrique, dont certaines correspondances sont mises envaleur.

5.1.1 Approche analytique

L’équation 5.2 se récrit de façon développée sous la forme :

g(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)d(x − t)dt (5.3)

Par TF, cette équation nous donne :
G(u) = F (u) ×D(u)

qui, si toutes les conditions sont remplies, (nous y reviendrons plus loin), permet d’obtenir une estiméeF̂ (u) de la
TF def par :

F̂ (u) =
G(u)

D(u)
= G(u) ×WI(u)

puis, par TF inverse, une estiméef̂ def :

f̂(x) = g(x) ∗ wI(x) (5.4)

Nous voyons que, si toutes les conditions sont remplies (existence du filtreWI , existence de la TF inverse), le
signal restauré̂f(x) et le signal idéalf sont égaux. Il y a restauration parfaite. Cette restauration est obtenue par
filtrage linéaire de l’image défectueuse. Logiquement, le filtrewI est appelé filtre inverse, sa fonction de transfert
WI est en effet l’inverse de la fonction de transfert du défautD. Nous reviendrons plus loin sur les problèmes
associés aux conditions d’existence du filtre inverse :

WI(u) =
1

D(u)
(5.5)

5.1.2 Approche alǵebrique

Dans cette approche, nous supposons les signaux échantillonnés conformément aux recommandations établies
dans le chapitre 3 et représentés par des vecteurs1. Nous reviendrons également plus tard sur les conséquences de
cet échantillonnage. L’équation 5.3 peut se récrire de façon discrète sous la forme :

gj =
∑

j′

dj−j′fj′ (5.6)

1Comme aux chapitres précédents, nous représenterons les vecteurs par des caractères gras lorsqu’il y aura un risque d’ambiguı̈té
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FIG. 5.1 – Illustration du filtrage par pseudo inverse et régularisation. On se place dans le domaine spectral. Sur la première ligne : Le signal d’origine et la
fonction de transfert du défaut. Seconde ligne : L’observation sans bruit et l’observation avec bruit (1 millième). Troisième ligne : La restauration par pseudo inverse
avec et sans bruit. Notez que le pic dans le cas bruité se situe à 6 pour un signal d’origine de maximum 1. Notez aussi que lapseudo inverse renvoie zéro dans les
zones où le filtre est nul. Quatrième ligne : La restauration avec régularisation de Wiener dans les deux cas. Conclusion : même si le bruit est très faible, la pseudo
inverse l’amplifie dans des proportions inacceptables quand le défaut est mal cconditionné.

soit, en définissant par∆ la matrice de terme généralδjk = dj−k :

∆ = {δjk = dj−k} (5.7)

sous une forme vectorielle :

g = ∆f (5.8)

Cette équation fournit une solution immédiate au problème de restauration, par inversion d’un système linéaire
(nous supposerons là-aussi que les conditions de cette inversion existent) :

f̂ = ∆−1g (5.9)

On voit ainsi que selon que l’on choisit une approche discrète (algébrique), ou continue (analytique), on est
conduit à des solutions en apparence différentes : l’équation 5.4 ou l’équation 5.9. Notons tout d’abord que la
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nature continue du signal n’est pas la cause des outils diff´erents employés puisque, à partir de l’équation 5.6, il
est également possible d’appliquer une TF aux deux membresde l’équation pour aboutir à une solution, discrète,
mais mettant en œuvre des transformées de Fourier et non desinverses de matrices. Expliquons en quoi ces deux
approches sont bien les deux faces d’un même problème [Andrews et Hunt, 1977].

L’équation 5.7 exprime la propriété d’invariance par translation du défaut ; la matrice∆ est une matrice de
Töplitz (nous la noterons pour cela∆T ) : elle s’écrit sous la forme remarquable :

∆T =




d0 d1 d2 d3 . . . 0 0
d−1 d0 d1 d2 d3 . . . 0

. . . d−1 d0
. . .

. . .

. . .
. . .

. . . . . .
0 d1

0 0 . . . d−1 d0




(5.10)

La forme des matrices Töplitz, rappelle celle des matricescirculantes. Elles n’en diffèrent que par les termes
repliés aux coins supérieur droit et inférieur gauche. Une matrice circulante construite surdi, au lieu d’utiliser la
définition 5.7, a pour définition :

∆c = {d(j−k)modN
}

oùN ×N est la dimension de la matrice, ce qui conduit à :

∆c =




d0 d1 d2 . . . . . . d−2 d−1

d−1 d0 d1 d2 . . . . . . d−2

d−2 d−1 d0
. . .

. . . . . .

. . .
. . .

. . . . . .
d2 d1

d1 d2 . . . d−1 d0




(5.11)

Les matrices circulantes ont toutes pour vecteurs propres les racines de l’unité [Lelong-Ferrand et Arnaudiès, 1971],
ce qui permet de les écrire :∆c = PT ΛP , avecP = [pk] et :

pk =

[{(
e−

2iπ
N

)k (
e−

2iπ
N

)2k

. . .
(
e−

2iπ
N

)Nk
}]

(5.12)

Les valeurs propres associées sont :

λk =
∑

j

djke
2ikπ

N
j (5.13)

On montre de plus que les matrices∆T et ∆c sont asymptotiquement équivalentes, sous les conditionssui-
vantes, que nous discuterons plus loin :

– que la dimension du système soit très grande (N → ∞),
– que le défaut soit à support étroit.

Remplaçons donc∆ (qui était égal à∆T ) par∆c dans l’équation 5.9, nous obtenons :

f̂ = ∆−1
c g = [PT ΛP ]−1g
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que nous pouvons récrire :
f̂ = PT Λ−1Pg

Nous reconnaissons maintenant, en les regroupant à partirde la droite, les divers termes qui constituent l’ap-
proche analytique :

– le produitPg, qui représente la TF discrète deg, dénotéeG ;
– le produit par les termes diagonaux1/λk qui constituent les termes courants de la matrice inverse. Or 1/λk =

1/
∑

j djke
−2iπjk/N , c’est donc l’inverse de la fonction de transfert du défaut;

– puis la transformée de Fourier inverse, accomplie par le produit matriciel parPT .
On voit donc qu’il y a bien équivalence des deux approches dans le cas où le défaut est correctement représenté

par une matrice circulante : l’approche par inversion de matrice est l’inversion directe du défaut, tandis que l’ap-
proche par TF est l’inversion par projection du signal sur labase des vecteurs propres de l’opérateurd.

Mais nous avons vu également que lorsque l’on représente le signal par un ensemble fini d’échantillons, la
matrice qui découle des hypothèses de linéarité et d’invariance spatiale n’est pas circulante mais Töplitz.À quelles
conditions y a-t-il donc équivalence entre∆T et ∆c ? Nous avons vu que la différence entre les deux matrices
réside dans les termes des coins supérieur droit et inférieur gauche qui apparaissent lors du passage de Töplitz à
circulante. Ce sont les termes de la demi-réponse impulsionnelle gauche qui ont disparu sur la gauche du signal,
et de même à droite. Ces différences seront négligeables si la taille du défaut est très petite devant la dimension
du signal. Pourquoi l’approche continue (équation 5.3) conduit-elle a une solution par TF quelle que-soit la taille
du défaut ? Parce que dans cette approche, la TF est faite de−∞ à +∞, éliminant de fait les effets de bord. Si
l’on souhaite discrétiser les divers signaux, sous l’hypothèse qu’ils vérifient la contrainte de spectre borné, ilnous
faudra également prendre un nombre infini d’échantillons(cf. chapitre 3) et l’équivalence∆T ≡ ∆c découle alors
de la convergence asymptotique quelle que soit la taille, finie, du défaut2.

Nous avons négligé de nombreux aspects des signaux réelsdans les lignes précédentes. Reprenons donc les
conditions d’application de la restauration dans des cas plus généraux.

5.1.3 Modifications pour des d́efauts singuliers

Le problème principal de l’approche parfiltrage inverse est la prise en compte de défauts non inversibles.
Cela se traduit, soit par la présence de valeurs nulles dansla fonction de transfertD(u) (représentation continue),
soit par la singularité de la matrice∆ (représentation discrète). On dit dans ce cas que le défaut est singulier
[Porte et Vignes, 1974, Forsythe et Moler, 1967]. Le filtre inverse, s’il était calculé sans précaution, donnerait alors
une divergence inacceptable.

1. Dans l’approche analytique, il est clair que siD(u) = 0 pour certaines fréquences, alorsG(u) ne porte
plus aucune information surF (u) à ces fréquences. Sans autre information sur le signal à restaurer, nous
devrons nous résoudre à ne rien savoir sur les fréquencesdeF̂ (u) ; cette constatation nous conduit à proposer
une solution pour tenir compte de la singularité du défaut, souvent appelée(( solution principale au sens de
Bracewell)) [Bracewell, 1995], version améliorée du filtre inverse. Nous la représentons par sa fonction de
transfert, notéeWB(u) qui vérifie :

WB(u)

{
= 0 si D(u) = 0
= 1

D(u) sinon
(5.14)

Ce filtre est identique au filtre inverse si le défaut n’est pas singulier, mais ne diverge plus en cas de singula-
rité.

2. Dans l’approche alǵebrique avec une représentation vectorielle (équation 5.8), deux types de problèmes se
présentent :

2Dans un cas tout à fait exceptionnel, si le signal est périodique, les 2 approches sont équivalentes avec un nombre finid’échantillons. En
effet sa TF peut être obtenue par une série de Fourier sur une période.
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(a) d’une part la matrice∆ peut être rectangulaire,

(b) d’autre part, elle peut ne pas être de rang plein.

On résoud ces impossiblités mathématiques par deux choix raisonnables

(a) On veut que∆f soit le plus proche possible deg.

(b) On veut (s’il y a plus d’un choix possible pourf suivant l’exigence précédente) choisirf de norme la
plus petite possible.

On vérifie que ces deux exigences nous mènent à définir uneapplication linéaire qui transforme l’objet
observég en une image restauréef qui respecte nos deux conditions. Cette application (et la matrice qui la
représente) est appeléepseudo inverse, que l’on va noter∆−.
On peut donner la forme de∆− dans trois cas particuliers (exercice !) :

(a) Si ∆ est injective :∆− = (∆T ∆)−1∆T . Ce cas correspond à une situation où l’objetg est de plus
grande (ou égale) dimension que l’objet que l’on recherchef . Par exmple, sif est décrit par un petit
nombre de paramètres.

(b) Si ∆ est surjective :∆− = ∆T (∆∆T )−1. Ceci correspond au cas où l’objet recherchéf vit dans un
espace plus grand que l’objet observég.

(c) Si ∆ est diagonale alors∆− l’est aussi et on remplace les valeurs propres non nulles de∆ par leur
inverse, les velurs propres nulles sont conservées. Ce cascorrespond, par exemple, au cas où∆ est
circulate et donc diagonalisable dans la base de Fourier, onretrouve alors la même formulation que
dans 5.14

Remarquez que quand∆ est carrée, chacune des deux premières hypothèses conduit au fait que∆ est
inversible et alors∆− = ∆−1. Dans les cas où∆ n’est pas de rang maximal, la décomposition SVD donne
la bonne définition de la pseudo inverse (voir plus loin).
Cette matrice a la propriété suivante : son rang est égal `a celui de la plus grande matrice carrée régulière
issue de∆.

5.1.4 Conclusions (provisoires)

Nous avons présenté trois approches différentes pour restaurer le signal si celui-ci est représenté sous forme
échantillonnée :

1. Inversion du système avec une matrice circulante∆c, qui ne permet de corriger que lesdéfauts spatialement
invariants en négligeant les effets de bord. Cette approche permet desrésolutions rapides (la TF Rapide de
Cooley et Tuckey a une complexité enO(N logN), en utilisant les propriétés de symétrie des racines de
l’unité pour regrouper les termes des opérations du changement de base) [Cooley et Tukey, 1965].

2. Inversion de la matrice Töplitz∆T , qui ne permet de corriger que lesdéfauts spatialement invariants,
mais en tenant compte de la dimension finie des signaux et des effets de bord. Sa complexité est enO(N2)
(algorithmes de Trench ou de Zohar, exploitant la répétition des termes le long des diagonales pour résoudre
des sous-systèmes d’ordre croissant) [Zohar, 1974].

3. Inversion ordinaire de la matrice∆, sans tenir compte de ses propriétés spécifiques par méthode du pivot de
Gauss, ou méthode de Gauss Seidel par exemple [Durant, 1961, Porte et Vignes, 1974, Golub et van Loan, 1996].
Cette approche permet d’inversertous les d́efauts linéaires, même s’ils ne sont pas spatialement invariants
(ce qui dépasse les intentions affichées en début de ce chapitre mais peut être très précieux dans de nom-
breuses applications de traitement d’images). Sa complexité est enO(N3) .

Dès que les signaux sont un peu longs (quelques centaines d’échantillons), on voit donc l’intérêt d’adopter une
représentation par matrice circulante, même si l’on risque de dégrader la solution trouvée par des effets de bord non
désidérés. Nous verrons plus loin 5.7 comment on peut atténuer les effets de bord lors de la restauration d’images.
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complexité domaine de validit́e

matrice quelconque O(N3) tous défauts linéaires
matrice Töplitz O(N2) défauts linéaires

spatialement invariants
défauts linéaires

matrice circulante O(N logN) spatialement invariants
à réponse impulsionnelle étroite

TAB . 5.1 – Les diverses représentations des défauts, leur complexité et leur domaine d’application.

5.2 Régularisation pour les approches alǵebriques

5.2.1 D́ecomposition du syst̀eme linéaire en SVD

Le système linéaire étudiég = ∆f peut être étudié pour évaluer son conditionnement, pardécomposition en
valeurs singulières (SVD) [Golub et van Loan, 1996] de la matrice ∆ de taille [M N ] en supposant simplement
queM > N . Cette décomposition s’écrit :

∆ = V ΣUT Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σN )
UT × V = Id V ∈ ℜM×N

V T × U = Id U ∈ ℜN×N

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σN

(5.15)

Cette décomposition existe toujours, et les valeurs singulières(σ1, σ2, . . . , σN ) sont uniques (mais pas forcément
la décomposition SVD elle même, et les vecteurs singuliers associés). De nombreuses propriétés du sytème linéaire
définit par∆ peuvent être déduites de sa SVD. Ainsi, le rangr du système est donné par le rang de la plus petite va-
leur singulièreσr non nulle. Le noyau de∆ est donné par les lignes de V der+1 àM :Ker(A) = {vr+1, . . . , vM}
et l’image de∆ est définie par les lignes de U de1 à r : Im(A) = {u1, . . . , ur} . Pour les sytèmesr éguliers(i.e.
∆ inversible), la décomposition SVD de∆−1 est immédiatement obtenue à partir de celle de∆.

5.2.2 Mesure du conditionnement du système

Le conditionnement d’un système linéaire caractérise son comportement en présence de petite pertubations : il
est bien conditionné si la sortieg varie peu pour des petites variations sur∆ ou g, et est mal conditionné dans le
cas contraire.

1. Conditionnement des systèmes réguliers Le degré de conditionnement d’un système linéaire régulier peut
être évalué par le nombreC = ‖∆‖ ×

∥∥∆−1
∥∥. les normes appliquées aux matrices sont le maximum de

‖Mx‖ lorsquex est de norme 1. Le nombreC est toujours plus grand ou égal à 1 (C = 1 correspond à un
excellent conditionnement). Par la SVD de∆ on obtientC = σ1/σN , qui est le rapport entre la plus grande
et la plus petite valeur singulière.

Un système est mal conditionné siC est de l’ordre de l’inverse de la précision de la machine surlaquelle on
travaille.

2. Conditionnement des systèmes singuliers Dans le cas d’un sytème singulier∆,de rangr < N , la SVD
permet de définir la pseudo inverse de∆ par :

∆− = Ur × Σ−1
r × V T

r (5.16)
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qui ne garde que lesr premières composantes de la SVD de∆. Les raisonnements précédents sur le condion-
nement du système peuvent alors être faits, à partir de lanorme de la pseudo inverse.

Dans le cadre de la restauration par filtrage inverse, la matrice ∆ est souvent mal conditionnée [DUR],dû
à la présence de défauts ou pertubations dans le systèmed’acquisition, et le système numérique à résoudre
doit être r égularisé, en imposant de contraintes de norme minimale sur la solution ou sur l’erreura poste-
riori commise entre l’estimation def (via ∆f ) et l’observationg. De nombreuses techniques ont été proposées
pour régulariser l’équation 5.2 [Twomey, 1965, Phillips, 1962, Tikonov et Arsenine, 1974]. Pour formaliser les
différentes approches de régularisation, il est pratique d’ajouter dans l’équation 5.8 une composante de bruitn(x)
additif, aléatoire, de moyenne nulle, non corrélé au signal. L’équation 5.8 devient alors :

g = ∆f + n (5.17)

Les méthodes de régularisation visent alors à minimiserla norme de cette composante de bruit.

5.2.3 Ŕegularisation par moindres carrés

Un premier résultat fondamental à connaitre est que, dansle cas des systèmes singuliers, non-directement
inversibles, la solution obtenue avec la pseudo-inverse de∆ :

fr = ∆−g (5.18)

est la solution de normeL2 ‖f‖minimale et qui minimise l’erreur‖g − ∆f‖, égale à‖n‖ (comme nous l’avons
déjà dit).

Suivant ce qui a été dit précédement, la régularisation du systémeg = ∆f peut être vue comme l’estimation
def r qui minimise la fonctionnelleW (f∗) suivante :

W (fr) = ‖Q(fr)‖2 + λ‖n‖2 (5.19)

où Q est un opérateur de contrainte sur le signal restauréfr, qui permet de contrôler l’apparence finale de
l’image, etλ est un multiplicateur de Lagrange.

On minimiseW (fr) en annulant la dérivée de la fonctionnelle par rapport àfr :

∂W (fr)

∂fr
= 2QTQfr − 2λ∆T(g − ∆fr) = 0 (5.20)

La solution pourfr est donnée par :

fr =

[
∆T∆ +

(
1

λ
Id

)
QTQ

]−1

∆Tg (5.21)

Cette equation fournit la solution générale de restauration contrainte par moindres carrés. Nous pouvons regar-
der plusieurs cas particuliers :

1. Q = 0. La restauration est effectuée sans contrainte sur la norme de l’image et on obtient l’estimés par
filtrage pseudo-inverse.

2. Q = Id. On a pour l’image restaurée :

fr =

[
∆T∆ +

(
1

λ
Id

)]−1

∆Tg (5.22)
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3. Q = SNR−1 (Filtre de Wiener Paramétrique) Si on traitef r et n comme des variables aléatoires et on
prend comme contrainte de maximiser le ratio signal sur bruit (SNR) dans l’image restauréef r. Ce ratio est
calculé avec les matrices de covariances :Rfr = E[f rf rT ] etRn = E[nnT ], comme :

Q =

(
Rn

Rfr

) 1
2

(5.23)

Dans ce cas on obtient

fr =

[
∆T∆ +

(
1

λ

Rn

Rfr

)]−1

∆Tg (5.24)

Dans le cas stationnaire, invariant par translation, ceci est égale au filtre de Wiener, qui sera définit dans le
domaine de Fourier un peu plus tard.

4. Q = Contrainte de lissage Dans la plupart des cas, on utiliseQ pour lissser l’image restaurer et éviter de
reconstruire le bruit présent dans l’image observée. Parexemple,Q peut contraindre le Laplacian de l’image
restaurée∇2(f r) en choisissantQ comme la convolution par la matrice suivante (attentionQ n’est pas une
matrice3 × 3 ! QTQ est de la même taille que∆T ∆) :




0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0



 (5.25)

5.3 Régularisation pour les approches analytiques

Comme présenté précédement pour les approches algébriques, pour formaliser les contraintes de régularisation,
il est pratique d’ajouter dans l’équation 5.2 une composante de bruitn(x) additif, aléatoire, de moyenne nulle, non
corrélé au signal. L’équation 5.2 devient alors :

g(x) = f(x) ∗ d(x) + n(x) (5.26)

Nous présentons ici l’approche analytique proposée parWiener [Hellstrom, 1967]. .

Wiener recherche une solution linéairef r (donc obtenue par convolution deg avec un filtre dénotéwW ). Il veut
une solution qui minimiseǫ l’espérance de l’erreur quadratique intégrale entre le signal et son estimée, espérance
estimée sur toutes les réalisations possibles du bruitn :

ǫ =<

∫ +∞

−∞
(f(x) − f r(x))2dx >

Appliquant le théorème de Parseval, on obtient dans le domaine de Fourier :

ǫ =<

∫ +∞

−∞
|(F (u) − F r(u)|2du >

remplaçantf r parG ×WW , permutant intégrale et espérance, et imposant à chaquecomposante fréquentielleu
de minimiser sa contribution àǫ, on obtient :

∂ǫ

∂WW (u)
= 0 =⇒ WW (u) =

D∗

DD∗ + Φn/Φfr

(5.27)
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oùΦn etΦfr sont respectivement les densités de puissance du bruit et du signal :

Φb(u) =< N(u)N∗(u) > (5.28)

Φf (u) =< F (u)f r(u) > (5.29)

On peut alors distinguer plusieurs comportements du filtre de Wiener :

1. Défaut singulier et absence de bruit : la solution est équivalente à celle du filtre inverse.

2. Défaut singulier : la solution proposée est celle de Bracewell.

3. Système mal conditionné : quandD devient faible, le rapport du dénominateur l’emporte sur le terme qua-
dratiqueDD∗, et fait tendre le filtre vers 0. Le filtre ne corrige plus, maisen ces valeurs où le signal est
faible devant le bruit, le bruit n’est pas amplifié par le filtre.

La restauration effectuée sur un défaut mal conditionnépar le filtre de Wiener est illustrée Fig. 5.2

defaut

filtre inverse

,

defaut

filtre de Wiener 0,01

filtre de Wiener 0,03

FIG. 5.2 – A gauche : fonction de transfert (sinu/u) d’un défaut de bougé à vitesse constante et le filtre inverse
permettant de le corriger. A droite, deux filtres de Wiener dece même défaut obtenus à partir de deux valeurs
différentes du rapportΦb/Φf supposés constants.

5.4 Mise en place calculatoire

5.4.1 Wiener : estimation des spectres de densité de puissance

Les deux termes de densité spectraleΦn = Rn et Φfr = Rfr revêtent une importance particulière dans la
régularisation de la restauration par l’approche de Wiener. Ils sont malheureusement le plus souvent inconnus lors
de la résolution d’un problème particulier. Deux approches peuvent être alors choisies :

1. Une façon très répandue de circonvenir cette ignorance consiste à considérer lerapport signal à bruit
SNR = Φn

Φfr
comme une constante qui est, soit estimée à partir des connaissances acquises sur le capteur,

soit recherchée par des essais successifs de restaurationpar des valeurs deSNR variables.

2. Une méthode un peu plus rigoureuse consiste à exploiterlespropri étés statistiquesdes images naturelles
telles que nous les avons vues au chapitre 2. Considérant lebruit blanc de varianceσn, et l’image comme
un processus markovien à accroissements gaussiens, caractérisé par la décroissanceα de sa corrélation (cf.
équation 2.12), le terme de régularisation prend la forme:

Φn(u)

Φfr(u)
=
σ2

n(α2 + u2)

2α

Il reste alors à estimer les seules inconnuesσn etα.
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5.4.2 Prise en compte de la d́ecomposition en SVD

Afin de calibrer le système à restaurer et d’éviter des problèmes numériques dus à son mauvais conditionne-
ment, on peut utiliser les bases de vecteurs identifiées parla SVD du système pour effectuer les pré-corrections
suivantes :

1. pour toutes les valeurs singulièresσi deΣ très supérieures au bruit, on peut inverser le système, et multiplier
par 1

σi
chaque composante du signal ;

2. pour toute valeur singulièreσi nulle ou très inférieure au bruit, et en l’absence d’une information à priori sur
le signal, on annule la composantes du signal correspondante ;

3. pour les valeurs singulières très proches du bruit, on mets en œuvre une technique de régularisation qui
apparaı̂tra appropriée, en tirant parti au mieux des connaissances existant sur le signal.

s Cette démarche serait à conseiller systématiquement si sa complexité enO(N3) n’en rendait la mise en œuvre
pratiquement impossible.

5.4.3 Restauration des signaux bidimensionnels

1. Dans le cas de l’approcheanalytique, la restauration s’accomode bien sûr de signaux de toutes dimen-
sions, puisque la transformée de Fourier s’étend naturellement aux espaces de dimensions supérieures à 1.
L’extension des filtres inverses ou de Wiener est triviale.

2. Dans le cas de l’approchealgébrique, l’extension est plus délicate, puisque l’image ne se présente pas sous
forme d’un vecteur monodimensionnel. Il faut la ramener à cette forme, à l’aide de ce que l’on appelle la
forme développée des images [Pratt, 1975]. Cette forme s’obtient en rangeant les lignes de l’image dans un
vecteur̄f , de dimension très grande, (àN2 composantes si l’image est de côtéN ), les unes après les autres.

fjk −→ f̄m = fjk ssi m = k + jN

La relation 5.6 devient alors :

ḡ = ∆TbT f̄

où ∆TbT est maintenant une matrice Töplitz-blocs-Töplitz, c’est-à-dire une matrice de tailleN2 × N2,
composée deN ×N matrices de Töplitz, chacune de tailleN ×N , agencées de façon Töplitz, c’est à dire
de façon que des matrices identiques se retrouvent sur une même diagonale :

∆TbT =




∆0
T ∆1

T ∆2
T . . . . . .

∆−1
T ∆0

T ∆1
T ∆2

T . . . . . .
... ∆−1

T ∆0
T

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...
∆1

T

. . . ∆−1
T ∆0

T




(5.30)
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avec :

∆k
T =




dk0 dk1 dk2 . . . . . .
dk−1 dk0 dk1 dk2 . . . . . .

... dk−1 dk0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
...
dk1

. . . dk−1 dk0




(5.31)

On montre sans peine que les matrices Töplitz-blocs-Töplitz sont asymptotiquement équivalentes aux ma-
trices circulantes-blocs-circulantes, qui admettent pour vecteurs propres les bases trigonométriques à 2 di-
mensions. Par cette récriture en forme développée, il est possible de conserver pour les images tous les
résultats formels obtenus en algèbre des matrices et qui forment la base de la restauration algébrique.
La généralisation se fait sans problème à des signaux dedimension plus grande, mais la mise en œuvre est
encore plus difficile.

5.5 Méthodes de restauration it́eratives

Nous avons vu dans les sections 5.1.1 et 5.1.2 ci-dessus des méthodes de restauration que l’on appelle directes,
car elles proposent une solution explicite des équations 5.2 ou 5.6 ou le défaut est modélisé par une convolution.

Cette section présente des solutions qui passent par le calcul d’une série de fonctionsfk, convergent vers
l’estimée recherchéef r et qui permettent donc de s’approcher par étapes de la restauration. Ces méthodes reposent
généralement sur une récriture de l’équation 5.2 (respectivement 5.6), en décomposant la fonctiond (resp. la
matrice de défaut∆) en 2 termes :

d = d1 − d2 ou ∆ = ∆1 − ∆2

et en résolvant :
d1 ∗ f = d2 ∗ f + g ou ∆1f = ∆2f + g

en approximantf par la sériefk qui vérifie :

d1 ∗ fk+1 = d2 ∗ fk + g ou ∆1f
k+1 = ∆2f

k + g (5.32)

On choisit généralementd1 et∆1 de façon qu’ils soient aisément inversibles afin d’obtenir :

fk+1 = ∆−1
1 ∆2f

k + ∆−1
1 g

et la solution initialef0 peut être choisie, soit identiquement nulle, soit aléatoire, soit enfin, le plus souvent, égale
à l’image défectueuseg.

5.5.1 Méthode de Jacobi

C’est la plus simple des méthodes, on prendd1 égal à l’unité, ce qui conduit au schéma :

fk+1 = fk + g − d ∗ fk (5.33)

qui, s’il converge, vérifie bien :g − d ∗ fk = rk = 0. La quantitérk est appelékème résidu de l’itération.
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Les conditions de cette convergence sont aisément discut´ees à partir de la TF de l’équation 5.33 :

F k+1 = F k +G−DF k

qui, si l’on choisitF 0 = G, donne par récurrence :F k+1 =
∑k

i=0G(1 −D)i

équation qui converge vers :

F̂ =
G

D

si et seulement si|1−D| < 1. On reconnaı̂t donc une opération équivalente au filtrageinverse (équation 5.2), avec
ses qualités (restauration exacte dans les cas régulierset bien conditionnés), et ses défauts (divergence dans lecas
de système singulier, instabilité dans le cas de mauvais conditionnement). On peut cependant y ajouter des qualités
propres aux techniques itératives :

1. il n’est pas nécessaire d’inverser le défaut, mais il suffit de l’appliquern fois aux solutions successives de
l’itération (cela permet en particulier, pour des systèmes d’imagerie disponibles à l’utilisateur, de ne pas
déterminer le défaut, mais d’utiliser le système défectueux lui-même pour se corriger [Maı̂tre, 1981]) ;

2. si le défaut est très compact (support ded très étroit), l’opération de convolutiond ∗ f peut être réduite à
un nombre très petit d’opérations, et la solution itérative est alors beaucoup moins coûteuse que le filtrage
inverse ;

3. l’opérateur peut voir les résultats des itérations successives de la restauration et intervenir sur elle en in-
terrompant par exemple la correction en cas de divergence dusystème (l’expérience montre que ce sont
généralement les valeurs propres les mieux conditionnées qui sont l’objet des corrections des premières
itérations, la divergence n’intervenant qu’après une première phase de restauration [Maı̂tre, 1981]) ;

4. la correction itérative se prête bien à l’introduction, dans la recherche de la solution optimale, de connais-
sances à priori ou de contraintes non linéaires (par exemple contraindre l’image solution à être positive, ou
d’amplitude bornée, ou à support étroit, etc.).

En cas de convergence de la méthode de Jacobi, il est possible de modifier le schéma de l’équation 5.33 en
introduisant un facteur de relaxationα choisi entre 0 et 2 et permettant, soit d’accélerer la convergence (α > 1) on
parle alors de sur-relaxation, soit d’améliorer son conditionnement (α < 1) :

fk+1 = fk + α(g − d ∗ fk)

5.5.2 Méthode de Gauss-Seidel

Elle ne prend de forme intéressante qu’en écriture algébrique (équation 5.8). Elle repose sur l’utilisation de
la matrice unité pour∆1, et d’une décomposition de∆2 en deux matrices, l’une∆′

2 n’ayant que des zéros au-
dessus de la diagonale, l’autre∆′′

2 sur et en-dessous de la diagonale. Cette forme permet d’utiliser à l’itérationk
les valeurs déjà corrigées à cette itération pour corriger les suivantes, selon le schéma :

fk+1 = g + ∆′
2f

k + ∆′′
2f

k+1

5.5.3 Méthode de plus grande pente

Utilisant le résidurk à lakème itération, la méthode de la plus grande pente s’écrit, algébriquement :

fk+1 = fk +
|rk|2

[rk]T ∆rk
rk
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Ces formules sont des expressions classiques en analyse numérique ; en traitement des images, on leur préfère
des techniques dont la convergence est généralement assurée vers la solution principale au sens de Bracewell (ou
vers la matrice pseudo-inverse de norme minimale) comme la méthode du gradient conjugué ou les méthodes de
projection (méthodes POCS).

5.6 Estimation des d́efauts

Nous avons supposé jusque là que le défautd était parfaitement connu. Cette hypothèse n’est que rarement
vraie. Il s’agit principalement des cas où la physique de l’acquisition est parfaitement maı̂trisée. Par exemple dans
les applications d’imagerie de très haute qualité, la limite de résolution est souvent imposée par la diffraction
qui introduit un défaut déterminé par le plus petit diaphragme du système. Dans le cas d’ouvertures circulaires
de diamètreD et de focaleφ, on retrouve pour réponse impulsionnelle la fonction de Bessel déjà rencontrée à
l’équation 3.3 :

d(x, y)) =
J2

1 (πρD
√
x2 + y2/φ)

(π
√
x2 + y2ρD/φ)2

(5.34)

On est également dans ces conditions favorables lorsque lesystème d’imagerie est constitué autour de l’équation
de convolution 5.2 afin de permettre de mesurer indirectement une grandeurf inaccessible. C’est le cas de la to-
mographie par exemple, ou de l’imagerie sismique ou encore dans les systèmes àsynth̀ese d’ouverturecomme on
en rencontre en radar [Maı̂tre, 2001], en acoustique ou en astronomie [Roddier, 1999].

Ainsi, en tomographie médicale [Grangeat, 2001], le signal mesurég est l’intégrale, le long de la ligne de
propagation des rayons X, du signal intéressantf , la densité des tissus biologiques observés. Lorsque la source de
rayons X et le capteur se déplacent en translation et en rotation autour du patient, les signauxf et g sont liés par
une réponse impulsionnelled(x, y)) = 1/

√
x2 + y2 [Grangeat, 2001].

S

L

x

R

L

x

S

R

FIG. 5.3 – Construction de l’image en tomographie médicale.S est la source de rayons X,R est le récepteur. Une
mesureg est l’intégrale le long deL de l’atténuation des rayons X due aux tissus.

5.6.1 D́etermination par calibrage

Il s’agit surtout des cas où il est possible d’étalonner lesystème optique, c’est à dire de placer en entrée du
système un signalf parfaitement connu. On détermine alors le défautd par inversion de l’équation 5.2 mais cette
fois en inversantf , dans la mesure du possible.

C’est ainsi que l’on procède en astronomie ainsi qu’en télédétection, en utilisant pourf soit des étoiles isolées
(alorsf = δ) soit des mires naturelles (ponts, routes), ou artificielles tracées au sol.
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5.6.2 D́etermination statistique

Mais dans de nombreux cas on ne dispose que de la seule image d´efectueuseg. Il est alors très difficile de
remonter au défaut sans aucune information a priori sur celui-ci. Heureusement on sait souvent quelle classe de
défaut peut avoir affecté l’image. C’est le plus souvent un défaut de mise au point, ou un défaut de bougé, l’objet
ou la caméra étant en mouvement pendant la prise de vue. Il s’agit alors de confirmer le défaut, puis de déterminer
son ampleur. Une bonne façon de procéder consiste à étudier le spectrePg de densité de puissance de l’image
défectueuse. D’après l’équation 5.4, il s’exprime par :

Pg =< |G|2 >=< |FD|2 >=< |F |2 > |D|2 = Pf |D|2 (5.35)

Or la plupart des défauts présentent des zéros dans leur fonction de transfertD. C’est ainsi vrai pour :

1. les bougés à vitesse constante dont la réponse impulsionnelle est une fonction porte dans la direction du
déplacement et de largeur fixée par la vitesse et le temps depose :D est alors un sinus cardinal ;

2. les défauts de mise au point dont la réponse impulsionnelle est un cercle et la fonction de transfert une
fonction de Bessel de première espèce semblable à celle de l’équation 5.34, mais dans le plan des fréquences.

On voit sur l’équation 5.35 que ces zéros se retrouvent dans le spectrePg, alors qu’ils sont très improbables dans le
spectre d’une image (cf. chapitre 2). En détectant ces zéros, il est alors possible de confirmer la présence du défaut
et de déterminer les paramètres qui le caractérisent.

5.7 Réduction des effets de bord

Nous avons vu qu’il était très souvent préférable, pourdes questions d’efficacité de calcul, d’utiliser la forme
circulante du défaut plutôt que sa forme Töplitz. On est alors conduit à commettre une erreur de reconstruction
puisque l’on fait implicitement intervenir par périodisation de l’image, des signaux à droite et à gauche, ainsi
qu’en haut et en bas, qui ne sont pas les signaux qui ont contribué au défaut. Comment réduire l’effet de ces
signaux parasites ?

Une première solution, de médiocre qualité, consiste àprolonger l’image de marges uniformes (par exemple
de niveau égal à la valeur moyenne de l’image), puis de procéder à la déconvolution de l’image ainsi agrandie. On
peut également répéter la première et la dernière ligne ou la première et la dernière colonnes à cet effet.

Préférable est l’approche qui consiste à reproduire l’image par une symétrie miroir sur tous ses bords. Les
images répliques ainsi créées possédant un spectre de densité de puissance très proche de celui du signal d’origine,
perturbent assez peu la restauration et donnent des résultats souvent de bonne qualité.

Ces deux approches se traduisent l’une et l’autre par un accroı̂ssement des calculs puisque tout se passe comme
si l’on traitait en pratique une image plus grande.
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Chapitre 6

Morphologie mathématique

Chapitre rédigé par Isabelle BLOCH

6.1 Introduction et pr éliminaires

La morphologie mathématique est une théorie essentiellement non linéaire, utilisée en particulier en analyse
d’images, dont le but est l’étude des objets en fonction de leur forme, de leur taille, des relations avec leur voisinage
(en particulier topologiques), de leur texture, et de leursniveaux de gris ou de leur couleur. Par les transformations
qu’elle propose, elle se situe à différents niveaux du traitement d’images (filtrage, segmentation, mesures, analyse
de texture) et fournit ainsi des outils pour la reconnaissance des formes. La morphologie mathématique, développée
à l’origine pour l’étude des matériaux poreux, trouve maintenant ses applications dans de nombreux domaines du
traitement d’images, aussi bien 2D que 3D, en biologie et cytologie quantitative, en imagerie médicale, en imagerie
aérienne et satellitaire, en robotique et vision par ordinateur, en contrôle industriel non destructif, dans les études
sur les documents et les œuvres d’art. Hors du domaine du traitement des images, on trouve des applications par
exemple en analyse de données, ou encore en théorie des jeux.

La morphologie mathématique a été développée à l’origine à l’École des Mines de Paris. Elle repose essentiel-
lement sur les travaux de G. Matheron effectués dans les années 60-70, puis sur ceux de J. Serra et de son équipe.
Depuis ces premiers développements, elle a pris une ampleur internationale et plusieurs équipes s’y consacrent.

Elle s’appuie sur la théorie des ensembles, des treillis, de la topologie des fermés et des probabilités. Elle
s’applique ainsi à des structures algébriques variées (ensembles, fonctions, mais également ensembles flous ou
propositions logiques), pouvant avoir un caractère aléatoire (pour l’analyse de textures par exemple).

Ce chapitre n’est qu’une introduction à la morphologie mathématique. Il décrit les opérations de base et leurs
principales propriétés, et présente quelques applications immédiates. On se placera de manière générale dans
l’espaceRn, puis on définira les notions discrètes associées, dansZn ou Nn. Une présentation détaillée peut
être trouvée dans les ouvrages [Serra, 1982a, Serra (Ed.), 1988, Dougherty (Ed.), 1992, Schmitt et Mattioli, 1994a,
Soille, 1999].

On trouve à la base des transformations de morphologie mathématique quatre principes fondamentaux qui
guident leur construction et qui sont vérifiés pour la plupart des opérations. Ils sont exprimés ci-dessous pour une
opérationΨ quelconque, agissant sur un ensemble ou une fonctionf définie surRn.

Compatibilit é avec les translations :Ce principe exprime l’indépendance des transformations par rapport à

95
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l’origine de l’espace1 :
∀t ∈ R

n, Ψ(f + t) = Ψ(f) + t.

Compatibilit é avec les homoth́eties :Ce principe assure l’indépendance des transformations par rapport à un
paramètre d’échelle :

∀λ ∈ R, Ψ(λf) = λΨ(f).

Connaissance locale :Pour connaı̂treΨ(f) dans un domaineZ ′ deRn, il suffit de connaı̂tref dans un domaine
Z deRn :

∀Z ′ ⊆ R
n, Z ′ borné, ∃Z ⊆ R

n, Z borné, [Ψ(f ∩ Z)] ∩ Z ′ = Ψ(f) ∩ Z ′,

oùf ∩ Z désigne la restriction def au domaineZ.

Semi-continuité : ce principe assure la robustesse des transformations.

Outre ces propriétés fondamentales, les opérateurs de morphologie mathématique peuvent avoir des propriétés
algébriques dont les principales sont définies ci-dessous.

Définition 1. Croissance :Une transformationΨ sur des ensembles deRn ou des fonctions deRn dansR est
croissante si :

∀X,Y, X ⊆ Y ⇒ Ψ(X) ⊆ Ψ(Y ),

∀f, g, f ≤ g ⇒ Ψ(f) ≤ Ψ(g).

Définition 2. Extensivité et anti-extensivit́e : Une transformationΨ sur des ensembles deRn ou des fonctions
deRn dansR est extensive si :

∀X, X ⊆ Ψ(X),

∀f, f ≤ Ψ(f).

Ψ est anti-extensive si :
∀X, Ψ(X) ⊆ X,

∀f, Ψ(f) ≤ f.

Définition 3. Idempotence :Une transformationΨ sur des ensembles deRn ou des fonctions deRn dansR est
idempotente si :

∀X, Ψ[Ψ(X)] = Ψ(X),

∀f, Ψ[Ψ(f)] = Ψ(f).

Définition 4. Dualité : Deux transformationsΨ etΦ sur des ensembles deR
n ou des fonctions deRn dansR sont

duales par rapport̀a la compĺementation si :

∀X, Ψ(XC) = [Φ(X)]C ,

oùXC désigne le complémentaire deX dansRn (c’est-̀a-direRn \X),

∀f, Ψ(−f) = −Φ(f).

1Cette propriété est appelée aussi invariance spatiale dans d’autres théories du traitement d’images.
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Notons que pour des images numériques, représentées pardes fonctions à valeurs positives et bornées par une
valeur maximaleM , la dualité s’exprime par :

Ψ(M − f) = M − Φ(f).

Nous verrons dans la suite que ce principe de dualité exprime le fait que deux opérations, qui ne sont pas l’in-
verse l’une de l’autre, ont des(( effets contraires)) (les opérations de morphologie mathématique étant généralement
non inversibles).

Pour décrire de manière très synthétique la(( boı̂te à outils)) de la morphologie mathématique, il faut retenir
les points suivants :

– les transformations sont non linéaires, elles sont fond´ees sur des opérations de type(( sup)) et (( inf )) ;
– les transformations sont généralement non inversibles, et elles perdent donc de l’information ; le travail du

morphologue consiste alors à déterminer les transformations adaptées à son problème, c’est-à-dire qui vont
(( simplifier )) les images en retenant l’information pertinente ;

– des propriétés analytiques et algébriques sont attachées aux opérations, ce qui permet d’assurer des propriétés
précises sur les objets ou images issues des transformations ; c’est sur ces propriétés que l’on s’appuie pour
enchaı̂ner les transformations afin de résoudre un problème particulier ;

– aux transformations sont également associés des algorithmes, qui permettent de les appliquer de manière
efficace.

Les parties suivantes s’attachent à décrire plus précisément ces concepts pour les principales opérations mor-
phologiques.

6.2 Les quatre oṕerations

6.2.1 Notion d’́element structurant et cadre ensembliste

Des premières applications à l’étude des milieux poreuxest née l’approche ensembliste de la morphologie
mathématique. Elle s’applique à des images ou objets binaires et les étudie sous l’angle de leurs relations avec
un ensemble fixé. Cet ensemble, dont on choisit la forme et lataille, est appelé élément structurant. Les relations
sont de type ensembliste (réunion, intersection, etc.).Étant donné un élément structurant et une relation, l’image
(ou l’objet) de départ est transformé en translatant l’élément structurant en tout point et en examinant si la relation
entre l’objet et l’élément structurant translaté est v´erifiée. Les propriétés des opérations ainsi définies et des images
transformées découlent de la théorie des ensembles. C’est selon ce principe que seront par exemple définies la
dilatation et l’érosion binaires. L’élément structurant définit un voisinage autour de chaque point de l’image et ce
sont donc des propriétés locales des objets qui sont ainsimises en évidence.

En pratique, les images sont définies sur des(( trames)) discrètes. Le problème consiste alors à étudier dans
quelle mesure les définitions et les propriétés des transformations décrites pour l’espace continu sont transposables
à un espace discret.

Les trames les plus utilisées en dimension 2 sont la trame carrée (ou rectangulaire) et la trame hexagonale où
les points sont disposés en quinconce. Plus de détails peuvent être trouvés dans la partie sur la géométrie discr`ete
(chapitre 4) ou dans les références qui y sont citées.

Les voisinages élémentaires associés aux différentestrames constituent les éléments structurants élémentaires
(de taille 1) utilisés en morphologie mathématique. Effectuer une dilatation de taillen signifie alors effectuern
fois une itération de taille 1, par un de ces éléments structurants.
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6.2.2 Erosion et dilatation binaires

Les définitions qui suivent reposent sur la définition classique de l’addition de Minkowski de deux ensembles,
qui correspond à l’addition vectorielle :

X ⊕ Y = {x+ y / x ∈ X, y ∈ Y }. (6.1)

Dans toute cette partie, on considérera des ensembles deRn. Un élément structurant est également un ensemble
dont on se donne la forme et la taille, et dont on particularise un point (l’origine) qu’on appelle le centre (qui n’est
pas forcément le centre géométrique).

Définition 5. Dilatation binaire : La dilatation binaire d’un ensembleX par unélément structurantB est d́efinie
comme l’ensemble obtenu par addition de Minkowski deX par le syḿetriqueB̌ deB par rapportà son centre :

D(X,B) = X ⊕ B̌ = {x+ y / x ∈ X, y ∈ B̌}. (6.2)

Il existe des définitions légèrement différentes, pourlesquelles la dilatation est égale à l’addition de Min-
kowski. Cela implique des modifications des propriétés, en particulier dans les relations de dualité, mais permet
une meilleure conformité avec le cadre algébrique (non d´eveloppé dans ce cours, voir UEs de spécialité).

L’équation 6.2 est équivalente aux expressions suivantes :

D(X,B) =
⋃

x∈X

B̌x

= {x ∈ R
n / Bx ∩X 6= ∅}, (6.3)

où Bx désigne le translaté de l’élément structurant au pointx (c’est-à-dire le centre de l’élément structurant
coı̈ncide avecx).

Dans cette formulation (équation 6.3) apparaissent clairement les concepts de l’approche ensembliste : ici la
relation imposée entre la forme étudiée et l’élément structurant est l’intersection. Ainsi, un point appartientà l’objet
résultat si l’élément structurant centré en ce point intersecte l’objet initial.

Propri étés de la dilatation.La dilatation a les propriétés suivantes (les démonstrations sont immédiates en utilisant
les formules 6.2 ou 6.3) :

– elle est extensive (X ⊆ D(X,B)) si le centre deB appartient àB,
– elle est croissante (X ⊆ Y ⇒ D(X,B) ⊆ D(Y,B)),
– B ⊆ B′ ⇒ D(X,B) ⊆ D(X,B′),
– elle commute avec la réunion mais pas avec l’intersection:

D(X,B ∪B′) = D(X,B) ∪D(X,B′),

D(X,B ∩B′) ⊆ D(X,B) ∩D(X,B′),

– elle vérifie une relation d’itération (associativité):

D[D(X,B), B′] = D(X,B ⊕B′).

Ces propriétés algébriques ont des conséquences importantes sur les applications de cette transformation, à la
fois du point de vue algorithmique et du point de vue des propriétés des objets obtenus. Par exemple, la relation
d’itération permet de calculer une dilatation par un disque de rayon 2 soit directement, soit comme une suite de
deux dilatations par un disque de rayon 1.

De plus, la dilatation vérifie les 4 principes fondamentauxdonnés en introduction.
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Exemples.La dilatation par un segment centré à une de ses extrémit´es a pour effet(( d’étendre)) l’objet dans
la direction opposée à celle du segment (alors que l’addition de Minkowski étend l’objet dans la direction du
segment). Notons que la distinction entre addition de Minkowski et dilatation tombe dès qu’on utilise des éléments
structurants symétriques, ce qui est souvent le cas.

La dilatation par un disque a pour effet d’augmenter la taille des objets selon la taille du disque, de relier entre
elles les composantes proches et de boucher les petits trous(plus petits que l’élément structurant).

La figure 6.1 illustre ces effets.

FIG. 6.1 – Exemple de dilatation binaire (de gauche à droite : image initiale, dilatation par un disque de taille 3,
différence : en blanc, les parties rajoutées par la dilatation).

Définition 6. Érosion binaire : L’ érosion d’un ensembleX par unélément structurantB est d́efinie par :

E(X,B) = {x ∈ R
n / Bx ⊆ X} (6.4)

= {x / ∀y ∈ B, x+ y ∈ X} = X ⊖ B̌. (6.5)

L’équation 6.4 correspond à l’approche ensembliste, oùcette fois la relation imposée entre l’élément structurant
et la forme est l’inclusion. L’équation 6.5 fait référence à la soustraction de Minskowski notée⊖.

Propri étés de l’́erosion.La propriété essentielle de l’érosion est qu’elle est latransformation duale de la dilatation
par rapport à la complémentation :

E(X,B) = [D(XC , B)]C . (6.6)

Ainsi, il est équivalent d’éroder un objet ou de dilater son complémentaire. Cette propriété peut également être
présentée comme définition, dont on déduit alors les expressions 6.4 et 6.5.

L’érosion a les propriétés algébriques suivantes (elles peuvent être démontrées soit directement à partir des
formules 6.4 et 6.5, soit déduites de celles de la dilatation grâce à la formule de dualité 6.6) :

– elle est anti-extensive si le centre deB appartient àB,
– elle est croissante,
– B ⊆ B′ ⇒ E(X,B′) ⊆ E(X,B),
– elle satisfait les relations suivantes par rapport à la r´eunion et à l’intersection (en particulier, elle commute

avec l’intersection) :
E[(X ∩ Y ), B] = E(X,B) ∩ E(Y,B),

E[(X ∪ Y ), B] ⊇ E(X,B) ∪ E(Y,B),

E[X, (B ∪B′)] = E(X,B) ∩ E(X,B′),

E[X, (B ∩B′)] ⊇ E(X,B) ∪ E(X,B′),
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– elle satisfait la relation d’itération suivante :

E[E(X,B), B′] = E(X,B ⊕B′),

– la succession d’une érosion et d’une dilatation vérifie l’inclusion suivante :

D[E(X,B), B′] ⊆ E[D(X,B′), B]. (6.7)

De plus, l’érosion vérifie les 4 principes énoncés en introduction.

Exemples.L’érosion par un disque a les effets suivants : l’objet est diminué selon la taille de l’élément structurant,
les composantes connexes de l’objet plus petites que l’él´ement structurant sont supprimées, les parties des objets
reliées par des(( isthmes)) plus fins que l’élément structurant sont déconnectées.

La figure 6.2 illustre ces effets.

FIG. 6.2 – Exemple d’érosion binaire (de gauche à droite : image initiale, érosion par un disque de taille 3,
différence : en blanc, les parties supprimées par l’érosion).

Liens avec la fonction distance.La fonction distance (voir chapitre 4) a de nombreuses applications en morpho-
logie mathématique (outre toutes les applications nécessitant une estimation de la distance entre objets comme le
recalage). En voici quelques exemples :

– elle permet d’effectuer très rapidement des dilatationset érosions de taille quelconque : en effet, la fonction
distance calculée avec les masques de la figure 4.33 a et b (chapitre 4) fournit des(( courbes de niveaux))
autour de l’objet qui correspondent exactement aux points qui seraient rajoutés à l’objet par des dilatations
successives par les éléments structurants élémentaires ; il suffit alors de seuiller la fonction distance à la
taille de dilatation souhaitée pour obtenir, en deux passes seulement, le dilaté (pour l’érosion, on procède de
même, en calculant cette fois la distance des points de l’objet au complémentaire) ;

– elle permet de réaliser des dilatations et érosions par des éléments structurants proches d’un disque (par
exemple avec le masque de la figure 4.33 d, chapitre 4) ;

– elle permet d’obtenir très rapidement les érodés ultimes d’un ensemble d’objetsX (c’est-à-dire les compo-
santes connexes deE(X,Br) qui disparaissent par une érosion de tailler + 1), comme maxima régionaux
de la fonction distance ;

– elle peut être utilisée pour le calcul de squelettes.
La figure 6.3 montre que les courbes d’iso-distances à l’intérieur des objets sont les érodés successifs de ces

objets.

6.2.3 Erosion et dilatation de fonctions

La généralisation des transformations binaires à des transformations numériques (sur des fonctions) peut s’ef-
fectuer de deux manières :
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FIG. 6.3 – Les courbes d’iso-distances à l’intérieur des objets donnent les érodés successifs.

1. soit en remplaçant dans les définitions tous les concepts ensemblistes par leurs équivalents fonctionnels :

∪ → sup / ∨
∩ → inf / ∧
⊆ → ≤
⊇ → ≥ (6.8)

2. soit en considérant le sous-graphe de la fonction comme un ensemble binaire (dans un espace de dimension
n+ 1) et en lui appliquant les opérations binaires.

Ces deux approches sont équivalentes (pour des fonctions semi-continues supérieurement à valeurs dansR ∪
{−∞} et des éléments structurants bornés) mais la première est plus opérationnelle. Les équivalences des expres-
sions 6.8 se retrouveront dans les définitions et les propriétés qui suivent.

Cette généralisation est indispensable pour pouvoir traiter des images à niveaux de gris. Nous considérerons
tout d’abord des éléments structurants binaires, puis nous donnerons les définitions générales des transformations
sur des fonctions avec des éléments structurants fonctionnels.

Définition 7. Dilatation fonctionnelle (élément structurant binaire) : La dilatation d’une fonctionf par un
élément structurantB est la fonction d́efinie par :

∀x ∈ R
n, D(f,B)(x) = sup{f(y) / y ∈ Bx}. (6.9)

L’équation 6.9 fait apparaı̂tre explicitement que les valeurs def intervenant dans le résultat de l’opération en
un point sont celles prises dans un voisinage de ce point, ce voisinage étant défini par l’élément structurant2.

Propri étés.La dilatation a les propriétés suivantes (analogues des propriétés de la dilatation binaire) :
– elle est extensive si le centre deB appartient àB,
– elle est croissante,
– D(f ∨ g,B) = D(f,B) ∨D(g,B),
– D(f ∧ g,B) ≤ D(f,B) ∧D(g,B),
– elle vérifie les quatre principes énoncés en introduction.

2On a le même résultat pour la dilatation binaire.
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Exemples.Sur une image à niveaux de gris, la dilatation par un disque augmente les niveaux de gris, propage les
maxima locaux des niveaux de gris (dans une région correspondant à la taille et à la forme de l’élément structurant).

La figure 6.4 illustre ces effets.

FIG. 6.4 – Exemple de dilatation numérique (de gauche à droite: image initiale, considérée comme une fonction
sur l’espace à deux dimensions, dilatation par un disque detaille 3).

Définition 8. Érosion fonctionnelle (élément structurant binaire) : L’érosion d’une fonctionf par un élément
structurantB est la fonction d́efinie par :

∀x ∈ R
n, E(f,B)(x) = inf{f(y) / y ∈ Bx}. (6.10)

Ici encore, la valeur prise en un point dépend uniquement des valeurs def dans un voisinage, défini parB, de
ce point.

Propri étés.L’érosion a les propriétés suivantes (similaires à celles de l’érosion binaire) :
– elle est duale de la dilatation,
– elle est anti-extensive si le centre deB appartient àB,
– elle est croissante,
– E(f ∨ g,B) ≥ E(f,B) ∨ E(g,B),
– E(f ∧ g,B) = E(f,B) ∧ E(g,B),
– elle vérifie les quatre principes de l’introduction.

Exemples.L’érosion d’une image à niveaux de gris par un disque a poureffet de diminuer les niveaux, et de
propager les minima dans une région définie par l’élément structurant.

La figure 6.5 illustre ces effets.

Notons que la dilatation et l’érosion sont des cas particuliers de filtres de rang (voir chapitre 10). Dans un
tel filtre, les niveaux de gris des voisins d’un point sont classés par ordre croissant et la valeur de ce point est
remplacée par celle d’un rang donné. Le min utilisé dans l’érosion correspond donc à un filtre de rang 1 et le max
de la dilatation à un filtre de ranfp (si le voisinage comportep points). Cependant ce ne sont pas des filtres au sens
morphologique du terme.

Cas discret.Une fois les notions de topologie définies sur la trame discrète, la transposition des définitions mor-
phologiques de base ne pose pas de problème. Elles s’expriment de la même manière que dans le cas continu, ou
plus simplement puisque les(( sup)) et les(( inf )) deviennent des(( max)) et des(( min )) lorsque l’élément struturant
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FIG. 6.5 – Exemple d’érosion numérique (de gauche à droite : image initiale et érosion par un disque de taille 3).

B contient un nombre fini de points. Par exemple, la dilatationpar un élément structurant de taille 1 en 4-connexité,
s’exprime en tout pointM de coordonnées(x, y) de la trame par :

D(f,B)(M) = max{f(x, y − 1), f(x− 1, y), f(x, y), f(x+ 1, y), f(x, y + 1)},
quef soit une fonction ou un ensemble. Cette formule fournit en mˆeme temps un moyen opérationnel simple pour
calculer la dilatation.

Il est remarquable de noter que toutes les propriétés de ladilatation, de l’érosion, de l’ouverture et de la
fermeture (qui seront vues plus loin) sont encore valables sur une trame discrète (si l’on exclut celles liées à la
semi-continuité qui n’ont pas de sens dans ce cas)3.

Si la transposition de ces opérations de base est si aisée,c’est que celles-ci impliquent essentiellement des no-
tions ensemblistes (éventuellement généralisées à des fonctions comme nous l’avons vu plus haut) et des concepts
topologiques très simples, de voisinage entre points uniquement.

Des transformations plus complexes impliquant des notionstopologiques plus globales (préservation de la
connexité et de l’homotopie d’un objet par exemple) sont beaucoup plus délicates à transposer. Ce sera le cas par
exemple du squelette (voir UEs de spécialité) : les définitions continues ont de très bonnes propriétés mais leur
transposition directe au cas discret en fait perdre la plupart. On est alors conduit à redéfinir le squelette directement
dans l’espace discret, par des procédés qui garantissentles propriétés que l’on veut conserver.

Sans aller chercher des transformations aussi complexes, une simple rotation peut dégrader les propriétés to-
pologiques d’un objet (par exemple lui faire perdre sa connexité, ou faire apparaı̂tre des trous là où il n’y en avait
pas).

Considérons maintenant des éléments structurants fonctionnels, c’est-à-dire des fonctionsg deRn dansR ∪
{−∞} telles que{x ∈ Rn / g(x) 6= −∞} est borné.

Définition 9. Dilatation par une fonction : La dilatation d’une fonctionf par une fonctiong est la fonction
définie par :

∀x ∈ R
n, D(f, g)(x) = sup{f(y) + g(y − x) / y ∈ R

n}. (6.11)

Définition 10. Érosion par une fonction : L’ érosion d’une fonctionf par une fonctiong est la fonction d́efinie
par :

∀x ∈ R
n, E(f, g)(x) = inf{f(y) − g(y − x) / y ∈ R

n}. (6.12)

3Notons que dans l’expression de la dualité entre dilatation et érosion, et entre ouverture et fermeture, l’élémentstructurant reste le même
des deux côtés de l’égalité.
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L’intérêt de ces éléments structurants est qu’ils permettent de réaliser des opérations plus fines qu’avec des
éléments structurants binaires. Par exemple, il est ainsi possible de modifier un relief (l’écrêter par exemple) dans
n’importe quelle direction, et pas seulement parallèlement au plan de l’image comme avec des éléments structu-
rants binaires (plans).

6.2.4 Ouverture et fermeture binaires

L’équation 6.7 montre, si on l’exprime pourB = B′, que la dilatation n’est pas l’inverse de l’érosion. Par
exemple, si l’on effectue d’abord une érosion puis une dilatation, les composantes connexes de l’objet qui ont été
supprimées par l’érosion (à cause de leur petite taille)ne peuvent plus être recouvrées par la dilatation et sont
donc définitivement perdues. On construit donc ainsi une nouvelle transformation par composition d’une érosion
et d’une dilatation, appelée ouverture.

Définition 11. Ouverture binaire : L’ouverture de l’ensembleX par l’ élément structurantB est d́efinie par :

XB = D[E(X,B), B̌]. (6.13)

Propri étés.L’ouverture a les propriétés algébriques suivantes :
– elle est anti-extensive (X ⊇ XB)4,
– elle est croissante (X ⊆ Y ⇒ XB ⊆ YB),
– elle est idempotente ((XB)B = XB).
Ces propriétés sont fondamentales puisqu’elles font de l’ouverture un filtre morphologique.

On a de plusB ⊆ B′ ⇒ XB′ ⊆ XB, et siXn désigne l’ouvert deX par un élément structurant de taillen,
(Xn)n′ = (Xn′)n = Xmax(n,n′).

L’ouverture vérifie les 4 principes fondamentaux (comme composée de deux opérations les satisfaisant).

Exemples.L’ouverture a pour effet de supprimer les parties des objetsplus petites que l’élément structurant,
et de(( lisser )) les contours en supprimant les petites excroissances (tropfines pour pouvoir contenir l’élément
structurant). C’est l’effet de filtrage décrit algébriquement ci-dessus. Elle ne réduit pas systématiquement toutes
les structures comme le fait l’érosion.

La figure 6.6 illustre ces effets.

FIG. 6.6 – Exemple d’ouverture binaire (de gauche à droite : image initiale, ouverture par un disque de taille 3,
différence : en blanc, les parties supprimées par l’ouverture).

4Contrairement au cas de la dilatation et l’érosion, cette propriété est vraie sans restriction sur l’élément structurant.
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Définition 12. Fermeture binaire : La fermeture de l’ensembleX par l’ élément structurantB est d́efinie par :

XB = E[D(X,B), B̌]. (6.14)

Propri étés.La fermeture a les propriétés algébriques suivantes :
– elle est extensive (X ⊆ XB),
– elle est croissante,
– elle est idempotente.
De même que pour l’ouverture, ces propriétés font de l’ouverture un filtre morphologique.

On a de plusB ⊆ B′ ⇒ XB ⊆ XB′

, et siXn désigne le fermé deX par un élément structurant de taillen,
(Xn)n′

= (Xn′

)n = Xmax(n,n′).

La fermeture vérifie les 4 principes fondamentaux (comme composée de deux opérations les satisfaisant).

Enfin, la fermeture est l’opération duale de l’ouverture par rapport à la complémentation :

XB = [(XC)B]C , (6.15)

ce qui permet de déduire les propriétés et l’action d’unedes opérations de celles de l’autre.

Exemples.La fermeture a pour effet de boucher les trous des objets qui sont plus petits que l’élément structurant.
Elle (( lisse)) les contours des objets en rajoutant des points dans les concavités étroites (dans lesquelles ne peut
pas se glisser l’élément structurant). On retrouve l’effet de filtrage, dual de celui de l’ouverture, décrit par les trois
propriétés algébriques ci-dessus.

La figure 6.7 illustre ces effets.

FIG. 6.7 – Exemple de fermeture binaire (de gauche à droite : image initiale, fermeture par un disque de taille 3,
différence : en blanc, les parties rajoutées par la fermeture).

6.2.5 Ouverture et fermeture nuḿeriques

Définition 13. Ouverture numérique : (par unélément structurant binaire) L’ouverture d’une fonctionf par un
élément structurantB est d́efinie comme dans le cas binaire par :

fB = D[E(f,B), B̌]. (6.16)

Propri étés.L’ouverture est croissante, anti-extensive et idempotente, ce qui lui confère une nature de filtre mor-
phologique.
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Exemples.L’ouverture sur une image à niveaux de gris a pour effet d’écrêter les pics (si on considère le sous-
graphe de la fonction comme un relief) qui sont plus étroitsque l’élément structurant.

La figure 6.8 illustre ces effets.

FIG. 6.8 – Exemple d’ouverture numérique (de gauche à droite :image initiale et ouverture par un disque de
taille 3).

Définition 14. Fermeture numérique : (par unélément structurant binaire) La fermeture d’une fonctionf par
un élément structurantB est d́efinie comme dans le cas binaire par :

fB = E[D(f,B), B̌]. (6.17)

Propri étés.La fermeture est duale de l’ouverture. De plus, comme dans lecas binaire, elle est croissante, extensive
et idempotente, ce qui lui confère une nature de filtre morphologique.

Exemples.La fermeture a l’effet dual de l’ouverture : elle comble les vallées qui sont plus étroites que l’élément
structurant.

La figure 6.9 illustre ces effets.

6.3 Quelques applications de l’́erosion et de la dilatation

6.3.1 Mesures

Nous donnons dans cette partie succinctement quelques exemples de transformations qui associent à un objet
une mesure, que nous répartissons dans deux classes.

La première classe est issue de la géométrie intégrale et vise à calculer des longueurs, des surfaces, des vo-
lumes, des intégrales de courbure moyenne, par l’intermédiaire des fonctionnelles de Minkowski. Le lien avec la
morphologie mathématique est fourni par les formules de Steiner, qui permettent de calculer les fonctionnelles de
Minkowski du dilaté d’un compact d’après celles du compact [Hadwiger, 1957, Santalo, 1976].

La deuxième classe vise des applications de reconnaissance des formes et étudie le comportement d’objets vis-
à-vis de transformations morphologiquesappropriées aux caractéristiques à mettre en évidence [Schmitt et Mattioli, 1994a].
Par exemple, les courbes granulométriques (donnant la surface des objets sélectionnés par la transformationφλ

quandλ varie) permettent d’étudier la distribution de tailles des objets. Autre exemple, le covariogramme géométrique,
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FIG. 6.9 – Exemple de fermeture numérique (de gauche à droite :image initiale et fermeture par un disque de
taille 3).

donnant la surface deE(X,Br) (oùBr est un segment de longueurr dans une directionα) quandr varie, permet
d’observer le comportement des objets quand on l’érode dans une direction. Il peut en particulier discriminer des
ensembles d’objets de même surface globale mais dont la répartition des composantes connexes en taille et dans
l’espace varie.

6.3.2 Erod́e ultime

L’érodé ultime est la réunion de toutes les composantes d’un objet binaire qui disparaissent d’une érosion à
l’autre dans une séquence d’érosions par un élément structurant élémentaireB. Plus formellement, l’érodé ultime
d’un ensembleX est défini par :

EU(X) = ∪n{E(X,Bn) \R[E(X,Bn+1);E(X,Bn)]} (6.18)

oùE(X,Bn) désigne l’érodé deX de taillen etR[Y ;Z] désigne les composantes connexes deZ qui ont une
intersection non vide avecY .

L’érodé ultime d’un ensembleX est exactement l’ensemble des maxima régionaux de la fonction distance à
l’intérieur deX (distance des points deX àXC).

6.3.3 Rehaussement de contraste

Le rehaussement de contraste morphologique d’une fonctionf est défini à partir d’une fonction minorantef et

d’une fonction majorantef et de deux paramètresα etβ tels queα ≥ 0, β ≥ 0 etα+β < 1. Le résultatg de cette
transformation est obtenu en faisant basculer les points vers la fonction minorante ou vers la fonction majorante
suivant la règle suivante :

g(x) = f(x) si f(x) ≤ f(x) ≤ f(x) + α∆f(x)

g(x) = f(x) si f(x) + α∆f(x) ≤ f(x) ≤ f(x) − β∆f(x)

g(x) = f(x) si f(x) − β∆f(x) ≤ f(x) ≤ f(x)

avec∆f(x) = f(x) − f(x).
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La morphologie mathématique fournit naturellement des fonctions minorantes (resp. majorantes) à partir de
transformations anti-extensives (resp. extensives) comme l’érosion def par un élément structurant centré, ou
encore l’ouverture def (resp. dilatation ou fermeture).

La figure 6.10 donne un exemple de rehaussement de contraste `a partir des dilatation et érosion des figures 6.4
et 6.5.

FIG. 6.10 – Exemple de rehaussement de contraste morphologique.

6.3.4 Gradient morphologique

Soit B le disque fermé de rayon unité. Le gradient morphologiqued’une fonctionf est défini dans le cas
continu par la fonctiong suivante :

g(x) = lim
λ→0

D(f,Bλ)(x) − E(f,Bλ)(x)

2λ
,

et dans le cas discret par :

g(x) = D(f,B)(x) − E(f,B)(x).

Cette transformation trouve ses applications dans la détection de contours.

La figure 6.11 donne un exemple de gradient obtenu par différence des dilatation et érosion de taille 1.

6.4 Quelques applications de l’ouverture et de la fermeture

6.4.1 Filtres alternés śequentiels

Nous avons vu que les ouvertures et fermetures étaient des filtres morphologiques. Sans entrer dans la théorie
des filtres morphologiques, nous ne décrirons ici que les filtres alternés séquentiels, qui sont beaucoup utilisés en
pratique, et qui sont construits à partir de suites d’ouvertures et de fermetures de tailles croissantes. Dans le cas
discret, un tel filtre appliqué à une fonctionf s’exprime comme :

(...(((fB1
)B1)B2

)B2)...Bn
)Bn .
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FIG. 6.11 – Exemple de gradient morphologique.

Notons qu’on obtient bien ainsi des opérations croissantes et idempotentes (donc des filtres morphologiques).

Ils sont utilisés en pratique pour filtrer progressivementle bruit positif (pics étroits) et le bruit négatif (vall´ees
étroites). Le dernier élément structurant utilisé (detaille n) est déterminé en fonction de la taille minimale des
objets de l’image que l’on veut conserver après le filtrage.

La figure 6.12 donne des exemples de filtres alternés séquentiels.

6.4.2 Chapeau haut-de-forme

La transformation du(( chapeau haut-de-forme)) d’une fonctionf est définie, aussi bien en continu qu’en
discret, comme la fonction :

f − fB

pour un élément structurantB donné. L’opération duale est la fonction :

fB − f.

Cette transformation extrait les pics étroits (plus étroits que l’élément structurant) quelle que soit leur hauteur
absolue. Elle permet par exemple d’extraire des lignes finesde niveau intense par rapport à leur voisinage (telles
que des routes dans une image satellitaire). L’opération duale extrait au contraire des vallées étroites.

La figure 6.13 donne un exemple de chapeau haut de forme obtenupour une ouverture de taille 3.

Si l’on applique cette transformation avec des éléments structurants fonctionnels, par exemple des sphères
de Rn+1, on sélectionne alors les contours abrupts dans l’image, ou encore les pics de courbure plus forte que
l’élément structurant.

6.4.3 Granulométries

Les granulométries sont des opérations de(( tamisage)) qui servent à sélectionner successivement des particules
de tailles données croissantes.

Définition 15. Granulométrie : Une granuloḿetrie sur un ensembleA de parties deRn est une famille de
fonctions paraḿetréesφλ (avecλ > 0) définies surA telle que :

1. ∀X ∈ A, ∀λ > 0, φλ(X) ⊆ X (φλ anti-extensive),
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FIG. 6.12 – Filtres alternés séquentiels : image initiale, tailles maximales de 1, 2 et 3.

2. ∀(X,Y ) ∈ A2, ∀λ > 0, X ⊆ Y ⇒ φλ(X) ⊆ φλ(Y ) (φλ croissante),

3. ∀X ∈ A, ∀λ > 0, ∀µ > 0 λ ≥ µ⇒ φλ(X) ⊆ φµ(X) (φλ décroissante par rapport au param̀etre),

4. ∀λ > 0, ∀µ > 0, φλ ◦ φµ = φµ ◦ φλ = φmax(λ,µ).

Il est clair, d’après cette définition, que la famille d’ouvertures par des boules de rayonr définit une granu-
lométrie. On montre même queφλ est une granulométrie si et seulement siφλ est une ouverture pour toutλ et la
classe des ensembles deA invariants parφλ est incluse dans celle des invariants parφµ pourλ ≥ µ.

Ainsi, si on applique à un ensemble une suite d’ouvertures de tailles croissantes (par des boules), on sélectionnera
d’abord les plus petites parties de l’ensemble (celles qui sont supprimées par l’ouverture), puis des parties de plus
en plus grosses.

La figure 6.14 montre une courbe de granulométrie obtenue sur une image binaire par ouvertures de différentes
tailles. Lorsque la taille de l’ouverture correspond à la taille caractéristique de la plupart des objets, un saut apparaı̂t
dans la courbe.

6.5 Introduction à la ligne de partage des eaux

La ligne de partage des eaux est une notion très importante pour les problèmes de segmentation. Intuitivement,
elle est définie par analogie géographique comme le compl´ementaire des bassins versants, un bassin versant étant
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FIG. 6.13 – Exemple de chapeau haut de forme obtenu pour une ouverture de taille 3.

FIG. 6.14 – Image binaire et sa courbe de granulométrie.

la zone associée à un minimum régional telle qu’une goutte d’eau tombant dans cette zone et suivant la ligne de
plus grande pente s’arrêtera dans ce minimum (figure 6.15).

La transposition de cette définition intuitive en termes mathématiques ne va pas sans poser de nombreux
problèmes (définition d’une ligne de plus grande pente, problème des plateaux, etc.). La plupart des définitions
sont algorithmiques, c’est-à-dire que la ligne de partagedes eaux est définie d’après le moyen qui pemet de la
construire. Un des algorithmes les plus populaires est l’algorithme(( d’immersion)) qui consiste à remplir progressi-
vement les bassins versants (à partir des minima régionaux) pour déterminer leurs limites [Vincent et Soille, 1991,
Vincent, 1992, Soille, 1999]. Ce n’est que récemment que des approches mathématiques rigoureuses ont été pro-
posées dans le cas continu [Schmitt et Mattioli, 1994a].

L’avantage de la ligne de partage des eaux pour la segmentation est qu’elle fournit des régions délimitées par
des contours fermés formant une partition de l’image. L’inconvénient est qu’elle fournit le plus souvent trop de
régions (une sur-segmentation) et qu’il faut donc l’associer en pratique à des méthodes de filtrage et de marquage
des zones d’intérêt. Tous ces aspects seront développés dans les UEs de spécialité.
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ligne de partage des eaux

minimum

minimum

bassins versants

FIG. 6.15 – Ligne de partage des eaux.



Chapitre 7

Définition et simulation d’un champ de
Markov

Chapitre rédigé par Florence TUPIN et Marc SIGELLE

L’information véhiculée par une image va bien au-delà dela seule donnée des niveaux de gris en chaque site
(pixel), et la description se fait en termes de zones, contours, structures définis par les contrastes, textures, etc. qui
peuvent être présents dans l’image. Le niveau de gris en unsite n’est donc souvent pas significatif en lui-même,
mais dans ses relations et interactions avec les pixels voisins.

Cette propriété des images, à savoir les interactions locales entre niveaux de gris voisins pour définir les
différentes régions de l’image, va nous permettre d’utiliser un formalisme markovien dans de nombreux traite-
ments, qu’il s’agisse de restauration, de segmentation ou plus tard d’analyse complète des images. Le principe
est de définir des énergies locales entre groupes de sites reflétant les interactions entre niveaux de gris. L’énergie
globale est alors reliée à la probabilité d’apparition de l’image dans le cadre des champs de Gibbs.

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord de façon intuitive la notion d’énergie locale avant de définir
plus formellement un champ de Markov et d’énoncer le théorème d’équivalence entre champs de Markov et champs
de Gibbs. Les algorithmes d’échantillonnage d’un champ deMarkov (échantillonneur de Gibbs et algorithme de
Métropolis) sont ensuite présentés, ainsi que les modèles markoviens les plus courants. L’utilisation des champs
markoviens en traitement d’images dans un cadre bayésien montre la nécessité de pouvoir accéder aux configura-
tions les plus probables d’un champ markovien et nous amèneà la présentation du recuit simulé. Dans les parties
suivantes, nous abordons les différents estimateurs (MAP, MPM, TPM), le problème de l’estimation des paramètres
du champ, les processus de bords, avant de mentionner l’application de la modélisation markovienne à des graphes
de primitives de plus haut niveau que les pixels.

7.1 Définition et simulation d’un champ de Markov

7.1.1 Description de l’image

L’image est formée d’un ensemble finiS de sitessi correspondant aux pixels.S est donc essentiellement un
réseau discret fini, partie deZd, si on noted la dimension de l’espace (2 le plus classiquement, 3 pour lesvolumes,
etc.).À chaque site est associé un descripteur, représentant l’état du site et qui peut être son niveau de gris, une
étiquette, ou une information plus complexe, et prenant ses valeurs dansE.

La notion d’interactions locales nécessite de structurerles relations spatiales entre les différents sites du réseau.

113
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Pour ce faire, on munitS d’un système de voisinageV défini de la façon suivante :

Vs = {t} tels que

{
s /∈ Vs

t ∈ Vs ⇒ s ∈ Vt

À partir d’un système de voisinage, un système de cliques peut être déduit : une clique est soit un singleton de
S, soit un ensemble de sites tous voisins les uns des autres. Enfonction du système de voisinage utilisé, le système
de cliques sera différent et fera intervenir plus ou moins de sites comme illustré sur la figure 7.1. On noteraC
l’ensemble des cliques relatif àV , etCk l’ensemble des cliques de cardinalk.

4-connexité

8-connexité

C1 C2

C1 C2

C4C3

FIG. 7.1 – Les cliques associées à deux systèmes de voisinageen dimension 2.

Les interactions locales entre niveaux de gris (ou descripteurs) de sites voisins peuvent alors s’exprimer comme
un potentiel de clique. Soitc une clique, on lui associe le potentielUc dont la valeur dépend des niveaux de gris
(ou descripteurs) des pixels constituant la clique. En poursuivant ce raisonnement, on peut définir l’énergie globale
de l’image comme la somme des potentiels de toutes les cliques :

U =
∑

c∈C
Uc

et l’énergie locale en un site comme la somme des potentielsde toutes les cliques auxquelles il appartient :

Us =
∑

c∈C/s∈c

Uc

Nous avons jusqu’ici considéré le cas d’une image pour illustrer les notions de voisinage, de clique et de
potentiel, mais le formalisme markovien se définit très g´enéralement sur tout graphe. Soit un ensemble de sitesS
dénombrable (sommets du graphe), et une relation de voisinage, les cliques sont alors définies comme les sous-
graphes complets du graphe. C’est l’utilisation de graphesplus généraux que ceux définis sur la grille de l’image
qui permet des traitements de plus haut niveau.

7.1.2 Mod́elisation probabiliste de l’image

La définition des champs de Markov qui sera donnée dans la section suivante nécessite une modélisation
probabiliste de l’image. Ainsi, l’image dont nous disposons va être considérée comme une réalisation d’un champ
aléatoire. Soits un site de l’image, on peut en effet lui associer une variablealéatoire (v.a)Xs prenant ses valeurs
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dansE. Le niveau de grisxs ens n’est ainsi qu’une réalisation1 de la v.aXs. On définit alors le champ aléatoire
X = (Xs, Xt, ..) prenant ses valeurs dansΩ = E|S|. On trouvera aussi le terme de processus aléatoire pourX ;
en toute rigueur, ” processus ” devrait être réservé au cas d’un ensemble d’indexation continu, et champ au cas
discret.

Dans ce cadre probabiliste, l’image considérée est simplement une réalisationx du champ. La probabilité
globale dex, P (X = x), permet d’accéder en quelque sorte à la vraisemblance de l’image, et les probabilités
conditionnelles locales d’une valeur en un site permettentde mesurer le lien statistique entre un niveau de gris et
le reste de l’image. L’hypothèse markovienne permet d’évaluer ces quantités.

Notons que nous nous plaçons dans le cas oùE, l’espace de valeurs des descripteurs, est quantifié, ce qui nous
permet de manipuler des probabilités. Dans le cas où cet espace est continu, il faut remplacerP par une densité de
probabilité, mais dans ce cas le théorème que nous allonsvoir ci-dessous n’est plus valable.

7.1.3 Champs de Markov - Champs de Gibbs

Définition d’un champ de Markov

Considéronsxs la valeur du descripteur prise au sites etxs = (xt)t6=s la configuration de l’image excepté le
sites. La définition d’un champ de Markov est alors la suivante :

X est un champ de Markov ssi la probabilit́e conditionnelle locale en un site n’est fonction que de la
configuration du voisinage du site consid́eré

ce qui s’exprime de façon formelle par :

P (Xs = xs / x
s) = P (Xs = xs / xt, t ∈ Vs)

Ainsi, le niveau de gris en un site ne dépend que des niveaux de gris des pixels voisins de ce site. Cette hypothèse
markovienne se justifie bien dans le cas de la plupart des images naturelles constituées de zones homogènes ou
texturées ainsi que pour une large gamme d’images de synth`ese. Plus généralement, une connaissance locale de
l’image suffit souvent à réaliser son interprétation partielle et donc cette hypothèse markovienne sera souvent
justifiée sur des graphes plus globaux que le graphe des pixels.

Notons qu’en l’absence de contrainte sur le système de voisinage, tous les champs aléatoires peuvent être
considérés comme markoviens à condition de prendre un voisinage suffisamment grand. L’intérêt de cette modélisation
réside bien sûr dans le cas où la propriété markovienneest vérifiée pour des voisinages restreints permettant des
calculs rapides.

Equivalence entre champs de Markov et champs de Gibbs

La modélisation markovienne prend toute sa puissance grâce au théorème que nous allons voir maintenant. En
effet, celui-ci permettra d’accéder aux expressions des probabilités conditionnelles locales. Il nous faut au préalable
définir un certain nombre de notions relatives aux mesures et champs de Gibbs.

Définition d’une mesure de Gibbs : La mesure de Gibbs de fonction d’énergie (ou d’hamiltonien)U : Ω → R

est la probabilitéP définie surΩ par :

P (X = x) =
1

Z
exp (−U(x))

avec
U(x) =

∑

c∈C
Uc(x)

1On notera généralement en lettres majuscules les variables aléatoires et en minuscules leurs réalisations.
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oùC est le système de cliques associé au système de voisinageV deU2.

Z =
∑

x∈Ω

exp(−U(x)) est une constante de normalisation appelée fonction de partition de Gibbs. En pratique,

il est quasi impossible de calculer cette constante à causedu très grand nombre de configurations possibles. Ne
serait-ce que dans le cas d’une image binaire (Card(E) = 2) et de taille= 512 × 512, on acard(Ω) = 2262144

configurations possibles !

La notation couramment utilisée pourU(x) est abusive carUc(x) ne dépend pas de l’ensemble de la configu-
rationx mais seulement dex restreinte à la cliquec (Uc(x) = Uc(xt, t ∈ c)).

Nous pouvons maintenant définir le champ de Gibbs de potentiel associé au système de voisinageV : c’est
le champ aléatoireX dont la probabilité est une mesure de Gibbs associée au système de voisinageV , ce qui
implique :

P (X = x) =
1

Z
exp (−U(x)) =

1

Z
exp (−

∑

c∈C
Uc(x))

L’énergie globale d’un champ de Gibbs possède donc la propriété de se décomposer sous forme d’une somme
d’énergies locales, qui comme on le verra par la suite permettront d’accéder aux probabilités conditionnelles lo-
cales. Notons ici que plus une configuration d’un champ de Gibbs a une énergie faible, plus elle est probable.

Le théorème de Hammersley-Clifford [Besag, 1974] établit alors le résultat fondamental suivant sous les hy-
pothèses :

– S fini ou dénombrable,
– le système de voisinageV est borné,
– l’espace des étatsE est discret
X est un champ de Markov relativementà V etP (X = x) > 0 ∀x ∈ Ω si et seulement si X est un champ

de Gibbs de potentiel associé à V .

Par exemple, si nous considérons un champ de Markov de voisinage 4-connexe, nous pouvons écrire l’énergie
de la configurationx sous la forme :

U(x) =
∑

c=(s)∈C1

Uc(xs) +
∑

c=(s,t)∈C2

Uc(xs, xt)

Notons que rien n’interdit la non-stationnarité du champ,c’est-à-dire la variation des potentielsUc en fonction de la
localisation de la cliquec dans l’image [Descombes, 1993]. D’autre part, rien n’impose la symétrie des potentiels
et on peut avoirUc=(r,s)(0, 1) 6= Uc(1, 0).

Le théorème de Hammersley-Clifford, et la forme bien spécifique de probabilité deX qui en résulte, va per-
mettre de lier les probabilités globales et locales comme nous allons le voir maintenant. En effet si nous cherchons
à écrire la probabilité conditionnelle localeP (xs / X

s = xs), nous avons grâce au résultat précédent :

P (Xs = xs / X
s = xs) =

P (X = x)

P (Xs = xs)
=

exp(−U(xs, x
s))∑

ξ ∈E

exp(−U(ξ, xs))

Définissons l’énergie localeUs par :

Us(xs / xt, t ∈ Vs) =
∑

c∈ C / s∈ c

Uc(xs, xt, t ∈ Vs) =
∑

c∈C / s∈ c

Uc(xs, Vs)

en notantVs = (xt, t ∈ Vs). Cette énergie locale ne fait donc intervenir que les voisins des. On peut alors écrire
l’énergie globaleU(x) sous la forme :

2Il est toujours possible de trouver un système de voisinageV permettant de décomposerU ; le cas extrême correspondant à des sites tous
voisins les uns des autres.
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U(x) =
∑

c∈C / s6∈c

Uc(x) +
∑

c∈C / s∈c

Uc(x) =
∑

c∈C / s6∈c

Uc(x) + Us(xs / Vs)

En simplifiant l’expression de la probabilité conditionnelle locale en supprimant les termes communs qui font
intervenir les cliques ne contenant pas le sites au numérateur et au dénominateur, on a :

P (Xs = xs | Xs = xs) =

exp(−
∑

c∈C / s6∈c

Uc(x) − Us(xs / Vs))

∑

xs ∈E

exp(−
∑

c∈C / s6∈c

Uc(x) − Us(xs / Vs))
(7.1)

=
exp(−Us(xs / Vs)∑

xs ∈E

exp(−Us(xs / Vs))

L’expression obtenue, qui ne fait intervenir que les potentiels des cliques contenant le sites (ce qui nous permet
de retrouver au passage l’hypothèse markovienne), est tr`es importante. En effet, autant il n’est pas possible partant
d’une configurationx d’accéder à sa probabilité à cause de la constante de normalisation, autant il est possible de
calculer en chaque site la probabilité conditionnelle locale. Cette expression sera à la base de tous les algorithmes
de simulation de champs markoviens que nous verrons dans la section suivante.

Remarque :Le théorème de Hammersley-Clifford n’est valable que lorsqu’aucune configuration n’est interdite
(conditionP (X = x) > 0 ∀x). Des solutions ont été proposées, lorsqu’il est souhaitable de supprimer certaines
configurations irréalistes (par exemple avoir une route àl’intérieur d’une zone de mer, ou de l’os dans la matière
blanche du cerveau).

7.1.4 Echantillonnage de MRF

Si nous résumons les résultats précédents, la définition d’un champ de Markov passe par la définition de sa
fonction d’énergieU . Celle-ci nécessite la définition d’un système de voisinage, qui définit alors le système de
cliques, et de fonctions de potentiel associées aux cliques. Ces fonctions de potentiel permettent d’accéder à la
probabilité globale d’une configuration, et aux probabilités conditionnelles locales.

Le problème qui se pose alors est, étant défini un champ de Markov, comment pouvons-nous réaliser le tirage
d’une configuration (une image ici) en suivant la loi de probabilité de Gibbs caractéristique de ce champ ? Deux
algorithmes ont été proposés pour synthétiser des réalisations d’un champ de Markov qui sont :

– l’échantillonneur de Gibbs,
– l’algorithme de Métropolis

que nous allons décrire maintenant.

L’ échantillonneur de Gibbs

Cet algorithme, proposé par Geman et Geman [Geman et Geman,1984a], repose sur la construction itérative
d’une suite d’images. A la convergence, i.e après un nombred’itérations suffisant, les images construites sont des
réalisations tirées selon la loi de Gibbs globale.

La méthode de construction de l’image à l’itérationn, partant de l’image à l’itérationn− 1 se fait par mises à
jour successives des sites de l’image.À l’étapen :

• choix d’un sites ;
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• au sites, selon la configuration des voisinsVs pour l’imagex(n−1), calcul de la probabilité conditionnelle
locale :

P (Xs = xs | Vs) =
exp(−Us(xs | Vs))∑

ξ ∈ E

(exp(−Us(ξ | Vs))

• mise à jour du sites par tirage aléatoire selon la loiP (Xs = xs | Vs).

On considère que l’algorithme a convergé après un grand nombre d’itérations ou lorsque le nombre de changements
est faible. Le choix du sites considéré à l’étapen peut se faire de n’importe quelle façon à condition de balayer tous
les sites un très grand nombre de fois (théoriquement un nombre infini de fois). Les méthodes usuelles consistent
à tirer un site selon une loi uniforme, ou effectuer un balayage classique, ligne par ligne, de l’image.

Cet algorithme construit en réalité une suite d’imagesx(n) qui sont les observations d’une suiteX(n) de champs
aléatoires constituant une chaı̂ne de Markov pour un certain noyau de transition. On peut montrer le théorème
suivant, lorsque la séquence balaye chaque site une infinité de fois :

∀x(0) ∀x ∈ Ω lim
n→∞

P(X(n) = x | X(0) = x(0)) = P (x)

oùP est la mesure de Gibbs associée au champ de Markov considéré. Ainsi, après un grand nombre d’itérations,
les imagesx(n) générées sont des réalisations de la loi globaleP (x), et cela indépendemment de la configuration
initiale x(0).

La preuve de ce théorème, et donc de la convergence de l’algorithme, est donnée dans [Winkler, 1995].

On parle de l’échantillonneur de Gibbs comme d’un algorithme de relaxation, car il procède par mises à jour
successives des sites, et probabiliste car celle-ci est fondée sur un tirage aléatoire.

L’algorithme de Metropolis

L’échantillonneur de Gibbs est un algorithme très utilisé en traitement d’images pour la synthèse de champs
de Markov. Néanmoins, un algorithme antérieur et issu de la physique statistique avait été mis au point dans les
années 50 par Metropolis [Metropolis et al., 1953].

Cet algorithme repose sur un principe similaire à l’échantillonneur de Gibbs, et il s’agit également d’un algo-
rithme de relaxation probabiliste. Le principe est là encore de construire une suite d’images qui seront des tirages
selon la loi du champ de Markov après un nombre suffisamment grand d’itérations. Mais la mise à jour en un site
s’effectue de façon différente. Ainsi à l’étapen :

• choix d’un sites
• tirage aléatoire d’un descripteurλ dansE selon une loi uniforme ;
• calcul de la variation d’énergie pour le passage du label dusites dex(n−1)

s àλ :

∆U = Us(λ | V (n−1)
s ) − Us(x

(n−1)
s | V (n−1)

s )

• deux cas sont alors possibles :

1. ∆U < 0, le changement est accepté :x
(n)
s = λ ;

2. ∆U ≥ 0, le changement est accepté ou refusé par tirage selon les probabilitésp = exp(−∆U) et1−p.
Le système de balayage des sites et le critère d’arrêt sont similaires à ceux de l’échantillonneur de Gibbs. La

différence avec l’échantillonneur de Gibbs réside dansle tirage au sort du nouveau niveau de gris (ou descripteur),
au lieu de considérer la loi définie par tous les descripteurs. Comme on ne considère que la variation énergétique
entre les 2 configurations, l’algorithme de Metropolis est plus rapide à chaque étape que l’échantillonneur de Gibbs,
qui lui nécessite le calcul de la fonction de partition locale. Mais la convergence peut être plus lente car le taux
d’acceptation est strictement inférieur à 1 (les transitions ne sont pas toujours acceptées, contrairement au cas de
l’échantillonneur de Gibbs).
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Là encore, le principe est de construire une chaı̂ne de Markov selon un certain noyau de transition (différent de
celui intervenant dans l’échantillonneur de Gibbs). Le théorème précédent est alors encore vérifié pour l’algorithme
de Metropolis.

7.1.5 Le recuit simuĺe

Nous avons vu dans les paragraphes précédents comment échantillonner selon la loi de probabilité de Gibbs
associée au champ de Markov.À chaque application des précédents algorithmes, une nouvelle réalisation est obte-
nue. Il peut être utile également de pouvoir calculer la oules configurations les plus probables qui correspondent
aux états d’énergie minimale. C’est l’algorithme du recuit simulé qui permet de trouver ces réalisations.

Avant de présenter cet algorithme, nous avons besoin de quelques résultats sur les distributions de Gibbs avec
paramètre de température que nous présentons maintenant.

Distribution de Gibbs avec temṕerature

Une distribution de Gibbs avec paramètre de température est une probabilité qui s’écrit :

PT (X = x) =
1

Z(T )
exp(−U(x)

T
)

avecZ(T ) =
∑

x

exp(−U(x)

T
) et T > 0. Le terme de température provient de l’analogie avec la physique

statistique.

Il est intéressant d’étudier le comportement de cette distribution pour des valeurs extrêmes du paramètre de
température.

• T → ∞ :

On aexp(−U(x)

T
) → 1 et comme

∑

x

PT (X = x) = 1, on obtient

PT (X = x) → 1

CardΩ

DoncPT converge vers la probabilité uniforme surΩ, i.e pour une température infinie tous les états sont équiprobables.

• T → 0 :

NotonsU∗ l’énergie minimale etΩ∗ l’ensemble des configurations atteignant l’énergie minimaleΩ∗ = {x1, ...., xk}
(x1, ...xk sont les minima globaux de l’énergie). On peut écrire :

PT (X = x) =
exp(−U(x)

T
)

∑

y

exp(−U(y)

T
)

=
exp(−U(x) − U∗

T
)

∑

y

exp(−U(y) − U∗

T
)

=
exp(−U(x) − U∗

T
)

∑

y 6∈Ω∗

exp(−U(y) − U∗

T
) +

∑

y∈Ω∗

1

⋄ Si x 6∈ Ω∗, on aU(x) − U∗ > 0 et exp( (U(x)−U∗)
T ) → 0 pourT → 0. DoncPT (x) → 0 si x n’est pas un

minimum global de l’énergie.
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⋄ Si x ∈ Ω∗, on a :PT (x1) = PT (x2) = ... = PT (xk) = 1
k (il y a une somme finie de termes qui tendent vers 0

au dénominateur).

Ce qui signifie que lorsque la température est nullePT est uniformément distribuée sur les minima globaux de
l’énergie, i.e sur les configurations les plus probables. C’est ce résultat qui est à la base de l’algorithme de recuit
simulé.

Algorithme du recuit simul é

Cet algorithme est dédié à la recherche d’une configuration d’énergie minimale d’un champ de Gibbs (on ne
cherche plus ici à échantillonnner contrairement à précédemment). L’idée d’intégrer un paramètre de température
et de simuler un recuit a été initialement proposée par Kirkpatrick [Kirkpatrick et al., 1982] et reprise par Geman
et Geman [Geman et Geman, 1984a] qui ont proposé l’algorithme suivant.

Comme les algorithmes de simulation, c’est un algorithme itératif qui construit la solution au fur et à mesure.
Le déroulement de l’algorithme est le suivant (en notantn le numéro de l’itération) :

• choix d’une température initialeT (0) suffisamment élevée
• choix d’une configuration initiale quelconquex(0)

• à l’étapen

– simulation d’une configurationx(n) pour la loi de Gibbs d’énergie
U(x)

T (n)
à partir de la configuration

x(n−1) ; la simulation peut se faire par l’échantillonneur de Gibbs ou l’algorithme de Métropolis ; on
réalise en général un balayage complet de l’image à la températureT (n) ;

– diminution lente de la température :T (n) >
c

log(1 + n)
• arrêt lorsque le taux de changement est faible.

La décroissance logarithmique de la température est un rythme très lent ; en pratique des décroissances géométriques
sont utilisées, souvent sans dégradation notable des résultats obtenus. La constantec intervenant dans la décroissance
dépend de la variation énergétique globale maximale surl’espace des configurations.

La figure 7.1.5 montre l’évolution du paysage énergétique représenté en 1 dimension au fur et à mesure de la
décroissance en température. Au départ, toutes les configurations sont équiprobables puis les minima énergétiques
apparaissent et s’accentuent.

Notons que contrairement aux algorithmes de l’échantillonneur de Gibbs et de Métropolis qui échantillonnent
selon la loi de Gibbs et qui sont en mesure de donner toutes lesconfigurations possibles, les images obtenues par
recuit simulé sont uniques et doivent en théorie correspondre aux minima globaux de l’énergie.

Il existe une preuve de convergence de cet algorithme, qui repose à nouveau sur la construction d’une chaı̂ne de
Markov, mais qui est hétéroggène cette fois-ci à cause de la variation du paramètre de température [Geman et Geman, 1984a].
Intuitivement, le recuit simulé permet d’atteindre un optimum global, car il accepte des remontées en énergie. Avec
la décroissance de la température, ces sauts énergétiques sont progressivement supprimés au fur et à mesure qu’on
se rapproche de l’optimum global. La descente en température doit donc se faire suffisamment lentement pour que
l’algorithme ne reste pas piégé dans un minimum local de l’énergie.

Algorithme des modes conditionnels it́erés (ICM)

Malheureusement, l’algorithme du recuit simulé est trèslourd en temps de calcul puisqu’il demande la génération
d’un grand nombre de configurations au fur et à mesure que la température décroı̂t. Des algorithmes sous-optimaux
sont donc souvent utilisés en pratique. Besag [Besag, 1986] a ainsi proposé un autre algorithme, beaucoup plus
rapide, mais pour lequel nous n’avons pas de preuve de convergence vers un minimum global. Il s’agit de l’ICM,
Iterated Conditional Mode, que nous allons présenter ici.

Cet algorithme est un algorithme itératif modifiant à chaque étape les valeursxs de l’ensemble des sites de
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énergie

a
b

espace des configurations

température T
x xloc glob

Ω
a :∆U < 0, transition acceptée
b : ∆U > 0, transition selon une probabilitép = exp(−∆U/T )

l’image. Mais à la différence de ces algorithmes qui étaient stochastiques par essence, la modification d’une valeur
se fait ici de façon déterministe.

On construit donc, partant d’une configuration initialex(0), une suite d’imagesx(n), convergeant vers une
approximation du MAP̂x recherché. Soit un tour la visite de tous les sites de l’image, on parlera dans la suite
d’itérations à chaque mise à jour d’un site et d’étape àchaque mise à jour de toute l’image (i.e accomplissement
d’un tour).

Le déroulement de l’étapen s’effectue de la façon suivante : on parcourt tous les siteset en chaque site, on
effectue les deux opérations suivantes :

1. calcul des probabilités conditionnelles locales, pourtoutes les valeurs possibles deλ dansE du site :

P (Xs = λ / x̂r(k), r ∈ Vs)

(en pratique, calcul plus simplement des énergies conditionnelles locales)

2. mise à jour de la valeur par leλ maximisant la probabilité conditionnelle locale :

x̂s(k + 1) = ArgmaxλP (Xs = λ / x̂r(k), r ∈ Vs)

(ou de façon équivalente, minimisant l’énergie conditionnelle locale).

Le processus s’arrête lorsque le nombre de changements d’une étape à l’autre devient suffisamment faible.

On peut montrer que l’énergie globale de la configurationx̂ diminue à chaque itération. Cet algorithme, contrai-
rement au recuit simulé, est très rapide (une dizaine de balayages permettent d’arriver à convergence) et peu
coûteux en temps de calcul puisqu’il ne nécessite que le calcul des énergies conditionnelles locales. En contrepar-
tie, ses performances dépendent très fortement de l’initialisation (par rapport à la forme du paysage énergétique)
puisqu’il converge vers un minimum local. L’ICM s’apparente à une descente en gradient (on fait baisser l’énergie
à chaque itération) ou à un recuit simulé gelé à température nulle, et peut donc rester bloqué dans le minimum
énergétique local le plus proche de l’initialisation. Lerecuit simulé, au contraire, grâce au paramètre de temp´erature
et aux remontées en énergie qu’il autorise permet d’accéder au minimum global.

Notons qu’il a également été proposé d’utiliser la programmation dynamique pour estimer le MAP [Derin et Elliott, 1987a].
Mais il est alors nécessaire d’être dans une configurationsimple de segmentation (peu d’étiquettes, dimensions rai-
sonnables) et seule une approximation peut être obtenue.
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7.1.6 Quelques MRF fondamentaux

Nous présentons ici quelques uns des champs de Markov les plus utilisés. Comme indiqué précédemment, ces
champs sont définis par leur voisinage et leurs fonctions depotentiel. Ils sont illustrés par le tirage de réalisations
selon l’échantillonneur de Gibbs.

3 Modèle d’Ising :

Ce modèle est le plus ancien (1925 [Ising, 1925]) et a été développé lors de l’étude du ferro-magnétisme en
physique statistique. L’espace des descripteurs est celuides états des spins, i.eE = {−1, 1} (espace binaire), et le
voisinage est constitué par les 4 ou 8 plus proches voisins dans un espace bidimensionnel. Les potentiels sont des
potentiels en tout ou rien :

Uc=(s,t)(xs, xt) = −β si xs = xt

= +β si xs 6= xt

Ce qui s’écrit égalementUc=(s,t)(xs, xt) = −βxsxt.

Les potentiels des cliques d’ordre 1 (clique constituée par un seul spin) sont de la forme−Bxs. L’énergie totale
s’écrit :

U(x) = −
∑

c=(s,t)∈C
βxsxt −

∑

s∈S

Bxs

β est la constante de couplage entre sites voisins etB représente un champ magnétique externe. Lorsqueβ est
positif, les configurations les plus probables (i.e d’énergies plus faibles) sont celles pour lesquelles les spins sont
de même signe (ferro-magnétisme), alors que dans le cas deβ négatif, au contraire, on favorisera l’alternance
de spins de signes opposés (anti-ferromagnétisme). La valeur (signe et valeur absolue) deβ conditionne donc la
régularité du modèle d’Ising. Quant au champ magnétique externe relatif au potentiel d’ordre 1, il favorise a priori
par son signe un spin ou un autre.

La figure 7.2 montre des réalisations de modèles d’Ising pour différents paramètres (la régularisation appelée
critique correspond à l’apparition des zones homogènes).

3 Modèle de Potts :

Il s’agit d’une extension du modèle d’Ising [Wu, 1982] pourun espacem-aire, i.e.E = {0,m − 1}. Il peut
s’agir de plusieurs niveaux de gris, mais plus souvent pour ce modèle, d’étiquettes (labels) pouvant représenter
une classification de l’image (par exemple les classeseau, for̂et, champ, ville). Le voisinage considéré est 4- ou
8-connexe et les potentiels sont comme précédemment en tout ou rien mais définis seulement pour les cliques
d’ordre 2 :

Uc=(s,t)(xs, xt) = −β si xs = xt

= +β si xs 6= xt

Lorsqueβ est positif, les configurations les plus probables correspondent à des sites voisins de même niveau de gris
ou descripteur, ce qui donne des réalisations constituées par des larges zones homogènes. La taille de ces regions
est gouvernée par la valeur deβ. Des exemples de réalisations pour différentes valeurs de β sont montrés figure
7.3.

Il est possible de définir des modèles utilisant des pondérationsβ différentes en fonction des directions des
cliques, et de privilégier ainsi certaines directions.

Ce modèle permet également de prendre en compte différentes relations entre les régions (i.e. entre différentes
valeurs des descripteurs). On peut par exemple définir des pondérationsβ(es, et) pour es, et ∈ E. Dans notre
exemple de classification en 4 étiquetteseau, for̂et, champ, ville, une configuration de sites avec les étiquettes
champ / for̂etpeut être supposée plus probable qu’une configurationville / forêt, d’où des valeursβ(champ, forêt)
etβ(ville, forêt) différentes [Sigelle, 1993].
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FIG. 7.2 – Le modèle d’Ising plan et 4-connexe pour différentes valeurs de paramètres - Simulations en raccorde-
ment torique ; a. Image aléatoire :β = 0, b.régularisation faible,β = 0, 2 ; c. régularisation critique :β ≈ 0, 44 ;
d. régularisation forte :β = 4.

3 Modèle markovien gaussien :

Ce modèle est réservé aux images en niveaux de grisE = {0, ..., 255} et ne convient pas bien aux images
d’étiquettes. Le voisinage est 4 ou 8-connexe et l’énergie est de la forme :

U(x) = β
∑

c=(s,t)

(xs − xt)
2 + α

∑

s∈S

(xs − µs)
2

Le premier terme correspondant aux cliques d’ordre 2 est un terme de régularisation, qui favorise les faibles
différences de niveaux de gris entre sites voisins pourβ > 0. Le second terme peut correspondre à un terme

d’attache aux données dans le cas où on possède une image de données extérieures. Le rapport
α

β
pondère les

influences respectives de l’attache aux données et de la régularisation, et les valeurs absolues des paramètres
caractérisent le caractère plus ou moins piqué ou équiréparti au contraire de la distribution.

7.2 Applications : restauration et segmentation

Nous avons étudié dans la section précédente des algorithmes de simulation permettant de générer des réalisations
d’un champ de Markov donné. Nous abordons ici leur utilisation en tant qu’outils de traitements d’images pour
deux grandes applications de bas niveau : la restauration d’images et la segmentation.

Cadre bayésien

Pour ces deux applications, on peut modéliser le problèmedans un cadre bayésien de la façon suivante.
Nous disposons d’une certaine donnée (image) que nous noteronsy et que nous pouvons considérer comme une
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FIG. 7.3 – Le Modèle de Potts 2D et 4-connexe pour différentes valeurs de paramètres (m = 4) - Simulations en
raccordement torique ; a. Image aléatoire :β = 0, b.régularisation faible,β = 0.2 ; c. régularisation critique :
β ≈ 1, 099 ; d. régularisation forte :β = 4.

réalisation d’un champ aléatoireY . Nous cherchons une réalisationx de l’image restaurée ou segmentée, que
nous pouvons modéliser comme un champ de MarkovX . X est le champ des étiquettes (labels) dans le cas de la
segmentation, le champ des intensités dans le cas de la restauration. Les espaces de configurations ne sont donc
pas nécessairement les mêmes pourX etY . Ces deux champs sont liés par le processus d’acquisition de l’image,
qui conduit du champ idéalX , le processus image originel que nous cherchons, au champ bruitéY que nous ob-
servons. La restauration ou la segmentation ont pour objectif d’inverser le processus et donc de remonter à une
réalisation deX à partir de l’observation des données bruitéesy. On parle dans ce contexte de champ de Markov
caché pourX , ou de données incomplètes puisquey n’est pas une réalisation deX .

On peut par exemple utiliser le critère du maximum a posteriori et rechercher la configuration̂x maximisant la
probabilité deX conditionnellement à la donnéey i.eP (X = x / Y = y). Or la règle de Bayes permet d’écrire :

P (X = x / Y = y) =
P (Y = y / X = x)P (X = x)

P (Y = y)

Expression dans laquelle il s’agit alors d’analyser chacundes termesP (Y = y / X = x) etP (X = x), sachant
queP (Y ) est une constante (indépendante de la réalisationx). Le premier termeP (Y = y|X = x) décrit
justement le processus d’observation et d’acquisition desdonnées. L’hypothèse la plus courante (dont la validité
reste à justifier) consiste à supposer l’indépendance conditionnelle des pixels (bruit non corrélé par exemple) :

P (Y = y / X = x) =
∏

s

P (Ys = ys / Xs = xs)

Cette écriture n’est plus valable lorsqu’il y a une convolution par la fonction de transfert du système d’acquisition,
mais on peut montrer que le champ a posteriori reste markovien.

Par ailleurs, on fait sur le champX recherché une hypothèse markovienne selon un voisinageV et un modèle
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donné dépendant de l’application. On peut alors écrire :

P (X = x) =
exp(−U(x))

Z

Si on revient maintenant à la distribution a posteriori, celle-ci s’exprime par :

P (X = x / Y = y) ∝ P (Y / X)P (X) ∝ elnP (Y / X) − U(x)

∝ e−U(x / y)

avec :
U(x / y) =

∑

s∈S

− ln p(ys / xs) +
∑

c∈C
Uc(x) (7.2)

Par conséquent, sous les hypothèses précédentes, on constate que la distribution a posteriori est une distribution
de Gibbs et que donc le champX conditionnellement ày est également un champ de Markov (théorème de
Hammersley-Clifford). Ainsi, il est possible de simuler des réalisations de ce champ à l’aide de l’échantillonneur
de Gibbs ou de l’algorithme de Metropolis. Mais la configuration x qui nous intéresse est celle maximisant la
probabilité a posteriori, donc la réalisation la plus probable du champ de Gibbs, ou encore celle qui minimise
l’énergieU(x / y). L’algorithme du recuit simulé décrit plus haut permet d’atteindre ce (ou ces) état(s) d’énergie
minimale.

7.2.1 Cas de la restauration

Reprenons la démarche précédente et exprimons plus en d´etails l’énergieU(x / y) dans un cas particulier de
restauration.

Dans le cas où le processus d’acquisition entraı̂ne une dégradation de l’image sous forme d’un bruit blanc
gaussien de varianceσ2, on a la probabilité conditionnelle suivante :

p(ys / xs) =
1√
2πσ

exp− (xs − ys)
2

2σ2

La probabilité a prioriP (X = x) permet d’introduire les contraintes que nous souhaitons imposer à la solu-
tion (i.e. que nous supposons pour le processus originel). En faisant l’hypothèse queX est markovien nous nous
restreignons à des contraintes locales, le plus souvent derégularité entre sites voisins. On choisit fréquemmentun
modèle avec des potentiels d’ordre 2 :

P (X = x) =
1

Z
exp(−β

∑

(s,t)∈C2

φ(xs − xt))

On a alors l’énergie suivante correspondant à la distribution de Gibbs du champ a posteriori :

U(x / y) =
∑

s∈S

(xs − ys)
2

2σ2
+ β

∑

(s,t)∈C2

φ(xs − xt) (7.3)

Le champX conditionnellement ày est donc un champ de Gibbs pour le même système de voisinagequeX . La
constanteβ pondère l’influence entre le terme d’attache aux données (cliques d’ordre 1) qui impose des niveaux de
grisxs de l’image restaurée proches de ceuxys de la donnée bruitée, et le terme de régularisation (cliques d’ordre
2) qui impose une solution constituée de zones homogènes.Le modèle pourX peut être soit markovien gaussien,
soit plus adapté à la restauration des contours avec une fonctionφ appropriée. En effet, le modèle gaussien qui
correspond à un fonctionφ quadratique favorise des niveaux de gris proches pour des pixels voisins dans tous
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les cas. Or si on considère une image naturelle cet aspect est néfaste à proximité des contours car il favorisera
la présence d’un dégradé. Aussi, de nombreuses fonctionsφ ont été proposées pour modéliser les potentiels des
cliques d’ordre 2 :Uc=(s,t) = φ(xs − xt). L’idée est de supprimer la pénalisation lorsque la variation de niveaux
de gris est supérieure à une certaine valeur considéréecomme représentant un contour.

7.2.2 Cas de la segmentation

Dans ce contexte, le champ markovienX est défini sur un autre espace de configurations queY car seulement
quelques étiquettes sont considérées :E = {1, ...,m− 1} (correspondant aux différentes classes cherchées). Dans
ce cas le processus de passage deX (champ des labels) àY ne décrit pas tant le processus d’acquisition que
l’apparence des classes dans l’image. Le termeP (Y = y / X = x) traduit donc la probabilité de réalisation
d’une configuration donnée connaissant son étiquetage (i.e. connaissant la classe de chaque pixel). En supposant
l’indépendance des sites les uns par rapport aux autres, eten supposant que le niveau de grisys en un sites ne
dépend que de l’étiquettexs en ce site, on a :

P (Y = y / X = x) =
∏

s

P (ys / xs)

Les valeurs des probabilités conditionnelles sont données par l’histogramme conditionnel des niveaux de gris pour
une classe donnée. Par exemple, si on suppose que chaque classei a une distribution gaussienne de moyenneµi et
d’écart-typeσi, on a :

P (ys / xs = i) =
1√

2πσi

exp(− (ys − µi)
2

2σ2
i

)

Si comme précédemment on fait une hypothèse markoviennesurX et qu’on se limite aux cliques d’ordre 2, on a :

P (X = x) =
1

Z
exp(−β

∑

(s,t)∈C2

φ(xs − xt))

D’où l’énergie a posteriori :

U(x / y) =
∑

s

(ys − µxs
)2

2σ2
xs

+ log
√

2πσxs
+ β

∑

(s,t)∈C2

φ(xs, xt) (7.4)

Le champ des étiquettes conditionnellement ày est markovien et d’énergie de GibbsU(x / y). Là encore, comme
pour la restauration, le terme d’ordre 1 exprime le respect des données (le niveau de gris doit correspondre à la
classe), et le terme d’ordre 2 la contrainte de régularisation introduite. On choisit souvent un modèle de Potts pour
X , ce qui donne une image segmentée avec de larges zones homogènes.

La figure 7.4 montre un exemple de segmentation d’une image satellitaire obtenue par le radar à ouverture
synthétique ERS-1. L’utilisation du modèle de Potts pourle terme d’attache aux données donne des régions com-
pactes.

Dans les deux applications précédentes il est nécessaire de pouvoir déterminer le ou les états d’énergie mi-
nimale qui correspondent au maximum de la probabilité d’unchamp markovien. L’algorithme du recuit simulé
présenté permet de trouver ces configurations. Nous reviendrons sur ce point en présentant d’autres estimateurs de
la solution dans la section suivante.
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a. Image radar originalec©ERS-1

b. Image segmentée en régions

FIG. 7.4 – Exemple de segmentation markovienne sur une image ERS-1 du Flevoland.
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Chapitre 8

Equations aux d́erivées partielles et
traitement d’images

Chapitre rédigé par Yann GOUSSEAU

Un exemple classique d’équation aux dérivées partielles est l’équation de la chaleur, qui s’écrit, pour une
fonctionu0 deΩ ⊂ R2 dansR :

{
∂u
∂t = ∆u

def
= ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2

u(x, 0) = u0(x)
(8.1)

avec des conditions aux bords deΩ. La solution de cette équation est une fonctionu deΩ×R+ dansR, qui décrit
la propagation au cours du tempst de la chaleur dans un milieu isotrope (u(x, t) est la quantité de chaleur au point
x et à l’instantt). Les équations aux dérivées partielles (E.D.P.) apparaissent naturellement dans de nombreux
domaines de la physique, mais leur utilisation en traitement des images peut sembler étrange au premier abord : à
quoi correspond l’évolution dans le temps ou l’état stationnaire ? Lorsque l’équation (8.1) est appliquée à une image
u, t ne désigne plus le temps mais est un paramètre d’échelle.Partant d’une imageu0 et résolvant cette équation,
nous obtenons une suite d’imagesu(., t), images ” simplifiées ” à l’échellet. Les E.D.P. apparaissent donc dans le
cadre d’analyses multi-échelles, et sont à ce titre utilisées en débruitage, en restauration, ou en traitement pr´ealable
à des applications en reconnaissance des formes. Ces équations sont également essentielles dans le cadre des
problèmes variationnels, ou l’on cherche une image (ou unereprésentation associée à l’image) qui minimise une
certaine énergie. La descente de gradient associée à cette énergie fait alors apparaı̂tre une E.D.P. dont la résolution
fournit une solution au problème d’optimisation considéré. Cette approche est utilisée dans des domaines aussi
variés que la détection de contours, la restauration, le recallage d’images, etc.

Dans ce chapitre, nous envisagerons les E.D.P. essentiellement sous l’angle de l’analyse multi-échelles. En par-
ticulier nous n’aborderons qu’en passant le lien entre E.D.P. et problèmes variationnels. Les résultats mathématiques
seront admis, et l’accent sera mis sur quelques exemples d’´equations illustrant les points nous paraissant les plus
importants. Après avoir précisé l’effet de l’équationde la chaleur sur les images, nous expliquerons pourquoi cer-
taines équations non-linéaires sont mieux adaptées à leur structure, et donnerons un aperçu de l’importance des
E.D.P. dans le cadre de l’analyse multi-échelles.

129
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8.1 L’équation de la chaleur et ses limitations

8.1.1 Quelques notations

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est nécessaire de préciser quelques notations. Un point deR2 sera noté
a = (a1, a2) et sa norme|a| = (a2

1 + a2
2)

1
2 . Le produit scalaire entrea etb esta.b = a1b1 + a2b2. La fonction

indicatrice d’un ensembleA deR2 sera notée11A.

Pour une fonction réellef , que nous supposonsC2 (deux fois continuement différentiable) nous noterons ses
dérivées partielles :

fx =
∂f

∂x
, fy =

∂f

∂y
, fxy =

∂2f

∂x∂y
, ...

Le gradient def est défini par :

∇f = (fx, fy).

Le laplacien def est défini par :

∆f = fxx + fyy.

8.1.2 Pourquoi l’équation de la chaleur

Dans les années 60, Gabor a remarqué que la différence entre une image netteu0 et cette même image floue était
en première approximation proportionelle au laplacien deu0, ∆u0. Le petit calcul qui suit explique ce phénomène
dans le cas où l’image est rendue floue par moyennage locale.Pour r positif, nous définissons l’opérateur de
moyennage local par :

Mr(u0)(x) =
1

πr2

∫

D(x,r)

u0(x
′)dx′,

oùD(x, r) est le disque de centrex et de rayonr. En effectuant un développement de Taylor au voisinage dex il
est facile de voir que

Mr(u0)(x) − u0(x)

r2
=

1

8
∆u0(x) + ǫ(r),

où ǫ est une fonction qui tend vers 0 sir tend vers 0. Si nous notons alorsMn
r l’opérateur correspondant àn

applications successives deMr, il est possible de montrer que, sinr2 tends vers un nombre positift et n vers
l’infini, alorsMn

r (u0)(x) converge versu(x, t), solution de l’équation

{
∂u
∂t = 1

8∆u,

u(., t) = u0.
(8.2)

Ce résultat signifie que si l’on construit une suite d’images de plus en plus lissées en partant deu0, on ob-
tient asymptotiquement une suiteu(., t) solution de l’équation de la chaleur (le facteur 1/8 peut être supprimé
en normalisant le filtre). Plus généralement, ce type de relation reste vérifié siMr est remplacé par un opérateur
de convolution avec un noyau isotropeg de masse unité (c’est à dire que

∫
g = 1) suffisamment régulier (voir

[Guichard et Morel, 2002]). En ce sens, l’équation de la chaleur est caractéristique d’un grand nombre de filtrages
linéaires, et nous allons donc maintenant nous intéresser à cette équation, en commençant par donner une construc-
tion explicite de ses solutions.
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8.1.3 Equation de la chaleur et noyau gaussien

SoitC = [0, 1]2 le cube unité. Soitu0 une fonction intégrable deC dansR (une image). Nous prolongeons
u0 par symétrie par rapport aux axesOx etOy, de façon à obtenir une fonction définie sur[−1, 1]2. Puis nous
prolongeons cette fonction àR2 entier par périodisation. Ce prolongement a pour but de pouvoir appliquer des
convolutions àu0. Nous obtenons ainsi une fonction symétrique par rapport aux axes, 2-périodique en chacune de
ses variables. Nous noterons dans la suiteLC l’ensemble des fonctions intégrables ayant ces propriétés. C’est dans
le cadre de cet espace (dont un élément peut être vu comme une image représentée par une fonction deC dansR)
que nous donnons la forme des solutions de l’équation de la chaleur.

Soit

Gt(x) =
1

4πt
exp

(
−|x|2

4t

)
,

etu0 ∈ LC . Alorsu(., t) = Gt ∗ u0 est solution de l’équation de la chaleur dansLc, c’est à dire que
{

∂u
∂t = ∆u,∫
C |u(t,x) − u0(x)| →

t→0
0.

(8.3)

Ce résultat est ici admis, le lecteur intéressé peut se reporter à [Guichard et Morel, 2002]. Les bases mathématiques
nécessaires à la compréhension de ces résultats pourront être trouvées dans [Rudin, 1998]. Pour une étude plus
complète de l’équation de la chaleur et de nombreuses autres E.D.P., on se reportera à [Evans, 1998]. Numériquement,
nous obtenons donc les fonctionsu(., t) en convoluant l’image originale avec des noyaux gaussiens et en uti-
lisant des conditions de symétrie miroir aux bords de l’image. Dans ce chapitre, nous n’aborderons pas les as-
pects numériques liés aux E.D.P., et nous renvoyons le lecteur intéréssé aux références [Weickert et al., 1998]et
[Guichard et Morel, 2002].

8.1.4 Application aux images

Comme nous l’indiquions en introduction, les E.D.P. servent entre autre à simplifier graduellement les images,
selon le paramètret, de manière à en simplifier la structure et à supprimer le bruit. Sur la figure 8.1, nous présentons
une série d’images auxquelles a été appliquée l’équation de la chaleur (8.1) pour différents tempst. Nous remar-
quons que les images sont de plus en plus simplifiées lorsquet augmente. En particulier, une telle série peut être
utilisée lors de la recherche de structures géométriques, tels des contours. A chaque valeur det (” échelle ”) corres-
pond un ensemble de structures, qui doivent ensuite être traitées ensemble. Une telle approche est présentée dans
l’article [Witkin, 1983b]. Cependant, nous remarquons également que la structure des images est fortement altérée
par l’équation de diffusion (8.1). Les images deviennent floues. En particulier, les discontinuités (” contours ”) sont
lissés. Ces défauts de l’équation de la chaleur seront précisés au paragraphe 8.1.6.

8.1.5 L’équation de la chaleur inverse

Nous avons vu précédemment que l’équation de la chaleur permet de lisser une image à l’échellet, et que
partant d’une imageu0, nous obtenons une suite d’imagesut = Gt ∗ u0, images de plus en plus floues. Nous
avons également mentionné que cette suite d’images était asymptotiquement représentative d’un grand nombre
de filtrages linéaires. Dans le cadre de la restauration d’images, il semble donc raisonnable, partant d’une image
originale floue, de lui appliquer l’équation de la chaleur inverse, c’est à dire

∂u

∂t
= −∆u. (8.4)

Cette méthode donne des résultats satisfaisant pour des valeurs det petites (figure 8.3), mais est numériquement
très instable ce qui limite grandement son utilisation. Eneffet, l’équation (8.4) est mal posée, et est très sensible
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FIG. 8.1 – Application de l’équation de la chaleur. De haut en bas et de gauche à droite : image originaleu0 ;
images auxquelles a été appliquée l’équation (8.1), respectivement pour des tempst = 1, 3, 5, 10. On remarque en
particulier que les détails disparaissent et que les images deviennent floues lorsquet augmente.

aux conditions initiales. Ainsi, le résultat explose pourdes tempst très rapidement atteints en pratique, et cette
explosion est encore accélérée si l’on bruite l’image, ou si on la quantifie. Cette instabilité est illustrée sur lafigure
8.4, où l’on applique successivement l’équation de la chaleur et l’équation inverse. Pourt = 3 (images (c) et
(d)), nous remarquons l’apparition d’oscillations sur l’image restaurée. En présence de bruit, (images (e) et (f)),
nous ne voyons presque plus rien, car certaines valeurs sontdevenues très grandes en valeur absolue devant les
valeurs maximales de l’image originale. Il est ainsi impossible d’utiliser cette équation pour résoudre un problème
du type déconvolution en présence de bruit, et son utilit´e se limite à l’amélioration d’image, avec des tempst très
petits (voir figure 8.3, (a), (b)). Au chapitre 8.2.5, nous présenterons une équation non-linéaire qui permet une
restauration stable numériquement.
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FIG. 8.2 – Gauche : quelques lignes de niveau de l’image originale (pour les niveaux multiples de 30) ; droite,
lignes de niveau de l’évolution au tempst = 3. On remarque que le long des contours, endroit où les lignesde
niveau s’accumulent, l’équation de la chaleur 8.1 les éloigne les unes des autres.

FIG. 8.3 – Equation de la chaleur inverse. A gauche : image originaleu0 ; à droite : application de l’équation (8.4)
pourt = 0, 2.

8.1.6 Limitations, invariance par changement de contraste

Comme nous l’avons vu sur les exemples qui précèdent, l’équation de la chaleur permet de simplifier graduel-
lement une image et de se débarrasser d’oscillations indésirables, au prix d’une dégradation de leur structure. Cette
dégradation est flagrante sur les ensembles de niveau de l’image. Nous définissons l’ensemble de niveauλ, associé
à l’imagef définie sur le domaineΩ, par

χλ(f) = {x ∈ Ω|f(x) ≥ λ} .

Un contour dans une image correspond à un saut brusque de niveau de gris, et donc à une accumulation des
frontières des ensembles de niveau, appelées lignes de niveau. Ceci est visible sur la figure 8.2, où nous montrons
une image et quelques-unes de ses lignes de niveau (pour tousles niveauxλ multiples de 30). Sur la même figure,
à droite, nous montrons ce que sont devenues ces lignes apr`es lissage par l’équation de la chaleur. Nous voyons
nettement que les lignes se sont écartées les unes des autres, ce qui se traduit sur l’image par un effet de flou.
L’image a donc été simplifiée, mais ses contours ont étédétruits.

Plus formellement, l’équation de la chaleur n’est pas invariante par changement de contraste. Nous appelons
changement de contraste une transformation

f → g ◦ f,



134 CHAPITRE 8. EQUATIONS AUX D́ERIVÉES PARTIELLES ET TRAITEMENT D’IMAGES

où g est une fonction croissante deR dansR. Il est bien connu que ce type de changement n’altère pas notre
perception de la structure d’une image, et il suffit pour s’enconvaincre de se munir de lunettes de soleil ou de
changer les réglages d’une télévision. Insistons sur lefait que nous parlons ici de perception de la structure, et que
ceci n’est pas contradictoire avec le fait qu’un changementde contraste peut améliorer la qualité d’une image, voir
le chapitre 10. Par ailleurs, des changements de contraste interviennent dans la chaı̂ne d’acquisition des images.
Pour ces raisons, nous nous intéressons aux modifications d’image invariantes par changement de contraste : nous
dirons qu’un opérateurT (agissant sur les images) est invariant par changement de contraste si :

T (g ◦ f) = g ◦ T (f), (8.5)

pour toute fonction réelleg, croissante et continue. Or siTt désigne l’opérateur envoyant une imageu0 suru(., t),
solution de l’équation de la chaleur au tempst avecu0 comme condition initiale, il est facile de voir queg ◦Tt(u0)
n’est plus solution de l’équation (8.1) (le vérifier !), etdonc queTt n’est pas invariant par changement de contraste.
Précisons que l’invariance par changement de contraste est liée à l’évolution des ensembles de niveau de la façon
suivante : siT est un opérateur vérifiant (8.5) et monotone (c’est à direque siu > v, alorsTu > Tv), alors

T (11χλ(f)) = 11χλ(T (f)). (8.6)

L’invariance par changement de contraste est donc équivalente à une action sur les lignes de niveau. Plus généralement,
l’équation (8.6) permet de ramener l’étude des opérateurs sur les images invariants par changement de contraste à
celle d’opérateurs géométriques agissant sur des ensembles du plan. Bien que nous ne détaillons pas ici cet aspect,
nous voyons poindre le lien entre ces équations aux dériv´ees partielles et la morphologie mathématique (voir le
chapitre 6) : toute l’information d’une image est contenue dans ses ensembles de niveau. Le lecteur intéressé se
reportera à l’ouvrage [Guichard et Morel, 2002].

Nous verrons au paragraphe 8.3.3 que, sous des hypothèses assez faibles, la préservation des discontinuités
implique l’utilisation d’équations non-linéaires. Nous allons maintenant voir comment l’utilisation de ces équations
permet de simplifier les images en respectant mieux leur structure.

8.2 Equations de diffusion non-lińeaires

La recherche d’E.D.P. permettant une analyse multi-échelles des images tout en préservant leurs discontinuités
a été à l’origine d’un grand nombre d’équations dans lesannées 90. Dans ce chapitre, nous présentons quelques-
unes de ces équations, qui ont en commun de modifier les images en fonction de leur structure locale. Pour mieux
comprendre leurs effets, il est nécessaire de donner quelques définitions et résultats sur la structure locale des
fonctions de deux variables, ce qui est l’objet du paragraphe suivant.

8.2.1 Notations et structure locale des images

Nous considérons une fonctionf deΩ dansR, supposonsf C2, et nous plaçons en un pointa deΩ. En ce point,
passe la ligne de niveau associée au paramètreλ = f(a), c’est à dire la frontière deχf(a)(f), courbe deux fois
différentiable. Le long de cette ligne, la fonction est constante égale àf(a). Un premier résultat important est que
le gradient def ena, c’est à dire le vecteur∇f(a) = (fx(a), fy(a)), est perpendiculaire à cette ligne de niveau
(lorsqu’il est non nul). Si nous supposons que|∇f(a)| 6= 0, nous pouvons définir un système de coordonnées
locales en ce point (voir la figure 8.5) :

η =
∇f
|∇f | et ξ =

∇f⊥

|∇f⊥| ,

avec∇f⊥ = (−uy, ux).
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Nous définissons la matrice hessienne def :

Hf =

(
fxx fxy

fxy fyy

)
,

et notons égalementHf pour la forme quadratique associée, c’est à dire que pour deux vecteursX et Y , nous
avonsHf(X,Y ) = XtHfY , oùXt est le transposé deX .

Nous pouvons montrer les formules suivantes, qui permettent de calculer les dérivées secondes selonη et ξ
avec les coordonnées euclidiennes :

Hf

( ∇f
|∇f | ,

∇f
|∇f |

)
= fηη et Hf

(∇f⊥

|∇f | ,
∇f⊥

|∇f |

)
= fξξ.

Pour finir, nous définissons la courbure de l’image au pointa (où l’on a supposé que|∇f | 6= 0) par :

curv(f)(a) =
1

|∇f |3Hf(∇f⊥,∇f⊥)(a) =
fxxf

2
y − 2fxyfxfy + fyyf

2
x

(f2
x + f2

y )
3
2

(a).

Ceci est équivalent à :

curv(f)(a) = div(
∇f
|∇f | )(a) =

fξξ

|∇f | .

formule où la divergence est définie, pour une fonction vectorielleA(x, y) = (A1(x, y), A2(x, y)) par :

div(A) =
∂A1

∂x
+
∂A2

∂y
.

On peut montrer que curv(f)(a) est la courbure de la ligne de niveau passant para, c’est à dire l’inverse du rayon
du cercle osculateur à la courbe{f(x) = f(a)} ena (voir la figure 8.5).

8.2.2 L’équation de Malik et Perona

L’introduction des équations de diffusion non-linéaires dans le domaine du traitement des images remonte à
un article de Malik et Perona de 1987, ([Perona et Malik, 1990a]). Remarquons que l’équation de la chaleur (8.1)
peut s’écrire

∂u

∂t
= ∆u = div (∇u) .

La faiblesse de cette équation est que la diffusion est identique en tout point de l’image (cette équation modélise
initialement la diffusion de la chaleur dans un milieu isotrope). En particulier, comme nous l’avons vu au para-
graphe précédent, l’image est lissée aussi bien dans leszones homogènes que le long des contours. L’idée de Malik
et Perona est de lisser l’image dans les zones homogènes, etde ne pas faire évoluer l’image le long des contours,
voire de rehausser ces derniers, comme nous allons le voir plus précisément. L’équation correspondante s’écrit :

∂u

∂t
= div(g(|∇u|)∇u), (8.7)

avecg une fonction décroissante, valant 1 en zéro, et tendant vers 0 en l’infini. L’équation se rapproche donc de
(8.1) aux points où|∇u| est proche de 0. A titre d’exemple, nous considéreronsg(s) = 1

1+(λs)2 , un des choix de
fonctiong proposé par l’article original de Malik et Perona. Pour comprendre ce qui se passe aux points où|∇u|
est grand, nous réécrivons l’équation sous la forme

∂u

∂t
=

1

1 + λ2|∇u|2uξξ +
(1 − λ2|∇u|2)
(1 + λ2|∇u|2)2 uηη, (8.8)
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avec les notations du paragraphe 8.2.1. Contrairement au cas de l’équation de la chaleur (8.1), qui peut se réécrire
∂u
∂t = ∆u = uξξ +uηη, l’évolution varie en fonction des valeurs de|∇u| (norme et direction). Le premier terme de
l’équation (8.8) représente une diffusion uni-dimensionnelle dans la direction orthogonale au gradient, alors quele
deuxième terme prend des valeurs positives ou négatives selon la valeur de|∇u|, ce qui correspond respectivement
à une équation de la chaleur directe ou inverse (comme étudié au paragraphe 8.1.5). Remarquons l’importance du
paramètreλ, qui impose le type de diffusion en fonction des valeurs de|∇u|. Ainsi, cette équation se propose
de résoudre à la fois un problème d’analyse (l’image est simplifiée à l’échellet), et un problème de restauration
(rehaussement des contours), qui dépend d’un seuil sur le contraste. Signalons également que rien ne garantit
l’existence et l’unicité des solutions éventuelles de cette équation. Enfin remarquons que lors de l’utilisation de
cette équation comme prétraitement avant un détecteur de contours du type Canny (voir le chapitre 11), le choix
du paramètreλ correspondra au seuil que l’on se fixe pour|∇u|. Sur la figure 8.6, nous montrons les évolutions de
l’imageu0 de la figure 8.1 sous l’effet de l’équation (8.7). A nouveau,nous obtenons une suite d’images de plus en
plus simplifiées, ce qui sera utile par exemple pour une recherche de structures. Remarquez que les contours sont
mieux préservés que sur la figure 8.1, mais qu’ils ne sont pas traités de la même façon selon les valeurs du contraste
(de |∇u|). En particulier, les bords du chapeau très contrastés sont renforcés (comportement du type équation de
la chaleur inverse), alors que les bords de la roue moins contrastés deviennent flous lorsquet augmente.

8.2.3 Mouvement par courbure moyenne et variantes

Le type le plus simple d’équation de diffusion du type anisotrope s’écrit :

∂u

∂t
= uξξ, (8.9)

et a originellement été introduite par Sethian, [Sethian, 1985]. Il y a diffusion dans la direction perpendiculaire
au gradient, alors qu’il ne se passe rien dans la direction dugradient. Avec les résultats de la section 8.2.1, cette
équation peut se réécrire :

∂u

∂t
= |∇u|curv(u).

Signalons que l’équation (8.9) est invariante par changement de contraste. Nous verrons plus loin que ce type
de mouvement selon la courbure est inévitable si l’on s’intéresse aux équations invariantes par changement de
contraste. Rappelons que les modifications d’images invariantes par changement de contraste peuvent être vues
comme une évolution des ensembles de niveau de l’image, ce qui est exprimé par l’équation (8.6). Il est possible
de montrer que l’équation (8.9) fait évoluer les lignes deniveau de l’image selon leur courbure, c’est à dire qu’en
chaque pointa, la ligne de niveau passant para (c’est à dire la courbe{u(x) = u(a)}) évolue dans la direction de
sa normale ena (la direction de∇u(a)), à la vitesse curv(u)(a). En particulier, les lignes droites n’évoluent pas
sous l’effet de (8.9), et les oscillations brusques tendentà disparaı̂tre. Du fait de ces propriétés, cette équation a été
proposée dans le cadre de l’analyse de formes, voir [Kimia et al., 1992]. Nous illustrons l’effet de cette équation
figure 8.7, pour plusieurs tempst. Remarquez en particulier l’évolution du chapeau : les bords rectilignes évoluent
peu tandis que la pointe voit sa courbure diminuer avec le tempst. Observez également la différence avec la figure
8.6 : les contours restent nets tant qu’ils sont présents, et ce indépendemment du contraste (des valeurs de|∇u|)
le long du contour. Sur la figure 8.8, nous montrons les lignesde niveau de l’imageu au tempst = 3 ; notez en
particulier les différences avec la figure 8.2.

Remarque: il est possible de montrer (voir [Guichard et Morel, 2002])que, de même que l’équation de la chaleur
est l’équation associée asymptotiquement à l’itération de moyennages locaux (paragraphe (8.1.2)), le mouvement
par courbure moyenne (8.9) est asymptotiquement équivalent à l’itération de filtres médians (filtres non-linéaires
définis au paragraphe 10.2.2).

Nous verrons au paragraphe 8.3 que les équations ” raisonnables ” pour l’analyse des images qui sont inva-
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riantes par changement de contraste et isométries (rotations-translations) s’écrivent sous la forme :

∂u

∂t
= |∇u|G(curv(u), t), (8.10)

avecG(x, y) une fonction réelle continue et décroissante enx. Le mouvement par courbure moyenne correspond
au casG(x, y) = x. Si l’on impose de plus l’invariance par transformations affines, il ne reste plus qu’une seule
équation, introduite en 1993 par Alvarez, Guichard, Lionset Morel (voir [Alvarez et al., 1993]) :

∂u

∂t
= |∇u|sign(curv(u))(curv(u))1/3. (8.11)

Ces différents résultats sont précisés au paragraphe 8.3.3.

8.2.4 L’équation de Rudin-Osher-Fatemi

Les équations aux dérivées partielles apparaissent dans le cadre d’approches variationnelles de problèmes de
traitement des images, c’est à dire lorsque l’on cherche àrésoudre un problème en minimisant une énergie. Rudin,
Osher et Fatemi, dans un article de 1992 ([Rudin et al., 1992a]) s’intéressent à l’énergie :

E(f) = α

∫

Ω

(f − f0)
2 +

∫

Ω

|∇f | , (8.12)

oùΩ désigne toujours le domaine de définition des images, etα un paramètre réel positif. Minimiser cette énergie
sur un ensemble de fonctions (par exemple les fonctionsC1 égales àf0 sur la frontière deΩ) revient à chercher
une fonction proche def0 tout en pénalisant les fonctions trop oscillantes grâce au deuxième terme. L’équation
d’Euler-Lagrange associée à cette énergie estα(f − f0)−∇f = 0, et la descente de gradient correspondante est :

∂u

∂t
= div

( ∇u
|∇u|

)
+ α(f0 − u),

avec comme précédemmentu une fonction dex et det. Si l’on fait abstraction du terme de fidélité aux données
(α = 0), et en utilisant les résultats du paragraphe 8.2.1, nous pouvons réécrire cette équation sous la forme :

∂u

∂t
= curv(u).

Ces équations sont très utilisées en restauration d’images, car la minimisation d’énergies du type (8.12), com-
prenant un terme

∫
|∇f | (la ” variation totale ” de l’image), permet d’obtenir des solution aux bords francs, sans les

oscillations résiduelles qui peuvent apparaı̂tre, par exemple, avec l’utilisation du filtre de Wiener (voir paragraphe
5.3). Dans le cas de la restauration d’image convoluée par un noyaug et bruitée, l’énergie (8.12) prend la forme

E(f) = α

∫

Ω

(g ∗ f − f0)
2 +

∫

Ω

|∇f | . (8.13)

Ces méthodes sont en particulier utilisées par le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES), dans le cadre de
l’imagerie satellitaire. Figure 8.9, nous comparons les r´esultats obtenus par variation totale et filtre de Wiener dans
le cas d’une image satellitaire. L’image est convoluée avec un filtre connu, puis lui est ajouté un bruit gaussien
de déviation standard connue. La restauration par Wiener se fait comme expliqué au paragraphe 5.3, la densité de
puissance du signal étant estimée sur l’image dégradée. La restauration par la méthode de Rudin-Osher-Fatemi
s’effectue en minimisant l’énergie (8.13) par évolutionsuffisamment longue de l’équation associée.

Remarque: de la même manière, on montre que l’équation de la chaleur (8.1) est associée à l’énergie
∫
|∇u|2.
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8.2.5 Le filtre de choc de Rudin

Nous avons vu au paragraphe 8.1.5 que l’équation de la chaleur pouvait être utilisée à des fins d’amélioration
d’images, mais que ceci posait de gros problèmes de stabilité. Une amélioration de cette méthode, appelée ” filtre
de choc ” et due à Rudin ([Rudin, 1987]), consiste à résoudre l’équation :

∂u

∂t
= −sign(∆u)|∇u|, (8.14)

avec l’image à restaurer comme condition initiale. La diffusion des niveaux de gris s’effectue dans la même direc-
tion qu’avec l’équation de la chaleur inverse (8.4), mais est bien plus stable. Il est possible de montrer que cette
équation fait évoluer les lignes de niveau à une vitesse constante. Sur la figure 8.10, nous reprenons les expériences
présentées pour l’équation de la chaleur inverse, pour illustrer l’effet du filtre de choc ainsi que sa stabilité. Re-
marquons en particulier que la restauration se fait au prix d’une perte des détails et de la texture : pour des valeurs
croissantes det, l’image filtrée prend une allure de type bande dessinée. Sur la dernière expérience (8.10 (f)) on
remarque que la présence de bruit sur l’image initiale (e) entraı̂ne l’apparition d’effilochement le long des contours.

8.3 EDP et analyse multi-́echelles

Dans les chapitres précédents, nous avons vu des exemplesd’analyse multi-échelles des images, sous la forme
d’équations aux dérivées partielles. Dans ce chapitre,nous formalisons cette notion, et donnons, sans preuves, les
éléments permettant une classification de ces analyses enfonction de leurs invariances, notamment géométriques.
Nous allons voir que les E.D.P. apparaı̂ssent naturellement dans ce cadre, et nous allons retrouver des équations
vues ci-dessus. Plus précisément, nous allons voir comment ramener le concept d’analyse multi-échelles à des
filtrages itérés, filtrages que nous avons déjà rencontrés au paragraphe 8.1.2.

8.3.1 D́efinition et propri étés des analyses multi-́echelles

Nous définissons une ” analyse multi-échelles ” comme une famille d’opérateursTt sur les images, le paramètre
t étant appelé paramètre d’échelle. Etant donné une imageu0(a), (Ttu0)(a) = u(t, a) est l’imageu0 analysée à
l’échellet. Nous donnons maintenant quelques propriétés désirables pour ces familles d’opérateurs :

Structure pyramidale. La familleTt a cette structure s’il existe une famille d’opérateursTt+h,t, appelés ” filtres
de transition ”, tels que :

Tt+h = Tt+h,tTt, T0 = Id. (8.15)

Cette propriété signifie que l’image à une échelle plus grossière peut se déduire d’une version à une échelle plus
fine, sans nécessiter l’image originale. Un cas particulier de cette propriété est le cas où l’analyse multi-échelles
estr écursive, c’est à dire queTt+h,t = Th (propriété de semi-groupe).

Nous allons considérer des opérateurs causaux, c’est à dire qui ne créent pas de nouvelle structure lorsque
l’échelle augmente. Une autre propriété désirable pour une analyse multi-échelles est la localité. Dans le cas où
les opérateursTt sont pyramidaux, le résultat de l’application du filtre de transition en un point,Tt+h,tu0(a), ne
doit dépendre que des valeurs deu0 dans un voisinage dea. Ces deux principes, de localité et de causalité, sont
condensés dans le principe suivant, qui affirme que si une image est localement plus claire qu’une autre, il en sera
de même pour les deux familles multi-échelles correspondantes pendant un certain temps :

Principe de comparaison locale.Une analyse multi-échelles(Tt) est dite satisfaire le principe de comparaison
locale, si pour toutes fonctionsf1 etf2 :
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– sif1(b) > f2(b) dans un voisinage dea, b 6= a, alors pourh suffisamment petit,

(Tt+h,tf1)(a) ≥ (Tt+h,tf2)(a),

et
– si∀a ∈ R2, f1(a) ≥ f2(a), alors :

∀b, ∀h > 0, (Tt+h,tf1)(b) ≥ (Tt+h,tf2)(b).

Une dernière propriété que nous imposerons à une analyse multi-échelles est une propriété de régularité : une
image régulière (par exemple différentiable) évolue régulièrement. Il s’avère suffisant de faire cette hypothèse pour
des fonctions quadratiques.

Régularité.Soita un point deR2, soit la forme quadratique :

f(b) =
1

2
A(b − a).(b − a) + p.(b− a) + c. (8.16)

L’analyse multi-échelles est dite régulière s’il existe une fonctionF (A, p, c,a, t), continue par rapport àA, telle
que :

(Tt+h,tf − f)(a)

h
→ F (A, p, c,a, t) quand h→ 0. (8.17)

Dans la suite, nous dirons qu’une analyse multi-échelles est causalesi elle est pyramidale, et satisfait aux
principes de comparaison locale et de régularité énonc´es ci-dessus. Ce sont ce type d’analyses multi-échelles dont
nous allons maintenant clarifier le lien avec les E.D.P., et pour lesquelles nous donnons un début de classification.

8.3.2 Pourquoi les analyse multi-́echelles sont ŕegies par des E.D.P.

Nous donnons un résultat qui précise le lien entre analysemulti-échelles et équations aux dérivées partielles.
Le lecteur intéressé en trouvera la preuve dans [Guichardet Morel, 2002].

Si une analyse multi-échellesTt est causale, (c’est à dire pyramidale régulière, et satisfaisant au principe de
comparaison locale), alors il existe une fonctionF telle que

((Tt+h,tf − f)/h)(a) → F (Hf(a), Df(a), f(a),a, t) (8.18)

lorsqueh tend vers0+, pour toute fonctionf C2, et touta ∈ R2.

Rappelons alors que l’opérateurTt+h,t permet de passer du tempst au tempst + h, et donc que si dans
l’équation ci-dessus nous voyonsf commeu(., t), le terme de gauche, lorsqueh tends vers 0, tends vers∂u

∂t (t). Le
résultat est en réalité non trivial, mais l’on peut montrer queu = Tt(u0) est solution de :

∂u

∂t
= F (D2u,Du, u, a, t),

avecu(., 0) = u0. Ces résultats sont prouvés dans [Guichard et Morel, 2002], grâce à une notion de solution
particulière, les solutions de viscosité.

Grâce au résultat ci-dessus, la classification des analyses multi-échelles se ramène à la classification des fonc-
tionsF . Nous allons maintenant voir qu’en imposant à l’analyse des contraintes liées à la structure des images, les
formes possibles de la fonctionF sont grandement réduites.

Commençons par l’invariance par addition d’une constante. Supposons que

Tt,t+h(0) = 0, etTt,t+h(u+ C) = Tt,t+h(u) + C, (8.19)
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pour toute fonctionu et toute constanteC (un décalage constant de niveau de gris n’affecte pas l’action de
l’opérateurT ). Il est facile de voir que siTt est causal et invariant par addition d’une constante, alorsF (A, p, c,a, t)
ne dépend pas dec. Ceci se prouve en appliquant (8.17) et (8.19) à la fonctionu+C, oùu est une forme quadratique
du type (8.16).

Similairement, nous avons les résultats suivants, pour unopérateurTt,t+h invariant par l’addition de constantes :

– Si Tt,t+h est invariant par translation (c’est à dire commute avec l’opérateuru(a) → u(a + c), pour tout
c ∈ R2), alorsF ne dépend pas de son quatrième argument,a.

– SiTt,t+h commute avec les rotations et translations (invariance euclidienne) alors pour toute matrice d’isométrie
O,

F (OHuOt, O∇u, t) = F (Hu,∇u, t).
(Rappelons que F ne dépend pas dea dans ce cas en vertu de la propriété précédente).

– SiTt+h,t est invariant par changement de contraste, alors pour toutes constantesλ, µ :

F (µHu+ λ∇u⊗∇u, µ∇u, t) = µF (Hu,∇u, t),

où⊗ désigne le produit tensoriel, c’est à dire que :

p⊗ p =

[
p2
1 p1p2

p1p2 p2
2

]
.

Cette dernière propriété est quelque peu obscure, mais est indiquée comme résultat intermédiaire pour établir
la forme des analyses multi-échelles invariantes par changement de contraste, donnée ci-dessous au para-
graphe 8.3.3.

8.3.3 Classification des analyses multi-échelles

Grâce à la caractérisation des analyse multi-échellescausales, exprimée par l’équation (8.18), nous avons vu
que l’étude de ces analyses se ramène à l’étude d’équations différentielles du type :

{
∂u
∂t = F (D2u,Du, u, a, t),

u(0) = u0.
(8.20)

De plus, des hypothèses simples d’invariance permettent de grandement simplifier les formes possibles de la fonc-
tion F . Ces résultats, détaillés dans [Guichard et Morel, 2002], permettent une classification des analyses multi-
échelles. Nous donnons maintenant quelques-uns de ces résultats de classification.

Analyse linéaire isotrope

Le premier résultat indique que si l’analyse est linéaireet isotrope, elle est donnée par l’équation de la chaleur,
résultat que nous avions entrevu au début du paragraphe 8.1.2.

Si Tt est un opérateur causal, invariant par rotation et translation, et linéaire, alors (à une renormalisation
t′ = h(t) près)u(a, t) = Tt(u0)(a) est solution de :

{
∂u/∂t = ∆u in R2 × [0,∞[,

u(0, .) = u0(.) in R2.
(8.21)

Remarquons que ce résultat implique en particulier que linéarité et invariance par changement de contraste sont
incompatibles, puisque l’équation de la chaleur n’est pascontraste invariante.
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Invariance par changement de contraste

Nous avons vu au paragraphe 8.1.6 l’importance de l’invariance par changement de contraste en traitement des
images, et il est donc naturel de se demander quelles sont leséquations satisfaisant à cette invariance. Le résultat
est le suivant : siTt est une analyse multi-échelle causale, invariante par rotation et translation, et invariante par
changement de contraste, alorsu(a, t) = Tt(u0)(a) est solution de l’équation

∂u

∂t
= |Du|G(curv(u), t),

oùG est une fonction croissante et continue par rapport à son premier argument. Remarquons que les équations
présentées au paragraphe 8.2.3 sont parmi les équationsles plus simples de ce type.

Invariance affine

Pour conclure nous nous intéressons aux analyses invariantes par changement de contraste et par transforma-
tions affines. Les transformations affines sont d’une grandeimportance en traitement des images, en particulier
parce qu’elles fournissent une approximation simple des transformations projectives qu’induisent sur les images
les mouvements des appareils optiques de capture lors du passage d’une scène tridimensionnelle à une photo bidi-
mensionnelle.

Si l’on suppose queTt est une analyse multi-échelles causale et invariante par transformation affine, alors (à
une renormalisation du paramètret près)

∂u

∂t
= |Du|γ(curv(u)),

où, {
γ(s) = C1s

1
3 si s > 0,

γ(s) = −C2|s|
1
3 si s < 0,

(8.22)

C1 etC2 étant des constantes ([Alvarez et al., 1993]). En imposantdes contraintes assez simples et directement
liées au processus de formation des images, nous nous sommes donc ramenés à une seule équation possible pour
une analyse multi-échelles, appelée AMSS pour l’anglais” Affine Morphological Scale Space ”. En vertu de ses
invariances géométriques, et parce qu’elle préserve les discontinuités, cette équation est en particulier utilisée en
reconnaissance de formes.

Signalons enfin que le lecteur désireux d’approfondir le sujet pourra se référer à [Guichard et Morel, 2002],
[Aubert et Kornprobst, 2001], [Weickert, 1998].
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 8.4 –(a) : diffusion selon l’équation de la chaleur (8.1) pourt = 1 ; (b) : diffusion ” inverse ” selon (8.4) à
partir de l’image (a), pourt = 1 ; (c) et (d) : même expérience, avect = 3, on remarque un début d’instabilité ;(e)
et (f) : même expérience avect = 1, mais un bruit gaussien d’écart type 1 a été ajouté à la première image. Les
valeurs de niveau de gris explosent en plusieurs points et lerésultat est inexploitable.
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η

ξ
curv−1

{f(x = f(a)}

a

FIG. 8.5 –

FIG. 8.6 – Equation de Malik et Perona. Même image de départ quesur la figure 8.1. De haut en bas et de gauche
à droite :t = 1, 3, 5, 10.
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FIG. 8.7 – Evolution par courbure moyenne. L’image originale est l’imageu0 de la figure 8.1. De haut en bas et de
gauche à droite, les solutions de l’équation (8.9) respectivement pourt = 1, t = 3, t = 5, t = 10.

FIG. 8.8 – Lignes de niveau de la solution de (8.9), mouvement parcourbure moyenne, pourt = 3 (niveaux
multiples de 30).



8.3. EDP ET ANALYSE MULTI-ÉCHELLES 145

FIG. 8.9 – Exemple de restauration. De haut en bas et de gauche à droite : image originale (image Spot 5c©CNES
2002) ; image dégradée par convolution et ajout de bruit ; image restaurée par Wiener ; image restaurée par mini-
misation de l’énergie (8.13).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

FIG. 8.10 – Filtre de choc de Rudin. Les images (a), (c), (e) sont identiques à celles de la figure 8.3. Les images
(b), (d), (f) sont les applications correspondantes de l’équation (8.14) (respectivementt = 1, t = 3, t = 1).



Chapitre 9

Ondelettes et traitement d’images

Chapitre rédigé par Béatrice PESQUET-POPESCUet
Jean-Christophe PESQUET(Université de Marne la Vallée)

9.1 Principes de l’analyse lińeaire des images

Pour analyser linéairement une image, on considère gén´eralement un dictionnaireD = {ψλ, λ ∈ Λ} de
fonctions d’analyse,Λ étant un certain ensemble de paramètres inclus dansR

p, p ∈ N
∗, propre à la famille

choisie. Une transformation linéaireT de l’imagef , définie surR2, est alors obtenue en calculant une corrélation
entref et la fonctionψλ :

T : f 7−→ (cλ)λ∈Λ,

où

∀λ ∈ Λ, cλ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)ψλ(x, y) dx dy, (9.1)

(·) désignant le complexe conjugué de la quantité en argument.

La première question qui se pose naturellement, dans cetteapproche, est de savoir quelles fonctionsψλ utiliser.
Ce choix se fait souvent en suivant deux impératifs, qu’on rencontre plus généralement dans tous les problèmes de
modélisation :

– définir une famille suffisamment(( riche)) pour pouvoir modéliser efficacement des images au contenu rela-
tivement complexe (telles que celles qu’on rencontre en vision assistée par ordinateur ou encore en vidéo)

– garder des fonctions d’expression relativement simple etcaractérisées par un nombre limité de paramètres.
L’exemple le plus classique d’analyse linéaire est la transformée de Fourier (TF). On a alorsΛ = R2, λ = (µx, µy)
et :

ψλ(x, y) = eı2π(µxx+µyy).

Cette transformation est bien adaptée à l’analyse des comportements harmoniques, surtout apparents dans les
zones texturées des images, mais elle n’est pas appropriée à l’analyse de formes bien localisées spatialement. Pour
avoir la possibilité de conserver une analyse spectrale tout en acquérant un pouvoir de localisation spatiale, il faut
adopter une approche espace-fréquence (temps-fréquence en 1D [Flandrin, 1998]), en choisissant des fonctionsψλ

à la fois oscillantes et de support limité. On dit alors queles fonctionsψλ constituent desatomes espace-fréquence.
Plusieurs choix de tels atomes sont envisageables :

147
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– famille de Weyl-Heisenberg. On modifie légèrement la TF, en introduisant une fenêtreg. On prend ainsi
Λ = R4, λ = (x0, y0, µx, µy) et :

ψλ(x, y) = g(x− x0, y − y0)e
ı 2π(µxx+µyy). (9.2)

La TF de cette fonction est :

Ψλ(νx, νy) = G(νx − µx, νy − µy)e−ı 2π[x0(νx−µx)+y0(νy−µy)],

où G désigne celle deg (supposée définie). En choisissantg centrée et de type(( passe-bas)) (localisée
en espace et en fréquence autour de (0,0)), on voit queψλ est localisée spatialement autour de(x0, y0) et
fréquentiellement autour de(µx, µy). Le principe de Gabor-Heisenberg [Flandrin, 1998] nous assure que la
localisation espace-fréquence est optimale si :

g(x, y) =
1√

2πσxσy

e
− 1

4

„

x2

σ2
x

+ y2

σ2
y

«

où (σx, σy) ∈
(
R∗

+

)2
. Lorsqueg prend une forme gaussienne de ce type, on dit qu’on effectue une analyse

de Gabor.
– famille d’ondelettes. On prendΛ = R

2 × R
∗
+ × [0, 2π[, λ = (x0, y0, a, θ) et

ψλ(x, y) =
1

a
ψθ

(
x− x0

a
,
y − y0
a

)
.

La fonctionψθ est appelée une(( ondelette mère)) [Meyer, 1990]. Il s’agit généralement d’une fonction de
carré sommable assez régulière, bien localisée en espace et en fréquence (la décroissance asymptotique de
la fonction, ainsi que celle de sa TF sont rapides) et telle que :

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψθ(x, y) dx dy = 0.

La TF deψλ vaut :
Ψλ(νx, νy) = aΨθ(aνx, aνy) e−i2π(x0νx+y0νy),

où Ψθ désigne la TF deψθ. Si ψθ est localisée spatialement en(x0, y0) et fréquentiellement en(µx, µy)
(i.e.

∣∣Ψθ(νx, νy)
∣∣ a un maximum global en(µx, µy)) alorsψλ est localisée spatialement en(x0, y0) et

fréquentiellement en(aµx, aµy). En faisant varier les paramètres de localisation spatiale (x0, y0) et le fac-
teur d’échellea > 0 (analyse espace-échelle), il y a bien la possibilité de r´ealiser du même coup une analyse
espace-fréquence.
Nous n’avons pas encore parlé du rôle du paramètreθ, qui correspond à un angle indiquant la direction
d’analyse privilégiée. On peut, par exemple, définir :

ψθ(x, y) = ψ

[
Rθ

(
x
y

)]

oùψ est une fonction à deux variables anisotrope etRθ est la matrice de rotation plane

Rθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
.

Un autre choix usuel est de limiterθ à prendre ses valeurs dans{0, π/4, π/2} et de poser :

ψ0(x, y) = φ(x)ψ(y)

ψ
π
4 (x, y) = ψ(x)ψ(y)

ψ
π
2 (x, y) = ψ(x)φ(y) = ψ0(y, x)
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où ψ désigne maintenant une ondelette mère 1D (telle que
∫∞
−∞ ψ(x) dx = 0) et φ est une fonction

(( basse-fréquence)) localisée en 0 telle que
∫∞
−∞ φ(x) dx = 1. On génère ainsi une famille d’ondelettes

2D séparables. Un exemple de telles fonctions est donné par la figure 9.1.
Comparées à la famille de Weyl-Heisenberg, les familles d’ondelettes s’avèrent souvent mieux adaptées à
l’analyse des images naturelles. De plus, l’analyse qu’elles permettent de réaliser a l’avantage d’être plus
proche de celle opérée par le système psycho-visuel [Mallat, 2000].

(a)
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FIG. 9.1 – Exemple d’ondelettes séparables splines : (a)ψ0, (b) ψπ/4. L’ondeletteψ0 (resp.ψπ/2) permet d’extraire les
informations de type(( contours)) horizontaux (resp. verticaux) alors queψπ/4 sert à l’analyse des détails résiduels.

– famille de Gabor modifíee. En partant de l’idée de combiner les caractéristiques des deux familles précédentes,
on peut prendreΛ = R4 × R∗

+ × [0, 2π[, λ = (x0, y0, µx, µy, a,Θ) et

ψλ(x, y) =
1

a
g
(x− x0

a
,
y − y0
a

)
cos
[2π
a

(
µx(x− x0) + µy(y − y0)

)
+ Θ

]
. (9.3)

Notons que, sig est réelle, la transformée d’une image réelle est aussi réelle (cλ ∈ R). L’analyse obtenue
(cf. figure 9.2) est plus flexible que celles de Gabor ou en ondelettes, mais elle comporte un nombre accru
de paramètres à gérer.

– ridgelets. Les fonctions de cette famille sont fortement apparentées aux ondelettes. Elles sont définies
[Candès, 1999] parΛ = R × R∗

+ × [0, 2π[, λ = (b, a, θ) et :

ψλ(x, y) =
1√
a
ψ

[
x cos θ + y sin θ − b

a

]

où ψ est une ondelette mère 1D. Les courbes de niveau de la fonction ψλ sont les droites d’équations
x cos θ + y sin θ = α, α ∈ R. Ceci explique que cette famille soit particulièrement bien adaptée à l’analyse
des contours, qui constituent des éléments sémantiquesessentiels des images. Notons que les fonctionsψλ

ne peuvent être ni sommables, ni de carrés sommables surR2.
Maintenant que nous avons quelques idées sur la façon de construire une transformation linéaire, un certain

nombre d’interrogations doivent nous venir à l’esprit :

1. Quand une transformation linéaire fournit-elle unereprésentation complète? En d’autres termes, à quelle
condition la seule connaissance des coefficientscλ suffit-elle à caractériser entièrement l’imagef ? Le cas
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(a)
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FIG. 9.2 – Exemple de fonctions de Gabor modifiées localisées en(x0, y0) = (0, 0) : atomes à l’échellea = 1 pour
(µx, µy) = ( 1

2
, 0) (orientation suivant l’axe des ordonnées) et (a)Θ = 0 ou (b)Θ = π/2 ; atomes à l’échellea = 2 pour

(µx, µy) = 1

2
√

2
(1, 1) (orientation suivant la seconde bissectrice) et (c)Θ = 0 ou (d) Θ = π/2. La fonctiong est ici une

gaussienne.

échéant, on doit être à même de reconstruire l’image àpartir de ses coefficients. La question revient donc à se
demander si l’on peut inverser la transformationT . Un autre intérêt, beaucoup plus pratique, de la définition
d’une inverseT−1 deT est la possibilité de réaliser des traitements élaborés à partir d’une transformation
linéaire, suivant le schéma générique de la figure 9.3. Le traitement peut être, par exemple, un codage ou une
estimation afin de comprimer ou bien de débruiter l’image. Notons que ces opérations sont généralement
plus simples à mettre en œuvre après transformation que directement, sur l’image d’origine.

2. Existe-t-il des méthodes rapides pour le calcul de certaines transformations linéaires ? Peut-on reconstruire
ou bien synthétiser de manière efficace une image à partirde ses coefficientscλ ? Un premier pas dans la
voie de l’implémentation est la discrétisation de l’ensembleΛ. Il est clair qu’avec un ordinateur, on ne peut
prendre en compte qu’un nombre fini d’atomes espace-fréquence. Il est donc intéressant de se demander si
l’on peut se limiter à des familles discrètes de fonctionsψλ (i.e.des ensemblesΛ dénombrables).

Avant d’apporter des éléments de réponses à ces questions, précisons quelques points mathématiques, ne serait-ce
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f T
cλ

traitement T−1
ĉλ

f̂

FIG. 9.3 –Traitement dans le domaine transformé (f : image d’origine,cλ : coefficients transformés,bcλ : coefficients traités,
f̂ : image traitée).

que pour donner un sens rigoureux à l’intégrale(9.1). L’ensemble des images que nous considérerons estL2(R2),
l’espace de Hilbert des fonctionsf à valeurs complexes, définies surR2, d’énergie finie, celle-ci étant donnée par :

‖f‖2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x, y)|2 dx dy .

Cet espace est muni de la norme‖ · ‖ et du produit scalaire associé :

∀(f, f ′) ∈ L2(R2), 〈f, f ′〉 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)f ′(x, y) dx dy.

9.2 Trames

9.2.1 Objectif

Les trames permettent de définir une représentation complète par décomposition sur une famille discrète
(ψi)i∈I de fonctions d’un espace de HilbertH (⊂ L2(R2)), I étant un ensemble d’indices dénombrable.

9.2.2 D́efinition

Une famille(ψi)i∈I d’un espace de HilbertH est une trame (frameen anglais) s’il existe(A,B) ∈ (R∗
+)2 tel

que :
∀f ∈ H, A ‖f‖2 ≤

∑

i∈I

|〈f, ψi〉|2 ≤ B ‖f‖2. (9.4)

Les constantes strictement positivesA etB sont appelées lesbornes de la trame.
SiA = B, on dit que la trame est ajustée (tight frame).

Remarques:
– Une base orthonormale(ψi)i∈I deH constitue une trame ajustée puisqu’on a, par conservationde la norme :

∑

i∈I

|〈f, ψi〉|2 = ‖f‖2.

Inversement, si une trame(ψi)i∈I est ajustée avecA = B = 1 et si∀i ∈ I, ‖ψi‖ = 1, alors on montre que
c’est une base orthonormale.

– Des éléments d’une trame peuvent être linéairement d´ependants. Ceci signifie qu’une trame conduit généralement
à une représentationredondantede l’information (on calcule(( plus de coefficients〈s, ψi〉 que cela n’est
strictement nécessaire)) !). Cette redondance peut être pénalisante dans certaines applications telles que la
compression d’images, où l’on cherche à compacter au maximum l’information à coder. Au contraire, la
redondance est souvent recherchée en analyse d’images, car elle permet d’employer des dictionnaires plus
riches de fonctions qui offrent, par exemple, la possibilité de mieux localiser les objets présents dans la scène
considérée.
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L’un des intérêts de la définition ci-dessus est de conduire à un opérateur de transformation :

T : H −→ ℓ2(I) =
{
(ci)i∈I | ‖c‖ℓ2(I) =

∑

i∈I

|ci|2 <∞
}

f 7−→ Tf =
(
〈f, ψi〉

)
i∈I

qui est linéaire et continu. En effet, rappelons que, pour un opérateur linéaire, la continuité est équivalente àla
bornitude [Schwartz, 1995] et on vient de voir que :

‖Tf‖2
ℓ2(I) =

∑

i∈I

|〈f, ψi〉|2 ≤ B ‖f‖2.

9.2.3 Propriétés

Commençons par ouvrir une petite parenthèse mathématique, en calculant l’adjoint deT . Cet adjoint, notéT ∗,
est défini par :

∀c = (ci)i∈I ∈ ℓ2(I), ∀f ∈ H,
〈T ∗c, f〉 = 〈c, T f〉ℓ2(I) =

∑

i∈I

ci〈f, ψi〉 = 〈
∑

i∈I

ci ψi, f〉

et donc :
T ∗c =

∑

i∈I

ci ψi. (9.5)

Remarquons que,∀f ∈ H, on a :
∑

i∈I

|〈f, ψi〉|2 = ‖Tf‖2
ℓ2(I) = 〈Tf, T f〉ℓ2(I) = 〈T ∗Tf, f〉.

L’équation (9.4) se réécrit donc, sous une forme plus symbolique :

A〈f, f〉 ≤ 〈T ∗Tf, f〉 ≤ B〈f, f〉

ce qu’on exprime aussi, de manière encore plus synthétique, par :

A Id ≤ T ∗T ≤ B Id. (9.6)

L’opérateurT ∗T étant linéaire et continu (puisqueT et doncT ∗ le sont) et minoré parA Id, on peut vérifier qu’il est
bijectif et d’inverse continu [Daubechies, 1992a]. De plus, en utilisant des propriétés des opérateurs auto-adjoints,
on montre que :

B−1 Id ≤ (T ∗ T )−1 ≤ A−1 Id. (9.7)

Utilisons ces résultats pour inverserT . Remarquons tout d’abord queT est bien inversible à gauche. En effet,
posonsT ♯ = (T ∗ T )−1T ∗. Il est clair queT ♯ T = (T ∗ T )−1T ∗ T = Id. En fait, il s’avère queT n’a pas
nécessairement un inverse à gaucheuniqueet T ♯ est le pseudo-inverse deT , i.e. l’opérateur deℓ2(I) versH,
inverse à gauche deT , qui est de norme minimale [Daubechies, 1992a] (voir aussi le Chapitre 5).

9.2.4 Trame duale

Nous allons maintenant voir que le calcul de la pseudo-inverse deT conduit à la reconstruction def ∈ H à
l’aide de ses coefficients(〈f, ψi〉)i∈I et des fonctions :

ψ̃i = (T ∗ T )−1ψi, i ∈ I.
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Plus précisément, en utilisant la relation (9.5), on trouve la formule de reconstruction suivante :

f = (T ∗ T )−1T ∗ Tf = (T ∗ T )−1
∑

i∈I

〈f, ψi〉ψi =
∑

i∈I

〈f, ψi〉ψ̃i. (9.8)

De façon symétrique, on peut vérifier quef =
∑

i∈I〈f, ψ̃i〉ψi.

Notons que
(
ψ̃i

)
i∈I

est aussi une trame puisque :

∀f ∈ H, B−1‖f‖2 ≤
∑

i∈I

∣∣∣〈f, ψ̃i〉
∣∣∣
2

≤ A−1‖f‖2. (9.9)

On dit que
(
ψ̃i

)
i∈I

est la tramedualede(ψi)i∈I . Pour justifier la relation (9.9), on remarque que, pour toutf ∈ H :

(T ∗ T )−1f =
∑

i∈I

〈f, ψ̃i〉 (T ∗ T )−1ψi =
∑

i∈I

〈f, ψ̃i〉ψ̃i.

Par conséquent :

〈(T ∗ T )−1f, f〉 =
∑

i∈I

∣∣∣〈f, ψ̃i〉
∣∣∣
2

.

En utilisant l’inégalité (9.7), on en déduit l’inégalité désirée qui est caractéristique d’une trame.

En résumé, de même que l’on dispose de deux formules de reconstruction, on a deux transformations duales :

T : f 7−→ (〈f, ψi〉)i∈I ,

T̃ : f 7−→
(
〈f, ψ̃i〉

)
i∈I
.

A ce point, on peut naturellement se demander dans quelle situation spécifique une trame fournit une analyse non
redondante. En premier lieu, il convient d’introduire le concept de(( base de Riesz)), qui formalise cette notion de
(( non-redondance)).

Définition 1. Une base de Riesz est une trame dont leséléments sont ind́ependants.

Notons que, si(ψi)i∈I est une base de Riesz, alors(ψ̃i)i∈I est aussi une base de Riesz, puisque∀i ∈ I, ψ̃i =
(T ∗ T )−1ψi. Par ailleurs, compte tenu de la relation duale de (9.8) :

∀i0 ∈ I, ψi0 =
∑

i∈I

〈ψi0 , ψ̃i〉ψi

et, la famille(ψi)i∈I étant indépendante, on a :

∀i ∈ I, 〈ψi0 , ψ̃i〉 = δi−i0 .

En raison de cette relation, on dit que(ψi)i∈I et (ψ̃i)i∈I sont des bases bi-orthogonales deH. Par ailleurs, dans ce
cas, si les fonctionsψi, i ∈ I, sont normées, on a :

1

B
‖ψi0‖2 ≤

∑

i∈I

∣∣∣〈ψi0 , ψ̃i〉
∣∣∣
2

≤ 1

A
‖ψi0‖2 ⇐⇒ 1

B
≤ 1 ≤ 1

A
⇐⇒ A ≤ 1 ≤ B.

Mentionnons que les bases bi-orthogonales sont très utilisées en compression d’images [Antonini et al., 1994] et
notamment dans la nouvelle norme JPEG2000 (voir la figure 9.4).
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FIG. 9.4 –Compression d’image à l’aide de JPEG2000 : en haut, l’imageoriginale (8×3 bits/pixel) et en bas l’image décodée
à 0.25 bit/pixel (c’est-à-dire, une compression d’un facteur 96 pour une image couleur). Le rapport signal sur bruit de codage
vaut 28.17 dB en valeur crête (PSNR). JPEG2000 repose sur l’emploi de bases bi-orthogonales d’ondelettes. Les coefficients
d’ondelettes sont quantifiés d’autant plus finement que leur amplitude est grande. Une stratégie de codage assez sophistiquée
est également mise en œuvre afin d’atteindre de forts taux decompression.

9.2.5 Algorithme des trames

Pour reconstruire une imagef à partir des coefficients
(
〈f, ψi〉

)
i∈I

, il faut connaı̂tre la famille
(
ψ̃i

)
i∈I

. Quand

les fonctionsψ̃i = (T ∗ T )−1ψi ne sont pas calculables analytiquement, il faut les déterminer numériquement. De
manière équivalente, on peut directement calculer :

f = (T ∗ T )−1T ∗ T f = (T ∗ T )−1 r,

oùr = T ∗ T f =
∑

i∈I〈f, ψi〉ψi.

Dans les deux cas, on est amené à approcher numériquementl’opérateurL = (T ∗ T )−1. Pour cela, on peut
poser :

T ∗ T =
A+B

2
(Id −R) ,

où
A+B

2
Id est une approximation grossière deT ∗ T à partir des bornes de la trame (cf. relation (9.6)) etR =

Id − 2

A+B
T ∗ T correspond à l’erreur d’approximation. D’après l’équation (9.6), on a :

− B −A

A+B
Id ≤ R ≤ B −A

A+B
Id.

On peut montrer que cela implique que‖R‖ ≤ B −A

A+B
. Sous la condition

B −A

A+B
< 1, qui est, en fait, toujours

vérifiée, on a le développement suivant :

(Id −R)
−1

=

∞∑

k=0

Rk,
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où la série converge en norme. On en déduit que :

L =
2

A+B

∞∑

k=0

Rk.

Une approximation d’ordreN ∈ N deL est ainsi :

LN =
2

A+B

N∑

k=0

Rk.

L’erreur d’approximation peut être évaluée :

L− LN =
2

A+B

∞∑

k=N+1

Rk =
2

A+B
RN+1

∞∑

k=0

Rk = RN+1L,

soit

‖L− LN‖ = ‖R‖N+1‖L‖ ≤ 1

A

(
B −A

A+B

)N+1

.

On observe queLN converge d’autant plus rapidement versL (quandN → ∞) queB − A est petit, c’est-à-dire
que les bornes de la trame sont proches. Par ailleurs, une formule récursive permet de calculer rapidementLN :

LN+1 = RLN +
2

A+B
Id.

9.2.6 Exemples de trames

Les dictionnaires d’atomes espace-fréquence que nous avons introduits au paragraphe 9.1 permettent de construire
des représentations discrètes des images. En effet, on montre que, sous certaines conditions techniques [Daubechies, 1992a,
Bergeaud, 1996] qu’il serait fastidieux d’énoncer, on obtient des trames deL2(R2) en choisissant judicieusement
I ⊂ Λ.

– trames de Weyl-Heisenberg
On réalise un échantillonnage régulier des paramètresspatiaux et fréquentiels de la famille de Weyl-Heisenberg
(donnée par l’équation (9.2)). On a donc

I =
{
i = (n∆,m∆, kν0, lν0), (n,m, k, l) ∈ Z

4
}

où (∆, ν0) ∈ (R∗
+)2. Une condition nécessaire pour que(ψi)i∈I soit une trame deL2(R2) est alors :ν0∆ ≤

1. On montre, par ailleurs, que la trame duale est la trame de Weyl-Heisenberg correspondant à une certaine
fenêtrẽg.

– trames d’ondelettes
On discrétise l’échelle suivant une loi exponentielle, alors que les facteurs de translation sont échantillonnés
avec un pas proportionnel à cette même échelle [Meyer, 1990]. Ainsi, dans le cas séparable, on a :

I =
{
i = (naj

0∆,ma
j
0∆, a

j
0, θ), (n,m, j) ∈ Z

3, θ ∈ {0, π
2
,
π

4
}
}

où∆ ∈ R∗
+ et l’on doit prendrea0 > 1. L’entierj est couramment appeléniveau de ŕesolution. Lorsquej ≫

1 (resp.,j ≪ −1) la résolution estgrossìere(resp.,fine), les ondelettes étant dilatées (resp., contractées).
On montre que la trame duale est aussi une trame d’ondelettes.
Très souvent, on se limite à des décompositions dyadiques pour lesquellesa0 = 2. Fait important, il est
possible de construire des bases bi-orthogonales [Cohen, 1992] ou même orthonormales d’ondelettes, dans
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ce cas [Pesquet-Popescu et Pesquet, 2001]. Il peut alors être intéressant de limiter l’analyse en ondelettes à
un certain niveau de résolutionj0, en déterminant lescoefficients d’ondelettes

cθj [n,m] = 〈f, ψj,n,m,θ〉, j ≥ j0,

ces coefficients, ainsi que les ondelettes associées, ayant été indexés de manière évidente par rapport aux
notations précédentes. Ensuite, en calculant

f̂j0 =
∑

θ

∞∑

j=j0

cθj [n,m]ψ̃j,n,m,θ ,

on peut extraire les(( structures)) présentes dans l’image, d’échelle au moins égale à2j0 . En faisant varier
j0, on réalise ce qu’on appelle uneanalyse multiŕesolution(AMR). Quandj0 décroı̂t,f̂j0 fournit une ap-
proximation plus fine de l’image ce qui, en quelque sorte, permet de(( zoomer)) sur les détails de la scène
(cf. figure 9.5). Grâce à ce concept d’AMR, on peut concevoir des algorithmes efficaces [Mallat, 2000] pour
effectuer le calcul d’une décomposition sur une base d’ondelettes. En termes de complexité, ces algorithmes
sont compétitifs par rapport à ceux de transformée de Fourier rapide.
A titre illustratif, un exemple de débruitage à l’aide de trames d’ondelettes est donné en figure 9.6.

– trames de Gabor modifiées
Dans [Bergeaud, 1996], il est demontré qu’on peut obtenir une trame deL2(R2) à partir d’une famille de
Gabor modifée en prenant

I =
{
i = (n∆,m∆, 2j, ν0 cosϕ, ν0 sinϕ,Θ), (n,m, j) ∈ Z

3,

ϕ ∈ {− π

2K
(K − 1), . . . ,

π

2K
(K − 1),

π

2
}, Θ ∈ {0, π

2
}
}
, (9.10)

où∆ ∈ R∗
+, ν0 ∈ R∗

+ etK ∈ N∗.
– trames de ridgelets

On peut de manière similaire [Candès, 1999] discrétiserles paramètres d’une famille de ridgelets en prenant

I =
{(
n2j, 2j , 2πℓ2j

)
, n ∈ Z, j ∈ Z, j ≤ jM, ℓ ∈ {0, . . . , 2−j − 1}

}
,

où jM ∈ Z−. On obtient alors une trame deL2
(
[0, 1]2

)
, l’espace des images d’énergie finie définies sur

le carré unité. Par dilatations et translations des fonctions de cette trame, on peut se ramener à une trame
de L2(Q), où Q est un carré arbitraire deR2. En partitionnantR2 en carrés, on peut ainsi générer une
trame deL2(R2). Une analyse de ce type (précédée d’une décomposition `a l’aide d’un banc de filtres
[Vetterli et Kovačevic̀, 1995] isotropes) permet de construire des bases orthonormales decurvelets, qui sont
mieux adaptées que les ridgelets à l’analyse des contoursnon rectilignes [Candès et Donoho, 1999].

9.3 Poursuite adaptative

9.3.1 Motivation

SoitD = (ψi)i∈I une trame deL2(R2). On sait que, pour toutf ∈ L2(R2), il existe(ci)i∈I tel que

f =
∑

i∈I

ci ψi. (9.11)

Cependant, si(ψi)i∈I n’est pas une base de Riesz deL2(R2), alors les coefficients(ci)i∈I ne sont pas définis de
manière unique. Parmi toutes les stratégies de choix possibles pour les coefficients(ci)i∈I , la meilleure est sans
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doute celle qui consiste à concentrer au maximum l’énergie de l’image sur un nombre minimal de termes de la
décomposition (9.11). De cette manière, on peut espérerfaire apparaı̂tre les termes principaux,i.e. les structures
essentielles composant l’imagef .

L’algorithme des trames permet de déterminer des coefficients ci = 〈f, ψ̃i〉, mais ces derniers ne vérifient
généralement pas la propriété de concentration d’énergie dont nous venons de souligner l’importance. Pour pallier
ce problème, nous allons maintenant proposer une autre approche.

9.3.2 Algorithme de poursuite

L’algorithme (appelématching pursuit, en anglais) que nous allons présenter vise à extraire it´erativement, par
ordre décroissant d’importance, les éléments du dictionnaire qui composent le signal.

Supposons queD = (ψi)i∈I soit une trame d’un sous-espace vectoriel ferméH de L2(R2) (qui peut être
L2(R2) lui-même) et que chaque élément de ce dictionnaire soit normé :

∀i ∈ I, ‖ψi‖ = 1.

Si l’on projettef ∈ L2(R2) (orthogonalement) sur la droite vectorielle engendrée par ψi, on obtient une approxi-
mation

f̂ = 〈f, ψi〉ψi

de l’imagef . D’après le théorème de Pythagore, l’erreur d’approximation est donnée par :

‖f − f̂‖2 = ‖f‖2 − ‖f̂‖2 = ‖f‖2 − |〈f, ψi〉|2 .

On voit donc que l’erreur est d’autant plus faible que|〈f, ψi〉| est grand. Pour déterminer l’élément deD dont
l’importance est prépondérante, il suffit ainsi de rechercher celui qui maximise|〈f, ψi〉|.

Supposons que :
|〈f, ψi1〉| = sup

i∈I
|〈f, ψi〉| .

On peut alors appliquer la même méthode à l’erreur d’approximation (appelée aussi(( résidu))),

R1
f = f − f̂ = f − 〈f, ψi1 〉ψi1 ,

de façon à isoler le(( second ingrédient essentiel)), ψi2 , entrant dans la composition du signal. Remarquons au
passage queR1

f est orthogonal àψi1 . En procédant de cette manière, itérativement, on obtient à l’étapen :

Rn
f = f −

n∑

k=1

〈Rk−1
f , ψik

〉ψik
= Rn−1

f − 〈Rn−1
f , ψin

〉ψin
, (9.12)

où ∣∣∣〈Rn−1
f , ψin

〉
∣∣∣ = sup

i

∣∣∣〈Rn−1
f , ψi〉

∣∣∣ (9.13)

et l’on a poséR0
f = f . Toujours en invoquant le théorème de Pythagore, on a :

‖Rn−1
f ‖2 = ‖Rn

f ‖2 +
∣∣∣〈Rn−1

f , ψin
〉
∣∣∣
2

ce qui conduit, par récurrence, à la relation :

‖f‖2 =

n∑

k=1

∣∣∣〈Rk−1
f , ψik

〉
∣∣∣
2

+ ‖Rn
f ‖2.

Remarques :
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– SiH est de dimension infinie, rien ne garantit quesupi |〈f, ψi〉| est atteint. Il est donc préférable de substituer
à la règle de sélection (9.13) la suivante :

in ∈
{
ℓ ∈ I | |〈f, ψℓ〉| ≥ (1 − ε) sup

i∈I
|〈f, ψi〉|

}

où ε ∈]0, 1[. Notons que, même dans le cas oùH est de dimension finie, cette nouvelle règle de sélection
peut être mise à profit afin de faciliter la recherche dein.

– On peut montrer [Mallat et Zhong, 1993] que l’algorithme depoursuite converge vers la projection orthogo-
nale def surH. Dans le cas oùH = L2(R2), la limite obtenue estf et on a la décomposition :

f =
∞∑

k=1

〈Rk−1
f , ψik

〉ψik
.

Si H est de dimension finie, on peut de plus établir que la convergence est exponentielle,i.e.

‖Rn
f ‖ ≤ ‖f‖ρn, ρ ∈]0, 1[.

9.3.3 Améliorations

Réduction de la complexit́e

La méthode que nous avons présentée au paragraphe préc´edent pose des problèmes de complexité qui peuvent
devenir rédhibitoires en traitement d’image si l’on ne veille pas à optimiser sa mise en œuvre.

A l’itération n+ 1, on doit déterminer les corrélations du résiduRn
f avec les fonctions(ψi)i∈I . Ce calcul peut

être réalisé efficacement, de manière récursive, en remarquant que, d’après (9.12),

∀n ∈ N
∗, 〈Rn

f , ψi〉 = 〈Rn−1
f , ψi〉 − 〈Rn−1

f , ψin
〉〈ψin

, ψi〉. (9.14)

On voit donc qu’il est préférable de pré-calculer les produits scalaires〈ψi′ , ψi〉, (i′, i) ∈ I2. Par ailleurs, pour
minimiser le nombre de mises à jour, on a intérêt à limiter le nombre de fonctions(ψi)i∈I telles que〈ψi′ , ψi〉 6= 0,
i′ étant fixé arbitrairement dansI. Pour le dictionnaire défini par les équations (9.3) à (9.10), cette propriété est
vérifiée sig est de support limité. On peut, par exemple, prendre pourg une fonction spline.

Pour initialiser la récurrence (9.14), il faut calculer〈f, ψi〉. Si des dictionnaires de type (9.3)-(9.10) sont em-
ployés, cette corrélation peut être effectuée à l’aide de bancs de filtres [Vetterli et Kovačevic̀, 1995]. La complexité
de cette étape de filtrage peut être réduite en imposant àla fonctiong d’être séparable.

Notons enfin que l’équation (9.14) doit être mise en œuvre même si
∣∣〈Rn−1

f , ψin
〉
∣∣ prend de très faibles valeurs,

ce qui induit une charge de calculs inutile. Pour accélérer le traitement, on peut se limiter à un sous-dictionnaire
restreint formé des éléments(ψi)i∈I ayant une influence non négligeable,i.e. tels que :

|〈f, ψi〉| ≥ ε,

oùε ∈]0, 1[. Dans la suite des itérations de l’algorithme de poursuite, on élimine alors successivement les fonctions
ne contribuant pas significativement à l’analyse du résidu, i.e. , telles que :

∣∣∣〈Rn−1
f , ψi〉

∣∣∣ < ε.

Quand toutes les fonctions ont ainsi été épuisées1 et que le sous-dictionnaire est réduit à l’ensemble vide,disons
à l’itérationm, on peut constituer un nouveau sous-dictionnaire en recherchant les fonctions deD telles que∣∣∣〈Rm−1

f , ψi〉
∣∣∣ ≥ ε et itérer la procédure jusqu’à sa convergence [Bergeaud, 1996].

1On montre que cela se produit nécessairement au bout d’un nombre fini d’itérations.
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Orthogonalisation

A l’itération n > 1 de l’algorithme de poursuite, on sait que le résiduRn
f est orthogonal àψin

, mais il n’est
pas nécessairement orthogonal au sous-espace vectoriel engendré par la famille{ψi1 , . . . , ψin−1

}, si cette dernière
n’est pas orthonormale. Ceci montre que rien n’empêche le même élément du dictionnaire d’être retenu plusieurs
fois au cours des itérations de l’algorithme de poursuite.Par conséquent, on n’est pas assuré de la convergence de
l’algorithme en un nombre fini d’itérations, même si le dictionnaireD est fini. Pour pallier ce problème, on peut
recourir à une orthogonalisation récursive de la famille(ψik

)k, en employant une procédure de Gram-Schmidt.
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FIG. 9.5 –Exemple d’analyse multirésolution pourj0 = 0, j0 = 1, j0 = 2, j0 = 3 (de haut en bas). L’AMR peut être utilisée
pour la transmission progressive d’information ou la recherche hiérarchique dans des bases de données. Dans chacunede ces
applications, on part d’une approximation à faible résolution de l’image, qui est raffinée au cours des étapes du traitement.
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FIG. 9.6 –Débruitage d’image à l’aide de trames d’ondelettes. A gauche, on peut voir l’image dégradée, après addition d’un
bruit non gaussien (mélange de distributions gaussiennes). L’erreur quadratique moyenne normalisée (EQMN) par rapport à
l’original vaut 15.48 10−3. L’image restaurée est présentée à droite (EQMN =6.724 10−3). Un estimateur non linéaire est
employé qui consiste simplement en un seuillage des coefficients d’ondelettes. Cette opération permet d’éliminer les coef-
ficients de petite amplitude, très sensibles au bruit, alors qu’on conserve ceux de forte amplitude, sur lesquels se concentre
essentiellement l’énergie de l’image.
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 9.7 –Approximation par poursuite adaptative de l’image de la figure (a), en utilisant un dictionnaire de Gabor modifié
pour un nombre d’itérations égal à : (b) 650 , (c) 1300 et (d) 1950.



Chapitre 10

Les prétraitements

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

On regroupe souvent sous le terme de prétraitement toutes les opérations qui sont appliquées aux images, indépendamment
de leur usage futur, pour leur assurer une bonne qualité. Elles concernent donc essentiellement les corrections de
contraste et la suppression du bruit. Cette pratique est souvent critiquée car l’expérience montre qu’il est toujours
important d’adapter les traitements de plus bas niveau aux traitements plus élaborés et donc aux objectifs à long
terme du projet, mais les prétraitements sont souvent appliqués dans des circonstances où l’on destine les images
à de nombreuses applications différentes dont on ignore souvent les besoins exacts.

10.1 Les traitements photoḿetriques ou colorimétriques

10.1.1 Linéarité

Le défaut de non-linéarité apparaı̂t si la valeur du signal d’image en un pixel n’est pas proportionnelle à
l’énergie qu’il reçoit. La linéarité des capteurs d’image est très souvent médiocre. C’est particulièrement vrai
pour les films et pour les tubes vidéo. Les capteurs solides (CCD par exemple) leur sont sur ce point très supérieurs
[Marion, 1997]. On sait pourtant que cette linéarité est indispensable pour un grand nombre de problèmes, en par-
ticulier pour la restauration puisque c’est l’un des premiers prérequis des approches, qu’elles soient analytiques ou
algébriques (cf. chapitre 5). Corriger une non-linéarité est une opération simple lorsqu’il n’y a pas de saturation
du capteur. Cela revient à inverser cette non-linéaritéet cela se fait par des tables de transcodage après calibrage
du capteur (aussi appelé LUT :Look-up Tables). Il n’est pas possible de corriger une saturation sans information
supplémentaire sur le signal.

10.1.2 Homoǵenéité

Ce défaut apparaı̂t lorsque le capteur n’a pas une réponseégale en tous les plans de son champ. Le vignettage
[Pérez, 1991] est un exemple de défaut d’homogénéité frappant les systèmes optiques et affectant les points du
champ éloignés du centre de l’image. Mais il peut également provenir d’un éclairage inégal de la surface à analyser.

Avec des capteurs en ligne (comme on en trouve par exemple en télédétection ou sur les scanneurs de docu-
ments), les défauts d’homogénéité apparaissent sous forme de trainées. Les corrections d’homogéneité sont alors
pratiquées par apprentissage des éléments de calibragepour chaque cellule sensible, puis correction en associant
une table de transcodage à chaque cellule. Si le capteur estlinéaire (au sens de la section 10.1.1), le calibrage
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revient à apprendre pour chaque cellulei le gainαi et l’offset βi qui fait passer du signal d’entréee(i) au pixel
imagef(i) :

f(i) = αie(i) + βi

Pour les capteurs bidimensionnels (films, matrices) les corrections rigoureuses sont très difficiles car il n’est
pas possible de généraliser l’approche précédente en raison de la dimension beaucoup trop grande du problème et
de la très grande difficulté d’en apprendre les trop nombreux paramètres. On préfère alors des approches souvent
approchées : méthodes par morceaux (subdivision du champ) ou corrections globales paramétriques (par exemple
approximation par des plans ou par des quadriques).

Homogénéisation par subdivision du champ

Une méthode souvent employée, en particulier pour corriger les défauts d’éclairement, procède par subdivision
du champ de façon à rechercher des statistiques constantes dans le champ de l’image. Cette méthode fait donc
l’hypothèse que la scène observée possède une homogénéité que l’image a perdu.

Les corrections par moyenne constante remplacent l’imagef(x, y) par une image corrigéef ′(x, y) qui vérifie :

f ′(x, y) = f(x, y) −m(x, y) +M

avecm une moyenne locale calculée dans un voisinageVxy autour de(x, y) :

m(x, y) =
1

s

∫

Vxy

f(x′, y′)dx′dy′

etM la moyenne d’ensemble sur l’image complèteI :

M =
1

S

∫

I
f(x, y)dxdy

La surface deVxy est dénotée pars et celle deI parS.

Les corrections par contraste constant créent une imagef ′′ telle que :

f ′′(x, y) =
V

v
.f(x, y)

oùv etV sont les variances def surVxy etI.

On peut imposer à l’image d’avoir une moyenne et un contraste constants, mais la formule n’est plus alors
directe.

Homogénéisation par approximation par une quadrique

Une autre façon de rendre homogène une image est d’en soustraire une composante qui serait inégale dans
l’image, par exemple en raison d’un éclairage peu uniforme. Si le signal d’intérêt est faible autour de la valeur
moyenne du signal, fortement variable, on peut par exemple approcher celle-ci à l’aide d’un polynôme dépendant
des variables d’espace. Voici comment on s’y prend lorsque le polynôme est une quadriqueQ(x, y) de paramètres
ci inconnus :

Q(x, y) = c1 + c2x+ c3y + c4xy + c5x
2 + c6y

2

On recherche le meilleur polynôme en minimisant, par rapport auxci, l’erreurǫ :

ǫ =

∫

I
[f(x, y) −Q(x, y)]

2
dxdy

On obtient un système de taille6 × 6 avec pour inconnues lesci. Il se met sous la forme :

AC = M

où C est le vecteur des coefficients inconnusci, A est la matrice des moments de l’image (matrice symétrique
mesuréee pour chaque image) etM le vecteur des monômes enx ety.
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10.1.3 Binarisation, seuillage

Ce sont des cas extrêmes de prétraitements qui ramènent l’image à deux ou à quelques niveaux seulement.
Nous ne les évoquons ici que par souci d’exhaustivité. Ilssont traités plus complètement au chapitre 12 et dans les
références [Sahoo et al., 1988, Cham et al., 1998].

10.1.4 Augmentation de contraste

Une famille de traitements a pour objectif de donner à l’image un plus grand contraste. Ces méthodes procèdent
de trois façons différentes [Pratt, 1978, Zamperoni, 1996] :

1. Par étirement d’histogramme : on cherche à exploiter aumieux la dynamique de l’histogramme, tout d’abord
en utilisant toute l’échelle de gris ou de couleurs disponible (par une table de transcodage), mais aussi en
modifiant l’histogramme de façon à le transformer en un histogramme de référence. Les plus utilisés sont les
histogrammes plats et hyperboliques (nous avons vu une telle transformation au chapitre 2) [Bovik, 2000].

2. Par filtrage passe-haut de l’image : l’idée de base est icide réduire l’importance du terme continu et des
basses fréquences. Un point délicat de ces méthodes est de définir le gabarit du filtre utilisé.

3. Par des méthodes locales : ces méthodes modifient localement l’histogramme pour conserver toujours une
bonne dynamique, même dans des zones de fort contraste (parexemple Dorst). Un exemple de réhaussement
de contraste local par des méthodes morphologiques est pr´esenté au chapitre 6 sur la figure 6.5.

10.2 Suppression des bruits

C’est l’un des sujets les plus délicats du traitement des images. Il a vu couler beaucoup d’encre et de nom-
breuses méthodes lui ont été consacrées, tout d’abord très intuitives, mais progressivement de plus en plus com-
plexes. Nous verrons tout d’abord les approches linéaires, puis les méthodes non-linéaires.

10.2.1 Filtrages lińeaires

Dans de nombreux cas on considère que l’image non dégradéef(x, y) est affectée d’un bruit additifn(x, y) :

g(x, y) = f(x, y) + n(x, y)

Le cas d’un bruit multiplicatif est beaucoup plus difficile.Il est par exemple traité dans le cas de l’imagerie radar
[Maı̂tre, 2001].

Dans les conditions les plus simples, on suppose le signal stationnaire, et on adopte donc souvent une approche
par filtrage linéaire. Intuitivement, et en l’absence de toute autre information, on recherche des filtres passe-bas,
éliminant les variations à très haute fréquence du signal.

Expérimentalement ces filtres ne sont pas très bons (cf. figure 10.1) car ils dégradent considérablement les
contours et rendent l’image floue, ce qui est subjectivementdésagréable. Une seule exception : si le signal est
effectivement stationnaire (et donc sans contours) et si lebruit est gaussien (dans ce cas ce sont les meilleurs filtres
au sens des moindres carrés et du maximum de vraisemblance). Les plus utilisés sont le filtre de moyenne (sur de
petites fenêtres de3 × 3 ou5 × 5 pixels) et le filtre gaussien.

Complexité des filtres lińeaires

La complexité des filtres linéaires est généralement enO(ν2N), siN est le nombre de pixels dans l’image etν
le côté de la fenêtre carrée sur laquelle est faite le filtrage. Leur coût grandit donc très vite avec l’étendue du filtre
et cela prohibe souvent les filtres larges.
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FIG. 10.1 –Filtres de moyenne- A gauche, image bruitée par un bruit gaussien de variance 120, au centre, filtrage
passe-bas sur une fenêtre 3× 3, à droite sur une fenêtre 7× 7.

Il existe cependant des exceptions notables :
– Le filtre de moyenne a une complexité indépendante de la taille de la fenêtre (si l’on garde en mémoire les

traitements appliqués aux points et aux lignes précédentes).
– Le filtre gaussien est séparable, il peut être obtenu par 2filtrages monodimensionnels. Sa complexité est

doncO(νN).
On utilise aussi la propriété des filtres gaussiens d’être à noyau auto-reproducteur (on obtient une nouvelle

gaussienne d’écart-type fort, par convolution de deux gaussiennes d’écart-type faible) en filtrant successivement
par des gaussiennes étroites pour obtenir des gaussienneslarges. On a aussi beaucoup utilisé des approximations
splines des fonctions gaussiennes, plus simples à calculer.

Le filtre de Wiener

Dans l’approche de Wiener (cf. chapitre 5, section 5.3), on recherche le filtreh(x, y) qui minimise :

<

∫

I

(
f̂ − f

)2

dxdy > (10.1)

où l’espérance< . > est prise sur toutes les réalisations du bruit, le domaine d’intégrationI est l’image complète
et f̂ = f ∗ h.

Si on connaı̂t le spectre de densité de puissance du bruitPn(u, v) et le spectre de densité de puissance de
l’imagePf (u, v), le filtrage optimal au sens des moindres carrés est le filtreadapté. C’est le filtre de Wiener avec
un défaut égal à l’identité. Sa fonction de transfert (TF de sa réponse impulsionnelle) a pour expression :

H(u, v) =

[
1 +

Pn(u, v)

Pf (u, v)

]−1

Lorsque l’on ne connaı̂t pas ces spectres de densité de puissance, on adopte souvent, pour ces grandeurs, les
expressions (cf. chapitre 2) :

Pf (u, v) =
1

1 + αu2

1

1 + αv2
et Pn(u, v) = N2

Malheureusement, compte tenu des difficultés à estimer les paramètres exacts du signal et du bruit, ce filtre
conduit en pratique à des filtrages de bruit souvent médiocres.
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10.2.2 Filtrage de rang

Ces approches reposent sur un raisonnement très différent. On considère que le signal vrai doit être estimé à par-
tir d’échantillons bruités. Ces échantillons appartiennent à une fenêtreVxy den×n pixels entourant le pixel à filtrer.
Si la fenêtre est entièrement à l’intérieur d’une zone homogène, on est ramené au problème traité ci-dessus. Sila
fenêtre est à cheval sur des champs de statistiques différentes, on doit trouver unestimateur robustequi non seule-
ment écartera le bruit, mais supprimera également l’influence du signal parasite (différence entre(( bruit )) et (( out-
lyiers ))). Les filtres d’ordre ou de rang sont de tels filtres [Kotropoulos et al., 1997, Tagare et Figueiredo, 1985,
Kim et Yaroslavski, 1986, Pitas et Venetsanopoulos, 1990, Arce et al., 2000].

On trie les valeurs des pixels dans la fenêtreVxy par amplitude croissante, on remplace le pixel central par un
pixel choisi dans la liste ordonnée :

– si on choisit le plus grand : dilatation en morphologie mathématique (cf. chapitre 6),
– si on choisit le plus petit : érosion en morphologie mathématique,
– si on choisit celui du milieu : filtre médian.
Les avantages des filtrages de rang sont les suivants :
– ils ne sont pas sensibles aux valeurs extrêmes qui n’influencent donc pas le filtrage (cela ne concerne bien

sûr pas les érosions et les dilatations) ;
– ils attribuent au signal filtré une valeur appartenant à l’ensemble des valeurs du signal bruité et donc ne

créent pas de valeur nouvelle (à ce titre, ils permettent de filtrer des signaux portant une information plus
symboliquequ’un simple niveau de gris, par exemple des images de classes obtenues après une étape de
segmentation).

On a développé des filtres de rang plus complexes, par exemple le filtredα qui remplace la valeur courante par
la valeur qui minimise :

dα =

[
∑

i∈V
|f̂ − fi|α

]1/α

où f̂ ∈ {fi} etV est la fenêtre d’estimation. Lorsqueα est faible, on donne plus de poids aux valeursfi proches
de f̂ tandis que les grandes valeurs deα donnent plus de poids aux écarts importants.

Ces filtres de rang donnent des résultats souvent satisfaisants dans les cas simples d’élimination du bruit.
Ainsi, le filtre médian est pratiquement toujours préféré au filtre de moyenne ou au filtre gaussien pour améliorer
les images bruitées.

10.2.3 Filtrages morphologiques

On a déjà vu que les érosions et les dilatations sont des filtres de rang (mais pas des filtres au sens mor-
phologique), mais on leur préfère les ouvertures et les fermetures pour leur propriété d’idempotence (cf. cha-
pitre 6). Pour des filtrages de taille croissante on prend desfiltres alternés séquentiels (FAS) (cf. figure 10.2)
[Schmitt et Mattioli, 1994b, Serra, 1982b].

Enfin, on fait également des filtres d’augmentation de contraste en répartissant judicieusement le niveau de
sortie entre l’érodé, le dilaté ou la moyenne selon la distance du pixel à la valeur moyenne (on peut remplacer dans
la phrase précédentemoyenneparmédiane).

10.2.4 Filtrages paréquations de diffusion

Ces opérations ont fait l’objet du chapitre 8 où l’on a mis en évidence leur rôle de filtrage aussi bien pour
l’analyse que pour la restauration. Ce sont ces propriétés qui nous intéresserons ici encore. Mais rappelons tout
d’abord que les équations de diffusion constituent aussi l’approche duale de la minimisation d’une intégrale to-
tale sur l’image. Dans cette approche, à une équation int´egrale d’énergie comme l’équation 10.1, on associe une
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FIG. 10.2 –Filtre Altern é Śequentiel - Une, deux ou trois itérations de la séquence ouverture puis fermeture,
d’éléments structurants croissants.

équation d’Euler-Lagrange et des conditions aux limites (généralement les conditions de Neumann). On résout
alors l’équation différentielle par des techniques de gradient (résolution itérative), à partir d’une solutioninitiale
généralement égale à l’image bruitée. S’il y a convergence, c’est alors vers un minimum local.

Diffusion isotrope

On a vu au chapitre 8 que le filtrage par des équations de diffusion isotrope est, dans le cas continu, mathématiquement
équivalent au filtrage gaussien [Marr et Hildreth, 1980, Babaud et al., 1986, Witkin, 1983a, Koenderink, 1984]. Il
est obtenu à partir de l’équation de la chaleur :

∂f
∂t = ∆f où l’on remplace le temps par des itérations successives.Ce filtrage, comme le filtrage gaussien, a

le défaut de rendre les contours d’images très flous. Ce n’est donc pas un bon filtre d’amélioration d’images.

Diffusion anisotrope

On a montré au chapitre 8 que l’on préfère les équations de diffusion anisotrope [Perona et Malik, 1990b,
Alvarez, 1996]. Leur équation est :

∂f

∂t
= div[g(f, t).∇f ] (10.2)

où g(f, t) est une fonction généralement du module de la dérivée def , maximale pour une dérivée nulle et
décroissante lorsque le gradient croı̂t : on choisit gén´eralement les fonctions suivantes (cf. figure 10.3) :

– g(f, t) = exp(− |∇f |2
κ2 ),

– g(f, t) =

[
1 +

[
|∇f |

κ

]1+α
]−1

.

Le coefficientκ est proportionnel à un gradient. Il caractérise l’amplitude des gradients qui autoriseront une
forte diffusion. Pour des valeurs de gradient très inférieures àκ, la diffusion sera très faible car la zone sera
considérée comme déjà lisse. Pour des valeurs très supérieures, la diffusion sera interdite (on considérera qu’il y a
présence d’un contour que le filtrage devra préserver). Cela se voit sur la figure 10.3 où l’on a porté l’évolution du
produitg(f, t).|∇f | en fonction de|∇f |.

La mise en œuvre des filtres de diffusion anisotrope se fait encalculant une série d’imagesfn telles que :

fn = fn−1 +
∂

∂x

[
g(f, n).

∂fn−1

∂x

]
+

∂

∂y

[
g(f, n).

∂fn−1

∂y

]

Deux étapes de ce processus sont présentées sur la figure 10.4.
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gaussienne

1/(1+x**2)

FIG. 10.3 – A gauche, terme contrôlant la diffusion dans les techniques de diffusion anisotropique pour deux

exemples de filtres utilisés : la gaussienneexp(− |∇f |2
κ2 ) ou la lorentzienne :

[
1 + |∇f |2

κ2

]−1

. À droite, pour le cas

de la gaussienne, variation du produitg(f, t)|∇f | en fonction de|∇f |. Le maximum est proche de|∇f | = κ.

FIG. 10.4 –Filtrage par Diffusion Anisotrope : image originale bruitée (à gauche) et deux filtrages par 15 et 80
itérations avecκ = 25.

Filtres de courbure moyenne

On a également vu au chapitre 8 que plusieurs autres formes avaient été proposées pour les filtres par E.D.P.
pour garantir la conservation de certaines propriétés des images. D’un intérêt particulier sont les filtres qui garan-
tissent une invariance du traitement par changement de contraste. C’est le cas des filtres de courbure moyenne (ou
mean curvature equation) [Kimia et al., 1992] :

∂f

∂t
= div[

∇f
|∇f | ].∇f (10.3)

Filtrage à Variation Totale

Dans la plupart des approches de filtrage, on recherche la meilleure solution au sens de l’erreur quadratique
moyenne. Ce critère n’est pas très satisfaisant pour un observateur humain qui préfère souvent des optimisations
sous d’autres normes. On préfère parfois la normeL1, mais celle ci conduit à des solutions souvent difficiles à
mettre en œuvre. Cet argument a été poursuivi dans [Rudin et al., 1992b] pour proposer un filtrage dans la classe
des signaux à variation totale bornée (ou signauxBV), sous-classe des signauxTV , c’est-à-dire à contrainte sur la
variation totale [Rudin et Osher, 1994].
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Ainsi, sous ce formalisme, on minimise :
∫

Ω

f̂2
x + f̂2

ydxdy

où f̂x est la dérivée enx de l’estimée de l’image, sous les contraintes :
∫

Ω

f̂dxdy =

∫

Ω

fdxdy et

∫

Ω

(f̂ − f)2dxdy = σ2

Ces deux contraintes sont des hypothèses sur le bruit (valeur moyenne nulle et écart-type fixé).

Ces relations conduisent aux équations d’Euler-Lagrange:

∂

∂x


 f̂x√

f̂2
x + f̂2

y


+

∂

∂y


 f̂x√

f̂2
x + f̂2

y


− λ1 − λ2(f̂ − f) = 0

avec, comme condition aux limites∂f̂
∂n = 0. On la résout itérativement par une descente de gradient :

∂f

∂t
=

∂

∂x



 f̂x√
f̂2

x + f̂2
y



+
∂

∂y



 f̂x√
f̂2

x + f̂2
y



− λ(f̂ − f) (10.4)

avec une valeur deλ donnée par :

λ = − 1

2σ2

∫ 


√
f̂2

x + f̂2
y −



 fxf̂x√
f̂2

x + f̂2
y

+
fyf̂y√
f̂2

x + f̂2
y







 dxdy

Selon cette méthode, on filtre progressivement l’image d’origine, tout en respectant ses contours. Le schéma donne
des résultats assez semblables à ceux du filtre de courburemoyenne. On s’en convaincra en notant l’identité des
équations 10.3 et 10.4, dans le cas oùλ = 0 et le membre de droite est multiplié par|∇f |.

10.3 Les filtres adaptatifs

10.3.1 Les filtresà coefficients adaptatifs

Ces filtres s’inspirent des filtres de moyenne, mais chaque terme de la moyenne est pondéré par un coefficient
qui décroı̂t avec la similarité entre le pixel considér´e et le pixel central de la fenêtre. On peut également interpréter
ces deux filtres comme des filtres de diffusion isotrope mais adaptative.

Filtre de gradient inverse

Il est appelé également filtreσ ; il calcule une moyenne des pixels de la fenêtre, pondérés par l’inverse de leur
gradient, de façon que les points trop différents du pointtraités ne contribuent que peu :

f ′(i, j) =
1

α

∑

k

∑

l

f(i+ k, j + l)

|f(i, j) − f(i+ k, j + l)| + 1

C’est un filtre d’action très modérée que l’on itère généralement plusieurs fois.
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Filtre de Saint Marc

Il repose sur un principe assez semblable, mais la pondération est exponentielle négative :

f ′k+1(i, j) =
1

α

∑

l

∑

l′

fk(i+ l, j + l′) exp(−β|∇fk|)

Son action est plus nette que celle du précédent. Il conduit à de bons filtrages respectant bien les contours
[Saint-Marc et al., 1989].

Toboggan de Fairfield

Il agit de façon très différente des précédents. Il creuse l’histogramme de l’image en attribuant à chaque pixel
le niveau de gris du point de minimum de gradient dans son voisinage. On trace tout d’abord une carte du gradient.
Puis, à partir d’un point non déjà parcouru, on descend sur cette carte comme sur un toboggan (d’où le nom)
jusqu’à ce qu’on tombe dans un minimum local du gradient. Onattribue alors la valeur du niveau de gris du point
minimum local. Tous les points du chemin parcouru sont mis aumême niveau, et tous ces points sont marqués afin
de n’être plus traités. On répète ce traitement jusqu’`a ce que tous les points aient été parcourus [Fairfield, 1990].

10.3.2 Les filtresà fenêtres adaptatives

Dans le cas de filtres à fenêtres adaptatives, on recherche, autour de chaque pixel, la fenêtre la plus adaptée au
filtrage. Cela se fait de deux façons :

1. soit en sélectionnant parmi une famille de fenêtres celle qui convient le mieux (c’est le cas du filtre de
Nagao),

2. soit en faisant croı̂tre une fenêtre et en contrôlant lacroissance (cas du filtre de Wu).

Filtre de Nagao

Dans l’approche de Nagao [Natsuyama, 1979], on travaille sur une fenêtre de taille5 × 5 entourant le pixel
central (qui appartient à toutes ces fenêtres). On définit 9 fenêtres possibles (cf. figure 10.5), toutes de 9 pixels,
identifiées par un indicek. Sur chaque fenêtre on mesure la moyennemk et la varianceσ2

k des niveaux de gris. On
choisit alors de remplacer le pixel central par la valeur moyenne de la fenêtre dont la variance est la plus faible.

FIG. 10.5 – Le pixel central d’une fenêtre5 × 5 appartient à 9 fenêtres de 9 pixels chacune : 4 se déduisent de la
fenêtre représentée à gauche par rotations den× 90o, 4 de la fenêtre au centre et la fenêtre de droite.

Filtre de Wu : filtrage par fen être maximale

Il procède par croissance de région [Wu et Maı̂tre, 1992].Il utilise un prédicat d’homogénéité sur une région
(cf. chapitre 12, section 12.2), c’est souvent une mesure dela variance (ce peut être le coefficient de variation
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pour une image de radar). On part d’une zone de taille3 × 3, si elle est homogène on l’étend à une fenêtre5 × 5
puis 7 × 7 en lui ajoutant des couronnes successives. Si le prédicat n’est plus vérifié, on recherche la cause de
l’hétérogénéité. Si elle n’est présente que sur un cˆoté de la fenêtre, on procède à une croissance sur une fenêtre
rectangulaire en interdisant de croı̂tre sur le côté hétérogène. Si 2 côtés adjacents sont hétéromogènes, on croı̂t
selon un triangle. Lorsque la fenêtre ne peut plus croı̂tre, on remplace le point initial par la moyenne sur la plus
grande fenêtre obtenue (cf. figure 10.6).

FIG. 10.6 – Méthode de Wu. A gauche, passage d’une fenêtre à lasuivante dans le cas d’une croissance isotrope.
A droite, s’il y a un contour dans le1/2 plan inférieur droit, la croissance ne se fait plus que selon un triangle.

10.4 Le rééchantillonnage des images

Cette opération est nécessaire chaque fois que l’on doit transformer une image dans une géométrie prédéfinie
(par exemple en télédétection pour se ramener dans une r´eférence cartographique, ou en imagerie médicale pour
aligner les images sur les repères anatomiques). Ces opérations de rééchantillonnage s’appuient sur les bases
mathématiques de la théorie de l’échantillonnage de Shannon (cf. chapitre 3).

L’idée de principe est assez simple : considérant que l’image d’origine vérifie le théorème de Shannon, on
reconstruit tout d’abord le signal continu dont cette imagediscrète est issue, puis cette image continue est filtrée de
façon à donner une image dont le spectre est compatible avec le nouvel échantillonnage que l’on souhaite réaliser,
enfin on échantillonne cette image aux points que l’on désire connaı̂tre.

Mais cette idée de principe se heurte à des contraintes de mise en œuvre matérielle très difficiles (temps de
calcul, place mémoire, etc.) qui nécessitent que l’on trouve des solutions de remplacement.

Cela se fait en combinant reconstruction et filtrage en un seul filtrage. Cela se fait également très souvent en
remplaçant les fonctions canoniques de reconstruction (généralement des sinus cardinaux) par des fonctions plus
compactes, souvent polynomiales, permettant d’effectuerdes sommations finies et non infinies.

10.4.1 Interpolation avec des polyn̂omes

Dans ces approches, on convole la fonction initialef(x)1 par un noyauh(x) :

g(x) = f(x) ∗ h(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)h(x− y)dy

ce qui s’exprime dans l’espace de Fourier par :

G(u) = F (u)H(u)

F etH étant les TF def eth.

1Nous la considérons ici monodimensionnelle pour simplifier, pour les fonctions bidimensionnelles il convient généralement de faire le
produit d’un polynome enx par un polynome eny.
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L’interpolation idéale est obtenue pour :

h(x) =
sin(2πx)

x
= sinc πx ; H(u) = rect(u)

Mais d’autres interpolations, plus rapides, sont souvent utilisées :

• Interpolation au plus proche voisin :

h(x) = rect(x) ; H(u) = sinc πu.

• Interpolation linéaire :

h(x) = (1 − |x|)rect(2x) ; H(u) = sinc2 πu.

• Interpolation quadratique :

Plusieurs formules ont été proposées. Celle de [Dodgson, 1997] est particulièrement utilisée :

h(x) = −2x2 + 1 si |x| ≤ 1/2
h(x) = x2 − 5/2|x| + 3/2 si 1/2 ≤ |x| ≤ 3/2
h(x) = 0 sinon

dont la fonction de transfert est :

H(u) =
6 sinπu − 6 sin 3πu− cosπu+ cos 3πu

(2πu)2

• Interpolation cubique :

Les solutions possibles sont encore plus nombreuses et ont fait l’objet de très nombreux travaux [Maeland, 1988].
On retiendra la famille paramétrée par la variablea :

h(x) = (a+ 2)|x|3 − (a+ 3)x2 + 1 si |x| ≤ 1
h(x) = a(|x|3 − 5x2 + 8|x| − 4) si 1 ≤ |x| ≤ 2
h(x) = 0 sinon

La valeura = −1/2 est souvent retenue. Elle conduit à une interpolation dontla fonction de transfert est :

H(u) =
18 − 24 cos 2πu+ 6 cos 4πu− πu(2 sin 2πu− sin 4πu)

(2πu)4

10.4.2 Interpolation par des B-splines

Les B-splines forment également une famille de polynômesintéressants [Unser et al., 1993a, Unser, 1999,
Chalmond, 2000]. Ils sont de degrék et se déduisent récursivement du polynôme de degré 0 parla formule :

βk(x) = ∗k+1β0(x)

où∗k exprime lakème convolution. Ainsi :

β1(x) = β0(x) ∗ β0(x)

β2(x) = β0(x) ∗ β0(x) ∗ β0(x)

. . . etc.
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La fonction d’ordre 0 est définie par la fonction porte :β0(x) = rect x, et les diverses fonctions sont explicitées
dans [Unser et al., 1993b] jusqu’à l’ordre 7. Leurs TF s’expriment simplement par :

TF [βk] = (sinc u/2)k+1

Une représentation par les splines d’ordren prend la forme générale :

s(x) =
∑

k∈Z

c(k)βn(x − k) (10.5)

Lorsqu’on interpole un signal dans l’approche par splines,on choisit généralement des splinesinterpolantes,
qui passent exactement par tous les points de l’échantillonnage, et non des splinesapproximantesqui passent au
plus près d’un ensemble de points. Calculer une telle approximation consiste donc à déterminer les coefficients
inconnusck tels que en tout pointx appartenant aux échantillons initiaux on ait :

∑

k∈Z

c(k)βn(x− k)|x=k = s(k) (10.6)

less(k) étant les valeurs connues de l’échantillonnage.

On peut calculer les approximations par splines de deux façons :

1. par résolution du système d’équations 10.6 liant les coefficients inconnus des splines aux coordonnées et
aux amplitudes connues des échantillons ; on est alors amené à inverser une matrice Toeplitz (cf. chapitre
5) (invariante par translation le long dex). Les coefficients de la matrice sont les valeurs desβn aux nœuds
du maillage, ils sont au nombre den + 1. Les inconnues, lesc(k), sont plus nombreuses que les équations
(on ne dispose pas d’équations complètes pour lesn/2−1 premiers et derniers points de l’échantillonnage).
On choisit donc généralement de répéter les premièreset les dernières valeurs, ou on les reproduit selon une
symétrie miroir.

2. par filtrage (c’est-à-dire par convolution) [Goshtasbyet al., 1990] :
Pour cela, utilisons le noyaubnm obtenu en échantillonnant la B-spline de degrén dilatée d’un facteurm et
associons lui sa transformée en z :

bnm(k) = β(x/m)|x=k → Bn
m(z) =

∑

k∈Z

bnm(z)(k)z−k

Nous voulons déterminer les coefficientsc(k) des splines qui garantissent l’égalité aux échantillons entiers :
∑

l∈Z

c(l)βn(x− l)|x=k = s(k)

ce que l’on peut réécrire comme une convolution :

s(k) = bn1 ∗ c

Si l’on définit parγ(k) la fonction dont la transformée en Z (TZ) est l’inverse deBn
l (z) :

γ(k) → 1

Bn
l (z)

on obtient une solution du problème par :

c(k) = γ(k) ∗ s(k)

On montre que cette déconvolution est stable et peut être effectuée très rapidement [Unser et al., 1993a,
Unser et al., 1993b].
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À deux dimensions, l’interpolation spline se déduit du casmonodimensionnel par produit tensoriel de l’inter-
polation enx et eny (équation 10.5) :

s(x, y) =
∑

k∈Z

∑

k′∈Z

c(k, k′)βn(x− k)βn(y − k′) (10.7)

10.4.3 Interpolation adaptative

Des méthodes complètement différentes des précédentes effectuent des interpolations adaptatives, dans le but
de préserver les objets présents dans la scène et leurs contours en particulier. Ces techniques contrôlent souvent
l’interpolation par une détection de contours ou une segmentation de l’image. Un exemple de telles techniques est
donné par [Karabassis et Spetsakis, 1995].

D’autres méthodes [Calle et Montanvert, 1998] s’appuientsur des décompositions fractales qui permettent de
retrouver les propriétés fines - filtrées par l’échantillonnage original - mais présentes à travers la pyramide d’ho-
mothétie interne (cf. chapitre 3).



176 CHAPITRE 10. LES PŔETRAITEMENTS



Chapitre 11

La détection des contours dans les images

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

La détection de contours dans les images a débuté de façon extrêmement empirique par des opérateurs lo-
caux qui, soit estimaient un gradient, soit convoluaient l’image par des masques caractéristiques des contours
[Haralick et Shapiro, 1985]. Dans les années 80, des approches plus systématiques ont été mises en place par Marr
[Marr et Hildreth, 1980], puis Canny [Canny, 1986], pour obtenir des contours plus significatifs. Ces travaux ont
abouti à une bonne compréhension de ce qu’il faut faire pour détecter les contours, mais la définition même des
contours demeure très vague, ce qui rend ces techniques encore peu efficaces sur un problème concret. De plus,
on a pu montrer que le problème de détection de contours estgénéralement mal posé (au sens de la résolution
des systèmes) [Torre et Poggio, 1986]. Les seuls modèles de contours utilisables sont ceux de contours idéalisés,
comme ceux présentés sur la figure 11.1 ; ils sont bien loin de la réalité. C’est pourquoi, même si de très gros
progrès ont été accomplis dans ce domaine, les techniques empiriques d’estimation du gradient proposées dans
les années 70-80 restent souvent encore employées en concurrence de techniques plus modernes. Une excellente
référence à ce problème est l’ouvrage collectif [Cocquerez et Philipp, 1996]. Plusieurs articles existent sur la com-
paraison des performances de détecteurs de contours, en particulier [Palmer et al., 1996, Heath et al., 1997].

rampemarche d’escalier toit

FIG. 11.1 – Quelques modèles de contours. Le plus utilisé est celui en marche d’escalier.

Nous présenterons tout d’abord une approche formelle (mais malheureusement stérile !) de la détection des
contours, puis les méthodes empiriques encore utiliséesseront vues dans la partie 2. Une approche plus analytique,
proposée par Canny, sera ensuite présentée, avec ses dérivées qui sont aujourd’hui les plus employées en raison de
leur efficacité. Enfin les techniques fondées sur le principe descontours actifsde Kass, Witkins et Terzopoulos
seront présentées, ainsi que les approches parensembles de niveaux(level sets). Nous terminerons par une brève
présentation des méthodes de poursuite et de fermeture des contours.

177



178 CHAPITRE 11. LA DÉTECTION DES CONTOURS DANS LES IMAGES

11.1 Un mod̀ele continu de contour.

Dans une image supposée continuef(x, y), un contour apparaı̂t comme une ligne où sont localisées les très

fortes variations def . Soit
−→
G le gradient def :

−→
G =

−→∇f =




∂f
∂x

∂f
∂y





On associe àf une image du module du gradient def :

G = |−→∇f | =

[(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
]1/2

(11.1)

ainsi qu’une image des directions du gradient à partir de :

−→g =

−→∇f
|−→∇f |

et par application de[−π, π[ sur{0, 255}. Un contour est alors défini commele lieu des maximums du gradient
dans la direction−→g du gradient. Un point de contour vérifie donc ;

∂G

∂g
= 0 et

∂2G

∂g2
≤ 0 (11.2)

avec :
∂

∂g
= −→g .−→∇ (11.3)

L’équation obtenue est complexe et non linéaire :

∂f

∂x
.
∂

∂x

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+
∂f

∂y
.
∂

∂y

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

= 0

Elle n’a donc en général pas de solution explicite et ne peut être résolue que par tâtonnement. On procède alors en
deux étapes : on calcule tout d’abord le gradient, puis on recherche les extrémums dans la direction du gradient.

Afin de garantir la double dérivation même en présence de discontinuités de typemarche d’escalier, on prétraite
l’image f par convolution avec une fonction au moins deux fois dérivable. On a beaucoup utilisé pour cela la
gaussienne, mais on peut également prendre des polynômesde faible degré.

On peut également se placer dans les axes locaux définis parla tangente
−→
t et la normale−→g à la surfacef(x, y)

(cf. figure 11.2). Ce repère est tourné d’un angleΦ par rapport au repère{x, y} :

Φ = Arctg

[
∂f

∂x
/
∂f

∂y

]
(11.4)

On a alors :
∂f

∂g
=
∂f

∂x
cosΦ +

∂f

∂y
sin Φ

et les équations 11.2 donnent :

∂2f

∂g2
=
∂2f

∂x2
cos2 Φ + 2.

∂2f

∂x∂y
cosΦ sin Φ +

∂2f

∂y2
sin2 Φ
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y

g

t

x

Φ

FIG. 11.2 – Repère local défini par le vecteur normal et le vecteur tangent à l’image.

Cette équation n’est pas plus simple à résoudre que la pr´ecédente. Cependant elle se relie assez aisément à
l’équation du laplacien def :

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

qui s’exprime également (par invariance du laplacien par changement de repère euclidien) dans le repère local
{t, g} :

∆f =
∂2f

∂g2
+
∂2f

∂t2

On voit que si le terme∂
2f

∂t2 est négligeable (c’est-à-dire si le contour a une courbure très faible), alors :

∆f = 0 ≈ ∂2f

∂g2
= 0 (11.5)

Cette propriété sera utilisée dans les approches dites par passage par zéro du laplacien (cf détecteur de Marr).

11.2 Les approches classiques

Cette section présente un ensemble de méthodes qui ont eu historiquement une grande importance en traitement
des images. Bien que certaines soient encore régulièrement employées, un lecteur intéressé par les techniques plus
actuelles pourra se rendre directement à la section 11.3.

11.2.1 Les d́etecteurs de gradient par filtrage

Ces détecteurs reposent tous sur une recherche d’un extremum de la dérivée première (ou d’un passage par
zéro d’une dérivée seconde), celle-ci étant calculéede diverses manières, mais généralement par un filtrage passe-
haut précédé d’un léger filtrage passe-bas pour s’affranchir des bruits. Ces approches parfiltrage lin éaire sur
des critères très simples de sélection en fréquence ontreçu une base théorique dans [Modestino et Fries, 1977,
Shanmugam et Green, 1979]. La somme des connaissances sur cesujet se trouve dans [Torre et Poggio, 1986].
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Ainsi, Modestino et Fries ont proposé de détecter les contours par un filtrage de Wiener, le but de ce filtrage
étant d’effectuer sur l’image non bruitée une opérationde laplacien qui sera suivie par la suite d’une détection de
zéros alliée à un seuillage (nous verrons ces étapes ultérieurement).

Le filtre de base de Modestino et Fries est un filtre récursif de la forme :

H0(z1, z2) =

∑n
i

∑n
j bi,jz

−i
1 z−j

2

1 +
∑∑

ai,jz
−i
1 z−j

2

où les coefficientsai,j et bi,j sont déterminés à partir de 3 paramètres spécifiques del’image à traiter :λ, ρ et ǫ.
λ est le paramètre poissonnien de densité de contours (il exprime la distance moyenne entre 2 contours lors d’un
balayage de l’image),ρ la constante de la loi exponentielle de l’auto-corrélation de l’image (cf. chapitre 2) etǫ la
puissance du bruit. Comme un tel filtre ne filtre que du coin supérieur gauche au coin inférieur droit, on lui associe
les 3 autres filtres obtenus par rotation deπ/2, pour obtenir un filtre final. Dans la pratique pour assurer des temps
de calcul raisonnables, on choisit des filtres d’ordre 1 (n = 1).

11.2.2 Les d́etecteurs de gradient par masques

A côté de ces approches très inspirées du traitement du signal, des filtres de dérivation plus empiriques ont été
proposés à partir d’estimateurs locaux de l’imagef ou de ses dérivées∂f

∂x . Ces estimées sont obtenues à l’aide
de masques (cf. figure 11.3) appliqués sur des fenêtres de2 × 2 pixels ou3 × 3 pixels (exceptionnellement, en
cas d’images très bruitées, sur des fenêtres plus grandes). On note sans surprise que la somme des coefficients de
ces filtres est nulle (fonction de transfert nulle à la fréquence 0), et que les coefficients sont anti-symétriques. Les
filtres les plus utilisés sont, dans l’ordre décroissant :

Sobel > Roberts > Gradient > Prewitt

1 1

-1

-1

-1

-1

1

2

1

-1

-2

-1

gradient Roberts Prewitt Sobel

1

1

1
-1

FIG. 11.3 – Quatre filtres de détection de contours par estimation du gradient. Les filtres représentés estiment une
seule dérivée. Par rotation deπ/2, on calcule la seconde dérivée.

Les filtres3×3 sont un peu moins précis (c’est-à-dire que les contours qu’ils détectent sont moins bien localisés
et souvent épais), mais les images ainsi obtenues sont généralement plus fiables et permettent des post-traitements
plus poussés, ils sont également centrés sur un pixel et non entre des pixels (filtres à phase nulle).

La réponse de l’un quelconque de ces filtres s’obtient de la façon suivante : le filtre est centré en chaque pixel
successivement (au coin supérieur gauche pour les filtres2 × 2, au point central pour les filtres3 × 3). Le produit
du masque par les valeurs des pixels correspondant étant fait, la valeur absolue de la somme est retenue. Puis le
masque est tourné de90o autour de son centre et la même mesure est répétée. Les deux mesures sont alors ajoutées
et leur somme constitue la mesure du gradient en ce point selon la formule de l’équation 11.1, ou selon la formule
approchée (en normeL1), un peu plus rapide à calculer :

Ĝ = |∂f
∂x

| + |∂f
∂y

|.
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On peut également mesurer l’orientationΦ du contour au point donné en faisant le rapport des réponses des
deux filtres comme dans l’équation 11.4.

De tels filtres sont particulièrement simples de mise en œuvre, et rapides de calcul, permettent en particulier
d’assurer des calculs en temps réel pour des applications industrielles.

11.2.3 Pŕe- et post traitements

La qualité de la détection est très liée à la qualité des contours dans l’image (cela sera vérifié pour toutes
les méthodes, mais particulièrement pour ces méthodes peu élaborées). Ainsi, elles sont souvent bonnes pour
les applications de robotique, en environnement artificiel, pour des images aériennes à forte résolution (en mi-
lieu urbain par exemple), elles se dégradent très vite pour les scènes d’extérieur, les images médicales, et de-
viennent totalement inapplicables en imagerie bruitée (thermographie, imagerie ultrasonore, radar SAR, etc.). On
a alors intérêt à revenir à des démarches moins intuitives comme celles exposées dans [Modestino et Fries, 1977,
Shanmugam et Green, 1979].

Ces détecteurs doivent toujours être suivis d’une étapede post-filtrage, et souvent précédés d’une étape de
pré-filtrage.

Parmi les filtres depr é-traitement, on recherche ceux qui diminuent le bruit tout en préservant les disconti-
nuités. Ils ont fait l’objet du chapitre 10 : filtre médian par exemple, mais aussi filtre toboggan [Fairfield, 1990] (cf.
section 10.3.1), ou filtre de diffusion anisotrope de Peronaet Malik [Perona et Malik, 1987] (cf section 10.2.4).
Ces filtres ont cependant le défaut de créer des contours artificiels qui peuvent être par la suite difficiles à éliminer.

Lespost-traitementscommencent le plus souvent par l’élimination des points decontour trop faibles par un
seuillage (seuillage adaptatif si l’image est très hétérogène). On élimine ensuite les points qui ne sont pas des
extrémums locaux dans la direction du gradient. Cela s’obtient à partir de la directionΦ mesurée précédemment
et une comparaison simple des points rencontrés (ou interpolés si l’on souhaite une précision meilleure que le
pixel). On peut opérer également des seuillagespar hyst́erésis, afin de ne conserver que les composantes les plus
importantes des contours. Pour cela, on procède à deux seuillages, le second étant très tolérant (c’est-à-dire laissant
un très grand nombre de contours candidats) ; on ne garde descontours sélectionnés par ce second seuil que les
points connexes d’un point de contour préservé par le premier (cela se fait aisément par un double étiquetage des
images seuillées) cf. figure 11.4.

FIG. 11.4 – Filtrage de contours par hystéresis : à gauche, application d’un seuil sévère (70) au gradient de l’image
bateau, seuls les contours les plus fiables sont détectés.Au centre, application d’un seuil tolérant (25), beaucoup
de contours sont détectés, mais également beaucoup de bruit. A droite, résultat du filtre par hystérésis : seuls les
contours du second filtrage connexes à ceux du premier sont conservés. Le détecteur de contours est un détecteur
de Sobel. Aucun filtrage n’est appliqué pour réduire l’épaisseur des contours.

Enfin on procède à des étapes depoursuite et defermeture des contours. La première opération a pour objectif
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de supprimer les petites disparitions de contours qui peuvent se produire par suite du bruit ou d’une perte de
contraste, la seconde se propose de détecter des objets topologiquement clos, c’est-à-dire des zones fermées. Ces
étapes seront vues plus en détail plus loin.

11.2.4 Les d́etecteurs de passage par zéro du laplacien

Ces méthodes ont été proposées en 1976 [Marr et Hildreth, 1980]. Elles ont eu une grande importance his-
torique, étant considérées comme le prototype du détecteur de contour inspiré des systèmes biologiques (primal
sketchde Marr). Elles utilisent le fait que le passage par zéro du laplacien permet de bien mettre en évidence les
extrémums de la dérivée. Nous avons eu l’occasion de voir(cf. équation 11.5) qu’en l’absence de forte courbure, le
passage par zéro du laplacien correspond en effet bien au maximum du gradient dans la direction du gradient. Ces
méthodes tirent en outre profit du fait que les zéros de la d´erivée seconde constituent un réseau de lignes fermées
(évitant donc, en principe, les étapes de poursuite et de fermeture). Il en est de même du réseau des lignes de
crête du gradient, mais le premier est plus aisément détecté à partir d’un simple étiquetage des zones positives et
négatives. Mais l’estimation de la dérivée seconde étant très sensible aux bruits, il convient de filtrer très fortement
l’image avant d’en mesurer le laplacien. Cela conduit au filtrage suivant :

ψ ∗
(
∂2f

∂x2 +
∂2f

∂y2

)
=

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)
[ψ ∗ f ] .

oùψ est un filtre passe-bas ; ce qui se récrit symboliquement :

image des contours = passage par zéro

(
f ∗

[
∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂y2

])
.

cela exprime qu’une image de contours est obtenue par filtrage de l’image par la dérivée seconde d’un filtre passe-
bas, puis détection des zéros de la fonction ainsi obtenue.

FIG. 11.5 – Filtre LOG pour deux valeurs différentes deσ.

Les filtres les plus utilisés pour ces filtrages passe-bas sont les filtres gaussiens [Marr et Hildreth, 1980]. Marr
a montré en effet qu’avec de tels filtres on pouvait approcher de très près les effets donnés par le système visuel
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humain. Le filtre obtenu par convolution avec le laplacien d’une gaussienne est connu sous le nom de LOG (cf
figure 11.5). Un autre filtre très utilisé et très proche duLOG est le DOG (Difference of Gaussians) (figure 11.6,
qui procède par différence de deux gaussiennes dont les écarts-type sont dans un rapport 1,6 (pour simuler au
mieux le système visuel). Les gaussiennes sont bien sûr affectées des facteurs adéquats pour que la somme des
parties positives du filtre soit égale à la somme des parties négatives (valeur nulle à la fréquence 0 de la fonction
de transfert). Sa mise en œuvre peut tirer profit des diversesqualités de la gaussienne : séparabilité, noyau auto-
reproducteur, limite de suites de polynômes, approximation par des splines, etc., ce qui permet d’en accélerer la
réalisation.

Dans des approches très sommaires, le DOG est parfois remplacé par le DOB (Difference of Box), filtre très
rapide même pour des grandes tailles (on tire profit alors dufait que les filtres de moyenne (Box) ont une complexité
de calcul indépendante de la taille de la fenêtre d’intégration au prix d’un coup mémoire important). Les résultats
de ces filtres est cependant généralement de piètre qualité.

Les filtres LOG et DOG, n’ont plus aujourd’hui qu’un intérêt historique. On leur préfère les filtres analytiques
que nous verrons plus loin.

filtre Log

filtre Dog

FIG. 11.6 – A gauche : filtre DOG et les deux gaussiennes dont il estla différence (leurs écarts-types sont dans un
rapport 1,6). A droite filtre LOG et filtre DOG comparés.

11.2.5 Les d́etecteurs par masquage adapté

Dans ces techniques, on recherche en chaque point de l’imagela présence d’une configuration conforme à
un gabarit appartenant à undictionnaire de contours. Pour cela, on définit une distance entre un contour type et
une fenêtre de l’image. C’est par exemple l’inverse du produit scalaire des deux fenêtres : si l’image est dénotée
f(x, y), et lekème gabaritgk(x, y), on calcule par exemple :

rk(x, y) =

(∑
x,y∈fenêtre f

2(x, y) .
∑

x,y∈fenêtre g
2
k(x, y)

)1/2

∑
x,y∈fenêtre f(x, y)gk(x, y)

pour toutes les valeurs dek. On ne conserve que la meilleure des valeurs et seulement si elle est suffisamment
faible. L’approche par masques adaptés (template matching), permet de connaı̂tre aisément la direction du contour,
elle permet également de soumettre, en parallèle, ces calculs à des architectures adaptées. Mais la qualité des
contours, ainsi que les post- traitements qu’ils requièrent sont très semblables à ceux que l’on a vus pour les filtres
de maximum du gradient.
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Les filtres adaptés les plus utilisés sont le filtre de Kirsch (cf. tableau 11.1), le filtre de Nevatia et Babu (cf.
tableau 11.2) et les boussoles directionnelles de Prewitt (cf. tableau 11.3).

5 5 5
-3 0 -3
-3 -3 -3

-3 5 5
-3 0 5
-3 -3 -3

TAB . 11.1 – Masques de Kirsch : il y a 8 filtres issus de ces 2 fenêtres par rotation deπ/4.

-100 -100 0 100 100
-100 -100 0 100 100
-100 -100 0 100 100
-100 -100 0 100 100
-100 -100 0 100 100

-100 32 100 100 100
-100 -78 92 100 100
-100 -100 0 100 100
-100 -100 -92 78 100
-100 -100 -100 32 100

TAB . 11.2 – Masques de Babu et Nevatia : il y a 12 filtres issus de ces2 fenêtres par rotation, la première deπ/2,
la seconde deπ/4.

1 1 1
1 -2 1
-1 -1 -1

1 1 1
-1 -2 1
-1 -1 1

TAB . 11.3 – Masques de boussole directionnelle : il y a 8 filtres issus de ces 2 fenêtres par rotation.

Au-delà de ces approches souvent heuristiques, Hueckel a proposé une démarche beaucoup plus rationnelle,
s’appuyant sur la décomposition du signal d’image sur une base de fonctions orthogonales en coordonnées po-
laires (polynômes d’Hermite utilisés également pour l’oscillateur harmonique), tronquée à ses 8 premiers termes
[Hueckel, 1971]. Malheureusement les résultats n’ont pasété au niveau des investissements et cette voie est main-
tenant abandonnée.

11.3 Les approches analytiques

Nous allons voir maintenant une approche qui a permis une bien meilleure compréhension des conditions d’une
bonne détection de contours et qui a ainsi conduit à des détecteurs de très bonne qualité. On les voit émerger dans
les années 85, à partir des travaux : [Torre et Poggio, 1986, Shen et Castan, 1986, Canny, 1986].

11.3.1 Les crit̀eres de Canny

Canny, dans une approche originale, [Canny, 1986] a propos´e un filtre déterminé analytiquement à partir de 3
critères :

1. garantir une bonne détection, c’est-à-dire une réponse forte même à de faibles contours,

2. garantir une bonne localisation,

3. assurer que pour un contour il n’y aura qu’une seule détection (éviter les effets derebondsdus, par exemple,
à la troncature des filtres).
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Ces 3 critères s’expriment par l’optimisation conjointe de 3 fonctionnelles qui permettent de définir lefiltre
lin éaire optimal pour la détection d’unemarche d’escaliersous l’hypothèse d’un bruit additif indépendant du
signal1.

Si l’on considère que le filtre a pour réponse impulsionnelleψ(x), ces fonctionnelles s’écrivent :

bonne détection : Σ =

∫∞
0
ψ(x)dx√∫∞

−∞ ψ2(x)dx

bonne localisation : Λ =
|ψ′(0)|√∫∞

−∞ ψ′2(x)dx

réponse unique :
|ψ′(0)|√∫∞

−∞ ψ′′2(x)dx
= k

∫ 0

−∞ ψ(x)dx
√∫∞

−∞ ψ2(x)dx

La résolution du système est assez complexe (on maximise le produitΣΛ sous la contrainte du3ème terme
constant). Par ailleurs, Canny souhaite obtenir un filtre monodimensionnel (dans la direction orthogonale au
contour), à réponse impulsionnelle finie (RIF) ; celui-cia alors une expression complexe, composée de 4 termes,
chacun combinant des lignes exponentielles et trigonométriques :

ψ(x) = a1e
x/σ sinωx+ a2e

x/σ cosωx+ a3e
−x/σ sinωx+ a4e

−x/σ cosωx

où les coefficientsai etω sont déterminés à partir de la taille du filtre. Le paramètreσ est un paramètre de grande
importance que nous retrouverons dans tous les autres filtres dérivés de l’approche de Canny. C’est un paramètre
d’échelle qui indique en-deça de quelle distance deux contours parallèles seront confondus en un seul. Canny
montre que la dérivée d’une gaussienne est une bonne approximation de son filtre.

ψ(x) ≈ −x exp

(
− x2

2σ2

)

C’est donc la réduction à 1 dimension du filtre proposé parMarr à 2 dimensions (le maximum de la dérivée de
la gaussienne est obtenu pour le passage par zéro du laplacien de gaussienne). Ce filtre donne des résultats de
bonne qualité. Le critère de Canny (critèreΣΛ) vaut 1,12 pour le filtre RIF optimal, 0,97 pour le filtre gaussien.
Remarquons cependant que le filtre gaussien n’est pas RIF.

11.3.2 Les filtres de Deriche et Shen et Castan

Au filtre de Canny, on préfère souvent le détecteur de Deriche, qui répond exactement aux mêmes critères
de qualité que celui de Canny, mais qui possède une réponse impulsionnelle infinie (filtre RII). Il a pu donc
être synthétisé de façon récursive particulièrement efficace [Deriche, 1987]. Le filtre de Deriche a une expression
générale de la forme :

ψ(x) = −cx exp(−α|x|),
avec :

c =
[1 − exp(−α)]

2

exp(−α)
.

avec les critères même de Canny il est supérieur au filtre de Canny (ΣΛ = 2). Le paramètreα de Deriche représente
alors l’inverse de l’écart typeσ de la gaussienne du filtrage de Canny (α =

√
π

σ ). Le filtre de Deriche s’écrit de

1Par rapport aux approches proposées précédemment, on note que le filtre reste linéaire, mais que le critère d’optimisation est plus complet.
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façon récursive en fonction des valeursf(x) de l’image, par l’intermédiaire de 2 filtres l’un décrivant l’image de
gauche à droite et l’autre de droite à gauche :

z+(x) = cǫ + 2ǫz+(x− 1) − ǫ2z+(x− 2)

z−(x) = −cǫ + 2ǫz−(x+ 1) − ǫ2z−(x+ 2)

z(x) = z+(x) + z−(x)

avec :
ǫ = exp(−α)

Deriche

Derivee de gaussienne

FIG. 11.7 – Le filtre de Deriche :x.exp(−|x|) et la dérivée de la gaussienne :x√
π
.exp(−x2/π).

Le filtre de Shen et Castan [Shen et Castan, 1986] possède également de très bonnes qualités de détection, il
s’apparente à la même famille des filtres exponentiels (mais comme il n’est pas dérivable à l’origine, il ne se prête
pas à une comparaison avec le critère de Canny) :

f(x) = c.sgn(x) exp(−α|x|)

Le filtre de Shen et Castan, en raison de sa forme à l’origine,donne une localisation très précise des contours, mais
il est sensible aux bruits.

Dans [Demigny et Kamlé, 1997], Demigny a étendu les critères d’optimalité des filtres de Canny à des images
discrètes. Il les a ensuite étendus à des profils en rampe et non plus en marche d’escalier.

11.3.3 L’extensionà 2D

Tous ces filtres sont mono-dimensionnels, le filtrage 2D est donc obtenu par l’action de deux filtres croisés,
l’un enx, l’autre eny.

Pour définir l’un de ces deux filtres, lorsque l’on a choisi legabarit du filtre dans la direction perpendiculaire
au contour, afin de mieux intégrer le signal, on utilise, dans la direction du contour, unefonction de prolongement
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qui permet de filtrer les bruits. C’est souvent une gaussienne de même écart-type que celle qui est dérivée dans le
détecteur. Par exemple la dérivée enx pourra être estimée par convolution de l’image par :

ψ(x, y) = −x exp(−(αx2)) exp(−(αy2))

Ces filtres ne sont donc généralement pas isotropes. C’est-à-dire qu’ils ne répondent pas de façon identique
à des contours identiques mais d’orientations différentes. Les seules fonctions séparables et isotropes sont les
fonctions gaussiennes. Mais même si l’on utilise des filtrages gaussiens, la mise en œuvre discrète du filtre sur
une maille carrée rend les filtres anisotropes. Des travauximportants ont été consacrés à la réduction de cet effet
[Kunduri et al., 1999] utilisant une combinaison de deux détecteurs àπ/4 l’un de l’autre.

En conclusion, dans une approche moderne de la détection des contours, un filtre de d́etection se compose
de deux estimateurs de d́erivées, l’un selonOx, l’autre selonOy. L’un de ces d́etecteurs (choisissons celui
selonOx) se compose du produit de 2 fonctions :

– selonOy c’est une fonction passe-bas, syḿetrique, (la fonction de prolongement) dont l’́etendue est
fonction de l’importance du bruit et de la distance que l’on souhaite respecter entre deux contours ;

– selonOx c’est une fonction passe-haut (anti-syḿetrique), souventégaleà la dérivée de la pŕećedente.
Les couples(( fonctions de prolongement - dérivées)) sont typiquement issus de la gaussienne (Canny), de

l’exponentielle décroissante (Shen et Castan) ou du produit de l’exponentielle parx (Deriche) (cf. figure 11.8),
mais on peut également les concevoir très librement pour une application spécifique.

FIG. 11.8 – Profil général d’un filtre d’estimation de la dérivée dans la directionOx. SelonOy le filtre est un
intégrateur (iciexp(−|y|), selonOx, c’est un dérivateur (icix.exp(−|x|)).



188 CHAPITRE 11. LA DÉTECTION DES CONTOURS DANS LES IMAGES

11.3.4 Variantes autour des filtres analytiques

D’autres filtres aux performances comparables, mais résultats d’optimisations différentes, ont été proposés
dans :

– [Spacek, 1986] : On modifie le critère de Canny, et on cherche pour filtre une spline cubique de forme
x3 − 2x2 + x.

– [Petrou et Kittler, 1991] : On considère alors que le contour est également le résultat d’un flou, ce n’est
donc plus une marche, mais une rampe. Les critères de sélection sont ceux de Spacek et le filtre est une
combinaison non-linéaire de lignes trigonométriques etd’exponentielles décroissantes.

– [Sarkar et Boyer, 1991] : On modifie dans ce cas les critèresde Canny, on adopte une approche variationnelle
et on choisit la représentation récursive d’un filtre RII comme Deriche.

Une excellente comparaison et analyse des filtres de détection des contours est donnée dans [Cocquerez et Philipp, 1996].

Utilisant les résultats précédents ainsi que des méthodes éprouvées d’optimisation semi-globale développées
dans les contours actifs (cf. section 11.4), des solutions variationnelles ont également été proposées qui sont fort
efficaces et permettent d’ajouter des informations connuesa priori sur l’allure des contours lors de leur détection.
Voir par exemple [Fua et Leclerc, 1990].

11.4 Les contours actifs = lessnakes

11.4.1 Une approche physique des contours

Une approche très différente des méthodes antérieuresde détection de contours a été proposée en 1987 par
Kass, Witkins et Terzopoulos [Kass et al., 1988] (voir aussi[Blake et Isard, 1998]), appelée contours actifs ou
snakes. Il s’agit d’une méthode semi-interactive dans laquelle l’opérateur place dans l’image, au voisinage de la
forme à détecter, une ligne initiale de contour. Cette ligne sera amenée à se déformer sous l’action de plusieurs
forces :

– une énergie propre, assimilée à l’énergie mécaniquede tension et de torsion d’une ligne matérielle,
– une énergie potentielle imposée par l’image qui vise à plaquer la courbe sur les contours,
– une énergie externe, introduite par l’utilisateur pour traduire les contraintes spécifiques du problème qu’il se

pose.
Sous ces énergies, le contouractif va évoluer pour rechercher la position d’énergie minimale, qui sera ainsi un

compromis entre les diverses contraintes du problème.

L’écriture formelle du problème passe par la définition paramétrique du contour, en fonction d’une variables
généralement l’abscisse curviligne :

v(s) = [x(s) , y(s)]t s ∈ [0, 1]

Etotale =

∫ 1

0

[Einterne(v(s)) + Eimage(v(s)) + Eexterne(v(s))] ds (11.6)

avec :

Einterne = α(s)

(
dv

ds

)2

+ β(s)

(
d2v

ds2

)2

où :
– la première dérivée prend en compte les variations de longueur de la courbe, (c’est donc un terme de tension

(résistance à la rupture), qui est contrôlé par l’élasticité que l’on attribue au contour),
– tandis que la seconde exprime les variations de la courbure(c’est un terme de flexion contrôlé par la raideur

du contour).
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Ces deux termes agiront donc pour produire une courbe régulière (cf. figure 11.9).

Le second terme d’énergie :Eimage caractérise les lignes que l’on souhaite suivre. Dans le cas de détection de
contours, ce sont des lignes de fort gradient, il vaut donc g´enéralement :

Eimage = −∇f

mais il peut être adapté pour suivre les maximums des niveaux de gris (dans ce casEimage = f), ou toute autre
fonction définie à partir de ceux-ci.

4

3

2

FIG. 11.9 – Déformation d’un contour actif à extrémités fixes pour des valeurs du rapportα/β (élasticité/raideur)
égales à 2, 3 et 4, en l’absence d’une énergie liée à l’image.

Enfin le dernier terme d’énergie :Eexterne est choisi par l’utilisateur. Il peut avoir des formes trèsvariées afin,
par exemple, de contraindre le contour à resembler à un gabarit donné, à s’approcher d’un contour déjà détecté sur
une autre image (suivi de séquences, ou images à 3D)2.

En l’absence de ce dernier terme, et dans les nombreux cas oùl’on recherche les lignes de fort gradient,
l’équation 11.6 s’écrit alors :

Etotale =

∫ 1

0

[
−∇f + α(s)

(
dv

ds

)2

+ β(s)

(
d2v

ds2

)2
]
ds (11.7)

11.4.2 Mise eńequation des contours actifs

L’équation intégrale 11.7 est résolue généralement de façon variationnelle. On suppose que le contour évolue
vers un minimum d’énergie, soit vers un zéro de∂Etotale

∂t . En désignant parv′ et v′′ les dérivées dev le long de la
courbe, on obtient une équation différentielle vectorielle :

γ
∂v

∂t
+ (αv′)′ − (βv′′)′′ =

∂|∇f |2
∂v

oùα, β etγ sont potentiellement variables le long des. Il y a plusieurs façons de concevoir la discrétisation dela
courbe :

1. selon les différences finies : les éléments de la courbesont réduits en des points auxquels sont attachés les
éléments mécaniques (masse, raideur, etc.) de la courbeconsidérée concentrée en ces points ;

2On notera cependant que, dans le cas de volumes numériques tridimensionnelsf(x, y, z), il est possible d’étendre les contours actifs à des
surfaces actives pour lesquelles l’énergie s’exprime comme pour des plaques minces.
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2. selon les éléments finis on remplace chaque portion de courbe par le segment élémentaire et les éléments
mécaniques sont calculés sur ces segments.

Nous ne décrivons ici que la première approche la plus fréquemment employée. Après discrétisation de la courbe
en un nombren de points et en posant :

V t = [vt
0, v

t
1, v

t
2, ......, v

t
n−1]

t

et :
hv = −|∇f(v)|2

on obtient une équation matricielle de la forme :

(A + γI)V t = γV t−1 − hv(V t−1)

où A est une matrice pentadiagonale3 (figure 11.11) de taillen × n fonction deα et β, I est la matrice unité de
taille n× n etγ exprime uneinertiede la courbe aux déplacements. Sa résolution donne :

V t = (A + γI)−1(γV t−1 − hv(V
t−1))

Si les paramètresα, β etγ sont invariants le long de la courbe, il suffit alors de calculer une seule fois(A + γI)−1

pour résoudre le système pour tous les tempst. Sinon, on inverse la matrice à chaque instant. Les choix des pa-
ramètresα, β etγ qui ne sont pas dictés par le problème demeurent souvent d´elicats pour garantir une convergence
convenable, ainsi que le choix de l’estimateur de∇f . L’utilisation d’un estimateur par filtre de Deriche est parfois
préconisée.

a b c

M

N

V

FIG. 11.10 – Contour actif fermé en a, ouvert à extrémités libres en b et ouvert à extrémités fixes en c (on impose
enM une extrémité fixe et une orientation fixe donnée par le vecteurV ).

Malgré les difficultés de réglage de la convergence, les contours actifs apportent une solution heureuse à la
détection de contour, intermédiaire entre les solutionspurement locales (opérateurs de type Sobel) et les segmen-
tations globales. Trois types de contours actifs différents sont utilisés (cf. figure 11.10) :

1. les contours actifs fermés (oùvt
0 = vt

n−1),

2. les contours actifs à extrémités libres,

3. les contours actifs à extrémités fixes (où les positionsv0 et vn−1 sont fixes dans le temps, ainsi que, poten-
tiellement les premières dérivées en ces points).

Selon le type de contours actifs, les matricesA présentent la propriété d’être cieculante (contours actifs fermés),
Töplitz (contours actifs à extrémités libres) ou quelconques (figure 11.11).

Laissé libre d’évoluer seul, en l’absence de forces d’attraction dues au gradient dans l’image, le contour ac-
tif a tendance à se réduire à un point s’il est fermé, à une droite s’il est à extrémités libres. Pour compenser
cette tendance, on est parfois amené à introduire des forces internes degonflage. On a alors affaire à desballons

3Dans le cas d’une discrétisation par éléments finis, la matrice est heptadiagonale
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2α+6β β 0−α−4β

−α−4β 2α+6β β−α−4β

0 β −α−4β 2α+6β

0

0

β

−α−4β

... ... ...

... ...

...

...

...

0

β −α−4β

0 β −α−4β

2α+6β −α−4β

2α+6β

FIG. 11.11 – Un contour actif fermé est représenté par une matrice circulante pentadiagonale.

[Cohen, 1991]. Comme les équations des forces de gonflage nedérivent plus d’un potentiel, les écritures s’en
trouvent un peu complexifiées.

Des solutions élégantes ont également été proposéespour rechercher la meilleure position du snake en en
déplaçant ses nœuds sur toute la grille discrète de l’image par une technique de programmation dynamique
[Amini et al., 1990] (cf. figure 11.12).

Par ailleurs, le couplage de techniques de contours actifs avec des méthodes s’appuyant sur des propriétés sta-
tistiques distinguant la forme de son fond, et optimisées par un maximum de vraisemblance au sens bayésien, a
montré sa très grande efficacité, permettant de faire le lien entre techniques de contours et de régions [Chesnaud etal., 1999].

positions à l’instant t snake à t

snake à t+1positions possibles à t+1 

M

N

P

1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

1

3

4

M N P Q

0

1

2

3

4
Q

FIG. 11.12 – Dans la technique d’optimisation des contours actifs par programmation dynamique, chaque nœud
M,N,P,Q peut se déplacer dans l’un des nœuds1, 2, 3, ou 4, ou rester en place (position0). L’optimisation se
fait dans le graphe de droite par propagation de gauche à droite.

11.4.3 Les ensembles de niveaux (level sets)

Ce sont également des représentation variationnelles des contours qui conduisent donc à des solutions qui
évoluent au cours du temps dans l’image, régies par un critère global. Ces modèles ont cependant le mérite remar-
quable de pouvoir changer de topologie si les contours l’imposent : par exemple un contour simple peut évoluer
en deux contours séparés, ou, à l’inverse, deux contoursséparés se réunir en un seul contour. Cela est rendu pos-
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sible par l’utilisation de fonctions d’une dimension supérieure à celle des contours recherchés (si l’on cherche
des lignes de contours, on introduira pour inconnue une surface deR3, si on cherche des surfaces deR3, on in-
troduit des volumes deR4). Le contour est alors défini comme l’ensemble de niveau zéro (level sets) de cette
fonction : v(s) est une ligne de niveauz = 0 de la surfacez = f(x, y), souvent prise comme la distance au
contour [Osher et Sethian, 1988, Sethian, 1996].

Sur le contour :
dz

ds
= 0 =

∂z

∂x

dx(s)

ds
+
∂z

∂y

dy(s)

ds

et la courbe de niveau évolue en fonction des itérationst selon l’équation fondamentale :

∂z

∂t
= || ~grad(z)|| ~N ∧

~dv

dt

où ~N représente la normale au contourv.

Des équations semblables existent à 3D [Zhao et al., 2000].

11.4.4 Les mod̀eles ǵeod́esiques actifs

Les approches par contours actifs peuvent être reliées àla famille des problèmes d’optimisation géodésique
dans des espaces dont la géométrie est fixée par la dynamique de l’image (cf. chapitre 12, section 12.5.1). Ces
techniques, appelées modèles géodésiques actifs, ontété proposées dans [Caselles et al., 1997] et le lien avecles
contours actifs y est discuté.

Le problème du snake, s’il n’y a pas d’élasticité, peut s’écrire comme la minimisation de l’énergie :

J1(v) =

∫ b

a

|v′(s)|ds + λ

∫ b

a

ψ(|∇f(v(s))|)2ds

oùψ représente le détecteur de contour. Caselles a introduitune fonctionnelle du type :

J2(v) = 2
√
λα

∫ b

a

|v′(s)|ψ(|∇f(v(s))|)ds

MinimiserJ2 revient à trouver le chemin de longueur minimale dans l’espace riemannien dont la métrique est
induite par l’image. On a pu montrer un certain nombre d’équivalences entre les propriétés des minimums deJ1 et
deJ2 dans [Aubert et Blanc-Féraud, 1999].

Les contours géodésiques utilisent des solutions proches de celles des ensembles de niveaux pour le codage et
la représentation de la ligne de contours.

11.5 La poursuite et la fermeture des contours

Si l’on excepte les contours actifs et les passages par zérodes laplaciens, la plupart des détecteurs de contours
fournissent des contours ouverts, c’est-à-dire qu’ils neséparent pas les composantes de l’image dans des objets
topologiquement distincts. Cela rend souvent plus difficile l’étape de reconnaissance des formes qui doit suivre.
Pour cela, on a proposé plusieurs méthodes permettant d’obtenir des contours clos. C’est ce que l’on appelle la
fermeture de contours.

De nombreuses solutions ont été proposées pour cette étape fondamentale, reposant sur des principes très
différents (les contours actifs à extrémités fixes que nous venons de voir en sont un exemple). La qualité des
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résultats obtenus est généralement directement liée au coût informatique consenti, de très bonnes solutions existant,
mais à des coûts prohibitifs pour la plupart des applications.

11.5.1 Méthodes de recherche dans des graphes

Ce sont les méthodes qui reposent sur les bases les plus solides et susceptibles de donner les meilleurs résultats,
mais leurs coûts sont souvent très élevés, car elles se proposent d’explorer l’espace de toutes les solutions et de
retenir la meilleure en fonction d’un critère que l’opérateur s’est donné. L’écueil de la recherche combinatoire
exhaustive peut être évité par des recherches polynomiales assez complexes, surtout fondées sur la programmation
dynamique.

La technique de base, présentée par Martelli [Martelli, 1972] et Montanari [Montanari, 1971], est celle d’une
optimisation combinatoire minimisant la fonction de coût(ou maximisant une fonction de mérite). Les algorithmes
de programmation dynamique (Viterbi,A∗), sont particulièrement bien adaptés à ce problème, mais, malgré leur
complexité polynomiale sont généralement limités pardes profondeurs de recherche de quelques pixels si le graphe
est la totalité de l’image.

i

j

FIG. 11.13 – Résolution d’un problème de recherche de chemin optimal dans un graphe par programmation dy-
namique : la propagation se fait de la gauche vers la droite. On trouve le meilleur chemin arrivant à l’étati en
optimisant la fonction de coût sur tous les étatsj qui ont été calculés à l’étape antérieure.

Dans une approche de type Viterbi, on considère l’évolution pas à pas d’un contour.À chaque pas le coût
du contour est évalué pour toutes les provenances possibles du contour et n’est retenu pour tout point du parcours
que le seul chemin qui minimise le coût pour arriver à ce point (cf. figure 11.13). On garde alors en chaque point
ce coût minimum ainsi que l’adresse dupèrequi a permis d’y aboutir. Un nouveau pas est alors fait et toutes les
destinations sont explorées que l’on peut atteindre en un pas à partir des points déjà atteints. La fonction de coût
se calcule de la façon suivante :

Γ(i) = γ(i) +minj∈antécédents [Γ(j) + δ(i, j)] = γ(i) + ǫ(i)

oùγ(i) est inversement proportionnel à la qualité du pointi comme point de contour etδ(i, j) exprime l’incompa-
tibilité de i et j le long d’un contour. Le termeγ est un terme d’innovation le long du chemin tandis queǫ est un
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terme de mémoire. La pondération de ces deux termes est un problème délicat en programmation dynamique.

Un contour est fermé lorsque le pointi est confondu avec un point d’un autre contour. Le coût de la fermeture
est alors l’intégrale le long de la chaı̂ne des coûts de liaison δ et des coûts individuelsγ. Pour éviter de trop
pénaliser les chaı̂nes longues, il est possible de calculer le coût moyenle long du parcours en pondérant le terme
de mémoireǫ par le chemin parcouru.

En limitant les domaines de recherche à des champs convexes, ou plus généralement en introduisant des limita-
tions sur les types de chemin que l’on s’autorise à trouver,on peut étendre notablement la portée de ces fermetures
(cf. figure 11.14). Des approches multi-résolutions permettent de travailler de façon hiérarchique, d’une fermeture
grossière à une fermeture précise, en limitant progressivement le domaine de recherche à une bande étroite autour
du contour détecté à l’étape précédente. Dans d’autres cas, on se limite à des horizons faibles pour entreprendre
une recherche par programmation dynamique qui est validée, puis relancée à partir du résultat précédent.

O

Mi
Mj

Nj
front i

front j

FIG. 11.14 – Exemple d’une fermeture de contours par recherche d’un chemin optimal dans un graphe. Le contour
à fermer s’arrête enO. Les horizons de recherche à chaque étape de la programmation dynamique sont des carrés
(fronts d’ordre i), centrés enO. Chaque pointMi peut avoir 2 antécédents (Mj etNj). Une fermeture s’obtient
lorsqu’un des points appartient à un autre contour. Pour éviter que le contour ne se ferme trop rapidement sur
lui-même (près deO), il faut invalider les points du contour lui-même. Une telle propagation contraint les contours
à une courbure toujours de même signe.

Dans une recherche de typeA∗, on dispose d’une estimée de la fonction de coût (Γ̂ > Γopt) et la fonction de
coût doit être croissante le long d’une fermeture. On faitune recherche en largeur d’abord en comparant à chaque
nœud la valeur locale du coût à cette estimée et on invalide le nœud si le coût dépasse l’estimée. On a tout intérêt
à trouver donc une estimée très proche du coût optimal r´eel.

Les fonctions de coût sont les points déterminants de la qualité de la méthode. Cette fonction de coût doit
être locale pour préserver le caractère markovien nécessaire à la programmation dynamique (le coût en un point
ne dépend que deγ et du coût au point précédent), mais elle doit égalementincorporer toutes les informations
que l’on connaı̂t sur unbon contour: contraste entre les deux plages séparées par le contour bien sûr, mais aussi,
longueur et courbure, voire écart à un contour modèle dans certains cas. C’est dans cette fonction de coût que l’on
rajoute l’information qui a manqué au détecteur local placé en amont pour détecter le contour.

11.5.2 Les automates

Ces solutions, au contraire des précédentes, ne proposent que des solutions très sous-optimales, fondées sur
de seuls critères locaux (il n’y a pas d’optimum global comme par programmation dynamique). Elles sont parti-
culièrement rapides de mise en œuvre [Giraudon, 1987], mais peuvent parfois faire diverger la combinatoire si l’on
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gère mal la prolifération des chemins par ramification. Les résultats d’une détection par masquage adapté sont les
candidats idéaux à ces techniques de fermeture puisqu’ils fournissent des directions de recherche.

successeurs d’un point

configurations a 2 successeurs

configurations a 3 successeurs

FIG. 11.15 – Configurations retenues par l’automate de Nevatia et Babu pour orienter un contour vers 3 successeurs
au plus.

Les diverses méthodes se distinguent par le choix des successeurs d’un point (parmi des configurations pré-
définies dans [Robinson, 1977, Cocquerez et Philipp, 1996,Nevatia et Babu, 1980], par prédiction de type Kal-
man) et le mode de balayage de l’image (par exemple 1 balayagedans [Nevatia et Babu, 1980], 2 balayages, l’un
horizontal l’autre vertical dans [Cocquerez et Philipp, 1996], traitement de listes chaı̂nées dans [Giraudon, 1987]).
Il est également important de définir des fonctions de mérite pour valider les chaı̂nes ainsi trouvées, car les auto-
mates, comme la programmation dynamique, trouvent toujours un contour, mais ne garantissent pas toujours qu’il
correspond véritablement au contenu de l’image.

5
6

7

direction de balayage
4

5
6 6

7

0
= 0

    de recherche= 6

direction principale

secondaires= 5 et 7

  directions 

FIG. 11.16 – L’automate de Cocquerez lors d’un balayage horizontal utilise les directions 5, 6 et 7 de Freeman (cf.
chapitre 14, section 14.4) comme directions principales. Lorsque l’une d’elle a été retenue, les directions adjacentes
(par exemple le 4 et le 6 pour la direction principale 5) sont utilisées pour élargir la recherche. Cocquerez propose
de faire 2 balayages successifs, l’un horizontal, l’autre vertical.
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Chapitre 12

La segmentation par ŕegions

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

L’approche duale de la détection des contours pour la décomposition d’une image en ses formes élémentaires
est l’approche par régions. Elle repose sur la recherche dezones possédant des attributs communs, soit de lumino-
sité, soit, plus rarement, de textures (nous n’aborderonspratiquement pas ce second point dans ces lignes, mais au
chapitre 13).

Nous allons voir ici, tout d’abord, les méthodes utilisantl’histogramme, qui sont souvent très proches des
méthodes de classification conventionnelles, mais dans lesquelles serait renforcé l’aspect de cohérence de zone.
Nous verrons ensuite les méthodes pyramidales, prototypes des méthodes de subdivision hiérarchique descendante,
puis les méthodes de croissance de régions, qui s’inspirent des méthodes de conquête de l’optimisation combina-
toire, et les méthodes de partage et réunion qui tirent profit simultanément des avantages des deux méthodes
précédentes.

Enfin, nous donnerons très brièvement un aperçu de méthodes à base de règles qui se proposent de combiner
approches par contours et approches par régions dans un seul vaste programme de segmentation.

12.1 Les ḿethodes sur histogramme

Ces méthodes sont de mise en œuvre assez simple et de performances souvent réduites car elles ne tirent pas
profit de l’aspect spatial de l’information d’image. Elles sont recommandées dans les cas suivants :

1. lorsque les images présentent des classes évidentes : documents écrits ou schémas en noir et blanc ou en
couleur, objets très contrastés (par exemple cellules d’une biopsie ou avion sur un ciel), etc.

2. lorsque les images sont définies sur de nombreux canaux (images multi- ou hyper-spectrales), ce qui enrichit
l’information portée par l’histogramme.

L’idée générale de ces méthodes consiste à isoler des pics de l’histogramme.̀A une dimension on procède donc
à des seuillages ou des multi-seuillages.À n-dimensions on procède à des classifications [Dubuisson, 1990].

12.1.1 Avec apprentissage

Seuillage baýesien

Si l’on dispose d’une connaissance sur les classes que l’on recherche (en particulier la probabilité d’occurrence
d’un niveau de gris pour chaque classe, et la probabilité àpriori des classes), alors on peut aisément se replacer

197
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dans les conditions de la théorie bayésienne de la décision [Dubuisson, 1990, Duda et Hart, 1973] et choisir les
seuils qui minimisent le coût des fausses erreurs.

Pour des histogrammes à 1 dimension et pour 2 populationsX etY , en dénotant par :
– P (X) etP (Y ) les probabilités à priori des classesX etY (sous la contrainteP (X) + P (Y ) = 1),
– P (n/X) etP (n/Y ) les probabilités conditionnelles qu’un pixel de la classeX ait un niveau de grisn (et

idem pourY ),
– CX etCY les coûts des mauvaises classifications deX etY ,

en supposant ces grandeurs toutes connues, et sous l’hypothèse de stationarité de l’image (c’est-à-dire que les
propriétés statistiques sont invariantes en tout point de l’image), le seuil optimal est défini comme celui minimisant
le coût global :

Γ(s) = Cx

∫ N

s

P (X).P (n/X)dn+ Cy

∫ s

0

P (Y ).P (n/Y )dn (12.1)

Ce seuil est obtenu en testant pour toutn le rapport de vraisemblanceΛ(n) face au seuils :

Λ(n) =
P (n/Y )

P (n/X)
et s =

CyP (Y )

CxP (X)

Seuillage de Neyman-Pearson

Une autre décision peut se faire selon le critère de Neyman-Pearson. Dans ce cas on s’intéresse en particulier à
une classe (ici on choisitX). On définit la probabilité de fausse alarme pour cette classe :

Pf =

∫ s

0

P (Y )P (n/Y )dn

On maximise alors la probabilité de détection pour une probabilité de fausse alarme donnée. Dans ce cas on
considère que la fausse alarme est l’erreur la plus grave. On fixe sa probabilité à une valeur acceptable :Pf = α.
La probabilité de détection deX est donnée par :

Pd =

∫ s

0

P (X)P (n/X)dn

Le seuil de Neyman-Pearson est donné par la méthode du lagrangien :

L = Pd − λ(Pf − α) (12.2)

= λα −
∫ s

0

[P (n/Y )P (Y ) − P (n/X)P (X)]dn (12.3)

et la décision se fait en comparant le rapport de vraisemblanceΛ(n) àα.

Cette décision est moins sensible aux probabilités à priori et conduit en particulier à des décisions plus proches
de nos choix intuitifs que la décision bayésienne dans le cas où un événement est très rare.

D’autres critères existent bien sûr qui s’appuient sur d’autres choix statistiques (par exemple minimum d’en-
tropie).

12.1.2 Seuillage sans apprentissage

Lorsque l’on dispose du seul histogramme pour extraire des classes, on recherche généralement des modes de
cet histogramme qu’on isole par des seuillages au creux des vallées. Souvent les histogrammes sont trop irréguliers
et il convient alors de les filtrer, soit par des fenêtres glissantes, soit par des équations de diffusion (éventuellement
isotropes). De nombreuses règles empiriques ont été proposées pour choisir les seuils automatiquement qui ne sont
guère généralisables [Kittler et al., 1985, Weszka, 1978].
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12.1.3 Méthodes de classification

Disposant d’un histogramme, éventuellement multidimensionnel, la plupart des techniques de classification
s’appliquent à sa segmentation. Les plus utilisées sont :

– les techniques de nuées dynamiques (k-means) qui procèdent alternativement en classifiant au plus proche
voisin le nuage des points, selon une distance à des noyaux donnés, puis en estimant la position des meilleurs
noyaux de ces classes ainsi obtenues. Il est important pour cette méthode de disposer du nombre de classes
recherchées. Si l’on ne le connaı̂t pas, on choisit souventdes critères entropiques (comme le critère d’Akaike
ou le critère de Hannan et Quinn [Olivier et al., 1997]) qui permettent d’évaluer des classifications obtenues
avec des nombres de classes différents1.

– les réseaux neuromimétiques et en particulier les cartes de Hopfield.
– et, si l’on dispose d’un certain nombre d’échantillons d´ejà classés, les plans, ou les courbes, séparateurs,

ainsi que les k-plus-proches voisins.
Dans les espaces de grande dimension (imagerie hyperspectrale par exemple), on peut avoir intérêt à réduire

tout d’abord la dimension des espaces pour éviter d’avoir `a estimer des probabilités très faibles. On peut le faire
par ACP (analyse en composantes principales) ou par analysede Karhunen-Loeve. Ces deux transformations sont
identiques à une normalisation près des axes. Elles proc`edent en projetant le nuage de points sur le sous-espace
construit à partir d’un nombre limité des vecteurs propres de la matrice de covariance des données.

Dans les espaces de dimensionp, les distances utilisées entre deux nuages de points caractérisés par leur
moyenne (vectorielle)mi et leur matrice de covarianceΓi sont, par ordre de complexité croissante [Fukunaga, 1990,
Zhang et Modestino, 1990] :

– la distance euclidienne qui pondère également toutes les variables :

(m1 −m2)
t(m1 −m2)

– la distance de Mahalanobis (par exemple du nuage 2 par rapport au nuage 1), qui rend compte de l’orientation
des inerties des nuages dans l’espace :

(m1 −m2)
tΓ−1

2 (m1 −m2)

– la distance de Bhattacharyya, qui permet de distinguer deslois de mêmes moyennes, mais de variances
différentes. :

1/4(m1 −m2)
t(Γ1 + Γ2)

−1(m1 −m2) +
1

2
ln

1
2 |Γ1 + Γ2|√

|Γ1||Γ2|

12.1.4 Śelection sur l’histogramme et dans l’image

Le défaut des approches par classification est de complètement négliger les relations spatiales entre pixels,
pour ne s’attacher qu’à leurs propriétés de radiométrie. Pour pallier ce défaut, dans une approche proposée dans
[Ohlander et al., 1978] et souvent reprise, on procède de façon itérative dans l’espace image et sur l’histogramme :

1. sur l’histogramme on sélectionne un mode isolé,

2. parmi les zones de l’images contribuant à ce mode on sélectionne la zone connexe la plus grande.

On itère ce processus, soit en subdivisant à nouveau l’histogramme de la zone retenue, soit en s’occupant d’un
autre mode de l’histogramme original.

12.1.5 Śelection sur histogramme et ŕegularisation

Mais si l’on souhaite améliorer les propriétés spatiales des zones obtenues par sélection de modes sur l’histo-
gramme ou par classification, l’une des méthodes les plus appropriées est de modéliser le problème par un champ

1On note cependant avec [Olivier et al., 1997] que ces modèles ont tendance à sur-évaluer le nombre de classes trouvées.
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markovien (voir chapitre 7). On considère que les régionsforment une partition sur l’image (cf. section 12.2).
Chaque région est représentée par une fonction caractéristique et identifiée par une étiquetteλi ∈ E. Le champ
d’étiquettes est un champ caché à l’utilisateur qui n’observe que la réalisation bruitée de l’imagef(x, y) en chaque
pixel, et qui va essayer d’estimer la meilleure distribution des étiquettesλi connaissant lesn (généralement selon
le critère du Maximum A Posteriori deΛ (MAP)).

Dans la formalisation markovienne on passe d’une représentation probabiliste à une représentation en énergie
(généralement au moyen d’une formalisation bayésiennede la probabilité à postériori). Très souvent l’énergie
(représentant la probabilité à postériori de la classesachant l’observée) est constituée de deux termes : l’un traduit
la similarité de la classification aux données que l’on observe, c’est le terme d’attache aux données (probabilité
des observées conditionnellement aux classes), le secondexprime les a priori que nous avons sur les classes (par
exemple classes compactes, aux contours réguliers ou de forme prédéfinie, dans des relations de voisinage par-
ticulières, probabilité à priori de classe, etc.). Des hypothèses peuvent également être faites sur les distributions
des niveaux de gris (par exemple lois gaussiennes sur les régions), des étiquettes (dépendance ou indépendance
spatiale), ainsi que des distributions conditionnelles des niveaux de gris sachant les étiquettes.

Dans la démarche la plus simple on utilise alors souvent un terme d’attache aux données de la forme :

U0 = (f(x, y) − µi)
2

oùf(x, y) est le niveau de gris du pixel,µi le niveau de gris de la classeλi dans laquelle on a placé le pixel(x, y).
Un tel terme est équivalent à une probabilité gaussienned’appartenance à la classeλi :

p(f(x, y)|λi) ∝ exp(−U0) = exp

[
− (f(x, y) − µi)

2

2σ2
i

]

Le terme de régularisation est calculé sur les cliques{c} constituant le voisinage que l’on souhaite donner à
(x, y) (cf. figure 7.1). Il prend en compte la compatibilitéΦ(λi, λk(x′, y′)) entre l’étiquetteλi attribuée à(x, y) et
celleλk(x′, y′) attribuée à(x′, y′) :

E1 =
∑

(x′,y′)∈{c}
Φ(λi, λk(x′, y′))

Par exemple, dans le cas le plus simple, on peut attribuer uneénergie négative siλi = λk et positive dans
le cas contraire (modèles de Potts et d’Ising, voir chapitre 7). Des modèles plus complexes peuvent prendre en
compte des compatibilités plus subtiles (classes plus ou moins proches). On recherche alors un minimum deU =
U0 + θU1 par toutes les techniques usuelles d’optimisation itératives (ICM, recuit simulé, etc.). Le coefficient
θ permet de pondérer les effets de la régularisation par rapport à ceux de la classification. Pour unθ fort, on
obtiendra des classes très compactes et grandes au détriment d’une bonne séparation des classes sur l’histogramme
[Derin et Elliott, 1987b, Lakshmanan et Derin, 1989, Heitz et al., 1994, Won et Derin, 1992].

Dans d’autres approches, on peut se dispenser d’introduiredes étiquettes de classes en introduisant explicite-
ment un processus de bord [Geman et Geman, 1984b], processusb discret binaire (0 ou 1) ou continu (entre 0 et
1) qui prend, généralement, ses valeurs entre les pixels.Dans le cas binaire, lorsqu’il vaut 1 le voisin concerné n’a
plus d’effet sur le site, selon la formule :

U1 =
∑

(x′,y′)∈{c}
(1 − b).Φ(gi, gk(x′, y′))

C’est donc l’équivalent d’un contour introduit dans l’image. Mais on pénalise usuellement l’introduction d’un
contour par un terme de la forme :

U ′
1 =

∑

(x′,y′)∈{c}
b
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ou par un coût de type MDL (Minimum Description Length) (cf.section 12.4).

Enfin, on peut également supprimer le processus de bord en le(( cachant)) à l’intérieur du potentielU1. Pour
cela on choisit une fonctionΦ qui sature pour des valeurs fortes des différences entre niveaux de gris de sites
voisins. On perd alors, avec la convexité de la fonctionnelle d’énergie, des bonnes propriétés de convergence du
champ markovien et l’optimisation devient plus complexe [Blake et Zisserman, 1987, Black et Rangarajan, 1996].

12.2 Les ḿethodes par transformation de ŕegions

Les méthodes que l’on va examiner maintenant s’appuient toutes sur la notion depr édicat et sur celle de
partition.

Un prédicatP est une proposition logique dont la valeur dépend de son argument. Nous nous intéresserons aux
prédicats sur les régionsRi de l’image.

Le prédicat de base de la segmentation est :la régionRi est homog̀ene.Pour vérifier le prédicat, parmi les
arguments les plus utilisés en segmentation d’images, nous retiendrons les suivants :

– le contraste sur la région :P(Ri) = vrai ⇐⇒ maxRi
[f(x, y)] −minRi

[f(x, y)] < σ

– l’écart-type de la région : P(Ri) = vrai ⇐⇒
√

1
N

∑
Ri

(f(x, y) −m)2 < σ (avecN = Card(Ri) et

m = 1
N

∑
Ri
n(x, y)),

– la distance interquartile sur la région, c’est-à-dire la distance séparant les 25 % inférieurs des 25 % supérieurs
de l’histogramme,

– les différences limitées :P(Ri) = vrai ⇐⇒ ∀(k, j) voisins, |f(k) − f(j)| < σ,
– l’entropie : P(Ri) = vrai ⇐⇒ −∑Ri

p(f) log(p(f)) < σ .
– etc.
Un autre prédicat également utilisé est :la régionRi est distincte de ses voisines. On utilise des arguments

qui mettent en jeu les différences de valeurs moyennes, lesdistances inter-médianes, les contrastes moyens ou
minimums aux frontières, etc.

Une partitionΠ est un ensemble de sous-ensemblesRi (appelées régions) de l’image, vérifiant :

Π ⇐⇒





∀i, j Ri ∩Rj = ∅⋃
i Ri = support(image)

∀i Ri 6= ∅

Lorsque toutes les régions d’une partition vérifient le prédicat, on dit que la partition le vérifie. La partition triviale
où tous les pixels sont dans des régions différentes de cardinal 1 vérifie tout prédicat qui peut se vérifier sur une
image. Tout prédicat qui ne peut être vérifié par la partition triviale est impossible. On connaı̂t donc au moins une
partition qui vérifie tout prédicat non impossible.

Il existe bien sûr un très grand nombre de partitions d’uneimage et il existe également généralement un très
grand nombre de partitions qui vérifient le prédicat (il suffit, partant d’une telle partition, de subdiviser n’importe
quelle région pour obtenir une nouvelle partition vérifiant le prédicat). On ne sait pas trouver toutes les partitions
vérifiant le prédicat (la combinatoire est généralement inaccessible) mais on ne sait non plus généralement pas
choisir entre des partitions vérifiant un prédicat. Des critères empiriques peuvent être utiles :

– le cardinal de la partition (à minimiser),
– la taille de la plus petite région (à maximiser),
– une(( distance entre régions)) (par exemple somme des distances entre zones adjacentes) (`a maximiser).
Dans de nombreux cas par exemple, on ne recherche que des partitions maximales, c’est-à-dire telles que deux

régions adjacentes ne vérifient pas le prédicat :

∀(i, j : i et j adjacents) ⇒ P(Ri ∪Rj) = faux
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En l’absence de stratégie pour trouver la meilleure partition vérifiant un prédicat donné, nous allons décrire des
stratégies de base qui sont très souvent utilisées.

12.2.1 La croissance de ŕegion

Les méthodes de croissance de région (region growing) n’aboutissent pas à des partitions car la propriété⋃
i Ri = image n’est généralement pas satisfaite. Partant degermes2 on applique successivement à l’image des

prédicats plus sévères que le prédicatP . Ainsi on commence à associer aux germes les seuls pixels qui sont en
très bon accord avec le prédicat. On réduit cette sévérité progressivement, et on se rapproche ainsi du prédicat
objectif. La décision d’associer un pixel à une région sefait alors le plus souvent sans ambiguı̈té à moins que ses
(( distances)) à deux régions soient égales (et en ce cas un choix quelconque est peu décisif). Plus importante est la
décision de regrouper 2 régions qui sont adjacentes et vérifient le prédicat. Il a été montré qu’il convient alorsd’être
assez sévère pour fusionner des régions et qu’il est souvent préférable de traiter ce point lors d’une étape ultérieure
en acceptant donc unesur-segmentationde l’image, plutôt qu’une fusion abusive qui ne serait plusrécupérable.

Les méthodes de croissance de région cessent souvent de créer de nouveaux germes bien avant que le prédicat
ne vailleP et rejettent les régions de cardinal 1. Ainsi tous les pixels ne se retrouvent pas dans des régions (cf.
figure 12.1) [Adams et Bishof, 1994, Beaulieu et Goldberg, 1989, Chang et Li, 1994].

1

3

2

4

5

6

FIG. 12.1 – Croissance de région : 6 régions ont été obtenuespar 4 prédicats successifs. La zone 6 n’a été créée
qu’au second prédicat. La zone 3 regroupe 2 sous-régions qui ont été fusionnées car leur union vérifie le postulat
et des critères annexes sur la forme résultante sont vérifiés. Ce n’est pas le cas de 1 et 2.

12.2.2 Le partage de ŕegion

Dans une démarche par partage de région(region splitting),on part de l’image entière (à laquelle généralement
le prédicatP ne s’applique pas). On appelleR cette région. On lui applique plusieurs divisionsδ produisant de
nouvelles régionsRδ

i . On testeP sur chaqueRδ
i , et on retient la meilleure subdivisionδ, c’est-à-dire :

2les germes sont souvent des régions où le prédicat est trivialement vérifié, par exemple des zones où l’image est constante



12.2. LES MÉTHODES PAR TRANSFORMATION DE ŔEGIONS 203

– celle qui conduit à des sous-régions vérifiant toutesP ,
– ou celle qui donne le plus de sous-régions vérifiant toutesP ,
– ou, si aucuneRδ

i ne vérifieP , celle qui fournit la meilleure valeur à un critèreE dit critère d’échec.
Pourδ choisi, chaque sous-régionRδ

i ne vérifiant pasP devient alors une régionR passible du traitement
ci-dessus.

Les stratégies de subdivision sont peu nombreuses, on utilise généralement les 2 bipartitions régulières hori-
zontale ou verticale (cf. figure 12.2), parfois des tripartitions régulières.

Q Q

Q

Q

1 2

1

2

1 1

2

2

FIG. 12.2 – A gauche : partition d’une zone : on choisit entre la partition verticale ou la partition horizontale. A
droite, à la fin du partage, l’image partitionnée.

Les critères d’échecE sont souvent les mesures de variance ou de dynamique qui sonttestées dans les prédicats
P . Lorsque toutes les régions ont été récursivement testées, il peut se trouver que des zones adjacentes le long
d’une frontière d’ordre supérieur vérifient le prédicat. On peut alors les réunir avec les mêmes précautions que
celles signalées au paragraphe 12.2.1.

Les algorithmes de partage sont mal adaptés à une mise en œuvre informatique sur machine séquentielle car
les calculs effectués sur tous les pixels de la zoneQ ne sont généralement pas réutilisables au niveau inférieurQi.

12.2.3 La ŕeunion de ŕegion

Les techniques de réunion (region merging) prennent l’exact contre-pied des précédentes. Ce sont des méthodes
ascendantes (bottom-up) lorsque les autres étaient descendantes (top-down). Les pixels sont visités systématiquement.
Pour chaque carré de2× 2 pixels le postulatP est testé, et s’il est accepté les pixels sont regroupés en une région.
Après le parcours de toute l’image, les groupes de2×2 régions se voient appliquer le même test et, éventuellement,
les mêmes conséquences (réunion en une région de niveau2) [Zhu et Yuille, 1996].

Les tests de réunion de région sont fréquemment faits surdes tests statistiques [Saporta, 1978]. On se place
souvent dans l’hypothèse de bruits gaussiens sur des fonctions à valeur moyenne constante. Les tests les plus
utilisés sont :

– le Chi2 (χ2),
– le test de Wilcoxon, il travaille sur les pixels triés par ordre croissant de niveaux de gris des deux régions.

Pour chaque pixel de la liste issue de la région 1 on compte combien de pixels de 2 sont plus sombres.
Ces nombres sont additionnés pour donner une variableU de distribution asymptotiquement gaussienne de
moyennen1n2/2 et de variancen1n2(n1 + n2 + 1)/12. On teste donc cette valeurU face à sa distribution
asymptotique.

– le test de Student d’égalité des espérances, on teste lavariable de Student :

T (n1 + n2 − 2) =
(m1 −m2)

√
n1 + n2 − 2√

(n1σ2
1 + n2σ2

2)(1/n1 + 1/n2)
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– le test de Fisher-Snedecor d’égalité des moyennes et desvariances, on teste la variable de Fisher :

F (n1 − 1;n2 − 1) =
n1σ

2
1(n2 − 1)

n2σ2
2(n1 − 1)

12.2.4 Les pyramides

Afin de bénéficier des avantages des deux méthodes précédentes, Horowitz a proposé une approche par pyra-
mide [Horowitz et Pavlidis, 1976]. L’image est représent´ee sur une pyramide appeléequad-tree, constituée deN
niveaux, l’image originale étant au niveau0. Chaque pixel au niveauν a 4 fils au niveauν − 1. Le pixel au niveau
ν est la moyenne de ses 4 fils. Un schéma plus complet a été proposé par Burt [Burt, 1981] où les passages entre
niveaux se font par filtrage gaussien. Une abondante littérature a été proposée depuis pour améliorer ces filtrages
par une approche en ondelettes.

La segmentation procède directement à un niveau intermédiaire (par exempleν = 2), et tous les pixels fils
sont testés avec le prédicatP . Si le prédicat n’est pas vérifié, le pixel considéré est étiqueté comme candidat à un
partage. Sinon il est candidat à une réunion avec ses voisins. C’est donc une technique de partage et réunion, où
l’on profite du passage au niveau supérieur (iciν = 3) pour accélérer la procédure (cf. figure 12.3).

reunion partage

niveau 0

niveau 1

niveau 2

FIG. 12.3 – Méthode de pyramidage par quad-tree.

Mais la stratégie du quad-tree est trop rigide et conduit àdes partitions trop régulières que les techniques de
croissance ne permettent plus de rattraper. Des techniquesinspirées de la pyramide ont été proposées qui donnent
de bien meilleurs résultats. Ainsi, la méthode proposéedans [Suk et Chung, 1993]), autorise beaucoup plus de
fusion que les simples réunions de pixels2 × 2. Douze fenêtres différentes sont autorisées, avec une priorité aux
plus grandes (cf figure 12.4) (voir aussi [Chen et al., 1991]).

12.3 Les graphes d’adjacence

Les techniques par graphes d’adjacence sont beaucoup utilisées à partir de sur-segmentations (c’est-à-dire de
segmentations où les zones sont subdivisées trop finement). Ces sur-segmentations sont par exemple le résultat
d’un prédicat trop sévère dans la phase de segmentation où d’un algorithme très sensible aux variations locales
comme la technique des lignes de partage des eaux (cf. chapitre 6 et [Schmitt et Mattioli, 1994b]).
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x 4 x 1 x 4 x 2 = 12

etape de partage

deja traite

non traite 
etape de reunion

configuration d’étude

+ étape d’élimination
des petites zones

FIG. 12.4 – Les 3 étapes de la méthode de partage et réunion de Suk. Pour chaque étape il y a un prédicat différent.
Celui du partage et de la réunion est généralement un prédicat de contraste, celui sur l’élimination des petites zones
est un prédicat de taille. Les petites zones sont associées à la zone la plus proche en niveaux de gris.

L’idée de base consiste à plonger les régions obtenues dans une structure de graphe où une région est un nœud
et un arc une relation d’adjacence. Puis on définit une fonction de similarité entre 2 nœuds. On trie tous les couples
de nœuds adjacents dans une liste ordonnée. On regroupe les2 meilleurs candidats. On remet à jour la liste et on
itère.

La méthode proposée par Beaulieu et Goldberg [Beaulieu etGoldberg, 1989] est un bon exemple d’une telle
technique. Le critère d’homogénéitéH(Ri) d’une zoneRi est le résidu de son approximation par un polynôme de
degréd fixé :

H(Ri) =
∑

(x,y)∈Ri


f(x, y) −

∑

p+q≤d

ai
p,qx

pyq




2

et plus particulièrement d’une approximation par une constante. En partant d’une partition très fine en régions très
homogènes, et en acceptant progressivement des réunionsde régions de moins en moins semblables, on s’approche
de l’optimisation du critère global de minimum de variancesur les partitions.

D’autres schémas plus complexes sont mis en œuvre, par exemple dans [Wang, 1998] pour obtenir des seg-
mentations meilleures.

12.4 La méthode MDL = Minimum Description Length

C’est une technique issue de la théorie stochastique de l’information [Rissanen, 1984, Rissanen, 1987, Rissanen, 1989]
pour optimiser la représentation de données. Elle a étéreprise de façon simplifiée dans divers domaines du traite-
ment des images (en particulier en codage). L’idée du MDL consiste à exploiter l’analogie, au sens de la théorie
de l’information, entre longueur minimale de description et quantité d’information. On cherche donc à optimiser
le choix d’un modèle pour décrire les données conduisantà la plus courte description :

– d’une part par le choix d’un modèle qui s’adapte bien aux données,
– d’autre part par le choix d’un modèle simple qui nécessite peu de paramètres.
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L’optimisation au sens du MDL procure un compromis entre cesdeux termes. Dans le cas de la description d’une
image, le modèle doit décrire les contours des régions etapprocher au mieux l’image entre les contours.

On se place donc dans le domaine de la représentation param´etrique des données. On dispose d’un modèle
dépendant de paramètres et on recherche le meilleur jeu deparamètres pour approcher les données. Soitφ =
(φ1, ..., φk) le vecteur àk composantes des paramètres. Soitx l’observée (l’image). Dans le cadre de l’estimation
au maximum de vraisemblance, on cherche le meilleurφ ∈ R

k qui maximisep(x/φ). Cela revient à maximiser la
log-vraisemblance :

L(x/φ) = − log p(x/φ) (12.4)

Si l’on dispose de plusieurs modèles, chacun ayant des jeuxdifférents deφi, la transmission de la représentation
de x nécessite la transmission d’une part des paramètres décrivant la forme dans ce modèle, d’autre part les
éléments permettant de reconstruire le modèle puisqu’il existe de nombreux modèles potentiellement disponibles.
On sait que selon la théorie de l’information, il existe descodes optimaux pour transmettre le premier terme en
utilisant un nombre de bits égal au logarithme de la probabilité p(x/φ), c’est à dire le terme de l’équation 12.4. On
devra ensuite transmettre le second terme. Pour rechercherla meilleure description au sens de la théorie de l’infor-
mation, on minimisera donc une expression plus complète que celle utilisée pour la représentation au maximum
de vraisemblance (équation 12.4) :

L′(x/φ) = − log p(x/φ) + L(φ) = L(x/φ) + L(φ) (12.5)

oùL(φ) représente la quantité d’information nécessaire pour transmettre le modèle. Dans le cadre général de la
classification ou du traitement du signal, il est parfois possible de mener une optimisation complète et explicite du
MDL.

Utilisé dans le cadre de la segmentation d’image, le MDL introduit dans la segmentation un termeL′(x/φ) de
pénalité lors d’une représentation en régions. Il vient limiter d’une part le nombre de contours (le premier terme
L(x/φ)), d’autre part la complexité des contours par le choix si possible d’un petit nombre de paramètres très
simples à coder (le second terme :L(φ)).

Dans la pratique, il n’est généralement pas possible en traitement des images d’obtenir une solution explicite
de l’équation 12.5 et l’on recherche très souvent des solutions itératives (par modification des lignes de contour)
sous le contrôle du terme 12.5. Le MDL est utilisé en segmentation d’images de différentes façons. On exprime
généralement :

1. le coût de la représentation d’une région par une fonction (par exemple constante). Ce coût s’exprime par le
nombre de bits nécessaires à coder la constante plus le nombre de bits nécessaires à coder l’erreur résiduelle,

2. le coût de la représentation des contours (coût de codage de la chaı̂ne des contours). Une chaı̂ne de contours
peut être codée de façons très diverses : Freeman (cf. chapitre 14.4), approximations polygonales, splines,
processus de bords, etc. et conduira alors à des codages tr`es différents.

Le MDL tend à procurer un compromis entre ces deux termes, c’est-à-dire à donner peu de contours réguliers
mais au bon endroit. Les techniques mises en œuvre en MDL sontà base de champs de Markov (optimisation par
recuit simulé) [Lee, 1998, Leclerc, 1989, Zhu et Yuille, 1996], ou d’optimisation de courbes [Darell et al., 1990,
Keren et al., 1990].
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12.5 L’approche de Mumford et Shah

12.5.1 Approche formelle

C’est une façon formelle de poser le problème de segmentation [Mumford et Shah, 1989] qui n’a malheureu-
sement pas de solution exacte. Soitf(x, y) l’image3, de supportI, on la remplace sur des domainesRi par des
fonctions régulièresgi(x, y) qui se rejoignent le long de contoursΓj (cf. figure 12.5). La fonctionnelle à minimiser
se compose de :

U(Γ, g, f) = µ2

∫∫

I
(f(x, y) − gi(x, y))

2dxdy +

∫∫

Ri

||∇gi(x, y)||2dxdy

+ ν

∫

Γi

dl (12.6)

On montre aisément que les 3 termes sont simultanément nécessaires sous peine de convertir l’expression en
une formule triviale. Mumford et Shah ont déduit des propriétés particulières des solutionsΓj et g, que nous
examinons ci-dessous.

Γ

Γ

Γ

Γ1
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FIG. 12.5 – Approche de Mumford et Shah : on recouvre chaque domaineDi d’une fonction continue, on cherche
à minimiser la distance entre la fonction de représentation et l’image, ainsi que la longueur des côtés.

On sait résoudre ce problème dans quelques cas simples (par exemple sigi est une constante qui ne prend
que deux valeurs (généralement choisies comme +1 et -1), on retrouve le problème d’Ising qui a une solution - en
théorie exacte - par recuit simulé (cf. chapitre 7)4.

Mumford et Shah ont montré par ailleurs que l’équation générale 12.6 peut évoluer vers deux formes limites.
– Tout d’abord la minimisation de l’énergieUo :

Uo(Γ, f) =
1

µ2
U(Γ, f, g) =

∑

i

∫∫

Ri

(f − gi)
2dxdy + ν.

∫

Γj

dl

3Attention dans le texte original de Mumford et Shah, [Mumford et Shah, 1989] les rôles def et g sont interchangés, afin de garder la
cohérence de nos notations nous avons préféré désigner parf l’image et parg son approximation.

4On se souvient cependant que les conditions de convergence vers le maximum absolu par recuit simulé sont liées à une descente en
température infiniment lente.
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que l’on obtient en imposant àg d’être constante par morceaux sur lesRi : g(x, y) = gi ssi (x, y) ∈ Ri.
Il est alors aisé de montrer quegi = 1

si

∫∫
Ri
f(x, y)dxdy où si représente la surface deRi (c’est donc la

valeur moyenne sur la surface).
U est la limite deUo quandµ tend vers 0. La minimisation deUo est un problème bien posé. Le problème
d’Ising évoqué plus haut en est un sous-problème réduitau cas à 2 classes, le problème de Potts l’étend à un
plus grand nombre de classes.

– Puis la minimisation de l’énergie :

U∞(Γ) =

∫

Γ

[
ν∞ −

(
∂f

∂n

)2
]
dl

oùν∞ est une constante et∂f
∂n mesure la composante normale àΓ du gradient def .

Ce problème peut se ramener à un problème de géodésique: on cherche simultanément à déterminer les
trajectoiresΓi de longueur minimale (terme enν∞) et à maximiser le gradient transverse def le long de
Γi

5. Ce problème est généralement mal posé si lesΓ sont quelconques ; sur des contours de forme restreinte,
le problème peut être bien posé.
On peut montrer queU∞ est la limite deU quandµ tend vers l’infini.

On montre que si lesΓ sont fixés (c’est-à-dire si l’on a fait par ailleurs une détection de contours), alors la
minimisation deU est la recherche du minimum d’une fonction quadratique définie positive possédant un minimum
unique. Elle est solution de :

∆g = µ2(g − f) (12.7)

avec pour conditions aux limites :
∂g

∂n
|Γj

= 0

Si les contoursΓj sont des courbes régulières (généralement on recherche des solutions parmi les courbes de
classeC2)6, on déduit alors les propriétés suivantes :

– les contoursΓj ne peuvent posséder que des points singuliers de deux types:
– soit des points triples où 3 courbes se joignent à120o,
– soit des points extrémités d’où démarre une courbe unique (démarrage d’un pli) ;

– les contours se rattachent aux bords de l’image selon des angles droits ;
– par ailleurs, les fonctionsg ont une dérivée normale auxΓj horizontale le long desΓj .

12.5.2 Les variantes autour de la formulation de Mumford-Shah

Des variantes du problème de Mumford et Shah ont été proposées qui abordent le problème de nombreuses
façons. Par exemple des méthodes déterministes issues de la mécanique et de la résistance des matériaux ont été
proposées pour apporter des solutions en termes demembranesou deplaques minces[Blake et Zisserman, 1987].
On cherche alors à résoudre l’équation 12.7. Ces solutions conduisent à des équations données par :

– dans le cas d’une membrane :

U(g, f) = α1.
∑

i

∫∫

Di

(f(x, y) − gi(x, y))
2dxdy

+ α2.
∑

i

∫∫

Di

(||∇gi(x, y)||)2dxdy (12.8)

5On a également abordé ce problème lorsqu’on a évoqué les modèles géodésiques actifs (cf. paragraphe 11.4.4)
6Une courbe de classeCn possèden dérivées continues.
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– dans le cas d’une plaque mince :

U(g, f) = α1.
∑

i

∫∫

Di

(f(x, y) − gi(x, y))
2dxdy

+ α2.
∑

i

∫∫

Di

(∆gi(x, y))
2dxdy (12.9)

Il est également possible de prendre en compte dans ce second cas un terme de torsion (dérivées croisées)
dans le terme de régularisation.

Dans les 2 cas les discontinuitésΓ sont fixées (par exemple par un détecteur de contour préalable).

La résolution de ces problèmes (connaissant la position des contours on recherche la valeur en tout point degi)
se fait traditionnellement par des techniques convolutionnelles.À chaque fonctionnelle est attachée une réponse
impulsionnelle - ou fonction de Green -G. C’est-à-dire que, sur chaque domaine,Di, g(x, y) est de la forme :

g(x, y) =

∫ ∫

Di

G(x, y, u, v).f(u, v)dudv

Par exemple en l’absence de contours, la membrane (équation 12.8) a pour fonction de GreenKo, fonction de
Bessel modifiée de seconde espèce :

G(ρ =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2) =
1

2πλ2
Ko

(ρ
λ

)

équivalente àlog(1/ρ) près deΓ et équivalente à1ρexp(−ρ) pourρ grand. C’est la solution de l’équation sans
second membre issue de l’équation 12.7 :

g − α2

α1
.∇2g = δ(x, y)

La plaque mince (équation 12.9) a pour fonction de Green :

G(ρ) =
i

4πµ2

[
Ko

(
ρ
√
i

µ

)
−Ko

(
ρ

µ
√
i

)]

et elle est solution de l’équation :
g + µ4∇4g = δ(x, y)

avecµ4 = α2

α1
.

Dans le cas où il n’y a pas de discontinuités deg le long desΓ, le problème est assez simple mais peu satis-
faisant en termes de segmentation d’image [Grimson, 1981, Terzopoulos, 1983]. La solution est obtenue par des
techniques de relaxation [Grimson, 1981] ou de relaxation multi-grilles [Terzopoulos, 1983]7.

Dans le cas discret on étend les solutions continues par desapproches par éléments finis permettant de calculer
de façon discrète les dérivées (on est alors dans un sch´ema très semblable à celui adopté pour les contours actifs
vus au paragraphe 11.4).

On définit un processus de bordb booléen et on calcule les divers termes de l’énergie en fonction des valeurs
b = 0 (pas de bord) oub = 1 (présence d’un bord) de ce processus.

Si l’on ne connaı̂t pas la position exacte des contours, on met en œuvre des techniques itératives et (sou-
vent) sous-optimales qui partent de contours estimés et les améliorent. La résolution se fait par des techniques

7Les techniques multi-grilles sont des techniques d’optimisation qui utilisent la régularité spatiale de la solution pour trouver tout d’abord
une solution exacte sur une grille d’échantillonnage très grossière, puis par un raffinement itératif de la solution, de la calculer sur des grilles
de plus en plus fines pour aboutir à la résolution ultime de l’image.
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de Markov avec processus de bord explicites [Geman et Geman,1984b] - cf paragraphe 12.1.5 - ou implicites et
des schémas d’optimisation adaptés (par exemple la méthode GNC) ou des techniques à base de réseaux neuro-
mimétiques de Hopfield. La méthode GNC (Graduated Non Convexityde Zisserman [Blake et Zisserman, 1987]),
est particulièrement adaptée à ce problème. Elle remplace les fonctions d’énergie non convexes à optimiser par une
famille de fonctions convexes qui, successivement optimisées par une technique de gradient, permettent d’atteindre
l’optimum global.

Dans ces schémas, on peut aussi introduire un terme de pénalité sur la longueur des contours comme dans
l’équation 12.6. On trouve dans la littérature des formesvariées de cette énergie :

1. la plus simple est celle de Mumford et Shah et s’exprime par:

U =

∫

Γ

dl

2. une minimisation de la courbure des contours :

U =

∫

Γ

(
dθ

dl

)
dl

3. une pénalisation pour les seuls forts changements de direction des contours.

Des techniques où l’on mélange des termes de dérivées premières et secondes (comme dans les contours actifs
- cf. paragraphe 11.4) sont également possibles, mais réputées moins bonnes.



Chapitre 13

Les textures

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

13.1 Qu’est ce qu’une texture ?

Dans le domaine du traitement de l’image et de la vision, il n’existe pas de définition satisfaisante de la texture.
Les définitions mathématiques construites à partir de propriétés statistiques sont soit trop générales et imprécises
soit trop restrictives pour s’adapter à la diversité des cas rencontrés. La définition que nous proposons n’est pas
opérationnelle et prête sur ce point à critique. Elle s’appuie sur une constatation expérimentale : une texture est
un champ de l’image qui apparaı̂t comme un domaine cohérentet homogène, c’est-à-dire formant un tout pour
un observateur. C’est cette propriété de cohérence de latexture placée dans son contexte d’être perçue comme un
tout homogène par l’œil humain qui sera recherchée le plussouvent par le traiteur des images, dans le but d’isoler
les textures, soit pour segmenter l’image, soit pour reconnaı̂tre des régions. La figure 13.1 illustre la diversité
des textures et l’ouvrage de référence de Brodatz [Brodatz, 1966] offre une collection de textures naturelles qui
constituent d’excellents exemples et sont souvent utilis´ees pour tester les algorithmes et les méthodes.

FIG. 13.1 – Quelques exemples de textures naturelles : écorce d’arbre, poil court, perles, tapis d’aiguilles de pin et
de feuilles.

Les capacités du système visuel humain à discerner les textures différentes sont remarquables et très mal ex-
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pliquées. Nos capacités à mémoriser et discriminer destextures sont très variables. Elles deviennent excellentes
dès lors que l’on a reconnu l’objet de la vie courante dont latexture est issue. Notre mémorisation est alors re-
marquable et invariante à de très nombreuses transformations (changement d’échelle, d’orientation, d’éclairage, de
couleur, etc.). Au contraire, des textures non reconnues (champs aléatoires créés mathématiquement par exemple,
ou textures placées hors de leur contexte) sont mémorisées de façon très fugitive et sont peu robustes aux transfor-
mations. Nos capacités à distinguer des textures différentes peuvent parfois s’expliquer par les capacités de filtrage
du système visuel (bande passante des voies optiques, discrimination angulaire, sensibilité aux variations locales
de luminosité [Hubel et Wiesel, 1969, Julesz, 1971]). Parfois elles relèvent de mécanismes de psycho-vision et
peuvent trouver des explications par exemple dans la Gestalt Theorie qui propose des mécanismes d’associa-
tion (groupement perceptuel) ou de discrimination, à partir des symétries, proximités, similarités des stimulus
élémentaires composant la texture [Wertheimer, 1944, Grossberg et Mingolla, 1985].

L’une des remarquables capacités du système visuel est dereconnaı̂tre des textures déjà mémorisées même
sous de très fortes distorsions géométriques (vues perspectives, recouvrement de surfaces gauches, etc.). Dans
ces conditions, et même en l’absence d’un contexte favorable (par exemple présence de silhouettes d’objet ou
d’alignements perspectifs), le système visuel interprète la déformation de la texture, non comme une perturbation
des propriétés géométriques du champ texturé, mais comme une variation de la géométrie qui supporte la tex-
ture, celle-ci restant globalement invariante dans un rep`ere imprécisé (cf. figure 13.2). Ainsi un tronc d’arbre est
vu comme une texture homogène enroulée sur un cylindre et non comme une texture plane dont les fréquences
spatiales s’accroissent en approchant des bords.

FIG. 13.2 – Lorsque la texture n’est pas homogène, on interprète naturellement les variations locales de ses pro-
priétés statistiques comme des déformations de la surface sur laquelle elle est projetée.

Pour toutes ces raisons, (mais aussi pour simplifier consid´erablement la tâche du traiteur d’image), nous
considérerons par la suite les textures comme spatialement invariantes, c’est-à-dire que nous négligerons généralement
les effets de perspectives et les variations d’homogénéité du champ de distribution des intensités. Nous lèverons
cette hypothèse au paragraphe 13.6.

13.1.1 Distribution aléatoire ou régulière ?

Une première constatation que l’on fait en examinant des textures naturelles est le rôle particulier que joue
l’aléatoire dans la texture. On distingue assez naturellement deux modèles extrêmes de textures, entre lesquels se
positionnent un peu toutes les textures :

1. les textures régulières, dans lesquelles la périodicité du motif est évidente : grilles, murs, tissus, etc.

2. les textures aléatoires pour lesquelles la distribution des intensités n’est l’objet d’aucune régularité appa-
rente : sable, nuages, herbe, foule.

La première famille sera bien décrite par des approches fréquentielles ou des approches structurelles dans
lesquelles on associera un motif et des règles de placementsur un pavage régulier.
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La seconde approche sera plutôt décrite par des lois statistiques, des moments, une description spectrale en
termes de densité de puissance, des propriétés de corrélation ou d’isotropie.

Mais une texture n’est jamais strictement périodique ni totalement aléatoire et les deux modèles se complètent
naturellement. L’une des difficultés est de les mêler dansdes modèles capables de s’adapter à la variabilité des
textures étudiées.

13.1.2 Leśechelles des textures

Une autre particularité très importante des textures estqu’elles présentent généralement plusieurs niveaux
d’échelle auxquels on peut les étudier.

À petite échelle (donc pour des détails fins), on observe souvent un objet élémentaire qui constitue la base de
la texture (poil, perle, aiguille de pin, sur la figure 13.1).Cette primitive peut être très régulière géométriquement
(perle), ou photométriquement (aiguille de pin). Elle peut être au contraire relativement variable (personne dans
une foule, caillou sur une plage, nuage). Elle possède une taille et des propriétés statistiques caractéristiques(qui
joueront sur sa fonction de corrélation, son isotropie, . ..). Cette composante élémentaire de la texture a tendance
naturellement à disparaı̂tre lorsqu’on observe le champ global de la texture. Elle est intégrée à la texture.

À plus grande échelle (donc pour une analyse plus grossière), la texture apparaı̂t comme une juxtaposition plus
ou moins régulière des motifs ci-dessus. Cette juxtaposition possède ses propres lois d’isotropie, de périodicité, de
régularité et induit donc d’autres lois statistiques (corrélation, densité de puissance) qui se combinent à celles du
motif de base.

Une bonne analyse de texture donnera des informations sur ces deux composantes également.

13.1.3 Analyse ou synth̀ese

Un effort très important a été fait dans le domaine de la synthèse des images pour créer artificiellement ou copier
des textures naturelles : forêts ou cultures pour des simulateurs de vols, bois, tissus, métaux pour des représentations
d’intérieur, murs, toitures, eau, pour des jeux vidéo, etc. Ces travaux se distinguent notablement de ceux conduits
en traitement d’image qui visent plutôt à extraire des paramètres discriminants et robustes permettant de séparer
des textures différentes. Mais ces travaux se rejoignent en ce qu’ils contribuent simultanément à une meilleure
connaissance et compréhension des textures à travers la boucle (( analyse/synthèse)) qui a fait ses preuves en
reconnaissance des formes. Dans la suite, nous empruntons les méthodes aussi bien à l’analyse qu’à la synthèse
des images en précisant lorsque c’est nécessaire les limites des méthodes dans l’une ou l’autre application.

13.2 Mod̀eles de texture

13.2.1 Un mod̀ele biologiquement plausible

Compte tenu du rôle important de la perception humaine dansla définition même de texture, des modèles de tex-
tures on été proposés, s’inspirant de ce que l’on connaı̂t aujourd’hui de cette perception. Ces travaux s’appuient sur
les mécanismes d’adaptation du système visuel aux fréquences spatiales et aux orientations [Hubel et Wiesel, 1969,
de Valois et al., 1982] ainsi que sur des expérimentations sur les effets de masquage psychovisuel [Phillips et Wilson,1984].

On trouve par exemple dans [Bergen et Landy, 1991] un tel mod`ele. On décompose tout d’abord le flot optique
en une pyramide (cf. paragraphe 12.2.4) par une succession de filtrages gaussiens et de sous-échantillonnages
adaptés (semblables aux pyramides de Burt et Adelson [Burt, 1981]). Chaque niveau de la pyramide est alors
filtré par 4 filtres qui produisent une dérivée seconde directionnelle selon l’horizontale, la verticale et les deux
diagonales. On procède ensuite à une mesure d’énergie dans chaque image par une intégration locale des sorties
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précédentes et l’on soustrait ces énergies, dans un même niveau de résolution, entre orientations voisines (pour
exprimer le contraste relatif entre directions). On procède enfin à une étape de normalisation pour tenir compte
d’une sorte de gain variable de contrôle de contraste vérifié expérimentalement.

Un tel schéma de fonctionnement du système visuel humain est très schématisé et controversé. Il existe d’autres
schémas tout aussi intéressants [Mayhew et Frisby, 1978], mais il a le mérite de comporter la plupart des étapes
que nous reverrons plus loin pour analyser les textures.

13.2.2 Mod̀eles stochastiques

Ces modèles, au contraire, mettent l’accent sur la distribution statistique des pixels et sur leur dépendance
spatiale. La texture est alors considérée comme la réalisation d’un processus aléatoire gouverné par ses lois. Nous
avons vu dans les chapitres antérieurs deux modèles qui ont été abondamment utilisés pour modéliser les textures:

– le schéma booléen, et plus généralement les ensemblesfermés aléatoires, qui considèrent la texture comme
une distribution poissonnienne de motifs et qui est particulièrement bien analysé par les outils développés en
morphologie mathématique qui permettent de définir sa capacité de Choquet [Schmitt et Mattioli, 1994b] ;

– les modèles autorégressifs et leurs dérivés, chaı̂nes de Markov et champs de Markov, ces derniers étant
aujourd’hui les plus universellement adoptés. Nous nous attarderons particulièrement sur ce point à la section
13.4 [Cross et Jain, 1983, Chellappa et Kashyap, 1985].

13.3 Analyse et reconnaissance de textures

Il existe de nombreuses revues des diverses approches de l’analyse de textures, et nous renvoyons le lec-
teur à trois textes qui couvrent assez bien l’évolution dudomaine : [VanGool et al., 1985, Reed et du Buf, 1993,
Randen et Husøy, 1999]

13.3.1 Sch́ema ǵenéral

Le principe le plus général de l’analyse statistique des textures est le suivant.

1. On définit un voisinageVij de tout pixel(i, j), de taille et de forme appropriées.

2. Sur le voisinageVij on mesure des propriétés particulières de l’image : soitπk la mesure attachée à la
configurationk parmi lesN mesurées. Ces mesures seront attachées au pixel (i, j).

3. On classifie les pixels à partir du vecteur formé par lesπk par l’une des nombreuses méthodes de la recon-
naissance des formes (rappelées en section 12.1.3).

4. Éventuellement, avant cette classification, et si le vecteur de mesures est trop grand, on réduit la dimension de
l’espace par une sélection judicieuse des composantes lesplus significatives ou par analyse en composantes
principales.

La fenêtre d’analyse

La dimension du voisinageVij est importante. C’est l’un des choix délicats de l’analysedes textures (cf. figure
13.3). Elle doit comprendre au moins un motif de base de la texture mesurée pour fournir des statistiques ho-
mogènes sur la texture, mais, siVij est trop grand, la précision de localisation des frontières des textures détectées
sera médiocre. La forme est généralement carrée. Taille et forme peuvent éventuellement s’adapter au signal à
mesurer si l’on a quelque méthode pour le faire (pré-segmentation, masque de contours, etc.), mais il faut s’assurer
alors que la technique de classification n’est pas perturbée par des mesures faites sur des échantillons variables.
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La classification des donńees

Ce sont celles que nous avons vues au chapitre 12.1.3 : nuéesdynamiques, plans séparateurs, réseaux neuro-
mimétiques, C moyennes floues, etc. Dans l’idéal on aimerait pouvoir obtenir à partir de l’imagef(i, j), une
nouvelle imageg(i, j) dont les plages seront très distinctes et pourront, idéalement, être segmentées par simple
seuillage (cas de la mesure d’un seul paramètre discriminateur) ou par des seuils multiples sur les diverses com-
posantes. En pratique il est rare que l’on puisse séparer les nuages des mesures et il faut trouver des compromis
lors des décisions. Les erreurs de classification peuvent bénéficier de techniques contextuelles de reclassification
comme la relaxation ou les champs de Markov comme nous le verrons plus bas (section 13.4).

Lorsque l’on cherche non seulement à discriminer des plages de textures différentes, mais aussi à reconnaı̂tre
des textures particulières, on utilise des techniques de classification superviséees : k-plus proches voisins, classi-
fieurs bayésiens, réseaux neuro-mimétiques, algorithmes génétiques, préalablements entraı̂nés sur des ensembles
d’apprentissage [Vickers et Modestino, 1982].

La r éduction des dimensions

Les diverses variables mesurées sont rarement indépendantes et le vecteur desπk occupe rarement toutes les
dimensions deN . On calcule alors la matriceΠ de tailleN×N et telle queΠ(k, l) =< πkπl >. On diagonaliseΠ
et on ne retient que sesp plus grands vecteurs propres sur lesquels on projette toutes les mesures. La classification
se fait alors dans l’espace de dimensionp, ce qui réduit les calculs et permet de prendre de meilleures décisions
car les composantes sont alors non corrélées.

13.3.2 Approches par mesures statistiques

Dans ces approches on mesure les propriétés statistiquesautour du point(i, j) dans le voisinageVij .

A B

FIG. 13.3 – Le choix de la taille de la fenêtre d’analyse est important pour sélectionner les détails que l’on souhaite
préserver. La fenêtreA permettra de déterminer des propriétés caractéristiques d’une tuile de ce toit et distinguera
tuiles claires de tuiles sombres, la fenêtreB mesurera des propriétés moyennes sur tout le toit et ignorera les
différences entre tuiles claires et sombres.
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Statistiques du premier ordre

Ce sont celles qui ne prennent en compte qu’un pixel à la fois1. Elles se déduisent de la probabilité empirique
p(n) du niveau de grisn dans la fenêtre ou de l’histogrammeh(n) ≃ νp(n) oùν est le nombre total de pixels dans
l’image. Ce sont :

– les moments d’ordrek (non centrés) : µk = Σnn
kp(n),

– les moments centrés d’ordrek : µ̃k = Σn(n− µ1)
kp(n), et en particulier :

1. la moyenne : µ1,

2. la variance : σ2 = µ̃2,

3. le biais : γ1 = µ̃3

σ3 ,

4. l’aplatissement (ou kurtosis) : γ2 = µ̃4

σ4 − 3.

– l’énergie : W = Σn|p(n)|2,
– l’entropie : E = −Σnp(n) log p(n),
– le contraste : C = max(n)−min(n)

max(n)+min(n) ,
– la dynamique : D = max(n) − min(n),
– le coefficient de variation (surtout pour les images cohérentes dont le bruit est multiplicatif : radar, images

ultra-sonores) : v = µ
σ ,

– l’exposant de Holder, caractéristique de la dimension fractale : [Pentland, 1984].
Si les fenêtres de mesure sont petites, les statistiques mesurées sont souvent peu significatives (pour une fenêtre

de30×30 pixels et un histogramme de 256 niveaux de gris, l’occurrence moyenne des pixels est inférieure à 4 par
niveau de gris). On choisit alors souvent de réduire la dynamique des images. On a montré que les propriétés de
discrimination des textures se conservaient remarquablement même pour des quantifications très fortes des textures
(jusqu’à 8 ou 4 niveaux de gris seulement), à la condition d’adapter la quantification. Une quantification brutale se
fait en ne conservant que les bits de poids fort. Une quantification adaptée choisit de partager les niveaux de gris
en fonction des statistiques de la texture :

– par moyenne et écart type par exemple (cela donne 4 classesnon équiréparties),
– par médiane et distance interquartile2, ce qui donne des classes équiréparties.

Les statistiques de points particuliers

On recherche dans ce cas, dans la fenêtreVij , la densité moyenne de certains points d’intérêt. Les plus souvent
utilisés sont :

– les maximums locaux de l’intensité,
– les points de contour (après application d’un détecteuret seuillage),

Les statistiques d’ordreélev́e

Ce sont surtout les statistiques d’ordre 2 qui sont exploit´ees, c’est-à-dire celles qui mettent en jeu deux pixels
simultanément. En effet, B. Julesz a émis une conjecture,fondée sur une très vaste étude expérimentale, que le
système perceptif humain ne distingue pas les textures quiont des statistiques similaires aux ordres 1 et 2, même
si elles diffèrent aux ordres supérieurs [Julesz, 1971].Cette conjecture a été démontrée fausse par A. Gagalowicz
qui a produit des textures artificielles ne différant qu’àl’ordre 3 [Gagalowics et Tournier-Lasserve, 1986], mais
perceptivement différentes (cf. figure 13.4). La conjecture de Julesz demeure cependant un guide important pour
les études sur les textures car elle est assez bien vérifiée pour les textures naturelles.

1Attention, on désigne également parfois par premier ordre les statistiques comme la moyenne, qui ne mettent en jeu quedes moments du
premier ordre.

2La distance interquartile est la distance qui, dans l’histogramme, sépare les niveaux de gris des25% de pixels les plus sombres de ceux
des25% de pixels les plus clairs. C’est une mesure robuste de l’étalement d’une loi.
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FIG. 13.4 – A gauche, les 2 textures diffèrent dès le premier ordre. Au centre, les 2 textures sont identiques au
premier ordre mais diffèrent au second. A droite les 2 textures sont identiques à l’ordre 1 et à l’ordre 2, mais
différentes à l’ordre 3. Ces deux textures sont distinguables visuellement, en contradiction avec la conjecture de
Julesz.

Les statistiques d’ordre 2 sont bien appréhendées par lafonction d’autocorr élation3 de la texture, et plus
particulièrement par la fonction d’autocorrélation normée centrée :

Cf (k, l; i, j) =
ΣVij

(f(i, j) − f̄).(f(i+ k, j + l) − f̄)

ΣVij
(f(i, j) − f̄)2

On déduit de nombreuses propriétés de cette fonction :

1. dans une direction donnée, et au voisinage de l’origine,elle peut être fréquemment approchée par une fonc-
tion régulière, par exemple :

Cf (k, l; i, j) ∼ e−α(i,j)|k|e−β(i,j)|l|

et les paramètresα et β sont très significatifs de la dépendance spatiale (eni et j) des niveaux de gris à
l’intérieur de la texture ;

2. les deux directions d’inertie maximaleλ0(i, j) et minimaleλ1(i, j) extraites deCf (k, l; i, j) expriment bien
les directions privilégiées de la texture et, si le rapport λ0

λ1
est fort, la texture est fortement anisotrope.

3. si la fonctionCf (k, l; i, j) possède des maximums locaux différents dek = 0, l = 0, alors la texture est
fortement périodique et les périodes de la fonction de corrélation permettent d’estimer de façon robuste la
période de la texture.

4. enfin par transformation de Fourier, la fonction d’autocorrélation donne accès au spectre de densité de puis-
sance (théorème de Wiener-Kinchine, cf. section 2.4), età tous les traitements spectraux que nous verrons
ci-dessous.

Plus encore que la fonction d’autocorrélation, lesmatrices de cooccurrencesont des outils adaptés à l’analyse
des textures. Ces matrices sont définies pour un vecteur de translationVi donné comme la probabilité jointe de
l’amplitude d’un pointM et d’un pointN = M + Vi. Elles sont obtenues pratiquement par une estimation
sur la texture, c’est-à-dire un décompte des occurrencesdes niveauxm enM et n enN . C’est donc un tableau
généralement de taille256 × 256 si la texture à 256 niveaux de gris :

Γ(m,n;Vi) = proba (f(M) = m, f(N = M + Vi) = n))

En raison de sa taille même, la matrice de cooccurrence est sous cette forme un outil ni très pratique, ni très
fiable (les valeursΓ(m,n;Vi) sont des estimations très médiocres des probabilités r´eelles). On a donc intérêt à
comprimer ces matrices. Cela se fait de plusieurs façons :

– en diminuant le nombre de niveaux de gris par une quantification régulière ou adaptative, par exemple 8
niveaux de gris déterminés de façon adaptée (par moyenne et écart-type ou par médiane et distance inter-
quartile) donnent souvent une bonne qualité de représentation ;

3certains auteurs préfèrent étudier levariogramme qui s’exprime comme1 − Cf (k, l).
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M

N

Vi

FIG. 13.5 – Construction d’une matrice de cooccurrence : on définit un vecteurVi, puis on mesure l’occurrence
des couples de niveaux de grism enM etn enN . La matrice de coocurrence ainsi calculée estΓ(m,n, Vi).

– en tirant profit des symétries existant dans la texture pour regrouper des vecteursVi contribuant de façon
identique à l’apparence de la texture (par exemple des vecteurs symétriques le long des axes, ou des vecteurs
de même module si la texture est isotrope) ;

– en ne conservant que les seuls vecteurs significatifs ;
– enfin, on a pu montrer que quelques descripteurs des matrices de cooccurrences pouvaient très bien les

représenter : position du centre de gravité, rapport des inerties, énergie, entropie, facteurs de symétrie, etc.
[Chen et Pavlidis, 1979].

Les configurations particulières de pixels

On s’intéresse dans cette méthode à mesurer la probabilité d’apparition de certaines configurations particulières
de pixels (cf. figure 13.6). Ce sont donc des techniques qui s’appliquent surtout à des textures binaires ou à très peu
de niveaux de gris (ou rendues telles). Les mesures ainsi faites permettent de construire un vecteur d’attributs qui
permettra de discriminer des textures différentes. Des configurations bien choisies pour un problème particulier
peuvent être très discriminantes. Mais il est souvent difficile d’éviter que des mesures ne soient statistiquement
dépendantes car les probabilités de certaines fenêtressont évidemment dépendantes. Il convient donc souvent de
réduire la dimension de l’espace des paramètres par analyse en composantes principales.

FIG. 13.6 – Quelques configurations particulières de pixels qui peuvent être mesurées pour fournir un descripteur
statistique : par exemple on mesure le nombre d’occurrencesde trois pixels alignés horizontalement, les 2 des
bords étant noirs et celui du centre blanc (en haut à gauche).
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13.3.3 La d́etection d’énergie dans des canaux fŕequentiels

L’idée sous-jacente à toutes ces techniques est d’extraire l’énergie portée par le signal dans des bandes de
fréquences diverses. Il n’est alors pas nécessaire d’utiliser de fenêtre d’estimation, car les analyses fréquentielles
utilisées disposent généralement de leurs propres fonctions de fenêtrage, souvent gaussiennes. Il existe donc deux
familles de techniques :

– celles qui analysent systématiquement tout l’espace fr´equentiel (par exemple par une décomposition en
ondelettes),

– celles qui sélectionnent un petit nombre de domaines fréquentiels significatifs (c’est par exemple l’analyse
par filtres de Gabor).

Les filtres de Law

Ce sont des filtres très simples qui sont appliqués dans l’espace de l’image par des masques, dans l’esprit des
filtres de détection de contour par masquage adapté. Les filtres sont au nombre de 25, obtenus par produit enx et
y de 5 filtres de base (cf. figure 13.7). Leurs performances sontmodestes, mais ils sont très rapides.

FIG. 13.7 – Les 5 filtres de base de Law. Un filtre de détection est le produit séparable de deux de ces filtres. Il est
appliqué dans l’espace de l’image.

Les filtres en anneau et en coin

Ce sont des filtres définis dans l’espace de Fourier à 2 dimensions [Coggins et Jains, 1985]. Ils sont constitués
du produit de deux familles élémentaires de filtres :

– 7 filtres en anneau, échelonnés de façon dyadique (c’est-à-dire centrés autour de fréquences suivant une
progression géométrique de fréquences, le premier de fréquenceν1 = ν0, le second de fréquenceν2 = 2ν0,
le troisième de fréquenceν3 = 4ν0, etc.), et de profil gaussien (cf. figure 13.8) :

Φi(ν =
√
u2 + v2) = exp

[
− (ν − νi)

2

2αν2
i

]

le recouvrement de ces filtres est contrôlé par le paramètreα.
– 4 filtres directionnels selon les axes et les diagonales, également de profils gaussiens.
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FIG. 13.8 – Les filtres en anneau dans le domaine spectral centrés sur les fréquences : 0,25, 0,40 et 0,60. Ce ne
sont donc pas des filtres dyadiques.

Les filtres dyadiques de Gabor

Ce sont des filtres qui essaient de copier les fonctions de la vision des mammifères. Ils sont assez proches des
précédents. Ce sont aussi des filtres à couverture dyadique qui se déduisent par rotation et homothétie du filtre de
base qui a pour réponse impulsionnelle [Jain et Farrokhnia, 1991] :

φ(x, y) = exp

[
−1/2

[
x2

σ2
x

+
y2

σ2
y

]]
cos(2πν0x)

Dans [Jain et Farrokhnia, 1991], on conseille l’emploi de 5 fréquences radiales différentes et de 4 orientations.
Dans [Randen et Husøy, 1999], on utilise aussi 4 orientations et les fréquences radiales suivantes :

√
2

26

√
2

25

√
2

24

√
2

23

√
2

22

Les ondelettes et les QMF

La transformation en ondelettes discrètes permet de choisir une famille complète de filtres de décomposition
en sous-bandes. Ces méthodes ont été présentées au chapitre 9. Les ondelettes de Mallat [Mallat, 1989] utilisent
elles aussi une décomposition dyadique (mais deux directions d’analyse seulement). Des travaux suggèrent qu’une
décomposition plus serrée que l’octave (c’est-à-dire des décompositions non-dyadiques) serait plus efficace pour
l’analyse des textures [Chang et Kuo, 1993]. On propose ainsi l’usage de paquets d’ondelettes [Laine et Fan, 1993,
Saito et Coifman, 1995]. Les ondelettes de Daubechies demeurent l’une des bases d’ondelettes les plus utilisées
pour l’analyse de textures en raison de leur bonne efficacit´e de calcul, de leurs bonnes performances pour séparer
les fréquences ainsi que de la grande variété des fonctions qu’elles autorisent [Daubechies, 1992b, Unser, 1995].

Des modèles ont également été créés alliant les propriétés de sélection des ondelettes et les modèles statistiques
[Portilla et Simoncelli, 2000].

13.3.4 Les filtres optimiśes

Lorsque l’on cherche à distinguer 2 textures, ou un petit nombre de textures connues par avance, la recherche
systématique de l’énergie dans de nombreuses décompositions en sous-bandes peut être très lourde et hasardeuse.
Il est possible de mettre en place des techniques adaptées pour les seules textures que l’on recherche qui permettent
de se concentrer sur quelques mesures seulement de l’espacefréquentiel.

Les filtres de Gabor, qui disposent d’un petit nombre de paramètres seulement se prêtent assez bien à ce type



13.4. LES APPROCHES PAR CHAMPS MARKOVIENS 221

d’optimisation. On cherche alors à optimiser un critère comme :

J1 =
µt1

µt2

J2 =
(µt1 − µt2)

2

µt1µt2

ou J3 =
(µt1 − µt2)

2

σ2
t1 + σ2

t2

oùµti
est la valeur moyenne de la mesure donnée par la textureti etσti

sa variance [Unser, 1986]. Il est parfois
possible de déterminer des valeurs optimales analytiquesdes filtres par ces critères, dans les autres cas on optimise
par essai-erreur.

13.3.5 Les mod́elisations autoŕegressives

De la même façon que les signaux monodimensionnels sont analysés par des modélisations autorégressives
uni-dimensionnelles (AR ou ARMA) afin de mettre en évidenceles périodicités qu’ils contiennent, les signaux
bidimensionnels peuvent être analysés par des modèles autorégressifs bi-dimensionnels. Un étude très complète
de ces méthodes de description est présentée dans [Garello, 2001].

Dans une approche autorégressive à moyenne ajustée (ARMA), l’image est décrite par la formule :

f(i, j) =
∑

(k,l)∈Ds

ak,lf(i− k, j − l) + b0,0B(i, j) +
∑

(k,l)∈De

bk,lB(i− k, j − l) (13.1)

oùDs représente le domaine de prédiction lié à la sortie du filtre,De, celui lié à l’entrée du filtre etB décrit un
processus de bruit. Si les coefficientsbk,l sont nuls pour tout(k, l) appartenant àDe, alors le processus est AR. Si
les coefficientsak,l sont nuls pour tout(k, l) appartenant àDs, alors le processus est MA.

Le choix des domainesDs etDe incombe à l’utilisateur. Dans de nombreux cas on choisitDs = De = D. Afin
de conserver aux modèles ARMA une bonne localité, il est souhaitable que le nombre de termes dansD soit faible,
mais pour bien représenter des signaux à longue périodicité, il vaut mieux qu’il soit grand. Ces modèles expriment
naturellement une dépendance causale et suscitent donc des discussions comme celles que nous avons abordées au
chapitre 2.

Les modèles ARMA permettent de représenter très bien n’importe quelle densité spectrale de puissance. Ceci
se fait en utilisant les équations normales associées de Yule Walker [Alata et Cariou, 2001]. Les représentations
par modélisation autorégressive des textures est particulièrement efficace pour des textures très périodiques et de
large extension.

13.4 Les approches par champs markoviens

Les champs de Markov (cf. chapitre 7) peuvent être vus commeune sous-classe des processus ARMA, mais
leur adaptation à traiter des images les distinguent. Ils se prêtent doublement à l’analyse des textures :

1. tout d’abord parce qu’ils comportent naturellement des descriptions des dépendances spatiales entre pixels
par le choix des cliques et des potentiels d’interaction au sein des cliques,

2. mais aussi parce qu’ils ont, dans le terme d’énergie liéaux connaissances à priori, les éléments qui permettent
de décrire les régions et leurs interactions.

Les champs de Markov sont particulièrement adaptés pour synthétiser et modéliser des textures, puisqu’il
suffit de se donner les potentiels correspondant aux propri´etés de dépendance, d’isotropie, de distance aux centres
de classe, etc. que l’on souhaite voir représenter. Il y a donc une abondante littérature qui exploite le formalisme des
champs markoviens pour segmenter des textures : [Hu et Fahmy, 1992, Derin et Elliott, 1987b] [Won et Derin, 1992,
Andrey et Tarroux, 1998] très faciles d’emploi en synthèse des textures, ils sont cependant d’un usage plus difficile
en analyse car il n’existe pas de formulation explicite permettant de déterminer les potentiels correspondant à une
texture dont on dispose.
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En règle générale, pour retrouver un champ de Markov à partir de la réalisation d’une texture, il faut définir les
cliques significatives, puis les potentiels qui lient les sites dans ces cliques [Azencott et al., 1997].

1. La détermination des cliques utiles : on peut l’obtenir soit par l’analyse des fonctions de corrélation, soit par
des techniques de croissance de voisinage, accompagnées de tests d’indépendance au fur et à mesure que
l’on agrandit le voisinage.

2. La détermination des potentiels : elle passe souvent parla réduction des potentiels possibles à des classes
étroites (par exemple les potentiels quadratiques ou les potentiels polynomiaux), elle peut alors se faire par
des techniques de moindres carrés ou par des méthodes de filtrage (techniques de renormalisation).

13.4.1 La ḿethode de Manjunath et Chellappa

C’est une technique assez typique des approches markoviennes. Elle repose sur l’hypothèse de probabilités
gaussiennes dans chaque classe (donc de potentiels quadratiques) [Manjunath et Chellapa, 1991]. Les énergies
d’attache aux données pour une classeLs = l sont de la forme :

U1(ys|yr, l) =
1

2σ2
l

[
y2

s − 2
∑

r

θl
tysyr

]
(13.2)

dont les inconnues sont, pour chaque texturel, lesθi, µ etσ2, où lesθi correspondent aux cliques des directions S,
SE, E, etc. du points (cf. figure 13.9).

N

EO

S

NO NE

SESO

FIG. 13.9 – Le 8-voisinage utilisé par Manjunath et Chelappa. Seules les cliques d’ordre 2 sont utilisées.

Dans une première étape, il faut apprendre les paramètres des textures. L’image est arbitrairement subdivisée
en petites fenêtresΩ. Prenons une seule fenêtre de taillen× n dont on va supposer la texture homogène. Sur cette
fenêtre on estimêΘ aux moindres carrés par la formule4 :

Θ̂ =

[
∑

Ω

QsQ
t
s

]−1 [∑

Ω

Qsys

]

avec Qs = [ys+1, ys−1, ys+2, ...]
t

et σ̂2 = 1
n2

∑
Ω

[
ys − Θ̂tQs

]2
.

Une tâche délicate est l’estimation du nombre de classes qui se fait soit de façon supervisée, soit par analyse
du nuage des points obtenus sur toutes les fenêtres. Supposons que l’on rechercheN classes. On détermine les
N meilleures classes du nuage des points obtenus sur toutes les fenêtres par exemple par un algorithme de nuées
dynamiques. Cela nous fournitN vecteurs de paramètresfk = θk

1 , θ
k
2 , θ

k
3 , θ

k
4 , µ

k, σk
2 .

On peut alors procéder à la phase de segmentation. On va désormais travailler au niveau des sites du champ
de Markov. On introduit un champ de liaisons entre les pixels, décrit par la seule variable binaire (processus de

4C’est ici que l’hypothèse gaussienne simplifie le calcul : l’estimation peut se faire par moindres carrés de façon explicite.
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bord) b qui vaut 0 si deux pixels voisins sont dans une même classe et1 s’ils sont dans des classes différentes.
On recherche la distribution desb et desVsλ, variables caractéristiques de l’appartenance du pixels à la classeλ
(Vsλ = 0 ssi le pixel au sites appartient à la classeλ) qui minimise l’énergie :

U =
∑

s

∑

λ

u(s, λ)Vsλ − (1 − b)
∑

s

∑

λ

∑

t∈Ns

VtλVsλ

où le premier terme exprime l’attache aux données et le second l’a priori sur les régions. Lesu incluent toute
l’information connue sur le sites appartenant à la classeλ : par exempleu(s, λ) = w(λ) + u1(Y s, λ), u1 étant
comme dans la formule 13.2 etw étant un biais propre à la classeλ. L’optimisation d’une telle fonction d’énergie
se fait soit par relaxation déterministe (par exemple l’ICM Iterated Conditional Modequi remplace à chaque étape
la classeλ par celle qui minimise l’énergieU au site considéré), soit par recuit simulé (relaxation stochastique)
(cf. chapitre 7).

13.4.2 La ḿethode de Kervrann et Heitz

Dans cette méthode [Kervrann et Heitz, 1995], on calcule sur des fenêtres recouvrant l’image, des matrices de
cooccurrence (cf. section 13.5). En chaque fenêtre, on représente la texture par un vecteur d’attributs issus de ces
matricesOs = {o1s, o2s, . . . , ok

s}. Le terme d’attache aux données s’écrit sous la forme :

U1 =
∑

s∈Ω

V (Os, Oλ)

oùOs est le vecteur d’attributs du sites etOλ est le vecteur d’attributs de la région d’étiquetteλ affectée au sites.
Le potentielV s’écrit à partir de la distance∆ de Smirnov-Kolmogorov des composantesoi

s etoi
λ des vecteurs :

V (Os, Oλ) =
k∑

i=1

[
2Γ(∆(oi

s, o
i
λ) > ci) − 1

]

où la fonctionΓ vaut 0 ou 1 selon que les valeurs de∆ sont supérieures ou inférieures à une valeur de seuilci issue
des tables du test de Smirnov-Kolmogorov [Saporta, 1990].

Le champ évolue vers le critère du MAP (Maximum A Posteriori) par la technique de relaxation sous-optimale
de l’ICM : pour chaque site on choisit la meilleure classe parmi les seules classes des voisins du site considéré (cf.
chapitre 7).

La construction des classesoλ se fait de la façon suivante. Initialement il n’y a qu’une classe, identifiée au
vecteur de la première fenêtre rencontrée. Les autres vecteurs de texture sont associés à cette classe si leur distance
est inférieure au seuil donné. Afin de créer de nouvelles classes, on crée une classe(( fourre-tout)) dans laquelle
sont rangées toutes les textures trop éloignées de celledéjà trouvée. Après un passage sur l’image, on détermine
les paramètres de la classe trouvée (en calculant un vecteurOλ sur toutes les réalisations trouvées) et on accroı̂t de
1 le nombre de classes. On reprend le balayage de l’image. On itère ce procédé jusqu’à ce qu’un nombre pré-établi
de classes soit trouvé ou qu’il n’y ait plus de candidats dans la classe fourre-tout.

Comme dans le cas précédent, la taille des fenêtres doit ˆetre :

1. assez grande pour permettre une caractérisation statistique réaliste des textures (et de leurs motifs) ;

2. assez petite pour conduire à des segmentations fines des détails.

Notons que cette méthode, au contraire de la précédente,ne permet pas de déterminer les potentiels et les
cliques des textures retenues, autrement que par référence aux primitives de la matrice de cooccurrence.
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13.5 Les ḿethodes structurales

Ces méthodes ne s’appliquent qu’aux textures construitessur une primitive bien identifiable qui se répète sur
une maille régulière. L’analyse d’une texture homogènese fait en plusieurs étapes :

1. l’image est découpée en sous-fenêtres, chacune contenant plusieurs primitives (typiquement de l’ordre de
5 × 5 primitives),

2. sur chaque sous fenêtre on détermine les 2 vecteurs moyens de périodicité, par exemple par l’examen de la
fonction d’auto-corrélation,

3. connaissant ces vecteurs, chaque sous-image est normalisée par un rééchantillonnage de façon à ce que les
nouveaux vecteurs de périodicité soient tous dans une position de référence,

4. on calcule alors par TF le motif de la primitive en sommant dans l’espace de Fourier toutes les sous-fenêtres
normalisées et en isolant le sous-domaine du fondamental,

5. on est alors en mesure de reconstruire une texture parfaite en répétant le motif moyen sur la maille moyenne,
ou des textures plus ou moins parfaites en mélangeant des motifs réels ou moyens sur des mailles réelles ou
moyennes.

Des méthodes plus structurales encore s’appuient sur des techniques de graphes ou de grammaires. Dans les
approches par graphes, on représente les dépendances entre les diverses cmposantes de la texture par des graphes
(arbres, cycles) mettant en évidence les dépendances entre pixels. Dans les approches par grammaires, on parcourt
la texture ou des sous-ensembles de la texture par un balayage systématique de tous les sites, construisant ainsi une
chaı̂ne de descripteurs. Les relations entre les descripteurs successifs sont exprimées par des règles qui indiquent
l’enchaı̂nement des niveaux de gris le long du parcours. Leschaı̂nes font alors l’objet d’un traitement syntaxique
qui extrait ces dépendances [Lu et Fu, 1978, Lu et Fu, 1979].

13.6 Textures h́etérogènes

Si l’on fait l’hypothèse que la texture sous-jacente est stationnaire, on peut déduire des variations de ses pro-
priétés statistiques dans l’image, des éléments suffisants pour remonter à une connaissance de certains éléments de
relief et d’orientation 3D des objets de la scène observée. Cela est naturellement fait par système visuel humain (cf.
figure 13.2). Pour faire cela par traitement numérique, il convient de mesurer en chaque point de l’image (c’est-
à-dire en des zones suffisamment petites autour de chaque point) des propriétés statistiques d’ordre 2 (prenant en
compte les pixels 2 par 2, comme par exemple la décroissancede la corrélation à1/2), puis d’étudier les variations
spatiales de ces propriétés. Ces variations sont alors reliées à l’orientation de la surface observée (généralement
sous l’hypothèse que celle-ci fait un angle constant avec la direction d’observation).



Chapitre 14

Description de contours et de formes

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE

Dans de nombreuses applications de traitement des images, une fois l’image segmentée (on peut le faire, de la
façon la plus simple, en seuillant l’image [Sahoo et al., 1988, Cham et al., 1998] ou à partir des méthodes décrites
aux chapitres 11 et 12), on essaie de reconnaı̂tre les diversobjets qui la composent à partir de leur seule silhouette.
C’est particulièrement vrai dans les applications de tri dans lesquelles on est intéressé à saisir ou trier des objets
arrivant sur un convoyeur1, dans les applications de reconnaissance de caractères, ainsi que pour des applications
de surveillance ou de guidage, par exemple en imagerie militaire.

Il est utile alors que l’utilisateur dispose d’une représentation de la forme vérifiant plusieurs propriétés :

1. une bonne fidélité à la forme initiale,

2. une bonne discrimination de formes différentes,

3. une bonne adaptation aux opérations de reconnaissance des formes, et en particulier une insensibilité aux
déformations qui sont susceptibles d’entacher l’objet,

4. une certaine compacité pour permettre l’archivage de nombreuses formes et potentiellement de ces mêmes
formes sous divers aspects.

De nombreuses représentations des formes ont été développées concurremment, chacune pour répondre à un
problème parfois assez spécifique et donc mettant l’accent sur l’une ou l’autre des propriétés ci-dessus.

14.1 Fonction caract́eristique

La représentation naturelle d’une forme dans une image estune représentation par fonction caractéristique,
c’est à dire sous forme d’une image binaire, les seuls pixels non-nulles étant ceux couverts par la forme :

f(i, j) = 0 si (i, j) /∈ objet

= 1 si (i, j) ∈ objet

Dans une image où de nombreux objets existent, on utilise une image d’étiquettes (ou delabels) qui généralise la
notion de fonction caractéristique :

f(i, j) = k si (i, j) ∈ objet k

1Le tri se partage en tri planaire (où les objets sont préalablement mis à plat, généralement sur un tapis roulant), et en tri en vrac, où ils sont
présentés dans un désordre total.
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FIG. 14.1 – Etiquetage d’une image en 4 connexité. L’image de gauche est le résultat du premier passage jus-
qu’au point noté x. Les étiquettes ont été attribuées `a chaque point soit en donnant une nouvelle étiquette si les
2 antécédents du point sont à 0, soit en donnant l’étiquette des antécédents si ces antécédents ont une étiquette
semblable différente de 0. En x les étiquettes sont de valeur différente. Le pixel x se voit attribué l’étiquette 2 car
2 = min(2,7), le pixel y l’étiquette 2, le pixel z l’étiquette 3 et le pixel t l’étiquette 2. Le point x crée le pointeur
7 ∼ 2, y le pointeur 3∼ 2, z 4∼ 3 et t 6∼ 2. Après un second passage sur l’image, on détermine la liste finale
des étiquettes de 0 à 4. Pour recréer une image d’étiquettes en conformité avec cette liste, il faut donc faire un
deuxième passage sur l’image.

Une image d’étiquettes résulte d’une procédure d’étiquetage. Elle se fait par le choix d’une connexité qui
permet de définir les propriétés de topologie des divers objets (4- ou 8- connexité sur les trames carrées, 6-connexité
en trame hexagonale). L’étiquetage vient attribuer une étiquette semblable à tous les points connexes au sens de la
segmentation. Par exemple en 4-connexité un algorithme d’étiquetage fonctionne de la façon suivante (cf. figure
14.1).

1. une liste d’étiquettes est initialisée à 0 ;

2. le balayage (par exemple vidéo) de l’image est initialisé ; au premier point est attribuée l’étiquette 0 ;

3. un point nouveau est pris dans l’ordre du balayage ; on examine sa connexité à son voisin supérieur et à son
voisin de gauche (ses antécédents) :
– si le point courant est connexe à ses deux antécédents (au sens de la segmentation), et si ses deux

antécédents ont la même étiquette, on lui attribue l’étiquette de ces antécédents ;
– si le point courant est est connexe à ses deux antécédents, mais que ses deux antécédents n’ont pas la même

étiquette, on donne au point l’étiquette la plus petite parmi les deux, puis dans la liste des étiquettes, on
crée un pointeur qui renvoie de l’étiquette la plus grandevers l’étiquette la plus petite ;

– si le point courant est connexe à l’un seulement de ses ant´ecédents, on lui attribue l’étiquette de cet
antécédent ;

– si le point courant n’est pas connexe à ses deux antécédents, on incrémente la liste des étiquettes, puis on
attribue au point courant cette nouvelle étiquette ;

4. on retourne en 3 jusqu’à atteindre le dernier point de l’image.

Lorsque l’ensemble de l’image a été ainsi traité (aprèsdonc un passage complet sur l’image), on réorganise
l’image des étiquettes. Pour cela on parcourt cette image et chaque valeur d’étiquette est remplacée par l’étiquette
terminale rencontrée en remontant la liste des pointeurs.La liste des étiquettes est alors filtrée de toutes les
étiquettes qui possèdent au moins un pointeur. On constitue ainsi une liste d’étiquettes qui occupe tous les en-
tiers entre 0 etkmax s’il y a kmax objets se découpant sur un fond.
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14.2 Description de formes

Les descripteurs (ou paramètres) de forme sont des nombresqui représentent chaque forme et permettent de les
classer (par exemple par nuées dynamiques ou plans séparateurs). Ces paramètres ont été abondamment proposés
dans la littérature [Coster et Chermant, 1985], beaucoup ´etant adaptés à des formes particulières. Citons les plus
utilisés, par exemple :

– le rapport iso-périmétrique, proportionnel au rapportdu carré du périmètre de l’objet à sa surface (dans des
images continues, il est maximum pour le cercle) ;

– l’indice d’allongement [Schmitt et Mattioli, 1994b], proportionnel au rapport du carré du diamètre géodésique
à la surface de l’objet, (minimal pour les disques au sens duvoisinage choisi).

Les paramètres de forme sont bien adaptés pour des objets de taille assez grande car ils ont souvent été définis
pour des formes continues. Pour des objets de petite taille (quelques pixels), la discrétisation du maillage induit
des comportements souvent peu satisfaisants.

14.2.1 Repŕesentation par les moments

Connaissant l’objet par sa fonction caractéristiquef(x, y), une représentation classique de sa forme consiste à
en mesurer les divers moments :

Mmn =

∫∫
xmynf(x, y)dxdy

En particulier les moments centrés (rapportés au centre de gravité (Xg Yg) de la forme) sont invariants par transla-
tion :

M̄mn =

∫∫
(x−Xg)

m(y − Yg)
nf(x, y)dxdy

Sur une image discrète, ces moments s’écrivent :

M̄mn =
1

JmKn

J∑

j=1

K∑

k=1

(j −Xg)
m(k − Yg)

nf(j, k)

Les moments d’inertie (valeurs propres de la matrice d’inertie, matrice2×2 de terme courant̄Mmn, m+n = 2)
sont invariants par rotation. Les moments d’inertie normés par la plus grande valeur propre sont invariants par
similitude (rotation et facteur d’échelle). Les moments d’inertie décrivent bien l’allongement de formes réguli`eres
comme des ellipses ou des distributions gaussiennes. Ils sont plus ambigus sur des formes complexes (cf. figure
14.2).

a cb

FIG. 14.2 – Description de formes par : a - ellipse et axes d’inertie, b - boı̂te englobante, c - boı̂te minimale.

14.2.2 Repŕesentation par les moments invariants

Des moments invariants ont été proposés (nommés moments de Hilbert), invariants par translation, rotation et
changement d’échelle (dans la limite de l’approximation par une maille discrète) [Hu, 1962] . Ils se construisent à
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partir du moment normé :

Nnm =
JmKn

M̄α
00

M̄mn

oùα = 1
2 (m+ n) + 1, par les formules :

h1 = N20 +N02

h2 = (N20 −N02)
2 + 4N2

11

h3 = (N30 − 3N12)
2 + (N03 − 3N21)

2

h4 = (N30 +N12)
2 + (N03 −N21)

2

h5 = (N30 − 3N12)(N30 +N12)[(N30 +N12)
2 − 3(N03 +N21)

2]

+(3N21 −N03)(N03 +N21)[3(N30 +N12)
2 − (N03 +N21)

2]

h6 = (N20 −N02)[(N30 +N12)
2 − (N03 +N21)

2]

+4N11(N30 +N12)(N03 +N21)

h7 = (3N12 −N30)(N03 +N21)[3(N30 +N12)
2 − (N03 +N21)

2]

+(3N21 −N03)(N30 +N12)[(N30 +N12)
2 − 3(N03 +N21)

2]

14.2.3 Bôıtes englobantes et bôıtes minimales

Lorsque les formes sont plus irréguliéres, on préfère souvent des descriptions de l’allongement par la forme de
la boı̂te englobante :

– soit la boı̂te alignée sur les axes et donc simplement définie par ses dimensions (xmax − xmin) et (ymax −
ymin),

– soit la boı̂te orientée selon le diamètre minimal de l’objet (de calcul un peu plus complexe) (cf. figure 14.2).

14.3 Polygones de Guzman

C’est l’une des méthodes les plus anciennes [Guzman, 1968]. L’approche de Guzman consiste à envelopper
l’objet à reconstruire dans des(( boı̂tes)) de formes de plus en plus précisément adaptées. Elle peutdonc s’appliquer
soit à partir d’une image d’étiquettes de la forme à analyser, soit à partir d’une liste des pixels de contour de la
forme. Les formes prototypes auxquelles seront comparéesles objets sont construites sur un maillage carré de façon
systématique et se classent en niveaux en fonction de la longueur de leur périmètre. Cette longueur (exprimée en
pixels) étant obligatoirement paire, on décrit chaque niveau par le demi-cardinal du nombre de pixels constituant la
frontière. Dans chaque niveau, les divers prototypes sontrepérés par un indice qui les identifie uniquement. Ainsi,
la forme la plus simple (le carré unitaire) a une longueur 4 (et donc appartient au niveau 2). C’est la formeΦ(2, 1).
Afin de tenir compte des symétries et des rotations deπ/2, toutes les formes identiques par rotation moduloπ/2
et toutes les formes identiques par symétrie droite (par rapport à un axe horizontal ou vertical) sont rapportées
à une même prototype du dictionnaire des formes (cf. figure14.3). Un objet quelconque est donc décrit par une
succession d’indices décrivant l’objet à divers niveauxde résolution. Deux objets sont généralement identiques
jusqu’à un niveaun, puis différents à partir du niveaun+ 1 (cf. figure 14.4).

Cette approche rencontre plusieurs limites :
– pour les ordres grands, les formes deviennent très nombreuses et le dictionnaire trop grand. La recherche du

représentant se faisant par comparaison au prototype devient très longue ;
– les distances d’une forme à un prototype ne s’imposent pasde façon unique (cf. figure 14.5), laissant place

à des classements différents selon le critère adopté ;
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FIG. 14.3 – Les premières formes du dictionnaire de Guzman.

– les relations(( verticales)) entre niveaux sont complexes et ne permettent pas d’accél´erer le parcours de
l’arbre de façon commode ;

– certaines formes se retrouvent identiques dans des niveaux différents, à un facteur d’échelle près (par exemple
le carré élémentaire se retrouve dans tous les niveaux impairs).
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FIG. 14.4 – Représentation de Guzman. Les 2 formes A et B sont semblables aux niveaux de représentation 3 et 5,
mais diffèrent au niveau 14, où l’une est représentée par le prototype 34 et l’autre par le prototype 51.

L’approche de Guzman a été abandonnée aujourd’hui, maiselle apporte des concepts intéressants à la descrip-
tion des formes :

– la notion de raffinement de la description,
– la notion de similarité entre tous les objets(( vus de très loin)),
– la notion d’invariance par rotation, symétrie et changement d’échelle que l’on pourrait étendre éventuellement

à d’autres transformations.

14.4 Châınes de Freeman

C’est la méthode la plus ancienne de description des contours dans les images et aussi la plus utilisée encore
aujourd’hui [Freeman, 1961, Freeman, 1977]. Si elle est moins utilisée en reconnaissance des formes qu’elle le
fut, elle est très fréquemment utilisée dans des applications récentes comme la transmission des images par zones
(par exemple dans MPEG-).
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FIG. 14.5 – L’arbitraire de l’approximation des formes : la forme A est l’objet. Les 3 formes X, Y et Z en sont
des approximations. La distance d’une représentation à la forme initiale peut se mesurer par la surface entre les 2
contours. Il y a de nombreuses formes à distance minimale. Xest une forme la plus proche en terme de surface et
(( la plus simple)) au sens du nombre d’angles droits lorsqu’il y a plusieurs solutions de même distance. Y est la
forme la plus proche par défaut (entièrement contenue dans A), Z est celle par excès. Z et Y sont superposées à
droite.

14.4.1 D́efinition

C’est une technique de représentation des directions du contour (on code la direction le long du contour dans
un repère absolu lors du parcours du contour à partir d’uneorigine donnée). Les directions peuvent se représenter
en 4-connexité (codage sur 2 bits) ou en 8-connexité (codage sur 3 bits)2.

Le codage d’un contour se fait donc de la façon suivante :

1. transmission des coordonnées absolues du point de départ,

2. transmission de la liste des codes de déplacement d’un point du contour au suivant sur le maillage.

Les codes des contours sont donnés par la figure 14.6.

Dans d’autres techniques, on code de façon différentielle le changement de direction d’un point au suivant.
Cela peut se justifier en codage sur 3 bits si une direction esttrès dominante par rapport aux autres.
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1

75

31

2

3

FIG. 14.6 – Les codes de Freeman en 4-connexité (à gauche) et en8-connexité (à droite).

Deux exemples de codages par chaı̂nes de Freeman sont présentés sur la figure 14.7 (le codage du position-
nement absolu a été omis). Dans le cas de la 4-connexité, le codage de la suite de contours occupe 124 bits
(62 × 2), tandis qu’en 8 connexité elle occupe 126 bits (42 × 3). Il n’y a pas de règle générale sur l’efficacité des
représentations en termes de compression. Si la courbe esttrès complexe (beaucoup de changements de direction),

2des essais ont été faits pour coder également les chaı̂nes de Freeman sur 4 bits en ajoutant les directions reliant le point central à la seconde
couronne des voisins qui ne sont pas dans la direction des voisins de la première couronne. Mais cette approche n’a pas euun très grand succès.
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le codage en 8-connexité est généralement plus compact.La qualité du codage est cependant toujours au moins
aussi bonne en 8-connexité.
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FIG. 14.7 – Codage de Freeman. Approximation de la courbe A par lachaı̂ne X (en 4-connexité) et par la chaı̂ne
Y (en 8-connexité).
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FIG. 14.8 – En 8-connexité, il est possible de simplifier les courbes en remplaçant certains couples de descripteurs
par le descripteur de la table ci-dessus. Dans la figure de droite, la figure b est une simplifiée de la figure a par
remplacement des seuls angles aigus. Il existe plusieurs simplifiées selon l’ordre de substitution que l’on adopte.

14.4.2 Les propríetés des châınes de Freeman

Les chaı̂nes de Freeman se prêtent à un certain nombre de manipulations commodes.

1. On obtient une dilatation de la courbe d’un facteurk en répétantkfois chaque descripteur.

2. On ne peut généralement pas réduire une courbe sans distorsion.

3. On fait tourner une courbe dek× 2π
n (dans le cas d’une chaı̂ne de Freeman enn−connexité) en ajoutant (ou

retranchant)k modulon à la chaı̂ne initiale.

4. On mesure la longueur d’une courbe par les formules suivantes :
– en 4-connexité :L = nombre de descripteurs,
– en 8-connexité :L = nombre de descripteurs pairs +

√
2 nombre de descripteurs impairs.

5. Inversion d’un chemin : on inverse tous les descripteurs et on inverse la séquence. L’inverse d’un descripteur
j estj̄ = n/2 + j mod(n).

exemple en 4-connexité :X = 001321 → X̄ = 301322.
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6. Simplification d’un chemin : c’est un chemin dont on a supprimé des détails sans changer globalement
la forme. Cela s’obtient en remplaçant des séquences dep descripteurs consécutifs par des descripteurs
équivalents reliant les mêmes points (cf. figure 14.8) :
exemple en 4-connexité :{012} → {1},
en 8-connexité :{03} → {2}.

7. Réduction d’un chemin : c’est l’un des chemins de longueur minimale reliant les 2 extrémités de la courbe
initiale. On associe 2 par 2 des descripteurs inverses de la chaı̂ne et on les supprime.
exemple en 4-connexité : X = {00132122} → X̃ = {21}. On obtient tous les chemins réduits en
changeant l’ordre des associations.
en 8-connexité la réduction est un peu plus complexe car ilfaut aussi regrouper des ensembles de 3 ou 4
descripteurs qui s’annulent : exemple{025} ou{7225}.

8. Fermeture d’un contour : on teste la fermeture d’un contour en vérifiant que la chaı̂ne réduite est nulle.
On ferme un contour en lui ajoutant le chemin inverse d’un de ses chemins réduits. Il y a beaucoup d’autres
fermetures possibles que par addition de l’inverse d’un réduit, mais les fermetures obtenues ainsi sont de
longueur minimale. Il y a d’autres fermetures minimales quecelles obtenues par addition de l’inverse d’un
réduit.

9. Courbe qui s’intersecte : pour savoir si une courbe décrite par sa chaı̂ne se recoupe, on procède à une
réduction de chemin systématique en partant de son origine et en testant si chaque nouveau descripteur
possède un inverse dans la chaı̂ne déjà parcourue. Si à un instant la chaı̂ne déjà parcourue se réduit à une
chaı̂ne nulle, on a trouvé un point double.

10. Changement d’origine : le changement de l’origine d’unechaı̂ne de longueurL revient à une permutations
circulaires des descripteurs moduloL.

11. Sens de parcours d’un contour : le contour fermé d’une forme simplement connexe peut être décrit dans le
sens direct ou dans le sens inverse. Pour connaı̂tre le sens d’un contour fermé, on réduit ce contour jusqu’à
n’avoir que 4 descripteurs. En 4-connexité, il n’existe que 2 chaı̂nes possibles (et celles qui s’en déduisent
par changement d’origine) :
– le carré direct :XD = 0123,
– le carré inverse :XI = 0321.
En 8-connexité les configurations sont un peu plus nombreuses.

12. Surface d’une région simplement connexe : la techniqueest assez complexe mais ne nécessite pas la recons-
truction de la région [Freeman, 1977].
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X=01033001 Z=12100112Y=0011003333000011 W=32211232

X1=0103300323212 Y1=033

A=0321

B=0123

T=0010000333221100033332222222111221

FIG. 14.9 – Quelques propriétés des chaı̂nes de Freeman : X = chaı̂ne originale, Y = contour double, Z = rotation
deπ/2, W = contour inverse. X1 = chaı̂ne originale et Y1 = chaı̂ne r´eduite. T = exemple de boucle dans une chaı̂ne.
A et B sont les deux contours élémentaires (inverse et direct) en 4-connexité.

14.4.3 Reconnaissance des formes par des chaı̂nes de Freeman

Pour que 2 formesX etY soient identiques, il faut tout d’abord qu’elles aient le mˆeme nombre de descripteurs.
Puis, comme elles peuvent différer par le sens de description, il faut comparerX à Y d’une part et à̄Y d’autre
part. Enfin, comme elles peuvent avoir des origines différentes, il convient de tester les deux chaı̂nes descripteur à
descripteur sous toutes les hypothèses de permutation circulaires. Des techniques rapides ont été développées pour
faire ces recherches (d’une complexité sous-linéaire enL), [Boyer et Moore, 1977, Miclet, 1984]3 .

Dans le cas où l’on ne recherche pas une similarité exacte mais seulement approchée (par exemple pour prendre
en compte la présence du bruit lors de la détection des contours), on est amené à utiliser des techniques dedistance
d’ édition pour lesquels on chiffre les coûts des erreurs possibles : omission de contours, adjonction de contours,
permutation de descripteurs, etc. On utilise alors généralement des techniques de programmation dynamique (al-
gorithme de Wagner et Fisher [Wagner et Fisher, 1974, Miclet, 1984], élargi pour des substitutions de plusieurs
descripteurs consécutifs dans [Lowrance et Wagner, 1975]) ou de relaxation (algorithme de Davis) pour retrouver
la distance minimale entreX etY .

14.5 Descripteurs de Fourier

14.5.1 Descripteur par tangente

Dans cette approche on considère le contour comme une courbe continue qui peut être décrite par son abscisse
curvilignes à partir d’une origineA choisie (cf. Fig 14.10). On paramètre la courbe par l’anglefait par le vecteur
tangent en chaque point et celui au point origine :φ(s) et on crée la variable réduitet qui prend ses valeurs entre 0

3Ce sont des automates finis semblables à ceux qui sont utilisés en particulier pour les compilateurs et les éditeurs detexte.
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et2π : t = 2πs/L, oùL est la longueur complète du contour. On construit alors la fonctionΦ(t) :

Φ(t) = φ

[
2π.s

L

]
− 2πs

L

le terme correctif prenant en compte l’enroulement de2π de la tangente pour un tour de contour. La fonctionΦ(t)
est une fonction périodique sur[0, 2π[ qui admet donc une série de Fourier :Φ(t) =

∑∞
k=0 ak exp(−ikt). On

appelle descripteurs de Fourier l’ensemble des modules desak : {|ak|}.

Ils bénéficient des propriétés suivantes :

1. ils sont invariants par translation de la forme,

2. ils sont invariants par changement d’échelle (puisquet est normalisé),

3. ils sont invariants par rotation, puisque l’on a choisi ladifférence d’angle entre 2 tangentes,

4. ils sont invariants par changement d’origine, car passerd’une origineA à une origineA′ revient à :
– retrancherΦ(tA′) à toutes les valeursΦ(t),
– changert ent− tA′ .
Donc : ΦA′(t) = ΦA(t) ∗ δ(t− tA′) − Φ(tA′) et : ak → ak exp(−ktA′) si k 6= 0

Pour comparer des formes on compare leurs descripteurs par ordre croissant. Si de plus on veut simpli-
fier le contour, il suffit de supprimer les ordresk élevés dans le développement. malheureusement, dans cette
représentation, si un contour est fermé, le contour obtenu en filtrant les hautes fréquences ne l’est généralement
plus. C’est pourquoi on préfère souvent les descripteursde Fourier par représentation complexe qui n’ont pas ce
défaut.

A

(l)

M

Φ

l
A

B

FIG. 14.10 – A gauche : descripteurs de Fourier par tangente. Le point de départ A est choisi arbitrairement. Son
vecteur tangent sert de référence à la paramétrisationde la courbe. A droite : après troncature du développement
de Fourier, la forme A, initialement fermée devient B, plusrégulière, mais non fermée.

14.5.2 Repŕesentation complexe

Dans cette représentation, on décrit la forme par un ensemble{Mj} de points de contours, et on représente la
forme dans le plan complexe. On attache donc à chaqueMj un nombre complexezj = xj + iyj . On appelle alors
descripteurs de Fourier, les coefficients de la TFZ dez :

Zk =

N∑

j=1

zj exp(−2πijk)

Les coefficientsZk, pourk ∈ [−N/2 + 1, N/2], jouissent d’intéressantes propriétés [Bertrand et al., 1982].

1. Pourk = 0,Z0 est le centre de gravité de la forme. Si l’on l’omet, la description est invariante par translation.
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2. Si tous lesZk sont nuls sauf pourk = 1, la forme est un cercle de rayonZ1 (ou un polygone régulier à
N côtés), doncZ1 joue le rôle de facteur d’échelle. La normalisation parZ1 rend la forme invariante par
homothétie.

3. Les coefficientsZ|k| etZ|1−k| (pourk 6= 1 et k 6= 0 ) jouent des rôles symétriques (mais opposés) de la
façon suivante :
– l’ordrek indique le nombre d’actions sur le cercle unité (entre0 et 2π) : 1 action pourk = 2 etk = −1,

2 actions pourk = 3 et k = −2, 3 actions pourk = 4 et k = −3, etc. Ces actions sont réparties
régulièrement autour du cercle unité,

– les valeurs dek > 0 indiquent des actions de traction sur la courbe, pour la déformer vers l’extérieur du
cercle unité, les valeurs dek < 0 indiquent des actions de pression sur la courbe, pour creuser la courbe
vers son centre,

– la phase du nombre complexeZk : φk exprime le lieu, sur le cercle unité, où s’exerce l’action.

4. Plus les coefficients sont nombreux, plus la forme est complexe. Et plus les coefficients sont élevés plus les
détails sont fins sur la courbe.

M   = x + i yk k k

x

y

FIG. 14.11 – A gauche : descripteurs de Fourier par représentation complexe. Le point courantMk est décrit par
ses coordonnées complexes dans le plan image. A droite : le cercle résulte de la prise en compte du seul coefficient
Z1, la courbe présentée résulte de l’adjonction d’un coefficient de pression (donc àk < 0), en 1 seul point (donc
k = 2 ouk = −1, ici k = −1), de déphasage nul (puisque situé enπ).

On voit que les descripteurs de Fourier par représentationcomplexe ont le même type de comportement que
les descripteurs par tangente. Ils sont mieux adaptés aux formes discrètes puisqu’ils garantissent toujours que la
forme demeure fermée après troncature du développementde Fourier. Ils peuvent être invariants par rotation si
l’on s’intéresse aux seuls modules des coefficientsZk.

Parmi leurs inconvénients, il faut noter que l’on ne peut pas aisément garantir qu’un contour de forme simple-
ment connexe ne donnera pas, après troncature, un contour qui s’auto-intersectera.

14.6 Approximations polynomiales

Il y a essentiellement 3 types de telles approximations :

1. les approximations analytiques par ajustements de nuages de points par des polynômes du premier ordre
(conduisant donc à des polygones) ;

2. les approximations polygonales par des critères géom´etriques obtenues en parcourant la courbe des points
ordonnés selon une abscisse curviligne ;

3. les approximations par des polynômes de degré> 1 et en particulier les approximations par des fonctions
splines.
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Les approximations polygonales des formes décrites par des points de contour sont les représentations les
plus employées. Dans les cas les plus simples, on se contente de relier 2 à 2 des points de contour dans un ordre
déterminé au préalable (donc selon une abscisse curviligne croissante). Deux problèmes se posent alors :

– peut-on éliminer d’éventuels points parasites qui n’appartiennent pas au contour?
– peut-on faire l’économie de certains sommets de la ligne polygonale pour obtenir des formes plus simples ?

Ces problèmes seront abordés dans le paragraphe 14.6.2.

Mais avant d’en arriver à cette situation simple, se posentles problèmes difficiles de déterminer quels points
appartiennent à un même contour et dans quel ordre les relier lorsque ces points sont issus d’un détecteur de
contour par nature local. C’est ce que nous abordons tout d’abord.

14.6.1 Approximation d’un nuage de points par une droite unique

C’est un problème bien classique mais qui mérite pourtantun peu d’attention. SoitMi = (xi, yi) les points, en
nombreN , que l’on cherche à approcher par une droite. Il y a 2 façonsde prendre le problème.

Approximation par r égression lińeaire

C’est une approche aux moindres carrés : on recherche la droite ∆ : y = a0 + a1x qui minimise la distance
(cf. Fig 14.12) :

d2
1 =

N∑

i

[yi − (a0 + a1xi)]
2 (14.1)

La solution est donnée par :A = X#Y = (XtX)−1XtY , oùX# dénote la matrice pseudo-inverse de la
matriceX , oùX , Y etA sont donnés par :

X =




1 x1

1 x2

.. ..
1 xN




Y = [y1, y2, .., yN ]t

A = [a0, a1]
t

Ces formules s’étendent très aisément aux espaces de dimensions supérieures, ainsi qu’aux approximations par des
polynômes d’ordre plus élevé. la distance minimisée est celle mesurée selon le seul axey. C’est donc une mesure
généralement mal adaptée en traitement d’image, puisquex ety y jouent habituellement un rôle équivalent. On lui
préfère donc les méthodes par axe d’inertie.

Approximation par axe principal d’inertie

C’est aussi une approche aux moindres carrés, mais on minimise dans ce cas la somme des distances de tous
les points à la droite∆ :

d2
2 =

N∑

i=1

[(a0 + a1xi − yi)]
2

a2
1 + 1

(14.2)

C’est l’équation de l’axe d’inertie des points, qui passe par leur centre de gravitéXg, Yg et qui est donné comme
vecteur propre de plus grande valeur propre de la matrice de forme quadratique :

S =
∑

N

ViV
t
i =

[
Σxixi Σxiyi

Σxiyi Σyiyi

]
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M i

∆

d 1

M i

∆

d 2

régression axe d’inertie

FIG. 14.12 – Deux approximations linéaires aux moindres carr´es minimisant des distances différentes : à gauche
par régression linéaire, à droite par axe d’inertie.

Ces équations s’écrivent sans problème en dimensions supérieures (pour estimer des variétés d’ordre variable).
Elles se transcrivent beaucoup plus difficilement à des polynômes d’ordre plus grand car on ne sait pas, en règle
générale, exprimer la distance d’un point courant à une telle fonction.

Estimations robustes

Si l’on repose le problème précédent dans le cadre plus g´enéral de l’estimation robuste, on est amené à
considérer ce problème de façon un peu plus complète [Meer et al., 1991, Rousseeuw et Leroy, 1987]. On cherche
ici la meilleure droite représentant au mieux l’ensemble des pointsMi sous l’hypothèse d’un bruit entachant la
position des points.

Lorsque le bruit est gaussien, les estimations aux moindrescarrés nous assurent d’une bonne qualité de l’es-
timée. Mais il faut souvent tenir compte de la présence, parmi les points, de détections erronées dont les écarts àla
droite ne sont pas gaussiens (ce sont desoutliers4).

Une première façon de prendre en compte ces points consiste à faire une première estimation aux moindres
carrés, puis à éliminer les points trop éloignés de la droite (par exemple à l’aide d’un test statistique tel celui
de Cramer-von Mises5 . Ces méthodes ont reçu une base théorique dans l’approche dite parmoindres carrés
tronqués(LTS : Least Trimmed Squares) ainsi que toutes ses formes dérivées : moindres quantiles carrés (LQS),
moindreke carré (LKS) [Lee et al., 1998].

Mais cette approche est réputée dangereuse (on peut éliminer successivement les points appartenant à la droite
si unoutlier est trop éloigné de celle-ci). On lui préfère des techniques d’estimation par médiane ou par médianes
itérées, plus coûteuses en temps de calcul, mais capables d’éliminer beaucoup plus de points erronés.

Dans une estimation par médiane, on choisit 2 points quelconquesMi etMj de l’ensemble. On leur associe une
droite qui fournit des coefficientsaij etbij . Par combinatoire sur l’ensemble des points, on obtient deux ensembles
de coefficients :a = {aij} et b = {bij}. Les ensemblesa et b sont triés séparément et l’on choisit les valeurs
médianes̄a et b̄ comme estimateurs des paramètres de la droite. Le filtrage médian peut tolérer jusqu’à50% − ǫ
d’outliers. Dans le cas de l’estimation simultanée de deux variables,l’estimation par médiane permet de tolèrer
jusqu’à25% d’outliers(0, 52).

De nombreux estimateurs robustes ont été calculés à partir de la notion de médiane. Ainsi, le minimum des
médianes des distances quadratiques (LMSLeast Median of Squares) détermine le centre d’un nuage de points en

4on appelleoutlier un point qui n’est pas régi par la même distribution statistique que les points dont on recherche une approximation.
5Le test de Cramer-von Mises calcule une distance entre la loigaussienne théorique et la répartition expérimentale des erreurs. Un point est

rejeté si sa distance à la distribution des autres points est trop improbable sous l’hypothèse gaussienne [Saporta,1990].
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calculant pour chaque point la distance à tous les autres, puis en caractérisant la distance de ce point au nuage par
la valeur moyenne des distances et enfin en choisissant commecentre du nuage celui dont la médiane est minimale
[Rousseeuw et Leroy, 1987].

D’autres approches robustes reviennent à une estimation par filtrage (comme le font la moyenne ou la régression),
mais en pondérant chaque pointi par un coefficientρ(xi) qui tend vers 0 pour des points loin de la solution. Une
autre approche consiste à intégrer cette pondération des points lointains directement dans la distance (c’est le cas
des M-estimateurs [Huber, 1981]). Dans ce cas, les(( distances)) 6 croı̂ssent moins vite que la loi quadratique ou
décroı̂ssent même pour tendre vers 0 pour les grandes distances. On les appelle des M-estimateurs.

Une autre famille d’estimateurs robustes s’appuie sur des recherches systématiques. c’est par exemple le cas
de la méthode RanSac (Random Sample Consensus) [Fischler et Bolles, 1981]. Cette méthode consiste à choisir
2 points et à adopter la droite qui les joint comme approximation. On mesure alors le nombre de points qui sont
en accord avec cette hypothèse (par exemple à l’aide d’un critère de distance du point à la droite). On choisit
finalement le couple de points qui conduit au plus fort consensus. On montre qu’il n’est pas nécessaire de tester
tous les couples mais qu’un petit nombre choisis aléatoirement (de l’ordre de quelques pourcents) est usuellement
suffisant.

Estimation d’un mélange de droites

Si l’on sait quen droites existent dans l’ensemble des points, il est possible de faire une classification au
sens des nuées dynamiques par exemple. Pour cela on initialise le processus en choisissantn droites (issues par
exemple de l’ensemble des points par tirage aléatoire) représentées par leurs paramètres{ai

0, a
i
1, i = 1, . . . , n}.

On attribue chaque point à la droite qui minimise la distance 14.1 ou mieux 14.2. Après classification de tous les
points on estime pour chaque droite ses paramètres{ai

0, a
i
1} par l’une des méthodes vues ci-dessus. On itère le

processus enchaı̂nant classification et estimation. On converge vers une solution qui dépend assez fortement de
l’initialisation.

Une autre famille de méthodes utilise la version floue des nuées dynamiques (les C-moyennes-floues ouFuzzy-
C-means), dans laquelle chaque pointk (( appartient)) à l’une des droitesi avec une appartenanceµi(k) fonction
de sa distance à la droite. Pour tout pointk, on vérifie :

∑n
i=1 µi(k) = 1 [Bezdek, 1981].

Extension de l’estimationà des coniques

Dans le cas où l’on recherche des formes représentées pardes cercles ou des ellipses, on peut choisir une
paramétrisation matricielle de la forme quadratique les représentant. Chaque conique indicée pari est alors décrite
par son centreqi, son rayonri et sa matrice d’ellipticitéAi :

[(x − qi)
tAi(x − qi)] = r2i

oùx est le point courant du plan. La distance d’un pointxk à cette conique s’exprime par :

d2
i (k) =

[
[(xk − qi)

tAi(xk − qi)]
1/2 − ri

]2

L’estimation des paramètres se fait de la même façon que précédemment à partir d’une conique initiale souvent
circulaire.

14.6.2 Approximations polygonales, simplification de contours polygonaux

Lorsque l’on dispose d’une courbe continue ou finement échantillonnée et que l’on souhaite la réduire à une
ligne polygonale, on dispose de très nombreux algorithmesqui proposent soit des critères d’approximation soit des

6Les distances ainsi définies ne vérifient en fait plus les propriétés d’une distance.
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mises en œuvre différents. Le plus connu est l’algorithme de la corde.

Algorithme de la corde (ou de Ramer)

C’est un processus de subdivision qui peut être entrepris soit de façon récursive (chaque segment créé fait
l’objet d’une nouvelle subdivision), soit de façon itérative (la courbeΓ est considérée globalement à chaque étape).
C’est cette dernière version que nous examinons sur l’exemple de la figure 14.13. Les sommets du polygone sont
choisis successivement comme les points deΓ les plus éloignés des cordes précédemment tirées. Le processus
s’arrête lorsque la nouvelle distance candidate est inférieure à un seuilǫ fixé. Très employé dans de nombreuses
applications par la simplicité de sa mise en œuvre, l’algorithme de la corde n’est pas très rapide. Il ne garantit pas
non plus une convergence uniforme vers la courbe finale car, dans son implémentation itérative, il se peut que la
distance à l’étapen soit supérieure à celle à l’étapen− 1.

M 2

M 2

BA

B

M1

A

B

M 3

A

M

M

1

3

A B

FIG. 14.13 – Algorithme de la corde. Les pointsM1,M2 etM3 sont successivement sélectionnés pour créer la
ligne polygonale représentant la courbeAB. Le critère de sélection est la distance maximale à la corde polygonale
précédemment obtenue.

Algorithme de Dunham

Dans cette méthode on cherche à supprimer les cordes successives qui sont presqu’alignées. On se fixe donc
une tolérance angulaireǫ. Partant deA, on couvrira par une même corde tous les points de la courbe qui se
trouvent dans la tolérance et l’on choisira le premier point du polygone comme le dernier point de cet ensemble.
Le processus est répété en ce point.

Algorithme de Wahl et Danielsson

Son objectif est de minimiser l’aire laissée entre la courbe et la ligne polygonale.

Algorithme progressif

Enfin, un algorithme progressif utilise le critère de distance de tout point de la courbe au segment d’approxi-
mation, mais dans un schéma progressif. Dans ce schéma, partant d’une extrémité, la courbe est parcourue, et le
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M1

2M

M3

M3

2M
M1

A
B

A

B

FIG. 14.14 – Algorithme de Dunham, à gauche, les pointsM1,M2 etM3 sont choisis lorsque la tolérance angulaire
ǫ est insuffisante à approximer la courbe. A droite, algorithme de Wahl et Danielsson : il cherche un minimum des
surfaces laissées entre la ligne polygonale et la courbe.

point courant est retenu comme extrémité d’un segment d’approximation s’il est le dernier point visité permettant
une approximation de tous les points déjà visités, à unetoléranceǫ donnée.

14.6.3 Approximation par des splines

L’approximation d’un ensemble de points de contours par despolynômes d’ordre plus élevé que les droites est
une bonne façon de représenter ce contour [Chalmond, 2000]. Le choix du degré du polynôme se fait généralement
de façon à assurer des propriétés de continuité au contour obtenu :

– les segments de droite (degré 1) assurent la continuité du contour,
– les approximations par polynômes d’ordre 2 permettent d’avoir des dérivées continues,
– les polynômes d’ordre 3 permettent d’avoir des courburescontinues.
Les fonctions splines sont de bons candidats pour ce type d’approximation. Nous en avons déjà vu l’usage à

diverses occasions : au chapitre 10.4.2 lorsque nous avons discuté du rééchantillonnage des images, au chapitre
12.5.2 lorsque nous avons estimé des fonctions régulières lors de segmentation par régions. Deux types de fonctions
peuvent être utilisées [Unser et al., 1993a, Unser, 1999]:

1. les fonctions interpolantesqui passent exactement par tous les points de contours qui sont utilisés pour
calculer la spline ;

2. lesfonctions approximantesqui ne passent pas nécessairement par les points mais qui s’en approchent de
façon contrôlée.

Approximation

Dans le cas des fonctions approximantes, on définit la spline d’ordrek par morceaux en fonction d’une variable
continueu, et desm points de contrôlePi qui la déterminent.Qi etPi sont des fonctions de même dimension :
des vecteurs deR2 si les pointsPi sont définis par leurs coordonnées du plan ou des vecteurs deR3 dans l’espace.

Le morceaui est défini par :

Qi(u) =
k−1∑

r=0

Pi+rb
k
r(u) i = 0, ...m− k + 1 (14.3)

Les fonctionsbkr(u) sont définies à partir des fonctionsβk(u) qui ont été introduites au chapitre 10.4.2
équations 10.5 et suivantes :

bkr (u) = βk

[
u− r − 1

2

]
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FIG. 14.15 – Dans le cas d’une interpolation spline, les jonctions entre les morceaux de splines sont les points de
contrôle eux-mêmes.

Les positions des points de raccord entre splines sont donn´ees paru = 0 dans l’équation 14.3 :

Qi(0) =

k−1∑

r=0

Pi+rb
k
r (0) (14.4)

Il y a de nombreuses façons de définir les variablesu. La plus naturelle consiste à considérer que les échantillons
sont régulièrement distribués en fonction deu (attention cela conduit à une paramétrisation oùu n’est pas l’abscisse
curviligne le long du contour), alorsbk0(0) = 0 etbkk−1(1) = 0, on peut réécrire cette équation [Goshtasby et al., 1990]
sous la forme :

Qi =

k−2∑

r=0

Pi+rb
k
r (0)

qui prend la forme d’une convolution :Q = P ∗Hk. Ceci montre que lesQ sont des points filtrés issus desP .

Interpolation

Dans ce cas, les coefficients des splines de l’équation 14.3sont inconnus et l’équation devient :

Qi(u) =

k−1∑

r=0

ci+rb
k
r(u) i = 0, ...m− k + 1

et les coefficients inconnusci sont déterminés en contraignant les splines à passer parles points de contrôlePi :

Pi(0) =

k−1∑

r=0

ci+rb
k
r (0)

dont on a vu au chapitre 10.4.2 les divers modes de résolution soit par inversion de matrice soit par filtrage (cf.
figure 14.15).

14.7 Transformation de Hough

La transformation de Hough est un outil de traitement des images dont l’usage déborde largement l’applica-
tion pour laquelle nous la présentons maintenant [Ballard, 1978, Sklansky, 1978, Maı̂tre, 1985b]. Ces applications
seront vues plus tard. Nous nous intéressons actuellementau sous-problème suivant :

Connaissant un ensemble de pixelsP (potentiellement bruité) appartenantà une frontière que l’on sait poly-
gonale, comment d́eterminer le nombre de segments impliqúes dans cette ligne polygonale et leur position ?
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Exprimé dans les termes que nous avons vus précédemment,on se retrouve devant un difficile problème de
mélange. Les solutions combinatoires (où l’on recherche systématiquement les classes possibles) sont généralement
inacceptables. La transformation de Hough nous propose au contraire une solution élégante.

Elle consiste à transformer un problème inconnu (retrouver des droites) en un problème mieux connu : retrou-
ver des nuages de points. Ceci s’obtient en associant à l’espace de l’image (dénotéI et défini par ses variables
d’espaces{x, y}), un espace de paramètres, dénoté parH (dans le cas où l’on recherche des droites représentées
par l’équationy = ax+ b, on aH = {a, b}). Pour faire cette transformation il y a 2 façons : la transformation de
Hough de1 à met la transformation de Hough dem à 1.

14.7.1 D́efinitions

Transformation de 1 à m

Dans cette définition, on associe à tout pointMi = (xi, yi) deP toutes les droites du plan. Elles sont définies
dansH par :b = −xia+ yi, ce qui est l’équation d’une droite. A un point deI est associée une droite deH (d’où
le nom de1 à m : à 1 point sont associésm points,manyen anglais) et à un point deH une droite deI .

Lorsque l’on transforme tous les points deP par la transformation, on associe àI un ensemble de droites
qui, idéalement, se coupent en des pointsHk. Le nombre de transformations à faire estν = N = Card(P ). Les
transformés desHk sont les droites cherchées dansI. Ces pointsHk s’obtiennent aisément en ne conservant que
les intersections des droites deH et en recherchant les nuages d’intersections (figure 14.16).

M

∆ k

k

x

y

a

b

A

B

FIG. 14.16 – Transformation de Hough de1 à m. Un pointMk est transformé en une droite∆k de l’espace
des paramètres{a, b}. On a représenté quelques-unes seulement de toutes les droites existantes. Elles définiront
finalement 2 points d’intersection, l’un en A, l’autre en B.

Transformation de m à 1

Dans cette définition, on choisit d’associer à tout bi-point {Mi,Mj}, une droite∆ij deI qui se transforme
en un unique point7 Qij deH. Les coordonnéesaij et bij du pointQij se déduisent immédiatement de l’équation
de∆ij . En combinant tous les couples de points deP , on obtient tous les pointsQ deH. Le nombre de transfor-
mations à accomplir estν′ = 1

2N(N − 1). L’espace de Hough est alors constitué deν′ points que l’on identifie
immédiatement aux intersections desν droites obtenues par la transformation de1 à m.

On se ramène donc, comme précédemment, à la recherche des nuages de points les plus denses du planH.

7la dénomination(( m à 1)) se traduirait alors précisément par(( 2 à 1)), attention,m n’a pas la même signification dans les 2 définitions.
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FIG. 14.17 – Transformation de Hough dem à 1. Deux pointsMj ,Mk définissent une droite qui se transforme en
1 pointQjk de l’espace des paramètres(a, b).

Passage d’une THà l’autre

Il est assez simple de montrer que l’accumulateur de la TH de mà 1 se déduit de celui de la TH de 1 à m par
un seuillage au niveau 1. Ces deux transformations sont donctout à fait équivalentes dans leurs résultats.

Généralisation

On appellera transformation de Hough associée à une formeparamétrée par les variables{ai} la transformation
qui fait passer de l’espace imageI à l’espace des paramètresH.

La transformation est de1 à msi on associe à un point deI la variété deH décrivant toutes les formes passant
par ce point. La transformation est dem à 1 si l’on associe à toutes les combinaisonsm points deI une seule
forme (donc un point unique deH).

Il existe généralement de nombreuses transformations den à m (n < m), où l’on se place dans une situation
intermédiaire : en associantn points deI on limite le sous-espace d’arrivée à une partie de la vari´eté de la trans-
formation de1 à m. Par exemple, on peut utiliser simultanément la position d’un point de contour et la direction de
la tangente en ce point. Ces problèmes n’étant pas directement liés à la recherche de contours, des exemples seront
vus plus loin.

TH et filtrage adapté

Sklansky [Sklansky, 1978] a démontré qu’il y a équivalence entre la TH et la détection par filtrage adapté (par
corrélation) dans une situation particulière mais fréquente. Si les seules inconnues d’un problème de détectionsont
les deux translations du plan (δx et δy), c’est à dire si la forme ne subit ni changement d’échelleni rotation, ni
transformation perspective. Soitf(x, y) la forme caractéristique de l’objet disponible (f(x, y) = 1 si (x, y) appar-
tient au contour de l’objet, et 0 sinon). Soitg(x, y) la forme recherchée. Le filtrage adapté conduit à une détection
optimale au sens de l’erreur quadratique moyenne, en recherchant les maximums de la fonction de corrélation :

Cfg(δx, δy) =

∫∫
f(x, y)g(x− δx, y − δy)dxdy = f(x, y) ∗ g(−x,−y)

Cette démonstration est assez simple si l’on voit que chaque pointM de coordonnées(x, y) de l’imagef est
candidat à être associé à un point quelconque deg de coordonnées(u, v) si l’on décaleg du vecteurx − u, y − v
(cf. figure 14.18). Cette contribution à l’accumulateur depositionδx = x − u, δy = y − v vaut exactement :
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f(x, y)g(u, v). Sommé sur toute la courbef on obtient :

γ(u, v) = γ(−δx,−δy) =

∫∫
f(x, y)g(x− δx, y − δv)dxdy

= f(x, y) ∗ g(−x,−y)

f

g

g(u,v)

f(x,y)

(x−u,y−v)

O

FIG. 14.18 – Transformation de Hough : le point de coordonnéesx, y de f sera associé au pointg(u, v) de g si l’on
fait subir à cette courbe g une translation de(x− u, y − v).

Ce qui est bien le résultat cherché. En fait on montre que laTH agit en pratique en inversant l’ordre des
intégrales par rapport au filtrage adapté. Celui-ci proc`ede usuellement en calculant l’intégrale ci-dessus pour un
décalageu, v donné, en sommant sur tous les points du plan tandis que la THchoisit un point du plan et incrémente
toutes les intégrales (les compteurs) qui lui sont asssociées par un déplacementu, v quelconque. Cette inversion
des opérations peut permettre de tirer profit d’a prioris importants pour accélerer les calculs.

Grâce à cette propriété la TH peut hériter des nombreuxrésultats obtenus en filtrage adapté : pour prendre en
compte le rôle du bruit si celui-ci à une densité de probabilité connue, pour déterminer la taille des accumulateurs
lorsque la PSF est connue, etc. [Maı̂tre, 1985b, Princen et al., 1992].

14.7.2 Mise en œuvre de la TH

Discrétisation deH

Dans la pratique le planH est discrétisé. Chaque cellule de positionai, bi de largeurδa, δb est appelée accu-
mulateur. Elle contiendra un nombre d’autant plus important que la droitey = aix + bi sera plus probable dans
I.

Au début de la transformation, tous les accumulateurs sontà zéro. Les points sont alors visités successivement
(individuellement dans la TH de1 à m, combinatoirement pour les autres). Chaque hypothèse donne naissance à
des votes pour des cellules particulières. Pour chaque vote, l’accumulateur de la cellule est incrémenté de 1.

Lorsque tous les candidats ont voté, on recherche les accumulateurs deH de comptes localement maximaux.

Le choix de la taille des accumulateurs est donc un problèmedélicat.

1. Des accumulateurs trop petits recevront très peu de votes et donneront des statistiques peu significatives.
On ne saura décider de la position d’un maximum entre plusieurs cellules voisines de comptes faibles et
proches.
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2. Des accumulateurs trop grands donneront une mauvaise pr´ecision dans la détection de la droite.

Par ailleurs, la mise en œuvre de la TH nécessite un espace m´emoire de taille∆a∆b
δaδb où∆a et∆b représentent les

domaines de variation dea et b.

Des solutions ont donc été proposées pour adapter localement la taille des accumulateurs (très précis près des
lieux où les votes sont nombreux). Cela peut se faire dynamiquement par des approches de subdivision récursive
des cellules (selon le principe desquad-treecf. 12.2.4), ou par des passages successifs sur l’ensemble des points
deP , le premier passage permettant de dimensionner les cellules.

Ce problème est particulièrement important dans le cas o`u l’on recherche des formes possédant de nombreux
paramètres, puisque l’espaceH est l’espace produit de tous ces paramètres. Il est alors degrande dimension.

Paramétrisation des formes

Le choix d’une bonne paramétrisation des formes recherch´ees apparaı̂t immédiatement à la lecture du para-
graphe ci-dessus si l’on souhaite appliquer la démarche proposée à la recherche de droites. Dans le cas d’une
paramétrisation cartésienne (y = ax + b), les domaines de variation dea et b sont potentiellement de moins l’in-
fini à plus l’infini, conduisant à un insoluble problème derésolution de cellule. Par ailleurs, si l’on examine la
variablea par exemple, on voit que, statistiquement, elle décrit25% des droites du plan poura ∈ [0, 1[ et 25%
poura ∈]1,∞[, conduisant donc à des cellules qui seront très inégalement remplies si leur taille est uniforme.

On peut cependant choisir une paramétrisation plus heureuse pour la droite, par exemple la paramétrisation
normale (cf. figure 14.19). Dans ce cas la droitey = ax+ b est repérée par la distanceρ et l’angleθ.

La transformation de1 à ms’écrit :ρ = xi cos θ + yi sin θ, et la forme associée à un point est donc une sinusoı̈de
dans l’espaceρ = f(θ), d’équation :

ρ =
√
x2

i + y2
i cos(θ + φ)

avec :cos(φ) = x/
√
x2

i + y2
i .

Cette paramétrisation est tout d’abord homogène puisqueles anglesθ sont a priori équiprobables, ainsi que les
distancesρ. Elle fournit également des domaines de variation finis :∆θ = [−π,+π[ et ∆ρ = [0,

√
2L] si L est

le côté de l’image, puisqu’une droite dontρ serait supérieur à la longueur de la diagonale de l’image ne serait pas
visible dans l’image.

La transformation dem à 1 associe au doubletMi,Mj le point deH de coordonnées :

ρij =
|xiyj−xjyi|√

(xi−xj)2+(yi−yj)2

θij = −Arctg
[

xj−xi

yj−yi

]

14.7.3 D́etections par TH

La TH est très souvent utilisée, comme nous l’avons vu précédemment, pour détecter des droites. Les autres
courbes paramétrées détectées par la TH sont :

1. les paraboles (3 paramètres si l’on connaı̂t la direction de leur axe, 5 dans le cas général). Par exemple pour
détecter des côtes dans les radiographies du corps humain) ;

2. les cercles (3 paramètres) par exemple pour détecter des cuves ou des citernes en imagerie aérienne. On
paramètre alors le cercle par son centre et son rayon et la forme associée dans cet espace est un cône, centré
au centre du cercle.

3. les ellipses (5 paramètres : les 3 du cercle + la directionde l’axe et l’applatissement ou l’ellipticité),
également utilisée pour détecter des formes circulaires vues en perspectives.
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FIG. 14.19 – Transformation de Hough de1 à men coordonnées normales. Une droite∆i est repérée par l’angle
θ et la distance au pied de sa normaleρ. Dans l’espaceH, chaque point donne une sinusoı̈de.

4. des traces sinusoı̈dales (5 paramètres), forme fréquemment recherchée en expérimentation en physique ou
en géologie.

La TH est également utilisée pour suivre des formes quelconques sous des hypothèses de transformations
particulières. Les paramètres sont alors ceux qui caractérisent la déformation : changement d’échelle, rotation à 2
ou 3 D, projection perspective, etc.

14.8 Conclusion

Il n’est pas possible d’épuiser toutes les variétés des représentations et des modélisations qui ont été adopt´ees
pour décrire les formes des objets en traitement des images. en effet, beaucoup de ces représentations tiren profit
de spécificités attachées à la famille particulière des objets à traiter pour une application donnée dans un contexte
précis. Nous avons cependant vu que toutes les représentations cherchent à marier la simplicité de la description et
la fidélité à la forme. En cela, elles relèvent déjà toutes de la reconnaissance des formes, puisque ces deux objectifs
sont aussi ceux que la reconnaissance des formes se donne.



Chapitre 15

Formation de l’image et couleur

Chapitre rédigé par Henri MAÎTRE et Anne-Catherine CARRILERO

15.1 Formation des images

15.1.1 Imagerie coh́erente et incoh́erente

Deux grandes classes d’images doivent être distinguées qui ont des propriétés très différentes (voir chapitre
1) : les images obtenues en imagerie cohérente et celles obtenues en imagerie incohérente. Pour compliquer les
choses, des images sont faites en imagerie ”partiellement cohérente”, comme celles obtenues en microscopie par
exemple ; elles présentent des propriétés intermédiaires entre celles des deux types principaux.

Imagerie coh́erente

Une source est cohérente si elle présente deux types de propriétés [Pérez, 1991] :

1. elle esttemporellement coh́erente, c’est-à-dire monochromatique (une seule longueur d’onde), et les pho-
tons qu’elle émet présentent une relation de phase qui se maintient dans le temps au delà de la durée de vie
des photons ;

2. elle possède unecohérence spatiale, c’est-à-dire que les divers points de la source émettentdes rayonne-
ments en phase.

Les sources naturelles dans le domaine visible ne sont pas cohérentes. On peut les rendre cohérentes en les filtrant
par des filtres monochromatiques très étroits et en les diaphragmant.

Les principales sources cohérentes sont :
– dans le domaine visible : les lasers, les lampes spectrales(Hg, Cd, etc.). Dans la vie quotidienne certaines

lampes utilisées en éclairage urbain ou des tubes en éclairage domestique ou professionnel peuvent se com-
porter, dans des conditions très particulières, comme des sources cohérentes ;

– dans les autres domaines des ondes électromagnétiques :le radar est le type-même de source cohérente ; il
émet un rayonnement dans les gammes centimétriques (voir[Maı̂tre, 2001]), certains rayonnements utilisés
en médecine ou en contrôle non destructif : PET (Imagerie par émission de Positons), rayonsγ, etc.

– dans le domaine des ondes acoustiques : en imagerie ultrasonore, en prospection sismique, etc. Les sources
sont alors des transducteurs piézo-électriques ou des g´enérateurs électro-mécaniques.

Lors de la formation d’une image en éclairage cohérent, une source primaire est réfléchie ou diffractée par la
scène que l’on veut imager, chaque point de cette scène estune source secondaire de rayonnement caractérisée

247
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FIG. 15.1 – Formation d’une image : le rayonnement renvoyé par chaque point de la scène est collecté (par exemple
par une sélection angulaire en fonction deθ) et sommé sur le capteur. En éclairage cohérent on somme des ampli-
tudes complexes, en éclairage incohérent, on somme des densités spectrales d’énergie.

par sa phase et son amplitude dans chaque direction de l’espace (principe d’Huygens). Le capteur sélectionne les
seules contributions provenant du pixel dont il fera l’image (sur des critères angulaires ou sur des critères de temps
de propagation) et construira un signalR(k, l) égal à (nous considérons ici une sélection angulaire) :

R(k, l) =

[
||
∫ x+δx

x−δx

∫ y+δy

y−δy

ρ(x, y) a(x, y) exp(−2πφ(x, y))dxdy||
]2

(15.1)

Le termea(x, y) exprime les effets des absorptions et des atténuations dues à la réflexion sur le pixel ; il
s’exprime en fonction de l’amplitude de l’onde incidente etdes propriétés du matériau. Le terme de phase comporte
d’une part les retards dus à la propagation (de la source au point de la scène, puis de la scène au capteur), ainsi
que les déphasages introduits par l’interaction avec la scène (ce que l’on appelle fréquemment la phase propre
du pixel). Le termeρ(x, y) traduit les atténuations dues à la propagation entre le point du sol et le capteur. La
sommation se fait sur les amplitudes complexes. Le capteur mesure une énergie, c’est-à-dire le carré du module de
l’intégrale ainsi obtenue.

En imagerie cohérente, tous les effets de phase sont très importants car ils régissent pour une grande part le
bilan de l’équation 15.1. Ainsi la contribution d’un pointdu pixel peut-elle être positive ou négative selon que sa
phase est en accord avec celle de ses voisins ou non. La variation très rapide de l’amplitude crée le phénomène
de granularit é1. L’imagerie cohérente est considérée comme très bruitée par rapport à l’imagerie incohérente
(voir [Nicolas, 1999, Maı̂tre, 2001]), mais son traitementbénéficie de la connaissance de très fortes propriétés
statistiques qui n’existent pas en optique incohérente.

Imagerie incohérente

Le processus de formation des images en optique incohérente est finalement beaucoup plus simple, puisque
le capteur intègre les énergies issues de chaque point source du pixel, et celà pour chacune des longueurs d’onde

1Des termes différents sont employés dans des domaines différents :granularité est le terme employé en optique,tavelureen astronomie,
chatoiementen radar. Le terme anglo-saxon consacré estspeckle.
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auquel il est sensible (avec une sensibilités(λ)) :

R(k, l) =

∫ λmax

λ0

s(λ)

∫ x+δx

x−δx

∫ y+δy

y−δy

A(x, y, λ)dxdydλ (15.2)

oùA(x, y, λ) représente la densité spectrale d’énergie réémise par le pointM dans la direction du capteur, ets(λ)
la sensibilité spectrale du capteur.

En comparant les équations 15.1 et 15.2 on comprend que les effets géométriques interviennent beaucoup
moins dans ce second cas, puisqu’ils n’interviennent que par la modulation du termeA (par exemple en traduisant
la nature plus ou moins directionnelle des réflexions), cette modulation étant, toutes choses égales par ailleurs,
aussi présente dans le termea de l’équation 15.1.

15.1.2 Interaction matìere rayonnement

Cette partie a été rédigée en partie à partir du livre dePatrick Callet [Callet, 1998].

C’est l’un des problèmes les plus complexes de la formationde l’image. Les processus mis en jeu sont très
nombreux et opèrent fréquemment de façon simultanée rendant leurs contributions individuelles très difficiles `a
évaluer. Par ailleurs ces phénomènes peuvent s’expliquer par des modélisations à divers niveaux de la physique,
ces niveaux n’étant pas compatibles. Ainsi des explications peuvent provenir d’une simple interprétation en op-
tique géométrique, en optique ondulatoire, en électromagnétique classique, en électromagnétique quantique,en
thermodynamique ou en chimie [Callet, 1998]. Dans de nombreux cas il est très difficile de mettre en évidence
les phénomènes dominants et des interprétations à des niveaux différents peuvent conduire à des résultats très
différents. Pour compliquer le tableau des connaissancesactuelles, et devant l’ampleur et la complexité des bilans
et des modèles qui cherchent à s’appuyer sur la physique, des modélisations complètement artificielles et purement
mathématiques ont été proposées pour simuler lesapparencesdans des domaines comme la synthèse des images.
Ces modèles ont été hybridés avec des modèles physiques conduisant à un tableau extrêmement confus.

réflexion transmission

diffusion et réémission diffraction

absorption

FIG. 15.2 – Les principaux mécanismes de propagation des rayons lumineux
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Réflexion et ŕefraction

Elles résultent d’une modélisation en optique (géométrique : sans interférences, ou ondulatoire : avec in-
terférences et diffraction). Les relations de Descartes (n1 sin i1 = n2 sin i2) régissent les réflexions spéculaires
(miroirs ou dioptres parfaits). Des relations empiriques comme la formule de Phong [Phong, 1975] s’en inspirent
pour proposer des modèles de miroirs moins parfaits pour lesquels la décroissance de l’intensité autour de l’angle
spéculaire est de la formeI(θ) ∝ cosν(i2 − θ), ν étant une constante adaptée à chaque matériau.

Des approches photométriques suivant ces directions s’appuient sur une fonction dite der éflexion bidirection-
nelle (FRB ou BDRF) qui relie l’énergie reçue dans une directionrepérée par rapport à la normale à la surface en
fonction de l’énergie émise par la source (elle même rep´erée par rapport à la normale). Cette FRB est normalement
donc fonction de 4 angles [Nicodemus et al., 1977]. Des propriétés d’isotropie peuvent parfois être mises en avant
pour ramener ces variables de 2 à 4.

θ1

θ2
ψ2

ψ1

N

source
observation

M

M

θ

FIG. 15.3 – La fonction de réflectance bidirectionnelle exprime l’intensité réémise par la surface en fonction de
l’intensité de la source et des 4 angles repérant source etrécepteur par rapport à la normale. A droite, dans le cas
de la diffusion lambertienne, l’intensité réémise est proportionnelle au cosinus de l’angleθ

Outre la réflexion spéculaire, la forme la plus usitée de FRB est la loi de Lambert qui correspond à une surface
isotrope et parfaitement diffusante. Pour une surface vérifiant la loi de Lambert, la luminance est indépendante de
la direction d’observation et ne dépend que de la directionψ de la source. Pour une surface lambertienne l’énergie
réémise par unité d’angle solide est proportionnelle aucosinus de l’angle fait par cette direction avec la normale.

La représentation vectorielle des champs électro-magn´etiques conduit des équations de Descartes aux équations
de Fresnel. Un modèle de ce type est par exemple utilisé dans les modèles de milieu rugueux de Torrance-
Sparrow [Torrance et Sparrow, 1967] qui considère une distribution gaussienne de micro-facettes aléatoires. C’est
un modèle de ce type qui a été exploité en synthèse d’images par Blinn [Foley et al., 1995], souvent en concurrence
au modèle de Phong dont il ne diffère que peu.

Les lois de Descartes-Fresnel permettent en particulier derelier les champs absorbés et dispersés par le milieu
(relations entre parties réelles et imaginaires deǫ (relations de Kramers-Kronig)). En généralisant les relations de
Fresnel aux milieux métalliques (d’indiceǫ complexe), on peut justifier un modèle très classiquementutilisé en
synthèse d’images, celui de Cook et Torrance [Cook et Torrance, 1982] qui donne au matériau un indice complexe
effectif du type :

n̂ = n(1 + i)

On construit également des modèles de milieux rugueux (rugosité de Bekmann ou de Beckmann et Spizzichino,
formules de Goodman pour l’imagerie cohérente et la granularité totalement développée) [Beckmann et Spizzichino, 1963].
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On peut également traiter les milieux périodiques ainsi que les réseaux (équations de Kirchoff, diffraction de
Bragg).

Dans le cas de propagation dans des matériaux volumiques épais on retrouve là aussi la théorie des réseaux
épais de Bragg à partir d’une modélisation en optique ondulatoire.

Dispersion dans les milieux homog̀enes

Cette modélisation considère la propagation des ondes électromagnétiques dans la matière. On cherche à ex-
primer les modifications du champ électro-magnétique incident sous l’effet des perturbations induites dans le
milieu par ce champ. Les dipôles étant les structures sensibles au champ EM, les plus simples à modéliser, elle
s’appuie donc sur la résolution des équations de Maxwell dans un milieu caractérisé par la présence de dipôles
[Born et Wolf, 1975]. On établit ainsi des relations entre la fonction diélectrique complexeǫ et la polarisabilité des
dipôles. Une modélisation en est faite par la méthode de Lorentz qui conduit aux équations de Clausius-Mossotti
(liant ǫ à la polarisabilitéα des dipôles élémentaires). Pour la formation des images, ceci a conduit à la définition
d’un milieu effectif, c’est-à-dire d’un milieu virtuel permettant de rendre compte des mêmes effets coloriques,
défini uniquement par son indice de réfraction effectif. On explique ainsi l’apparence des vitraux et le rôle des ions
métalliques commeCo+ etFe+ (équations de Maxwell Garnett) [Berthier, 1993]. On peut ´egalement appliquer la
théorie du champ moyen (méthode de Bruggeman) qui permet d’éviter de connaı̂tre les fonctions diélectriques des
particules participant au milieu.

Diffusion et diffraction par des particules

Une autre famille de problèmes provient de la diffusion et de la diffraction de la lumière par des particules de
dimension comparable ou inférieure à la longueur d’onde :poussières, molécules ou atomes.

Dans l’approche de Rayleigh, on traite des populations de particules incohérentes dans un milieu très dilué
(celà entraı̂ne qu’il n’y aura qu’une interaction au plus pour un rayon donné) de taille très petite devantλ. On
montre alors que la puissance diffusée par unité de volumeest proprtionnelle àλ−4, entraı̂nant d’importants effets
colorés en fonction de l’angle d’observation. L’intensité de l’onde traversant un espace de longueurl prend alors
la forme :

I = I0 exp(−ld)

oùd est la densité optique, proportionnelle à la concentration des particules, et àλ−4.

La théorie de Rayleigh a été complétée par Mie qui a considéré non seulement les dipôles, mais aussi les
multipôles. Sa théorie conduit à des résultats asymptotiquement équivalents à ceux de Rayleigh quand la taille des
particules tend vers 0.

La diffusion par les particules explique de très nombreux phénomènes physiques : couleur du ciel ou des mers,
fumées, etc.

Ces théories ne prenant en compte qu’une seule interactionsur un faisceau, ont été complétées par des ap-
proches plus complexes de diffusion multiple, mais celles-ci n’aboutissent pas à des expressions explicites et on
leur préfère des démarches plus empiriques comme par exemple les équations du transfert radiatif [Kerker, 1969].

Parallèlement à ces travaux, des approches phénoménologiques ont été faites du phénomène de diffusion pour
rendre compte des résultats sans en expliquer les causes exactes. C’est souvent des approches qui sont retenues
pour résoudre des problèmes concrets. Une telle approcheest par exemple celle de Melamed qui essaie de rendre
compte de l’effet de poudres pulvérulentes (en ce cas on ramène le milieu à une seule couche faiblement absor-
bante de particules de taille grande devantλ) [Melamed, 1963]. Il rend compte ainsi de la neige, de la poussière, du
sable, du café, etc. Le modèle de Kubelka-Munk2 est particulièrement adapté à présenter les effets desmatériaux

2On se reportera à l’article [Duntley, 1942] plutôt qu’à l’original de Kubelka-Munk en allemand.
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synthétiques : pigments dans les peintures, plastiques, papier coloré, etc. Il découpe le milieu en couches succes-
sives et met en évidence le rôle important du rapport du coefficient d’absorption sur le coefficient de diffusion.

Approche chimique

Dans une telle démarche on s’intéresse essentiellement `a la structure chimique des composés. Dans un composé
chimique, il y a une étroite relation entre l’énergie de liaison et la position des bandes d’absorption des matériaux
qui contrôlent l’aspect extérieur du matériau. Ceci estdécrit par les équations de la mécanique quantique appliquées
à la structure en question. Ainsi l’augmentation de l’intensité de la liaison de covalence favorise l’apparition de
niveaux peu serrés et donc l’absorption se fera aux plus grandes longueurs d’ondes, plutôt vers le rouge que le
bleu. Une bande d’absorption dans le violet donnera au matériau une apparence jaune ou rouge très vive.

Ces propriétés expliquent les couleurs vives de certainsoxydes. D’autres apparences découlent de la position
relative des anions et des cations au sein de la structure cristalline, de l’existence de transitions électroniques
particulières, de la dimension de certaines structures, ou de la présence et de la concentration d’impuretés.

15.1.3 Les sources de lumière

1. Illuminant A : température T= 2856K,

2. Illuminant B : T = 4800K, il est proche d’une lumière solaire directe,

3. Illuminant C : T = 6500K, il est proche d’une lumière du jour moyenne,

4. Illuminants D50, D55, D65 et D75 : les températures respectives sont 5000K, 5500K, 6500K et 7500K, ils
correspondent à quatre rayonnements diurnes.

15.2 D́efinition des différents espaces couleur

15.2.1 Trivariance et primaires

Maxwell a montré qu’une lumière blanche peut être reproduite “en apparence” par une combinaison linéaire
de trois primaires. Grassman a étendu cette propriété àtoute couleur et a donc établi la ”trivariance” de l’espace
coloré :tout rayonnement peutêtre remplacé par une combinaison lińeaire de 3 primaires qui aura la même
apparence coloŕee pour un observateur.

Dans la pratique, la plupart du temps, le choix des primairesse porte sur le rouge, le vert, et le bleu dans
les synthèses additives (les seules que nous aborderons ici), et le jaune, le magenta et le cyan (leurs couleurs
complémentaires) dans les synthèses soustractives. Dans la synthèse additive, on additionne les primaires pour
obtenir la teinte cherchée ; dans la synthèse soustractive, partant d’une lumière considérée blanche, on soustrait à
l’aide de filtres les primaires.

Deux rayonnements qui donnent une même impression colorée mais n’ont pas le même contenu spectral sont
ditsmétamères. Le métamérisme forme une classe d’équivalence. Le métamérisme naturel exact est extrêmement
rare.

Si l’on mélange les primaires rouge, vert et bleu, on obtient les couleurs secondaires qui sont également les
primaires soustractives :

– rouge + vert = jaune,
– rouge + bleu = magenta (couleur mauve),
– vert + bleu = cyan (couleur bleu-turquoise),
– rouge + vert + bleu = blanc.

Les couleurs complémentaires (qui additionnées en bonneproportion donnent du blanc) sont donc :
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– jaune et bleu,
– magenta et vert,
– cyan et rouge.
Les lois de la colorimétrie [Marion, 1997] sont complétées par :
– l’égalisation visuelle des couleurs demeure si l’on change également les quantités de chaque lumière du

mélange. Cette égalisation ne disparaı̂t qu’aux très faibles éclairements (perte de la sensation colorée) et aux
forts éclairements (éblouissement).

– La luminance visuelle d’un mélange de couleurs est la somme des luminances visuelles des luminances de
ses composantes.

Un espace colorimétrique est défini par un blanc de référence (c’est-à-dire une répartitionW (λ) donant une
sensation visuelle de blanc) et 3 primairesP1, P2 etP3. Il existe une infinité d’espaces colorimétriques. On appelle
composante trichromatique de la couleurC dans le système colorimétrique(P1, P2, P3,W ), les 3 rapports :

Ti(C) =
Li(C)

Li(W )
i = 1, 2, 3

où lesLi(C) sont les luminances de la primaire nécessaires pour égaler visuellement la sensation de la lumièreC
(et idem pourW ). La luminance, exprimée en candéla parm2, se calcule comme :

L = K

∫ 800nm

400nm

S(λ)σ(λ)dλ (15.3)

oùS(λ) est la densité spectrale de puissance de la lumière réfléchie sur le capteur,K un facteur ne dépendant que
de la géométrie de prise de vue etσ(λ) la courbe de sensibilité spectrale de l’œil.

15.2.2 Choix d’un espace de couleur

Nous désirons créer l’image d’un objet éclairé par une source primaire de lumière (par exemple le Soleil).
L’objet est alors considéré, du point de vue du capteur, comme une source secondaire de lumière émettant un
rayonnement qui dépend du rayonnement incident auquel il est soumis. Le capteur, par exemple une caméra,
est conçu pour recevoir l’information photométrique émise par l’objet et traduire ces données énergétiques en
une image. On interpose des filtres entre l’objet et la caméra pour sélectionner le contenu spectral de la lumière
mesurée.

Suivant le schéma de Maxwell, on décompose donc le rayonnement arrivant sur le capteur, suivant les trois
primaires choisies, à l’aide de filtres appliqués successivement sur le capteur3. On obtient ainsi trois images, par
exemple rouge, verte et bleue qui nous permettent de recréer l’image en couleur. Tout point de l’image est donc
repéré dans un espace tridimensionnel par ses trois composantes chromatiques R, V et B (dénomméescompo-
santes trichromatiques), propres au capteur choisi, dont les expressions sont les suivantes :

R =

∫ ∞

−∞
S (λ)Tr (λ) sR (λ) dλ

V =

∫ ∞

−∞
S (λ) Tv (λ) sV (λ) dλ

B =

∫ ∞

−∞
S (λ)Tb (λ) sB (λ) dλ

oùS (λ) est la distribution spectrale de la source lumineuse secondaire,

3ou de trois capteurs masqués par un filtre chacun
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Tr (λ) , Tv (λ) , Tb (λ) sont les transmittances des filtres rouge, vert et bleu,

sR (λ) est la sensibilité du capteur rouge, et de même pour le vertet le bleu.

L’espace RVB peut être représenté sous forme d’un cube dont trois des arêtes portent les trois primaires. La
diagonale reliant les points caractérisés par les trois composantesR = V = B = 0 (noir), etR = V = B =
1 (blanc) est appelée axe achromatique. Cette représentation conventionnelle laisse croire que les composantes
portées par les 3 axes orthogonaux sont indépendantes, mais on sait expérimentalement qu’il n’en est rien.

15.2.3 L’espace RVB de la CIE 1931

La CIE4 a défini un espace RVB de référence (CIERVB 1931) à partirdes éléments suivants :

1. les 3 primaires ont pour puissance 1 Watt et sont monochromatiques, de longueurs d’ondes : 700 nm pour le
rouge, 546 nm pour le vert et 436 nm pour le bleu ;

2. le blanc de référence est choisi commeW0 de densité de puissance constante et égale à 5,310−2 W/nm ;
c’est le blanc d’égale énergie.

B

R

V

1 Bleu

1
Rouge

Vert
1

Triangle de Maxwell
(R+V+B=1)

axe
achromatique

FIG. 15.4 – Le cube des couleurs et le triangle de Maxwell

Le triangle de Maxwell est le triangle défini, dans ce cube, par l’équationR+ V +B = 1

Les fonctions colorimétriques de RVB CIE 1931

Les fonctions colorimétriques, définies pour le triplet rouge, vert, bleu, ont des valeurs nulles en dehors du
domaine visible des longueurs d’onde[400 nm, 800 nm]. Elles sont égales auxcomposantes trichromatiques
lorsque le stimulus à caractériser est de luminance constante et d’intégrale unité. Elles sont alors notées :r(λ),
v(λ), b(λ). On en déduit l’expression des composantes chromatiques lorsque le stimulus n’est pas de luminance
unité, mais de luminanceL(λ) :

R =

∫
L(λ)r(λ)dλ

4CIE=Commission Internationale de l’Eclairage
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V =

∫
L(λ)v(λ)dλ

B =

∫
L(λ)b(λ)dλ

Les fonctions colorimétriques sont également nommées courbes d’excitation ou fonctions de mélange. Elles
sont représentées figure 15.5.
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FIG. 15.5 – Fonctions colorimétriques. De gauche à droite : Bleue, Verte et Rouge. Notez les valeurs négatives (en
particulier de Rouge), qui caractérisent une inhibition.

Limites de cet espace

1. L’espace RVB n’est pas le meilleur espace pour reproduirela perception visuelle humaine : il est par exemple
difficile d’attacher simplement une couleur à un point de cet espace.

2. Les trois composantes RVB sont fortement corrélées (diminuer la composante V, fait apparaı̂tre la teinte plus
rouge), et il est difficile de séparer la notion d’intensit´e de la notion de chromaticité.

3. une couleur pure a toujours au moins une composante négative (voir fig 15.5).

Pour éviter ces inconvénients, il a été proposé de passer à des espaces différents : tout d’abord l’espace XYZ,
puis des espaces dont la représentation se rapproche de la perception humaine des couleurs, et dans lequel on peut
décorréler l’intensité de la couleur (Lab, TLS, visuel hypothétique, et TLC).
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Dans ces différents espaces, on définit mathématiquement les caractéristiques de la couleur : la Teinte, la
Saturation et le Chroma. On peut également les définir littéralement indépendamment des espaces [Sève, 1996].

Définitions des grandeurs chromatiques

La Teinte est définie de la façon suivante : “Attribut de la sensation visuelle qui peutêtre d́ecrit par des
qualificatifs tels rouge, jaune...”. La teinte détermine donc la couleur d’une surface.

Le Chroma est “le niveau de coloration d’une surface,évalúe relativement̀a la lumière qu’elle reçoit. Le
chroma d’une surface donnée est un attribut perceptif indépendant du niveau d’éclairement. Pour une surface de
chromaticit́e constante, le chroma augmente avec la clarté de la surface, contrairementà la saturation.”

La Saturation quant à elle peut être définie de la façon suivante :“Niveau de coloration d’une surface,évalúe
relativementà sa luminosit́e. Il permet d’estimer la proportion de couleur chromatique pure dans la sensation
totale. La saturation d’une surface de chromaticité constante est un attribut perceptif indépendant de sa clarté.”

La Clarté est “un attribut d’une sensation visuelle, selon laquelle une surface parâıt diffuser plus ou moins
de lumìere relativement̀a celle reçue. La clart́e s’́evalue relativement au diffuseur parfaitéclairé dans les m̂emes
conditions.”

La Luminance est “une grandeur physique qui caractérise une surfacéemettant un rayonnement dans une
direction donńee. C’est le quotient du flux́emis par l’angle solide et l’aire apparente de la surface depuis la
direction d’́emission. ”

Les notions de chroma et de saturation sont souvent confondues, leurs expressions formelles seront définies
par la suite et leurs notations seront respectivement C et S.

Dans les paragraphes suivants les différents espaces utilisés, faisant intervenir ces grandeurs, seront présent´es.
Ils nécessitent que l’on définisse tout d’abord l’espace intermédiaire XYZ.

15.2.4 L’espace XYZ

Comme nous pouvons le voir sur la figure 15.5, les fonctions colorimétriques prennent des valeurs négatives,
qui correspondent donc à des inhibitions. La CIE proposa unchangement de primaires afin d’avoir des fonctions
colorimétriques à valeurs positives. Ces primaires furent nommées :[X ], [Y ], [Z] et les fonctions colorimétriques
associées̄x, ȳ, z̄. Les nouvelles fonctions colorimétriques sont représentées sur le schéma 15.6. Ces primaires ne
sont pas physiques mais irréelles. On choisit en particulier ȳ égale à la sensibilité relative spectraleσ(λ) de l’œil,
ce qui permet de relier directement la luminance de la couleur à la valeurY (voir équation 15.3) :L(C) = KY .

Le passage de l’espace RVB à l’espace XYZ se fait par une transformation linéaire. On définit donc une
matrice de passage inversible nommée : RVBXYZ (dont les valeurs dépendent du système physique d’acquisition
et d’affichage de l’image si l’on ne se place pas dans RVB 1931). La transformation réciproque se fait grâce à la
matrice inverse de RVBXYZ nommée XYZRVB. Ces deux matrices sont, dans le cas du passage des espaces
CIE 1931, définies de la façon suivante :

RV B XY Z =




0.42 −0.16 −0.08
−0.09 0.25 0.16
0.001 −0.002 0.179




XY Z RVB = RVB XYZ−1 =




2.78 1.75 1.13
1 4.59 0.06
0 0.057 5.59




Les espaces RVB et XYZ n’ayant pas les mêmes blancs (ils sonten fait proportionnels), on définit un espace
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FIG. 15.6 – Primaires̄x, ȳ, z̄ de la CIE.

X’Y’Z’ qui se déduit de XYZ par changement de blanc et qui estrelié à RVB par :

RVB X ′Y ′Z ′ =




0.49 0.31 0.20
0.18 0.81 0.01
0.0 0.01 0.99





X ′Y ′Z ′ RVB = RV B X ′Y ′Z ′−1 =




2.37 −0.9 −0.47
−0.52 1.43 0.09
0.004 −0.014 1.01




Des matrices semblables existent, permettant de passer parexemple des espaces NTSC, PAL ou SECAM aux
espaces de la CIE et d’un type de télévision à l’autre (lesdeux systèmes européens ont les mêemes blancs et les
mêmes luminophores).

A partir de cet espace nous pouvons définir l’espace Lab.

15.2.5 L’espace Lab et le rep̀ere TLC

L’espace Lab est un espace uniforme, ce qui signifie que les écarts de couleur dans cet espace sont égaux aux
écarts de couleur perçus par un observateur (en premièreapproximation). C’est un espace normalisé par le CIE.
L’origine de cet espace vient de la propriété suivante : laluminance d’un rayonnement est indépendante de la
chromaticité de ce dernier.
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Il est important également de constater que dans le cas de l’espace RVB les composantes trichromatiques sont
corrélées. Ainsi il est impossible d’obtenir l’information de luminance indépendamment de la chromaticité, en
revanche, cela est possible dans le cas de l’espace Lab. On dispose de trois composantes pour un seul point de
l’espace :L la clarté,a et b les coordonnées de chrominance. Celles-ci sont obtenues `a partir des composantes
X, Y, Z. On définit de plus un blanc de référence dans l’espace XYZdont les coordonnéesXn, Y n, Zn sont
déterminées en fonction de la nature de l’illuminant choisi [Sève, 1996].

– Illuminant A : Xn = 109.85, Yn = 100, Zn = 35.58.
– Illuminant C : Xn = 98.07, Yn = 100, Zn = 118.23.
– Illuminant D65 : Xn = 95.04, Yn = 100, Zn = 108.88.

L’espace Lab, tel qu’il a été adopté par le CIE en 1976, porte le nom de CIELab. Il est défini par les équations
suivantes :

L = 116
(

Y
Y n

) 1
3 − 16

a = 500
[(

X
Xn

) 1
3 −

(
Y

Y n

) 1
3

]

b = 200
[(

Y
Y n

) 1
3 −

(
Z

Zn

) 1
3

]

Pour des valeurs de l’argument inférieures à 0.008856, lafonction puissancex
1
3 est remplacée par7.787x+ 16

116 .

On peut ainsi voir que le plan orthogonal à l’axe des clartés est le plan chromatique contenant les deux axesa
et b. On remarque que l’axea peut être décomposé en deux couleurs : vert et rouge et l’axeb en bleu et jaune. On
a donc :

bleu poura = 0 etb < 0 et jaune poura = 0 etb > 0

vert poura < 0 etb = 0 et rouge poura > 0 etb = 0

L’axe achromatiqueL est donc défini para = 0 et b = 0.

Plutôt que de caractériser la couleur par les valeursa et b, on préfère souvent utiliser les coordonnées cy-
lindriques. Elles permettent d’introduire deux caractéristiques de la couleur : la teinte T et le chroma C dont les
expressions sont les suivantes :

C =
√
a2 + b2

T = a cos
a√

a2 + b2
si b > 0

= 2π − a cos
a√

a2 + b2
sinon

La signification du chroma est la suivante : si dans l’espace Lab on effectue une coupe orthogonale à l’axe des
luminances, à une valeur deL fixée, on définit un plan particulier de chromaticité. Le chroma est alors la distance
d’un point de ce plan à l’axe achromatique. Les points d’isochroma se situent sur un cercle dont le centre est le
point d’intersection entre l’axe achromatique et le plan dechrominance choisi.

La teinte est définie comme un angle, ses valeurs varient donc entre 0 et 2π ou entre−π etπ.

Remarque : la teinte est une notion délicate car une valeur de teinte à 0 semble très éloignée d’une valeur de
teinte égale à 2π, alors que ce sont deux teintes identiques. Ces deux grandeurs sont représentées sur le schéma
15.7.

Caractéristiques de cet espace

1. L’espace Lab est un espace uniforme, donc par définition tout écart entre deux couleurs est égal à l’écart
perçu par l’homme c’est donc un espace dont la métrique estproche de celle de l’espace visuel humain.



15.2. DÉFINITION DES DIFFÉRENTS ESPACES COULEUR 259
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courbe d’iso-chroma

FIG. 15.7 – Coupe orthogonale à l’axe des luminances dans l’espace Lab : le repère TLC.

2. La composanteL est décorrélée des composantes chromatiques, Malheureusement le chroma dépend de la
clarté.

3. Le passage de RVB à Lab entraine des pertes de précision numérique qui sont dues d’une part aux change-
ments successifs d’espaces, et d’autre part à l’approximation causée par l’exposant1

3 .

4. L’accès aux informations de teinte et de chroma est faussé par les différentes étapes nécessaires au calcul.
C’est pourquoi il est préférable de passer par l’intermédiaire d’autres espaces pour définir ces grandeurs,
notamment l’espace TLC.

15.2.6 L’espace YC1C2

C’est un espace générique. Il est obtenu à partir de l’espace RVB par transformation linéaire. La composante
Y est définie comme étant la luminance et C1, C2 les valeurs de chrominance. On peut écrire cette transformation
sous forme matricielle, on obtient alors :




Y
C2
C1


 = [M ]



R
V
B




La matriceM est définie suivant l’espace utilisé : TLS ou visuel hypothétique.

15.2.7 L’espace TLS

C’est un espace créé par les traiteurs d’images pour sa commodité d’emploi. Les composantes d’un point de
cet espace sont : Teinte (T) Luminance (L) et Saturation (S).On l’appelle en anglais l’espace HIS (Hue, Intensity,
Saturation). Les composantes sont définies, en passant à l’espace YC1C2, par la matriceM définie par :
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M =




1/3 1/3 1/3
1 −1/2 −1/2

0
√

3/2 −
√

3/2





On obtient alors les valeurs deT ,L, S de la façon suivante :

L = Y
si R = V = B alors S = 0 et T = 0

sinon S = 1 − 3Min(R,V,B)
R+V +B et si C2 > 0 alors T = acos( C1√

C12+C22
)

sinon T = 2π − acos( C1√
C12+C22

)

La saturationest définie comme une distance séparant un point quelconque du point achromatique, on remar-
quera que ce n’est pas une distance euclidienne. Soit D’ la droite passant par un point quelconque et par le point
origine de l’axe achromatique. La teinte est définie comme l’angle compris entre la droite D’ et l’axe de référence
C1.

Cet espace présente un inconvénient : la fonction Min, quidéfinit la saturation, compromet la transformation
réciproque passant de l’espace TLS à YC1C2. Pour éviter cela on peut utiliser le système visuel hypothétique
[Carron, 1995].

15.2.8 Le syst̀eme visuel hypoth́etique

Pour correspondre à la perception visuelle Garbay a définice système dont la sensibilité est indépendante de la
longueur d’onde, du facteur de pureté et de l’intensité dela couleur considérée [Carron, 1995].

Dans ce modèle on définit une matrice M de passage à l’espace YC1C2 par :

M =




1/3 1/3 1/3√
3/2 −

√
3/2 0

−1/2 −1/2 1




Par la suite on définit les deux grandeurs suivantes : lateinteet lechroma.

SoitP un point de l’espace dont on désire connaı̂tre les propriétés chromatiques. SoitP ′ la projection ortho-
gonale deP sur l’axe achromatique. SoitD la droite passant parP etP ′.

La teinte est l’angle que font la droiteD et l’axe de référenceC1. Le chroma est la distance séparant le
point considéré, de coordonnées (C1,C2), de l’axe achromatique. D’où l’expression suivante pour le chroma :
C =

√
(C12 + C22)

Remarques : Différences entre l’espace TLS et le système visuel hypoth́etique.

L’espace TLS est également appelé système de coordonnées triangulaires. Cela vient du fait que le plan de
chrominance est défini par le triangle de Maxwell, l’axe achromatique est l’axe lui étant orthogonal, donc la
diagonale principale du cube dans l’espace RVB. On remarquera qu’on différencie les termes deChromaet de
Saturation .En effet dans l’espace TLS, étant donné la définition de S (S=f(Min(R,V,B))) on peut dire que les
courbes d’iso-saturation sont des triangles homothétiques au triangle de Maxwell et de taille inférieure à ce dernier,
figure 15.8. Or dans le cas du système visuel hypothétique,le chroma n’est pas défini par une fonction Min, il est
défini comme une distance euclidienne, donc les courbes d’iso-chroma sont des cercles, figure 15.8.

On peut noter également une différence dans les matrices de passage de RVB à YC1C2, la matriceM de
l’espace visuel hypothétique introduit une rotation de30o des axes C1 et C2 défini dans l’espace TLS, ce qui
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Courbes d’iso-saturation

B=1

R=1 V=1

point achromatique

S=1

courbes d’iso-chroma B=1

R=1

V=1

C=1

Representation des courbes d’iso-saturation

dans l’espace TLS

Representation des courbes d’iso-chroma dans le systeme visuel 

hypothetique

FIG. 15.8 – Les courbes d’iso-saturation dans l’espace TLS et d’iso-chroma dans l’espace visuel hypothétique.

implique que l’axe de référence C1 ne passe plus par le sommet rouge du triangle de Maxwell, mais correspond à
l’axe Rouge-Vert. Si on reprend la schématisation de l’espace RVB (voir figure 15.4), on peut représenter les axes
C1 et C2 des deux espaces, en considérant l’axe achromatique perpendiculaire au plan de la figure, voir schéma
15.9.

C1

C2 (visuel hypothetique)

B

V R

C1

C2 (TLS)

FIG. 15.9 – Les plans C1C2 de l’espace TLS et C1C2 du système visuel hypothétique

On voit qu’il existe des différences entre l’espace TLS et l’espace visuel hypothétique, cependant on constate
que la formule de la saturation dans TLS ne permet pas la transformation inverse, pour cela il est préférable de
choisir la formule du chroma définie dans l’espace visuel hypothétique. En revanche, dans ce système les axes C1
et C2 ne portent aucun sommet du triangle de Maxwell, ce qui privilégie le choix de la représentation par TLS.
Mais plutot que d’avoir à choisir entre ces deux espaces, onpeut adopter la voie décrite par Carron [Carron, 1995] :
faire un compromis entre les deux espaces, d’où l’apparition de l’espace TLC.
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15.2.9 L’espace TLC

Cet espace est obtenu en effectuant un passage de l’espace RVB à l’espace YC1C2 par l’intermédaire de la
transformation linéaire exprimée à l’aide de la matriceM définie de la façon suivante :

M =




1/3 1/3 1/3
1 −1/2 −1/2

0 −
√

3/2
√

3/2





La matriceM ainsi définie est très proche de celle définie pour l’espace TLS, on constate uniquement un
changement d’orientation pour l’axe C2.

La matrice de passage de l’espace YC1C2 à l’espace RVB est d´efinie par :

M−1 =




1 2/3 0

1 −1/3
√

3/3

1 −1/3 −
√

3/3





Grâce au composantes Y, C1 et C2 nous pouvons définir les grandeurs suivantes : la luminance, la teinte et le
chroma .

On obtient ainsi :

L = Y

C =
√

(C12 + C22)
si C1 > 0 alors T = acos(C1

C )
sinon T = 2π − acos(C1

C )

Ces formules sont inversibles ce qui permet un retour aprèstraitement à l’espace YC1C2 puis à l’espace RVB.

De surcroı̂t, on constate que le passage aux valeurs de teinte, luminance et chroma se fait en peu d’étapes et
donc nécessite moins d’approximations que les expressions obtenues à partir de l’espace Lab. C’est pourquoi on
préfère parfois utiliser l’espace TLC, afin d’eviter la perte de précision au cours des changements d’espaces.

15.2.10 Les espaces de la télévision

Afin de garantir une reproductivité universelle des couleurs, les systèmes de télévision se sont dotés de normes,
aussi bien pour l’affichage que pour la transmission.

Syst̀eme NTSC

Il propose un espace RVB relié à l’espace XYZ par les matrices :

RV B XY ZNTSC =




0.607 0.174 0.020
0.299 0.287 0.114

0 0.066 0.117




XY Z RV BNTSC = RV B XY Z−1
NTSC =




1.910 −0.533 −0.288
−0.987 2.00 −0.028
0.058 −0.118 0.896



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Syst̀emes PAL et SECAM

Ils proposent le même espace RVB relié à l’espace XYZ par les matrices :

RVB XY ZPAL/SECAM =




0.429 0.343 0.178
0.222 0.707 0.071
0019 0.132 0.939





XY Z RVBPAL/SECAM = RV B XY Z−1
PAL/SECAM =




3.073 −1.403 −0.475
−0.970 1.877 0.042
0.074 −0.235 1.068





NTSC : les signaux en composantes

La transmission se fait par Y et I et Q : liées à RVB de NTSC parla matrice :




0.299 0.587 0.114
0.596 −0.274 −0.322
0.211 −0.523 0.512





PAL : les signaux en composantes

On transmet Y etU = 0.493(B − Y ) ainsi queV = 0.877(R− Y ).

SECAM : les signaux en composantes

On transmet Y etR− Y B − Y .

15.3 Mod́elisation de la perception coloŕee des images

Devant la complexité des expérimentations sur la couleur, un grand intérêt est apparu dans la modélisation de la
perception de façon à évaluer automatiquement les performances d’un opérateur humain ou d’apprécier la qualité
d’un document sans passer par une longue étape expérimentale.

Nous présentons ici un modèle de la vision - assez ancien - mais très représentatif de ceux que l’on a pu
élaborer sur ce sujet. Ce modèle est cependant moins complet d’un point de vue colorimétrique que des modèles
plus récents comme celui de Nayatani [Nayatani et al., 1990] ou celui de Guth [Guth, 1991], qui néanmoins ne
permettent pas aisément de faire varier la distance d’observation.

Le modèle de Frei-Faugeras fait passer d’une image représentée par ses coordonnées RVB à une image dans
un espace perceptuelA C1 C2, oùA code la luminance etC1 etC2 les antagonismes rouge/vert et jaune/bleu. Un
tel modèle comporte un étage de récepteurs non-linéaires, une séparation de l’information colorée en un 1 canal
achromatique et 2 canaux chromatiques, un filtre spatial surchaque canal (il est représenté sur la figure 15.10).

Le signalRV B, transformé en signal CIE 1931 XYZ, est tout d’abord converti en valeursLMS. Celles-ci
expriment assez bien l’absorption par ce qui semble être les trois familles de récepteurs des cônes des primates,L,
M etS dénotant les longueurs d’ondes longues, moyennes et courtes. Cette absorption est suivie d’une étape de
compression (traduite par un filtrage non-linéaire logarithmique) conduisant aux valeursL̃, M̃ , S̃. Un second étage
donne naissance au canal achromatiqueA et aux valeurs d’antagonismes chromatiquesC1 etC2 (C1 = L̃− M̃ , et
C2 = L̃ − S̃). Enfin 3 filtres différentsH(f), H1(f) etH2(f) viennent rendre compte des interactions spatiales
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FIG. 15.10 –Le mod̀ele de vision propośe par Frei et d́evelopṕe par Faugeras [Faugeras, 1976].

de chaque canal (respectivementA, C1 et C2) indépendamment. Les valeurs de ces divers filtres, ainsi que des
matrices de composition et des non-linéarités du modèlesont proposées dans [Faugeras, 1976].

Les filtres spatiauxH1 et H2 agissant sur les canaux antagonistes, sont assez étroits,exprimant une nette
sélection fréquentielle dont le rôle sera déterminantdans notre expérience (maximum de réponse respectivement à
4 cycles par degré et 2,6 cycles par degré).

Ces filtres ont été réalisés par différences de gaussiennes, conformément à l’approche de Marr [Marr et Hildreth, 1980]
(voir chapitre sur la segmentation, paragraphe 11.5). Ils sont présentés sur la figure 15.11.

Le modèle développé par von Kreis reprend le modèle de Frei-Faugeras, mais tient compte du phénomène
d’adaptation chromatique qui permet de conserver une perception quasi-permanente de la couleur même lorsque
l’éclairage incident varie fortement en teinte. Pour celavon Kreis procède tout d’abord à une normalisation le
la couleur sur l’ensemble de la scène observée et introduit des gains chromatiques pour rattraper un possible
déséquilibre de l’éclairage.
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FIG. 15.11 –A gauche la fonction de transfertH1(f) du canalC1 (à une dimension), calculée à partir d’une
différence de deux gaussiennes. A droite : la fonction de transfert H2(f) du canalC2.

15.4 Les traitements des images en couleur

15.4.1 Un ordre pour l’espaceR3 ?

Un espace estordonné s’il est muni d’une relation entre ses éléments (notée≤) qui vérifie les 3 propriétés
suivantes :

1. réflexivité :x ≤ x,

2. transitivité :x ≤ y ety ≤ z impliquex ≤ z ,

3. anti-symétrie : six ≤ y ety ≤ x alorsx = y.

Si seules les relations 1 et 2 sont vérifiées, alors la relation≤ est unpr é-ordre.

Les entiers naturels sont ordonnés dansN . Les couples deN2 ou les triplets deN3 ne bénéficient pas d’ordre
naturel.

On peut induire un ordre sur un espace non ordonnéT ′ à partir d’un espace ordonnéT si l’on fait correspondre
à tout élémentx′ ∈ T ′ un élémentx ∈ T par une relation :x′ = h(x) injective. Si la relation n’est pas injective
alors elle définit un pré-ordre surT ′. On peut alors créer un ordre surT ′ en remplaçant lesx′ par leur classe
d’équivalence définie par :X ′ = x′ : h(x′) = a

On dit qu’il existe unordre total sur un espaceT si quelque soitx, y ∈ T × T soit x ≤ y soit y ≤ x (soit
x ≤ y ety ≤ x).

Si un ordre n’est pas total, il est ditpartiel .

x1

x2

x3
y<x

y>x

y ?

y ?

x

To

T1

To

T1

y=sup{xi}

FIG. 15.12 – A gauche :y, le sup desxi n’appartient pas à l’ensemble qui n’a donc pas de plus grandélément. A
droite : l’ordre canonique définit les éléments supérieurs et inférieurs àx, mais ne classe pas les autres.
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Si un espaceT ′ = {X = {x0, x1}} est espace produit de 2 espaces ordonnésT0 = x0 etT1 = x1, on obtient
un ordre partiel ditordre canoniquepar la relation conjonctive des deux relations d’ordre (voir figure 15.12). On
ne peut donc définir au moyen de l’ordre canonique le dilaté(ou l’érodé) d’une image en couleur par cet ordre.

Si l’on veut bénéficier d’un certain nombre d’outils développés en traitement des images, il faut pouvoir induire
un ordre total dans l’espace des couleurs. Avec un tel ordre,il est alors possible d’appliquer les algorithmes de la
morphologie mathématique ou des filtres non-linéaires derang , par exemple, (comme les filtres médians en parti-
culier). L’impossibilité de le faire au moyen de l’ordre canonique est illusté sur la figure 15.12 pour la dilatation.
On ne peut définir le dilaté (ou l’érodé) d’une image en couleur par cet ordre, puisque ni le min ni le max d’un
ensemble de valeurs n’appartient forcément à cet ensemble.

Il a été proposé donc d’induire un ordre dans cet espace par un balayage judicieux des 3 dimensions (le choix
d’une applicationh injective ci-dessus). Plusieurs ordres sont possibles, qui sont illustrés à 2 dimensions dans
la figure 15.13. Aucun de ces balayages ne résoud complètement le problème car l’ordre induit dans l’espace
transformé respecte mal la notion de voisinage que l’on avait dans l’espaceR3 initial. Ceci est confirmé par le
théorème de Netto :

Toute application injective de[0, 1]
2 dans[0, 1] est discontinue.

balayage vidéo balayage zig-zag

balayage de Regazzoni balayage de Hilbert balayage de Peano

entrelacement de bits variantes de l’entrelacement de bits

FIG. 15.13 – Les divers modes de balayage de l’espaceR2
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Considérons la 8 connexité de l’espaceR2. Chaque pointx a alors 8 voisins appartenant au voisinageVx.
Définissons une 8-connexité le long du balayage de l’image, qui associe les 4 points précédantx et les 4 points
succédant àx le long de la courbe. SoitWx ce voisinage. Un balayage préservera la topologie deR2 si les points
deVx se retrouvent dansWx. Statistiquement, sur toute la surface[0, 1]

2, on trouve les résultats suivants :

balayage Hilbert Peano Entrelacement ZigZag Regazzoni TV
pourcentage de points
du voisinage 1D appartenant 58 % 57 % 45-50 % 27 % 26 % 25 %
au voisinage 2D

A ce titre, les balayages de Peano et de Hilbert (deux balayages à structure fractale puisqu’auto-similaires) et
l’entrelacement de bits sont parmi les plus satisfaisants.

15.4.2 Qu’est ce qu’une couleur repŕesentative d’un nuage ?

On suppose que l’on dispose deN points de couleur, on veut en extraire une valeur significative. Une fois
choisi l’espace des couleurs, le choix d’une couleur moyenne est trivial puisqu’il revient à filtrer canal par canal et
à constituer la valeur moyenne à partir des 3 moyennes des composantes.

On calcule parfois des moyennes ”frustrées”, c’est-à-dire calculée à partir de l’ensemble privé de ses éléments
extrêmes. Pour cela on travaille en deux étapes :

1. à partir de l’ensemble des points on calcule une moyenne,

2. on écarte de l’ensemble tous les points à une distance trop grande de cette valeur moyenne,

3. une autre possiblilité consiste à remplacer les pointsà distance trop grande par leur projection sur la sphère
centrée en la moyenne et de rayon égal au seuil de distance,

4. pour les points retenus, on recalcule une moyenne. Cette valeur moyenne est la moyenne frustrée de l’en-
semble.

Le choix d’une valeur médiane n’est pas trivial à cause desproblèmes d’ordre exposés ci-dessus. Parmi les
techniques choisies, on utilise souvent la technique du minimum de distance :

1. pour chaque point de l’ensemble on calcule la somme des distances à tous les autres,

2. on trie ces distances par ordre croissant,

3. on choisit pour point médian celui qui minimise la somme des distances.

On peut également choisir dans l’algorithme ci-dessus, non le point qui minimise la somme des distances, mais
celui qui minimise la médiane des distances d’un point à tous les autres.

15.4.3 Comment calculer une palette ?

Les diverses techniques permettant de quantifier la couleurpartent généralement d’un signal sur224 niveaux.
Elles réduisent ce nombre par :

1. la quantification uniforme ; ex : palette 5,5,5 pour coder sur 15 bits (on réduit le nombre de couleurs à 36 000
environ, ce qui permet de construire des histogrammes) ou palette 4,2,2 pour coder sur 1 octet une image
couleur.

2. la méthode LBG (Linde, Buzo, Gray) ou méthode des k-moyennes ; cette méthode de classification permet
de minimiser la distorsion entre la représentation originale et la représentation quantifiée. Elle étend à N
dimensions la soluion classique de Lloyd et Max en choisissant [Linde et al., 1980] :
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– pour classe celle qui est la plus proche de l’échantillon considéré au sens de la norme adoptée pour mesurer
la distorsion,

– pour représentant d’une classe le centre de gravité de cette classe.

3. la méthode des k-moyennes floues,

4. l’algorithme de population,

5. lemedian-cut,

6. l’octtree

7. les réseaux de Kohonen

15.4.4 Comment filtrer 2 couleurs ?

Les expressions classiques du filtrage linéaire s’appliquent bien sûr aux images en couleur et l’extension à
des signaux vectoriels (f ∈ R3 au lieu def ∈ R comme dans les images à niveaux de gris), ne change pas
fondamentalement le principe du filtrage. Il est cependant très important de bien choisir l’espace de représentation
des signaux afin que la linéarité soit bien prise en compte dans l’espace souhaité. En effet, les équations fortement
non linéaires de changement d’espaces (par exemple de XYZ `a Lab) interdisent d’optimiser (par exemple aux
moindres carrés) les filtres simultanément dans les divers espaces (figure 15.14).

A

B

M

M’

FIG. 15.14 – Lors de l’interpolation de deux couleurs, A et B, le passage par une transformation non-linéaire (par
exemple l’exposant13 du passage de XYZ à Lab) conduit à des couleurs (ici M et M’) très différentes.

15.4.5 La d́etection des contours des images en couleur

La détection des contours des images en couleur peut se faire tout d’abord en appliquant séparément une
détection de contours scalaires (voir chapitre 11) sur chacune des composantes [diZenzo., 1986]. On dispose de
3 images de contours qu’il convient alors de composer pour obtenir une seule image de contours (on dit souvent
(( fusionner))). On choisit fréquemment une combinaison des 3 contours qui accepte tous les contours : par exemple
au moyen d’unmaxdes 3 images de contours.

contour résultant = max {contours des canaux}

Si l’on choisit une combinaison en modules :

contour résultant =
√
somme des contours2

on se ramène alors souvent à une détection de contours surle module de l’image (c’est-à-dire à peu près sur l’image
de luminance) car beaucoup de détecteurs de contours sont linéaires (détecteur de Deriche, de Canny, de Shen).
Attention, la recherche du maximum du gradient dans la direction du gradient n’est - elle - pas linéaire et il n’est
pas équivalent de l’appliquer avant ou après la combinaison des canaux.
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On peut tirer profit d’informations particulières sur le problème à traiter pour privilégier un type de représentation
à d’autres. Par exemple on sait que les ombrages (aussi bienpropres que portés) sont peu colorés. On peut alors
ne segmenter que les composantes chromatiques des objets sil’on veut séparer des objets sans les fragmenter en
fonction des ombres.

15.4.6 Repŕesentation par quaternions

Cette technique particulière et originale peut s’appliquer à n’importe quel espace chromatique. Elle a été pro-
posée dans [Sangwine, 1996]. Elle permet de manipuler la couleur dans une représentation analytique compacte
autorisant la plupart des traitements accomplis sur les scalaires par une extension formelle.

Elle utilise la représentation par quaternions, de façonà représenter par un nombre unique un vecteur deR4

(et donc a fortiori deR3) de la même façon que la représentation par nombre complexe permet de manipuler
des objets deR2. Les quaternions forment un anneau qui peut être construità partir de tout anneau commutatif.
Dans le domaine du traitement de l’image on utilise les quaternions construits surR dans les applications comme la
calibration des caméras où le changement d’espace de représentation ou le matching de points. Mais les quaternions
sont également utilisés à partir de leur construction sur Z et surC en théorie des nombres ou en mécanique
quantique.

Ils se construisent à partir d’une base constituée de(1, i, j, k), vérifiant des propriétés de multicativité sem-
blables à celles des complexes :

1.i = i 1.j = j 1.k = k

ij = −ji = k jk = −kj = i ki = −ik = j

i2 = j2 = k2 = −1

Un quaternionp se compose de 2 parties, l’une scalairea, l’autre vectorielleq :

p = a+ bi+ cj + dk = a+ q

Les quaternions vectoriels (c’est-à-dire tels quea = 0), également appelés quaternions purs, forment un espace
vectoriel isomorphe àR3.

Les opérations sur les quaternions permettent de définir le conjugué̄p dep = a+ q, (p̄ = a− q), la somme, le
produit, le produit scalaire de 2 quaternions (< p′, p >= 1/2(p′p̄+pp̄′)) et la norme d’un quaternion (||p|| =

√
pp̄).

Le produit n’est pas commutatif, sauf si les 2 quaternions ont leurs parties vectorielles proportionnelles. En effet :

pp′ = (aa′ − qq′, aq′ + a′q + q ∧ q′)

15.4.7 Couleur et quaternion

Représenter un point de couleurR, V,B par un quaternion pur, c’est tout d’abord choisir un espace de couleur
(par exemple RVB), puis une origine de l’espace des couleurs(ce peut être le noir (0,0,0), mais dans [Evans et al., 2000]
on préfère le point de coordonnées (127.5,127.5,127.5)qui se situe au centre du cube des couleurs. On représente
ensuite un point de couleur par un quaternion pur. Par exemple comme :

q = i(R−O) + j(V −O) + k(B −O)

Les opérations conduites sur les quaternions (produits, convolutions, etc. ) héritent des propriétés spécifiques
du produit de quaternions. En particulier, pour des quaternions pursq etq′, on vérifie aisément que la partie scalaire
Scal[q.q′] du produit de quaternionsq et q′ vaut :

Scal[qq′] = −q.q′
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où . dénote le produit scalaire de 2 vecteurs, et la partie vectorielleV ect :

V ect[qq′] = q × q′

où× représente le produit vectoriel. Ces propriétés permettent d’obtenir des résultats particuliers par des mises en
équation très simples.

Par exemple dans [Evans et al., 2000], on montre que l’on peutfiltrer une image en couleur par un filtre passe-
bas qui n’agit que sur la composante chromatique parallèleà une couleur donnée quelconqueC1 (et pas sur les
composantes orthogonales) en construisant le quaternion unitaireµC1

: µC1
= C1

||C1|| , puis en convolant (à droite
ou à gauche) l’imageq par un noyauN (par exemple de3 × 3 pixels) d’amplitudeµC1

:

N =
1

9



µC1

µC1
µC1

µC1
µC1

µC1

µC1
µC1

µC1




En effet, ces convolutions :N ∗ q = u et q ∗ N = v fournissent 2 quaternionsu et v de même partie
réelle et de parties vectorielles opposées. Les parties scalaires obtenues sont égales à la moyenne des composantes
chromatiques de l’image parallèles àµC1

.

Scal[N ∗ f ](x, y) =
∑

s,t

−1

9
µC1

f(x− s, y − t)

Les parties vectorielles sont± égales au produit vectoriel :

V ect[N ∗ f ](x, y) = −V ect[f ∗N ](x, y) =
∑

s,t

1

9
µC1

× f(x− s, y − t)

Leur sommeu + v est un scalaire qui peut être orienté selonC1 en le multipliant parµC1
. On aboutit à un

filtrage hypercomplexeM qui vaut :

M = q − µC1

2
[N ′ ∗ q + q ∗N ′]

avec

N ′ =
1

9




µC1

µC1
µC1

µC1
−8µC1

µC1

µC1
µC1

µC1





Cette représentation par quaternions permet de définir d’une façon semblable des détecteurs de contours
[Sangwine, 1998], des filtres passe-bas [Evans et al., 2000], des TF de l’espace des couleurs ([Ell et Sangwine, 2000].



Annexe A

Décomposition en Valeurs Singulìeres :
SVD

Chapitre rédigé par Denis MATIGNON

A.1 Définition

On étudie la décomposition d’une matriceA ∈ Cp×m, éventuellement dansRp×m ; les résultats donnés pour
les matrices réelles se particularisent en changeant les transposées–conjuguées (V H ) en transposées (V T ), et les
matrices unitaires sont remplacées par des matrices orthogonales.

Théorème 1. SoitA ∈ C
p×m, il existe des matricesunitairesU ∈ C

p×p etV ∈ C
m×m telles que :

UHAV = Σ ∈ R
p×m avecΣ = diag(σ1, . . . , σn) où n = min(p,m) etσ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

La matrice rectangulaireΣ est constituée de0 sauf sur la diagonale qui comporten réels positifs, lesσi ouvaleurs
singulìeresdeA ; lesui et lesvi (colonnes de U et V respectivement) constituent lesvecteurs singuliersdeA à
gauche et à droite respectivement :

Avi = σiui etAHui = σivi

L’ existencede la SVD provient de la diagonalisabilité en base orthonomée des matrices hermitiennesAHA et
AAH , et de leur positivité. On a l’unicité des valeurs singulières (comme on a celle du spectre deAHA) ; en
revanche, l’unicité de la SVD n’est assurée que si la matrice est carrée et possèden valeurs singulières deux à deux
distinctes. Mais ceci n’est jamais vraiment gênant pour les propriétés structurelles que l’on peut étudier grâceà la
SVD.

A.2 Lien avec le rang et interprétation de la d́ecomposition

On appelleσmax(A) = σ1 la plus grande valeur singulière deA et σmin(A) = σn la plus petite valeur
singulière deA (éventuellement nulle). Si le classement se précise comme suit :

σ1 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σn = 0

alorsr est lerangdeA, et on peut caractériser le noyau et l’image deA par :

kerA = {vr+1, . . . , vm} et imA = {u1, . . . , ur}
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On peut alors donner une expression plus compacte de la décomposition deA, en notantUr = U(:, 1 : r),
Vr = V (:, 1 : r) les sous-matrices rectangulaires extraites, etΣr = Σ(1 : r, 1 : r) = diag(σ1, . . . , σr) la matrice
carrée diagonale extraite ou partieutile deΣ :

A = UΣV H = UrΣrV
H
r =

r∑

i=1

σi uiv
H
i

Sur cette dernière décomposition, on voit très bien comment agitA sur chaque vecteurvi de la base orthornormée
de l’espace de départCm : elle le transforme enσi fois le vecteurui de la base orthornormée de l’espace d’arrivée
Cp.

PourAH , on montre de même quekerAH = {ur+1, . . . , up} et imAH = {v1, . . . , vr} ; et l’on a :

AH = V ΣTUH = VrΣrU
H
r =

r∑

i=1

σi viu
H
i

A.3 Normes

La norme 2 et la norme Frobenius deA se calculent aisément à partir de la SVD :

‖A‖2 , sup
‖x‖=1

‖Ax‖ =
√

max(specAHA) = σ1

‖A‖F ,

√
tr(AHA) =

√∑

i,j

|aij |2 =
√
σ2

1 + · · · + σ2
r

La propriété suivante joue un très grand rôle dans les problèmes d’approximation :

Théorème 2. Soit {U,Σ, V } une SVD deA, consid́erons pour1 ≤ k ≤ r = rang(A) la suite de matrices
Ak =

∑k
i=1 σi uiv

H
i de rang exactementk, alors :

min
B, rang(B)=k

‖A−B‖2 = ‖A−Ak‖2 = σk+1

En fait, les valeur singulières deA mesurent la distance (en norme 2) de la matriceA par rapport aux matrices de
rang inférieur.

Plus précisément, si l’on se donneε > 0 comme tolérance numérique, et que l’on mesure le rang num´erique
deA correspondant parrε = rang(A, ε) = minB, ‖A−B‖2≤ε rang(B), le théorème 2 permet d’écrire :

σ1 ≥ · · · ≥ σrε
> ε ≥ σrε+1 ≥ · · · ≥ σr



Annexe B

Applications de la SVDà la résolution des
syst̀emes lińeaires

Chapitre rédigé par Denis MATIGNON

B.1 Conditionnement d’un syst̀eme linéaire non singulier

Considérons le système linéaireAx = b supposé régulier, c’est-à-direA inversible. On cherche à évaluer les
variations de la solutionx relativement aux variations deA et deb (imprécisions sur le système et les données).

Le calcul différentiel permet une analyse directe dans le cas régulier : commex = A−1b, alors dx =
d(A−1b) = d(A−1)b +A−1db ; enfind(A−1) = −A−1dAA−1, d’où :

dx = −A−1dAA−1b+A−1db = A−1[−dAx+ db], et‖dx‖ ≤ ‖A−1‖ [‖dA‖‖x‖ + ‖db‖]
En divisant le tout par‖x‖, et en utilisant que‖b‖ ≤ ‖A‖‖x‖, on obtient la majoration suivante :

‖dx‖
‖x‖ ≤ ‖A‖ ‖A−1‖

[‖dA‖
‖A‖ +

‖db‖
‖b‖

]

Le nombreC = ‖A‖ ‖A−1‖ apparaı̂t clairement comme une mesure de la sensibilité del’opération d’inversion.
Caractérisons la par les valeurs singulières deA.

En introduisant une SVD deA : A = UΣV H =
∑r

i=1 σi uiv
H
i (dans le cas régulier,r = n = m = p), on

trouve immédiatement la décomposition correspondante deA−1 : A−1 = V Σ−1UH =
∑r

i=1 σ
−1
i viu

H
i . Il est

alors évident queC = σ1/σn ; de plus, un raisonnement précis utilisant les vecteurs singuliers montre que la borne
proposée est optimale pour certaines directions deA, dA, b, db.

Définition 1. C = ‖A‖ ‖A−1‖ = σmax(A)/σmin(A) est lenombre de conditionou conditionnement de la
matriceA.

Remarquons queC est au minimum égal à 1 pour les matricesA = λU oùU est unitaire.C peut être très grand,
et ce même pour des matrices dont les valeurs propres sont raisonables.

B.2 Pseudo-inverse

Plusieurs causes de singularité (σmin(A) = 0) existent dans les systèmes linéairesy = Ax :
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- A carrée n’est plus inversible ; siy ∈ imA alors il y a un sous-espace affine de solutions et il peut être
intéressant de chercher celle de norme minimale ; siy 6∈ imA, il n’y a donc pas de solution exacte, en
revanche il y a forcément une solution qui minimise la distance‖y − Ax‖.

- A est rectangulaire verticale avecm < p, autrement dit il y a plus d’équations que d’inconnues : on parle
alors de système surdéterminé ; là encore, il peut n’y avoir aucune solution exacte, mais une solution qui
minimise l’erreur‖y −Ax‖.

- A est rectangulaire horizontale avecp < m, autrement dit il y a plus d’inconnues que d’équations : on
parle alors de système sous-déterminé ; bien souvent il ya un sous-espace affine de solutions, et il peut être
intéressant de calculer la solution de norme minimale.

Nous donnons à présent la définition de la pseudo-inversed’une matrice en ayant recours à la SVD puis nous la
spécifions dans deux cas particuliers parmi ceux évoquésci-dessus.

Définition 2. Soit{U,Σ, V } une SVD de A de rangr, on appellepseudo-inversedeA la matriceA† définie par :

A† = VrΣ
−1
r UH

r =

r∑

i=1

σ−1
i viu

H
i

Elle vérifie :
AA†A = A etA†AA† = A†

Contrairement à ce que laisserait supposer la définition,A† est définie de manière unique et ne dépend pas du
choix de SVD que l’on fait pour la construire. On a en particulier :

A†A = VrV
H
r est la projection orthogonale surimAH = (kerA)⊥ = {v1, . . . , vr} dansCm,

AA† = UrU
H
r est la projection orthogonale surimA = (kerAH)⊥ = {u1, . . . , ur} dansCp.

On donne maintenant une expression directe deA† dans les deux cas particuliersde rang plein, oùr = n.

Cas de syst̀eme surd́eterminé avecr = m < p dans ce casVr = V , et l’on a alorsAHA = VrΣ
2
rV

H
r carrée

m×m inversible, d’inverse(AHA)−1 = VrΣ
−2
r V H

r , d’où :

(AHA)−1AH = VrΣ
−2
r V H

r VrΣrU
H = VrΣ

−1
r UH = A†

Cas de syst̀eme sous-d́eterminé avecr = p < m dans ce casUr = U , et l’on a alorsAAH = UrΣ
2
rU

H
r carrée

p× p inversible, d’inverse(AAH)−1 = UrΣ
−2
r UH

r , d’où :

AH(AAH)−1 = VrΣrU
H
r UrΣ

−2
r UH

r = VrΣ
−1
r UH

r = A†

Nous voyons maintenant l’utilité de la notion de pseudo-inverse pour calculer des solutions robustes d’un
système linéaire général, c’est-à-dire potentiellement singulier ou proche de la singularité.

B.3 Solutions robustes d’un syst̀eme linéaire, moindres carŕes

On cherche à résoudrey = Ax, où x ∈ Cm, y ∈ Cp ; au cas où ce système n’a pas de solution exacte
on cherchera la solution qui minimise l’erreur‖y − Ax‖ (ou solution enmoindres carŕespuisque la norme est
euclidienne) ; au cas où il y a plusieurs solutions, on prendra celle qui est de norme minimale, autrement dit qui
minimise‖x‖.

Théorème 3.La solution de norme‖x‖ minimale dansCm qui minimise l’erreur‖y−Ax‖ dansCp est exactement
donńee par :

x∗ = A†y
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Pour prouver ce théorème fondamental, qui donne tout son sens à la notion de pseudo-inverse, nous allons
utiliser{U,Σ, V } une SVD deA. CommeU, V sont des matrices unitaires, elles conservent la norme euclidienne
dansCp,Cm respectivement ; en conséquence :

δ = y −Ax etUHδ ont même norme,
x etV Hx ont même norme,

En notant désormaisa = V Hx et b = UHy, le problème se met sous la forme beaucoup plus simple : trouver
la solution de norme‖a‖ minimale dansCm qui minimise l’erreur‖b − Σa‖ dansCp. Or en décomposantΣ par
blocs, il vient :

‖b− Σa‖2 =
r∑

i=1

|bi − σiai|2 +

p∑

i=r+1

|bi|2

On en déduit que le minimum vaut
∑p

i=r+1 |bi|2, et qu’il est atteint pour lesa tels queai = σ−1
i bi pour1 ≤ i ≤ r

et ai quelconquespour r + 1 ≤ i ≤ m (ce qui correspond exactement à la paramétrisation dekerA) ; dans ce
sous-espace affine de solutions, celle de norme minimale estcelle pour laquelleai = 0 pourr + 1 ≤ i ≤ m : en
réinterprétant cela matriciellement, il vienta∗ = Σ†b. En revenant dans les bases initialesA† = V Σ†UH , et l’on
a alors prouvé le théorème.

Nous regardons plus précisément ce qui se passe dans les deux cas particuliers envisagés précédemment, où
r = n.

Cas de syst̀eme surd́eterminé avecr = m < p dans ce caskerA = {0} et le minimum de‖y−Ax‖ est atteint
en un point uniquex∗ = A†y = (AHA)−1AHy ; ce minimum est nul si et seulement siy ∈ imA.

Cas de syst̀eme sous-d́eterminé avecr = p < m dans ce casimA = Cp tout entier ety = Ax possède un
sous-espace affine de solutions exactesx∗ + kerA, oùx∗ = A†y = AH(AAH)−1y est celle de norme minimale.
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Annexe C

Optimisation sous contraintes

Chapitre rédigé par Denis MATIGNON

C.1 Contraintes égalités

Nous donnons le théorème relatif à la minimisation d’uneforme quadratique positive sous contraintes égalités
linéaires.

Théorème 4. Soità trouver le minimum def : Rn → R avecf(x) = 1
2x

TQx+LT
0 x sousm contrainteśegalit́es

LT
i x = yi.Q ≥ 0 et lesL0, L1, . . . , Lm sont des vecteurs.

On d́efinit le lagrangiendu probl̀eme :

L(x, λ1, . . . , λm) , f(x) −
m∑

i=1

λi(L
T
i x− yi)

f admet un minimum enx∗ si et seulement s’il existe des multiplicateurs de Lagrangeassocíesλ∗i pour lesquels
le point(x∗, λ∗1, . . . , λ

∗
m) est un point critique du lagrangien, soit :

0 =
∂L
∂x

(x, λ1, . . . , λm) = xTQ+ LT
0 −

m∑

i=1

λiL
T
i

0 =
∂L
∂λi

(x, λ1, . . . , λm) = LT
i x− yi pour1 ≤ i ≤ m

Ce théorème est une version très particulière et fort utile dans la pratique de l’optimisation sous contraintes
égalités de fonctions à valeurs réelles ;(( condition de Lagrange)) optimisation.

C.2 Contraintes inégalités

Nous donnons le théorème relatif à la minimisation d’uneforme quadratique positive sous contraintes égalités
et inégalités linéaires.

Théorème 5. Soità trouver le minimum def : Rn → R avecf(x) = 1
2x

TQx+LT
0 x sousm contrainteśegalit́es

LT
i x = yi etp contraintes ińegalit́esMT

j x ≥ zj.Q ≥ 0 et lesL0, L1, . . . , Lm,M1, . . . ,Mp sont des vecteurs.
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On d́efinit le lagrangiendu probl̀eme :

L(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp) , f(x) −
m∑

i=1

λi(L
T
i x− yi) −

p∑

j=1

µj(M
T
j x− zj)

f admet un minimum enx∗ si et seulement s’il existe des multiplicateurs de Lagrangeassocíesλ∗i etµ∗
j ≥ 0

pour lesquels le point(x∗, λ∗1, . . . , λ
∗
m, µ

∗
1, . . . , µ

∗
p) est un point critique partiel du lagrangien, soit :

0 =
∂L
∂x

(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp) = xTQ+ LT
0 −

m∑

i=1

λiL
T
i

0 =
∂L
∂λi

(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp) = LT
i x− yi pour1 ≤ i ≤ m

0 ≤ ∂L
∂µj

(x, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp) = MT
j x− zj pour1 ≤ j ≤ p

si 0 6= MT
j x

∗ − zj alors µj = 0 pour1 ≤ j ≤ p

Voir des résulats plus généraux(( condition de Kuhn et Tücker)) en optimisation.
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nuḿeriques. Hermes, Paris.

[Coggins et Jains, 1985] Coggins, J. et Jains, A. (1985). A spatial filtering approach to texture analysis.Pattern
Recognition Letters, 3(3) :195–203.

[Cohen, 1992] Cohen, A. (1992).Ondelettes et traitement numérique du signal. Masson, Paris.

[Cohen, 1991] Cohen, L. D. (1991). On active contour models and balloons.Computer Vision, Graphics, and
Image Processing : Image Understanding, 53(2) :211–218.



282 BIBLIOGRAPHIE

[Cointepas et al., 2001] Cointepas, Y., Bloch, I., et Garnero, L. (2001). A Cellular Model for Multi-Objects Multi-
Dimensional Homotopic Deformations.Pattern Recognition, 34(9) :1785–1798.

[Cook et Torrance, 1982] Cook, R. et Torrance, K. (1982). A reflectance model for computer graphics.ACM
Transactions on Graphics, 1(1) :7–24.

[Cooley et Tukey, 1965] Cooley, J. et Tukey, J. (1965). An algorithm for the machine calculation of complex
Fourier series.Math. of Computers, 19 :297–301.

[Cornsweet, 1973] Cornsweet, T. N. (1973).Visual perception. Academic Press, New-York.

[Coster et Chermant, 1985] Coster, M. et Chermant, J. L. (1985). Précis d’analyse d’images. Editions du CNRS.
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tique : applications en relaxation d’images de classification. Thése de doctorat, Ecole Nationale Supérieure des
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[Sève, 1996] Sève, R. (1996).Physique de la couleur : de l’apparence coloréeà la technique coloriḿetrique.
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8-connexité, 58
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à phase nulle, 178
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Fisher-Snedecor, 202
flou, 44
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Gabor, 217
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Gestalt Theorie, 17, 210
gradient, 128
gradient , 178
gradient conjugué, 89
gradient morphologique, 105
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Gram-Schmidt, 156
granularité, 24, 246, 248
granulométrie, 108
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d’adjacence, 202
groupement perceptuel, 210
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Guzman, 226

Hilbert, 265
homogénéité, 161
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interpolation, 171
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Kirsch, 181
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lignes de niveau, 131
linéarité, 161
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LOG, 180
log-vraisemblance, 204
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look-up table, 161
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mélange, 236
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Mahalanobis, 197
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matrice de Töplitz, 81
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matrice Töplitz-blocs-Töplitz, 87
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membrane, 206
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moment
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normé, 226
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morphologie mathématique, 93
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moyenne frustrée, 265
multi-échelles, 138
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non-redondance, 151
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résidu, 88
RanSac, 236
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singularité, 84
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speckle, 24, 246, 248
spectre de densité de puissance, 32
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Student, 202
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théorème
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