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 Dans cette section, nous montrons comment
réaliser les entités informatiques classiques :

— les booleens, leurs opeérations et la conditionnelles ;
— les entiers naturels et leurs opérations ;
— les listes.

» Nous voyons aussi comment transformer une
definition implicite (équation recursive) ou une
definition explicite de fonction en un terme
calculant la fonction.



Les booléens (G. Boole, 1849)

 En logique, on utilise deux margues, t et f, pour
représenter la verité et la fausseté des propositions.

 On choisit de modeliser les deux valeurs de veérite par :
t=ger K
IEdef K

« tetfsontles modeles detetf.



Les booléens : expression conditionnelle

e Ona: _
tXY=KXY =X
IXY=KIXY:=lY:=Y

 On peut donc modéliser |I” expression conditionnelle
If P then F else G
par :
PFG



Les booléens : la conjonction

On a (vieux Lispien) : x Ay =1if x then y else f
Donc on cherche atel que Axy=xyf
Cherchons :

AXY
:ny
=Cxfty permutation
=CCfxy permutation

On peut donc prendre :
A=dgef CCT




Les booléens : la disjonction

®0ona (vieux Lispien) : x vy =1If x then t else y
® Donc on cherche vtelquevxy=xty
® Cherchons :

v XYy
:XIy
=C+tXxYy
®on peut donc prendre :
V =def C+ t




Les booléens : la negation

®ona:—x=if x then f elset
'Donc on cherche — tel que = x=xft
® cherchons -

=X =xft
=C+fxt

=C(C+f)tx

®on peut donc prendre :
— =¢ef C (C+ ) ¢




|_es entiers naturels

« Nous allons développer un modele des entiers naturels 5
appele entiers ou iterateurs de CHURCH.

* Nous introduisons la notation " X =g f(f... (fx)..)

n x f

définie par : fO X =ger X
L X =ger T (f" X)

A

 Onabienentendu: fP*9x=1fP (f9x). Exercice...



L_es entiers naturels de CHURCH

* On pose :
| 0=gesK | (zéro)
S=qef SB  (Successeur)

« Le modéle de I’ entier naturel n est n =gfs" 0

» De tels modeles d’ entiers sont appelés des numéraux.



Les 1térateurs de CHURCH

L’ entier de CHURCH n permet donc d’ itérer une
fonction f sur un argument Xx.

. Démonstration. Par récurrence.
Si n=0,
nfx=0fx=KIfx:=Ix:=x=10x

Si n=k+1,
kt1fx=skfx=SBkfx:=Bf(kf)x=Ff(kfx)=f(fkx)=fklx



Les entiers naturels : test d” égalité a zéro

* On recherche z tel que : g

Dans un cas comme cela, on cherche a examiner I’ argument de la
fonction. Il n” existe pas de terme permettant d’ examiner le « contenu »
d’ un autre terme, par exemple savoir si ¢’ est une application ou pas. On
sait méme que ¢’ est IMPOSSIBLE...

Le seul moyen d’ « examiner » un terme est de I’ appliquer a des
arguments et de regarder ce que cela donne.

On cherchera donc z sous la forme z n = n U en recherchant U pour
obtenir le résultat voulu. Ca ne marchera pas, on cherchera z sous la
forme zn=n U V en recherchant U et V.



e On cherche z sous laforme zn=n U V, Il faut donc
trouver U et V tels que :

OUV =t
ntl1UV=1

OUV=KIUV=IV=V,ilfautdoncV =t

nt1uUV=snUV=SBnUV=BUNU)V=U(MUYV)=1, on peut
obtenir ce resultat en prenant U=K f

On veut donc :
zn=n(KHt=C.(Kf)nt=C(C. (Kf)) tn

 Onprenddonc: z=,.:C(C.(Kf))t



|_es entiers naturels : |I” addition

On cherche + tel que + m n = m+n

Ona:

m+n=s""0=s"(s"0) =ms(s"0)=msn
On veut donc :



Les entiers naturels : la multiplication

On cherche * tel que * m n = m*n

Ona:

m*n =s™"0=s"(s"(...(s"0)..))
=ns(ns(...(ns0).))=m(ns)0

On veut donc :

*mn=mns)0=CmO0(ns)=CCOm(ns)
=B(CCOm)ns=C(B(CCOm))sn

=CCs(B(CCOm))n=B(CCs)B(CCOmM)n
=B(B(CCs)B)(CCO)mn

On peut donc prendre :
* =B (B(CCs)B)(CCO)




|_es entiers naturels

La soustraction
et
la division
seront vues plus tard.



Les definitions explicites

Nous avons eu affaire a des definitions explicites du style
fx =S (X (+x0)), acharge pour nous de déterminer f : g

fx =S (x(*x0)) fx =S Xx(*x0)
=S(x(C+0x))  =BSx(xx0)
=S(Ix(C+0x)) =BSx(C+0x)
=SS 1(C+0)x) =S(BS)(C+0)x

=BS(SI1(C+0))x

En agissant ainsi, on réalise I’ ABSTRACTION de la
variable x dans le terme S (X (+ x 0)).

|l existe en genéeral plusieurs manieres de réaliser une
abstraction. 1l n” y a AUCUNE raison pour que les
resultats soient €¢gaux...

Si je trouve f, B f | convient aussi...



Les definitions explicites

e Convenons de NOTER (A"x.M) tout terme résultat 5
d’ une abstraction de x dans M. C’ est-a-dire un terme
tel que :

(AX.M)x:=Met x ¢ (A"X.M)
et plus exactement tel que :
(AXM)N:=[N/x]Met x ¢ (A"X.M)

ou [N/ x] M DESIGNE le resultat de la substitution
de N a toutes les occurrences de X.

* Le processus de calcul d’ un (A"x.M) peut-il étre
automatise ? La reponse est OUI !




|_a substitution

 SI M et N sont des termes et x une variable, la B
substitution de N a x dans M, notée [N / Xx]M se definit
par induction :

— [N/ X] ¢ =4 C Sl C est une constante (BASE)
— [N/ X] X =4 N (BASE)
— [N/ X]y =4y SlYy estune variable et y = x (BASE)
— [N/ X] (P Q) =4 (IN/XIP [N /X]Q) (PAS)
« [N/ Xx]M désigne simplement le remplacement de

OUTES les occurrences de x dans M par N. Cela ne
pose aucun probléme car il n’ y a pas de quantificateurs.




|_a substitution

 Pourquol definir la substitution ? Pour pouvoir _
faire des demonstrations par induction concernant
la substitution.

« [N/ Xx]Mseralu:

— substitution de N a x dans M

— ou remplacement de x par N dans M
—ou N a la place de x dans M

— ou M dans lequel on remplace x par N
— efc.



Exemple de substitution rigoureuse ;

[ATX] (S (X (£x0)))

[ATX]S [ATX](x (+ X 0))
S (IA/XIx [ATX](+x0))
=S (A ([A/X](x x) [A /X]0))
=S (A ([A7x]+ [A/X]x0))
=S(A(xAQ)



Un algorithme d’ abstraction (A*x.M)

 Soit X une variable et M un terme, on definit (A*x.M)
par induction sur M :
— (A™X.C) =4 K C sl c est une constante (BASE)
— (A™X.X) =4¢ | (BASE)
— (A™X.Y) =4 Ky sl y est une variable et y = x (BASE)
~ (MXPQ) =4 S (A*X.P) (1*x.Q)

heoreme. On a:
(AX.M)N :=[N/x] Met x ¢ (A*X.M)
et: (A*X.M) est une forme normale




Démonstration :

BASE

SI M est une constante, (A*x.M) = K M ne
contient pas X.

SI M =X, (A*X.M) = | ne contient pas X.
SIM=y =X, (A*X.M) =K y ne contient pas X.

PAS
SIM=PQ, (A*x.M) =S (A*X.P) (A*X.Q) ne contient
pas X puisque (A*X.P) et (A*X.Q) ne contiennent pas X
par hypothése d” induction.



Démonstration

BASE
SI M est une constante, (A*x.M) = K M est une f.n.
SIM =X, (A*X.M) = | est une f.n.
SiIM=y =X, (A*X.M) =Ky est une f.n.

PAS

SIM=PQ, (A*x.M) =S (A*x.P) (A*x.Q) est une f.n.
puisque (AL*X.P) et (A*X.Q) sont des f.n. par hypothese
d’ induction.



Démonstration :

BASE

. SI M est une constante, (A*X.M)N=K M N =[N/x]M=M
- SIM=Xx, A'X.M)N=IN:=N=[N/x]x=[N/x]M

« SIM=y=X, A XM)N=KyN:=y=[N/x]y=[N/X] M

PAS

. SIM=PQ,

(A*X.M) N=S (A*X.P) (A*x.Q) N := (A*X.P) N ((A*x.Q) N)
Par hypothése d’ induction on a (A*x.P) N := [N / x]P et
(A*™x.Q) N := [N/ x]Q, donc :

(AX.M)N = (IN/X]JP)(IN/X]Q)=[N/Xx]JPQ)=[N/Xx] M



Exemple d’ abstraction

A S (X (£%0))

=S (A™X. ) (AX. x +xO))

=S +X XO)C;

=S (K S) (S k+x++xl X

=S(KS) (S| kx ) (A*x . X)) (K 0)))
=S (KS) (S| K +) (K 0)))

e Onapris(A*x.+t)=K+et(A*™x.0)=K0
comme si + et 0 étaient atomiques. ..




Definition explicite

» L’ algorithme d’ abstraction A* permet a partir
d’ une définition explicite f x = E(x) d’ une
fonction f d’ obtenir un terme (A*x . E(x)) qui est
un algorithme pour la fonction f.

 La notation (A*x . M) designe le terme obtenu
comme résultat de |I” abstraction de x dans M par
I” algorithme A*.

 On voit donc que deux combinateurs suffisent a
transformer toute définition explicite en un terme
de la theorie des combinateurs.



Deéfinition implicite
« On avait appelé definition implicite une equation
récursive de la forme f x = E(f,x).

« On commence par écrire f = (A*x . E(f,x)). C’ est une
équation en f ou la variable x n” apparait plus.

« Puisonecrit f=(A"f. (A" . E(f,x))) f. En effet,
(AE.(APX.E(F,X))) T = [fIf J(A*™X.E(f,X)) = (M X.E(F,X)).

* De plus, (A*f. (A*x . E(f,x))) est un terme ne contenant
que des S et des K. Il est appele la fonctionnelle

associée a la définition récursive. L’ équation dit que f
est un point-fixe de cette fonctionnelle.




® De Ia définition implicite f x = E(f,X), on est arrivé a
I” équation f = (A . (A" . E(f,x))) f qui est une
equation de point-fixe. .
® Une solution de cette eguation nous est donnee par le
combinateur de point-fixe Y :

f=Y (A*f. (A*x . E(f,X)))
® | es combinateurs S et K nous permettent donc de

trouver un algorithme pour calculer I” une des solutions
de toute equation recursive.

' [SI mes souvenirs sont bons] Y permet de calculer le
plus petit point-fixe, ¢’ est-a-dire la fonction la moins
définie solution de I’ égquation récursive.




Substitution simultanée

I
 La notation [X/x,Y/y,...,Z/zZ]M désigne le résultat de la
substitution simultanee de X ax,Yay,...etZaz
dans M.

« Exemple. [y/X,z/y](+Xxy)=(+Y 2)

« Exercice. Donner une definition par induction de la
substitution simultanée.



Abstraction multiple
e On pose s
A XY,...2. M) = (A"X.(Ay.(... Wz.M).)))

« Démonstration. A faire en exercice.



Un peU de CompleXité (un tout petit peu... faut pas pousser !)

 On peut représenter un terme sous la forme d’ un arbre
binaire dont les nceuds sont des applications et dont les
feuilles sont les atomes.

 On peut mesurer la taille d” un arbre comme étant le
nombre de noeuds de cet arbre.

e L' équation (A*x.PQ) =, S (A*x.P) (A*x.Q) nous dit que
la taille de I’ arbre résultat est au moins le double de la
taille de M.

e Si on effectue n abstractions consécutives, la taille de
I” arbre est multipliée par 2". Peut-on optimiser ?




Une premiere amelioration

» Soit F tel que X ¢ F on remarque que (A*X . F X) # F
mais est un terme plus compligue.

« Exemple :
(AX. IX)=S(AX. D) (A*x. X)=S (K I
» Or F pourrait convenir puisque I” on demande
a (A*x . F xX) de ne pas contenir x et d’ étre tel que
(A*'X.FX)N:=[N/Xx]J(FX)=FN
« On aurait alors :
(A . I x)=1



Un algorithme d” abstraction (A**x.M)

® Soit x une variable et M un terme, on definit (A**x.M)
par induction sur M : 3
—(A**X.F X) =4+ F si X ¢ F (PRIORITAIRE)

—(A**X.C) =4+ K C sI ¢ est une constante (BASE)
—(A**X.X) =4 | (BASE)

—(A**X.y) =4 Ky sl y est une variable et y = x (BASE)
—(A**X.PQ) =4 S (A**X.P) (A**X.Q)

®0on perd la proprieté de la forme normale.



Une deuxieme amélioration

® Soit F non atomique tel que x ¢ F on remargue que
(A*x . F) # K F mais est un terme plus compliqué.

.Exemple :
Ax. 1 D=SA*x.D)(A*x.D=S(KI)(KI)
®ork F pourrait convenir puisque |I" on demande
a (A*x . F) de ne pas contenir x et d’ étre tel que
(A*X.F)N:=[N/x]JF=F=KFN
® On aurait alors -
(Ax. 1 D=K (1)



Un algorithme d’ abstraction (A***x.M)

® Soit x une variable et M un terme, on definit (A***x.M)
par induction sur M : 3
—(A""X.F) =4 KF si x ¢ F (PRIORITAIRE)

—(A*"*X.F X) =4 F si X ¢ F (PRIORITAIRE)
—(A***X.C) =4 K C sl C est une constante (BASE)
—(A**X.X) =4¢¢ | (BASE)

—(A™X.Y) =4s Ky Sl y est une variable ety = x (BASE)
—(L*%.PQ) =ger S (L*X.P) (AX.Q)



Un algorithme d’ abstraction (A****x.M)

® Soit x une variable et M un terme, on definit (A**+*xX.M)
par induction sur M : 3
—(A****X. F (G X)) =4 B F G si x ¢ (F G) (PRIORITAIRE)
—(A"***X. F X (G X)) =4; S F G si x ¢ (F G) (PRIORITAIRE)
—(\"***X. F X G) =4; CF Gsix ¢ (F G) (PRIORITAIRE)
—(A""X.F) =4 KF si X ¢ F (PRIORITAIRE)
—(A***X.F X) =4 F si X ¢ F (PRIORITAIRE)
—etc. (W, C¥)




Une autre maniere d” améliorer (A*x.M)

« La méthode : simplifier le résultat de (A*X.M) :
~-S(KF)(KG) >K(FQG) six ¢(FG)
~S(KF)G —>BFGsix ¢(FG)
~-SF(KG)—>CFGsix ¢(FQG)
— etc.

 Ces regles de simplifications ne font pas mieux que les
algorithmes ameliorés (elles en sont extraites) mais
elles sont plus delicates a manier. ..



Modéliser les structures de donnees

_
» On sait que I’ on peut modéliser toutes les structures de

donneées a partir de la paire que nous noterons <a,b>.

« Une modeélisation de la paire est un triplet de fonctions

m, T, T, tel que :

— m a b est le modele de la paire ;

— 7, est la premiere projection, i.e. t,(ra b) :=a
— 7, est la deuxiemeprojection, i.e. m,(mab) :=b



La paire de CHURCH

La paire de CHURCH est une modélisation de la paire.

On pose ©t =4 (A*a. (A™b. (A*X. X a b)))

m a b est égal a une valeur qui ne nous Importe pas
etmrabx:=xab

SI je veux extraire a de la paire (w a b), Il me suffit de
I” appliquer aK carrab K := Kab :=a. On posera
donc nt; =4+ (A*C. ¢ K)

SI Je veux extraire b de la paire (m a b), 1l me suffit de
I” appliqueraK lcarrab (K1) :=Klab:=1h.On
posera donc m, =4 (A*C. ¢ (K I))




|_es vecteurs

« Un vecteur de longueur n, [a,,..,a,], peut étre modélisé
a |’ aide des paires par
<a,, <a,, <...,<a. ,<a, KI>>.>>



Exercice

On cherche a construire conjointement une famille de combinateurs (B,,) -, tels que

B.fgx, z,= f(gx, - x,) etune famille de combinateurs (V,,) -, telsque:

{ Va1 2122 Tpgy = ML (ViuZp + Tpyga) 81 21

Viz, = mz1 (K1)

1. Déterminer B, .

2. Exprimer B, 4, en fonctionde B,,.

3. Déterminer V.

4. Exprimer V.4, enfonctionde B,, et V/,.

5. Exprimer le couple (paire) (V,,,,B,,+,) en fonction du couple (V,,, B,,) .

6. En déduire une expression pour 1/, ne faisant appel qu'aux combinateurs de base et a

l'entier de Church n.




Exercice

» Puis cherchez P; en fonction de I telle que

Pi [al1 000 ak] :ai Sl | Slfk



|a fonction predecesseur

OnchercheptelquepO:=0etpn+l :=n.

L’ opération <x , y> — <y, y+1> est réalisée par le
terme (A*c. nt (m, C) (S (7, C))).

On itere k fois cette opération sur la paire <0, 0> :
— <0, 0>, itération 0

— <0, 1>, itération 1

— <1, 2>, itération 2

: <I.<-1 k>, itération k
P =ger (AN, (1, (N (A7C. 7 (7, C) (S (7, €))) (n 00))))



En vrac...

= (A"X,y .y P X)
Y.zZ(EXY))
(MY . Z (=Y X))

.= (EXY))
.= (2 XY))
o E:(x+x,y./\(<XY) (>Xy))

* [ =AY .<xXYy0 (s Exy)y))
donc:/=Y (M. (A%XYy.<xy0 (6 (FExy)y))

* % =(A'XYy.<XyxX (R (EXxy)y))
donc:% =Y (M. (MY . <Xy Xx (% (- xXY)Y)))

[ ] o ]
AVAR\A AN

1l

—_

>

+

X

<

I\
1l
N N
> >
-+
X X
<

* etc.



|_a fonction factorielle
Définition :
f(x) = if x=0 then 1 else x * f(x-1)

1¢re étape : curryfication, écriture préfixée
fx=zx1*x(f (px))

2¢me étape : abstraction de I argument
f=M"%.zx1(*x(f (px)))

3éme étape : équation de point-fixe
f=QQF. (A% zx1ExE (x) f

4°me étape : extraction du point-fixe
f=Y Q. Ax.zx1(Ex(E (X))




Definitions multiples

Un programme (fonctionnel) n” est pas simplement 5
fait de définitions explicites ou de définitions

implicites simples. En général ¢’ est un ensemble de
définitions de fonctions s’ appelant les unes les autres.

Exemple:
pair(x) = si x=0 alors true sinon impair(x-1)
Impair(x) = si x=0 alors false sinon pair(x-1)

On appelle cela des recursivités croisées.



Definitions multiples

» La forme générale d’ un programme est :
£y Xq oo Xy = Eq(fy,- . 60 Xq,. - 00X0)
f, Xq oo Xy = Ex(fy, .. £ Xq,. . 00X,)

fo Xy o X, = Ef(fy,. . B0 X, 00X0)

* |l n “est pas nécessaire que les fonctions aient la méme
arité mais j “en ai marre de cliquer dans cet éditeur PPP
pour obtenir des indices d “indices... Bref...



Definitions multiples

« On commence par réaliser | abstraction des variables
dans les corps des fonctions :

fi = A" Xy o X Ey(Fy,. . f0 Xy, X))
f, = A" Xy oo X Es(fy,. . 60Xy, .0 X)

f = A" Xy oo X E(fy,. 60X, .0 X))



Deéfinitions multiples

® puis on écrit - 5
f=OF o W Xy X Ef(F f X)) fy o
f, = o A Xy X E(fy e f Xy X)) fy o

fo =\ f o f (A XX B(Fy,. Xy, 0x) T B

Soit :

fo=U f.. 0, U =4 A T B0 (W XX Ey(Tp,e B0 X g, X))
f,=U, f..f, U,=4¢ (A T 0 (A X X Es(Ty,e e fi0 X, 0X0))

fk — Uk fl"'fk’ Uk =def (7L+ flfk . (7\.«+ Xl...Xn . Ek(fl,. . .,fk,Xl,. . .,Xn))



Deéfinitions multiples

Puis on s’ intéresse a : .
F =[f, )y ..., ]

=V, f, 1, ... f

=V, (U, f,f, ... £) (U, F, fy oo £) .. (UeFy Fy .. £)

=V, (U, P F) (P, F)... . F)) ... U (P F) (P, F) ... (P F))

La, on dispose d’ une équation simple en F que |’ on résoud
comme déja vu :
F=Y (A*F.V, (U; (P, F) (P,F) ... (P F) ... (U, (P, F) (P, F) ... (P, F)))

Puls :
fi=4¢ PiF pouridelak



Base de combinateurs

« Un ensemble {C1,..,Cn} de combinateurs est
appelé une base si pour toute variable x et tout
terme M il existe un terme F construit avec les
combinateurs de la base uniquement et tel que :

FN=[N/Xx]M
« Exemple : {S,K} est une base (algorithme A*).

« Exemple : {B,C,K,W} est une base.
A démontrer en exercice.



Un autre pour le bestiaire. ..
 Onpose Q=(A"x.x KSK)
* QQ=QKSK=KKSKSK=KKSK=KK

- QQQ=KKQ=K
* QQQ=Q(KK)=KKKSK=KSK=S

* On peut exprimer S et K en fonction de Q donc :
{ Q } est une base !

« Un seul combinateur suffit-il 2 Non ! Ou est la faille ?




Combinateur propre

Un combinateur C est dit propre s il existe ntel que g
C X1,.,X, := E oU E est une combinaison pure de xl, W Xos
C’ est-a- dlre un terme construit a partir de x,,..,X
uniquement par |” opération d’ application.

Exemple : S est propre (n=3).

Exemple : K est propre (n=2).

Exemple : Q est impropre.

Un combinateur impropre ne peut étre defini par une

regle de réduction. Il a « besoin » d” autres
combinateurs propes et prée-definis.




Théoreme de CRAIG (1958, grande année 1)

e La démonstration est basée sur les effets des
combinateurs (quelgques pages)

— effet d’ effacement : K
— effet associatif : S, B

— effet permutatif : S, C
— effet duplicatif : S, W

« Une base de combinateurs doit proposer ces 4 effets.
 Un seul combinateur ne peut avoir ces 4 effets.



Combinateurs et calculabilité

Il est clair que les fonctions partielles récursives
peuvent étre implementees par S et K donc
(these de CHURCH) :



Combinateurs et implémentation

« Le travail de cette section montre que I’ on peut 5
Implementer un langage de programmation avec S et K.

« Une fois que la possibilite de modéliser quelgue chose
est démontrée, on peut I” incorporer sans risque dans la
théorie. Exemple : on introduit des constantes pour les
booleens et leurs operations et des regles appropriees.
Ces regles qui ont une portee sémantique sont appeléees

des o-regles.
 Langage implémente par des combinateurs :

— HASKELL, MIRANDA, etc.
— CAML mais avec des combinateurs bien plus puissants.



Combinateurs et programmation

Penser en termes combinateurs signifie penser en
termes de combinaisons d’ opérateurs, d’” opérateurs sur
les opérateurs, etc.

Des langages : FP, GRAAL, ...

Un style de programmation : composer des
operations. ..

Une maitrise des processus recursifs : programmer la
fonction de Fibonacci avec un langage de macro-
expansion comme M4,

Une culture... Formalisme. Op¢rateurs. Abstraction.




