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Théorie formelle

Nous allons présenter la théeorie formelle des combinateurs. 5

Une théorie formelle est une théorie ou axiomes et regles de
déductions n’ utilisent que la forme des « objets » dont elle parle,
¢’ est-a-dire la syntaxe.

Cela n” empéche nullement la théorie d” avoir un sens, ¢’ est-a-
dire une interprétation en termes d’ objets compréhensibles (les
fonctions processus pour la théorie des combinateurs mais ce
n est pas la seule interprétation possible).

La notion d’ interprétation est aussi mathématisée.

Toute theorie formelle se présente a la maniere de la theorie des
combinateurs. C “est aussi le cas des systemes logiques.



Definition par induction (structurelle)

« Si|” on veut définir un ensemble par induction
structurelle, on utilise :

— une ou plusieurs regles de base etablissant que certains
« objets » sont elements de cet ensemble ;

— une ou plusieurs régles de pas d “induction permettant de
construire de nouveaux éléments a partir d’ élements déja
construits.

« Exemple :
— 0 est un entier naturel (BASE)
— sl n est un entier naturel, n+1 est un entier naturel (PAS)



Definition par induction (structurelle)

« Toute définition par induction structurelle est _
implicitement (ou explicitement) suivie de la regle de
fermeture qui dit :

— tout objet de I’ ensemble est construit a I aide des regles
précedentes appliquées un nombre fini de fois.

 Sans la regle de fermeture, la definition est ambigué
car elle n” exclut pas I application un nombre infini de
fois d’ une régle de pas d’ induction ET elle ne dit pas
ce qui n’ est pas un élément de I ensemble. ..



Deéfinition par induction (structurelle)

 Toute définition de structure chainée en
Informatique, liste ou arbre par exemple, doit étre
présentee par induction.

L implémentation n” est qu’ un moyen de réaliser
Informatiguement cette structure de donnees.

* Des langages tels qgue ML (CAML pour les froggies)
prennent en compte les structures de données
definies par induction.



Alphabet de la théorie des combinateurs

Une théorie formelle utilise un langage et donc un
alphabet qui doit étre un ensemble au plus
denombrable de symboles ayant des fonctions
spécifiques. Dans le cas des combinateurs :

— les lettres S et K servent a designer des constantes appelés
combinateurs ;

— les lettres minuscules, a,b.c,... , éventuellement indicées par
des entiers servent a désigner des variables ;

— les parentheses ( et ) sont utilisees pour construire des objets
appelés applications ;

— :=est le symbole de réduction, = celui d’ égalité.



|_es termes de la théorie des combinateurs

e Les termes de la théorie des combinateurs sont définis -
par induction structurelle :

— S et K sont des termes ; (BASE)
— toute variable est un terme ; (BASE)

— sl P et Q sont des termes, (P Q) est un terme ; (PAS)
— regle de fermeture.

« S, Ket les variables sont appelés des atomes.

« On adopte la convention d’ associativité a
gauche de |” application qui permet d’ éliminer les
parentheses superflues mais ne fait pas partie de la
théorie.



Intérét de |’ induction

« Comme les termes sont definis par induction structurelle.
on peut definir des « notions a propos des termes » par
Induction sur la structure des termes. Ce sont des
definitions qui suivent la définition des termes.

« Exemple : les sous-termes d’ un terme.

— on donne explicitement la définition des sous-termes d’ un
terme pour chacun des éléments de la base ;

— on donne le moyen de construire les sous-termes d’ un
terme (P Q) a partir des sous-termes de P et de ceux de Q.



Définition par induction sur le

structure des termes

e | es sous-termes d’ un terme :

— sl M est un atome ou une variable, son seul sous-terme est
lui-méme ; (BASE)

— sl M est une application (P Q), les sous-termes de M sont
M, les sous-termes de P et les sous-termes de Q. (PAS)

« En abrege :
— sl M est un atome, ST(M) ={ M }
—SiM=(PQ),ST(M) ={M} U ST(P) U ST(Q)



Intérét de |’ induction

« Quand des objets sont definis par induction structurelle,
on peut demontrer par induction une propriéeté de ces i
objets : demontrer que les objets de la base ont cette
propriété et que la propriété respecte les pas d’ induction.

« Exemple : les entiers naturels sont définis par :

— 0 est un entier naturel ;
— sI n est un entier naturel, n+1 est un entier naturel

Démontrer une propriéeté P(n) des entiers naturels :
— demontrer P(0) ;
— demontrer P(n+1) en supposant P(n).




Demonstration par induction pour
les termes

* Pour démontrer une propriété P(M) des termes de la
théorie des combinateurs, je dois :
— demontrer P(K) et P(S) ; (BASE)
— demontrer P(x) lorsque x est une variable ; (BASE)

— demontrer P(M N) en supposant P(M) et P(N) (hypothese
d “induction). (PAS)




Exemple

aMi ... Mj n>0¢cla =0
\Y/ a

« Démonstration :

— si M est un atome, constante ou variable, M est déja sous la
forme demandee avec n=0 ;

— Si M =P Q, on suppose par hypothése d’ induction que P
possede la propriété donc P peut s’ écrire a P1 ... Py. Donc :
M=PQ=(@P1...Py)) Q=aP;1 ... Py Q par application de la
regle d’ associativité a gauche de I” application.



" induction

« L’ induction est un outil mathématique tres
utilisé en logique et en informatique.

 Maitriser I” induction est essentiel des que I” on
veut traiter de la logique ou de |I" informatique.



Démontrer des formules

« Une theorie formelle a pour fonction de permettre de
demontrer des formules.

* On ne parle pas de formules vraies ou fausses (ce qui est
une notion discutee) mais de formules demontrables ou
non démontrables dans le cadre du systeme formel avec

les axiomes et les régles que I on se donne (ce qui n’ est
pas discutable).

 Le choix des axiomes et des regles peut étre discute.



|_es formules

e Les formules de la théorie des combinateurs
sont les expressions de la forme M := N ou de la
forme M = N avec M et N des termes.

« Une formule de la forme M := N se lit M se
réduit a N.

 Une formule de la forme M = N se lit M est
egal a N.



" axiomatisation

L~ axiomatisation est I’ ensemble des regles que I’ on .
peut utiliser pour démontrer une formule.

L’ axiomatisation d” une théorie formelle comprend
principalement deux types de regles :

— des axiomes : ce sont des regles qui affirment que certaines
formules sont admises comme étant demontrées ;

— des regles d “inférence ou régles de déduction qui
permettent de demontrer une nouvelle formule a partir de
formules déja demontrées, on les présente sous la forme :

Hi...Hx - hypotheses
C < conclusion




Axiomes de la théorie des combinateurs

Trols axiomes :

Un axiome comme (K) signifie que toute formule de la forme
K XY := X est considéree comme démontrée a priori.

En fait, il dénote une infinité (dénombrable) d’ axiomes, un
pour chacune des valeurs possibles des meta-variables
XetY.

Un tel type d” axiome est appelé un schéma d “axiome.




Regles de la théorie des combinateurs

 Trois regles pour la réduction :




Regles de la théorie des combinateurs

« Trois régles pour I’ égalité : I’ égalité est la fermeture &
symetrique et transitive de la réduction !



Démonstration

« Une démonstration dans un tel systeme prend
alors la forme d’ un arbre :

— laracine de I’ arbre est la formule démontrée :
— une feuille de I’ arbre est un axiome ;

— on passe des fils d” un neeud de 1" arbre au nceud par
I” application d’ une régle d’ inférence.

« Exemple suit !
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Cette présentation plus « littéraire » et plus concise
a la faveur des ouvrages de logique.



Démonstrations

» Dans les deux cas, hous avons rigoureusement et
formellement démontré que la formule

etait un théoreme de notre systeme formel.
L’ arbre EST la preuve.

 Nous I’ avions déja démontré INFORMELLEMENT :
SS(KNfx=ST(KIH)x=STfIx:=Fx(Ix)=fxx



Intérét des preuves sous forme

d’ arbres

« Les preuves-arbres permettent d’ élégantes démonstratiofis
par réecurrence sur la hauteur de la preuve:

— une preuve de hauteur 0 est un axiome ;
— une preuve de hauteur k+1 est de la forme :

AR

Hi H:

®
ou les preuves de Hi,H»,..,Hk sont de hauteur au plus k.



Exemple

 Plus clairement, si deux termes sont egaux, il existe une
suite d” expansions et de réductions reliant le premier au
deuxieme.

 La démonstration se fait par recurrence sur la hauteur de
I” arbre. Comme il n” existe pas d’ axiome décrivant une
égalité, il n” existe pas d’ arbre de preuve de hauteur 0.
La récurrence commence donc a 1.



Pour un arbre de hauteur 1

Un arbre de hauteur 1 est un ou plusieurs
axiomes suivi de | application d’ une regle
qui fournit la conclusion M = N.

Seules trois regles permettent une conclusion
de la forme M=N : (fe), (rf), (te).

Les hypotheses des regles (rf) et (te) ne
peuvent étre des axiomes puisgue ce sont des
egalites. La derniere regle est donc (fe).

La preuve de hauteur 1 est donc :

M:=N

M =N
ou M := N est un axiome.
Le résultat est alors évident.



Pour un arbre de hauteur k+1

On examine la derniére régle utilisée dans la preuve. C’ est une régle dont la
conclusion est de la forme M=N. Il ne peut s’ agir que de I’ une des régles B
(fe), (rf) ou (te).

Si la derniere regle est (fe), le résultat est trivial. M:=N

Si la derniére regle est (rf), I hypothese de M =N
récurrence s’ appligue a la formule N=M. Il existe
donc une suite de réduction et d” expansions allant
de N a M. En inversant cette suite, on en obtient N (rf)
une qui va de M a N.

Si la derniére regle est (te), I” hypothése de

récurrence s’ appligue aux hypotheses M=L et

L=N. Il existe donc deux suites d’ expansions M=L L=N (te)
et de réductions, I’ une entre M et L et I” autre M=N

entre L et N. En les mettant bout a bout, on en

obtient une de M a N.

(te)




e theoreme de CHURCH-ROSSER

« Démonstration : st M=N, il existe une suite Mo,...,Mxk
telleque M=Mgp :=: M1 :=: ... = Mk=N.

Puis on demontre que si k>2, il existe une telle suite de
longueur strictement inférieure a k.

En itérant ce procéde, on trouve une suite de longueur
au plus 2.



M=Mo:= M1:= Ma:=: M3z :=:... = Mk=N

de Mo := Mj et M1 := My, on deduit par (tr) gue Mo := My, donc:
M=Mo =My == Mz:=:... = Mk=N

M=Mp:= M1 = My:=M3z:=:... =:Mk=N

de M1 =: Mz := M3, on déduit par le lemme C-R M; := Z =: M3, donc:
M=Mp:=M1:=Z=Mz:=:... == Mk=N

de Mo := M1 et M1 := Z, on déduit par (tr) que Mo := Z, donc:
M=Mp:=Z=Mz:=:... =M=N

M=Mp:= Mi=Mx=M3z:=:... = Mk=N

de M1 =: Mz et M3 =: M3, on déduit par (tr) qgue My =: M3, donc:
M=Mo:= M= M3z:=:... = Mk=N

M=Mo=M1= Mz .= M3z :=:... = M=N

de Mo =: M1 et M1 =: M2, on déduit par (tr) gue Mo =: Mz, donc:
M=Mp= M= M3z :=:... =:M=N

M=Mo=M1 =M =Mz :=: ... =: M=N

de M1 := Mz et Mz =: M3, on déduit par (tr) gue M1 =: M3, donc:
M=Mo=M1 =Mz:=:... = Mk=N

M=Mo=M1 =Mo=: M3 :=:... =: Mk=N
de Mo =: Mj := M2, on deduit par le lemme C-R My := Z =: M, donc:
M=Mop=Z =M= M3 :=:... =:Mk=N

de Z =: M2 et M2 =: M3, on deduit par (tr) que Z =: M3, donc:
M=Mo:=Z=Mz:=:... = M=N




M: =L =N

on prend Z=N

M =L='N

onprend Z=L

M= L='N

on prend Z=M

M= L =N

on prend Z donné par le lemme C-R




Unicité de la forme normale

« On adéja vu avec le lemme de CHURCH-ROSSER ques
la forme normale d’ un terme, lorsqu’ elle existe, est
unique.

« Démonstration. Si P = Q alors il existe Ztelque P :=ZetQ :=Z. Mais P
étant une forme normale, il n’ y a plus rien a réduire donc P = Z. De la
méme maniere, ona Q = Z.



L" ensemble des formes normales

Démonstration : on commence par vérifier que les élements de cet
ensemble sont des formes normales. Puis on veérifie que les formes
normales sont élements de cet ensemble. Pour cela, on se rappelle
que tout terme peut s’ écrire sous la forme a M1...M;, avec a atomique.
A faire en exercice.




RESOLUBILITE

« Le fait qu’ un terme ne soit pas normalisable ne 5
I” empéche pas d” avoir une valeur opératoire en tant que
fonction.

« Exemple. S K Q n’ est pas normalisable puisque Q ne

|” est pas. Pourtant :
SKQI=KI@QI):=1

« Unterme T est dit résoluble s’ il existe n > 0 et Xa,..., X
tels que T Xi...X, soit normalisable.



RESOLUBILITE

Démonstration :
— 2 implique 3 est évident.
— 3 implique 2 est évident.
— 3 implique 1 est évident.

— 1 implique 3 se demontre en utilisant la définition inductive des
formes normales.

A faire en exercice.



| e sens des termes

« Est-ce que tous les termes ont du sens ? Méme s’ ils
n’ ont pas de forme normale ?

« Reponse de H.B. CURRY : oul, tous les termes ont du
sens. L’ interprétation d’ un terme est son arbre de
réduction qui est une entité mathématique. C’ est une
approche FORMALISTE.



« Reponse de A. CHURCH : seul les termes ayant une
forme normale ont du sens.

Malheureusement, si I’ on introduit un terme _L
représentant | indéfini et si pose I” axiome :

M =1 si M n’ a pas de forme normale
alors on aboutit a une contradiction :
S(K(KX)(KQ)=S(K(KY))(KQ®Q)
onc: S(K(KX)(KQ)I=SK(KY))KQQ)I
onc: KKX)I(KQD=KKY)I(KQI)
onc: KXQ=KYQ
onc: X=Y

OO O O o




« Réponse de H. BARENDREGT : seuls les termes
resolubles ont un sens.

Si I” on introduit un terme L représentant |I” indéfini
et si pose | axiome :

M = 1 si M n’ est pas résoluble
alors la theorie reste COHERENTE.




L’ égalité extensionnelle

« L’ égalité que nous avons vu jusqu’ a présent est
I” égalité « faible » ou égalité entre processus de
calcul.

e OnaSKIx=Kx(Ix)=x=Ix.SKetlsont
egaux en tant que fonctions mais ils ne sont pas
égaux en tant que processus de calcul, ¢’ est-a-
direquel’onn"apasSKI=1.

« L’ égalité entre fonction graphe est aussi
appelee égalite extensionnelle ou égalite forte et
parfois notee X =, Y.



Les axiomes de |I" égalité extensionnelle

Trois axiomes equivalents :

 Axiome 1. SIF Z =G Z pour tout Z alors F = G.
« Axiome 2. SIFx=Gxetx ¢ (FG)alors F =G.

« Axiome 3. S’ il existe n > 0 et des variables
X1,....Xn & (F G) telles que F X1...xnh = G X1...Xn,
alors F = G.

Exercice : demontrer que ces trois axiomes
sont equivalents.



L opérateur de point-fixe

 Soit F une fonction et X tel que F X = X, on dit
gue X est un point-fixe de F.

« On pose .Y est appelée
| "opérateur de point-fixe de CURRY ou encore
le combinateur paradoxal de CURRY.




« YF WS (BW B)F
S(BW B) (BWB)F
BWBF (BWBF)

W (B F) (B W B F)
BF(BWBF)(BWBF)
F(BWBF (BW B F))

F(Y F)

« Autrement dit, la théorie des combinateurs nous
permet de calculer le point-fixe de n” importe
quelle fonction exprimable dans la theorie des
combinateurs, ¢’ est-a-dire de toutes les fonctions
effectivement calculables.



L opérateur de point-fixe

« On remarque que des fonctions calculables comme la ®
fonction successeur n’ ont pas de point-fixe....

« Reponse classique. On admet gue nos opérateurs ne sont
qu’ une partie des fonctions mathématiques classiques et
on cherche a les interpréter comme les fonctions d’ une
famille de fonctions classiques qui ont des points-fixes.

C'estce qu afait D. SCOTT avec
les Modeles de SCOTT.



« Réeponse de S. FEFERMAN. On pense au contraire
que ce sont les fonctions mathematiques classiques,
bridées par la théorie des ensembles, qui ne sont _
gu’ un cas particulier de nos opérateurs et que le
langages des combinateurs, fonctions processus, est
un langage UNIVERSEL permettant de decrire les
objets des mathematiques classigues mais aussi
d’ autres objets qui n’ y appartiennent pas. De sorte
que les mathematiques classigues peuvent ne pas
percevolr que certains objets sont points- fixes de
fonctions parce gue ces objets sont hors de leur portee.




Les operateurs de point-fixe

— Démonstration : a faire en exercice.

— Démonstration : a faire en exercice.

« Conjecturede CURRY :Sim=n, Y (SD"=Y (ST



Un dernier pour le bestiaire. ..

e Posons K® =45 Y K alors
KeX=YKX=K(YK)X=YK=K*

« K= est appelé I' ABSORBEUR.



