Chp. 9. Convexité

Avertissement! Dans tout ce chapitre, C' désigne une partie convexe de IR™, et f une fonction
numérique partout définie sur C.

9.1 Fonctions affines, convexes, strictement convexes

Définition 16 On dit qu’une fontion a de C dans dans IR™ est affine sur C si :

(1) Vez,zyeC,x#y, 0<t<l = alftze+(1-t)y]=ta(z)+(1—-1t)a(y)

Exemple 9.1 Toute fonction linéaire et toute fonction constante sur IR™ sont affines sur IR™.
Exemple 9.2 La relation : a(x,y) =z — 2y + 3 définit une fonction affine a de IR? dans IR .

Plus généralement, toute fonction affine a d’une partie convexe C' de IR™ dans IR est définie
sur C' par une relation de la forme :

n
e a(x) IZaiZL‘Z’—Fb:aTIL‘—l-b
i=1
ou : a est un vecteur donné de IR™, et b un réel donné. C’est la somme d’une fonction linéaire et
d’une fonction constante.

Définition 17 On dit que [ est convexe sur C si :
(2) Ve,yel,xz#y, 0<t<l = flta+Q—-t)y]<tflz)+(1-1)f(y)
Exemple 9.3 Toute fonction affine sur C est bien sur convexe sur C
Exemple 9.4 Toute norme sur IR™ est convexe sur IR™
On notera que (1) équivaut a :
(3) Vae,yeC, 0<t<1 = aftz+(1-ty]=ta(x)+(1-t)a(y)
et que (2) équivaut a :
(4) Ve,yeC, 0<t<1 = fltz+1-t)y]<tf(z)+(1-1)f(y)
On ne change donc pas les définitions 16 et 17 en remplacant (1) par (3) et (2) par (4). Utiliser (1)

plutot que (3) et (2) plutot que (4) permet cependant de conserver le parallele avec la définition
suivante :

Définition 18 On dit que f est strictement conveze sur C' si :
(5) Veyel z#y, 0<t<l = fltz+(1-t)y]<tf(z)+(1-1)f(y)

Exemple 9.5 Aucune norme n’est strictement convexe sur IR™ car sa restriction a toute droite
vectorielle est affine, mais le carré de la norme FEuclidienne, par exemple, définit une fonction
strictement convexe sur IR™.
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9.2 Caractérisation géométrique

Le caractére affine, convexe, ou strictement convexe d’une fonction ¢ d’une variable sur un
intervalle I correspond a une propriété géométrique simple du graphe de ¢ au dessus de [ :

e Elle est affine sur [ si et seulement si son graphe sur I est un segment de droite.

e Elle est convexe sur [ si et seulement si le segment joignant deux points quelconques de son
graphe sur I est toujours situé « au dessus » de ce graphe (éventuellement partiellement ou
tout entier contenu dans le graphe).

e Elle est strictement convexe sur I si et seulement si elle y est convexe, et son graphe ne
contient aucun segment.

Théoreme 9.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) C est conveze et f est convexe (resp. affine, strictement conveze) sur C.

(2) Pour tout x dans C, et tout u dans R™, [ ={t € IR | x +tu € C} est un intervalle de IR ,

et : o(t) = f(x +tu) est convexe (resp. affine, strictement convexe) sur I.

Preuve

e (1) = (2) : Solent = un point de C' et u un vecteur de IR™ donnés :

Posons : p(t) = f(x +tu),et : I ={t € R | x+tue C}. Sit; ettysontdeux points distincts
del,et:0<s<1,onpeutécrire:x+[st1+(1—s)toju=sx1+(l—38)zg,0ou:21=x+tu,
et : xo = x + tou sont deux points distincts appartenant a C. Puisque C' est convexe, et f est
convexe (resp. affine, strictement convexe) sur C, le point : = + s[t; + (1 — s)t2]u appartient
encore a C, donc : st1 + (1 — s) to appartient a I, et :

plsti+ (1 —s)ta] = flszr+(1—s)a2] <s f(z1) + (1 —s) f(z2) = s (t1) + (1 — 5) p(t2)
(resp. =, <)
Le résultat valant pour tout couple de points distincts t1 et 5 de I, et tout réel s de 'intervalle
10,1, I est un intervalle, et ¢ est convexe (resp. affine, strictement convexe) sur I.

e (2) = (1) : Soient x1 et x9 deux points distincts donnés dans C, et : 0 < s < 1:

Posons:u =z —x9,et: p(t) = f(za +tu),desorteque: I ={t € R | z +tu € C} contient :
ti=1et: ta =0, @(t1) = f(z1), et : p(t2) = f(z2).

Par hypothese, I est un intervalle, donc : s = st1 + (1 — s) to appartient & I et ¢ est convexe
(resp. affine, strictement convexe) sur I. Ainsi : © + su = sy + (1 — s) zo appartient & C, et :

flswi+ (1 —s)xa] = w(s) <s(tr) + (1 —s) p(ta) = s f(z1) + (1 = 5) f(z2) (resp. =, <)

Le résultat valant pour tout couple de points distincts x1 et xo de C, et tout réel s de I'intervalle

10,1[, C est convexe, et f est convexe (resp. affine, strictement convexe) sur C'.
a

Corollaire 9.2 Si f est convexe, mais pas strictement convezxe sur C, sa restriction a un segment
[z,y] de longueur non nulle contenu dans C' est affine, et donc son graphe contient un segment de
droite de longueur non nulle.
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9.3 Cas des fonctions de classe C?

Théoréme 9.3 Une fonction f de classe C? sur un ouvert convere Q est convere sur S si et
seulement si sa Hessienne V2f(x) est SDP en tout point = de Q.

Si en outre l’ensemble : { x € Q | det V2f(x) =0} ne contient aucun segment [z,y] de longueur
non nulle contenu dans ), f est strictement convexe sur €.

Preuve : On utilise le théoreme 9.1. Soient x un point donné de €2, et u un vecteur donné de
R™. Posons : p(t) = f(x+tu),et : [={t € R | z+tuec Q}. Puisque 2 est un ouvert convexe,
I est toujours un intervalle ouvert contenant zéro, ¢ est C2sur I, et, pour tout ¢ dans I :

" (t) = ul V2 f(z +tu) u
Si f est convexe sur €2, o est toujours convexe sur I (thm 9.1). En particulier : ¢”(0) = uT V2f(x) u

est toujours positive, et donc : V2 f(x) est SDP en tout point = de Q. Réciproquement, si V2f(z)
est SDP en tout point z de Q, ¢” est toujours positive sur I, donc ¢ est toujours convexe sur I, et
f est convexe sur Q (thm 9.1).
Enfin si f n’est pas strictement convexe sur €}, il existe au moins un point x de {2 et un vecteur
u de IR™ tels que ¢ soit affine sur un intervalle : J = [¢;,t2] de longueur non nulle contenu dans :
I={tcR |x+tucQ} Mais alors : ¢"(t) = u? V2f(z + tu) u est nulle en tout point ¢ de J,
et Pensemble : {x € Q | det V2f(x) =0} contient le segment : [z +t u,x +tau].
Od

Exemple 9.6 Toute fonction elliptique sur un ouvert convexe ) est strictement convexe sur €.
, 1 . . .
Exemple 9.7 La fonction : f = — +x +y est strictement convezre, mais pas elliptique, sur [’ou-
ry

vert conveze : Q = { (z,y) € R?| z,y > 0} (le vérifier par le calcul de sa Hessienne).

Attention! Méme si f est strictement convexe sur 2, Uensemble : {x € Q | det V2f(xz) =0}
peut contenir un segment de longueur non nulle.

Contre-exemple 9.8 La fonction f = 2* + y* est strictement conveze sur IR?, bien que : det V2 f(x,v)
en tout point (x,y) vérifiant : xy = 0.

9.4 Cas des fonctions de classe C!

Théoréme 9.4 Si f est convexe (resp. strictement convexe) sur 2, et dérivable au point x de ) :
yeQ yta, = fy) = fla)+ Vi) (y—2)  (resp.>)

Preuve : Posons u =y — x. Par hypothese, {2 est un ensemble convexe contenant [z,y] donc :
I={teR |z+tuecQ} est un intervalle contenant [0,1]. Puisque f est convexe (resp. stricte-
ment convexe) sur £, p(t) = f(z + tu) est convexe (resp. strictement convexe) sur I, donc, pour
0<t<l:

(6) @(t) <te(l)+ (1 —1t)¢0) (resp. <)
et :
(7) 0<s<1l = p(st)<sp(t)+(1—:s)p0) (resp. <)
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En combinant (6) et (7), il vient :

p(st) = ¢(0) _ »(t) = ¢(0)
st - t

(8)
Puisque f est dérivable en z, ¢ est dérivable en 0, d’ou, en faisant tendre s vers 0 dans (8) on

déduit : ¢(0) < (1) — (0, soit : Vf(2)Tu < Vf(2)T(y — ) < f(y) — f(a) (resp. <).

< (1) = »(0) (resp. <)

a

Théoréme 9.5 Une fonction f de classe Clsur un ouvert conveze §) est convexe (resp. strictement
convexe) sur Q si et seulement si :

9) zyeQ a#ty, = fly)>fl)+Vf@)(y—2) (resp. >)

Preuve : Si f est Clsur €, elle est dérivable en tout point de Q et on déduit alors du théoreme
94: yeQy#r = fly)>flx)+Vf@)(y—z) (resp. >), donc (9) est vérifie.

Réciproquemment, supposons (9) vérifiée. Pour montrer que f est convexe (resp. strictement
convexe) sur €, il suffit de prouver que, pour tout couple (z,y) de points distincts de € :

p(t) =t f(z)+ (1 =1t) fly) = fltz+ (1 -1)y]
est positive (resp. strictement positive) sur I'intervalle ] 0,1 [. Puisque  est convexe et f est Clsur
Q, ¢ est toujours bien définie et Clsur [0,1]. En outre : ¢(0) = ¢(1) = 0.

Si ¢ n’est pas strictement positive sur ] 0,1, elle atteint nécessairement son minimum sur en
un point t* de ]0, 1| pour lequel : ¢(t*) <0, et : @' (t*) = f(x) — f(y) — VF(z*)(x —y) =0, ou :
Z*=t*r + (1 — t*)y est un point de 2, distinct de = et de y. De (9) on déduit alors :

(10) V(=) "(y—=") < fly) = f(z7) (resp. <)
Mais : (") = " f(z)+ (1 —t) f(y) — f(z")
= " [f(@) = fW]+ fy) — f(z7)
= /() + V() (@ —y) + fy) - f(2)
= V(@)= y) + fly) - f(z9)

Si I'inégalité est toujours stricte dans (10), on déduit : ¢(¢*) > 0, une contradiction. Donc ¢ est
nécessairement toujours strictement positive sur ] 0,1 [, et f est strictement convexe sur €.

Si l'inégalité est seulement utilisée au sens large, on déduit : ¢(t) = 0, donc ¢ est toujours

positive sur |0,1[, et f est convexe sur €.
O

9.5 Regles opératoires sur les fonctions convexes

Les régles suivantes et le « catalogue » des fonctions d’une ou plusieurs variable dont les pro-
priétés de convexité sont connues (fonctions usuelles d’une variable, normes, fonctions affines,
...etc.) permettent éventuellement de reconnaitre sans calculs le caractére convexe ou strictement
convexe d’'une fonction donnée. Elles se déduisent directement des définitions 16, 17 et 18, et leur
vérification est abandonnée au lecteur a titre d’exercice :

gmil.opti. G.L. cours — 02/05 p. 60



Université Paris Dauphine iup.gmi

e Stabilité par addition :

Si les fonctions fq,..., fas sont toutes convexes sur C, leurs somme est convexe sur C. Si
l'une d’entre elles au moins est strictement convexe sur C, la somme est strictement convexe
sur C.

e Stabilité par composition & gauche :

Si f est convexe sur C' et ¢ est convexe croissante sur un intervalle I contenant f(C), po f
est convexe sur C. Si en outre f est strictement convexe sur C, et ¢ strictement croissante
sur I, p o f est strictement convexe sur C.

Exemple 9.9 f= v+ est strictement conveze sur IR2.

e Stabilité par composition a droite :

Si a est affine sur C, et f est convexe sur a(C), fo a est convexe sur C (a(C) est
nécessairement convexe si a est affine).

Attention! foa n’est pas nécessairement strictement convexe sur C', méme si f est stricte-
ment convexe sur a(C).

Contre-exemple 9.10 [ = etV est convexe, mais pas strictement conveze sur IR? (le
vérifier par le calcul de la Hessienne).

Cependant, si a est a la fois affine sur C et injective, et si f est strictement convezre sur
a(C), f o a est encore strictement conveze sur a (C).

e Enveloppe supérieure d’une famille de fonctions convexes :

Si F est une famille (finie ou infinie) de fonctions convexes sur C, leur borne supérieure point
par point : max{ f € F} est convexe sur C'

2 2
Exemple 9.11 f = max(e®*t¥, e TY") est conveze sur IR2.
Attention! Le produit de deux fonctions convexes sur C' n’est pas, en général, convexe sur C.

Contre-exemple 9.12 Les applications linéaires : (z,y) — z, et : (z,y) — y sont convezres sur
IR?, mais pas leur produit : (z,y) — xy (le vérifier par le calcul de la Hessienne).

9.6 Inégalités de convexité généralisées

Théoréme 9.6 f est convexe (resp. affine, strictement convexe) sur C' si et seulement si, pour tout
entier M > 2, tout ensemble fini : x1,...,xp de points distincts de C, et toute suite : tq, ...ty
de réls strictement positifs et de somme un :

M M
(11) f [ zthk] <>ty flan) (resp. =, <)
k=1 k=1

Preuve : Notons (P) la propriété : « Pour toute suite : x1,...,2p de M points distincts de
C, et toute suite : t1,...,ty de M réels strictement positifs et de somme un, I'inégalité (11) est

vérifiée ». Par définition, f est convexe (resp. affine, strictement convexe) si (P) est vérifiée pour :
M = 2. Pour démontrer le théoreme 9.6, il suffit donc de prouver que, si f est convexe (resp. affine,
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strictement convexe) sur C, et donc si (P) est vérifiée pour : M = 2, alors (P) est nécessairement
vérifiée pour tout entier : M > 2.
Supposons f convexe (resp. affine, strictement convexe) sur C, et (P) vérifiée pour un entier :

M > 2 donné, et considérons une suite : x1,..., 2341 de M + 1 points distincts de C', et une suite :
t1,...,tpre1 de M + 1 réels strictement positifs de somme un.
t
Posons : t =tpr41, et : skzl—kt (k=1,...,M),desorteque:0<t<1,et:sy,...,sp est
une suite de M réels strictement positifs de somme un. Puisque C est convexe et f convexe (resp.
M
affine, strictement convexe) sur C, le point : Z sk appartient a C| et :
k=1
M+1 M M
I teme] < fltann+ (-0 sean] < tf o [+ (1=0) F| Y sean]
k=1 k=1 k=1
(resp. = si f est affine) d’ou, en utilisant ’hypotheése de récurrence :
M+1 M M+1
I thme ] < tf@m)+ Y A=tk flan) = >t fla) (resp. =, <)
k=1 k=1 k=1
Le résultat valant quelles que soient les suites : z1,...,2p41 de points distincts de C| et :
ti,...,tp41  de réels strictement positifs de somme un, (P) est vraie pour M + 1.

Puisque (P) est vraie pour M = 2, on conclut qu’elle est vraie pour tout entier M, d’ou le
résultat.
Od

Exemple 9.13 L’inégalité arithmético-géométrique :
M M M
x>0, 7, >0, Zrkzl = HxZ’“SZrkxk
k=1 k=1 k=1
(Appliquer Uinegalite de convezité (9.6) a la fonction : ¢(t) = —logt, convexe sur|0,4o00]).

Exemple 9.14 L’inégalité de Jensen : si f est convexe sur C, et X est une variable aléatoire a
valeurs dans C' : fIE(X)] < E[f(X)], ou : E(X) (resp. E[f(X)]) désigne l'espérance de X

(resp. de : Y = f(X)).

9.7 Utilisation de la convexité en optimisation

Théoréme 9.7 Si f est convexe sur C, les ensembles de niveau de f dans C' sont convexes.

Preuve : Notons: S, ={xz € C | f(z) < a} ensemble de niveau « de f dans C. Si x et y sont
deux points distncts de Sy, et ¢ un réel de Uintervalle |0, 1[, on a, par définition de S, :

flte+ (A =ty] <t fl@)+ (1 -1) f(y) <tat(l-tHa=a

d’ou le résultat.
Od

1
Exemple 9.15 L’ensemble : C = { (v,y) € R?| 2,y >0, et : — +ax+y< 3} est une partie con-
zy

veze de IR2.
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En particulier, si f est convexe sur C et atteint son minimum sur C, [l’ensemble des points
minimisant f sur C est toujours convezxe .

Théoreme 9.8 Si f est convexe sur C, et x* est un point critique de f appartenant a C, x*
minimise f sur C. Si f est strictement conveze sur C, c’est 'unique minimum de f sur C.

Preuve : C’est une conséquence directe du théoreme 9.4
O

On notera que, dans cet énoncé, I’ensemble convexe C' n’est pas nécessairement ouvert. Le résultat
fournit cependant une réciproque partielle du principe de Fermat :
e Tout minimum de f sur un ouvert §2 est un point critique de f.

e Réciproquemment, si € est un ouvert conveze et f est convexre sur §2, tout point critique de
f appartenant a €2 minimise f sur €.

On dit d'un probleme de minimisation, avec ou sans contraintes, qu’il est conveze lorsque son
ensemble admissible A est convexe et son critére convexe sur A .

Le théoreme 9.8 montre que la résolution d’un probleme de minimisation convexe sans contrainte
se réduit a trouver un point critique admissible du critere.
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