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Présenté le 14 novembre 2023 devant le jury composé de
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4 Modèles de Maximum d’Entropie pour la Synthèse d’Images 65
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4.3 Échantillonnage et Optimisation Stochastique . . . . . . . . . . . . . 69

4.3.1 Algorithme de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3.2 Optimisation Stochastique avec Algorithme de Langevin . . . 70
4.3.3 Garantie de Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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tion qu’ils ont portée à mes travaux. Je remercie profondément Pierre Chainais, Ga-
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sitaire et ont cherché à me transmettre une vision scientifique ambitieuse, sincère
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taire pour écouter ou relire de façon précise et bienveillante, et avec qui j’ai eu la
chance de collaborer étroitement pendant mes cinq années à l’Université de Bor-
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tis, Christine Bachoc, Marc Arnaudon, Karim Kellay et Vincent Koziarz. J’adresse
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Chapitre 1

Introduction

Les travaux présentés dans ce document de synthèse s’inscrivent dans le do-
maine des mathématiques appliquées au traitement des images, et traitent plus
précisément de synthèse de textures par l’exemple, de modèles génératifs d’images,
et de restauration d’images. Nos avancées sont basées sur des outils mathématiques
liés à la modélisation aléatoire, au transport optimal, aux méthodes de Monte-Carlo,
à l’optimisation et à l’apprentissage profond.

Prenant leur source à la fin de ma thèse au laboratoire MAP5 de l’Université
Paris Descartes, ces travaux ont été menés entre 2014 et 2018 au laboratoire CMLA
de l’École Normale Supérieure de Cachan puis entre 2018 et 2023 à l’Institut de
Mathématiques de Bordeaux. Ils ont bénéficié des apports de nombreux collègues
et étudiants avec qui j’ai eu le plaisir de collaborer. Certains axes ont été poursuivis
au cours des thèses de deux doctorants que j’ai pu co-encadrer : Valentin de Bor-
toli (entre 2017 et 2020 à l’École Normale Supérieure de Cachan Paris-Saclay), et
Samuel Hurault (entre 2020 et 2023 à l’Institut de Mathématiques de Bordeaux).

J’ai fait le choix de concentrer ce document de synthèse sur mes contributions
principales en lien avec la modélisation des textures et la restauration d’images, que
je vais maintenant résumer. J’espère que ce choix permettra de mettre en lumière
un fil conducteur de mes travaux, consistant à tirer profit à la fois de méthodes
d’optimisation et d’échantillonnage aléatoire, de façon à produire des algorithmes
efficaces et stables pour la synthèse et la restauration d’images.

1.1 Synthèse de Textures par Transport Optimal de
Patches

Le Chapitre 2 porte sur l’utilisation du transport optimal dans l’espace des
patches pour la synthèse de textures [J7, J12].

L’objectif de la synthèse de textures par l’exemple est de concevoir des algo-
rithmes prenant en entrée une texture exemple et produisant en sortie une nouvelle
texture, possiblement beaucoup plus grande, et ayant les mêmes caractéristiques
perceptuelles (voir Fig. 1.1). On se limitera ici au cas des textures homogènes
définies sur une grille discrète. Étant donné une texture exemple u0 : Ω ÝÑ Rd
à d couleurs définie sur un rectangle Ω Ă Z2, on cherche donc à proposer un modèle
de champ aléatoire stationnaire V : Z2 ÝÑ Rd qui est facilement simulable, et dont
les réalisations ont le même aspect textural que celui de u0.

De nombreuses solutions ont été proposées pour répondre à ce problème de
synthèse de textures [158, 120]. Parmi celles-ci, on peut d’abord compter les
méthodes paramétriques [118, 51] qui visent à produire une image respectant une
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Original Synthèse avec le modèle Texto

Figure 1.1 – Synthèse de textures par l’exemple. On montre à gauche une
texture exemple 256 ˆ 256, et à droite une synthèse 1280 ˆ 768 obtenue avec le
modèle Texto.

collection donnée de statistiques importantes pour la perception. Le modèle pa-
ramétrique le plus simple est le modèle gaussien [50], qui permet de conserver exac-
tement l’auto-corrélation spatiale de la texture, et donc aussi le contenu fréquentiel.
On peut distinguer également les méthodes à patches [48, 47, 85] qui composent
la synthèse en faisant des recopies locales astucieuses de la texture exemple. Nos
travaux visent à concilier ces deux lignées, en exploitant des transformations locales
qui induisent une cohérence statistique globale. Plus précisément, nous chercherons
à faire en sorte que les distributions de patches (imagettes de taille w ˆ w) de u0
et V soient proches, de façon à ce que les motifs de taille w ˆ w aient la même
fréquence d’apparition dans u0 et dans V .

En collaboration avec Bruno Galerne et Julien Rabin, nous avons conçu des
modèles de textures structurées en enrichissant le modèle gaussien à l’aide de
transformations locales. Pour contraindre la distribution des patches des images
synthétisées, nous avons utilisé des applications de transport optimal dans l’espace
des patches. Plus précisément, étant donné une synthèse courante U (par exemple
le modèle gaussien) de distribution de patches µ, et la texture exemple u0 avec
distribution empirique de patches ν, on considère une application T qui résout le
problème de transport optimal entre µ et ν :

inf
T

∫
RD

cpx, T pxqqdµpxq, (1.1)

où cpx, yq “ ∥x ´ y∥2 est le coût quadratique sur l’espace des patches RD, et où
l’infimum est pris sur l’ensemble des applications mesurables T : RD ÝÑ RD telles
que la mesure image T7µ vaut ν. Ici, l’intérêt de ces applications de transport optimal
par patch est qu’elles permettent de modifier très légèrement la texture localement
de façon à renforcer la cohérence statistique globale.

Nous avons exploité en particulier le cadre de transport optimal semi-discret,
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dans lequel µ est à densité sur X Ă RD et ν supportée par un ensemble fini Y de
cardinal J . Pour ce cas, plusieurs auteurs [4, 81] ont montré que la solution a la
forme suivante :

Tψpxq “ Argmin
yPY

cpx, yq ´ ψpyq, (1.2)

où ψ P RY est une solution d’un problème d’optimisation concave en dimension
finie. Les préimages de cette application

Lψpyq “ { x P X | @y1 ‰ y, cpx, yq ´ ψpyq ă cpx, y1q ´ ψpy1q } (1.3)

définissent un diagramme de Laguerre illustré sur la Fig. 1.2, et l’application Tψ est
bien définie en dehors des cas d’ex aequo obtenus sur l’interface

Aψ “ X z
⋃
yPY

Lψpyq. (1.4)

On peut montrer que la résolution du transport optimal entre µ et ν revient
exactement à trouver le diagramme de Laguerre qui divise la masse de µ en accord
avec les poids de la mesure cible ν. Un avantage majeur de ces applications de trans-
port semi-discret pour la synthèse de textures est qu’elles constituent une simple
généralisation des assignements au plus proche voisin (NN pour nearest neighbor)
déjà largement utilisés dans les méthodes à patches.

Dans le Chapitre 2, nous présenterons trois modèles de textures consistant
à appliquer des transformations par patches à plusieurs résolutions. Ces trois

Diagramme de Voronoi Diagramme de Laguerre

Figure 1.2 – Applications de transport semi-discret Tψ. On affiche ici deux
partitions colorées correspondant à des diagrammes de Laguerre associés à un en-
semble Y à 6 points (en bleu foncé), et pour cpx, yq “ ∥x´y∥2 sur r0, 1s2. À gauche,
pour ψ “ 0 on retrouve le diagramme de Voronoi classique. À droite, on voit le
diagramme de Laguerre associé à un ψ P RY . L’application Tψ est dessinée avec des
flèches noires. L’interface Aψ “ X z

⋃
yPY Lψpyq est surlignée en jaune.
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modèles sont basés sur différentes approximations du transport optimal semi-
discret. Dans [J7], en travaillant avec les patches 3 ˆ 3 de façon multi-résolution,
nous avons introduit un premier modèle, baptisé Texto, qui permet de synthétiser
des textures semi-structurées avec de bonnes garanties théoriques (stationnarité,
indépendance à longue portée). Ce premier modèle étant limité à de petits patches
(à cause du coût de l’algorithme stochastique de calcul du transport optimal),
dans [J12] nous avons proposé un nouveau modèle TextoML, obtenu en appro-
chant le transport optimal semi-discret à l’aide d’applications de transport multi-
couche. Ce modèle rivalise avec les méthodes de l’état de l’art pour la synthèse de
très grandes textures structurées, tout en étant moins gourmand en mémoire et en
temps de calcul. Enfin, en collaboration avec Julie Delon et Agnès Desolneux [C16],
nous avons exploité une nouvelle formulation du transport optimal spécifique aux
mélanges de gaussiennes (GMM pour Gaussian Mixture Model), pour définir le
modèle TextoGMM, qui peut être estimé plus efficacement. Un atout de tous ces
modèles est que, une fois le transport optimal estimé, la synthèse nécessite seule-
ment d’appliquer un petit nombre de transformations simples à tous les patches, ce
qui peut se faire de façon rapide et parallélisée.

1.2 Réseaux Génératifs Wasserstein

Le Chapitre 3 concerne l’utilisation du transport optimal régularisé dans l’ap-
prentissage de réseaux génératifs servant à la synthèse d’images [J14, J15, Js2].

Simultanément à nos travaux sur le modèle Texto, de nouveaux modèles de
textures ont été proposés [13] profitant des avancées obtenues sur l’apprentissage
de réseaux génératifs. Les réseaux génératifs [59, 2] forment une classe de réseaux de
neurones artificiels qui répond à des problèmes de synthèse de signaux ou d’images.
Plus précisément, si l’on dispose de données y1, . . . , yJ , estimer un réseau génératif
consiste à optimiser une fonction gθ de telle sorte que les échantillons de la variable
aléatoire (v.a.) gθpZq (où Z est une v.a. suivant un modèle de bruit fixé) ne puissent
pas être statistiquement discriminés en comparaison des données y1, . . . , yJ .

L’apprentissage d’un réseau génératif Wasserstein (WGAN) se formule
mathématiquement par le problème d’optimisation

inf
θPΘ

Wλpµθ, νq (1.5)

où Wλ est le coût de transport optimal avec régularisation entropique (avec pa-
ramètre λ ě 0) entre la loi empirique ν associée aux données y1, . . . , yJ , et la loi µθ
du modèle génératif, c’est-à-dire la loi de gθpZq et où gθ est un réseau de neurones
paramétré par θ P Θ. Entre 2019 et 2021, j’ai porté le projet Rémoga du GdR ISIS
portant sur l’étude théorique et pratique de l’estimation des WGAN. Ce projet a été
nourri par une collaboration avec Nicolas Papadakis et Julien Rabin, avec qui j’ai
co-encadré le post-doctorat d’Antoine Houdard, et également par une collaboration
Paul Freulon, doctorant co-encadré par Jérémie Bigot et Boris Hejblum.

Un premier axe [J15] du projet Rémoga, présenté dans la Section 3.1 consistait
à étudier le gradient de la fonction de coût (1.5) pour préciser le résultat de l’article
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fondateur [2]. Nous avons donné des conditions suffisantes validant l’expression
du gradient dans le cadre semi-discret, ainsi qu’un contre-exemple en cas discret
illustrant les limites de la formule trouvée. Par ailleurs, ces résultats éclaircissent
le comportement de l’algorithme d’optimisation alternée régulièrement utilisé dans
la littérature pour l’apprentissage d’un WGAN [2, 129], et permettent de mieux le
stabiliser.

Une deuxième ligne du projet Rémoga [J14], présentée dans la Section 3.2,
consistait à étudier une variante du problème (1.5) adaptée à la synthèse de tex-
tures par l’exemple : en prenant µu la distribution des patches de la synthèse u
et µu0 la distribution des patches de la texture exemple u0, on peut obtenir une
synthèse en cherchant parmi les minima locaux de la fonction u ÞÑ Wλ (µu, µu0).
En comparaison de l’approche Texto, on parvient à contraindre directement la dis-
tribution des patches en sortie à plusieurs résolutions. De plus, grâce aux calculs
de gradients expliqués ci-dessus, l’algorithme de synthèse correspondant peut s’in-
terpréter comme une généralisation de l’algorithme de projections NN par patches
de [85], mais aboutissant à un meilleur contrôle statistique. On a aussi montré que
l’on pouvait utiliser cette approche pour contraindre les distributions des réponses
à des couches de réseaux de neurones pré-appris de façon à augmenter la qualité
visuelle de la texture synthétisée (au prix d’une optimisation plus longue).

Enfin, un dernier axe du projet Rémoga [Js2] consistait à obtenir des garanties
statistiques sur des estimateurs construits par minimisation d’un coût Wasserstein
basé sur une version empirique ν̂ de ν. et de comprendre comment le paramètre
de régularisation λ ą 0 impactait la qualité de l’estimation. En collaboration avec
Paul Freulon et Jérémie Bigot, nous avons pu prouver plusieurs bornes sur le risque
empirique atteint par ces estimateurs, présentées dans la Section 3.3.

1.3 Modèles de Maximum d’Entropie

Le Chapitre 4 porte sur une formulation du problème de synthèse de textures
avec des modèles de maximum d’entropie, pour lesquels on a donné des procédés
d’échantillonnage et d’estimation avec garanties de convergence [J11].

Plutôt que de chercher à réimposer des contraintes géométriques sur un champ
gaussien, une autre façon de synthétiser des textures structurées est d’échantillonner
directement un modèle aléatoire de textures qui soit conçu de façon à contraindre
(en moyenne) les réponses à un banc de filtres. Une façon de répondre à ce problème
est de considérer une distribution de maximum d’entropie [167, 102] sous contrainte,
c’est-à-dire une loi de probabilité π sur l’espace RD des images solution de

min
π

KLpπ|µq sous la contrainte
∫
RD

F puqdπpuq “ F pu0q, (1.6)

où F : RD ÝÑ Rp définit la collection de statistiques à préserver, et où KLp¨|µq est
la divergence de Kullback-Leibler (i.e. l’opposé de l’entropie relative) par rapport
à une loi de référence µpduq “ e´rpuqdu (en pratique N p0, ε2Iq). La contrainte
assure que sous le modèle solution π˚, les statistiques calculées avec F prennent en
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moyenne la valeur observée sur u0. Sous certaines conditions, ce problème admet
une solution unique sous la forme d’une distribution exponentielle

πθpuq “
1

Zpθq
e´θ¨pF puq´F pu0qqµpduq, (1.7)

où θ P Rp est un paramètre à estimer et Zpθq une constante de normalisation.
Un exemple très simple de modèle de maximum d’entropie est donné par le

modèle gaussien, qui respecte exactement les moments d’ordre 1 et 2 de la texture
exemple. Au cours de ma thèse dirigée par Lionel Moisan et Bruno Galerne, nous
avons exploité les avantages du modèle gaussien pour répondre à des problèmes
de synthèse de microtextures en temps réel [C3, J3] ou d’inpainting de microtex-
tures [J5]. Plus tard, dans [J6], en collaboration avec Agnès Desolneux, nous avons
commencé à utiliser des modèles de maximum d’entropie plus généraux pour faire
une reconstruction d’ images à partir de descripteurs locaux.

Le Chapitre 4 est consacré à des travaux [J11] effectués dans le cadre de la thèse
de Valentin de Bortoli, qui portent sur une étude plus générale des modèles de maxi-
mum d’entropie et de leurs procédés d’estimation et d’échantillonnage. D’abord, en
tirant parti de la formulation duale de (1.6), qui s’écrit

max
θPΘF

Lpθq :“ log
(∫

RD
e´θ¨pF puq´F pu0qqdµpuq

)
, (1.8)

où ΘF “

{
θ P Rp |

∫
e´θ¨Fdµ ă 8

}
,

nous avons pu expliciter des conditions assurant l’existence et l’unicité de la distri-
bution de maximum d’entropie.

L’échantillonnage du modèle repose sur l’algorithme de Langevin [125], qui
s’écrit ici

Un`1 “ Un ´ γn∇χpUn, θq `
√

2γnZn , où χpu, θq “ ´ log dπθ
du

, (1.9)

et où Zn „ N p0, Iq et γn ą 0 est une suite décroissante. En utilisant des résultats
de [43], on peut donner des bornes sur la proximité de la loi de Un et de la loi cible πθ.
Dans le Chapitre 4, nous verrons que la solution πθ˚ du problème de maximum
d’entropie (1.6) peut être approchée avec un algorithme stochastique double appelé
Stochastic Optimization with Unadjusted Langevin (SOUL), qui combine un schéma
de gradient stochastique sur θn et des échantillons de Langevin Ukn tirés à chaque
itération n. On peut utiliser les échantillons Ukn pour répondre à la synthèse de
textures par maximum d’entropie. De plus, nous avons pu obtenir une garantie de
convergence sur les valeurs de log-vraisemblance Lpθkq atteintes par SOUL.

Ces modèles de maximum d’entropie généralisent les modèles gaussiens, en per-
mettant de contraindre des statistiques plus complexes que les moments d’ordre 1
et 2. Pour la synthèse de textures, des méthodes récentes [51] invitent à utiliser des
réponses à des réseaux de neurones pré-appris : F s’écrit alors

Fkpuq “
1

|Ω|

∑
iPΩ

Fkpuqpiq où Fjpuq “ pφ ˝Aj ˝φ ˝Aj´1 ˝ . . . ˝φ ˝A1qpuq (1.10)
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où les Aj sont des opérations affines, et où φ : R ÝÑ R est une fonction, dite d’acti-
vation, appliquée composante par composante, et où l’on moyenne sur les positions
spatiales i P Ω. Les résultats théoriques que nous avons obtenus s’appliquent au
cas de statistiques F extraites sur des couches de réseaux de neurones. Nous avons
ainsi obtenu une formulation de la synthèse de textures comme l’échantillonnage
d’un modèle aléatoire explicite πθ, en conservant des garanties théoriques sur la
précision de l’échantillonnage et l’estimation des paramètres.

1.4 Problèmes Inverses et Restauration d’Images Plug-
and-Play

Le Chapitre 5 est centré sur la résolution de problèmes inverses pour la restau-
ration d’images. En particulier, ce chapitre résume les travaux effectués pendant
la thèse de Samuel Hurault sur l’étude des méthodes Plug-and-Play liées à des
régularisations par réseaux de neurones profonds.

La restauration d’images est une problématique consistant à annuler l’effet de
différentes dégradations pouvant être liées au bruit d’acquisition, au flou de bou-
ger, au flou de défocalisation, à une occultation, etc. L’attache aux données d’un
problème inverse linéaire avec bruit blanc gaussien N p0, σ2 Idq s’écrit

fpxq “
1

2σ2 ∥Ax´ y∥2, (1.11)

où A est un opérateur linéaire sur un espace vectoriel X . Lorsque A n’est pas injectif,
l’inverse A´1 est mal défini ou instable, et l’on cherchera alors à rajouter un a priori
sur la solution x dans la minimisation de f .

Modèles de faible dimension Une première façon de lever ce problème est de
supposer que x appartient à un sous-ensemble Σ Ă X , appelé “modèle de faible
dimension”, ce qui ramène au problème d’optimisation contraint

Argmin
xPΣ

∥Ax´ y∥2. (1.12)

Sous certaines hypothèses sur A et Σ (dites d’isométrie restreinte), on peut mon-
trer que ce problème a une solution unique x˚, qui permet d’approcher le signal
original x0 à une certaine précision. Cependant, l’ensemble Σ est en général non-
convexe (par exemple, une union de sous-espaces vectoriels), ce qui rend difficile la
résolution de (1.12). En pratique, on peut décider de paramétrer l’ensemble Σ par
une fonction ϕ : Rd ÝÑ X dont l’image contient Σ. En notant Θ “ ϕ´1pΣq, on
aboutit au problème de minimisation non-convexe

θ˚ P Argmin
θPΘ

∥Aϕpθq ´ y∥2. (1.13)

La Section 5.2 résume des travaux effectués en collaboration avec Y. Traonmilin
et J.F. Aujol [J13], visant à fournir un cadre général pour examiner la conver-
gence de l’algorithme de gradient à pas fixe sur la fonctionnelle (1.13), avec des
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hypothèses minimales sur ϕ. En particulier, nous nous sommes attachés à donner
explicitement (en fonction de constantes liées à A, ϕ,Σ) des bassins d’attraction de
l’algorithme, c’est-à-dire des ensembles dans lesquels on peut initialiser l’algorithme
de descente de gradient de façon à garantir la convergence des itérées vers x˚. Ces
résultats génériques s’appliquent à plusieurs problèmes inverses (e.g. déconvolution
sans grille, apprentissage compressé).

Restauration d’images Plug-and-Play (PnP) Une autre façon de rajouter de
l’a priori sur la solution est d’intégrer un terme de régularisation gpxq au problème,
ce qui conduit à minimiser

F pxq “ fpxq ` λgpxq, (1.14)

où λ ě 0 est un paramètre. Selon la régularité des fonctions f, g on dispose de
différents algorithmes, dits de splitting, pour minimiser F , par exemple la descente
de gradient proximale (PGD) consistant à itérer la fonction

TPGD “ Proxτλg ˝pId ´τ∇fq, (1.15)

basée sur l’opérateur proximal défini (sous certaines conditions) par
Proxf pxq “ Argminz 1

2 ||x´ z||2 ` fpzq. Plusieurs algorithmes de restauration
d’images exploitent des régularisations g convexes [147, 127, 38], qui permettent
l’obtention de garanties de convergence [34, 33].

Par ailleurs, depuis l’essor de l’apprentissage profond [84, 138], les méthodes
basées sur des réseaux de neurones profonds ont permis d’obtenir des progrès si-
gnificatifs sur plusieurs problématiques de restauration d’images [133, 152, 163].
Les méthodes PnP permettent de tirer profit des performances atteintes par les
réseaux profonds de débruitage, pour traiter génériquement d’autres problèmes
inverses [156, 109, 128], avec un a priori implicitement encodé par le réseau
débruiteur. Elles consistent à remplacer, dans un algorithme de splitting, l’étape de
régularisation Proxτλg par l’application d’un algorithme de débruitage pré-conçu.

Au cours de la thèse de Samuel Hurault, doctorant à l’IMB co-encadré par Nico-
las Papadakis et moi-même, nous nous sommes attachés à fournir des garanties de
convergence pour des algorithmes PnP inspirés par différentes méthodes de splitting.
En se restreignant à une classe de débruiteurs particuliers, ces algorithmes peuvent
de nouveau être liés à la minimisation d’une fonctionnelle explicite, ce qui permet
de retrouver un contrôle numérique précis tout en bénéficiant des performances des
réseaux de neurones profonds pour le débruitage.

La première méthode, appelée Gradient-step PnP (GS-PnP) [C11] et présentée
dans la Section 5.3.3, consiste à utiliser un débruiteur sous la forme d’un pas de
gradient Dσ “ Id ´∇gσ avec une fonction de régularisation s’écrivant

gσpxq “
1
2 ||x´Nσpxq||2, (1.16)

où Nσ : Rn ÝÑ Rn est un réseau de neurones différentiable. On peut alors minimiser
F “ f ` λgσ via l’algorithme de descente de gradient proximale

xk`1 “ T pxkq avec T “ Proxτf ˝pId ´τλ∇gσq, (1.17)
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dans lequel l’opérateur proximal porte maintenant sur l’attache aux données. En ex-
ploitant des résultats d’optimisation non-convexe, nous avons formulé une garantie
de convergence pour cet algorithme, qui, contrairement à d’autres travaux concur-
rents, n’est pas soumise à des hypothèses contraignantes. Expérimentalement, nous
avons pu vérifier qu’en paramétrant Nσ par l’architecture du réseau DRUNET [162],
le débruiteur Dσ “ Id ´∇gσ associé à (1.16) pouvait atteindre les mêmes perfor-
mances que DRUNET. De plus, nous avons montré que l’algorithme GS-PnP at-
teignait des performances visuelles et quantitatives à l’état de l’art pour plusieurs
problèmes inverses, tout en ayant une garantie théorique de convergence.

Nous avons ensuite proposé une autre méthode, dite Prox-PnP [C12] et présentée
dans la Section 5.3.4, qui permet d’obtenir des résultats de convergence pour
d’autres algorithmes de splitting, au prix d’une contrainte sur le débruiteur. En
supposant ∇gσ L-Lipschitz avec L ă 1, nous avons montré que le débruiteur Dσ

construit ci-dessus peut s’écrire comme l’opérateur proximal d’une certaine fonction
non-convexe φσ. En utilisant cette fonction φσ comme régularisation, nous pouvons
prouver la convergence de l’algorithme PnP associés à d’autres schémas de split-
ting. Sur le plan expérimental, la contrainte portant sur ∇gσ impose une légère
baisse de performance en débruitage, mais la qualité visuelle des restaurations ob-
tenues avec ces nouveaux algorithmes PnP est similaire à celle des résultats obtenus
avec GS-PnP.

Remarque sur les Notations

Dans les chapitres qui suivent, nous conserverons des notations proches de celles
employées dans les articles publiés sur chacun des thèmes, avec néanmoins quelques
adaptations favorisant la cohérence de l’ensemble du texte.

Dans les Chapitres 2 et 3, les lettres u, v sont utilisées pour désigner des images
de textures, et les lettres majuscules U, V pour désigner les variables aléatoires
correspondantes. Dans les paragraphes de ces chapitres traitant de synthèse de
textures par l’exemple, la texture exemple est notée u0.

Dans les Chapitres 4 et 5, les images et signaux sont désignés par les
lettres x, y, z. Dans le Chapitre 4, la texture exemple est notée x0.

Pour le transport semi-discret vers une distribution discrète ν portée par un
ensemble fini Y “ {y1, . . . , yJ}, la variable duale associée ψ P RY sera parfois écrite
en notation indicielle pψyqyPY (Section 2.3), ou même ψj “ ψpyjq (Section 3.2) pour
alléger l’écriture.
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NEURIPS, 2023.

Articles de conférence publiés
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Chapitre 2

Synthèse de Textures par
Transport Optimal de Patches

Ce chapitre récapitule mes travaux sur l’utilisation du transport optimal dans
l’espace des patches pour la synthèse de textures par l’exemple. Ces travaux ont
été poursuivis avec Bruno Galerne et Julien Rabin depuis la fin de ma thèse, et ont
mené plus récemment à une nouvelle collaboration avec Agnès Desolneux et Julie
Delon. Dans la Section 2.1, on décrit le contexte des méthodes à patches pour la
synthèse de textures, et l’on justifie l’utilisation de statistiques par patches pour la
modélisation de textures. Dans la Section 2.2, on décrit le modèle de textures Texto
que l’on a défini et étudié dans [C6, J7] ; ce modèle vise à respecter les statistiques
de patches d’une texture à plusieurs résolutions en utilisant des applications de
transport optimal semi-discret. La Section 2.3 est consacrée à l’étude d’une approxi-
mation multi-couche des applications de transport optimal semi-discret [C8, J12]
permettant d’accélérer les temps de calcul pour des distributions en grande di-
mension ; on montre ensuite que cette variante multi-couche permet d’enrichir le
modèle Texto en travaillant avec des patches de plus grande taille. Enfin, dans la
Section 2.4, on montre comment intégrer dans le modèle Texto une variante du
transport optimal spécifique aux modèles de mélanges de gaussiennes, de façon à
accélérer l’estimation du modèle [C16].

2.1 Synthèse de Textures par Patch

La synthèse de textures par l’exemple consiste à produire, à partir d’un
échantillon donné d’une texture (appelée exemple), une nouvelle image ayant les
mêmes caractéristiques perceptuelles que la texture exemple, tout en évitant la re-
copie de grands morceaux de celle-ci. Ceci est utile en infographie ou en édition
de films, pour habiller des objets 3D de façon réaliste. Pour ces applications, on
privilégie les algorithmes permettant une synthèse très rapide et à la demande (i.e.
qui puissent synthétiser un pixel localement sans avoir à calculer la texture entière).

Du point de vue mathématique, ce problème de synthèse de textures se refor-
mule par l’estimation et la simulation d’un modèle de champ aléatoire sur Z2. De
plus, si l’on considère uniquement des textures homogènes, on peut se restreindre à
l’étude de champs aléatoires stationnaires, c’est-à-dire dont la loi est invariante par
translation. Nous allons donc chercher à proposer des champs aléatoires station-
naires qui puissent être simulés efficacement, et dont les paramètres puissent être
ajustés de sorte que les échantillons ressemblent à la texture exemple. Pour quanti-
fier cette ressemblance, on prendra en compte des indicateurs statistiques inspirés
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par les mécanismes de perception humaine des textures [76].
Nous ne ferons pas ici une description détaillée de la découverte des statis-

tiques régissant la perception visuelle humaine, et nous renvoyons à l’introduction
de [J7] pour une discussion sur l’utilisation de ces statistiques pour la concep-
tion de modèles de textures. Mentionnons seulement que la perception des textures
est liée à l’analyse des interactions locales entre pixels voisins. Cela a mené à la
modélisation de textures par champs de Markov [35, 26, 25, 54] basés sur une forme
paramétrique simple de la distribution conditionnelle d’un pixel sachant son voisi-
nage. Cette modélisation par champs de Markov a été poursuivie plus tard par Zhu
et al. [167] et Lu et al. [102] qui ont fait le lien avec les lois de maximum d’entro-
pie que l’on discutera dans le Chapitre 4. Le principal inconvénient de ces modèles
markoviens est que leur simulation repose sur des algorithmes coûteux (comme l’al-
gorithme d’échantillonnage de Gibbs) qui ne répondent pas aux besoins pratiques
en infographie.

Au lieu de la modélisation markovienne, la caractérisation statistique locale
peut se faire plus simplement à l’aide de la distribution des patches. Considérer la
distribution des patches wˆw est en effet une façon non-paramétrique de modéliser
l’aspect local d’une texture, puisqu’elle englobe toutes les statistiques de réponses
de filtres de taille w ˆ w, par exemple la loi marginale des couleurs, les corrélations
de pixels voisins, les moments des dérivées d’ordre faible (e.g. le laplacien), ou
encore la distribution d’une réponse à un filtre non-linéaire de support w ˆw (i.e. la
densité d’un texton au sens de Julesz [76]). Varma et Zisserman [154] ont montré que
l’utilisation de la distribution de patches ou de la distribution conditionnelle locale
permettaient d’obtenir des performances en classification de textures au moins aussi
bonnes qu’avec des statistiques calculées sur des réponses de filtres.

Dès lors, pour la synthèse de textures, il est opportun de concevoir des modèles
permettant de respecter la distribution des patches de la texture exemple. Les
premières méthodes de synthèse par patches [48, 157] vont jusqu’à s’affranchir d’une
modélisation statistique précise, en suggérant de synthétiser l’image par recopies
locales. On parle alors de synthèse non-paramétrique, car au lieu de synthétiser
un champ markovien respectant des statistiques paramétriques locales (estimées
avec l’exemple), on remplace l’échantillonnage conditionnel local par un simple
tirage aléatoire d’un pixel (dans la texture exemple) avec une contrainte de voi-
sinage. Ce procédé, qui a plus tard bénéficié de plusieurs améliorations algorith-
miques [96, 47, 86], est une technique de synthèse de textures remarquablement
efficace. En dépit de sa consistance asymptotique prouvée par Levina et Bickel [94],
ce procédé souffre en pratique d’un manque de contrôle statistique à horizon fini
(produisant des images qualifiées de garbage copy).

Une façon d’éviter la dégénérescence du processus de synthèse est de l’exprimer
au travers d’un problème d’optimisation. C’est le point de vue adopté par Kwatra
et al. [85], dont l’algorithme de synthèse vise à minimiser une fonction de coût
agrégeant les distances de chaque patch de la texture synthétisée à son plus proche
voisin dans la texture exemple. De plus, cet algorithme, qui consiste à itérer des
projections aux plus proches voisins (NN), peut être appliqué à plusieurs résolutions
et sur plusieurs tailles de patches, en procédant à la synthèse depuis les échelles



2.1. Synthèse de Textures par Patch 23

grossières jusqu’aux échelles fines. La minimisation de cette fonction de coût multi-
résolution permet qu’à chaque résolution et en toute position, la texture synthétisée
ressemble localement à la texture originale. Même si ce procédé de synthèse est plus
stable que la synthèse progressive de [48], il ne débouche pas non plus sur un contrôle
statistique précis. En effet, le fait que tout patch synthétisé ressemble à un patch
de la texture exemple ne signifie pas que sa fréquence d’apparition est la même que
celle observée dans la texture exemple.

Pour conserver un contrôle statistique, on peut modifier la fonctionnelle utilisée
de façon à ce qu’elle contraigne la distance entre la distribution des patches de la
synthèse et celle de l’exemple. Le transport optimal fournit une manière de quanti-
fier la distance entre ces distributions de patches, alors même que ces distributions
ne sont pas nécessairement continues ou discrètes et n’ont pas nécessairement les
mêmes supports. Par exemple, Tartavel et al. [143] ont proposé de synthétiser des
images en combinant des coûts de transport optimal discret calculés sur les distri-
butions de réponses à un banc de filtres non-linéaires. Aussi, Gutierrez et al. [66]
ont proposé un algorithme de synthèse de textures par l’exemple qui, à plusieurs
résolutions, applique un plan de transport optimal discret.

Les travaux présentés dans ce chapitre visent à proposer des modèles de tex-
tures permettant de restituer fidèlement la distribution des patches de la texture
exemple à plusieurs résolutions, tout en autorisant un procédé de simulation rapide.
Le principe commun des modèles proposés est de partir d’une synthèse grossière
de la texture, calculée avec un champ gaussien, et de l’enrichir en appliquant des
transformations locales visant à réimposer la distribution des patches de la tex-
ture exemple. Les transformations locales utilisées sont calculées via le plan de
transport optimal entre la distribution de patches de la synthèse courante et la
distribution des patches de la texture exemple. Ces applications de transport opti-
mal par patch permettent de réimposer des structures locales tout en garantissant
une cohérence statistique globale (le champ gaussien utilisé pour l’échelle grossière
servant à préserver les corrélations à grande échelle).

Il convient alors de choisir un cadre de transport optimal adapté à l’espace des
patches, et qui fournit des applications de transport optimal pouvant être facilement
évaluées, et estimées en temps raisonnable. Le premier modèle, appelé Texto et
présenté dans la Section 2.2 se base sur des applications de transport optimal semi-
discret. Ces applications sont des projections NN biaisées et peuvent donc être
évaluées efficacement en parallèle, et être estimées via un algorithme stochastique
de résolution du transport optimal semi-discret dû à Genevay et al. [57]. De façon
à pouvoir considérer de plus grands patches, nous avons proposé d’approcher la
solution du transport optimal semi-discret avec des applications multi-couche, ce
qui a débouché sur le modèle TextoML (ML pour multi-layer) présenté dans la
Section 2.3. Il permet de synthétiser efficacement des textures très structurées,
tout en gardant un contrôle statistique global. Enfin, plus récemment, nous avons
proposé une nouvelle variante de ce modèle, baptisée TextoGMM et présentée dans
la Section 2.4, qui est basée sur une formulation du transport optimal spécifique aux
modèles de mélanges de gaussiennes (GMM). Ce dernier modèle peut être estimé
plus vite tout en offrant des performances visuelles similaires à TextoML.
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2.2 Transport Optimal Semi-discret par Patch

Le modèle Texto [J7] présenté dans cette section est un champ aléatoire obtenu
en appliquant une succession de transformées locales à un champ stationnaire gaus-
sien. Ces transformations locales sont conçues de façon à résoudre un problème de
transport optimal semi-discret dans l’espace des patches, à plusieurs résolutions.
Ces transports par patch permettent d’enrichir le modèle gaussien en réimposant
des structures géométriques saillantes, tout en se rapprochant globalement de la
distribution des patches de la texture exemple. L’algorithme de synthèse correspon-
dant est adapté à la synthèse à la demande en parallèle, ce qui permet de synthétiser
de grandes textures semi-structurées avec un temps de calcul favorable.

2.2.1 Transport Optimal Semi-Discret

Avant de décrire le modèle Texto, on commence par rappeler ici le cadre de
transport optimal semi-discret dont nous aurons besoin. Dans tout ce chapitre,
l’espace RD est muni du coût quadratique cpx, yq “ ∥x ´ y∥2

2. Soient µ, ν deux
mesures de probabilité sur RD. On se place dans le cas semi-discret : on suppose
que µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur RD, et que
ν est supportée par un ensemble fini Y de cardinal J , ν “

∑
yPY νpyqδy.

La formulation de Monge [130] du problème de transport optimal entre les me-
sures de probabilité µ (source) et ν (cible) s’écrit

inf
T

∫
RD

∥x´ T pxq∥2dµpxq (OT-M)

où l’infimum est pris sur les applications mesurables T : RD ÝÑ RD telles que la
mesure image T 7µ de µ par T cöıncide avec ν. Dans le cas semi-discret considéré, on
va voir que ce problème est équivalent à un problème d’optimisation en dimension
finie.

Pour cela, définissons l’application TY,ψ en posant pour presque tout x P RD,

TY,ψpxq “ Argmin
yPY

∥x´ y∥2 ´ ψpyq, (2.1)

où ψ P RY est un paramètre. Cette application réalise une projection NN biaisée. Les
préimages Lψpyq “ T´1

Y,ψpyq, y P Y forment une partition de RD (à un négligeable
près) appelée diagramme de Laguerre (voir le diagramme de la Fig. 1.2 donnée dans
l’introduction). Définissons aussi la “c-transform” de ψ par

@x P RD, ψcpxq “ min
yPY

∥x´ y∥2 ´ ψpyq. (2.2)

Le théorème suivant fait le lien entre (OT-M) et un problème d’optimisation
concave en dimension finie.

Théorème 2.2.1 ([4, 81]). Le problème de transport optimal semi-discret (OT-M)
admet une solution de la forme TY,ψ où ψ est une solution du problème d’optimi-
sation concave suivant :

Arg max
ψPRY

Hpψq avec Hpψq “

∫
RD

ψcpxqdµpxq `
∑
yPY

ψpyqνpyq. (2.3)
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Input : mesures µ (à densité), et ν (discrète)
Initialisation : ψ̃1 “ 0
for k ě 2 do

ψ̃k “ ψ̃k´1 ` C√
k
∇ψhpxk, ψ̃k´1q où xk „ µ

ψk “ 1
k pψ̃1 ` ¨ ¨ ¨ ` ψ̃kq.

end
Output: ψK

Algorithm 1: Algorithme ASGD pour le transport optimal semi-discret

De plus, H est de classe C 1 sur RY et son gradient est donné par

@y P Y, BH

Bψpyq
“ ´µpLψpyqq ` νpyq. (2.4)

Par conséquent, ∇Hpψq “ 0 si et seulement si pTY,ψq7µ “ ν.

Une solution de (2.3) peut être approchée via un algorithme de gradient sto-
chastique proposé par Genevay et al. [57] et basé sur l’écriture de H sous la forme
d’une espérance : si X est une variable aléatoire de loi µ, on a

Hpψq “ ErhpX,ψqs où hpx, ψq “ ψcpxq `
∑
yPY

ψpyqνpyq. (2.5)

Cet algorithme, noté ASGD pour averaged stochastic gradient descent, est résumé
dans l’Algorithme 1.

Il admet la garantie de convergence maxpHq ´ ErHpψkqs “ Op
log k√
k

q et ne
nécessite que le tirage d’échantillons suivant la loi µ, ce qui nous permettra de
l’utiliser ci-dessous en grande dimension, dans l’espace des patches. À noter aussi
que dans [J7], nous avons examiné en pratique la vitesse de convergence sur des cas
synthétiques en petites dimensions.

2.2.2 Définition du Modèle Texto

Le modèle Texto repose sur une succession de transformations locales appliquées
à plusieurs résolutions. Commençons par décrire le modèle monorésolution. Notons
u0 : Ω ÝÑ Rd la texture exemple, définie sur un rectangle Ω Ă Z2. On notera
ω “ {0, . . . , w ´ 1}2 le domaine des patches de taille w ˆ w avec w P N˚. L’espace
des patches Rω s’identifie à RD pour D “ dw2. On notera u|a`ω P RD la restriction
de u au patch a` ω en position a P Z2.

D’abord, on définit le champ aléatoire gaussien U associé à u0, défini par

@ a P Z2, Upaq “ ū0 `
∑
bPZ2

tu0pbqW pa´ bq, (2.6)

où ū0 “ 1
|Ω|

∑
aPΩ u0paq, tu0 “ 1√

|Ω|
pu0 ´ ū0q1Ω, et où W est un bruit blanc gaus-

sien normalisé sur Z2, c’est-à-dire que les variables aléatoires W paq, a P Z2 sont
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i.i.d. N p0, 1q. Ce champ U est stationnaire de moyenne ū0, et sa covariance est
égale à la covariance empirique de u0. Par conséquent, la synthèse gaussienne U a
le même contenu fréquentiel que u0, mais n’a pas de détail géométrique saillant.

Pour raffiner localement U , on extrait tous ses patches U|a`ω et on leur applique
une même transformation T : RD ÝÑ RD réalisant un transport optimal par patch.
Puis on les agrège avec une simple moyenne pour obtenir le champ transformé V
défini par

@a P Z2, V paq “
1

|ω|

∑
bPω

T pU|a´b`ωqpbq. (2.7)

Le champ V est encore stationnaire et possède une propriété d’indépendance à
longue portée (c’est-à-dire que deux restrictions VA, VB sont indépendantes dès que
A et B sont deux parties finies de Z2 suffisamment espacées). Cette transformation
locale est illustrée dans la Fig. 2.1.

De façon à réimposer des structures de façon statistiquement cohérente, nous
utilisons l’application T qui résout le problème de transport optimal semi-discret
entre la distribution µ d’un patch U|ω de U (qui est une loi gaussienne explicite)
vers la distribution empirique des patches de u0. En pratique, nous utilisons l’ap-
plication TY,ψ où ψ est une solution approchée de (2.3) calculée par l’Algorithme 1.
La texture exemple pouvant être très grande, on sous-échantillonne la distribution
empirique cible, en définissant ν “ 1

J

∑J
j“1 δpj , où p1, . . . , pJ sont J patches tirés

aléatoirement dans u. Dans [J7], nous avons constaté que pour des patches 3 ˆ 3,
il suffisait d’utiliser J “ 1000 patches pour approcher la distribution empirique
cible. Ce choix permet à la fois de s’assurer d’une bonne convergence pratique de
l’ASGD, et d’avoir des applications TY,ψ facilement évaluables. On verra dans la
Section 2.3 comment modifier les transformations locales utilisées de façon à traiter
de plus grands patches. Sur la Fig. 2.1, on peut constater que la transformation
locale utilisée sur des patches 3 ˆ 3 permet déjà de faire réapparâıtre des structures
de la texture exemple.

Pour synthétiser des textures plus structurées, on définit une extension
multirésolution de ce modèle. On va en effet travailler avec S versions sous-
échantillonnées us, p0 ď s ď S ´ 1) de la texture exemple à plusieurs échelles.
L’image us est définie sur une sous-grille Ωs Ă 2sZ2 de pas 2s. On notera νs la
distribution discrète formée par J patches w ˆ w pris aléatoirement dans us.

Le modèle multirésolution est défini par des transports successifs, et résumé dans
l’Algorithme 2. L’estimation du modèle nécessite une passe de synthèse (pouvant
être faite offline). À la résolution grossière s “ S ´ 1, on part du champ gaussien
US´1 associé à uS´1. Ensuite, pour chaque échelle s “ S´1, . . . , 0, une transforma-
tion Ts est appliquée à tous les patches de la synthèse. L’application Ts est calculée
dans la phase d’estimation du modèle, avec deux étapes :

¨ On estime un modèle GMM µs approchant la distribution des patches de Us
en utilisant l’algorithme Expectation Maximization (EM) [108].

¨ On calcule l’application Ts de transport optimal entre µs et νs.
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Figure 2.1 – Transformée locale d’un champ gaussien. On montre ici une
texture originale u0 (à gauche), le champ gaussien U (au milieu) et le champ V

obtenu après une transformée locale TY,ψ appliquée aux patches 3 ˆ 3.

Une fois Ts estimée, les patches sont transformés et moyennés pour obtenir

Vspaq “
∑
bP2sω

TspUs|a´b`2sωqpbq, a P 2sZ2. (2.8)

Puisque Ts est un assignement NN biaisé, il existe une carte de coordonnées
Cs : 2sZ2 ÝÑ Ωs permettant d’écrire Vs comme

Vspaq “
∑
bP2sω

us
(
Cspa´ bq ` b

)
, a P 2sZ2. (2.9)

Pour s ě 1, on peut alors initialiser la synthèse à la résolution s´ 1 avec une étape
de sur-échantillonnage basée exemple : on prend les patches aux mêmes positions,
mais deux fois plus grands, ce qui revient à définir

@a P 2sZ2, @t P {0, 2s´1}2, Us´1pa` tq “
∑
bP2sω

us´1
(
Cspa´ bq ` b` t

)
. (2.10)

Ce procédé coarse-to-fine est résumé dans l’Algorithme 2 et illustré sur la Fig. 2.2.
L’étape la plus coûteuse de la phase d’estimation de l’Algorithme 2 est l’estima-

tion des applications de transport semi-discret Ts. Mais insistons sur le fait que ces
applications Ts (paramétrées par les patches p1,s, . . . , pJ,s extraits à l’échelle s et par
les poids ψs P RJ) sont calculées une fois pour toutes au moment de l’estimation du
modèle. Une fois le modèle appris, pour la phase de synthèse, il suffit de générer le
champ gaussien à l’échelle grossière (ce qui se fait efficacement par transformée de
Fourier discrète) et d’appliquer à la volée les transports par patches pré-calculés.
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Figure 2.2 – Synthèse de textures avec le modèle Texto. La texture est
synthétisée en partant du champ gaussien à la résolution grossière et en raffinant
la texture en appliquant un transport optimal par patch à chaque résolution suivi
d’une étape de sur-échantillonnage basée exemple. On peut voir, à chaque échelle,
la texture originale (us, en haut), la texture synthétisée (V s, en bas), et la texture
obtenue avant le transport optimal par patch de l’échelle s (U s, au milieu).

Param.: S : nombre d’échelles
nGMM : nombre de composantes gaussiennes dans les GMM µs
J : nombre de patches dans les distributions νs

Input : texture exemple u0, et versions réduites us définies sur 2sZ2

Initialisation : Échantillonner le champ gaussien US´1 (2.6).
for s “ S ´ 1, . . . , 0 do

if Modèle à estimer then
¨ Estimer un GMM µs sur les patches de Us (Algorithme EM)
¨ Extraire J patches de us pour former νs
¨ Estimer le transport optimal Ts de µs à νs (Algorithme ASGD)

end
Appliquer Ts aux patches de Us
Agréger les patches pour obtenir Vs (2.8)
If s ą 1, sur-échantillonner Vs pour obtenir Us´1 (2.10)

end
Output: V0

Algorithm 2: Estimation et Synthèse avec le modèle Texto
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2.2.3 Synthèses avec le Modèle Texto

Commentons quelques résultats de synthèse obtenus avec le modèle Texto, en
reportant la comparaison avec les méthodes concurrentes à la section suivante.

La Fig. 2.3 contient des exemples de grandes textures synthétisées avec Texto.
On voit que l’algorithme produit une synthèse satisfaisante lorsque l’image d’entrée
présente des motifs suffisamment répétés dont la taille est comparable à la taille des
patches multi-échelle utilisés. La définition même du modèle, avec une recomposi-
tion des patches par moyenne locale, fait que les motifs synthétisés ne se retrouvent
que très rarement dans la texture exemple. Ces images montrent aussi que le tirage
aléatoire de J “ 1000 patches dans la texture exemple suffit à reproduire les motifs
observés dans les patches 3ˆ3. Notons aussi que l’initialisation avec le champ gaus-
sien à l’échelle grossière permet de bien reproduire le contenu à basses fréquences
de l’image.

Les limitations visuelles du modèle sont illustrées ici avec six cas d’échec (trois
dernières lignes de la Fig 2.3). Certains des cas d’échec peuvent néanmoins être
considérés comme succès si l’on se limite à un système de perception pré-attentif. En
général, le modèle échoue pour des textures présentant un agencement de motifs avec
des contraintes géométriques fortes. Une façon de mieux reproduire ces structures
complexes est d’adapter le modèle à des espaces de patches plus grands, ce que nous
ferons dans la section suivante. Par ailleurs, sur les textures exemples présentant
des motifs périodiques, la synthèse gaussienne échoue à la résolution grossière, ce
qui n’est pas corrigé par les transformations locales par patch.

Ces observations permettent de formuler deux conditions nécessaires de succès
du modèle Texto : la texture exemple sous-échantillonnée à l’échelle S doit être une
microtexture, et les motifs de la texture exemple doivent pouvoir être légèrement
déformés sans perturber la perception de la texture.

Terminons ce paragraphe en comparant avec une autre méthode de synthèse due
à Kwatra et al. [85] qui consiste à itérer des projections NN par patches à plusieurs
résolutions. Ici, on simplifie cette méthode en ne considérant que des patches 3 ˆ 3
et en n’utilisant que la distance ℓ2 (au lieu de distances ℓ2 repondérées), ce qui
revient à minimiser la fonction de coût

ENN “

S´1∑
s“0

∑
x

∥∥∥V s
|x`2sω ´ NNus

(
V s

|x`2sω

)∥∥∥2
(2.11)

où NNusppq désigne le patch de us qui est le plus proche de p au sens ℓ2. Sur
la Fig. 2.4, on voit que ces itérations NN permettent de mieux minimiser cette
fonction de coût, en comparaison de la méthode Texto (qui n’est pas conçue pour
minimiser ENN). Et pourtant, on constate que les synthèses obtenues par ces projec-
tions NN itérées sont de qualité visuelle moindre que celles de Texto, ce qui justifie
la pertinence du contrôle statistique réalisé par les applications de transport semi-
discret (alors que les projections NN itérées n’offrent aucun contrôle statistique et
pourraient dégénérer sur des patches aberrants). Dans la Section 3.2, nous discute-
rons la possibilité d’itérer le transport optimal à chaque résolution, et nous ferons
le lien avec la minimisation d’une autre fonction de coût.
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Figure 2.3 – Synthèse avec le modèle Texto. Pour chaque texture exemple
montrée au milieu, on affiche la texture de taille 1280 ˆ 768 synthétisée avec le
modèle Texto où l’on a utilisé S “ 4 échelles, et nGMM “ 4.
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Figure 2.4 – Comparaison avec les projections NN itérées. On compare ici
les synthèses obtenues avec le modèle Texto (2ème ligne) i.e. un transport optimal
semi-discret à chaque échelle, ou bien, en appliquant des projections NN (itérées 20
fois) à chaque échelle (3ème et 4ème ligne). À chaque échelle, on projette sur les
mêmes 1000 patches, sauf pour la 4ème ligne où l’on projette sur tous les patches
de la texture exemple. Sur la dernière ligne, on affiche la fonction de coût intégrant
la somme des distances au carré entre les patches de la synthèse et leur plus proche
voisin dans la texture exemple pour l’échelle s. On constate ici que l’itération des
projections NN est une bonne manière de minimiser cette fonction de coût. Mais
la synthèse est visuellement plus satisfaisante avec le modèle Texto, qui n’est pas
conçu pour minimiser cette fonction de coût.
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2.3 Transport Optimal Semi-Discret Multi-Couche

La limitation principale du modèle Texto est la faible vitesse de convergence
de l’algorithme stochastique utilisé pour estimer le transport optimal semi-discret,
en particulier lorsque le nombre de points J dans la distribution cible augmente.
Or, pour adapter le modèle Texto à de plus grands patches, il est nécessaire de
prendre plus de patches dans les distributions cibles. Dans cette section, nous allons
décrire une approximation multi-couche des applications de transport optimal semi-
discret. Ces applications multi-couche peuvent être optimisées de façon plus rapide,
et intégrées dans le modèle de synthèse de textures défini ci-dessus, aboutissant au
modèle TextoML [J12] (pour Texto MultiLayer).

2.3.1 Transport Multi-couche

L’idée du transport multi-couche est de composer des applications de trans-
port semi-discret ciblant des versions simplifiées, à plusieurs échelles 1, de la
distribution ν. On va donc travailler sur une décomposition multi-échelle ν “

ν0, . . . , νL´1, νL de la mesure cible ν, où pour chaque ℓ P {0, . . . , L}, la
distribution νℓ est supportée sur un ensemble Yℓ de cardinal prescrit J ℓ,
avec J “ J0 ą . . . ą JL´1 ą JL “ 1. Comme dans [112], on construit cette
décomposition récursivement : partant de νℓ supportée par Yℓ, l’algorithme K-
means pondéré permet d’obtenir un ensemble de J ℓ`1 centröıdes Yℓ`1 Ă RD cor-
respondant à une partition

Yℓ “
⊔

yPYℓ`1

Cℓy. (2.12)

Les centröıdes héritent des masses des cellules associées :

@ y P Yℓ`1, νℓ`1pyq “ νℓpCℓyq. (2.13)

La famille d’ensembles pY0,Y1, . . . ,YLq et de cellules pCℓyq0ďℓăL,yPYℓ`1 sera appelée
clustering hiérarchique de Y et notée Y .

Définition 2.3.1 (Voir Fig. 2.5). Soit Y le clustering hiérarchique introduit ci-
dessus. Pour une collection de paramètres

ψ “
(
ψℓy

)
0ďℓăL,yPYℓ

P

L´1∏
ℓ“0

RYℓ
, (2.14)

on définit une application multi-couche TY,ψ comme suit : pour x P Rd fixé, on pose
TLpxq “ yL, et pour ℓ “ L´ 1, . . . , 0, en notant y “ T ℓ`1pxq, on pose

T ℓpxq “ TCℓ
y ,ψ

ℓ
y
pxq “ Argmin

zPCℓ
y

∥x´ z∥2 ´ ψℓypzq. (2.15)

L’application finale s’écrit TY,ψpxq “ T 0pxq.

1. On utilisera aussi le mot “échelle” pour désigner les différents niveaux de simplification de
la distribution ν, qui permettront de générer les différentes couches de l’application de transport
composée. Cette notion d’échelle liée à l’application de transport optimal ne doit pas être confondue
avec les différentes résolutions d’images qui servent à estimer le modèle Texto.
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En d’autres termes, chaque application TCℓ
y ,ψ

ℓ
y

définit un diagramme de La-
guerre, dont les cellules sont re-divisées à l’échelle suivante en un diagramme de
Laguerre plus fin. Calculer la valeur des applications intermédiaires T ℓpxq revient à
remonter, à partir de x, au sein d’une hiérarchie de cellules de Laguerre. En repre-
nant la suite d’applications T ℓ de la définition, les pré-images définissent donc une
collection de cellules embôıtées :

Lℓy “ pT ℓq´1p{y}q, py P Yq. (2.16)

Définition 2.3.2. L’application multi-couche TY,ψ est dite optimale si pour tout
0 ď ℓ ă L et tout y P Yℓ`1, TCℓ

y ,ψ
ℓ
y

est une solution du transport optimal semi-
discret entre µ

|Lℓ`1
y

et νℓ
|Cℓ

y
.

Dans [J12], nous avons étudié le lien entre l’optimalité d’une application multi-
couche et le problème de transport optimal semi-discret d’origine. Comme les ap-
plications multi-couche ont une forme contrainte par le clustering hiérarchique Y ,
en dehors de configurations très particulières (par exemple en dimension 1 sous
une hypothèse de croissance du clustering Y), la solution du transport optimal
semi-discret entre µ et ν ne s’écrit pas comme une application multi-couche. On
introduit donc un biais dans le problème, car le clustering Y contraint la géométrie
des cellules embôıtées.

Cependant, on peut encore décrire l’optimalité de l’application multi-couche en
disant que les paramètres ψ maximisent une collection de fonctionnelles

H̃ℓ
ypψℓyq “ EX„µ̃ℓ`1

y

[
h̃ℓypX,ψℓyq

]
(2.17)

où h̃ℓypx, ψℓyq “

(
min
zPCℓ

y

∥x´ z∥2 ´ ψℓypzq

)
`
∑
zPCℓ

y

ψℓypzqν̃ℓypzq. (2.18)

et où l’on a défini les distributions normalisées µ̃ℓ`1
y “

µ
|Lℓ`1

y

µpLℓ`1
y q

, ν̃ℓypzq “
νℓ

ypzq

νℓ
ypCℓ

yq
. Là en-

core, on peut proposer un algorithme d’optimisation stochastique permettant d’ap-
procher une solution de ce problème de transport multi-couche. Chaque itération de
cet algorithme, partant d’un échantillon x „ µ, remonte la hiérarchie multi-échelle
et réajuste les coefficients ψℓy par pas de gradient sur h̃ℓy. L’intérêt de cette méthode,
résumée dans l’Algorithme 3, est qu’elle permet de parvenir plus rapidement à des
applications réalisant un transport mieux équilibré à grande échelle, même si, à
convergence, l’erreur induite par le clustering hiérarchique Y ne pourra pas être
évitée. Ceci est confirmé par la simulation montrée dans la Fig. 2.6 portant sur
un problème de transport optimal semi-discret en 1D, et par d’autres expériences
en dimension supérieure données dans l’article [J12]. On trouvera aussi dans cet
article quelques commentaires sur les paramètres : nous recommandons de former
J

1
L clusters par échelle pour avoir une optimisation plus équilibrée et efficace ; et

nous recommandons aussi de ne pas augmenter le nombre de couches L au-delà de
2 ou 3 de façon à ne pas faire augmenter l’erreur due au clustering hiérarchique.
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Première couche ℓ “ 1 :
Le transport grossier T 1 envoie la cellule j vers le centröıde du cluster C0

j de ν.

Deuxième couche ℓ “ 0 :
Le transport fin T “ T 0 est défini avec les applications TC0

j
,ψℓ

j
.

Figure 2.5 – Illustration d’une application de transport à 2 couches. On
illustre ici avec une distribution µ qui est un mélange de gaussiennes à quatre
composantes (en gris). Pour chaque couche ℓ, les flèches illustrent T ℓ qui envoie des
points x „ µ (points ronds à gauche) vers des points de νℓ (losanges pour ℓ “ 1 et
carrés pour ℓ “ 0).



2.3. Transport Optimal Semi-Discret Multi-Couche 35

Input : Mesure source µ, mesure cible ν, pas de gradient C ą 0,
nombre de couches L, nombre d’itérations T

Calculer un clustering hiérarchique {ν0, . . . , νL´1} of ν
Définir les mesures normalisées ν̃ℓy @ ℓ, y

ψ̃ℓy Ð 0, @ ℓ, y (initialisation)
nℓy Ð 0, @ ℓ, y (nombre de visites du cluster Cℓy)
for t “ 1, . . . , T do

Tirer x „ µ

for ℓ “ L´ 1, . . . , 0 do
En utilisant T ℓ`1pxq, calculer l’indice y “ T ℓpxq (avec (2.15))
nℓy Ð nℓy ` 1
g Ð ∇ψ̃ℓ

y
h̃ℓypx, ψ̃ℓyq (avec (2.18))

ψ̃ℓy Ð ψ̃ℓy ` C√
nℓ

y

g

ψℓy Ð ψℓy ` 1
nℓ

y

(
ψ̃ℓy ´ ψℓy

)
end

end
Output: {νℓ}0ďℓăL et ψ “

(
ψℓy

)
0ďℓăL,yPYℓ

Algorithm 3: Algorithme stochastique pour le transport multi-couche

J “ 1000 points J “ 10 000 points

Figure 2.6 – Transport 2-couches v.s. 1-couche. Dans cette figure, on compare
trois algorithmes pour le transport optimal semi-discret : l’algorithme mono-couche
(Algorithme 1), l’algorithme à deux couches (Algorithme 3 pour L “ 2), et l’algo-
rithme multi-échelle de [112]. On compare les applications de transport obtenues
en mesurant la distance de Kolmogorov entre T7µ et ν (en ordonnée), le long du
temps de calcul (en abscisse). On constate que pour J très grand, l’approche multi-
couche permet d’atteindre une bonne approximation en temps court, même si elle
ne converge pas vers la vraie solution du transport semi-discret.
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2.3.2 Application à la Synthèse de Textures

Dans [J12], nous avons utilisé ces applications de transport multi-couche pour
améliorer le modèle Texto. Ce nouveau modèle, appelé TextoML, permet de
considérer des distributions cibles avec un plus grand nombre de points. Ceci ouvre
la possibilité de travailler avec des distributions plus riches, notamment lorsque l’on
considère des distributions de patches de plus grande dimension w.

Le modèle TextoML est construit de la même manière que le modèle Texto,
en remplaçant les applications de transport utilisées à chaque résolution par des
applications multi-couche, dont l’estimation repose sur un algorithme stochastique.
Sur la Fig. 2.7, on peut comparer des résultats de synthèse obtenus avec Texto et
TextoML. On peut voir que l’utilisation directe du modèle Texto avec de grands
patches (w “ 7) donne des résultats de synthèse aberrants, puisque les applications
de transport optimal ne sont pas correctement estimées à chaque échelle. À l’in-
verse, le transport multi-couche donne des applications de transport cohérentes au
bout de 106 itérations de l’Algorithme 3, même en grande dimension (ici D “ 147
pour des patches 7 ˆ 7 en couleur). Le modèle TextoML permet ainsi de synthétiser
efficacement des textures structurées. Son défaut principal est que les synthèses Tex-
toML sont affectées par une légère quantité de flou due à l’agrégation des patches.
Pour pallier partiellement ce défaut, nous avons proposé de rajouter une dernière
étape (PP pour post-processing) de transport multi-couche sur les patches 3 ˆ 3,
qui permet mieux réimposer les statistiques aux échelles fines, sans pour autant
détruire les structures plus larges déjà mises en place par les transports précédents.

On trouvera d’autres exemples de synthèse dans la Fig. 2.10 du paragraphe
suivant et dans [J12]. Sur la Fig. 2.8 on peut comparer TextoML avec d’autres
méthodes neuronales récentes [51, 150], sur deux grandes textures comportant des
structures régulières à grande échelle et des détails saillants à échelle fine. On ob-
serve que TextoML parvient à reproduire des corrélations à longue portée grâce à
l’initialisation avec un champ gaussien à basse résolution, et de façon parfois plus
convaincante que les méthodes neuronales. TextoML parvient également à produire
de nouveaux motifs locaux, ressemblant à ceux de la texture exemple, mais de façon
plus floue que [51]. Un avantage de TextoML par rapport aux méthodes neuronales
est que ce modèle se comporte de façon plus stable (en évitant des dérives de couleurs
comme dans le premier exemple de la Fig. 2.8), et permet de mieux comprendre les
cas d’erreurs (et donc les limites du modèle). Curieusement, lorsque l’on cherche à
examiner la distribution des patches de toutes ces images synthétisées, on s’aperçoit
que toutes ces méthodes respectent relativement bien la distribution de patches de
la texture exemple, même si elles ne cherchent pas directement à s’en rapprocher.

2.3.3 Autres Applications

Terminons cette section en mentionnant brièvement deux autres applications
du modèle TextoML. La première concerne l’inpainting de textures, où l’on cherche
à compléter une région masquée dans une texture. Si l’on dispose d’un modèle
pour reproduire cette texture, il s’agit essentiellement de tirer un échantillon du
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Original 1-couche 1-couche 2-couches 2-couches
w “ 3 w “ 7 w “ 7 w “ 7 et PP

Figure 2.7 – Comparaison entre Texto et TextoML. On montre ici des
résultats de synthèse de textures obtenus avec les modèles Texto et TextoML (avec
des transports à L “ 2 couches) sur des patches de tailles w “ 3 ou w “ 7. Sur la
droite, on montre aussi la synthèse en intégrant l’étape de post-processing (PP) sur
les patches 3 ˆ 3.

modèle en conditionnant par les valeurs observées en dehors du masque. Cependant,
l’inpainting de textures est en pratique plus difficile que la synthèse simple, parce
que, si la texture non masquée n’est pas exactement fidèle au modèle, un humain va
pouvoir distinguer aisément l’interface entre les deux textures au bord du masque.
Ainsi, l’inpainting de textures nécessite d’avoir un modèle de textures suffisamment
riche pour faire un raccord indiscernable au bord du masque.

Le modèle TextoML est assez riche pour aborder cette tâche, et sa construction
multi-échelle s’adapte bien au cas de l’inpainting, comme illustré sur la Fig. 2.9, en
ciblant la distribution des patches non masqués. En effet, à la résolution grossière,
la région masquée peut être complétée en utilisant une simulation conditionnelle
du champ gaussien estimé hors du masque, sachant les valeurs au bord du masque,
comme décrit dans [J5]. Ensuite, à chaque échelle, on peut transformer les patches
touchant le masque par des applications de transport multi-couche envoyant vers la
distribution de patches hors du masque. On peut alors passer d’une échelle à l’autre
en faisant le même sur-échantillonnage basé exemple (en utilisant les patches non
masqués). Sur les exemples de la Fig. 2.9 et de [J12], on peut constater que cette
méthode permet de prolonger les structures géométriques au bord du masque. Elle
est cependant limitée par la petite quantité de flou que l’on observait déjà dans
les résultats de synthèse, mais qui sont encore plus visibles lorsque l’on observe
côte-à-côte la texture d’origine et la texture synthétisée.

Pour terminer, mentionnons que le modèle TextoML permet aussi d’aborder
le problème du transfert de style, qui consiste à appliquer à une image naturelle
l’aspect textural donné par une texture exemple. Pour cela, la proposition faite
dans [J12] consiste à estimer le modèle TextoML associé à la texture exemple, et
à utiliser les applications de transport par patch directement sur l’image à styliser,
de la résolution grossière à la résolution fine. À chaque résolution, les structures
géométriques de l’image source sont réimposées grâce à un masque obtenu par
extraction de contours. Bien que les applications de transport utilisées ne soient
pas spécifiques à l’image source, ce procédé permet tout de même de transférer
une partie du style de la texture exemple, comme le montrent les exemples donnés
dans [J12].
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Original 2-couches Ulyanov et al. [150] Gatys et al. [51]

Original 2-couches Ulyanov et al. [150] Gatys et al. [51]

Figure 2.8 – Dans cette figure, on compare les synthèses obtenues avec TextoML
et les méthodes neuronales de [51, 150]. On montre aussi les distributions de patch
obtenues (lignes 3, 7) en projetant sur quelques composantes principales (lignes 4,
8), ainsi que les distributions couleurs (ligne 2) et le spectre de Fourier (ligne 6).



2.4. Transport Optimal GMM par Patch 39

Ñ

Texture masquée s “ 4, Masquée s “ 4, Gaussien s “ 4 s “ 3
↓

Oracle Inpaintée s “ 0 s “ 1 s “ 2

Figure 2.9 – Inpainting de textures avec TextoML. Le modèle TextoML
s’adapte à l’inpainting en utilisant une synthèse conditionnelle du champ gaussien
à la résolution grossière, et en utilisant des transports multi-couche par patch à
chaque résolution (en ciblant la distribution de patches hors du masque).

2.4 Transport Optimal GMM par Patch

Nous terminons ce chapitre avec des travaux plus récents portant sur l’utilisa-
tion d’une formulation du transport optimal spécifique aux GMM, notée GMMOT.
Cette nouvelle variante du coût de transport peut être calculée efficacement (même
en grande dimension) car elle repose sur un problème de transport discret de pe-
tite taille opérant sur les composantes gaussiennes au départ et à l’arrivée. On va
voir ci-dessous comment l’appliquer au transport optimal par patch, et comment
le GMMOT peut être intégré au modèle de textures Texto précédemment décrit.
Ceci débouche sur un nouveau modèle TextoGMM [C16] permettant une estimation
du modèle beaucoup plus rapide qu’avec Texto ou TextoML, tout en s’appliquant
encore sur de grands patches.

2.4.1 Transport Optimal GMM

L’idée proposée par Delon et Desolneux [41] consiste à formuler un problème
de transport sur RD en restreignant les couplages admissibles à être des GMM sur
RD ˆ RD. Pour tout d P N˚, notons GMMd l’ensemble des mesures de probabilités
qui s’écrivent comment un mélange de gaussiennes sur Rd. En suivant [41], on définit
une distance MW2 sur GMMD en posant

@µ0, µ1 P GMMD, MW 2
2 pµ0, µ1q :“ inf

γPΠGMMpµ0,µ1q

∫
R2D

∥y0 ´ y1∥2dγpy0, y1q,

(2.19)
où ΠGMMpµ0, µ1q est l’ensemble des γ P GMM2D de marginales µ0 et µ1. De plus,
si µ0 “

∑K0
k“1 π

k
0µ

k
0 et µ1 “

∑K1
l“1 π

l
1µ

l
1, où les πk0 , πl1 sont des scalaires positifs de

somme 1, et les µk0, µl1 des mesures gaussiennes, on peut montrer que

MW 2
2 pµ0, µ1q “ min

wPΠpπ0,π1q

∑
k,l

wklW
2
2 pµk0, µ

l
1q, (2.20)
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où Πpπ0, π1q est l’ensemble des matrices w P RK0ˆK1
` de marginales π0 et π1. Cette

définition aboutit à un problème de transport optimal discret dont le coût entre
composantes gaussiennes s’exprime explicitement par

W 2
2
(
N pm,Σq,N pm̃, Σ̃q

)
“ ∥m´ m̃∥2 ` tr

(
Σ ` Σ̃ ´ 2

(
Σ

1
2 Σ̃Σ

1
2
) 1

2
)
. (2.21)

Le problème de transport discret (2.20) peut être résolu par programmation linéaire
(peu coûteux car K0,K1 sont en pratique souvent ă 100).

Cependant, en restreignant ainsi les couplages à GMM2D, on s’écarte du
problème initial, si bien que le couplage optimal γ˚ de (2.19) n’est en général pas
associé à une vraie application de transport (il n’est pas supporté sur le graphe
d’une application). Pour l’adaptation à la synthèse de textures, on préférera donc
utiliser l’application

T pxq “ EpX,Y q„γ˚pY |X “ xq, (2.22)

qui peut se réécrire

T pxq “

∑
k,l w

˚
k,lgmk

0 ,Σk
0
pxqTk,lpxq∑

k π
k
0gmk

0 ,Σk
0
pxq

, (2.23)

où w˚ est la solution optimale du problème discret (2.20), et les Tk,l sont les cartes
affines optimales entre les gaussiennes µk0 et µl1, et gm,Σ est la densité de N pm,Σq.
On notera néanmoins que cette application T ne satisfait pas la contrainte marginale
du transport puisque T 7µ0 ‰ µ1 en général.

2.4.2 Modèle TextoGMM

Cette formulation GMMOT peut être intégrée dans le modèle Texto de la Sec-
tion 2.2. Le modèle proposé, noté TextoGMM, consiste à appliquer à plusieurs
résolutions s “ S ´ 1, . . . , 0, des applications de transport GMM par patch, en
initialisant l’échelle grossière s “ S ´ 1 par le champ gaussien. Le passage d’une
échelle à la suivante se fait par une étape de sur-échantillonnage basée exemple.

Supposons que la texture Us a été synthétisée à l’échelle s. Comme pour Texto,
on utilise une application de transport optimal entre la distribution µs des patches
de Us et la distribution des patches νs de la texture exemple us. Avec l’algo-
rithme EM, on estime des GMM à K composantes µ̃s, ν̃s qui approchent µs, νs res-
pectivement. On peut alors calculer le plan de transport γs solution de MW2pµs, νsq,
et celui-ci induit une application de transport Ts via (2.23). Cette application est
utilisée pour transporter les patches de Us, que l’on recompose ensuite en

@a P 2sZ2, Ũspaq “
1

|ω|

∑
bP2sω

TspUs|a´b`2sωqpbq. (2.24)

Pour pouvoir sur-échantillonner, on compose avec une projection au plus proche
voisin dans les patches de us : on pose

@a P 2sZ2, Vspaq “
1

|ω|

∑
bP2sω

us
(
Cspa´ bq ` b

)
, (2.25)
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où la carte de coordonnée Cs est définie par

@a P 2sZ2, Cspaq “ Argmin
a1 t.q. a1`2sωĂΩs

∥TspUs|a`2sωq ´ us|a1`2sω∥2. (2.26)

L’échelle suivante est initialisée en utilisant les patches deux fois plus grands comme
dans (2.10). Ceci permet d’obtenir en sortie l’image synthétisée V0.

Comme pour les modèles Texto et TextoML, l’estimation du modèle TextoGMM
associé à une texture originale nécessite une passe de synthèse (en estimant les
distributions de patches et les transport GMMOT à chaque résolution). Mais une
fois estimé, le modèle peut être utilisé pour la synthèse, à la demande, de nouvelles
textures potentiellement beaucoup plus grandes.

2.4.3 Synthèse avec le Modèle TextoGMM

Le modèle TextoGMM peut être vu comme une version allégée des modèles
Texto et TextoML, dans laquelle les applications de transport par patch s’écrivent
comme une combinaison convexe bien choisie d’applications affines, composée avec
une projection NN. L’intérêt de cette approche est qu’elle s’applique immédiatement
en très grande dimension, et permet donc de traiter de grands patches, de même que
TextoML, au prix d’une légère dégradation de la qualité visuelle, comme on peut
le voir sur la Fig. 2.10. De plus, le modèle TextoGMM est plus rapide à estimer
que les modèles Texto et TextoML, car il repose sur la solution du GMMOT qui
est aisément calculable, même en très grande dimension. En fait, l’étape la plus
coûteuse de l’estimation du modèle TextoML est l’estimation des modèles GMM
avec l’algorithme EM. Pour accélérer cette étape ainsi que les projections NN, on
limite le cardinal des distributions de patches utilisées à 104 points (donc dix fois
plus qu’avec Texto). Pour donner un ordre de grandeur, résoudre le GMMOT sur des
distributions à 104 points en dimension 75 (patches couleur 5 ˆ 5), prend quelques
secondes (en incluant l’étape EM), ce qui est bien inférieur au temps de calcul requis
pour l’estimation du transport semi-discret vers une distribution cible à 104 points.
En tout, l’estimation du modèle TextoGMM associé à une texture exemple, avec
des patches 5 ˆ 5, prend environ 15” sur un ordinateur récent.

Sur la Fig 2.10, on compare les synthèses obtenues avec les modèles Texto,
TextoML et TextoGMM. Ces résultats confirment que le modèle TextoGMM atteint
une qualité de synthèse proche de celle obtenue avec le modèle TextoML de la
section précédente, tout en reposant sur un modèle plus léger, et plus rapide à
estimer. Du point de vue visuel, on constate encore la limitation commune de ces
trois modèles, provenant du procédé d’agrégation des patches qui introduit une
petite quantité de flou. Nous renvoyons à [C16] pour une analyse plus détaillée
des résultats. Mentionnons aussi, pour terminer, que le modèle TextoGMM peut
(comme TextoML) s’adapter au transfert de style, mais permet également de faire
des mélanges de textures, en exploitant la formule close des barycentres GMMOT
donnée dans [41]. On montre en Fig. 2.11 quelques résultats de mélanges de textures
obtenus avec le modèle TextoGMM.
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Figure 2.10 – Comparaison de Texto, TextoML et TextoGMM. Pour plu-
sieurs textures exemples 512 ˆ 512 (colonne 1), on montre les synthèses obtenues
avec ces trois modèles et différents paramètres w (taille de patch) et S (nombre
d’échelles). On conseille de zoomer sur les images pour mieux percevoir les détails.

α “ 0 α “ 0.25 α “ 0.5 α “ 0.75 α “ 1

Figure 2.11 – Mélange de textures avec le modèle TextoGMM. On montre
des échantillons du modèle de textures mélangé avec pondération α P r0, 1s. On voit
que l’utilisation de barycentres GMMOT permet de mélanger de façon non-linéaire
les structures géométriques des textures exemples.
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2.5 Conclusion Partielle

Dans ce chapitre, nous avons introduit un modèle de textures construit de façon
multi-résolution grâce à des applications de transport optimal dans l’espace des
patches, en exploitant notamment le fait que le transport optimal semi-discret ad-
met des solutions sous la forme d’assignements au plus proche voisin biaisés. Nous
avons expliqué trois variantes de ce modèle, Texto, TextoML et TextoGMM, basées
sur des approximations différentes du problème de transport optimal. Ces trois va-
riantes permettent de synthétiser des textures structurées, tout en conservant de
bonnes garanties théoriques (stationnarité, indépendance longue portée) ainsi qu’un
temps de calcul avantageux (grâce à la possibilité de paralléliser les transports par
patch).

La limitation principale de ce modèle en termes de qualité visuelle vient de
la façon de recomposer une image à partir des patches transportés : l’agrégation
par simple moyenne induit toujours une petite quantité de flou. Autrement dit, le
défaut de ce modèle est qu’on ne peut imposer la distribution des patches qu’avant
l’étape d’agrégation, et pas après. On proposera dans le chapitre suivant un autre
modèle de textures visant à contraindre directement la distribution des patches de
la synthèse. Ceci nécessite une formulation mathématique différente et plus lourde
à mettre en œuvre. Notons aussi que le principe de recopie par patches contraint la
capacité d’innovation de l’algorithme, ce qui peut poser problème si les paramètres
du modèle sont mal adaptés à la texture exemple (par exemple s’il n’y a que trop
peu de patches dans la texture à basse résolution). Sur cette question, mentionnons
que nous avons développé dans [J8, J9] des outils statistiques pour détecter la
redondance par patch.

L’architecture du modèle Texto peut être considérée comme un réseau génératif
très léger, avec des couches de transports par patches paramétrées par les sous-
ensembles de patches utilisés et les scalaires v associés. Cette approche pourrait
maintenant être rattachée aux réseaux basés sur des couches d’attention [155]. De
plus, en comparaison, les réseaux génératifs proposés par Ulyanov et al. [150], Sha-
ham et al. [135] sont plus difficiles à entrâıner (en raison d’un grand nombre de
paramètres) et, bien qu’ils produisent des textures plus nettes, respectent moins
bien les statistiques de la texture d’entrée.

Les différentes variantes de Texto et les travaux de Shaham et al. [135] montrent
que, si l’on veut produire une texture de bonne qualité visuelle, il n’est pas forcément
nécessaire de résoudre à très grande précision le problème de transport optimal par
patch. Nous pourrions donc accélérer encore l’étape de synthèse avec une nouvelle
approximation du transport semi-discret, en combinant une recherche approchée de
plus proches voisins comme dans [29] et une représentation condensée des patches.





Chapitre 3

Réseaux Génératifs Wasserstein

Dans ce chapitre sont présentés des travaux traitant de l’apprentissage de
modèles génératifs à l’aide de distances de transport optimal, menés en collabo-
ration avec d’une part Antoine Houdard, Nicolas Papadakis et Julien Rabin, et
d’autre part Jérémie Bigot et Paul Freulon. Dans la Section 3.1.3 on pose le cadre
de l’estimation de réseaux génératifs Wasserstein (WGAN pour Wasserstein Ge-
nerative Adversarial Networks) et l’on étudie la fonctionnelle associée en adoptant
une formulation semi-discrète du coût de transport optimal [J15]. La Section 3.2
résume les travaux publiés dans [C10, J14], où l’estimation de réseaux génératifs
est appliquée au problème de synthèse de textures, en considérant des distances
de transport optimal par patch à plusieurs résolutions. Enfin, la Section 3.3 [Js2]
offre une perspective statistique sur ce problème, où l’on cherche à contrôler l’erreur
d’estimation faite lorsque l’on a seulement accès à des échantillons des mesures.

3.1 Estimation Wasserstein de Réseaux Génératifs

L’apprentissage de modèles génératifs est une problématique désormais
répandue de la science des données, qui consiste à approcher une distribution em-
pirique de données par une distribution paramétrée facilement simulable. Ceci per-
met de générer des échantillons ressemblant aux données, d’interpoler entre plu-
sieurs points des données, de révéler une structure géométrique sous-jacente aux
données [122, 137], ou encore de fournir un modèle a priori permettant de régulariser
des problèmes inverses [16, 67, 73, 68, 111, 136, 37, 93].

Étant donné la distribution empirique des données ν à support dans un compact
Y Ă Rd, l’apprentissage d’un réseau génératif consiste à résoudre

Argmin
θPΘ

Lpµθ, νq (3.1)

où µθ est la loi du modèle génératif à support dans un compact X Ă Rd et pa-
ramétrée par un θ dans un ouvert Θ Ă Rq, et où L est une fonction permettant
d’évaluer la proximité entre lois de probabilités. Souvent, la distribution µθ est la
loi d’une v.a. gθpZq où gθ est un réseau de neurones et Z une v.a. de loi fixée.

Dans l’article [59] introduisant les réseaux génératifs adverses (GAN), la fonction
de coût utilisée est la divergence de Jensen-Shannon exprimée de façon duale, me-
nant à un problème minimax. Cette divergence n’étant pas bien adaptée au cas où
µθ, ν n’ont pas le même support, Arjovsky et al. [2] ont proposé de minimiser le coût
de transport optimal W pµθ, νq, définissant ainsi les Wasserstein GANs (WGANs).
En statistique, ce problème est aussi parfois appelé “estimation Wasserstein” [5, 8],
dénomination que nous adopterons ici.
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L’une des difficultés de l’estimation Wasserstein vient du fait que la loi µθ est
une distribution continue en grande dimension, et sa résolution numérique passe
souvent par l’utilisation de solveurs duaux pour W pµθ, νq. En se restreignant au coût
Wasserstein-1, on peut simplifier le problème en n’optimisant qu’une seule variable
duale paramétrée par un réseau 1-lipschitzien (par méthode weight clipping dans [2]
ou gradient penalty dans [65]). À l’inverse, les auteurs de [134, 129, 98] conservent un
coût générique mais adoptent une régularisation entropique du transport optimal,
avec différentes paramétrisations des variables duales. En exploitant le fait que ν
est discrète, plusieurs auteurs [28, 104] ont exploité la formulation semi-discrète du
transport optimal en paramétrant l’une des variables comme une c-transform.

On donnera ci-dessous la formule (Grad-OT) exprimant le gradient de
θ ÞÑ W pµθ, νq grâce à la solution duale du coût W pµθ, νq. Dans [105, 140, 83, 82]
a été soulevée la question de l’impact de l’erreur commise par le solveur dual de
W pµθ, νq dans la qualité du réseau génératif estimé. Mallasto et al. [105] ont montré
qu’en utilisant des méthodes plus précises pour estimer le coût de transport optimal,
on pouvait obtenir in fine un modèle génératif produisant des échantillons de moins
bonne qualité visuelle. Stanczuk et al. [140] ont confirmé ces résultats et proposent
plusieurs raisons à ce phénomène.

Notre étude vise à mieux comprendre le comportement de ces algorithmes d’ap-
prentissage de réseaux génératifs. Après avoir introduit en détail le transport opti-
mal régularisé dans la Section 3.1.1 et le problème d’estimation Wasserstein dans la
Section 3.1.2, nous donnerons dans la Section 3.1.3 des conditions suffisantes per-
mettant de justifier la formule (Grad-OT) qui sous-tend l’optimisation du réseau
génératif. En explicitant cette formule dans un cadre semi-discret (et sans se limiter
au coût Wasserstein-1), nous examinerons l’algorithme d’optimisation alternée uti-
lisé pour l’apprentissage du réseau génératif, et nous verrons comment interpréter
l’erreur faite par le solveur dual grâce à la visualisation du diagramme de Laguerre
correspondant. Les simulations présentées dans la Section 3.1.4 montreront que l’op-
timisation du générateur peut se stabiliser ou osciller selon les stratégies adoptées
sur les pas de gradient. On examinera aussi l’impact du paramètre de régularisation
entropique λ ě 0 dans l’apprentissage, sur des cas synthétiques en dimension 2 ou
réels en dimension 784 avec la base de données MNIST.

3.1.1 Transport Optimal Régularisé

Dans ce paragraphe, on rappelle la définition et la formulation duale du coût de
transport optimal régularisé, que l’on utilise pour l’estimation de réseaux génératifs.

Soient X ,Y Ă Rd compacts, et c : X ˆ Y ÝÑ R continue.

Définition 3.1.1 (Formulation Primale). Soient µ, ν deux mesures de probabilité
sur X ,Y respectivement. Pour λ ě 0, le coût de transport optimal régularisé s’écrit

Wλpµ, νq “ inf
πPΠpµ,νq

∫
X ˆY

c dπ ` λKLpπ|µb νq (3.2)

où Πpµ, νq est l’ensemble des lois de probabilité sur X ˆ Y de marginales µ et ν, et
où KLpπ|µb νq “

∫
logp dπ

dµbν qdπ si la densité dπ
dµbν existe et `8 sinon.
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Théorème 3.1.1 (Formulation duale [130, 55]). Le coût de transport régularisé
s’exprime aussi par

Wλpµ, νq “ max
φPC pX q,ψPC pYq

∫
φpxqdµpxq `

∫
ψpyqdνpyq (3.3)

´

∫
mλ

(
φpxq ` ψpyq ´ cpx, yq

)
dµpxqdνpyq

où pour λ “ 0, m0ptq “ 0 si t ě 0, et `8 sinon, et pour λ ą 0, mλptq “ λpe
t
λ ´1q.

Pour λ ą 0, les solutions sont uniques à constantes près ( i.e. si pφ,ψq est solution,
alors les autres s’écrivent pφ´ k, ψ ` kq avec k P R).

Pour ψ P C pYq, on définit la c-transform régularisée par

@x P X , ψc,λpxq “ softmin
yPY

cpx, yq ´ ψpyq (3.4)

où

softmin
yPY

fpyq “


min
yPY

fpyq si λ “ 0,

´λ log
∫
e´

fpyq

λ dνpyq si λ ą 0.
(3.5)

On définit la c-transform analogue sur la variable x. On peut montrer que le
problème dual (3.3) peut être restreint aux fonctions φ,ψ s’écrivant comme des
c-transforms, qui héritent de la régularité de c et qui peuvent être extrapolées.

Théorème 3.1.2 (Formulation semi-duale [55]). Le coût de transport optimal
régularisé s’exprime aussi par

Wλpµ, νq “ sup
ψPC pYq

∫
ψc,λpxqdµpxq `

∫
ψpyqdνpyq. (3.6)

3.1.2 Le Problème d’Estimation Wasserstein

Soit Θ Ă Rq ouvert. Estimer un réseau génératif Wasserstein (WGAN) pour la
distribution des données ν revient à minimiser

hλpθq “ Wλpµθ, νq, (3.7)

où le modèle génératif µθ est la loi de gθpZq avec Z une v.a. de loi fixée ζ sur
un espace mesurable Z. On note gθ “ gpθ, ¨q où g : Θ ˆ Z ÝÑ Rd est définie
sur le produit Θ ˆ Z. Nous allons donner des conditions suffisantes permettant
de calculer le gradient de hλ. La proposition suivante énonce la formule désirée,
qui est vraie sous réserve d’existence des gradients. Pour cela, définissons, pour
φ P C pX q, ψ P C pYq, θ P Θ,

Ipφ, θq “

∫
X
φdµθ “ ErφpgθpZqqs, (3.8)

Fλpψ, θq “ Ipψc,λ, θq “

∫
X
ψc,λdµθ “ Erψc,λpgθpZqqs, (3.9)

Hλpψ, θq “ Fλpψ, θq `

∫
Y
ψdν, (3.10)
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Figure 3.1 – On illustre ici le contre-exemple de la Proposition 3.1.4 pour p “ 2.
On voit que θ ÞÑ Hpψ˚0, θq n’est pas différentiable en θ0.

de sorte que

Wλpµθ, νq “ hλpθq “ max
ψPC pYq

Fλpψ, θq `

∫
Y
ψdν “ max

ψPC pYq
Hλpψ, θq. (3.11)

Pour λ “ 0, on utilisera les notations sans indice h, W , H, and F .

Proposition 3.1.3 ([2]). Soient θ0, ψ0 tels que hλpθ0q “ Hλpψ0, θ0q.
Si hλ et θ ÞÑ Fλpψ0, θq sont différentiables en θ0, alors

∇hλpθ0q “ ∇θFλpψ0, θ0q. (Grad-OT)

Montrer la formule (Grad-OT) revient à différentier sous le maximum
dans (3.11). N’intervient dans ∇hλpθ0q que le potentiel ψ0 optimal pour Wλpµθ0 , νq.
Dans la section suivante, nous donnerons des conditions suffisantes permettant
de différentier sous le maximum rigoureusement. Cependant, notons qu’en toute
généralité, à θ0 fixé et ψ0 le potentiel optimal correspondant, la fonction Fλpψ0, ¨q

peut présenter une singularité en θ0. Ceci arrive par exemple dans le cas discret de
la proposition suivante, illustré en Fig. 3.1.

Proposition 3.1.4. Soit µθ “ δθ et ν “ 1
2δy1 ` 1

2δy2 pour θ, y1, y2 P Rd. Pour p ě 1,
soit cpx, yq “ ∥x´ y∥p, où ∥ ¨ ∥ est la norme euclidienne sur Rd. Alors

¨ hpθq “ W pµθ, νq est différentiable sur θ R {y1, y2} pour p “ 1, et en tout
θ P Rd pour p ą 1,

¨ @ψ˚0 P Arg maxψHpψ, θ0q, θ ÞÑ F pψ˚0, θq n’est pas différentiable en θ0.
Ainsi, la formule (Grad-OT) n’a pas de sens dans ce cas.

3.1.3 Gradient du Coût d’Estimation Wasserstein

On va maintenant formuler des conditions permettant de différentier hλ. Les
hypothèses concernent en premier lieu la régularité du coût et du générateur. On
décline l’étude en deux parties : on étudie d’abord le cas semi-discret non-régularisé
(Théorème 3.1.6 et Théorème 3.1.5) qui nécessite une hypothèse supplémentaire sur
le positionnement de gθ0 par rapport à un diagramme de Laguerre ; on évoquera
ensuite le cas régularisé (Théorème 3.1.7) ne nécessitant pas cette hypothèse tech-
nique.
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Définition 3.1.2. On dit que c est x-régulier s’il existe L ą 0, un ouvert U et
X Ă U Ă Rd tels que pour tout y P Y, cp¨, yq s’étend en une fonction C 1 et
L-Lipschitz sur U .

Définition 3.1.3. Pour tout θ0 P Θ, on dit que g : Θ ˆ Z ÝÑ X satisfait (Gθ0) s’il
existe un voisinage V de θ0 et K P L1pζq tels que θ ÞÑ gpθ, Zq est p.s. C 1 sur V de
différentielle θ ÞÑ Dθgpθ, Zq et que

@θ P V, ζ-p.s. ∥gpθ, Zq ´ gpθ0, Zq∥ ď KpZq∥θ ´ θ0∥. (3.12)

On dit que g satisfait (GΘ) si g satisfait (Gθ0) en tout θ0 P Θ.

Dans [J15] on a montré que l’hypothèse est vérifiée pour une large classe de
réseaux de neurones avec activations C 1 et avec un bruit d’entrée Z intégrable.

Pour exprimer la dernière hypothèse technique, on se place dans le cas du trans-
port semi-discret où ν est supportée par un ensemble Y de cardinal J . On utilise
les notations introduites dans l’introduction (Section 1.1 et Fig. 1.2) pour les ap-
plications de transport semi-discret. La différentiation se fait en deux temps, en
différentiant d’abord F , puis h.

Lemma 3.1.1. Supposons Y fini à J points et que c est x-régulier. Supposons que
g satisfait (Gθ0) en θ0 P Θ. Supposons que pour tout ψ P RJ , µθ0pAψq “ 0, i.e.
gpθ0, Zq P X zAψ p.s. Alors, pour tout ψ P RJ , θ ÞÑ F pψ, θq est différentiable en θ0
et l’on a

∇θF pψ, θ0q “ ErDθgpθ0, ZqT∇ψcpgpθ0, Zqqs. (3.13)

Théorème 3.1.5. Supposons Y fini à J points et que c est x-régulier.
Supposons aussi que

1. pour tout θ P Θ, le potentiel de Kantorovich ψθ pour W pµθ, νq est unique à
constante près,

2. pour tout θ P Θ et tout ψ P RJ , µθpAψq “ 0, i.e. gpθ, Zq P X zAψ p.s.,
3. g satisfait (GΘ) .

Alors hpθq “ W pµθ, νq est différentiable en tout θ P Θ et

∇hpθq “ ∇θF pψθ, θq “ E
[
Dθgpθ, ZqT∇ψcθpgθpZqq

]
. (3.14)

L’hypothèse de coût x-régulier n’est pas satisfaite dans certains cas, par exemple
dans le cas cpx, yq “ ∥x´y∥ in Rd, engendrant la distance Wasserstein-1 qui est sou-
vent utilisée dans l’apprentissage de WGAN [2]. Le résultat suivant permet d’inclure
ce cas moins régulier.

Théorème 3.1.6. Supposons Y fini à J points. Supposons que c : X ˆ Y ÝÑ R
est continu, et qu’il existe L ą 0, un ouvert U avec X Ă U Ă Rd et B Ă X
fermé dans Rd tel que pour tout y P Y, cp¨, yq s’étend en une fonction C 1 et L-
Lipschitz sur UzB. Supposons que g satisfait les trois hypothèses du Théorème 3.1.5,
et supposons que µθpBq “ 0 pour tout θ P Θ.

Alors hpθq “ W pµθ, νq est différentiable en tout θ P Θ et son gradient est donné
par la formule (3.14).
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Terminons le paragraphe en donnant l’adaptation des résultats précédents au cas
du transport régularisé. Dans ce cas, les c-transforms sont effectivement régulières
partout même à l’interface des cellules de Laguerre. On n’a donc plus besoin de
l’hypothèse technique correspondante. En fait, on n’a même pas besoin de se res-
treindre au cas semi-discret : les deux résultats ci-dessous s’appliquent pour une
mesure de probabilité ν sur Y Ă Rd compact.

Lemma 3.1.2. Soit λ ą 0. Supposons que c est x-régulier et que g satisfait (GΘ).
Soit ψ P C pYq. Alors θ ÞÑ Fλpψ, θq est différentiable sur Θ et

@θ0 P Θ, ∇θFλpψ, θ0q “ E
[
Dθgpθ0, ZqT∇ψc,λpgpθ0, Zqq

]
. (3.15)

Théorème 3.1.7. Supposons que c est x-régulier que g satisfait (GΘ).
Alors hλ est C 1 sur Θ et

@θ P Θ, ∇θhλpθq “ ∇θFλpψθ, θq “ E
[
Dθgpθ, ZqT∇ψc,λθ pgpθ, Zqq

]
, (3.16)

où ψθ P Arg maxψHλpψ, θq.

Nous avons également prouvé une extension du dernier résultat en remplaçant
Wλ par la divergence de Sinkhorn, qui est parfois utilisée en pratique pour débiaiser
des résultats d’estimation Wasserstein. On renvoie à [J15] pour ce théorème.

3.1.4 Résultats Numériques sur les WGAN

Dans cette partie, on résume quelques résultats expérimentaux sur le compor-
tement d’un algorithme d’optimisation alternée utilisé pour l’apprentissage d’un
réseau génératif Wasserstein, avec un cas de données synthétiques en dimension 2,
puis le cas des données MNIST en dimension 784. On renvoie à [J15] pour une
discussion détaillée de ces expériences.

Dans ces simulations, Y est l’ensemble des J points de données, et les éléments
ψ P C pYq s’identifient à des vecteurs de RJ . Le problème d’optimisation se réécrit

min
θPΘ

hλpθq “ min
θPΘ

max
ψPC pYq

Hλpψ, θq, (3.17)

où
Hλpψ, θq “

∫
X
ψc,λdµθ `

∫
Y
ψdν “ Fλpψ, θq `

∑
yPY

ψpyqνp{y}q . (3.18)

On adopte un algorithme (résumé dans l’Algorithme 4) qui alterne entre une mise à
jour de θ (par exemple avec un pas de gradient), et une mise à jour de ψ (par exemple
avec plusieurs itérations de l’algorithme ASGD décrit dans la Section 2.2). La mise
à jour de θ par un algorithme de gradient utilise la valeur ∇θHλpψ, θq “ ∇Fλpψ, θq

explicitée dans la partie précédente, ou plus précisément une approximation de
Monte-Carlo obtenue sur un batch de b valeurs de gθpZq. En position générique, le
générateur ne chargera pas l’interface de la cellule de Laguerre, et on s’attend donc
à ne pas tomber sur un point pψ, θq singulier au cours de l’algorithme.
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Initialisation : θ (aléatoire)
For n “ 1, . . . , N

¨ ψn « Arg maxHλp¨, θq (K iterations d’ASGD initialisé en ψn´1)
¨ Mettre à jour θ (un pas d’algorithme ADAM sur Hλpψn, ¨q)

Output : paramètre θ du modèle génératif appris
Algorithm 4: Apprentissage du modèle génératif µθ

Sur la Fig. 3.2, on montre le comportement de l’algorithme (le long des
itérations n) sur un cas synthétique avec un ensemble Y à 6 points en dimen-
sion 2, et un modèle génératif µθ paramétré par un réseau multilayer perceptron.
Dans ce type d’expériences, on constate que le réseau génératif se stabilise sur une
configuration qui couvre bien l’ensemble des données lorsque λ “ 0 et qui dégénère
sur un barycentre lorsque λ est trop grand. On constate que la fonction de coût
a une tendance décroissante, mais ne converge pas parfaitement. En particulier,
quand λ “ 0, selon la stratégie utilisée pour les pas de gradients en ψ et θ, on peut
exhiber des cas particuliers où l’algorithme oscille entre différentes configurations.
Sur la deuxième ligne de la Fig. 3.2, on constate en particulier que si le nombre
d’itérations K de l’algorithme ASGD pour estimer ψ est trop faible, alors le dia-
gramme de Laguerre sous-jacent n’est pas suffisamment ajusté pour permettre une
mise à jour précise de θ. Ce cas illustre bien l’impact de l’erreur sur la variable duale
dans l’apprentissage du réseau génératif : on n’obtient encore un modèle génératif
qui interpole une partie des données mais sans les couvrir entièrement.

Examinons maintenant les résultats montrés en Fig. 3.3 correspondant à l’ap-
prentissage d’un réseau génératif (multilayer perceptron MLP, ou réseau convolu-
tionnel DCGAN) pour la génération de chiffres, entrâıné sur la base MNIST [92]
composée de 60000 données dans R784. Ici, les paramètres θ sont mis à jour avec
l’algorithme ADAM [79], et la variable ψ est optimisée avec l’implémentation
Pytorch de l’algorithme ASGD appliqué directement sur la variable ψ sans pa-
ramétrisation (SDOT) ou bien à une paramétrisation de ψ avec un réseau de neu-
rones (SDOTNN). Dans le cas non-régularisé (λ “ 0), on constate que le modèle
génératif produit des échantillons convaincants (pour la plupart) légèrement plus
flous que ceux de la base de données. Certains échantillons ne ressemblent pas à un
chiffre, mais à un mélange de plusieurs chiffres, ce qui illustre encore que le réseau
génératif interpole entre plusieurs points des données. Si l’on augmente le paramètre
de régularisation λ, le réseau génératif se concentre sur un barycentre flou de toute
la base de données.

Sur les résultats numériques supplémentaires reportés dans [J15], en termes de
vitesse de convergence, on a pu constater un léger bénéfice à l’utilisation de la pa-
ramétrisation neuronale de ψ en particulier pour λ ą 0. On a aussi pu constater que
l’utilisation de la régularisation entropique ne change pas radicalement la vitesse de
décroissante de la fonction de coût estimée le long des itérés θn de l’Algorithme 4
(même si le profil de décroissance observé est plus lisse). Notre étude permet de com-
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Figure 3.2 – Apprentissage d’un réseau génératif sur un ensemble Y Ă R2

à 6 points. On montre, le long des itérations n de l’Algorithme 4, le positionnement
de Y (bleu foncé) et du modèle génératif courant µθ (échantillons en bleu clair).
À gauche, on indique le paramètre de régularisation λ et le nombre d’itérations K
dans la boucle interne ASGD. On montre aussi l’évolution de la fonction de coût.

menter avec prudence ce type de résultats obtenus sur un cas d’images en grande
dimension : même avec une estimation assez grossière de la variable duale, l’opti-
misation en θ pousse le réseau génératif à couvrir une partie de la base de données.
Selon la stratégie d’optimisation utilisée, le réseau génératif peut se stabiliser sur
une configuration menant à des échantillons visuellement convaincants, mais sans
nécessairement couvrir toute la base de données (ce qui ne peut être observé à la
seule vue des échantillons de la Fig. 3.3). On comprend ainsi que la “qualité visuelle”
du modèle génératif appris dépend de la fonction de coût utilisée (1-Wasserstein,
2-Wasserstein, Jensen-Shannon, ...) mais aussi crucialement des choix d’architecture
du réseau génératif et de stratégie d’optimisation.

3.2 Réseaux Génératifs pour la Synthèse de Textures

Une façon de synthétiser une texture à partir d’un original est de faire en sorte
que certaines statistiques de la texture synthétisée soient proches de celles observées
dans la texture originale. Les statistiques extraites sont souvent calculées sur des
attributs (features), que l’on entendra ici au sens de “caractéristiques locales” (par
exemple, des coefficients d’ondelettes, ou réponses à un réseau de neurones). Pour
produire une synthèse respectant ces statistiques, on peut avoir recours à un al-
gorithme itératif qui, partant d’un bruit, cherche à minimiser la distance entre les
statistiques calculées sur la synthèse courante et celles calculées sur l’original. Ce
type de méthode est parfois qualifiée de synthèse de textures variationnelle, et est
en lien avec la simulation du modèle microcanonique que l’on introduira dans la
Section 4.2
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Figure 3.3 – Apprentissage d’un réseau génératif pour la base MNIST.
On compare les modèles génératifs entrâınés avec plusieurs architectures pour gθ
(MLP ou DCGAN) et pour la variable duale ψ (sans paramétrisation SDOT, ou
avec paramétrisation neuronale SDOTNN). De gauche à droite, on fait varier le
paramètre de régularisation λ.

À l’inverse, lorsque l’on cherche à préserver la distribution des patches, ou la
distribution de réponses de filtres, l’information extraite ne se résume pas à un
nombre fini de statistiques calculées sur l’image. L’objectif de cette partie est d’in-
troduire un cadre de synthèse de textures variationnelle visant à respecter les distri-
butions d’une collection finie de attributs. On va reprendre le problème de réseaux
génératifs présenté dans la section précédente, en calculant le coût de transport
optimal désormais sur les distributions des attributs considérés. On en déduira un
algorithme d’optimisation alternée, dénommé GOTEX (pour generative model based
on optimal transport for synthesizing textures) permettant, soit d’optimiser direc-
tement la texture synthétisée, soit d’optimiser un réseau convolutionnel pour la
synthèse. À la différence du modèle Texto présenté dans le Chapitre 2, ce nouvel al-
gorithme vise à optimiser directement la distribution d’attributs en sortie (sans être
contraint par une architecture incluant nécessairement l’agrégation des patches).

3.2.1 Coûts de Transport sur les Distributions d’Attributs

Partant d’une texture originale u0 P Rdm à m pixels, on va synthétiser une tex-
ture v P Rdn à n pixels. Pour chaque pixel i, on considère une application mesurable
fi : Rdn ÝÑ RD servant à extraire une feature en position i. Par exemple, fipvq peut
être un patch couleur de dimension D “ d ˆ w ˆ w en position i, ou encore une
réponse neuronale de dimension D en position i. Les attributs de v sont regroupés
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Figure 3.4 – Diagramme explicatif de l’approche GOTEX. En sortie du réseau
génératif gθ, on a une distribution d’attributs µθ. L’algorithme GOTEX vise à
minimiser W pµθ, νq entre la distribution d’attributs courante µθ et la distribution
d’attributs ν de la texture exemple u0.
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dans un vecteur F pvq “ pfipvqq1ďiďn P RDn.
Comme dans la section précédente, nous allons formuler le problème au travers

de l’apprentissage d’un réseau génératif. On se fixe donc une fonction mesurable
g : Θ ˆ Z ÝÑ Rdn où Θ Ă Rq est ouvert. On obtiendra des textures synthétisées en
prenant des échantillons de gpθ, Zq où Z est une v.a. de loi fixée ζ sur un ensemble
mesurable Z. Notons qu’en prenant gpθ, zq “ θ où θ “ v P Rdn est une image, cette
formulation permet d’optimiser directement l’image à synthétiser.

On rassemble les distributions d’attributs en chaque position i en considérant
la distribution

µθ “
1
n

n∑
i“1

(fi ˝ gθ) 7ζ. (3.19)

Dans le cas gpθ, zq “ θ, on obtient simplement la distribution empirique
µθ “ 1

n

∑n
i“1 δfipθq. Par ailleurs, en extrayant les attributs de la texture exemple u0,

on obtient la distribution cible ν “ 1
m

∑m
j“1 δfjpu0q.

La fonction de coût utilisée pour l’apprentissage du modèle génératif de textures
s’écrit

LGOTEXpθ,vq “ W pµθ, νq (3.20)

où c : RD ˆ RD ÝÑ R est un coût dans l’espace des attributs.
Comme ν est une distribution discrète, la formulation semi-duale du transport

optimal donne

W pµθ, νq “ max
ψPRm

Hpψ, θq :“
∫

X
ψcpxqdµθpxq `

1
m

m∑
j“1

ψj , (3.21)

où le calcul de la c-transform ψcpxq “ minj [cpx, fjpvqq ´ ψj ] revient à une re-
cherche de plus proche voisin (biaisée) dans l’espace des attributs. À θ fixé, Hpθ, ¨q

est une fonction concave, que l’on peut maximiser à l’aide d’une montée de sur-
gradients, toujours avec l’algorithme ASGD [57]. D’autre part, les résultats de la
section précédente permettent d’écrire le gradient par rapport à θ.

Théorème 3.2.1. Supposons que c est de classe C 1 et Lipschitz, et supposons que
pour chaque i, fi : Rdn ÝÑ RD est C 1 et Lipschitz. Supposons que g satisfait (GΘ).
Soit pψ, θ0q tel que ζ-p.s., pour tout i, fi ˝ gθ0pZq R Aψ.

Alors Hpψ, ¨q est différentiable en θ0 avec

∇θHpψ, θ0q “
1
n

n∑
i“1

EZ„ζ

[
Dθpfi ˝ gqpθ0, ZqT∇ψcpfi ˝ gpθ0, Zqq

]
. (3.22)

3.2.2 Combiner Plusieurs Types d’Attributs

La construction du paragraphe précédent permet de contraindre la distribution
d’un seul type d’attributs moyennés spatialement. Mais pour synthétiser des tex-
tures fidèlement, on doit contraindre les distributions de plusieurs types d’attributs,
comme par exemple les distributions de patches extraits à différentes résolutions
(comme dans le Chapitre 2.2).
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Input : texture originale u0, paramètre initial θ0, nombres d’itérations Nθ, Nψ,
pas ηψ ą 0, optimiseur Optim (Adam ou L-BFGS) de pas ηθ,

Output: paramètre appris θ˚

Initialisation : θ Ð θ0 et ψl,0 “ 0 pour l “ 1 . . . NF
for k “ 1 to Nθ do

for l “ 1 to NF do
ψl,k « Arg maxψl H lpθk, ψlq (Nψ itérations d’ASGD initialisé en ψl,k´1 )

end
θk Ð Optimp

∑NF

l“1 H
lpθk´1, ψl,kq, ηθq (un pas d’optimisation en θ)

end
Algorithm 5: Apprentissage GOTEX d’un modèle génératif de texture

Pour cela, on considère une collection pf lq1ďlďNF
d’attributs, chacun pris en nl

positions spatiales grâce aux fonctions

f li : Rdn ÝÑ RDl , 1 ď i ď nl. (3.23)

On introduit une fonction de coût agrégeant les coûts de transport calculés sur ces
différents attributs :

LGOTEXpθq “

NF∑
l“1

W pµlθ, ν
lq (3.24)

où µlθ “ 1
nl

∑nl
i“1pf li ˝ gθq7ζ (resp. νlθ “ 1

ml

∑ml
i“1 δf l

i pu0q) est la distribution de la
feature l du modèle génératif (resp. de l’image originale). En utilisant de nouveau
la formulation semi-duale du transport optimal, on peut écrire

LGOTEXpθq “

NF∑
l“1

max
ψlPRml

H lpθ, ψlq (3.25)

où H lpθ, ψlq “ EZ„ζ

 1
nl

nl∑
i“1

pψlqcpf li ˝ gθpZqq `
1
ml

ml∑
j“1

ψlj

 . (3.26)

Pour minimiser cette fonction de coût, on utilise un schéma alterné résumé dans
l’Algorithme 5. Pour la mise à jour de θ, on peut utiliser différents algorithmes.
On utilisera L-BFGS [99] pour l’optimisation directe de l’image synthétisée, et
ADAM [79] pour l’optimisation d’un réseau génératif.

Dans les expériences ci-dessous, on va appliquer cette méthodologie avec quatre
collections d’attributs, notées patch, VGG, mix et all. Pour la première (patch),
comme dans le Chapitre 2, on extrait les distributions de patches à plusieurs
résolutions (obtenues par simple sous-échantillonnage) : ainsi, la feature f li extrait
le patch en position i à la résolution l. Pour la deuxième (VGG), on extrait les
distributions de réponses neuronales à plusieurs couches du réseau convolutionnel
VGG19 [138] : sur NF “ 5 couches du réseau (prises dans les premières couches), f li
extrait la réponse en position i à la couche l. Pour la troisième (mix), on considère
les attributs (VGG) pris sur des couches profondes auxquelles on adjoint la distri-
bution de patches aux résolutions fines. Enfin, pour la dernière (all), on rassemble
les attributs (patch) et (VGG).
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Lien avec les projections NN itérées. Avant de présenter les synthèses, on va
voir que si l’on utilise les attributs patch avec le coût quadratique, alors la descente
de gradient pour optimiser directement la synthèse v peut s’interpréter à l’aide de
projections NN par patch itérées. Par exemple, si les pPiq extraient les patches à
une résolution, avec le coût quadratique, le Théorème 3.2.1 assure que

∇θHpvk´1, ψkq “
1
n

(
n∑
i“1

P Ti Piv
k´1 ´

n∑
i“1

P Ti Pσkpiqu0

)
, (3.27)

qui existe en tout point pvk´1, ψkq où l’on peut définir de façon univoque l’assigne-
ment

σkpiq “ Argmin
j

1
2∥Pivk ´ Pju0∥2 ´ ψkj @i “ 1, . . . , n. (3.28)

En utilisant un pas de gradient η n
s2 , la mise à jour de v par descente de gradient

s’écrit
vk “ p1 ´ ηqvk´1 ` ηṽk, (3.29)

où ṽk est une image obtenue par agrégation des patches de u0 assignés par (3.28).
L’algorithme de synthèse GOTEX peut donc être vu comme une amélioration de [85]
respectant mieux les distributions de patches de la texture originale.

3.2.3 Expériences

Commentons maintenant les synthèses obtenues avec l’algorithme GOTEX uti-
lisé soit pour optimiser directement l’image synthétisée (Fig. 3.5) soit pour optimi-
ser un réseau génératif (Fig. 3.6). Dans la Fig. 3.5, on peut comparer les synthèses
avec différents types d’attributs. On constate ainsi que l’utilisation des attributs
patch permet de reproduire les motifs locaux de l’original, avec néanmoins une
légère perte de netteté. À l’inverse, avec les attributs VGG, l’algorithme produit
des images plus nettes, mais présentant parfois des artefacts de couleur (qui avaient
déjà été constatés avec l’algorithme de [51]). Ces artefacts peuvent être contournés
en considérant de façon conjointe les attributs patch et VGG.

Sur la Fig. 3.6, on voit que l’algorithme GOTEX est capable d’estimer un réseau
génératif produisant des synthèses de qualité comparable à celles obtenues avec
le modèle TextoML du Chapitre 2. L’avantage de cette technique est qu’une fois
le réseau génératif appris sous forme d’un réseau convolutionnel, il peut être uti-
lisé pour synthétiser plusieurs grandes textures de façon particulièrement rapide.
On voit que les synthèses GOTEX incluant les attributs VGG sont plus nettes
que celles de TextoML. Cependant, on a pu constater que l’apprentissage d’un tel
réseau génératif produit plus de cas d’échec qu’avec TextoML, et est aussi très
sensible aux paramètres utilisés pour l’optimisation. Les résultats visuels restent
néanmoins comparables à ceux d’autres méthodes apprenant un réseau génératif
pour synthétiser une texture [151]. Les synthèses obtenues avec la méthode de [13]
basés sur des réseaux génératifs adverses (sans coût de transport optimal) sont
généralement de qualité visuelle bien inférieure. Enfin, la méthode SinGAN de [135]
(qui ne se limite pas à la synthèse de textures) produit des images d’une qualité
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Original GOTEX-patch GOTEX-VGG GOTEX-mix GOTEX-all

Figure 3.5 – Synthèse GOTEX par l’Algorithme 5 pour l’optimisation directe de
l’image synthétisée, avec plusieurs collections d’attributs : patch, VGG, mix, all.

similaire à GOTEX, mais présentant parfois des dérives statistiques et des artefacts
de recopie. En résumé, on constate ici nettement l’intérêt à concilier les distributions
de patches à basse résolution et les distributions d’attributs VGG, pour préserver
respectivement la bonne organisation spatiale et le grain de la texture.

3.3 Garanties Statistiques pour les Estimateurs Was-
serstein

Ce paragraphe est consacré à des travaux menés en collaboration avec Paul
Freulon, doctorant de l’IMB dirigé par Jérémie Bigot et Boris Hejblum. Ces tra-
vaux, présentés dans [Js2], concernent l’estimation d’un modèle paramétrique µθ
approchant une mesure cible ν, en supposant que ces mesures ne sont accessibles
qu’au travers d’échantillons.

Cet estimateur sera construit en minimisant un coût Wasserstein comme
dans (3.7), et l’on cherchera à contrôler le risque empirique associé. Un objectif
de ce travail était d’étudier l’impact du paramètre de régularisation en termes d’er-
reur d’estimation statistique.

Soient X ,Y Ă Rd des compacts contenus dans la boule ouverte Bp0, Rq pour la
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Figure 3.6 – Synthèse de textures avec différents modèles génératifs appris sur
l’image originale (a). On compare les méthodes GOTEX-mix (b), GOTEX-VGG (c),
TextoML (d), TexNet [150] (e), SinGAN [135] (f) et PSGAN [13] (g).
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norme ℓ2. Soit Θ Ă Rq et soit pµθqθPΘ une collection de mesures de probabilité à
support inclus dans X . Soit ν une mesure de probabilité à support inclus dans Y.
Dans ce paragraphe, on se restreindra au coût quadratique cpx, yq “ ∥x´y∥2

2 sur Rd.
On considère une loi empirique

ν̂ “
1
n

n∑
i“1

δYi (3.30)

basée sur n échantillons Y1, . . . , Yn i.i.d. de loi ν.
Pour λ ě 0, on suppose disposer d’un estimateur optimal pour le coût Wasser-

stein empirique régularisé

θ̂λ P Θ̂λ :“ Argmin
θPΘ

Wλpµθ, ν̂q. (3.31)

On considérera aussi la solution du problème non-régularisé :

θ˚ P Argmin
θPΘ

W0pµθ, νq. (3.32)

L’existence de θ̂λ et θ˚ est assurée dès que l’on adopte une hypothèse de compacité
de Θ et de continuité de θ ÞÑ µθ.

On va chercher à contrôler le risque associé à l’estimateur θ̂λ, défini par

Rpθ̂λq “ ErW0pµθ̂λ
, νq ´W0pµθ˚ , νqs ě 0. (3.33)

Notons que ce risque s’exprime avec le coût Wasserstein non-régularisé (alors que
la définition de θ̂λ repose sur Wλ).

Pour séparer l’impact de la régularisation entropique et de l’échantillonnage, on
utilise une décomposition de l’erreur donnée par le lemme suivant.

Lemma 3.3.1. Pour λ ě 0, le risque de l’estimateur θ̂λ est majoré par

W0pµθ̂λ
, νq ´W0pµθ˚ , νq ď 2 sup

θPΘ
|Wλpµθ, ν̂q ´Wλpµθ, νq|︸ ︷︷ ︸

Erreur d’estimation

` 2Bpλq︸ ︷︷ ︸
Erreur d’approximation

,

(3.34)
où l’on a posé

Bpλq “ sup
θPΘ

|W0pµθ, νq ´Wλpµθ, νq|. (3.35)

D’une part, l’erreur d’approximation peut être majorée pour des distributions
à support borné, grâce à la proposition suivante.

Proposition 3.3.1 (Genevay et al. [56]). Supposons que X ,Y Ă Bp0, Rq. Alors

@λ ą 0, Bpλq ď 2dλ log
(

8 expp2qR2
√
dλ

)
“ OλÝÑ0pλ| log λ|q. (3.36)

D’autre part, l’erreur d’estimation avec Wλ est contrôlée par la proposition suivante.
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Proposition 3.3.2. Supposons que X ,Y Ă Bp0, Rq. Alors

E
[
sup
θPΘ

|Wλpµθ, ν̂q ´Wλpµθ, νq|

]
À
Mλ√
n

où Mλ “ Cd max
(
R2,

R⌊ d
2 ⌋`1

λ⌊ d
2 ⌋

)
,

(3.37)
où À signifie ď à une constante absolue près, et où Cd ne dépend que de d.

La preuve de la proposition précédente repose sur des majorations de processus
empiriques du type

sup
ψPF

∣∣∣∣∫ ψdpν ´ ν̂q

∣∣∣∣ , (3.38)

où F est une classe de fonctions dans laquelle on peut restreindre le problème semi-
dual de transport optimal. En particulier, pour obtenir (3.37), on utilise que pour
λ ą 0 les c-transforms régularisées sont (pour le coût quadratique) de classe C 8 et
que l’on peut majorer uniformément leurs dérivées sur Bp0, Rq par la constante Mλ.

En utilisant la décomposition du risque, on doit ainsi faire un compromis entre
deux termes, l’un en Opλ log λq et l’autre en Op 1

√
nλ⌊ d

2 ⌋
q. Ceci conduit à un choix de

paramètre λn tendant vers zéro, et à une vitesse de convergence du risque exprimée
dans le théorème suivant. Pour alléger l’écriture, on ne donnera les énoncés suivants
que pour d ą 4.

Théorème 3.3.3. Supposons que X ,Y Ă Bp0, Rq et d ą 4, et notons d1 “ 2⌊d2⌋.
On rappelle que pour λ ě 0, θ̂λ est l’estimateur défini par (3.31) et basé sur n

échantillons de ν. En prenant λn proportionnel à n´ 1
d1`2 , on a

ErW0pµθ̂λn
, νq ´W0pµθ˚ , νqs À n

´ 1
d1`2 logpnq. (3.39)

Avec ce procédé de régularisation adaptative, on obtient une vitesse de conver-
gence moins bonne que la vitesse minimax qui est en Opn´ 2

d q. Dans [Js2], on a aussi
étudié un procédé d’estimation similaire basé sur la divergence de Sinkhorn au lieu
de Wλ, que l’on ne présentera pas ici car il nécessite des hypothèses techniques sur
les mesures en jeu. Mentionnons néanmoins que cette dernière technique permet
d’améliorer la vitesse en Opn

´ 2
d1`4 q, ce qui est toujours sous-optimal, comme cela a

été remarqué dans [31]. En utilisant d’autres processus empiriques, on peut montrer
qu’on atteint de meilleures vitesses de convergence :

Théorème 3.3.4. Supposons que X ,Y Ă Bp0, Rq et supposons que d ą 4. On rap-
pelle que pour λ ě 0, θ̂λ est l’estimateur défini par (3.31) et basé sur n échantillons
de µθ et ν.

1. Pour l’estimateur non-régularisé (λ “ 0), on a

ErW0pµθ̂0
, νq ´W0pµθ˚ , νqs À n´ 2

d . (3.40)

2. En prenant λn proportionnel à n´ 2
d , on a

ErW0pµθ̂λn
, νq ´W0pµθ˚ , νqs À n´ 2

d logpnq. (3.41)
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La preuve du résultat précédent se base sur une formulation alternative de coût
de transport régularisé Wλ : en développant ∥x´y∥2, on fait un lien avec le transport
optimal pour le coût spx, yq “ ´2⟨x, y⟩. L’intérêt est qu’avec ce nouveau coût, on
peut montrer que les s-transforms (régularisées ou non) sont des fonctions convexes,
ce qui permet d’améliorer le contrôle du processus empirique. En effet, Chizat et al.
[31] ont montré que si FR désigne l’ensemble des fonctions convexes et R-Lipschitz
sur la boule Bp0, Rq, alors pour d ą 4,

E
[

sup
φPFR

∣∣∣∣∫ φdpν ´ ν̂q

∣∣∣∣
]

À R2n´2{d. (3.42)

Dans [31], ce contrôle est utilisé pour majorer la vitesse obtenue avec l’estima-
tion θ̂0, mais nous avons montré que la majoration s’étend au cas de l’estimateur
régularisé θ̂λ, au prix d’un terme logarithmique dans (3.41).

Là encore, dans le Théorème 3.3.4, on constate que la vitesse obtenue avec
la régularisation entropique est légèrement moins bonne que celle obtenue sans
régularisation. Cependant, le calcul du coût de transport régularisé Wλ entre deux
distributions discrètes de taille n peut se faire efficacement grâce à l’algorithme de
Sinkhorn. En pratique, on a donc intérêt à régulariser légèrement pour permettre
l’utilisation d’un algorithme efficace de calcul de Wλ. En contrôlant la vitesse de
convergence de l’algorithme de Sinkhorn, on peut expliciter le compromis à faire en
fonction du nombre d’échantillons et du nombre d’itérations de l’algorithme, ce qui
a été exprimé dans [31] et que nous avons également détaillé dans [Js2] pour le cas
d’estimation de modèles de mélange.

3.4 Conclusion Partielle

Dans ce chapitre, nous avons suivi plusieurs axes de recherche portant sur l’esti-
mation de modèles génératifs. Les résultats de la Section 3.1.3 permettent d’éclaircir
le comportement des algorithmes d’optimisation alternée souvent utilisés pour l’ap-
prentissage de réseaux génératifs, et notamment de mieux comprendre, dans un
cadre semi-discret, l’impact de l’erreur d’estimation de la variable duale du trans-
port optimal. Dans la Section 3.2, on a adapté la méthodologie d’estimation de
réseaux génératifs Wasserstein pour le problème de la synthèse de textures, en
contraignant les distributions de patches. Enfin, la Section 3.3 fournit un contrôle
sur le risque empirique des estimateurs Wasserstein construits à partir de versions
échantillonnées des mesures en jeu.

L’un des enjeux de cette ligne de travaux était d’analyser, du point de vue
théorique et pratique, le rôle de la régularisation entropique du transport optimal.
Sur le plan théorique, les bornes d’estimation de la Section 3.3 montrent que l’utili-
sation de la régularisation entropique mène à une vitesse de convergence du risque
empirique légèrement sous-optimale. Sur le plan pratique (avec des expériences sur
la génération de chiffres MNIST et la synthèse de textures), dans le cadre semi-
discret où l’algorithme de Sinkhorn n’est pas directement accessible, on observe
que la régularisation entropique n’accélère pas nettement l’algorithme alterné, alors
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qu’elle peut dégrader sensiblement la qualité visuelle des échantillons du modèle
génératif. Néanmoins, en travaillant dans un cadre échantillonné à la source et à
la cible, l’utilisation de l’algorithme de Sinkhorn peut parfois aider à améliorer la
vitesse d’estimation observée en pratique, pour peu que l’on ajuste finement les
paramètres (paramètre de régularisation λ en fonction du nombre d’échantillons n,
nombre d’itérations de l’algorithme de Sinkhorn).

Pour ce qui est de la synthèse de textures, l’intérêt de l’approche GOTEX
est qu’elle permet de contraindre directement les distributions de patches multi-
résolution en sortie du modèle génératif. L’agrégation des patches n’apparâıt plus
explicitement comme une étape de synthèse comme c’était le cas pour le modèle
Texto, mais est intégrée implicitement dans l’algorithme itératif de synthèse (voir
la fin de la Section 3.2.2).

Les approches Texto et GOTEX illustrent deux façons distinctes d’utiliser le
transport optimal pour l’apprentissage de modèles génératifs. Dans Texto, le plan de
transport optimal semi-discret est utilisé directement pour générer les échantillons
(en transportant les patches), alors que dans GOTEX, il sert à exprimer le coût
pour optimiser un réseau génératif à architecture fixée. À la lumière des résultats
obtenus avec ces deux approches pour la synthèse de textures, on peut légitimement
questionner l’applicabilité de la deuxième, qui nécessite une expertise fine pour la
conception de l’architecture du réseau permettant de générer une texture. En fait, on
peut réinterpréter le procédé de synthèse de Texto comme un réseau génératif (avec
des couches de projections au plus proche voisin biaisées) astucieusement paramétré
de façon à permettre une synthèse fidèle à plusieurs résolutions. En définitive, le
choix de l’approche adoptée peut être guidé par les contraintes applicatives (par
exemple, besoin de synthèse parallèle à la demande, d’empreinte mémoire contrôlée).

Dans le chapitre suivant, nous introduirons un nouveau modèle pour la synthèse
de textures fournissant des garanties sur les statistiques d’ordre 1 calculées sur un
ensemble d’attributs prédéfinis.





Chapitre 4

Modèles de Maximum
d’Entropie pour la Synthèse

d’Images

Ce chapitre porte sur l’étude de modèles de maximum d’entropie pour la
synthèse d’images de textures [J11]. Ces travaux ont été menés dans le cadre de la
thèse de Valentin de Bortoli, en collaboration avec Bruno Galerne, Agnès Desolneux
et Alain Durmus. Ils portent sur la formulation de la synthèse de textures comme
l’échantillonnage d’un modèle aléatoire de maximum d’entropie, contraint par des
réponses moyennes à un banc de filtres (possiblement non-linéaires). D’abord, on a
cherché à étudier l’existence et l’unicité de ces distributions de maximum d’entro-
pie, et le cas échéant, à en expliciter la forme (Section 4.2). On a ensuite proposé
un algorithme d’échantillonnage et d’estimation de ces modèles (Section 4.3) basé
sur l’algorithme de Langevin, et nous avons obtenu des bornes explicites sur la
convergence de cet algorithme d’échantillonnage. Enfin, nous en avons déduit un
algorithme de synthèse de textures en contraignant le modèle par des réponses
moyennes à des couches d’un réseau de neurones pré-appris (Section 4.4).

4.1 Synthèse Paramétrique et Maximum d’entropie

Les méthodes dites paramétriques de synthèse de textures consistent, à partir
d’une collection finie de statistiques bien choisies, à formuler un algorithme de
synthèse produisant une image la plus aléatoire possible (dans un sens à préciser)
sur laquelle les statistiques choisies sont les mêmes que sur la texture exemple.
Plus précisément, fixons F̃ : Rd ÝÑ Rp une fonction définie sur l’ensemble Rd des
images, représentant la collection des p statistiques à respecter. En notant x0 P Rd
la texture exemple, et F pxq “ F̃ pxq ´ F̃ px0q, on va chercher à proposer un modèle
de textures sous la forme d’une loi de probabilité π sur Rd telle que si X „ π, alors
F pXq est proche de 0, ce qui peut signifier F pXq “ 0 p.s., ou bien, de façon moins
contraignante, ErF pXqs “ 0.

L’exemple le plus simple de modèle paramétrique est le modèle gaussien [Th],
qui permet de préserver (en espérance) la valeur moyenne et l’autocorrélation de la
texture. Le modèle gaussien reproduit bien le contenu fréquentiel de l’image, qui est
encodé dans la densité spectrale, c’est-à-dire dans la transformée de Fourier de la
covariance spatiale. Par ailleurs, on peut voir que le modèle gaussien est d’entropie
maximale parmi les lois ayant les mêmes moments d’ordre 1 et 2. En fait, on peut
montrer que ce modèle gaussien a des phases de Fourier i.i.d. uniformes, ce qui le
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limite à des textures très peu structurées que l’on appelle parfois microtextures.
Les propriétés du modèle gaussien le rendent cependant très utile pour la synthèse
rapide [J3] et l’inpainting [J5] de microtextures, ou encore pour l’analyse de netteté
par cohérence de phase [J2]. Le modèle gaussien apparâıt aussi comme initialisation
du modèle Texto que nous avons étudié au Chapitre 2.

Le modèle paramétrique de Portilla et Simoncelli [118] permet de synthétiser
des textures plus structurées avec un ensemble de statistiques calculées sur les
réponses de la texture à une transformée en ondelettes complexes. En particulier,
les statistiques incluent des corrélations de coefficients d’ondelettes calculés à des
échelles adjacentes (ce qui contraint la cohérence des phases locales). L’algorithme
de synthèse proposé consiste, à partir d’un bruit blanc, à opérer des projections al-
ternées sur les contraintes statistiques considérées. Cet algorithme n’a pas de raison
d’être convergent, mais on observe qu’il se stabilise sur des images réalisant un bon
compromis entre les contraintes statistiques désirées. La percée de [118] a consisté
à trouver un ensemble de 710 statistiques génériques permettant de reproduire une
large classe de textures structurées.

Plus récemment, Gatys et al. [51] ont proposé un nouveau modèle de textures
paramétrique prenant en compte des statistiques d’ordre 2 calculées sur des réponses
au réseau de neurones VGG19 [138]. L’algorithme de synthèse proposé consiste à mi-
nimiser la fonctionnelle x ÞÑ ∥F pxq∥2 (en initialisant avec un bruit blanc) de façon
à contraindre, au mieux, toutes les statistiques en même temps (et non plus d’alter-
ner entre la projection sur les différentes contraintes statistiques). En comparaison
de [118], ce modèle neuronal permet d’étendre largement la classe de textures bien
reproduites par l’algorithme, au prix d’une optimisation lourde basée sur environ
300 000 statistiques, qui sont plus difficilement interprétables.

Dans les trois modèles évoqués, on constate une distinction selon que l’on veut
imposer F pXq “ 0 vaut zéro presque sûrement, ou bien seulement en espérance.
Ceci est lié à une distinction entre des modèles dits microcanonique et macrocano-
nique [20], respectivement. En plus de la contrainte sur F , ces modèles répondent
à un principe de maximum d’entropie qui est une manière d’introduire de l’aléa
tout en respectant les contraintes données par F . Par exemple, si F pxq extrait le
module au carré de la transformée de Fourier de x, le modèle macrocanonique as-
socié est le modèle gaussien déjà évoqué, et le modèle microcanonique associé est
le modèle random phase noise [50] où l’on fixe le module de Fourier et où l’on
tire la phase uniformément. En dehors de cet exemple simple, il n’y a pas d’algo-
rithme générique pour l’échantillonnage du modèle microcanonique, et la méthode
de synthèse correspondante repose sur la minimisation d’une fonctionnelle avec ini-
tialisation aléatoire, ce qui rejoint la synthèse de textures variationnelle évoquée
dans le chapitre précédent.

En revanche, on va voir que l’étude du modèle macrocanonique se ramène à
celle des modèles exponentiels, bien connus des statisticiens. Pour la modélisation
de textures, ce lien avait déjà été établi, dans un cadre d’échantillonnage discret,
par Zhu et al. [167], qui ont introduit le modèle FRAME, pour Filters, random
fields, and maximum entropy. Ce modèle FRAME est un modèle de maximum d’en-
tropie permettant de respecter des statistiques en sortie d’un banc de filtres non-
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linéaires. Une instance du modèle associé à une texture exemple fixée est construite
en sélectionnant quelques filtres non-linéaires parmi une collection de filtres pré-
conçus. L’échantillonnage du modèle repose sur l’échantillonneur de Gibbs appliqué
dans un ensemble fini d’images (obtenu en discrétisant les niveaux de gris). Plus
tard, Lu et al. [102] ont conçu l’extension deepFRAME, permettant d’inclure des
réponses à un réseau de neurones profond. L’algorithme de synthèse correspondant
repose sur l’échantillonneur de Langevin, qui ne nécessite pas de discrétiser l’en-
semble des images. En contraignant seulement des statistiques d’ordre 1 calculées
sur un banc de filtres non-linéaires, les modèles FRAME et deepFRAME rejoignent
les dernières conjectures de Julesz [77] sur la perception texturale pré-attentive.

Les travaux présentés dans ce chapitre visent à préciser l’étude mathématique
des modèles de maximum d’entropie, et notamment ceux obtenus en contraignant
des réponses moyennes à des couches de réseaux de neurones.

4.2 Distributions de Maximum d’Entropie

Étant donné une fonction F : Rd ÝÑ Rp représentant les statistiques à respec-
ter, nous allons maintenant étudier l’existence et l’unicité de la distribution π de
maximum d’entropie telle que

∫
Fdπ “ 0. Pour mesurer l’entropie, nous introdui-

sons une loi de probabilité de référence µ sur Rd. L’entropie d’une loi de probabilité π
sur Rd relativement à µ est mesurée grâce à la divergence de Kullback-Leibler définie
par

KL (π|µ) “


∫
Rd

dπ
dµpxq log

(
dπ
dµpxq

)
dµpxq si π ! µ ,

`8 sinon .
(4.1)

On peut voir avec l’inégalité de Jensen que KL (π|µ) P [0,`8] dès que π, µ sont des
lois de probabilité. Si π, µ sont supportées dans un ensemble fini S, avec µ uniforme,
alors ´KL (π|µ) est à une constante près l’entropie de Shannon de la loi discrète π.
On va chercher à maximiser l’entropie relative, avec des contraintes presque sûre
ou en espérance, ce qui mène aux deux définitions suivantes.

Définition 4.2.1. Une loi de probabilité π sur Rd est appelée modèle microcano-
nique pour F par rapport à µ, si πp{F “ 0}q “ 1 et si KL (π|µ) ď KL (ν|µ) pour
toute autre loi de probabilité ν sur Rd telle que νp{F “ 0}q “ 1.

Les algorithmes de synthèse proposés dans [118, 51, 20] visent à échantillonner
approximativement un modèle microcanonique. Pour obtenir des garanties
théoriques, il est utile de considérer un autre modèle pour lequel on relâche la
contrainte statistique.

Définition 4.2.2. Une loi de probabilité π sur Rd est appelée modèle macrocano-
nique pour F par rapport à µ, si

∫
Fdπ “ 0 et si KL (π|µ) ď KL (ν|µ) pour toute

autre loi de probabilité ν sur Rd telle que
∫
Fdν “ 0.

Ce modèle macrocanonique apparâıt dans [75] et a été utilisé en synthèse de
textures dans [167, 102]. Les auteurs de [20, 159] ont donné des conditions pour que
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les modèles microcanonique et macrocanonique tendent vers un même objet limite
lorsque la taille du domaine tend vers l’infini. Dans la suite du paragraphe, nous
allons donner des conditions d’existence et d’unicité du modèle macrocanonique.
Pour cela, nous allons introduire deux problèmes d’optimisation en dualité. Intro-
duisons les contraintes de moments : pour α ě 0 fixé, on note Pα l’ensemble des
mesures de probabilité π sur Rd telles que

∫
Rd ||x||αdπpxq ă `8. On utilisera aussi

la notation πpF q “
∫
Fdπ.

Le problème de maximum d’entropie correspond au problème primal :

vpPq :“ inf
πPPF

α

KL (π|µ) où PF
α “ {π P Pα : πpF q “ 0} . (P)

Sans hypothèse sur F , on pourrait avoir PF
α “ ∅ auquel cas vpPq “ `8. Et même si

PF
α ‰ ∅, on pourrait encore avoir vpPq “ `8 ; dans ce cas, on dit que les solutions

de pPq sont dégénérées. En dehors de ces cas dégénérés, on a unicité de la solution :

Proposition 4.2.1. Si vpPq ă `8, alors pPq admet une unique solution π P PF
α .

On introduit maintenant le problème dual

vpQq :“ max
θPΘF

inf
πPPα

KL (π|µ) ` ⟨θ, πpF q⟩ , (Q)

où
ΘF “

{
θ P Rp |

∫
Rd

exp [´⟨θ, F pxq⟩] dµpxq ă `8

}
. (4.2)

L’inégalité de Hölder implique que ΘF est convexe.
En définissant Lpπ, θq “ KL (π|µ) ` ⟨θ, πpF q⟩ sur Pα ˆ ΘF , on a

vpQq “ sup
ΘF

inf
Pα

L ď inf
Pα

sup
ΘF

L ď vpPq . (4.3)

Dans la suite, on va voir que les éventuelles solutions de pPq sont des lois dont
la densité s’écrit, à un négligeable près, sous la forme

dπθ
dµ pxq “ expr´⟨θ, F pxq⟩ ´ Lpθqs , (4.4)

où la fonction de log-partition est définie

@θ P ΘF , Lpθq “ log
[∫

Rd
expr´⟨θ, F pxq⟩sdµpxq

]
. (4.5)

En fait, le problème pQq est équivalent à

vpQq “ min
θPΘF

Lpθq (Q’)

c’est-à-dire que θ‹ est solution de pQq si et seulement s’il est solution de pQ1q.
Pour préciser les conditions d’existence du modèle macrocanonique, nous aurons

besoin de deux hypothèses :

A1 (α) F est continue et il existe Cα P p0,8q tel que sup
xPRd

||F pxq||

p1 ` ||x||αq
ď Cα.
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A2 (β) Il existe η ą 0 tel que
∫
Rd exprη||x||βsdµpxq ă `8.

Ces hypothèses permettent de montrer le résultat d’existence suivant.

Proposition 4.2.2. Supposons A1(α) avec α ě 0.
(a) Si vpPq ă `8, alors il existe θ‹ P Rp tel que la solution de pPq soit définie par

@x P Rd,


dπθ‹

dµ pxq “
exp [´⟨θ‹, F pxq⟩]∫

Rd\N
exp [´⟨θ‹, F pyq⟩] dµpyq

si x R N ,

dπθ‹

dµ pxq “ 0 sinon ,

(4.6)

où N P BpRdq est π-négligeable pour tout π P PF
α tel que KL (π|µ) ă `8. Si de

plus il existe π P PF
α tel que KL (π|µ) ă `8 et µ ! π alors θ‹ est une solution

de pQq et vpQq “ vpPq.
(b) Supposons A2(β) avec β ą α. Alors vpPq ă `8 si et seulement s’il existe

π P PF
α telle que KL (π|µ) ă `8.

En pratique, il est difficile de vérifier les hypothèses de Proposition 4.2.2 car il
n’est en général pas aisé de construire π P PF

α telle que KL (π|µ) ă `8. En fait, la
formulation duale, qui est un problème en dimension finie, s’avère plus maniable :

Proposition 4.2.3. Supposons A1(α) et A2(α) avec α ě 0. Alors la fonction L

définie par (4.5) est C 8 sur intpΘF q, et pour tout θ P intpΘF q, ∇Lpθq “
∫
Fdπθ où

πθ est définie par (4.4). De plus, s’il existe θ‹ P intpΘF q tel que ∇Lpθ‹q “ 0, alors
πθ‹ est une solution de pPq.

La proposition suivante donne une condition plus explicite d’existence du modèle
macrocanonique.

Proposition 4.2.4. Supposons A1(α), A2(β) avec α ě 0, β ą α.
(a) Si @θ P Rpz{0}, on a µp{x P Rd : ⟨F pxq, θ⟩ ă 0}q ą 0, alors pQq admet une

solution θ‹ et πθ‹ (donnée par (4.4)) est solution de pPq.
(b) L’hypothèse de (a) est satisfaite si µpAq ą 0 pour tout ouvert non-vide A Ă Rd,

si F est continue sur ΘF et s’il existe x P F´1p{0}q tel que F est différentiable
en x avec detpDF pxqDF pxqT q ą 0.

Notons que l’hypothèse de la proposition précédente induit une sorte
d’indépendance entre les composantes de F . Nous verrons plus loin comment vérifier
cette hypothèse dans le cas de réponses à un réseau de neurones.

4.3 Échantillonnage et Optimisation Stochastique

Dans ce paragraphe, nous allons donner des outils pour échantillonner la dis-
tribution exponentielle πθ rencontrée au paragraphe précédent, et estimer le pa-
ramètre θ qui résout le problème de maximum d’entropie sous contrainte, sous la
forme pQ1q.
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Sauf cas très particulier (par exemple, gaussien), l’échantillonnage de la loi πθ
définie par (4.4) passe par l’utilisation d’outils de châıne de Markov. On peut
considérer par exemple l’algorithme de Metropolis-Hastings, qui fournit une châıne
de Markov dont πθ est une loi invariante. Mais en grande dimension, le taux d’ac-
ceptation est souvent trop faible pour que cet algorithme puisse être utilisé en
pratique. On va donc se tourner vers d’autres algorithmes sans rejet, et notamment
l’algorithme de Langevin.

4.3.1 Algorithme de Langevin

Pour formuler cet algorithme, nous allons préciser la forme de la loi cible πθ, en
posant d’abord une hypothèse sur la mesure de référence µ :

B1 La loi µ admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue, qui s’écrit

dµ

dx
pxq “

e´rpxq∫
Rd e´rpyqdy

, (4.7)

où r : Rd ÝÑ R est mesurable.

Sous cette hypothèse, la loi cible πθ de maximum d’entropie admet une densité
par rapport à la mesure de Lebesgue donnée par

dπθ
dx

pxq “
e´Upθ,xq∫

Rd e´Upθ,yqdy
, où Upθ, xq “ ⟨θ, F pxq⟩ ` rpxq. (4.8)

En supposant que F et r sont différentiables, l’algorithme de Langevin non-
ajusté (ULA) [125] est la châıne de Markov pYnqnPN définie par

@n P N, Yn`1 “ Yn ´ γ∇xUpθ,Ynq `
√

2γZn`1 , (4.9)

c’est-à-dire

@n P N, Yn`1 “ Yn ´ γ

( p∑
i“1

θpiq∇FipYnq ` ∇rpYnq

)
`
√

2γZn`1 , (4.10)

où γ ą 0 et où pZnqnPN est une suite de v.a. i.i.d. N p0, Idq. Cet algorithme est la
discrétisation d’Euler-Maruyama de l’équation différentielle stochastique de Lan-
gevin pour laquelle πθ est mesure invariante [44]. Le paramètre γ est le pas de
discrétisation de cette équation différentielle. L’étude de la convergence géométrique
de cette châıne de Markov pour différentes métriques a été menée dans [43, 44, 36].

Sous des hypothèses techniques, on peut voir que la châıne discrétisée pYnqnPN
admet une loi invariante πγ,θ. Cette loi n’est pas la même que πθ, mais sous certaines
conditions, on peut contrôler le biais entre πγ,θ et πθ. On renvoie à [J11] pour le
détail de ces conditions.

4.3.2 Optimisation Stochastique avec Algorithme de Langevin

Dans la suite, nous allons intégrer l’algorithme de Langevin dans un schéma
d’optimisation stochastique permettant d’approcher la loi de maximum d’entropie.
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Soit K Ă intpΘF q un compact convexe non-vide tel que K X ArgminΘF
L ‰ H

où L est la log-partition définie par (4.5). Comme L est convexe, on peut chercher
à résoudre ArgminK L avec la descente de gradient projetée

θ̃n`1 “ ΠKrθ̃n ´ δ∇Lpθ̃nqs (4.11)

où δ ą 0 et où ΠK est la projection orthogonale sur K. Mais on ne peut évaluer
directement ∇Lpθq “ πθpF q, ce qui invite à utiliser un gradient stochastique.

L’algorithme “Stochastic Optimization with Unadjusted Langevin” (SOUL) [39]
consiste à approcher le gradient en utilisant, à l’itération n, mn échantillons de
Monte-Carlo Xn

k obtenus par l’algorithme de Langevin. En partant de θ0 P K et
X0

0 P Rd, pour chaque n P N et k P {0, . . . ,mn ´ 1}, on définit

Xn
k`1 “ Xn

k ´ γn

( p∑
i“1

θnpiq∇FipXn
kq ` ∇rpXn

kq

)
`
√

2γnwnk`1 et Xn`1
0 “ Xmn

n ;

θn`1 “ ΠK

[
θn ` δn`1m

´1
n

mn∑
k“1

F pXn
kq

]
,

(4.12)
où pδnqnPN˚ , pγnqnPN sont des suites de pas ą 0 et où pZnkqnPN,kP{1,...,mn} est une
suite de v.a. i.i.d. N p0, Idq. Cet algorithme permet à la fois de générer une suite
pθnq approchant la solution de ArgminK L, et de générer des échantillons Xn

k suivant
approximativement la loi de maximum d’entropie.

4.3.3 Garantie de Convergence

Les auteurs de [39] ont formulé des garanties de convergence pour une version
généralisée de SOUL. Dans [J11] nous avons adapté ces résultats au cas des lois de
maximum d’entropie πθ, en montrant que les bornes de convergence obtenues ont
une dépendance polynomiale en la dimension. Fixons α ě 1. Nous aurons besoin
des hypothèses suivantes.

B2 (α) Il existe K Ă Rp tel que
(a) K est convexe compact non-vide inclus dans intpΘF q et dans la boule fermée

B̄p0, RKq pour RK ą 0 ;
(b) F est différentiable et il existe M ě 0 tel que

@x, y P Rd, ||F pxq ´ F pyq|| ď Mp1 ` ||x||α´1 ` ||y||α´1q||x´ y||; (4.13)

(c) il existe θ‹ P intpKq solution de pQq.

B3 Il existe Ui : K ˆ Rd ÝÑ R, i P {1, 2} telles que

@θ P K, @x P Rd, Upθ, xq “ U1pθ, xq ` U2pθ, xq, (4.14)

et
(a) il existe N ě 0 tel que pour tout i P {1, 2}, pour tout θ P K, Uipθ, ¨q est C 1 et

l’on a pour tous x, y P Rd, ||∇xUipθ, xq ´ ∇xUipθ, yq|| ď N||x´ y|| ;
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(b) il existe m1 ą 0 et x‹ P Rd tel que pour tout θ P K, U1pθ, ¨q est m1-fortement
convexe et x‹ P ArgminxPRd U1pθ, xq ;

(c) il existe M ě 0 tel que pour tous θ P K, x P Rd, ∥∇xU2pθ, xq∥ ď M .

B4 F P C1pRd,Rpq et a une différentielle B-Lipschitz (avec B ě 0).

À noter qu’au lieu d’avoir un minimum fixe en x˚ dans B3-(b), on pourrait
supposer qu’il existe R ě 0 tel que pour tout θ P K il y ait x‹

θ P ArgminxPRd U1pθ, xq

avec x‹
θ P B̄p0, Rq. Notons aussi que B3-(c) peut être remplacée par la condition

suivante : il existe N2 ě 0 avec N2 ď m1{2 tel que pour tous θ P Θ et x, y P Rd, on
ait

||∇xU2px, θq ´ ∇xU2py, θq|| ď N2||x´ y|| . (4.15)

On peut maintenant formuler les bornes d’erreur de l’algorithme SOUL, en
commençant par le cas fortement convexe, c’est-à-dire quand U2 “ 0.

Théorème 4.3.1. Soit α ě 1. Supposons A2(α), B1, B2(α), B3 avec U2 “ 0.
Soient pγnqnPN, pδnqnPN dans p0,8q décroissantes, pmnqnPN dans N˚ telles que
δn ă 1{psupθPK ∥∇2Lpθq∥q et γn ă minpm1{p2N2q, 1{2q pour tout n P N.

Alors pour tout n P N˚

E
[{

n∑
k“1

δkLpθkq

/
n∑
k“1

δk

}
´ min

K
L

]
ď En

/(
n∑
k“1

δk

)
, (4.16)

où l’on a défini pEnqnPN selon deux cas :
(a) si mn “ m0 pour tout n P N et supnPN |δn`1 ´ δn| δ´2

n ă `8

En “ C1p1 ` dϖ
q

(
1 `

n´1∑
k“0

δk`1γ
1{2
k `

n´1∑
k“0

δk`1γ´3
k`1pγk ´ γk`1q `

n´1∑
k“0

δ2
k`1{γ

3{2
k ` δn{γn

)
;

(4.17)

(b) sinon

En “ C2p1 ` dϖ
q

(
1 `

n´1∑
k“0

δk`1γ
1{2
k `

n´1∑
k“0

δk`1{pmkγkq `

n´1∑
k“0

δ2
k`1γk `

n´1∑
k“0

δ2
k`1{pmkγkq

2

)
,

(4.18)

avec C1, C2, ϖ ě 0 qui ne dépendent pas de la dimension d.

Le théorème suivant donne l’extension au cas non-convexe.

Théorème 4.3.2. Supposons A2(1), B1, B2(1), B3 and B4. Soient
pγnqnPN, pδnqnPN dans p0,8q décroissantes, et pmnqnPN dans N˚ avec
δn ă 1{psupθPK ∥∇2Lpθq∥q et γn ă minpm1{p8N2q, 1{2q pour tout n P N.

Alors, pour tout n P N˚,

E
[{

n∑
k“1

δkLpθkq

/
n∑
k“1

δk

}
´ min

K
L

]
ď En

/(
n∑
k“1

δk

)
, (4.19)

où l’on a défini pEnqnPN selon deux cas :
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Input : θ0 P K, X0
0 P Rd, pγnqnPN, pδnqnPN, pmnqnPN, N

for n P {1, . . . , N ´ 1} do
for k P {0, . . . ,mn ´ 1} do

Sample Znk`1 „ Np0, Idq

Xn
k`1 “ Xn

k ´ γn (
∑p
i“1 θnpiq∇FipXn

kq ` ∇rpXn
kq) `

√
2γnZnk`1

end
Xn`1

0 “ Xn
mn

θn`1 “ ΠK
[
θn ` δn`1m

´1
n

∑mn
k“1 F pXn

kq
]

end

Output: Paramètre θ̂N “

∑N

n“1 δnθn∑N

n“1 δn
; Échantillon XN

0

Algorithm 6: Optimisation Stochastique par Langevin Non-ajusté (SOUL)

(a) si mn “ m0, γn “ γ0 pour tout n P N avec supnPN |δn`1 ´ δn| δ´2
n ă `8

En “ C1p1 ` dϖq

(
1 `

n´1∑
k“0

δk`1γ
1{2
0 `

n´1∑
k“0

δ2
k`1{γ0 ` δn{γ0

)
; (4.20)

(b) sinon

En “ C2p1 ` dϖq

(
1 `

n´1∑
k“0

δk`1γ
1{2
k `

n´1∑
k“0

δk`1{pmkγkq `

n´1∑
k“0

δ2
k`1

)
,

(4.21)

où C1, C2, ϖ ě 0 ne dépendent pas de la dimension d.

En prenant pour tout n P N, mn “ m0, γn “ γ0 et limnÝÑ`8 δn “ 0 avec∑`8
k“0 δn “ `8, on peut voir que limnÝÑ`8

∑n
k“0 δ

2
k{
∑n
k“0 δk “ 0 et le point (a)

du Théorème 4.3.1 donne à la limite

lim sup
nÝÑ`8

E
[
Lpθ̂nq

]
´ min

K
L ď C1p1 ` dϖqγ

1{2
0 , (4.22)

où le membre de droite ne dépend plus que du pas de discrétisation γ0.

4.4 Application à la Synthèse de Textures

Pour terminer ce chapitre, nous allons montrer comment les résultats précédents
s’appliquent au cas où F encode les réponses moyennes à certaines couches de
réseaux de neurones. Cet algorithme SOUL (Algorithme 6) a déjà été utilisé pour
la synthèse de textures dans [102], et notre étude vise à préciser les bornes théoriques
de convergence associées.
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4.4.1 Statistiques d’Ordre 1 sur des Couches de Réseaux de Neu-
rones

Nous allons maintenant appliquer l’algorithme SOUL pour approcher la distri-
bution de maximum d’entropie contrainte par des réponses à un réseau de neurones
pré-appris. Nous considérons des réseaux de neurones de la forme

Gjpxq “ (φ ˝Aj ˝ φ ˝Aj´1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ φ ˝A1) pxq , G0pxq “ x . (4.23)

où Aj : Rcj´1ˆnj´1 ÝÑ Rcjˆnj est affine, et où φ : R ÝÑ R est une fonction,
dite d’activation, appliquée composante par composante (par léger abus de nota-
tion). On supposera que φ est croissante, dérivable, Lipschitz, avec φ1 Lipschitz,
que lim`8 φ “ `8, et qu’elle est à croissance au plus linéaire :

DCd,φ ě 0, @x P Rd, ||φpxq|| ď Cd,φp1 ` ||x||q . (4.24)

Le paramètre J est le nombre de couches du réseau, et par convention, n0 “ d et
c0 “ 1. Sur chaque couche j P {1, . . . , J}, les valeurs de Gjpxq se décomposent en cj
canaux G k

j pxq P Rnj , 1 ď k ď cj . Dans le cas d’un réseau convolutionnel, la partie
linéaire de Aj est une convolution (par un noyau matriciel), et G k

j pxq se visualise
comme une image à nj pixels. Pour construire le modèle de textures, nous allons
extraire les réponses aux couches d’indices j Ă {1, . . . ,M}, moyennées spatialement.
Pour cela, on pose

@x P Rd,


G jpxq “

1
nj

nj∑
i“1

Gjpxqpiq P Rcj

F pxq “
(
G jpxq ´ G jpx0q

)
jPj

,

. (4.25)

Ainsi, on a F : Rd ÝÑ Rp avec p “
∑
jPj cj .

Nous utiliserons le réseau VGG19 [138], avec trois choix de couches j :
¨ j “ {1, 3, 6, 8, 11, 13} (shallow CNN )
¨ j “ {15, 24, 26, 31} (deep CNN )
¨ j “ {1, 3, 6, 8, 11, 13, 15, 24, 26, 31} (full CNN )

ce qui donne un nombre de paramètres respectivement de p “ 896, 1792, 2688. En
comparaison, la méthode de [51] se base sur des matrices de Gram calculées sur les
couches de VGG19, ce qui mène à p “ 352256 statistiques [120]. À noter que le réseau
VGG19 est normalement basé sur la fonction d’activation φptq “ maxp0, tq (RELU)
qui n’est pas dérivable. Pour pouvoir appliquer les résultats précédents, dans les
expériences on a remplacé cette fonction d’activation par une version régularisée,
notée CELU [7].

Nous allons maintenant discuter la validité des hypothèses des résultats
précédents pour cette fonction F . Les couches de réseau de neurones étant sous-
linéaires, A1(1) est vraie. En choisissant pour mesure de référence µ “ N p0, ε Idq,
il est clair que A2(β) est vraie pour β P [0, 2), et que B1 est vraie. Vu que φ

est différentiable, la Proposition 4.2.4 est vraie dès qu’il existe x P Rd tel que
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F pxq “ F px0q avec dF pxq surjective, ce qui permet d’assurer l’existence d’une so-
lution de pQq notée θ‹.

Dans ce qui suit, on supposera que θ‹ P K “
[
´104, 104]p. Cette hypothèse

semble réaliste car on a pu constater que les itérés de l’algorithme vérifient
∥θn∥8 ď 103 même pour un grand nombre d’itérations n. Avec ce compact K, on
obtient que B2(α) est vraie pour α ě 1.

La loi cible s’écrit πθ “ e´Upθ,xqdx avec

Upθ, xq “ U1pθ, xq ` U2pθ, xq avec

U1pθ, xq “ 1
2ε∥x∥2

U2pθ, xq “ ⟨θ, F pxq⟩
. (4.26)

Ainsi, avec des fonctions d’activation régulières, B3, B4 sont valides, et toutes les
hypothèses sont réunies pour pouvoir appliquer le Théorème 4.3.2.

Pour le choix des pas de gradients, en prenant

δn „ n´a, γn „ n´b, mn „ nc, (4.27)

avec a P [0, 1], b ą 2 ´ 2a et c ą b ` 1 ´ a (et donc c ą 3 ´ 3a), le Théorème 4.3.2
fournit un taux de convergence

lim sup
nÝÑ`8

∑n
k“1 δkLpθkq∑n

k“1 δk
´ min

K
L “ Opna´1q. (4.28)

En particulier, avec a “ 0, on obtient un taux de convergence en Opn´1q, au prix
d’un nombre mn d’échantillons de Langevin augmentant au moins en n3. Un tel
choix de mn serait très coûteux en temps de calcul. Pour cette raison, les taux de
convergence précédents sont difficiles à observer de façon empirique. En pratique,
nous utiliserons essentiellement des valeurs fixes de δn, γn,mn.

Dans le cadre non-convexe du Théorème 4.3.2, le choix d’un nombre mn fixe
d’échantillons de Langevin ne permet pas d’obtenir la convergence de ErLpθ̂nqs

mais donne seulement une borne fixe sur l’erreur, qui ne tend pas vers zéro.

4.4.2 Synthèse de textures avec Algorithme SOUL

L’Algorithme 6 (SOUL) est lancé pendant 105 itérations, avec les paramètres
suivants

δn “ 10´3, γn “ 10´5, mn “ 1. (4.29)

Les résultats de synthèse obtenus sont donnés en Fig. 4.1, Fig. 4.2 et Fig. 4.3.
On constate que cet algorithme SOUL permet de générer des textures

synthétisées d’une qualité visuelle comparable à celles de Gatys et al. [51], alors
même que notre algorithme SOUL se base sur un nombre de paramètres bien
inférieur (voir Fig. 4.2). On observe aussi un gain de qualité par rapport aux modèles
décrits dans les chapitres précédents (au prix d’un algorithme de synthèse bien plus
coûteux). Alors que les résultats de Texto étaient affectés par une petite quantité
de flou (essentiellement due à l’agrégation des patches), les synthèses de SOUL sont
toujours affectées d’un léger bruit (inhérent à l’échantillonneur de Langevin). Sur la
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Original Full CNN Deep CNN Shallow CNN

Figure 4.1 – Synthèse de textures avec l’Algorithme SOUL. On montre
ici quelques résultats de synthèse de textures avec l’algorithme SOUL. On constate
ici le rôle joué par les couches plus ou moins profondes dans la reproduction des
structures géométriques ou fréquentielles de la texture.

Fig. 4.1, on peut constater le rôle joué par les statistiques plus ou moins profondes
dans la restitution des structures géométriques.

Enfin, sur la Fig. 4.3, on compare par rapport à la méthode deepFRAME
introduite par Lu et al. [102]. L’algorithme deepFRAME exploite aussi un
échantillonnage de Langevin, mais l’apprentissage des paramètres se fait d’une
façon progressive : les paramètres associés aux réponses des premières couches sont
fixés avant de pouvoir mettre à jour les paramètres associés aux couches suivantes.
On constate ici l’intérêt à appliquer l’algorithme SOUL globalement sur toutes les
réponses neuronales simultanément. Dans [J11], on a aussi montré que l’algorithme
SOUL peut synthétiser des textures de taille quelconque, alors que l’algorithme
de Lu et al. [102] ne le permet pas.

On renvoie à [J11] (et à ses annexes) pour une collection d’expériences examinant
le comportement de l’algorithme plus en détail. Néanmoins, reportons ici qu’avec
les paramètres utilisés pour l’algorithme SOUL appliqué aux réponses F extraites
de VGG19, la convergence des paramètres pθ̂nq est difficile à observer en pratique ;
on observe néanmoins une stabilisation après un grand nombre d’itérations. On
peut en revanche l’observer dans des cas plus simples, et notamment le cas du
modèle gaussien ; pour cela, il est utile de faire augmenter mn après une période
de chauffe de la châıne de Markov. Mentionnons aussi que la gestion du paramètre
γn est sensible : en le prenant plus grand, l’algorithme de Langevin peut mieux
explorer l’espace des images. Mais, en si grande dimension, il est difficile de trouver
un compromis permettant à l’algorithme de bien explorer sans diverger.
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Original Gatys Ordre 1 Gatys SOUL

Figure 4.2 – Comparaison entre les modèles macrocanonique et microca-
nonique. On compare ici les synthèses obtenues “Gatys Ordre 1” (échantillonnage
microcanonique avec nos statistiques F ), “Gatys” [51] (échantillonnage microca-
nonique avec des statistiques d’ordre 2), et “SOUL” (échantillonnage macrocano-
nique avec nos statistiques F ). Pour les trois synthèses on utilise les mêmes couches
j “ jG “ {1, 3, 6, 11, 13, 15, 24, 26, 31} du réseau VGG19 .

Original deepFRAME Gatys SOUL

Figure 4.3 – Comparaison avec [102] et [51]. L’algorithme deepFRAME pro-
posé par Lu et al. [102] est aussi inspiré d’un échantillonneur de Langevin, mais
l’estimation des paramètres se fait d’une façon progressive depuis les premières
couches jusqu’aux couches profondes. On constate aussi que la qualité visuelle avec
notre algorithme SOUL est proche de celle de [51] alors que nous n’utilisons que
des statistiques d’ordre 1.
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4.4.3 Conclusion Partielle

Dans ce chapitre, nous avons fourni des outils pour l’étude des modèles de
maximum d’entropie contraints par des réponses moyennes à une collection de sta-
tistiques fixée. Nous avons donné des conditions assurant l’existence et l’unicité de
la distribution de maximum d’entropie, en se basant sur des formulations primale et
duale de ce problème. La solution, qui a la forme d’une distribution exponentielle,
peut être échantillonnée avec l’algorithme de Langevin. L’estimation des paramètres
solutions peut se faire avec un algorithme d’optimisation stochastique appelé SOUL.

En synthèse de textures, les modèles de maximum d’entropie avaient déjà été
utilisés dans [167] et plus récemment dans [102] dont les auteurs proposaient déjà
d’échantillonner le modèle avec l’algorithme de Langevin. Notre contribution prin-
cipale a été de fournir un cadre théorique débouchant sur des résultats de conver-
gence s’appliquant à des statistiques de réponses à des réseaux de neurones avec
activations différentiables. De plus, les échantillons d’images obtenus au cours de
l’optimisation stochastique fournissent des synthèses dont la qualité visuelle est
comparable à des méthodes neuronales récentes (comme celle de Gatys et al. [51]),
au prix d’un léger bruit résiduel, inhérent à l’échantillonneur de Langevin.

Dans ces travaux, une idée remarquable est que le modèle de maximum d’en-
tropie se base sur des statistiques d’ordre 1 sur les sorties calculées avec F (i.e.
on contraint ErF pXqs). En cela, la construction de ce modèle rejoint l’une des
conjectures de Julesz [76] : notre perception pré-attentive ne serait sensible qu’à
des statistiques de premier ordre calculées sur des textons, unités perceptuelles non-
linéaires dont la liste n’est pas décrite exhaustivement. Un autre apport majeur de
ces travaux tient en l’utilisation de l’utilisation de l’algorithme de Langevin pour
répondre à un problème d’optimisation stochastique en très grande dimension. Les
résultats théoriques obtenus ouvrent des perspectives intéressantes dans l’utilisation
de l’algorithme de Langevin en restauration d’images bayésiennes [89].



Chapitre 5

Problèmes Inverses et
Restauration d’Images

Plug-and-Play

Ce chapitre regroupe plusieurs avancées obtenues sur la résolution de problèmes
inverses pour la restauration de signaux et d’images. Le chapitre commence par
quelques rappels sur la formulation variationnelle des problèmes inverses (Sec-
tion 5.1). Dans la Section 5.2 sont présentés des travaux sur les bassins d’attrac-
tion d’algorithmes d’optimisation pour la résolution de problèmes inverses [J13], ef-
fectués en collaboration avec Jean-François Aujol et Yann Traonmilin. Enfin, la Sec-
tion 5.3 est consacrée à l’étude d’une nouvelle classe d’algorithmes de restauration
d’images, dits Plug-and-Play [C11, C12]. Les résultats présentés dans cette section
font l’objet de la thèse de Samuel Hurault, doctorant à l’Institut de Mathématiques
de Bordeaux que je co-encadre avec Nicolas Papadakis.

5.1 Problèmes Inverses, Prior, Optimisation

La restauration d’images est une problématique consistant à annuler l’effet de
différentes dégradations pouvant être liées au bruit d’acquisition, au flou de bouger,
au flou de défocalisation, à une occultation, etc. Bien que certaines dégradations
soient une combinaison complexe d’effets non linéaires et non stationnaires, on se li-
mitera ici à l’étude de problèmes inverses linéaires. Plus précisément, on considérera
un modèle de dégradation

y “ Ax0 ` w (5.1)

où le signal propre x0 vit dans un espace vectoriel normé X de dimension finie ou
infinie, où A : X ÝÑ Rm est un opérateur linéaire, et où w P Rm est un bruit
blanc gaussien d’écart-type σ ą 0. Ce cadre de problème inverse linéaire permet
aussi d’englober d’autres problèmes de traitement de signal comme par exemple
la factorisation de matrices de rang faible, la déconvolution parcimonieuse (spike
recovery), ou encore l’échantillonnage compressé.

Avec le modèle de bruit blanc gaussien, on peut chercher à retrouver x0 en
maximisant la vraisemblance ppy|xq du modèle, ce qui revient à minimiser

fpxq “ ´ log ppy|xq “
1

2σ2 ∥Ax´ y∥2. (5.2)

Dans bon nombre de problèmes inverses, l’opérateur A n’est pas injectif, et la mini-
misation de (5.2) présente alors une infinité de solutions. Même lorsqu’il est injectif,
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l’opérateur inverse A´1 peut être instable, ce qui conduit à amplifier le bruit lors
de la résolution de (5.2). Pour pallier cela, on ajoute de l’information a priori sur
la solution pour stabiliser le processus d’inversion.

Modèles de faible dimension. Une première façon de lever ce problème est de
supposer que x appartient à un sous-ensemble Σ Ă X , appelé “modèle de faible
dimension”. Cela ramène à un problème d’optimisation contraint

Argmin
xPΣ

∥Ax´ y∥2. (5.3)

Sous certaines hypothèses sur A et Σ (dites d’isométrie restreinte) [18], on peut
montrer que ce problème a une solution unique x˚, qui permet d’approcher le signal
original x0 P Σ à une certaine précision :

∥x˚ ´ x0∥2 ď C∥w∥2 (5.4)

où C ą 0 est une constante. Cependant, l’ensemble Σ est en général non-convexe
(par exemple, une union de sous-espaces vectoriels), ce qui complique la résolution
de (5.3). En pratique, on peut décider de paramétrer l’ensemble Σ par une fonction
φ : Rd ÝÑ X dont l’image contient Σ. En notant Θ “ φ´1pΣq, on aboutit au
problème

θ˚ P Argmin
θPΘ

∥Aφpθq ´ y∥2. (5.5)

Dans la Section 5.2, on donnera un cadre général pour l’étude de la convergence
de l’algorithme de gradient à pas fixe visant à minimiser (5.5). En particulier, on
s’attachera à expliciter des bassins d’attraction de l’algorithme, c’est-à-dire des
ensembles dans lesquels on peut initialiser l’algorithme de descente de gradient de
façon à garantir la convergence des itérées vers x˚.

Régularisation explicite ou non. Une autre façon de stabiliser l’inversion est
d’intégrer une information a priori sur x au travers d’une modélisation bayésienne.
Ceci consiste à adopter une loi a priori notée π, en lien avec un certain modèle de
régularité. Ce prior s’écrit souvent πpxq “ e´λgpxq où gpxq quantifie la régularité
de x et où λ ě 0 est un paramètre de régularisation. La loi a posteriori s’écrit alors

ppx|yq 9 ppy|xqπpxq “ e´fpxq´λgpxq, (5.6)

si bien que la recherche du maximum a posteriori débouche sur la minimisation de
la fonction

F pxq “ fpxq ` λgpxq. (5.7)

De nombreux a priori ont été proposés dans la littérature, permettant de
contrôler différents types de régularité. En premier lieu, on peut évoquer les a priori
basés sur des semi-normes : la semi-norme H1 permettant de contrôler l’énergie du
gradient [147], la variation totale [127] (norme L1 du gradient) ou encore la norme L1

des coefficients d’ondelettes [38]. Ces a priori élémentaires ont l’avantage d’être des
fonctions convexes. Le minimum de F peut alors admettre une forme explicite ou
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être approché par des algorithmes itératifs avec garantie de convergence [38, 23].
Mais les performances en restauration avec ces a priori sont limitées puisqu’ils ne
permettent pas de rendre compte de la complexité des structures présentes dans les
images naturelles.

Pour construire des modèles plus performants, on peut tirer profit des struc-
tures récurrentes présentes dans une base de données d’images propres, ou même
des redondances internes observées dans l’image à restaurer. C’est le point de vue
adopté par les auteurs de la méthode NL-means de débruitage par moyennes non
locales [21], qui consiste à débruiter un patch en faisant simplement une moyenne
pondérée des patches similaires. Ce principe de moyennes non locales ne s’exprime
pas à proprement parler comme un a priori global sur l’image, mais cela débouche
sur l’idée d’effectuer des traitements locaux au niveau des patches, qui seront agrégés
de façon à obtenir l’image restaurée. Ceci suggère donc de localiser la modélisation
bayésienne en adoptant un log-prior de la forme

gpxq “ ´
∑
iPI

logψipPixq (5.8)

où pPixqiPI est la collection des patches de x, et où ψi est un prior local adapté au
patch en position i. L’optimisation est découplée en introduisant des variables de
patches auxiliaires z “ pziqiPI

F̃ px, zq “ ∥Ax´ y∥2 ` β
∑
iPI

∥Pix´ zi∥2 ´ λ logψipziq, (5.9)

et l’optimisation en zi correspond alors à un débruitage bayésien du patch Pix.
Cette modélisation bayésienne par patch permet d’englober plusieurs lignes de

travaux ultérieurs. Certains vont utiliser un prior générique ψ pour tous les patches.
C’est le cas des méthodes d’apprentissage de dictionnaires [49, 103, J1] où l’a priori
impose une décomposition parcimonieuse des patches dans un dictionnaire (pouvant
être une famille orthogonale ou non). Ces méthodes sont donc basées sur l’utilisation
au niveau local de modèles de faible dimension, déjà évoqués ci-dessus sous la forme
contrainte (5.3). Une autre ligne de travaux consiste à utiliser plusieurs modèles
gaussiens φi pouvant être estimés de façon générique [161] ou bien directement sur
l’image [168, 90]. Ces modèles gaussiens locaux peuvent être obtenus, à la manière
de [168, 161], comme les composantes d’un modèle de mélange de gaussiennes estimé
avec l’algorithme Expectation-Maximization (EM). Ils peuvent aussi être appris plus
directement en groupant les patches selon leur similarité, et en estimant un modèle
gaussien par groupe (deux patches similaires Pix « Pjx se verront alors attribuer
le même modèle gaussien ψi “ ψj).

Ces diverses modélisations par patches ont encore nettement relevé le niveau
des performances en restauration d’images jusque [91, 71]. Cependant, le contrôle
numérique de ces méthodes est délicat. D’une part, le maximum a posteriori global
n’est généralement obtenu que de façon approchée en restaurant d’abord tous les
patches puis en les combinant avec une méthode d’agrégation, ce qui revient à une
optimisation alternée de (5.9). D’autre part, il y a une interaction non triviale entre
l’estimation des modèles gaussiens et le calcul du maximum a posteriori ; en pratique
on alterne entre ces deux étapes, avec un critère d’arrêt arbitraire.
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Depuis l’essor spectaculaire des réseaux de neurones en traitement d’images,
de nouveaux algorithmes de restauration d’images ont été proposés, exploitant un
réseau débruiteur appris sur une base de données d’images propres [164, 109, 128,
162]. Ces méthodes reposent sur un principe d’éclatement (splitting) consistant à
utiliser un algorithme itératif alternant entre une étape de descente sur l’attache aux
données et une étape de régularisation. Un débruiteur pré-appris est alors utilisé en
lieu et place de l’étape de régularisation, qui n’est donc pas directement exprimée
avec un critère numérique gpxq. L’intérêt est ici qu’il s’avère plus facile de concevoir
un algorithme de débruitage atteignant de très bonnes performances sur une base
d’images plutôt que de concevoir un priori représentant bien ces données.

L’objectif principal des travaux présentés dans la Section 5.3 est de proposer
une méthode de restauration d’images dans laquelle la fonction de régularisation
gpxq est explicite, tout en bénéficiant des performances en débruitage atteintes par
les réseaux de neurones profonds. Une fois la régularisation gpxq apprise, on pourra
utiliser des algorithmes itératifs de minimisation de la fonctionnelle (5.7) fournissant
des garanties de convergence. On veillera à ce que ces garanties soient basées sur
des hypothèses réalistes satisfaites en pratique par les réseaux de neurones profonds
utilisés, menant ainsi à des résultats de restauration à l’état de l’art, et permettant
de garder un contrôle numérique précis.

5.2 Bassins d’Attraction pour un Problème Inverse

Cette section est consacrée à des travaux effectués en collaboration avec Yann
Traonmilin et Jean-François Aujol [J13], portant sur l’étude des bassins d’attraction
d’algorithmes résolvant le problème (5.5) avec un modèle de faible dimension Σ
paramétré par une fonction φ. Dans la Section 5.2.1 on donne un cadre général
permettant d’étudier la convergence de la descente de gradient à pas fixe associée
à (5.5). Sous une hypothèse d’isométrie restreinte, on fournit dans la Section 5.2.2
des conditions suffisantes pour exhiber un bassin d’attraction. On discute enfin dans
la Section 5.2.3 les bassins obtenus pour trois exemples de problèmes inverses.

5.2.1 Problème Paramétré

Pour permettre l’étude de problèmes inverses où l’objet d’intérêt x est, par
exemple, une distribution, on introduit un espace vectoriel topologique localement
convexe D et son dual D˚. On supposera que le signal inconnu x0 appartient à un
ensemble Σ Ă D˚ appelé “modèle de faible dimension” et tel que @λ ą 0,@x P Σ,
λx P Σ. On suppose disposer d’une paramétrisation φ de Σ, c’est-à-dire d’une
fonction φ : Rd ÝÑ D˚ telle que Σ Ă φpRdq “ {φpθq : θ P Rd}. On peut alors
résoudre le problème inverse contraint (5.3) en minimisant sur Θ :“ φ´1pΣq la
fonction

hpθq :“ ∥Aφpθq ´ y∥2
2. (5.10)
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À cause de la paramétrisation, cette fonction h peut être non-convexe. Dans la suite,
on va étudier la convergence de la descente de gradient à pas fixe τ ą 0 :

θn`1 “ θn ´ τ∇hpθnq. (5.11)

Définition 5.2.1. On dit que Λ Ă Rd est un h-bassin d’attraction de θ˚ P Λ si

Dτ0 ą 0, @τ P p0, τ0s, @θ0 P Λ, hpθnq ÝÑ hpθ˚q. (5.12)

Pour contourner le défaut de convexité de h, on va contrôler la hessienne de h
dans certaines directions qui suffisent à assurer la stabilité de pθnq dans Λ et la
convergence de hpθnq. Nous aurons besoin de dériver φ en un sens faible :

Définition 5.2.2. On dit que φ : Rd ÝÑ D˚ est Gateaux-différentiable en θ s’il
existe une application linéaire φ1pθq : Rd ÝÑ D˚ telle que pour tout u P Rd,

φpθ ` huq ´ φpθq

h
ÝÝÝÝÑ
hÝÑ0

φ1pθqu dans D˚. (5.13)

On écrira aussi Buφpθq “ φ1pθqu, et ∇φpθq “
(

Bφpθq

Bθi

)
1ďiďd

le Gateaux-gradient.

Proposition 5.2.1. Supposons A : D˚ ÝÑ Cm linéaire continu et φ : Rd ÝÑ D˚

deux fois Gateaux-différentiable. Alors h est deux fois Gateaux-différentiable en tout
θ P Rd et

Bhpθq

Bθi
“ 2Re⟨ABφpθq

Bθi
, Aφpθq ´ y⟩, (5.14)

B2hpθq

BθiBθj
“ 2Re⟨ABφpθq

Bθi
, A

Bφpθq

Bθj
⟩ ` 2Re⟨AB2φpθq

BθiBθj
, Aφpθq ´ y⟩. (5.15)

Fixons une paramétrisation φ : Rd ÝÑ Σ Gateaux-différentiable. Dans les for-
mules ci-dessus, on voit apparâıtre les valeurs de A sur les Gateaux-dérivées du
paramétrage φ. Pour contrôler ces termes, on a besoin d’une propriété de stabilité
de A sur un ensemble SpΣq appelé “sécant généralisé” défini comme l’union du
sécant Σ ´ Σ “ { x ´ y , x, y P Σ } et de {Buφpθq, u, θ P Rd}. Cette propriété
s’exprime via la norme d’un espace de Hilbert pH, ∥ ¨ ∥Hq contenant Σ ainsi que les
dérivées Buφpθq.

Définition 5.2.3. On dit que l’opérateur A vérifie la propriété d’isométrie res-
treinte RIPpγq sur SpΣq pour la norme ∥ ¨ ∥H si

@x P SpΣq, p1 ´ γq∥x∥2
H ď ∥Ax∥2

2 ď p1 ` γq∥x∥2
H. (5.16)

On peut montrer [119] que certains opérateurs aléatoires A à valeurs dans Rm
vérifient la RIP avec forte probabilité dès que m ě Opdpolylogpdqq, c’est-à-dire
lorsque le nombre de mesures m est de l’ordre de la dimension d aux facteurs
logarithmiques près. Sous une hypothèse de compatibilité du sécant généralisé avec
∥ ¨ ∥H, on peut alors étendre la RIP à SpΣq.
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Lemma 5.2.1 (RIP sur le sécant généralisé). Supposons A : D˚ ÝÑ Cm linéaire
continu et φ : Rd ÝÑ D˚ Gateaux-différentiable. Supposons que A vérifie la RIPpγq

sur Σ´Σ et que SpΣq est compatible avec ∥¨∥H, c’est-à-dire que pour tout x “ Buφpθq

et toute suite hn ÝÑ 0,
∥∥∥φpθ`|hn|uq´φpθq

|hn|

∥∥∥
H

converge vers une limite ∥Buφpθq∥H

indépendante de phnq. Alors

@ν P SpΣq, p1 ´ γq ∥ν∥2
H ď ∥Aν∥2

2 ď p1 ` γq ∥ν∥2
H . (5.17)

5.2.2 Existence des Bassins d’Attraction

On va maintenant pouvoir contrôler la hessienne de h avec l’hypothèse suivante.

Hypothèse 5.2.1 Supposons que
(a) A : D˚ ÝÑ Cm est linéaire continu,
(b) φ : Rd ÝÑ D˚ est deux fois Gateaux-différentiable,
(c) A vérifie la RIPpγq sur Σ ´ Σ,
(d) SpΣq est compatible avec ∥ ¨ ∥H (voir Lemme 5.2.1).

Lemma 5.2.2. Supposons l’Hypothèse 5.2.1. Soit θ˚ P Θ tel que hpθ˚q “ minΘ h.
Soit Λ Ă Rd tel que pour tout θ P Λ, φpθq ´φpθ˚q P SpΣq. Pour θ P Λ et u P Rd, on
a

uT∇2hpθqu ě 2p1 ´ γq∥Buφpθq∥2
H ´ 2∥AB2

uφpθq∥2p
√

1 ` γ∥φpθq ´ φpθ˚q∥H ` ∥e∥2q,

(5.18)

uT∇2hpθqu ď 2∥ABuφpθq∥2
2 ` 2∥AB2

uφpθq∥2p
√

1 ` γ∥φpθq ´ φpθ˚q∥H ` ∥e∥2q.

(5.19)

Ce contrôle de la hessienne s’avère suffisant pour donner des bassins d’attraction
qui seront de la forme

Λβ :“ {θ P Θ | dpθ, θ˚q ă β}, pβ ą 0q (5.20)

où l’on a défini une distance et une projection ensembliste sur φ´1pφpθ˚qq :

dpθ, θ˚q :“ min
θ̃PΘ

φpθ̃q“φpθ˚q

∥θ̃ ´ θ∥2 , ppθ, θ˚q :“ argmin
θ̃PΘ

φpθ̃q“φpθ˚q

∥θ̃ ´ θ∥2 Ă Θ. (5.21)

L’hypothèse suivante permet de contrôler les variations de φ dans des directions
particulières qui servent pour l’analyse de la descente de gradient.

Hypothèse 5.2.2 Étant donné θ˚ P Θ, β ą 0. On suppose que
(a) @θ P Λ2β, φpθq P Σ,
(b) DCφ,θ˚ ą 0, @θ P Λ2β, ∥φpθq ´ φpθ˚q∥H ď Cφ,θ˚dpθ, θ˚q,
(c) M1 :“ sup

θPφ´1pφpθ˚qq

sup
∥u∥2“1

∥ABuφpθq∥2 ă `8,

(d) M2 :“ sup
θPΛ2β

sup
∥u∥2“1,∥v∥2“1

∥ABvBuφpθq∥2 ă `8.
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Théorème 5.2.2. Soit θ˚ P Θ tel que hpθ˚q “ min
Θ

h.
Soit Λβ défini par (5.20) avec β ą 0. Supposons les Hypothèses 5.2.1, 5.2.2.
Supposons enfin que pour tout θ P Λβ, il existe θ̃ P ppθ, θ˚q tel que

@z P rθ, θ̃s,
p1 ´ γq∥Bθ̃´θφpzq∥2

H√
1 ` γ∥AB2

θ̃´θ
φpzq∥2

ě Cφ,θ˚β `
1√

1 ` γ
∥e∥2. (5.22)

Alors Λβ est un h-bassin d’attraction de θ˚.

Ce théorème montre que l’on peut exhiber un bassin d’attraction avec une hy-
pothèse RIP sur A, des bornes sur les variations du paramétrage φ (vues au travers
de A) et une borne (5.22) sur des taux de variation d’ordre 2. On peut simplifier
cette dernière hypothèse lorsque ppθ, θ˚q est un singleton :

Corollary 5.2.3. Soit θ˚ P Θ tel que hpθ˚q “ min
Θ

h. Supposons l’Hypothèse 5.2.1,
et supposons l’Hypothèse 5.2.2 pour un certain β1 ą 0 tel que pour tout θ P Λ2β1, il
existe un unique θ̃ P ppθ, θ˚q. Supposons enfin que

β2 :“ p1 ´ γq

Cφ,θ˚

√
1 ` γ

inf
θPΛβ1

inf
zPrθ,θ̃s

(
∥Bθ̃´θφpzq∥2

H
∥AB2

θ̃´θ
φpzq∥2

)
´

1
Cφ,θ˚

√
1 ` γ

∥e∥2 ą 0. (5.23)

Alors Λminpβ1,β2q est un h-bassin d’attraction de θ˚.

Avec ce corollaire, pour peu que θ̃ P ppθ, θ˚q soit unique, on obtient un bassin
d’attraction dès que

inf
θPΛβ1

inf
zPrθ,θ̃s

(
∥Bθ̃´θφpzq∥2

H
∥AB2

θ̃´θ
φpzq∥2

)
ą 0, (5.24)

ce qui revient à borner les variations d’ordre 2 de Aφ relativement aux variations
du paramétrage dans H. À noter aussi que la preuve du théorème donne une vitesse
de convergence en hpθnq ´ hpθ˚q “ Op 1

nq, et que l’on peut également obtenir une
vitesse de convergence de φpθnq vers x0 à condition de réduire légèrement la taille
du bassin d’attraction.

Les résultats précédents assurent la convergence de la descente de gradient,
en transmettant la RIP au sécant généralisé, et en minorant un certain taux de
variation de Aφ relativement au paramétrage. La preuve repose sur l’obtention de
la convexité de h dans les directions z P rθ, θ̃s liant le θ courant et une solution θ̃ P

ppθ, θ˚q proche de z. On va évoquer dans le paragraphe suivant plusieurs contextes
où ces résultats s’appliquent.

Mais avant, notons que Puy et al. [119] ont montré que l’on peut construire
des opérateurs aléatoires A qui, avec forte probabilité, satisfont RIPpγq pour
m “ Op d

γ2 q. Dans ce contexte, on peut considérer que γ est de l’ordre de 1√
m

,
et donc, lorsque le nombre de mesures m ÝÑ 8, la taille β des bassins d’attrac-
tion obtenue est de l’ordre de 1´γ√

1`γ
“ 1 ´ 3

2γ ` opγq « 1 ´ 3
2
√
m

. Dans une étude
ultérieure [Js1], nous avons questionné la taille maximale des bassins d’attraction,
et en particulier discuté la dépendance en m.
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5.2.3 Applications

Dans [J13] nous avons appliqué les résultats précédents à plusieurs problèmes
inverses, notamment la factorisation de matrices de rang faible. Ici nous allons
seulement évoquer brièvement deux autres applications.

Déconvolution parcimonieuse Pour le problème de déconvolution sans grille
de signaux impulsionnels, on se place dans le dual D˚ de l’espace D “ C2

b pRpq des
fonctions C2 bornées, qui contient les distributions d’ordre ď 2 à support compact.
On considère l’ensemble paramétré des combinaisons de k impulsions ϵ-séparées

Σk,ϵ :“
{

k∑
i“1

aiδti , ∥ti ´ tj∥2 ą ϵ, ∥ti∥2 ă R

}
(5.25)

avec φpθq “

k∑
i“1

aiδti , θ “ pa1, . . . , ak, t1, . . . , tkq P Rk ˆ pRpqk. (5.26)

L’opérateur A consiste en des mesures fréquentielles pAxql “ ⟨x, αl⟩ où les αl cor-
respondent à une sélection de fréquences, régulière ou aléatoire. Pour un tel A, on
peut effectivement montrer une RIP.

Sur Σk,ϵ, on utilise la norme à noyau associée à Kpt, sq 9 e´
∥t´s∥2

2
2σ2 :∥∥∥∑

i

aiδti

∥∥∥2

H
“
∑
i

aiajKpti ´ tjq, (5.27)

où σ2 est le paramètre de précision de la norme à noyau. La RIP pour cet opérateur,
et son extension au sécant généralisé a été prouvée dans [149]. Le théorème générique
ci-dessus permet alors de retrouver les bassins d’attraction donnés dans [149, Co-
rollary 3.1].

Estimation de GMM par échantillonnage compressé Pour l’estimation
compressée de modèles de mélanges de gaussiennes (GMM), on se place dans le
dual D˚ de l’espace D “ CbpRpq, qui contient les mesures finies sur Rp. On se res-
treint ici au cas où les composantes gaussiennes ont toutes la même matrice de
covariance Γ fixée. En notant µti “ e´ 1

2 pt´tiqT Γ´1pt´tiqdt, on considère le modèle
paramétré

Σk,ϵ,Γ :“ {
k∑
i“1

aiµti : ∥ti ´ tj∥Γ ą ϵ, ∥ti∥2 ă R} (5.28)

avec φpθq “

k∑
i“1

aiµti , θ “ pa1, . . . , ak, t1, . . . , tkq P Rk ˆ pRpqk. (5.29)

On va de nouveau utiliser la norme à noyau (5.27). Comme pour la déconvolution
parcimonieuse, l’opérateur A effectue des mesures fréquentielles. Pour une distri-
bution gaussienne de fréquences aléatoires, la RIPpγq sur SpΣk,ϵ,Γq a été prouvée
par Gribonval et al. [63].
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Théorème 5.2.3. Supposons que l’opérateur de mesures fréquentielles A vérifie
RIPpγq sur SpΣk, ϵ

2 ,Γq. Soit θ˚ “ pa1, . . . , ak, t1, . . . , tkq une solution de minΘ h.
Sous une hypothèse technique sur la norme à noyau ∥ ¨ ∥H, il existe une constante
explicite βGMM telle que, en supposant @i ∥ti∥2 ď R´ 2βGMM pour tout i, on a un
h-bassin d’attraction de θ˚ de la forme

ΛβGMM
:“ { θ P Rkpp`1q | ∥θ ´ θ˚∥2 ă βGMM }. (5.30)

En pratique, l’estimation d’un modèle GMM se fait souvent avec des covariances
variables. Mais pour un tel modèle, on ne dispose pas encore d’un résultat analogue
sur les bassins d’attraction.

5.3 Restauration d’Images Plug-and-Play

Cette section est consacrée aux travaux effectués par Samuel Hurault dans le
cadre de sa thèse co-encadrée par Nicolas Papadakis et moi-même, traitant de
modèles de restauration d’images en lien avec l’apprentissage profond.

5.3.1 Apprentissage Profond pour les Problèmes Inverses

En parallèle des méthodes basées sur une régularisation explicite, de nouvelles
techniques de restauration d’images ont été développées, profitant de l’essor de
l’apprentissage profond [84, 138]. Des réseaux de neurones pour le débruitage ont
d’abord été proposés dans [74, 22]. Quelques années plus tard, des débruiteurs plus
performants [163, 131, 165] ont été construits en bénéficiant d’une part des avancées
sur les architectures de réseaux de neurones et leur optimisation, et d’autre part de
l’augmentation de la puissance de calcul sur GPU.

Ces méthodes suivent un principe simple de régression : on optimise le réseau de
neurones pour qu’il apprenne la relation entre l’image dégradée et l’image propre.
Plus précisément, à partir d’une base de données pxnq1ďnďN d’images propres
modélisée par une distribution empirique p, on considère y “ x ` w où w est
un bruit blanc de loi gaussienne N indépendant de x „ p. Le réseau débruiteur D
est entrâıné pour minimiser la fonction de coût

LpDq “ Ex„p,w„N
[
∥Dpx` wq ´ x∥2

]
. (5.31)

Il y a alors un travail expérimental considérable pour trouver les architectures de
réseaux menant à des bonnes performances. Par exemple, la conception du réseau
DnCNN [163] (Denoising Convolutional Neural Network), outre l’utilisation d’un
réseau suffisamment profond, tire profit de l’apprentissage résiduel (le débruiteur
étant décomposé en Dpyq “ y ´Rpyq où R est un réseau) et d’un procédé de
normalisation des couches (batch normalization). Le réseau FFDNet [165] (Fast
and Flexible Denoising Convolutional Neural Network) n’utilise pas d’apprentissage
résiduel, mais prend en entrée une carte du niveau de bruit, ce qui permet de traiter
des bruits non stationnaires. À noter que certains réseaux débruiteurs [74, 22, 131]
sont spécifiques à un niveau de bruit alors que d’autres non [163, 165]. Il nous
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sera utile de distinguer les réseaux spécifiques à un niveau de bruit en précisant
l’écart-type σ du bruit dans la notation Dσ. Une fois appris, ces débruiteurs sont
très peu coûteux en temps de calcul car l’architecture des réseaux convolutionnels
est particulièrement bien adaptée au calcul sur GPU. Dans la suite, on parlera de
débruiteur profond pour désigner une fonction de débruitage D modélisée par un
réseau de neurones profond.

On peut étendre cette démarche d’apprentissage profond à la résolution d’un
problème inverse (5.1) : on entrâıne un réseau de restauration R en minimisant

LpRq “ Ex„p,w„N
[
∥RpAx` wq ´ x∥2

]
, (5.32)

où Ax ` w est la version dégradée de l’image x. Il y a alors différentes manières
d’adapter l’architecture du réseau de restauration selon le problème inverse à
résoudre [107]. Pour la déconvolution non aveugle, l’architecture de restauration
peut exploiter l’opérateur de pseudo-inverse de A, soit en adjoignant à la pseudo-
inverse un réseau permettant de corriger les artefacts [133], soit en proposant un
réseau dont la forme des couches est inspirée par la décomposition en valeurs sin-
gulières de la pseudo-inverse [160]. Pour la super-résolution, Dong et al. [42] pro-
posent un réseau à trois couches prenant en entrée l’image sur-échantillonnée à la
résolution désirée. On peut mentionner également les approches dites unrolling [60]
où l’architecture du réseau de restauration est inspirée par des algorithmes de split-
ting avec un nombre d’itérations fixé. L’inconvénient commun de ces approches
est qu’elles nécessitent l’apprentissage d’un réseau spécifique au problème inverse
considéré. De plus, la dépendance en la base de données peut causer des problèmes
de stabilité, notamment dans les contextes où la base d’apprentissage est petite,
comme en imagerie médicale.

Une question essentielle est de savoir comment exploiter ces architectures de
réseaux de restauration pour construire de nouveaux a priori permettant de traiter,
de façon générique, une grande classe de problèmes inverses. Une réponse surpre-
nante a été formulée avec les Deep Image Priors de [152], qui consistent à n’utiliser
que l’architecture d’un réseau de neurones (non appris) pour paramétrer la res-
tauration. L’image restaurée s’écrit fθpzq où z est un bruit aléatoire fixé, et où fθ
est un réseau de neurones dont on optimise les paramètres θ. Calculer l’image res-
taurée avec ce deep image prior revient alors à la résolution de (5.5) en prenant
φpθq “ fθpzq. Ces auteurs montrent que la paramétrisation du problème par la
seule structure du réseau permet à l’algorithme de minimisation d’aller vers des
images correspondant à des restaurations visuellement satisfaisantes. Cependant,
cette méthode directe n’atteint pas les performances de l’état de l’art, et est difficile
à contrôler numériquement du fait du peu de régularité de la fonction θ ÞÑ fθpzq.

Une autre réponse à la question ci-dessus, plus proche de la modélisation
bayésienne, consiste à adopter un prior encodé implicitement par un réseau (ou
un algorithme) de débruitage. C’est le point de vue adopté par les méthodes Plug-
and-Play décrites dans le paragraphe suivant.
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5.3.2 Débruitage et Régularisation, Méthodes Plug-and-Play

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment la conception d’un débruiteur
performant peut aider à résoudre une large classe de problèmes inverses, en assimi-
lant le débruitage à une étape de régularisation pour un prior implicite π “ e´λg. La
clé pour cela est de considérer la résolution du problème (5.7) par les méthodes dites
de splitting. Par exemple, le half-quadratic splitting (HQS) [53] consiste à découpler
l’attache aux données et la régularisation en considérant la fonctionnelle augmentée

Lτ px, zq “ fpzq `
1
2τ ∥x´ z∥2 ` λgpxq, (5.33)

où τ ą 0 est un paramètre voué à tendre vers zéro. L’algorithme HQS est une
minimisation alternée de Lτ sur les deux variables x, z. On va l’écrire en utilisant
l’opérateur proximal

Proxf pxq “ Argmin
z

1
2 ||x´ z||2 ` fpzq, (5.34)

qui est défini de façon univaluée dès que f est convexe semi-continue
inférieurement (s.c.i.) et propre (c’est-à-dire que f n’est pas égale à `8 partout).
Ainsi, l’algorithme HQS s’écritzk`1 “ Proxτf pxkq

xk`1 “ Proxτλgpzk`1q
, (5.35)

et peut se résumer en l’itération sur la variable x de l’opérateur

THQS “ Proxτλg ˝ Proxτf . (5.36)

L’opérateur proximal (5.34) peut être vu comme une descente de gradient impli-
cite, et a l’avantage de pouvoir être défini dans des cas où la fonction f n’est pas
différentiable. Lorsque l’on travaille avec des fonctions différentiables, on peut rem-
placer l’opérateur proximal par une étape de descente de gradient explicite. Lorsque
f est différentiable, on peut donc aussi considérer l’algorithme de descente de gra-
dient proximale (PGD), aussi appelé Forward-Backward, qui s’écritzk`1 “ pId ´τ∇fqpxkq

xk`1 “ Proxτλgpzk`1q
, (5.37)

et peut se résumer en l’itération de l’opérateur

TPGD “ Proxτλg ˝pId ´τ∇fq. (5.38)

Le paramètre τ utilisé dans ces algorithmes sera parfois appelé le pas (step size).
Deux autres méthodes de splitting (ADMM et DRS) seront rappelées dans la

Section 5.3.4, correspondant aux opérateurs TADMM et TDRS. Sous certaines hy-
pothèses sur f, g, on peut voir que les points fixes de l’opérateur TPGD cöıncident
avec les minimiseurs de la fonction F “ f`λg, et que pour certaines valeurs de τ, λ,



90 Chapitre 5. Problèmes Inverses, Restauration d’Images

l’algorithme PGD converge vers l’un de ces minimiseurs [34, 33]. Quant à lui, l’algo-
rithme HQS cible en fait les minimiseurs de la fonction F̃ pxq “ infz Lτ px, zq [11, 33],
qui se rapprochent de ceux de F lorsque τ ÝÑ 0.

L’idée au cœur de la méthodologie PnP est de remarquer que l’étape de
régularisation Proxτλg est un simple débruitage pour la régularisation τλg, à quoi
l’on peut substituer l’application d’un algorithme de débruitage des plus perfor-
mants. Ceci permet de formuler un algorithme de résolution de problème inverse
dans lequel le prior n’apparâıt que de manière implicite au travers du débruitage
utilisé. Cette méthodologie a été explicitée et validée expérimentalement sur un
problème de tomographie par Venkatakrishnan et al. [156], en se basant sur l’al-
gorithme ADMM et en testant plusieurs débruiteurs (débruitage TV, BM3D,
KSVD). Sur le plan expérimental, d’autres succès ont ensuite été obtenus en suivant
cette méthodologie, parfois avec des débruiteurs classiques comme BM3D [24, 78],
NL-means [115], ou un débruiteur GMM [144], parfois avec des débruiteurs pro-
fonds [109, 128]. Les meilleurs résultats visuels ont finalement été obtenus en uti-
lisant des débruiteurs profonds qui sont spécifiquement conçus pour s’adapter aux
méthodes PnP comme dans [164] (réseau IRCNN) ou [162] (réseau DRUNET).

Le succès expérimental des méthodes PnP soulève une question cruciale : com-
ment peut-on interpréter le résultat de la restauration sans garantie de convergence
de l’algorithme itératif utilisé ? En pratique, il est en effet utile de disposer de critères
numériques indiquant que l’algorithme s’est bien stabilisé, ou au contraire qu’il est
nécessaire de l’itérer plus longuement. Plusieurs auteurs ont formulé des résultats
de convergence d’algorithmes PnP, avec divers jeux d’hypothèses sur le débruiteur,
l’attache aux données étant en général supposée différentiable à gradient Lipschitz.
Sreehari et al. [139] reviennent à un résultat de convergence pour ADMM en écrivant
le débruiteur comme l’opérateur proximal d’une fonction convexe, dont on sait qu’il
est non-expansif, c’est-à-dire 1-Lipschitz. Chan et al. [24] et Gavaskar et Chaudhury
[52] construisent une preuve ad-hoc de convergence de l’algorithme PnP-ADMM en
supposant Id ´Dσ borné proportionnellement à σ2. En supposant la forte convexité
de l’attache aux données f , Ryu et al. [128] montrent que TPGD est contractant, avec
l’hypothèse que Id ´D est Lipschitz. Enfin, les auteurs de [141, 142] obtiennent la
convergence de variantes de ces schémas en les exprimant comme des itérations de
Krasnosel’skii-Mann [10], sous l’hypothèse que le débruiteur appartient à la classe
des opérateurs averaged. On remarquera que toutes ces méthodes reposent sur une
analyse de la constante de Lipschitz de l’opérateur itéré, en exploitant des résultats
sur les compositions d’opérateurs Lipschitz ou averaged.

Cependant, même si ces méthodes PnP ont permis d’atteindre des performances
à l’état de l’art sur de nombreux problèmes inverses, leur contrôle numérique reste
délicat puisqu’elles ne peuvent a priori pas être reliées à la minimisation d’une fonc-
tionnelle explicite. De plus, les garanties de convergence reposent sur des hypothèses
de bornes ou de constantes de Lipschitz sur le débruiteur qui ne sont généralement
pas vérifiées par les débruiteurs les plus utilisés. On notera néanmoins qu’il est pos-
sible [128, 145] de pousser le débruiteur appris à satisfaire ces hypothèses (au moins
approximativement), mais contraindre fortement la constante de Lipschitz réduit la
qualité du débruiteur [15, 69].
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5.3.3 Plug-and-Play avec Débruiteur par Pas de Gradient

Dans ce paragraphe, nous allons montrer qu’en se restreignant à une classe de
débruiteurs particuliers, l’algorithme PnP peut de nouveau être lié à la minimisation
d’une fonctionnelle explicite, ce qui permettra de retrouver un contrôle numérique
précis tout en bénéficiant des performances en débruitage des réseaux de neurones
profonds. Les travaux de ce paragraphe font l’objet de la première partie de la thèse
de Samuel Hurault [C11].

5.3.3.1 Régularisation et débruiteur par pas de gradient

Comme on l’a dit au-dessus, le principe des méthodes PnP est de substituer un
débruiteur pré-conçu à l’étape de régularisation d’un algorithme de splitting. Mais
si l’on veut exprimer une fonctionnelle minimisée par l’algorithme, il faut revenir en
arrière et trouver une fonction de régularisation associée au débruiteur. Pour cela,
Romano et al. [126] ont proposé la méthodologie Regularization by denoising (RED),
qui consiste, en partant d’un débruiteur D, à considérer la fonction de régularisation

gREDpxq “
1
2⟨x, x´Dpxq⟩. (5.39)

Sous l’hypothèse que D est localement homogène [126] et différentiable à jaco-
bien symétrique, on peut montrer [123] que ∇gRED “ Id ´D. Cette expression
a été utilisée dans [126] pour rapprocher les algorithmes PnP de la minimisation
de la fonction f ` λgRED, avec des mises-à-jour pouvant se calculer directement
avec D. Là encore, les algorithmes obtenus avec cette interprétation produisent de
très bons résultats sur plusieurs problèmes inverses. Cependant, on peut constater
expérimentalement que la plupart des débruiteurs répandus (en particulier BM3D
et NL-means) ne satisfont pas les hypothèses requises.

Nous avons proposé de considérer la régularisation gσ : Rn ÝÑ R définie par

gσpxq “
1
2 ||x´Nσpxq||2, (5.40)

où Nσ : Rn ÝÑ Rn est un réseau de neurones différentiable. Cette régularisation
induit un débruiteur particulier sous la forme d’un “pas de gradient” Dσ “ Id ´∇gσ,
c’est-à-dire

Dσpxq “ x´ ∇gσpxq “ Nσpxq ` JNσ pxqT px´Nσpxqq. (5.41)

On le notera GS pour Gradient-Step. Contrairement à l’approche RED, la symétrie
du jacobien de Dσ (lorsqu’il existe) est maintenant évidente puisque Dσ est un
champ de gradients. Ce débruiteur est entrâıné de façon à minimiser la fonction de
coût

LpDσq “ Ex„p,wσ„N p0,σ2Iqr||Dσpx` wσq ´ x||2s, (5.42)

où p est la distribution empirique associée à la base de données d’images propres.
Nous allons étudier le schéma itératif

xk`1 “ T τ,λGS-PnPpxkq (5.43)
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basé sur l’opérateur

T τ,λGS-PnP “ Proxτf ˝pτλDσ ` p1 ´ τλq Idq

“ Proxτf ˝pId ´τλ∇gσq.
(5.44)

Le schéma (5.43) correspond à l’algorithme PGD appliqué à la fonctionnelle
F “ f ` λgσ avec pas τ . Ainsi on retombe sur un vrai problème de minimisation
avec une régularisation explicite, ce qui nous permettra d’obtenir les garanties de
convergence énoncées ci-dessous.

Notons au passage que les opérateurs de descente de gradient (implicite et ex-
plicite) sur l’attache aux données fpxq “ 1

2∥Ax´ y∥2 s’écrivent

Id ´τ∇fpxq “ pId ´τATAqx` τAT y, (5.45)
Proxτf pxq “ pId `τATAq´1pτAT y ` xq. (5.46)

Selon la forme de A, il pourra être plus aisé ou pertinent d’utiliser l’un ou l’autre
de ces opérateurs de descente, et ce sera souvent cela qui guidera le choix de l’algo-
rithme de splitting utilisé.

Avant de donner les garanties de convergence, formulons quelques remarques
sur la forme du débruiteur. Avec les formules (5.40) et (5.41), on voit que la
régularisation et le débruiteur sont tous deux paramétrés par un réseau différentiable
quelconque Nσ : Rn ÝÑ Rn. Par conséquent, on peut construire Nσ en tirant profit
des architectures de réseaux de neurones ayant mené aux meilleurs résultats pos-
sibles en débruitage, à la différence près que l’on imposera ici la différentiabilité
du réseau. Par ailleurs, remarquons que le débruiteur réalisant l’erreur quadratique
minimale (MMSE) est défini par

D˚
σ “ Argmin

D
Ex„p,wσ„N p0,σ2Iqr||Dpx` wσq ´ x||2s, (5.47)

où le minimum est pris sur toutes les fonctions mesurables (D˚
σpxq est alors

l’espérance conditionnelle de x sachant x`wσ). On peut montrer que ce débruiteur
MMSE vérifie la formule de Tweedie [46] :

D˚
σ “ Id ´∇g˚

σ où g˚
σ “ ´σ2 log pσ (5.48)

et où pσ est la convolution de p avec la densité gaussienne N p0, σ2q. Approcher le
débruiteur optimal D˚

σ par notre paramétrisation Dσ “ Id ´∇gσ revient donc à
ajuster la régularisation gσ de telle sorte que ∇gσ « ´σ2∇ log pσ. Ceci rejoint les
approches dites de score matching [132, 14].

5.3.3.2 Convergence de l’algorithme GS-PnP

Énonçons maintenant les résultats de convergence vérifiés par l’algorithme

xk`1 “ T pxkq avec T “ Proxτf ˝pId ´τλ∇gq, (5.49)

pour la minimisation de la fonction F “ f ` λg définie sur Rn. Nous formulons le
résultat avec peu d’hypothèses sur f , et en particulier, sans supposer la continuité,



5.3. Restauration d’Images Plug-and-Play 93

ce qui permet de contraindre l’optimisation à un domaine convexe. Quant à la fonc-
tion g, elle est supposée différentiable à gradient Lipschitz, ce qui permet d’englober
les régularisations gσ rencontrées dans le paragraphe précédent. Le premier résultat
fournit la convergence en termes de valeurs de la fonctionnelle F .

Théorème 5.3.1. Soient f : Rn ÝÑ R Y {`8} et g : Rn ÝÑ R deux fonctions
propres semi-continues inférieurement. Soient λ ą 0 et F “ f`λg. On suppose que
f est convexe, que g est différentiable à gradient L-Lipschitz, et que inf F ą ´8.
Alors, pour τ ă 1

λL , la suite pxkq vérifiant (5.49) vérifie
(i) pF pxkqq est décroissante et converge.

(ii) Le résidu ||xk`1 ´ xk|| tend vers 0.
(iii) Toute valeur d’adhérence de pxkq est un point critique de F .

La preuve, inspirée par [12] consiste à utiliser des lemmes de descente sur la
fonction d’enveloppe

Qτ px, yq “ gpyq ` ⟨x´ y,∇gpyq⟩ `
1
2τ ||x´ y||2 ` fpxq. (5.50)

Cette preuve donne aussi une vitesse de convergence sur les résidus, à savoir

min
0ďiďk

∥xi`1 ´ xi∥2 ď
1
k

F px0q ´ limF pxiq
1

2τ ´ L
2

. (5.51)

Le résultat suivant donne la convergence des itérés pxkq, pour peu que la suite
pxkq soit bornée et que F vérifie la condition de Kurdika- Lojasiewicz, dont on pourra
trouver la définition précise dans [3].

Théorème 5.3.2. Soient f : Rn ÝÑ R Y {`8} et g : Rn ÝÑ R deux fonctions
propres semi-continues inférieurement. Soient λ ą 0 et F “ f`λg. On suppose que
f est convexe, que g est différentiable à gradient L-Lipschitz, et que inf F ą ´8.
On suppose de plus que F vérifie la condition de Kurdika- Lojasiewicz et que la suite
pxkq donnée par (5.49) est bornée. Alors, pour τ ă 1

λL , la suite pxkq converge, vers
un point critique x˚ de F .

Ce théorème est une conséquence de [3, Theorem 5.1]. Les hypothèses sur f et
g sont bien vérifiées pour nos problèmes inverses avec la régularisation gσ donnée
par (5.40). De plus, grâce à la décroissance de pF pxkqq, la suite pxkq est bornée dès
que F est coercive. Dans notre cas pratique où les images sont à valeurs dans r0, 1s,
on peut aisément modifier gσ de façon à ce que F soit coercive, en prenant par
exemple

g̃σpxq “ gσpxq `
1
2∥x´ ΠCpxq∥2 (5.52)

où ΠC est la projection orthogonale sur un convexe compact C Ă Rn (e.g. r´1, 2sn).
Le défaut principal de ces deux théorèmes est qu’en général, la constante de

Lipschitz L n’est pas connue explicitement. Pour éviter ce problème, on met en place
une procédure de réglage automatique des pas, dite de backtracking permettant de
garder le pas τ maximal tout en ayant une garantie suffisante de décroissance sur F .
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Param.: initialisation z0, λ ą 0, σ ě 0, ϵ ą 0, τ0 ą 0, K P N˚, η P p0, 1q,
γ P p0, 1{2q.

Input : image dégradée y.
Output: image restorée x̂.
k “ 0 ; x0 “ Proxτf pz0q ; τ “ τ0{η ; ∆ ą ϵ ;
while k ă K and ∆ ą ϵ do

zk “ λτDσpxkq ` p1 ´ λτqxk;
xk`1 “ Proxτf pzkq ;
if F pxkq ´ F pxk`1q ă

γ
τ ||xk ´ xk`1||2 ;

then τ “ ητ ;
else ∆ “

F pxkq´F pxk`1q

F px0q
; k “ k ` 1 ;

end
x̂ “ λτDσpxKq ` p1 ´ λτqxK ;

Algorithm 7: Gradient-Step Plug-and-Play (GS-PnP)

Figure 5.1 – Architecture DRUNet simplifiée [162] paramétrant Nσ.

Nous avons montré que cette étape de backtracking ne modifie pas la garantie de
convergence. L’algorithme PnP ainsi obtenu avec le débruiteur GS est résumé dans
l’Algorithme 7. Afin d’améliorer légèrement les performances visuelles, on a intégré
à l’algorithme une dernière étape de débruitage appliquant Id ´τλ∇gσ. Ceci permet
d’éliminer le bruit résiduel qui apparâıt après l’étape proximale Proxτf .

5.3.3.3 Performance du débruiteur GS-DRUNet

Le débruiteur Dσ est paramétré ici par un réseau de neurones différentiable Nσ

via l’équation (5.41), et on l’entrâıne en minimisant la fonction de coût (5.42). Pour
le réseau de neurones Nσ, on s’inspire de l’architecture DRUNet proposée dans [162],
qui est un réseau U-Net intégrant quatre blocs résiduels à chaque échelle. Pour
réduire le temps de calcul, on adopte ici une version légèrement simplifiée intégrant
deux blocs résiduels à chaque échelle au lieu de quatre, comme représentée dans la
Fig 5.1. Pour maintenir la différentiabilité, on change la fonction de non-linéarité
non-lisse RELU par une version différentiable ELU. Dans l’Appendice B de [C11],
nous avons montré que la régularisation induite gσ est bien différentiable à gradient
Lipschitz, rendant légitime l’application des résultats de la Partie 5.3.3.2.
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σp.{255q 5 15 25 50 Time (ms)
FFDNet 39.95 33.53 30.84 27.54 1.9
DnCNN 39.80 33.55 30.87 27.52 2.3
DRUNet 40.31 33.97 31.32 28.08 69.8

GS-DRUNet 40.26 33.90 31.26 28.01 10.4

Table 5.1 – Performances (mesurées en PSNR moyen) sur la base de données
CBSD68 [106] du débruiteur GS-DRUNet, en comparaison de plusieurs débruiteurs
récents : FFDNet [165], DnCNN [163], et DRUNet [162]. Notre débruiteur GS-
DRUNet atteint presque les performances de DRUNet.

Le réseau débruiteur Dσ ainsi obtenu est noté GS-DRUNet. Ce réseau Dσ prend
le niveau de bruit σ en entrée, et on l’entrâıne sur la même base de données que
celle utilisée dans [162] : la distribution empirique p est formée de patches 128 ˆ

128 d’images propres auxquels on rajoute des bruits blancs gaussiens wσ d’écart-
type σ choisi aléatoirement dans r0, 50

255 s. En pratique, pour calculer Dσpxq, on
utilise la relation Dσ “ Id ´∇gσ : on calcule gσpxq et on en déduit ∇gσpxq grâce
aux outils de différentiation automatique de Pytorch. Pour l’entrâınement du réseau,
la fonction de coût (5.42) est minimisée via l’algorithme ADAM [79], qui nécessite
de calculer le gradient de L par rapport aux paramètres du réseau. On profite donc
ici de la possibilité d’une double différentiation automatique en Pytorch, d’abord
par rapport à x, puis par rapport aux paramètres du réseau.

Sur la Table 5.1, on reporte les performances atteintes par le débruiteur GS-
DRUNet sur les images 256 ˆ 256 de la base de données CBSD68. On constate
que GS-DRUNet atteint à 0.05dB près le même niveau de performance que
DRUNet [162], tout en étant sept fois plus rapide à appliquer, et en satisfaisant
intrinsèquement la contrainte d’être un vrai champ de gradients. Il reste aussi net-
tement plus performant que DRUNet [163] et FFDNet [165].

5.3.3.4 Performance de l’algorithme GS-PnP

Décrivons maintenant les performances atteintes par l’Algorithme 7 GS-PnP
appliqué à différents problèmes inverses. On considère ici le modèle d’observation
linéaire y “ Ax` w où w est un bruit blanc gaussien d’écart-type ν ą 0. Le terme
d’attache aux données s’écrit donc 1

2ν2 ∥Ax´y∥2, et l’on adopte la régularisation gσ
associée au débruiteur GS-DRUNet via l’équation (5.40). En intégrant le niveau de
bruit ν dans le paramètre de régularisation λν “ λν2 (avec λ ą 0 fixé), on aboutit
à la fonctionnelle

F pxq “ fpxq ` λνgσpxq où

fpxq “ 1
2∥Ax´ y∥2

gσpxq “ 1
2∥Nσpxq ´ x∥2 . (5.53)

On notera bien que le niveau de régularisation dépend de λν “ λν2 mais aussi du
paramètre σ ą 0 qui n’a a priori pas de raison d’être égal à ν. En testant sur une
grande base d’images, on évalue empiriquement que la constante de Lipschitz L

de gσ est proche de 1 (mais pas ď 1). Par conséquent, on fixe le pas de temps
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Image originale Floutée (20.97dB) RED (25.92dB) IRCNN (28.66dB)

DPIR (29.76dB) GS-PnP (29.90dB) F pxkq γk (log scale)

Figure 5.2 – Comparaison de résultats de déflouage obtenus avec plusieurs al-
gorithmes de restauration appliqués à une image floutée (avec le noyau montré
en haut à gauche) et bruitée (ν “ 0.03). Les diagrammes montrent l’évolution
de F pxkq et de γk “ min0ďiďk ||xi`1 ´ xi||

2{||x0||2 au cours des itérations de l’al-
gorithme GS-PnP. On constate que GS-PnP atteint ici la meilleure performance
visuelle, et les diagrammes confirment la convergence de l’algorithme prédite par
les résultats théoriques.

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) (j)

ν Méthode Moy.

0.
01

EPLL 28.32 28.24 28.36 25.80 29.61 27.15 26.90 26.69 25.84 26.49 27.34
RED 30.47 30.01 30.29 28.09 31.22 28.92 28.90 28.67 26.66 28.45 29.17

IRCNN 32.96 32.62 32.53 32.44 33.51 33.62 32.54 32.20 28.11 29.19 31.97
MMO 32.35 32.06 32.24 31.67 31.77 33.17 32.30 31.80 27.81 29.26 31.44
DPIR 33.76 33.30 33.04 33.09 34.10 34.34 33.06 32.77 28.34 29.16 32.50

GS-PnP 33.52 33.07 32.91 32.83 34.07 34.25 32.96 32.54 28.11 29.03 32.33

0.
03

EPLL 25.31 25.12 25.82 23.75 26.99 25.23 25.00 24.59 24.34 25.43 25.16
RED 25.71 25.32 25.71 24.38 26.65 25.50 25.27 24.99 23.51 25.54 25.26

IRCNN 28.96 28.65 28.90 28.38 30.03 29.87 28.92 28.52 25.92 27.64 28.58
IRCNN 28.96 28.65 28.90 28.38 30.03 29.87 28.92 28.52 25.92 27.64 28.58
DPIR 29.38 29.06 29.21 28.77 30.22 30.23 29.34 28.90 26.19 27.81 28.91

GS-PnP 29.22 28.89 29.20 28.60 30.32 30.21 29.32 28.92 26.38 27.89 28.90

0.
05

EPLL 24.08 23.91 24.78 22.57 25.68 23.98 23.70 23.19 23.75 24.78 24.04
RED 22.78 22.54 23.13 21.92 23.78 22.97 22.89 22.67 22.01 23.78 22.84

IRCNN 27.00 26.74 27.25 26.37 28.29 28.06 27.22 26.81 24.85 26.83 26.94
DPIR 27.52 27.35 27.73 27.02 28.63 28.46 27.79 27.30 25.25 27.11 27.42

GS-PnP 27.45 27.28 27.70 26.98 28.68 28.44 27.81 27.38 25.49 27.15 27.44

Table 5.2 – Comparaison en PSNR(dB) de méthodes de déflouage sur la base
CBSD10, avec plusieurs noyaux de flou (première ligne) et avec plusieurs niveaux
de bruits ν (première colonne). Pour chaque colonne, le meilleur résultat est en gras,
et le deuxième souligné. La dernière colonne donne les PSNR moyens sur la base.
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Image originale Masquée GS-PnP (31.65dB) γk (log scale)

Image originale Masquée GS-PnP (33.65dB) γk (log scale)

Figure 5.3 – Comparaison de résultats d’inpainting obtenus avec plusieurs al-
gorithmes de restauration appliqués à trois images de Set3C dont on a masqué
aléatoirement les pixels avec probabilité p “ 0.5. La dernière colonne montre
l’évolution de γk “ min0ďiďk ||xi`1 ´ xi||

2{||x0||2 au cours des itérations de l’algo-
rithme GS-PnP.

D
PI

R
(i)

D
PI

R
(ii

)
G

S-
Pn

P

PSNR(xk) ||xk`1´xk||
2

||x0||2

∑
iďk

||xi`1´xi||
2

||x0||2

Figure 5.4 – Ces diagrammes illustrent le comportement (en termes de PSNR,
et de résidu ∥xk`1 ´ xk∥2) des algorithmes DPIR [162] et GS-PnP, sur le cas de
déflouage montré dans la Fig. 5.2. On illustre le comportement de DPIR avec deux
stratégies de décroissance de σ : soit σ décrôıt constamment en 1000 itérations
(ligne 1), soit il décrôıt sur les 8 premières itérations puis est laissé fixe (ligne 2).
Ces diagrammes confirment les résultats théoriques de convergence obtenus pour
GS-PnP, alors que l’algorithme DPIR ne semble pas se stabiliser.
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initial τ0 “ 1
ν2λ , ce qui permet d’avoir (avec éventuellement un petit nombre d’étapes

de backtracking) la condition τ ă 1
Lλν2 , assurant la convergence de l’algorithme

grâce aux résultats de la Section 5.3.3.2.

On va illustrer les performances de GS-PnP en déflouage et en inpainting, et
l’on renvoie à [C11] pour d’autres expériences. Pour adapter l’algorithme GS-PnP
à l’un de ces problèmes inverses, il convient de calculer l’opérateur Proxτf associé à
l’attache aux données. Pour le déflouage (non aveugle), l’opérateur de dégradation
A “ H est une convolution avec un noyau connu effectuée avec conditions de bords
périodiques, et l’opérateur proximal admet une expression explicite dans le domaine
de Fourier. Pour l’inpainting sans bruit, A est une matrice diagonale à valeurs
dans {0, 1}, et on utilise pour attache aux données l’indicatrice f de l’ensemble
convexe {Ax “ y} : fpxq “ 0 si Ax “ y et `8 sinon. Ce cas illustre la possibilité
d’avoir une attache aux données discontinue, puisque l’algorithme ne fait appel
à f qu’au travers de son opérateur proximal (qui est la projection orthogonale sur
{Ax “ y}).

Les résultats quantitatifs sont calculés en testant l’algorithme sur la base
CBSD10 formée de 10 images extraites de la base CBSD68, ainsi que sur trois images
de la base Set3C (butterfly, leaves, starfish). On compare nos résultats avec ceux
obtenus avec plusieurs méthodes récentes de restauration d’images : la méthode par
patches EPLL [168, 72], les méthodes PnP avec débruiteurs profonds IRCNN [164],
DPIR [162] et MMO [116], ainsi que la méthode RED [126] (précisément “RED-
fixed point” appliquée avec le débruiteur TRND de [27]). Parmi ces méthodes, seule
MMO garantit la convergence de l’algorithme PnP en se basant sur un débruiteur
entrâıné de façon à contraindre sa constante de Lipschitz. À l’inverse, les méthodes
IRCNN et DPIR, basées sur HQS, n’ont pas de garantie de convergence, et sont
implémentées avec peu d’itérations et une décroissance rapide des paramètres τ
et σ. Les paramètres de GS-PnP ont été ajustés sur chaque problème inverse.

Les résultats pour le déflouage sont donnés en Fig 5.2 et dans la Table 5.2, et
pour l’inpainting en Fig. 5.3. Sur les tableaux de PSNR, on constate que GS-PnP at-
teint des performances analogues à celles de DPIR [162], et surpasse ainsi les autres
méthodes comparées. Sur les résultats qualitatifs, l’algorithme GS-PnP parvient
à restaurer des structures géométriques propres de façon au moins aussi nette que
DPIR. De plus, les diagrammes de convergence confirment les résultats théoriques de
la Partie 5.3.3.2. À l’inverse, on peut constater sur la Fig. 5.4 que DPIR ne semble
pas converger. Au passage, on a remarqué qu’au cours de l’algorithme GS-PnP,
le débruiteur Dσ passe par des images xk pour lesquelles ∥Dσpxk`1q´Dσpxkq∥

∥xk`1´xk∥ est
légèrement supérieur à 1. Par conséquent, le débruiteur Dσ n’est pas 1-Lipschitz, ce
qui illustre l’intérêt de ne pas avoir posé l’hypothèse de non-expansivité dans nos
résultats de convergence. Mentionnons pour terminer que l’influence des paramètres
de régularisation σ et λ a été étudiée dans [C11, Appendice J.5], et on a tiré un
choix de paramètres générique fournissant de bons résultats pour les problèmes in-
verses considérés. En particulier, il faut veiller à ne pas prendre σ plus petit que le
niveau de bruit ν de façon à ce que le débruiteur Dσ puisse atténuer suffisamment
le bruit rajouté à chaque itération par l’étape proximale Proxτf .
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5.3.4 Plug-and-Play avec Débruiteur Proximal

L’approche présentée dans la section précédente donne une garantie de conver-
gence sur l’algorithme de descente de gradient proximale (5.49), alors que la
méthodologie PnP s’applique aussi à d’autres algorithmes de splitting. Dans ce
paragraphe, nous allons voir que, sous certaines conditions, le débruiteur GS (5.41)
peut s’écrire comme l’opérateur proximal d’une certaine fonction ϕσ constituant une
nouvelle régularisation possible pour le problème inverse. En utilisant ce débruiteur
proximal, on peut donner des garanties de convergence de l’algorithme PnP avec
différents schémas de splitting. Sur le plan expérimental, la contrainte portant sur
le débruiteur proximal impose une légère baisse de performance par rapport au
débruiteur GS, mais la qualité visuelle des restaurations obtenues avec ces nouveaux
algorithmes PnP est similaire à celle des résultats de GS-PnP. Les travaux de ce
paragraphe constituent la deuxième partie de la thèse de Samuel Hurault [C12].

5.3.4.1 Algorithmes ADMM et DRS

Commençons par rappeler la formulation des autres méthodes de splitting
considérées dans cette section. L’algorithme Alternating Direction Method of Mul-
tipliers (ADMM) [19] pour la minimisation de (5.7) est basé sur la considération
du lagrangien augmenté défini par

@x, y, z P Rn, Lτ px, y, zq “ fpyq ` λgpzq `
1
τ

⟨x, z ´ y⟩ `
1
2τ ||z ´ y||2, (5.54)

où τ ą 0 est un paramètre. L’algorithme ADMM consiste à alterner des étapes de
minimisation en y, z et un pas de gradient en x :

zk`1 “ Argmin
z

Lτ pxk, yk, zq “ Proxτλgpyk ´ xkq

yk`1 “ Argmin
y

Lτ pxk, y, zk`1q “ Proxτf pzk`1 ` xkq

xk`1 “ xk ` pzk`1 ´ yk`1q,

(5.55)

en supposant que les opérateurs proximaux sont bien définis.
L’algorithme de Douglas-Rachford (DRS) [45, 97] quant à lui, s’écrit

yk`1 “ Proxτf pxkq

zk`1 “ Proxτλgp2yk`1 ´ xkq

xk`1 “ xk ` µpzk`1 ´ yk`1q.

(5.56)

où µ P p0, 2q et τ ą 0 sont des paramètres. En introduisant

TDRS “ Rproxτλg ˝ Rproxτf où Rproxf “ 2 Proxf ´ Id, (5.57)

on peut le réécrire sous la forme

xk`1 “ xk `
µ

2 pTDRSpxkq ´ xkq, yk`1 “ Proxτf pxkq. (5.58)

À changement de variables (x̃k “ xk ` zk) et d’indices près, ADMM est un cas
particulier de DRS pour µ “ 1, et il nous suffira donc d’étudier l’algorithme DRS.
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5.3.4.2 Algorithmes PnP avec Débruiteur Proximal

D’abord, pour conserver le paramètre de régularisation dans l’algorithme PnP
associé à ces nouveaux schémas de splitting, on doit diviser la fonctionnelle à op-
timiser par λ, ce qui mène au splitting 1

λF pxq “ 1
λfpxq ` gpxq. Le paramètre λ

interviendra donc maintenant dans l’opérateur proximal de f , et non de g.
En remplaçant à nouveau l’opérateur proximal Proxτg par un débruiteur Dσ

dans les algorithmes de splitting ci-dessus, on obtient l’algorithme PnP-ADMM :
zk`1 “ Dσpyk ´ xkq

yk`1 “ Proxτ 1
λ
f pzk`1 ` xkq

xk`1 “ xk ` pzk`1 ´ yk`1q

(5.59)

et l’algorithme PnP-DRS avec paramètre β P r0, 2s :
yk`1 “ Proxτ 1

λ
f pxkq

zk`1 “ Dσp2yk`1 ´ xkq

xk`1 “ xk ` βpzk`1 ´ yk`1q

(5.60)

Lorsque β “ 1, l’algorithme PnP-DRS revient à itérer l’opérateur

TPnP-DRS “ p2Dσ ´ Idq ˝ Rproxτ 1
λ
f . (5.61)

Les auteurs de [95] et [146] ont donné des preuves de convergence de l’algorithme
DRS (et donc aussi d’ADMM) pour minimiser la somme de deux fonctions dont
l’une est différentiable à gradient Lipschitz. Nous allons appliquer ces résultats aux
algorithmes PnP-ADMM et PnP-DRS obtenus à partir du débruiteur GS (5.41).
Pour cela, nous allons voir qu’en supposant Id ´Dσ contractant, ce débruiteur peut
s’écrire comme l’opérateur proximal associé à une certaine fonction non-convexe.

Proposition 5.3.3. Soit X Ă Rn ouvert convexe. Soit une fonction g : X ÝÑ R de
classe C k`1, k ě 1. Supposons que ∇g est L-Lipschitz avec L ă 1. De plus, notons

h : x ÞÑ
1
2 ||x||2 ´ gpxq et D “ ∇h “ Id ´∇g. (5.62)

On a alors les propriétés suivantes.
(i) h est p1 ´ Lq-fortement convexe

(ii) D est injectif, ImpDq est ouverte et @x P X , Dpxq “ Proxϕpxq, avec
ϕ : X ÝÑ R Y {`8} définie par

ϕpxq “

gpD´1pxqqq ´ 1
2 ||D´1pxq ´ x||2 si x P ImpDq,

`8 sinon.
(5.63)

(iii) @x P X , ϕpxq ě gpxq et pour x P FixpDq, ϕpxq “ gpxq.
(iv) ϕ est C k sur ImpDq et @x P ImpDq, ∇ϕpxq “ D´1pxq ´ x “ ∇gpD´1pxqq

(v) ∇ϕ est L
1´L -Lipschitz sur ImpDq
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Nous avons prouvé cette proposition dans [C12] en s’inspirant des ca-
ractérisations des opérateurs proximaux de [62, 64]. Dans cette proposition, D “

Proxϕ est univalué même si ϕ est potentiellement non-convexe. Notons aussi que
l’hypothèse n’implique pas que D soit 1-Lipschitz.

On verra dans la Section 5.3.4.4 comment on peut en pratique apprendre une
fonction de régularisation g en gardant un contrôle sur la constante de Lipschitz
de ∇g. On ne pourra néanmoins pas garantir rigoureusement que cette constante
de Lipschitz soit valable sur tout Rn. Cependant, si ∇g est L-Lipschitz avec L ą 1,
on peut introduire un paramètre α P p0, 1

Lq de telle sorte que le débruiteur relaxé
Dα “ αD ` p1 ´ αq Id “ Id ´α∇g puisse s’écrire comme un opérateur proximal.

5.3.4.3 Convergence des algorithmes PnP avec débruiteur proximal

La Proposition 5.3.3 permet d’écrire Dσ comme l’opérateur proximal d’une fonc-
tion non-convexe ϕσ. Par conséquent, les algorithmes de splitting basés sur l’utili-
sation de Dσ (vu comme opérateur proximal) visent à minimiser non plus f ` λg

mais une nouvelle fonctionnelle intégrant la régularisation ϕσ (qui est liée à gσ au
travers de l’équation (5.63)) :

Fλ,σpxq “
1
λ
fpxq ` ϕσpxq. (5.64)

Dans [C12] nous avons donné des garanties de convergence pour plusieurs algo-
rithmes de splitting avec cette nouvelle régularisation. Mais nous n’inclurons ici que
les résultats sur PnP-DRS en distinguant deux variantes selon l’ordre des opérateurs
proximaux.

La première variante étudiée, notée PnP-DRSdiff s’écrit
yk`1 “ Prox 1

λ
f pxkq

zk`1 “ Dσp2yk`1 ´ xkq “ Proxϕσ p2yk`1 ´ xkq

xk`1 “ xk ` pzk`1 ´ yk`1q

(PnP-DRSdiff)

Dans le cas où f est convexe différentiable, le théorème suivant prouve la conver-
gence de cet algorithme, qui découle directement d’un résultat de [146], dont la
preuve repose sur l’enveloppe de Douglas-Rachford

FDR,1λ,σ pxq “ ϕσpzq `
1
λ
fpyq ` ⟨y ´ x, y ´ z⟩ `

1
2 ||y ´ z||2, (5.65)

où y “ Proxλf pxq et z “ Proxϕσ p2y ´ xq.

Théorème 5.3.4 (Convergence de PnP-DRSdiff). Soit gσ : Rn ÝÑ R Y {`8}
de classe C 2 à gradient L-Lipschitz avec L ă 1 et soit Dσ :“ Id ´∇gσ. Soit
f : Rn ÝÑ R Y {`8} convexe différentiable à gradient Lf -Lipschitz. Supposons que
f et gσ sont bornées inférieurement. Alors, pour Lf ă λ, la suite pyk, zk, xkq définie
par (PnP-DRSdiff) vérifie

(i) pFDR,1λ,σ pxkqq est décroissante et convergente.
(ii) Le résidu ||yk ´ zk|| tend vers 0.
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(iii) Les suites pykq et pzkq ont mêmes valeurs d’adhérences, qui sont toutes des
points critiques atteignant la même valeur de Fλ,σ.

(iv) Si de plus f vérifie la condition de Kurdika- Lojasiewicz, si gσ est semi-
algébrique, et si pyk, zk, xkq est bornée, alors pyk, zk, xkq converge, et les suites
pykq et pzkq convergent vers le même point critique de Fλ,σ.

En plus de se limiter au cas où f est différentiable, l’inconvénient majeur
du Théorème 5.3.4 est qu’il impose une condition λ ą Lf sur le paramètre
de régularisation. Autrement dit, on peut garantir la convergence à condition
de régulariser suffisamment le problème. En pratique, il est toujours possible de
régulariser moins le problème en jouant également sur le paramètre σ contrôlant
le niveau de débruitage. Cependant, il reste intéressant de pouvoir formuler des
garanties valables sans condition sur λ.

Pour cela, on étudie maintenant une autre version de PnP-DRS, en échangeant
l’ordre des opérateurs proximaux :

yk`1 “ Dσpxkq

zk`1 “ Prox 1
λ
f p2yk`1 ´ xkq

xk`1 “ xk ` pzk`1 ´ yk`1q

(PnP-DRS)

Cet algorithme peut même être étendu au cas où f n’est pas convexe, en prenant
dans la deuxième étape un zk`1 quelconque dans le Prox 1

λ
f multivalué. L’enveloppe

de Douglas-Rachford associée à (PnP-DRS) s’écrit

FDR,2λ,σ pxq “ ϕσpyq `
1
λ
fpzq ` ⟨y ´ x, y ´ z⟩ `

1
2 ||y ´ z||2. (5.66)

Sans supposer de différentiabilité sur f , nous parvenons à formuler la garantie de
convergence suivante.

Théorème 5.3.5 (Convergence de PnP-DRS). Soit gσ : Rn ÝÑ R Y {`8} de
classe C 2 à gradient L-Lipschitz avec L ă 1

2 , et soit Dσ :“ Id ´∇gσ. Supposons
que ImpDσq est convexe. Soit f : Rn ÝÑ R Y {`8} propre et semi-continue
inférieurement. Supposons que f et gσ sont bornées inférieurement. Alors, pour
tout λ ą 0, la suite pyk, zk, xkq définie par (PnP-DRS) vérifie

(i) pFDR,2λ,σ pxkqq est décroissante et convergente.
(ii) Le résidu ||yk ´ zk|| tend vers 0.

(iii) Si py˚, z˚, x˚q est une valeur d’adhérence de pyk, zk, xkq, alors y˚ et z˚

cöıncident en un point critique de Fλ,σ.
(iv) Si de plus f vérifie la condition de Kurdika- Lojasiewicz, si gσ est semi-

algébrique, et si pyk, zk, xkq est bornée, alors pyk, zk, xkq converge, et les suites
pykq et pzkq convergent vers le même point critique de Fλ,σ.

On parvient donc à formuler une garantie de convergence pour PnP-DRS sans
contraindre le paramètre de régularisation λ, au prix d’une contrainte plus forte sur
∇gσ (L ă 1

2), et d’une hypothèse de convexité sur ImpDσq qui est difficile à vérifier
en pratique.
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σp.{255q 5 10 15 20 25

FFDNet 39.95 35.81 33.53 31.99 30.84
DnCNN 39.80 35.82 33.55 32.02 30.87
DRUNet 40.19 36.10 33.85 32.34 31.21

GS-DRUNet 40.27 36.16 33.92 32.41 31.28

Prox-DRUNet (µ “ 10´3) 40.12 35.93 33.60 32.01 30.82
Prox-DRUNet (µ “ 10´2) 40.04 35.86 33.51 31.88 30.64

Table 5.3 – Performances (mesurées en PSNR moyen) sur la base de données
CBSD68 [106] du débruiteur Prox-DRUNet, en comparaison de GS-DRUNet et
d’autres débruiteurs récents : FFDNet [165], DnCNN [163], et DRUNet [162]. Le
débruiteur proximal atteint des performances similaires aux débruiteurs concur-
rents, et on observe une légère baisse de performance lorsque l’on cherche à réduire
la constante de Lipschitz de ∇gσ (en augmentant µ).

σp.{255q 0 5 10 15 20 25

GS-DRUNet (µ “ 0) 0.94 1.26 2.47 1.96 2.50 3.27
Prox-DRUNet (µ “ 10´2) 0.87 0.92 0.95 0.99 0.96 0.96
Prox-DRUNet (µ “ 10´3) 0.86 0.94 0.97 0.98 0.99 1.19

Table 5.4 – Valeurs de la norme spectrale ||∇2gσpxq||S obtenues pour le débruiteur
proximal sur des images de la base CBSD68 dataset bruitées à différents niveaux σ.

5.3.4.4 Performances des algorithmes PnP avec débruiteur proximal

On va maintenant donner brièvement quelques résultats obtenus avec PnP-DRS.
Pour cela, on réutilise les fonctions Dσ, gσ définies par (5.40), (5.41), en paramétrant
là encore le réseau Nσ avec l’architecture DRUNet représentée en Fig 5.1 et des
activations C 2. Même si l’on ne peut imposer que ∇gσ soit une contraction, on
modifie l’apprentissage du débruiteur Dσ “ Id ´∇gσ de telle sorte que la fonction
de coût utilisée pénalise la norme spectrale ∥∇2gσ∥S de la hessienne de gσ :

LSpσq “ Ex„p,wσ„N p0,σ2q

[
||Dσpx` wσq ´ x||2 ` µmaxp||∇2gσpx` wσq||S , 1 ´ ϵq

]
(5.67)

Le débruiteur ainsi obtenu est appelé débruiteur proximal et noté Prox-DRUNet
ci-dessous. Sur les Tables 5.3 et 5.4, on peut lire les performances de ce nou-
veau débruiteur proximal, et les valeurs de la norme spectrale de ∇2gσpxq. Avec
la pénalisation de (5.67), on parvient à réduire les valeurs de cette norme spectrale,
au prix d’une légère baisse de performance. Bien que l’on ne puisse garantir que ∇gσ
soit globalement contractante, les valeurs indiquent que la fonction gσ n’est pas loin
de vérifier les hypothèses des théorèmes de convergence du paragraphe précédent.

Une fois le débruiteur proximal entrâıné, on peut l’utiliser dans les algorithmes
PnP-PGD, PnP-DRS et PnP-DRSdiff, pour traiter différents problèmes inverses.
On montre sur la Fig. 5.5 un résultat de déflouage, et l’on renvoie à [C12] pour
d’autres expériences. Les résultats qualitatifs et quantitatifs de restauration obtenus
avec ce nouveau débruiteur proximal sont à un niveau similaire à ceux obtenus
avec l’algorithme GS-PnP. On constate aussi que les trajectoires réalisées avec les



104 Chapitre 5. Problèmes Inverses, Restauration d’Images

algorithmes PnP-PGD et PnP-DRSdiff sont très similaires, ce que nous ne savons
pas encore expliquer.

Pour finir, remarquons que, dans tous les diagrammes de convergence montrés
ici, la convergence vers zéro du résidu semble plus rapide que celle prédite par
les garanties de convergence démontrées théoriquement. Alors que ces garanties de
convergence reposent sur des constantes de Lipschitz globales, on peut imaginer
qu’une analyse plus locale soit mieux à même d’expliquer le taux de convergence
observé. Il serait donc intéressant de présenter de nouveaux résultats de convergence
localisés, dont les hypothèses pourraient être vérifiées avec des certificats numériques
calculables explicitement.

Clean Observed IRCNN
(28.66dB)

DPIR
(29.76dB)

GSPnP-HQS
(29.90dB)

Prox-PnP-
PGD

(29.41dB)

Prox-PnP-
DRSdiff

(29.41dB)

Prox-PnP-
DRS

(29.65dB)

Fλ,σpxkq

PnP-PGD
Fλ,σpxkq

PnP-DRSdiff
Fλ,σpxkq

PnP-DRS

miniďk ||xi`1 ´ xi||
2

Figure 5.5 – Comparaison de résultats de déflouage obtenus avec plusieurs algorithmes
de restauration appliqués à une image floutée (avec le noyau montré en haut à gauche) et
bruitée (ν “ 0.03). Les diagrammes montrent l’évolution des fonctions de coût utilisées et
du résidu au cours de l’algorithme, qui confirment les garanties de convergence obtenues
dans la Section 5.3.4.3. Le réglage du paramètre λ est le même pour PnP-PGD et PnP-
DRSdiff, mais pas pour PnP-DRS (qui optimise donc une fonctionnelle Fλ,σ différente).
Les algorithmes basés sur le débruiteur proximal produisent des résultats visuels au même
niveau que ceux basés sur le débruiteur GS.
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5.4 Conclusion Partielle

Dans ce chapitre nous avons étudié plusieurs algorithmes de restauration
d’images Plug-and-Play basés sur différents algorithmes de splitting. Notre contri-
bution principale est d’avoir introduit une architecture de réseau débruiteur par pas
de gradient, qui permet d’interpréter l’algorithme Plug-and-Play associé comme un
algorithme de minimisation d’une fonctionnelle explicite. En utilisant un a priori
implicitement encodé dans un réseau débruiteur appris, on peut bénéficier des per-
formances récentes de réseaux débruiteurs profonds, tout en conservant un contrôle
numérique précis sur l’algorithme de restauration utilisé. On exploite l’observation
suivante : il est plus facile de concevoir un débruiteur atteignant de bonnes per-
formances sur une base de données, plutôt que de chercher directement un a priori
explicite qui permette de refléter la régularité de ces données.

Nous avons formulé des garanties de convergence soumises à des hypothèses
relativement légères sur le réseau débruiteur et les paramètres utilisés. Il est pos-
sible d’assouplir certaines des hypothèses introduites en utilisant des variantes d’al-
gorithmes de splitting, comme nous l’avons fait récemment dans [C15]. Une autre
piste consiste à modifier les hypothèses de régularité en jeu pour s’adapter à d’autres
types de données ou d’autres modèles de bruit. Dans [Cs1] nous avons commencé à
adapter la méthodologie Plug-and-Play aux problèmes inverses avec bruit de Pois-
son, en exploitant des étapes de descente implicite et explicite encodées via une
divergence de Bregman [9]. L’adaptation fine de l’architecture du débruiteur à ce
nouveau modèle de bruit fait l’objet d’un travail en cours.

Un enjeu majeur de la méthodologie Plug-and-Play est de mieux comprendre le
type de régularité qui est encodée dans le débruiteur ou la régularisation explicite
gσ associée. Pour en avoir une idée empirique, on peut chercher à explorer les points
critiques de gσ, c’est-à-dire les points fixes du débruiteur Dσ. Mais il serait élégant
du point de vue théorique, de pouvoir faire le lien avec un espace fonctionnel, de la
même manière que la variation totale est liée aux fonctions à variation bornée. Dans
cette optique, on pourrait certainement profiter de la construction de régularisations
convexes [61] associées à des débruiteurs atteignant les performances de l’état de
l’art.





Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Pour conclure ce document de synthèse, nous allons dresser quelques perspec-
tives de recherche, découpées selon deux grands axes : le premier concernant les
modèles génératifs d’images, et le deuxième portant sur la restauration d’images.

6.1 Modèles Génératifs

Les travaux présentés dans les trois premiers chapitres de ce manuscrit portent
sur l’étude de modèles génératifs d’images, avec une application récurrente en
synthèse de textures. Nous avons proposé différentes formulations mathématiques
du problème de synthèse de textures, qui débouchent sur plusieurs algorithmes que
l’on peut brièvement comparer.

Le modèle Texto est conçu de façon à permettre la synthèse avec un algo-
rithme léger consistant en des projections au plus proche voisin par patch à plusieurs
résolutions. Ce modèle permet d’englober une large classe de textures structurées,
mais les synthèses portent toujours une légère quantité de flou due à l’agrégation
des patches. La méthode GOTEX permet un meilleur contrôle de la qualité vi-
suelle, tout en ayant un coût de synthèse limité (une simple passe dans un réseau
génératif convolutionnel). Mais son optimisation est plus délicate, et la qualité de
la synthèse est impactée (d’une façon peu lisible) par le choix d’architecture du
réseau génératif. Enfin, les modèles exponentiels constituent une réponse exacte au
problème de maximisation de l’entropie sous contraintes statistiques, pour laquelle
on peut proposer des algorithmes convergents d’échantillonnage et d’estimation.
Mais ces algorithmes sont en pratique très coûteux, et les synthèses avec ce modèle
sont légèrement bruitées (ce qui est quasiment inévitable si l’on cherche à maximiser
l’entropie).

L’une des caractéristiques de tous ces travaux est qu’ils tirent profit à la fois
d’outils déterministes et stochastiques. Lorsque l’on découvre les articles écrits de-
puis les années 1980 sur la synthèse de textures, on peut se demander maintes fois si,
pour bien synthétiser une texture, il faut optimiser ou échantillonner. La réponse est
bien sûr : “un peu des deux”... Les trois premiers chapitres de ce manuscrit portent
sur plusieurs cadres mathématiques, qui, je l’espère, justifient rigoureusement cette
façon de faire “un peu des deux”.

Dressons maintenant quelques perspectives en lien avec les modèles génératifs.

6.1.1 Accélération du Modèle TextoGMM

Le modèle TextoGMM de la Section 2.4 est limité, sur le plan théorique et pra-
tique, par l’étape de sur-échantillonnage par projection NN par patch. Du point de
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vue théorique, il serait intéressant d’analyser l’impact sur le coût de transport de
cette projection NN, et de voir si elle peut être modifiée à bas coût pour mieux res-
pecter les contraintes statistiques du transport optimal. Du point de vue pratique,
l’étape de projection NN pourra être largement accélérée en exploitant des algo-
rithmes de projection NN approchés [6, 29]. Une autre piste possible est de calculer
un transport GMMOT prenant en compte simultanément deux échelles adjacentes,
et ensuite d’exploiter un conditionnement par l’échelle grossière comme dans [121].

6.1.2 Utilisation de GMMOT pour les Wasserstein GAN

Une autre limitation du modèle Texto est qu’il ne permet pas de contrôler
directement la distribution des patches de la texture synthétisée, à cause de l’étape
d’agrégation des patches par simple moyennage. Nous avons pallié ce défaut avec le
modèle GOTEX de la Section 3.2, qui minimise, pour chaque résolution ℓ, la distance
de transport W 2

2 entre la distribution µℓθ des patches de la texture synthétisée et
la distribution νℓ de patches de la texture exemple. Mais l’apprentissage du réseau
génératif de GOTEX est coûteuse, à cause de la difficulté à estimer W 2

2 en grande
dimension. On propose ici de remplacer le coût W 2

2 par un coût GMMOT, dont
le calcul est beaucoup plus rapide, même en grande dimension. Ceci nécessitera
d’approcher µℓθ et νℓ par un GMM à l’aide de l’algorithme EM, ce qui, malgré sa
stabilité, sera l’étape la plus coûteuse. On devra donc voir comment l’estimation
du modèle GMM peut être mise à jour efficacement en parallèle de l’algorithme
d’optimisation du réseau.

Plus généralement, on pourra chercher à exploiter cette formulation GMMOT
dans l’apprentissage WGAN pour des problèmes plus généraux de synthèse
d’images [2]. En remplaçant là encore W 2

2 par un coût GMMOT, on s’affranchit
de l’optimisation du réseau discriminateur, mais l’on doit garder une modélisation
GMM courante des distributions µθ et ν. On cherchera à étudier le problème d’op-
timisation associé, en donnant l’expression des gradients en θ, et en analysant com-
ment la modélisation GMM interagit avec cette expression.

6.1.3 GMMOT et Autoencodeurs Variationnels

Les autoencodeurs variationnels forment une classe de modèles génératifs me-
nant à des résultats spectaculaires de génération d’images photoréalistes [30, 153].
Dans ces modèles, la distribution pG des images générées se décompose avec une va-
riable latente z de petite dimension, sous la forme pGpxq “ pθpx|zqpZpzq où pθpx|zq

est un décodeur stochastique. Elle est apprise conjointement à un encodeur stochas-
tique qφpz|xq en maximisant un minorant de la log-vraisemblance du modèle [80]
par rapport à la loi empirique des observations pX . Les lois pθpx|zq, qφpz|xq sont
toutes deux paramétrées par des réseaux de neurones.

En se concentrant sur le cas des décodeurs déterministes x “ fθpzq, Tolstikhin
et al. [148] ont proposé d’estimer le modèle génératif pG en minimisant un coût de
transport optimal relaxé

LWAEppX , pGq “ EpX pxqEqφpz|xqr∥x´ fθpzq∥2s ` λDpqφpzq, pZpzqq (6.1)
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où D est une mesure de l’écart entre les lois de probabilité qφpzq et pZpzq, pondérée
par un λ ě 0. Ce deuxième terme permet d’imposer que la distribution des variables
latentes soit proche d’une distribution prédéfinie, e.g. PZ “ N p0, Iq. Ces auteurs
ont utilisé pour D la divergence de Jensen-Shannon, ou bien des métriques à noyau,
mais il est possible ici de considérer des distances de transport optimal. Alors que
l’algorithme de [148] repose sur une méthode duale stochastique pour le calcul
approché de Dpqφpzq, pZpzqq, l’approche de [166] est basée sur la formule close de
la distance de Wasserstein W2 entre deux gaussiennes.

On pourrait étendre cette construction en exploitant le transport optimal entre
mélanges de gaussiennes GMMOT. Par exemple, en prenant PZ un mélange de K
gaussiennes avec des modes bien séparés, on pourrait modéliser des distributions
d’images multi-modales. Avec des modèles génératifs simples (avec peu de couches
non-linéaires dans fθ), il serait intéressant de comparer cette procédure d’inférence
à un algorithme d’estimation de modèles de mélanges de gaussiennes. On obtien-
drait une représentation de la distribution des données pouvant se voir comme une
extension courbée de la modélisation GMM. Au-delà d’un gain algorithmique, ceci
ouvrirait de nouvelles possibilités de structuration de l’espace latent permettant de
faire émerger des attributs des données de façon pertinente [117].

6.2 Restauration d’Images Plug-and-Play

Avec Samuel Hurault et Nicolas Papadakis, nous avons proposé de nouvelles
régularisations par réseaux profonds permettant d’obtenir des garanties de conver-
gence pour des algorithmes PnP. Ces algorithmes produisent des résultats de restau-
ration à l’état de l’art, tout en conservant un contrôle numérique précis. Ces travaux
constituent une percée inédite en fournissant des garanties de convergence réalistes
dans un cadre non-convexe, avec une régularisation explicite liée à un débruiteur
profond qui, contrairement à d’autres travaux concurrents, n’est pas soumise à des
hypothèses contraignantes. Ils ouvrent aussi de larges perspectives de recherche,
dont plusieurs axes vont être esquissés dans les paragraphes suivants.

6.2.1 Méthodes PnP pour d’autres types de bruit

Nous pourrons chercher à adapter nos algorithmes PnP à d’autres types de
données, notamment en imagerie radar. L’une des spécificités de l’imagerie radar
par synthèse d’ouverture (SAR) [40] est que les données sont affectées par un bruit
de speckle dû à des effets d’interférence dans les échos radar. Ceci nécessite d’utili-
ser une attache aux données f non-convexe, différentiable qui n’est pas à gradient
Lipschitz. L’utilisation du Bregman splitting [9] débouche sur de nouveaux algo-
rithmes PnP [1] dont on pourra poursuivre l’analyse mathématique. Ceci permet-
tra d’adapter la méthodologie PnP à des bruits non gaussiens (en imaginant de
nouvelles paramétrisations du débruiteur), ou à des données structurées (e.g. pour
l’imagerie SAR multivariée).
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6.2.2 Plug-and-Play avec Algorithme ADMM Linéarisé

Certains algorithmes PnP nécessitent un calcul explicite de Proxτλf , qui s’avère
délicat pour des attaches aux données liées à un modèle d’acquisition réaliste (convo-
lution avec restriction des bords, flou non uniforme, etc). On peut contourner cette
difficulté en utilisant un algorithme ADMM linéarisé. Cette approche a déjà mené
à de bons résultats expérimentaux pour le déflouage non uniforme [88], et son
étude théorique a été entamée dans [100, 87]. On pourra poursuivre cette étude
en prouvant la convergence des itérés de l’algorithme, par exemple en exploitant
la connexion avec [C15]. De plus, on pourra chercher à étendre cet algorithme
à d’autres fonctions f, gσ, et notamment aux attaches aux données provenant de
problèmes inverses non-linéaires.

6.2.3 Analyse des Régularisations Profondes, Lien avec la Diffusion

On constate en pratique que les performances en restauration sont meilleures
lorsque le niveau σ du débruiteur est choisi plus grand que le niveau de bruit ν de
l’attache aux données. Alors que ν peut être simplement absorbé par le paramètre
de régularisation λ, le réglage du paramètre σ nécessite une étude approfondie. En
notant p un prior et pσ sa convolution par N p0, σ2q, la formule de Tweedie [46] assure
que le débruiteur D˚

σ MMSE vérifie D˚
σpxq “ x ` σ2∇x log pσpxq. Cette formule

invite à étudier le comportement de Dσ´Id
σ2 lorsque σ ÝÑ 0. On pourra chercher à

expliciter ce comportement pour les architectures DRUNET [162], et bias-free [113].
Cette question est liée à la convergence faible du prior lissé e´gσ quand σ ÝÑ 0. Il
est plausible que la loi dégénère sur un ensemble d’images “propres” au sens de notre
régularisation, ce qui invite à chercher un lien avec les modèles de diffusion [17].

6.2.4 Échantillonnage de la loi a posteriori

À plus long terme, un objectif ambitieux consiste en l’échantillonnage de la loi
a posteriori [89, 32], proportionnelle à e´F “ e´f´λgσ . Cette méthode stochastique
permet d’approcher d’autres estimateurs statistiques pour la restauration, comme
l’espérance a posteriori, qui peut avoir des propriétés plus favorables que le maxi-
mum a posteriori [101].

Avec les régularisations explicites gσ, on pourra étudier la loi a posteriori pσpx|yq

en suivant [89, 70, 110, 114]. Selon la régularité de x ÞÑ ∇ log pσpx|yq, on pourra
formuler des garanties de convergence de l’algorithme de Langevin permettant
d’échantillonner pσpx|yq, en réutilisant les outils développés dans [J11]. On pourra
également essayer d’échantillonner le prior lissé e´gσ évoqué dans le paragraphe
précédent, et étudier le comportement des échantillons quand σ ÝÑ 0. Enfin, nous
pourrions aussi considérer d’autres priors basés sur des modèles à variables latentes,
comme ceux de [58, 70]. Toutes ces techniques d’échantillonnage du posterior per-
mettront de faire de la quantification d’incertitude [124, 70], ce qui peut s’avérer
crucial dans des applications sensibles telles que l’imagerie médicale ou l’imagerie
satellitaire.
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complexity of Sinkhorn divergences. In The 22nd International Conference on
Artificial Intelligence and Statistics, pages 1574–1583. PMLR.
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