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Dans toute cette feuille, les images seront définies comme des fonctions
u:Q —R

ouQ=[0:M-1] X [0: N —1] est un rectangle de taille M X N.

Exercice 1.

Cet exercice concerne la représentation matricielle d'un opérateur de dégradation A.

1. En notant d = MN le nombre de pixels, expliquer une maniére d’identifier une image u € R® et & un
vecteur de R?.

2. On suppose ici M, N pairs, M = 2m, N = 2n, et on considere I'opérateur de réduction: a u € RS est
associée I'image réduite Ru définie par

V(x,y) € [0:m—1] x [0:n—-1], Ru(x,y)=u(2x,2y).

Ecrire la matrice A associée a cette opérateur de réduction (aussi appelé "sous-échantillonnage par 2").

Exercice 2.

Dans cet exercice, on écrit u comme un vecteur colonne de R4, Soit A Be R4 deux matrices.
On cherche 4 minimiser la fonction F : R? — R définie par

1
YueR? F(u) = 5||Au — 0|12 + R(u)

ou la régularisation R est donnée par R(u) = /1||Bu||22 avec A > 0 un paramétre.

1. a.Supposons B = Id. Montrer qu’alors F atteint son minimum en un unique point u. que on calculera.
b. Reprendre la question précédente pour B une matrice orthogonale.

2. Supposons B = 0.
a. Expliciter la condition de point critique VF(u) = 0.
b. Donner une condition sur la matrice A assurant ’existence d’un tel point critique (et le calculer).

Exercice 3.

Soit B une matrice orthogonale d X d. Soient v € R et A > 0 fixés. Montrer que la fonction
1 2
Fu) = 2 llu = olly + AllBull;

admet un minimum et donner un point u, ou il est atteint.



Exercice 4.
On rappelle que le gradient discret Vu est défini par

_[owu(x,y)\ _ (u(x+1y) —u(xy)
V(x,y) € 7% Vu(x,y) = (a;u(x’ y)) = (u(x,y+1) ~uxg)

ot 'on a adopté des conditions de bords périodiques. Ceci définit donc une opération V : R® — (R?)%.
En utilisant le produit scalaire euclidien, on peut donc aussi définir I'adjoint V7 : (R?)® — R® : pour
un champ de vecteur p : Q@ — R?, VIp € R® est défini par

Yu € RY, (VTp, uy =(p,Vu) = Z P10, y)oiu(x, y) + p2(x, y)du(x, y) .
(x,y)€Q

1. Donner une formule plus explicite pour V7 p.
2. En déduire I'expression de V! Vu.

3. Soit A > 0. Utiliser ce qui précéde pour calculer le gradient de la fonction F : R® — R définie par

1
F(u) = 5 llu ol + 2 Vul}



