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Exercice 1.
1 _ 2

X
e 2%,

Pour ¢ > 0, on pose g,(x) =
oVar

1. Dans cette question, on consideére f = g;. On admettra que /R f(x)dx =1
a. Calculer ( f )’ et montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
n £2
b. En déduire que pour tout £ e R, f(§) =e 7.
GZ§2

2. En utilisant la question précédente, montrer que pour tout o > 0, VE € R, g (&) =e 2

Exercice 2.

1. Soit a > 0. Montrer que f; : x > e"%/| est intégrable sur R et calculer ﬁ

2. Calculer la transformée de Fourier de ¢y : x — x*e™*I pour k € .
1

3. Avec la question 1, calculer la transformée de Fourierde h : £ — W .
Exercice 3.

Soit f € LY(R).
1. On suppose que fR |xf(x)|dx < co. Montrer que

—

(f) = -ixf(x),

ou, par abus de notation, on a noté —ixf(x) la transformée de Fourier de x — —ixf(x).

2. Soit K € N*. On suppose que pour tout k < K, /R |x* f(x)|dx < co. Montrer que

fO = (=i f(x)
Exercice 4. Convolution dans L?(R%)
Soient f,g € L%(R%).

1. Montrer que E = (2711)de %g.

2. Peut-on dire que f * g = fg”?

Exercice 5. Transformée de Fourier du sinus cardinal

sin x

On pose sinc(x) = , qui se prolonge en sinc : R — R continue.

1. Pour a > 0, calculer la transformée de Fourier de 1|_4 4.

2. a. Montrer que sinc € L?(R), et qu’on peut donc parler de sa transformée de Fourier sinc.
b. Montrer que sinc = w11

4 sin? x sin? A 4 sin(2x)
3. Montrer que pour A > 0, dx = — + dx .
0 x?2 A 0 X

4. Déduire de ce qui précéde la valeur de lim
A—+o0 Jq X




Exercice 6. Equation de la chaleur sur R

Fixons une condition initiale f : R — C, et cherchons u : Ry X R — C que 'on écrira u(t, x), qui soit
continue sur R, X R, qui soit sur R} x R de classe ¢ par rapport & t et € par rapport a x, et vérifiant

ou &
a_cu sur R} xR,
ot ox?
u(0,x) = f(x) VxeR.

Dans cet exercice, ¢ désigne la transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace, définie par
VE> 0, VEER, a(td) = / u(t, x)eExdx
R

1. On va montrer I'unicité de la solution de facon heuristique, en admettant que la dérivée en temps passe
au travers de la transformation de Fourier :

ol ou ;
V>0 VEER, — (&= [ —(tx)e *dx.
R ™

On supposera aussi que f € .7 (R%), que pour tout t > 0, u(t,-) € .7 (R%), et que u(t,-) — f dans L!
quand ¢ — 0.
PP
a. Montrer que pour tout ¢t > 0 et tout V&€ € R, a—z:(t, & = -2t ) .

b. En déduire I'expression de #(t, &).
c. En déduire que pour tout ¢t > 0, u(t, -) est la convolution de f par le noyau k; défini par

1 x2
Vx €R, ki(x)= \/ﬂe_? .
7

(On pourra remarquer que k; est une gaussienne dont la transformée de Fourier est calculée a ’Exercice 1.)
2. Réciproquement, on va montrer l’existence d’une solution dans le cas ot f € L}(R). Vu ce qui précéde,
on pose donc u(0,-) = f et

1
(47t)?

Sy
Vi>0Vx€R,  ultx) = ‘/f(y)e_i( T dy . (1)
R

a. Montrer que ceci définit bien u : R, X R — C continue sur R} X R.
b. Montrer que pour tout ¢ > 0, u(t,-) est €2 sur R et 8,2614 =U* 8,26kt.
c. Montrer que pour tout x € R, u(, x) est ¢ sur R} et calculer 9,u.
d. En déduire que u vérifie I’équation de la chaleur sur R} X R.

e. Montrer que u(t,-) — f uniformément sur R quand ¢ — 0.

f. En déduire que u est continue sur Ry X R.

g. Montrer que ¢ — ||u(t, )|z est décroissante sur R;.

Remarque 1.

- On peut voir que la solution u est en fait € sur R} X R. Il suffit de montrer, par récurrence, que
I'on peut dériver (1) sous le signe f , atout ordre, et que toutes les dérivées partielles sont continues.

- L’équation de la chaleur d,u = Au peut étre formulée et résolue sur R? : la solution u(t, -) est alors
donnée par f * k; ou le noyau s’écrit maintenant

1
Vx € RY,  ky(x) = —e .
(4mt)z



