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Exercice 1.

Pour f > 0, on pose 6f (G) =
1

f
√
2c
4
− G2

2f2 .

1. Dans cette question, on considère 5 = 61. On admettra que
∫
R
5 (G)3G = 1.

a. Calculer ( 5̂ ) ′ et montrer que 5̂ est solution d’une équation di�érentielle linéaire d’ordre 1.
b. En déduire que pour tout b ∈ R, 5̂ (b) = 4−

b2
2 .

2. En utilisant la question précédente, montrer que pour tout f > 0, ∀b ∈ R, 6̂f (b) = 4−
f2b2

2 .

Exercice 2.

1. Soit 0 > 0. Montrer que 50 : G ↦→ 4−0 |G | est intégrable sur R et calculer 5̂0 .
2. Calculer la transformée de Fourier de i: : G ↦→ G:4−|G | pour : ∈ N.

3. Avec la question 1, calculer la transformée de Fourier de ℎ : b ↦→ 1
1 + b2 .

Exercice 3.

Soit 5 ∈ !1 (R).
1. On suppose que

∫
R
|G 5 (G) |3G < ∞. Montrer que(

5̂
) ′
= �−8G 5 (G) ,

où, par abus de notation, on a noté �−8G 5 (G) la transformée de Fourier de G ↦→ −8G 5 (G).
2. Soit  ∈ N∗. On suppose que pour tout : 6  ,

∫
R
|G: 5 (G) |3G < ∞. Montrer que

5̂ (:) = �(−8G): 5 (G) .
Exercice 4. Convolution dans !2 (R3 )

Soient 5 , 6 ∈ !2 (R3 ).
1. Montrer que 5̂ 6 = 1

(2c )3 5̂ ∗ 6̂ .

2. Peut-on dire que �5 ∗ 6 = 5̂ 6̂ ?

Exercice 5. Transformée de Fourier du sinus cardinal

On pose sinc(G) = sinG
G

, qui se prolonge en sinc : R→ R continue.

1. Pour 0 > 0, calculer la transformée de Fourier de 1[−0,0] .

2. a. Montrer que sinc ∈ !2 (R), et qu’on peut donc parler de sa transformée de Fourier ŝinc.

b. Montrer que ŝinc = c1[−1,1] .

3. Montrer que pour � > 0,
∫ �

0

sin2 G
G2

3G = − sin
2�

�
+

∫ �

0

sin(2G)
G

3G .

4. Déduire de ce qui précède la valeur de lim
�→+∞

∫ �

0

sinG
G

3G .
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Exercice 6. Équation de la chaleur sur R

Fixons une condition initiale 5 : R→ C, et cherchons D : R+ × R→ C que l’on écrira D (C, G), qui soit
continue sur R+ × R, qui soit sur R∗+ × R de classe C 1 par rapport à C et C 2 par rapport à G , et véri�ant

mD

mC
=
m2D

mG2
sur R∗+ × R ,

D (0, G) = 5 (G) ∀G ∈ R .

Dans cet exercice, D̂ désigne la transformée de Fourier par rapport à la variable d’espace, dé�nie par

∀C > 0, ∀b ∈ R, D̂ (C, b) =
∫
R
D (C, G)4−8b .G3G .

1. On va montrer l’unicité de la solution de façon heuristique, en admettant que la dérivée en temps passe
au travers de la transformation de Fourier :

∀C > 0,∀b ∈ R, mD̂

mC
(C, b) =

∫
R

mD

mC
(C, G)4−8bG3G .

On supposera aussi que 5 ∈ S (R3 ), que pour tout C > 0, D (C, ·) ∈ S (R3 ), et que D (C, ·) → 5 dans !1
quand C → 0.

a. Montrer que pour tout C > 0 et tout ∀b ∈ R, mD̂

mC
(C, b) = −b2D̂ (C, b) .

b. En déduire l’expression de D̂ (C, b).
c. En déduire que pour tout C > 0, D (C, ·) est la convolution de 5 par le noyau :C dé�ni par

∀G ∈ R, :C (G) =
1
√
4cC

4−
G2
4C .

(On pourra remarquer que :C est une gaussienne dont la transformée de Fourier est calculée à l’Exercice 1.)
2. Réciproquement, on va montrer l’existence d’une solution dans le cas où 5 ∈ !1 (R). Vu ce qui précède,
on pose donc D (0, ·) = 5 et

∀C > 0,∀G ∈ R, D (C, G) = 1
(4cC) 12

∫
R
5 (~)4−

(G−~)2
4C 3~ . (1)

a. Montrer que ceci dé�nit bien D : R+ × R→ C continue sur R∗+ × R.
b. Montrer que pour tout C > 0, D (C, ·) est C 2 sur R et m2GD = D ∗ m2G:C .
c. Montrer que pour tout G ∈ R, D (·, G) est C 1 sur R∗+ et calculer mCD.
d. En déduire que D véri�e l’équation de la chaleur sur R∗+ × R.
e. Montrer que D (C, ·) → 5 uniformément sur R quand C → 0.
f. En déduire que D est continue sur R+ × R.
g. Montrer que C ↦→ ‖D (C, ·)‖2 est décroissante sur R+.

Remarque 1.
· On peut voir que la solution D est en fait C∞ sur R∗+ × R. Il su�t de montrer, par récurrence, que

l’on peut dériver (1) sous le signe
∫

, à tout ordre, et que toutes les dérivées partielles sont continues.

· L’équation de la chaleur mCD = ΔD peut être formulée et résolue sur R3 : la solution D (C, ·) est alors
donnée par 5 ∗ :C où le noyau s’écrit maintenant

∀G ∈ R3 , :C (G) =
1

(4cC) 32
4−
|G |2
4C .
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