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Exercice 1.

Définissons f : R — R la fonction 27-périodique définie par

1 osilx[ <73

Vx € [-m, ], f(x)= {

0 sinon

1. Montrer que

in+1

Vn#£0, cn(f)= (-D"=1).

2rn

2. En déduire que pour x € R\ (5 + 7Z), on a
12 (-n?
ﬂm_5+;§hgrrm«@+nm.
p>0

Que se passe-t-il aux points x € 7 + 7Z?
1
(2p+1)%
4. (Bonus) Comme f est paire ici, vous pouvez retrouver le développement en série de Fourier de f en
utilisant les formules a, (f) données en cours pour le développement en cosinus.

3. Montrer que la série converge dans L?(T), et en déduire la valeur de Z
p>0

Exercice 2.

On définit g : R — R la fonction 27-périodique vérifiant

Vx € [-m, ], g(x)= %(1 - %) .

1. Calculer les coefficients de Fourier de g.

2. En déduire que
1 1
Vx e R, =—42) (2 +1 )
RER 9= G2 )] o cos (4

En quel(s) sens a lieu la convergence ?

1 1
3. Avec la formule de Parseval, en déduire la valeur de Z m puis de Z pre
p=0 P nx1

Exercice 3.

On se donne (a,)ncz € CZ telle que Z lay| < oo.
nez
1. Montrer que la série de fonctions Y, <7 ane™ converge uniformément sur R.
Montrer que sa somme définit une fonction f continue sur R et 2z-périodique.

2. Montrer que pour toutn € Z, ¢, (f) = ay.



Exercice 4.
Soit p € [1,00] et soient f € LP(T) et g € L}(T).
On va voir dans cet exercice que || f * gll, < [Ifllyllglh-
1. Expliquer pourquoi la convolution périodique f * g est bien définie.
2. Traiter le cas facile : montrer que pour p = oo, on a || f * g|le < ||fllcollgll1-
3. Supposons maintenant p < oo.

a. Expliquer pourquoi I'on peut supposer ||gl|; # 0.

2 d p 2 d
b. Montrer que pour tout x € R, (/ |f(x—y)|M—y) </ |f(x—y)|PM—y.
o 0 llglh 27 0 lgll: 27
c. En déduire que || f + gllp < [Ifllpllglh-

Exercice 5.

Soit f € €(T) telle qu’il existe g € L}(T) telle que

Vx € R, f(x)—f(O)z‘/Oxg(t)dt.

1
1. Montrer que pour toutn # 0, ¢,(f) = —cn(9g).
in

2.Soit f : R — C 2z-périodique, continue, et " par morceaux.
a. Montrer que ’hypothése ci-dessus est vérifiée pour f.
b. En déduire que Z len(f)] < c0. Qu’en déduit-on pour la série de Fourier ?

nez

Exercice 6.
Soit h € €*(T) avec k € N* et soit f € L'(T).
1. Montrer que f € €*(T) avec (h = )" =k’ * f.
2. En déduire que h * f € €*(T) avec (h* ) = h®) &

Exercice 7. Preuve du théoréme de Dirichlet

Soient f € LY(T) et a € R fixé.
On suppose que f admet en a des limites finies a gauche et a droite notées f(a-) et f(a;) et qu’il
existe § > 0 tel que

5 5
[l o [Tz fe)
0 t 0 t

dt < oo .

Comme en cours, pour N € N, on note Sy f = Dy * f la N-ieme somme partielle de la série de Fourier.

1. Montrer que

Snf(a) - %(f(a_) +fla) = i/ﬂ ha(D) sin((N+ 1)t) dt,

2z Jo  sin(%) 2
ou l'on a posé
ha(t) = f(a+1) = flay) + fla—1t) - f(a-).

ha(t)

2. Montrer que t - ~25° € L'(0, 7). En déduire avec le lemme de Riemann-Lebesgue que
2

suf(@) — 5 (f(a) + (@)



Exercice 8. Fonctions Holderiennes

Pour @ €]0,1], on note Lip,(T) 'espace des fonctions 2x-périodiques f : R — C qui sont a-
holdériennes, que 'on munit de la norme

[ft+h) - O]

teR,h#0 |h|a

1S lleip,, = 11 Tleo +

1. Montrer que ¢ (T) c Lip,(T) c € (T).

2. Soit f € Lip,, (T). On note 75 f(t) = f(t — h).
a. Montrer que pour tout n # 0,

anlf) = /0 - (F) = f(e+2)) emar.

b. En déduire que ¢, (f) = O(#) quand |n| — oo.

3. Supposons maintenant & € | %, 1].
a. Montrer que pour tout h € T, la translatée 7, f (¢) = f(t — h) vérifie

D le™ = 1Plea(HP = llenf = £15

nez

b. Soient m € N. En prenant h = 32% montrer que

> |cn<f>|2<Z|ef"h—1|2|cn<f)|2<( 2”) 1,

3.2m
2mg|n|<2mtl nez

c. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, en déduire que

ml o \%
vmew, Y |cn<f)|<zz( ) W,

3.2m
amg |n|<2m+1
d. En conclure qu’il existe une constante ¢, dépendant uniquement de « telle que

2, lea(NN < callfllui, -

nez
Exercice 9. Equation de la Chaleur en conditions périodiques
Fixons une condition initiale f € € (T) et cherchons u : Ry X R — C (de deux variables i.e. u(t, x))
2m-périodique en x, continue sur Ry X R, de classe € sur R} X R et vérifiant
%=L 00 Yiex) R xR
—(t,x) = —(t,x ,X
ot ox? "

u(0,x) = f(x) VxeR

1. (Unicité) Soit  : Ry X R — C une solution.
a. On fixe t > 0. Montrer qu’il existe des coefficients (¢, ()),ez tels que

Vx eR, u(t,x)= Z cn(t)e™
nez
ou la série converge absolument.

b. Montrer que t + c,(t) est dérivable sur R} et que

Vt >0, c,(t) = —ncy(t).



c. Montrer que lim ¢, () = ¢, ol ¢, est le n-iéme coefficient de Fourier de f.
t—0

d. En déduire que 'on a nécessairement pour tous t > 0 et x € R,

u(0,x) = f(x) et u(tx)= che_"ztei”x ) 1)

nez

2. (Existence) Définissons u par les formules (1), ol (¢,,) sont les coefficients de Fourier de f.
du

du
a. Montrer que sur R} X R, u est de classe € et vérifie o = ER
X

Pt(x) - Z e—nzteinx

nez

b. Pour t > 0, posons

Montrer que pour t > 0, u(t,-) = f * py.
c. Montrer que ||u(t,-) — f]lz — 0 quand t — 0.
d. Montrer que t — ||u(t,-)||2 est une fonction décroissante sur Rj.

Remarque 1. On peut en fait montrer que ||u(t,-) — fllo — 0 quand t — 0, ce qui donne la continuité
de u sur Ry X R. Mais c’est plus difficile.



