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Dans cet examen, on adoptera les mémes notations que celles utilisées dans le cours.
Les réponses aux questions doivent étre justifiées, et rédigées soigneusement.

Exercice 1. Questions de cours

1. a. Donner la définition de la convolution de deux fonctions dans L'(R).
b. Soient f € L'(R) et g de classe €* a support compact sur R. Que peut-on dire de f % g?

2. Enoncer le théoréme d’échantillonnage de Shannon pour une fonction f € L%(R).

3. Soit B € C%*@ une matrice telle que B*B = I, et soit 4 > 0 un seuil.
Donner la définition de I'opération T, de seuillage dur des coefficients calculés avec B.

Exercice 2.

(x-m)? sixe[o,n]

Soit f : R — Rlafonction 27-périodique définie par Vx € [-x, [, f(x) = . )
(x+m)?* sixe [-m,0]

Comme en cours, on définira les coefficients de Fourier de f par

VneZ cu(f)= % ‘/OZHf(x)e_i"xdx.

Pour N € N on notera Sy f la N-iéme somme partielle de la série de Fourier de f.

1. Tracer le graphe de f sur [-2r, 27].

2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. Ecrire le développement en série de Fourier de f, en justifiant la convergence ponctuelle.

4. Est-ce que la série de Fourier de f converge dans L?? Préciser ce que cela signifie pour (Sy f).

o 1
5. Calculer la valeur de A = Z —-
n
n=1
6. Est-ce que la série de Fourier de f converge uniformément sur R ? (Justifier soigneusement.)

Exercice 3.

Soit a > 0. On définit la fontion f; sur R en posant pour tout x € R,  fz(x) = e”1,5.
1. a. Justifier pourquoi I'on peut calculer la transformée de Fourier de f;, et la calculer.
b. Peut-on appliquer le théoréme d’inversion de Fourier a la fonction f, ?
1
2. a.Montrer qu’il existe une fonction g, € L?(R) telle que pour presque tout £ € R,  §,(&) = W
a+i

b. Trouver une expression explicite de la fonction g,.
c. Est-ce que g, € LY(R) ?
eifx
—d
® (a+if)?

d. Soit x € R. Déduire de ce qui précéde une expression de  ¢@,(x) = £.
s . . d¢
e. Déduire aussi la valeur de 'intégrale I = [ ———.
2 (@ ey

3. Peut-on appliquer le théoréme d’échantillonnage de Shannon a la fonction f; ?



Exercice 4.

Dans cet exercice, on considére des images en niveaux de grisu : Q — RouQ =[0: M —-1] X [0: N —1].
On s’autorisera a identifier une image u a un vecteur de R?, avec d = MN.
On considére le modéle de dégradation

v=Au+w

ot w est un bruit blanc gaussien et ot1 'opérateur de dégradation A : R — R? est donné par la convolu-
tion périodique par un noyau k € R tel que Y,.cq k(x) = 1.
Dans cet exercice, on étudie plusieurs algorithmes de déflouage basés sur la minimisation de la fonc-
tion F définie par
Vu e RY,  F(u) = f(u) +R(u),

ou f(u) = %||Au —0||? et ot R(u) est un terme de régularisation.

1. a. Montrer que f est différentiable, et calculer Vf.
b. Montrer que AT A est un opérateur de convolution périodique, et préciser son noyau.
c. En déduire la constante de Lipschitz de V.
d. On rappelle que 'opérateur proximal d’une fonction convexe g est défini par

o1
Yu € RY, Prox,(u) = Argmin 5||u — 2|7 +g(z) .
zeRd

Pour 7 > 0, donner une expression de Prox, ¢ en fonction de A et AT,
Comment peut-on ici calculer en pratique Prox.s dans notre cas ot A est la convolution par k?

2. Dans cette question, on considére R(u) = A||Vul|? ot A > 0 est un paramétre, et o Vu = (9yu, dyu) est
le gradient discret de 'image u.

a. Calculer VR.

b. Ecrire I'algorithme de descente de gradient a pas fixe 7 > 0 pour minimiser F.

Expliquer sous quelles conditions cet algorithme converge vers une solution du probléme.

c. A l’aide de la formule de Parseval, donner une expression de F en fonction de .

d. Montrer que F atteint son minimum en un point u, € R? que I'on exprimera explicitement.

(On pourra utiliser que si a,b € Cetsi e, f € R, sont tels que & + f > 0, alors a|z — a|* + |z — b|?
atteint son minimum seulement en z = aa + fb.)

3. Dans cette question, on considére R(u) = ATV,(u) ou A > 0 est un parameétre, et ou la variation totale
lissée est définie pour ¢ > 0 par

TV.(u) = Z \/82 + ou(x,y)? + du(x, y)? .
(x,y)€Q

Peut-on encore formuler I’algorithme du gradient a pas fixe pour minimiser F dans ce cas?
Si oui, expliciter la condition de convergence de cet algorithme.

4. Dans cette question, on fixe B € R®? orthogonale.
a. Considérons R(u) = A||Bull; ou A > 0. Donner un algorithme permettant de minimiser F, en
justifiant la condition de convergence. (On pourra utiliser que Proxg est un opérateur de seuillage doux.)
b. Est-ce que 'on peut adapter la démarche de la question 4a a la régularisation R(u) = A||Bullo ?



